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OZET
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullaniimig bazi simgeler ve kisaltmalar, aciklamalari ile birlikte

asagida sunulmustur.

Simgeler Aciklama

A®B iki bandin direkt toplami

AlB Dik kimeler

A’ A kiimesinin dik timleyeni

AT Yukari yénlendiriimis kiime

B, x tarafindan uretilen band

(E). E Riesz uzayinin bandlerinin kimesi
E E uzayinin pozitif kismi

I x tarafindan Uretilen ideal

(E) E Riesz uzayinin projeksiyonlarinin kimesi
XAY x ile y ’nin infimumu

XVvy X ile y 'nin supremumu

X" x’in pozitif kismi

X~ x ’in negatif kismi

| x’in modilii (mutlak degeri)

X1ly Birbirine dik elemanlar

x Ta Yukari yonlendirilmis vesupremumuaolanag

"xﬂ x 'in vektdr normu



1.GIRIS

Ik bélimde gerekli temel tanim ve teoremler verilmistir. Burada E Riesz
uzayl olmak Uzere idealleri, bandleri , projeksiyonlari incelenmis ve E
Uzerindeki band projeksiyonlarla bandler arasindaki izomorfik iligki

anlatilmistir.

Vektér normlu uzaylar béliminde, A. G. Kusraev ’'in Dominated Operators
isimli kitabindan yararlanarak X vektor uzayl olmak uUzere vektdr normu
yardimiyla vektor normlu uzay tanimini verdik. Vektor normlu X uzayi
Uzerinde ideal, band tanimi verilerek X ‘deki bandler ile X ‘in vektdr normu
altindaki goéruntisunin E Riesz uzayinda Urettigi band arasindaki izomorfik
iligkiyi gosterdik. Daha sonra projeksiyon bandleri tanimlayarak bu
izomorfizma yardimiyla X deki projeksiyon bandleri inceledik ve bandlerle bu
band projeksiyonlar arasindaki izomorfik iligkiyi verdik. Sonu¢ olarak X ‘in
vektdor normu altindaki goéruntisinin E Riesz uzayinda durettigi bandin
projeksiyonlari ile X vektér uzayinin projeksiyonlari arasinda bir izomorfik

donusum elde ettik.

Merkez operatorler boliminde E Riesz uzayindaki merkez operatorlerin
tanimini verdik ve vektér normu yardimiyla X vektér uzayinda merkez
operatord tanimladik. Daha sonra E Riesz uzayindaki Freudenthal Spektral
teoremini kullanarak X ‘in vektor normu altindaki goruntisunun E Riesz
uzayinda urettigi bandin merkez operatorleri ile X vektdr uzayinin arasindaki
iliskiyi elde ettik. Son olarak da Freudenthal Spektral Teoremini X vektor

normlu uzay! icin elde ettik.



2. TEMEL TANIMLAR VE ONERMELER

Bu bélimde bazi temel tanimlari vererek 6nermeleri 6zetliyoruz.

2.1. Tanim

E bostan farkli bir kime olsun. E Uzerinde tanimli " < " bagintisi asagidaki

Ozellikleri saghyorsa, " < " bagintisina siralama bagintisi, (E, <) ikilisine de

sirali kime denir.

i) HerxeE igin x<x

i) Herx, ye Eicin x<y, y< xikenx=y

i) Her x, y, zeE icin x< y, y< z iken x<z

2.2. Tanim

(E, <) sirali kime, her x, yeE i¢in x<y veya y<x ise E ' ye tam sirali kime

denir.

2.3. Tanim

E#O , < bir baginti olmak Uzere

i) Her xe E igin x< x

i) Her x, y, zeE icin x< y, y<z iken x<z

iii) Her x, ye E icin x<z ve y<z olacak sekilde z< E vardir



kosullari saglanirsa E kiimesine yukari yénlendiriimis kime denir. ET
gosterilir.Yukari yonlendirilmis bir kimeden herhangi bir X kiimesine tanimli

her fonksiyona X Gzerinde bir ag(net) denir.

(x,)E Riesz uzayinda bir net olsun ; her (x,), (x,) e(x,)igin E 'deki
siralamaya gore (x,)<(x,)ve(x,)<(x,)olacak sekilde bir (x,)e (x,)
varsa (x, ) neti yukari yonlendirilmistir denir ve (x, ) ile gosterilir. (x

) T ve

o a

sup(x, ) = a olacak sekilde ac E varsa(x,) T a ile gosterilir. Benzer sekilde
her (x,) , (x,)e(x,)igin E 'deki siralamaya gére (x,) <(x,) ve(x,) <(x,)
olacak sekilde bir (x,)e(x,) varsa(x,) neti asagi yoénlendirilmistir denir
ve(x, )| ile gésterilir(x, ) ¥ ve inf (x,)= b olacak sekilde beE varsa (x,){b

ile gdsterilir.

(xa) e E neti yerine herhangi bir Ac E alt kimesi alindiginda AT ve supA

=a olacak sekilde ac E varsa ATa, Al ve infA =b olacak sekilde be E

varsa A b seklinde gésterilir.

2.4. Tanim

(A, <) siral kime, Bc A olmak uzere;
i) Her xe B icin x<a

i) Her xeB , be Aicin x<b iken a<b

sartlarini saglayacak sekilde ac A varsa buna B kiimesinin Ust sinirlarinin en

klgugu ya da supremumu denir, sup B =a ile g0sterilir.

i)Her xeB igcin a<x



i) Her xe B, be Aicin b<x iken b<a

sartlarini saglayacak sekilde ac A varsa buna B kiimesinin alt sinirlarinin en

blyugu ya da infimumu denir, inf B=a ile gosterilir.

B kimesi yerine iki elemanli {x,y} kimesini alirsak sup{x,y}=xvy

Inf {x,y}=x A y seklinde gbsterecegiz.
2.5. Tanim

(E, <) sirah bir kime, her x,ye E i¢in sup {x,y}, inf {x.y}€E ise (E, <) ikilisine

latis denir.
2.6. Tanim

(E, <) latis, her x,y, zeE icin x A (yvz)=(X A Yy) v (y A z)saglanirsa (E,

<) ikilisine dagilmali latis denir.
2.1. Teorem:

X latis olsun. X ‘in dagilmali olmasi icin gerekli ve yeterli kosul x, vy,, Y,,

ze X olmak lizere xA 'y, <z ve xAy, < ziken xA (y,VvY,) < zolmasidir [2].

2.7. Tanim

(E, <) latis, a,beE olmak lUzere {x e E:a<x<b} kiimesine siral aralik denir,

[a,b] ile gOsterilir.



2.8. Tanim

(E, <) latis olmak Uzere, varsa E 'nin en klglk elemanina en kiuguk eleman,

en buyuk elemanina birim eleman denir, sirasiyla 8 ve | ile gosterilir.

2.9. Tanim

(E, <) latis ve x €E olmak Uzere x A x=0 , x v Xx'=| olacak sekilde x'

elemani varsa x' elemanina x 'in tamlayani denir.

2.10. Tanim

(E, <) dagilmal latis olsun. E 'deki her elemaninin tamlayani, E 'nin en kiguk

ve birim elemani varsa E 'ye < siralamasi ile Boole Cebiri denir.

2.11. Tanim

A, B Boole Cebiri, T:A—B fonksiyon olsun.

i) Her x, ye Aligin T(xvy)=T(X)v T(y) ve T(x A y)=T(x) AT(y)

ii)Her xe A icin T(X")=[T(x)]'

iii)T birebir ve orten fonksiyon

kosullari saglaniyorsa T fonksiyonuna Boole Cebir izomorfizmi denir.
2.12. Tanim
(E, <) latis olsun. Eger E 'nin alttan sinirh her alt kimesinin infimumu ve

ustten sinirh her alt kimesinin supremumu varsa E 'ye Dedekind tam latis

denir.



2.13. Tanim

E vektor uzayi , "<" siralama bagintisi olmak uzere

i) Her x, y, ze E igin x<y iken x+z<y+z

i)Her Ae R* icin x<y iken Ax<Ay ise E 'ye sirali vektor uzayi denir.

2.14. Tanim

E sirali vektér uzayl ve6 E 'nin sifiri olsun. E 'nin 6 <x kosulunu saglayan

elemanlarina pozitif eleman denir.

2.15. Tanim

E, F sirali vektor uzayi, 0, ve 6, sirasiyla E ve F 'nin sifirlari olsun. T:E—F
lineer dontisum olmak Uzere her xe E igin 6, <x iken 6, <T(x) saglaniyorsa T

've pozitif operatdr denir.

2.16. Tanim:

E,F sirali vektor uzayi, T:E—F lineer donusum olmak Uzere her x,yeE igin

x<yiken T(x) <T(y) ise T 'ye sira koruyan operator denir.

2.2. Teorem

E,F sirali vektor uzayi, T:E—F lineer donigsum olmak tzere T ‘nin pozitif
operator olmasi igin gerekli ve yeterli kosul T ‘nin sira koruyan operator

olmasidir [1].

2.17. Tanim



E sirali vektdr uzayi olmak tzere her x,y € E icin inf{x,y}, sup{x,y} € E ise

E' ye vektor latis ya da Riesz uzayi denir.
2.18. Tanim

E Riesz uzayi, xe E olsun.

i) xv 0 elemanina x 'in pozitif kismi denir x* ile gosterilir.

ii) -x v 0 elemanina x 'in negatif kismi denir x ~ ile gosterilir

iii) -x v x elemanina x 'in modult (mutlak kismi) denir, |x| ile gosterilir.
2.3. Teorem:

E Riesz uzayi, xe E olsun.

) x=x"-x"

i) [x|=x" +x

i) x A x =0dir[1].

2.19. Tanim

E Riesz uzayl, her xeE™ , neN*icin (1/n)x { 0 ise E 'ye Arsimedyan Riesz

uzayi denir.

2.20. Tanim



E Riesz uzayi, VSE alt vektor uzayl olmak Uzere her x, yeV igin x A yeV

ise V 'ye E 'nin Riesz alt uzay denir.

2.21. Tanim

E Riesz uzayl, x,y€E olmak lizere |x| A |y|=0 ise x y 'ye diktir denir ve x Ly

ile gosterilir.
2.4. Teorem (Riesz Ayristirma Ozelligi)

E Riesz uzayl, X, y,, Y,, ...., ¥, €E olsun. Eger |x| <|y, +y, +...+y,| ise

X=X, + X, +..+ X, ve |x|<|y,| olacak sekilde x,, x,,.., x, €E vardir [1].

2.22. Tanim:

E Riesz uzayi, AcE olsun.Her xe A ve yeE igin |y|<|x| iken yeA ise A 'ya

kati denir. Kati alt uzaya ideal denir.
2.23. Tanim

E Riesz uzayi, A, BcE ve A, B kati olsun. A+B={a+b:ac A, be B} kiimesine A
ile B 'nin cebirsel toplami denir. Ayrica AnB= & ise buna direkt toplam

denir ve A ® B seklinde gosterilir.
2.5. Teorem
E Riesz uzayi, A, B E olmak Uzere A ve B ideal ise An B de idealdir [1].

2.6. Teorem



E Riesz uzayi, A, B E olmak Uzere A ve B ideal ise A+B de idealdir [1].

2.24. Tanim

E Riesz uzayi, G E 'nin Riesz alt uzayi olsun. Eger her 0< xeE igin O<y<x

olacak sekilde ye G varsa G 'ye E iginde sira yogundur denir.
2.7. Teorem

E Arsimedyan Riesz uzayi, G E 'nin Riesz alt uzayi olsun. G nin sira yogun

olmasi i¢in gerek ve yeter sart her xe E "igin

{ye G:0<y<x}1x olmasidir, ya da net tanimi geregince denk olarak her xeE '

icin en az bir (x,) < G vardir 6yle ki (x,)tx [1].

2.25. Tanim

E Riesz uzayi, #GcE olsun. xe E olmak tUzere her ye G i¢in x Ly kosulunu
saglayan tim x elemanlarinin kiimesine G 'nin diki denir. G° ile gésterilir.

Yani G*={x : her ye G i¢in x L y}
2.26. Tanim

E Riesz uzayi, A ideal olmak lzere (x,) < A ve 0< (x,)1x iken xeA ise A

'va band denir.

2.8. Teorem

E Riesz uzayi, 9#AcE ise A? banddir [1].

2.9. Teorem
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E Riesz uzayi, AcE ideal olsun. A 'nin E 'de sira yogun olmasi i¢in gerek ve

yeter sart A® ={0} olmasidir [1].
2.10. Teorem
E Riesz uzayi, AcE ideal olsun. A ideali A* iginde sira yogundur [1].

2.27. Tanim

E Riesz uzayi, AcE olsun. A 'y1 kapsayan en kucuk ideale (bande) A 'nin

drettigi ideal (band) denir.

A c E alt kimesinin Urettigi ideal:

l,= {y €E X, % X, €A, Ay Ay Ay €RT, Y] < Z/ll x|, ne N} dir.
E Riesz uzayindaki herhangi bir x elemaninin Urettigi ideal ise

| ={yeE: AeR*, |y|<A |X|} olur.

A c E alt kimesinin Urettigi band

B,={yeE: 3 (x,) <A > 0< (x,)1ly| } bigiminde elde edilir.

Dolayisiyla E Riesz uzayinda herhangi x elemaninin drettigi band

B, ={y<E:lyl A n|x|tly[} dir [1].
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2.11. Teorem

E Arsimedyan Riesz uzayi, A#J, AcE olmak lzere A 'nin Urettigi band A%
dir, dolayisiyla eger A band ise A= A% dir [1].

2.12. Teorem

E Riesz uzayi, E 'deki herhangi A ideali icin A%, her 0#xeB icin en az bir
0#y e A dyle ki; |y|<|x| kosulunu saglayan B ideallerinin en buyuaguduar [2].

2.13. Teorem

A ve B E Riesz uzayinda iki ideal olsun. Bu durumda (AmB)dd=Add N B dir

2].

2.14. Teorem

A ve B E Riesz uzayinda iki band olsun. Bu durumda (A+B)d=Ad ~ B?dir.
2.15. Teorem

E Arsimedyan Riesz uzayi, B(E) E 'deki tim bandlerin kimesi ve
A={D:DcE, D =D} olmak lizere A= B(E) dir [2].

2.16. Teorem

E Riesz uzayi, B(E) E 'deki tum bandlerin kimesi olmak Uzere (B(E) , <)

Boole Cebridir [2].
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2.28. Tanim
E vektor uzayi, P:.E—E lineer donusim olsun. Eger P=P? ise P 'ye
projeksiyon denir.P, E Riesz uzay! Uzerinde projeksiyon ve pozitif operator
ise, P 'ye "pozitif projeksiyon" denir.
2.29. Tanim
E Riesz uzayinda bir B bandi icin E=B® B“ise B 'ye projeksiyon band denir.

2.30. Tanim

E Riesz uzayindaki her B bandi projeksiyon band ise E'ye projeksiyon

Ozelligine sahip Riesz uzay denir.

Sonug

Eger E Dedekind tam Riesz uzayl ise her B cE bandi icin E=B@®B°

saglanir.

B c E projeksiyon band olsun. Bu durumda E=B®B®ve her xe E

icinx =x,+X, ; X, €B, x, eB* dir.
P,: E-E Py (x)=Xx, bigiminde tanimlayalim.

P2(x)= Py(Ps(x))=Ps(x,)=Ps(x,+0)=x, =Py (x) oldugundan P,

projeksiyondur.

x20 iken x, €B, x,eB® olmak lizere x=x,+x, , 0<x,, 0<x, yazilgi tek

trlidar. Ayrica P;(x)=x,>0 oldugundan P, pozitiftir. Benzer sekilde
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P.":E—E ; P?(x)= x, tanimlanirsa P,® 'in de pozitif projeksiyon oldugu

goruldr.

Bu sekilde tanimlanan P, projeksiyonuna "sira projeksiyon" ya da "band

projeksiyon" denir.

2.17. Teorem

E Riesz uzayi, T:E—F operatdr olsun. Bu durumda asagidakiler denktir:
1) T sira projeksiyondur.

2) |1 :E—E birim operatdr olmak tzere T projeksiyon ve 0<T< | 'dir.

3) T vel-T 'nin gérantaleri diktir. Yani her x,y e E igin Tx_Ly-Ty 'dir [1].
2.18. Teorem

E Riesz uzayl olmak Uzere A, B < E, projeksiyon band iseler A? ANnB,

A+B projeksiyon banddir ve asagidakiler saglanir:

iii) Py.g =Py +Fy-Py g [1].

2.19. Teorem
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E Riesz uzayi ve A,B c E projeksiyon band olmak tzere, asagidaki 6nermeler

birbirine denktir:

i) AcB

i) P, P, = P,P,=P,

iii) P, <P, [1].

2.31. Tanim

E Riesz uzayi ve xeE olmak Uzere, x 'in Urettigi band olan B, projeksiyon

band ise x 'e projeksiyon eleman, Urettigi bande principal band denir. Bir
Riesz uzayinda her eleman projeksiyon eleman ise bu uzaya principal

projeksiyon ozelligine sahiptir denir.

2.20. Teorem

E Dedekind tam Riesz uzayi, P(E) ={F; :B E 'de band} olmak Gzere (P (E),<)

Boole cebiridir [2].

2.21. Teorem

E Dedekind tam Riesz uzayi olmak Uzere;

v:B(E)—» P (E): AeB(E) , 1

=
1l

P, donusimu Boole cebir

izomorfizmidir.
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3. VEKTOR NORMLU UZAYLAR

Bu bolumde vektdr normu tanimini vererek bir vektor uzayindaki bandleri

projeksiyonlari ve bunlarin Riesz uzayindakilerle iligkisini inceleyecegiz.

3.1. Tanim

X vektor uzayi, E latis ve [ ]: X - E" bir fonksiyon olsun.
(N [x]=6< x=6
(2)Her 2 eR, xe Xigin [Ax] =||[x]

(3) Her x,y € X igin ”x+y” < ”xﬂ + ”y”
(4) Her e,,e, cET ve xe Xicin [x]=e, +e, isex=x,+x, ve [x]=¢,

[x,]=e, olacak sekilde x,, X, € X vardir.

kosullarindan ilk UGg¢l saglanirsa bu fonksiyona vektér normu denir. Bu
kosullarin dordu de saglanirsa bu vektor normuna Kantorovich normu, X

uzayina da ayrilabilir vektor uzaylr ya da latis normlu uzay denir ve
(X, [ ]. E) ile gosterilir. (4) kosulu sadece birbirine dik e, , e, icin

saglaniyorsa X ‘e d-ayrilabilir vektor uzayi denir.
3.1. Ornek

X vektor uzayi, E = R alinirsa daha énceden bildigimiz herhangi bir

| |: X = R normunun bir Kantorovich normu oldugu gérilir..

Bu normun vektor normu kosullarini sagladigi aciktir. (4) kosulunu

sagladigini goérelim:



Her e,.e, cE" ve xe Xicin |x|=e, +e, iken x=x,+x, ve
x| = e, olacak sekilde x,, X, € X oldugunu géstermeliyiz.
[X|=0 = e,=e,=0olur.

||x|| # 0 olsun.

i) |x|=1 durumunu inceleyelim:

IX[=1 =>1=e,+e€,

x,=e,x=(1-e,)x , X, =e,x olarak tanimlayalim. Bu durumda;
X=X +X, , Xy, X, € X ve ,|x|=e,, |x,|=e, saglanir.

i) [ =1 durumunuinceleyelim

Ix|=e,+e, e,e, cE"

" NP e, e,
— =Yy dersek; 1=7— = — =|ly||l=1=+— ++—= olur.
] M7 MR R

(i) den ;

y=Y,+y, ve |y, = ”671” 2| = ”672” olacak sekilde y.,y, € X vardir.

== 2Bl = (0 +32) =, v o

O halde;

16

[xi[|=e..

X, =Y, x| . x,=y, - |x| diyelim.x =x,+x, 3 x,,x, e X ve|x|=e,, |x,]|=¢,

saglanir.

Sonug:

Her norm bir Kantorovich normudur.
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3.2. Ornek

X vektor uzayi, E Riesz uzayi olmak lizere E = X alinirsa [ [: X > E
>[I

bildigimiz anlamda x ‘in modulu olarak alinirsa bu bir Kantorovich normudur.

3.2. Tanim:

(X, [ ]. E) latis normlu uzay olsun.x , ye Xigin[x]A[y]=0isex ile y

[ ]-diktir denir, x L yile gésterilir.
3.3. Tanim:

(X, [ 1 E) latis normlu uzay olsun.M= @&, Mc X olmak lizere
M* ={xeX:VyeMiginx Ly} kimesine [ [-band denir. X ‘deki tiim

bandlerin kimesi B(X) ile gosterilir.

Sonug:

B(X)= {B: 3@ =Mc X> M" =B}

3.1. Teorem:
A, Bc X, AcBolsun.B* c A* dir.

ispat:
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x eB* alalim. Her yeB igin x Ly dir.Hipotezden her ye A igin x L yolur.

Buradan xe A* elde edilir.
3.3. Tanim:

(X, |I ]] E) latis normlu uzay, A ¢ X alt uzay olsun. Her xe X ve ac A igin

[x]<[a] iken xeAise A’ya [ ]-ideal denir.
Sonug:

Her [ |-band | ]-idealdir.
ispat:

B e B(X) alahm. B € B(X) ise B=M" olacak sekilde Mc X kiimesi vardir.

B nin alt uzay oldugunu gorelim:

(@)x,y eB=M" = xtyeM" (?)
xeB=M"= HerueMicin x Lu =HerueMicin [x]A[u]=0
yeB=M"= HerueMiginy Lu=HerueMigin [y] A[u]=0
Her ueM igin [x+y]<[x]+[y] oldugu distinilirse

0= [x+yA[ul = (Ix][y) A [ul = ([x] [o]) [y [u]) =0
oldugundan ([x]+[y]) A[u] =0dir. Buradan x+y L u elde edilir.

Yani x+ye M" =B dir.

(b)A e R, her xeM" igin A1-xe M" (?)

xe M" ise herueMigin[x]A[u]=0 dir. Boylece her ueM igin

O<[A-x]afu]=|2|-[x]A[u] < (j4|+1)-([x] ~[u]) = O olur. Buradan da
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[2-x]AJu]=0 elde edilir.. Yani 1-xe M"dir.
(a) ve (b) den B X ‘in alt uzayidir.

B ‘nin [ ]-ideal oldugunu gérelim:
Her x eBve ye X iin [y] <[x] iken yeB mi?

xeB=M" = HerueMigin x_Lu
=HerueMigin [x]A[u]=0
= [y Ll < [xIAful =0
= [y]AJu]=0

=yeB=M".

Sonug olarak B idealdir.

3.2. Teorem:
A,Bc X ,AveB [ |-idealise A+B de[ |-idealdir.

ispat:

A, B X ‘in alt uzayi oldugundan A+B de X ‘in alt uzayidir.
A+B [ ]-ideal mi bakalim.

Her y e A+B ve xe X igin "x" < "y]‘ iken xe A+B oldugunu gosterecegiz.
y e A+B = y=a+b olacak sekilde a € A ve b e B vardir. Ayrica,

Hx” < ﬂyﬂ =[a+b] <[a]+[b] dir.

Burada Riesz ayrigtirma 6zelligini kullanirsak:

[x]=e,+e,, e, <[a] vee, <[b] olacak sekilde e,e,cE vardir. Vektor
normunun (4) ozelliginden x=x,+x,, [x,]=e, ve [x,]=e, olacak

sekilde x,, x, € X vardir.
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X, € A X, €B oldugunu gorelim:
0<[x,]=e,<[a], acA ve A [ ]-ideal oldugundanx,eA ve
0<[x,]=e, <[b], beB veB [ ]-ideal oldugundanx, B olur.

Sonug olarak A+B idealdir.

3.3. Teorem:

(X, [1 E) latis  normlu  uzay oIsun.A:{A: AcX> A=A“}olmak

uzere A= B(X) dir.

ispat:

Oncelikle herhangi birM c X igin M"=M""" oldugunu gdrelim:
)M~ < M*" dir.Gergekten;
Her x e Micin ;

xeM=VyeM"iginx Ly
= xeM™
= McM-
= MLLL QML
M- < M* dir. Gergekten;
x e M*" alalim. Her ye M igin x L ydir. O halde xe M olur.
=M M
(i) ve (i) den M~ =M
A= B(X)oldugunu gorelim.

11

Ae B(X) = 3@ #Mc X: A=M" =M =(M')" =A" = AecA

Ac A = A=A“=(AL)l:Mi (M=A*cX)
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= A e B(X)

Sonug olarak A= B(X) dir.

3.4. Teorem:

ABc X olmak lzere, eder A ve B X ‘de [ ]-band ise AnB de

[ ]-banddir.
ispat:

A, B eB(X) ise A=M' ve B=N" olacak sekilde M, Nc X vardir.

Once(MUN)™ =M* AN* oldugunu gérelim:
i) (MUN)" cM* AN* dir.Gergekten;
McMUN= (MUN) cM*

NcMUN= (MUN) cN*

oldugundan (MuN)L c M* AN* dir.

i) (MUN)" oM* AN* dir. Gergekten:

Keyfi bir xe M- AN* alalim.

xeM* ANt = xeM" ve x eN*

=>VueMicinx LuveVveNicinx Lv

=>VyeMuUNicinx Ly
= xe(MUN)" olur ki bu
(MUN)" ©M*" AN* demektir.

(i) ve (ii) den(MUN)" =M* AN* olur. Dolayisiyla;
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ANB=M" AN"=(MUN) =L" (LcX)
A NB eB(X) dir.

3.5. Teorem:

(X, [[ ]] E) ayrilabilir latis normlu uzay olsun. X ‘deki herhangi bir bos
kiimeden farkl A [ 1- ideali icin A her
O=beBiginenazbir0=acA, [a]<[b] kosulunu saglayan B

[ ]-ideallerinin en biyigidir.
ispat:

Oncelikle A" in bu kosulu sagladigini gérelim:
0+=be A" alalim. Olmayana ergi yontemini kullanalim;

[a] <[b] kosulunu saglayan O=aeA bulunmasin. Bu durumda her heA
icin[b] A[h] = 0dir. Gergekten;

d,=[b]A[h] 0 ise en az bir h, € Avardir 6yle ki 0 < g, <[h,] dir.
[ho]=([ho]—90)+9, yazarsak normun (4) 6zelliginden:

h, =h,+h, ve [h,]=[h,]-9, , [h,]=g,0lacak sekilde h,, h, e X vardir. O
halde 0<g, =[h,]<[h,] elde edilir, ayricah, e A ve A ideal oldugundan
h,e Aolur. Diger yandan g,=[h,] , g,=0oldugundan normun (1)
o6zelliginden h, = 0olur.Yani;g, =[h,] <[b] olacak sekilde
0+h, e Abulunur. Bu ise kabuliimiiz ile gelisir. Dolayisiyla[b]A[h]=0dur.

Buradan be A" ve be A™ elde edilir. Sonug olarak b=0 bulunur. Bu da
hipotezle gelisir.
A istenilen kosulu saglar.

Son olarak B — A" oldugunu gorelim:
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Olmayana ergi yontemini kullanalim;

B — A**olmasin.

BzA"= 30#ueB:ugA"
= 30-xueB,Vvhe A" icinu £ h
=30=#ueB,vheA" igin[u|A[h]=0
—302ueB, vhe A" igin 3k =[u] A[n] %0
=30=ueB,vheA" igin3k: 0<k <[h]
[h]=[h]-k+k denirse normun (4) ézelliginden ;
h=h,+h,, [h,]=[h]-k ve [h,] =k olacak sekildeh,, h, € X vardir.
A‘ideal ve [h,]<[h] oldugundan h, € A* olur.
Ayrica infimum tanimindan  [h,] <[u] ve B ideal oldugundan h, < B dir.
Sonug olarak h, e A* nBdir. Hipotezden en az bir 0 a < A vardir dyle ki;
[a]<[h,] dir. A* ideal oldugundan ae A" ve ae Abulunur.Buradan a=0

oldugu gorulur. Bu ise geliskidir.

Sonug olarak B c A dir.

3.6. Teorem:

A,B c X olmak lizere, eder A ve B X ‘de [ |-ideal ise (A mB)u = A" nB"
dir.

ispat:

JANBcA = (ANB) cA*™
Benzer sekilde ;

ANBcB = (ANB) B dir. Buradan (AnB) c A~ NB" elde edilir.



24

i) 0zueA"~B"alalim. Buradanue A™ ve ueB™ olur. Bir Onceki
teoremden A in sagladigi kosulu kullanirsak en az bir 0 # h e Avardir dyle

ki [h]<[u] dir. Diger yandan ueB* ve B ideal oldugundan heB*" olur.

Benzer sekilde bir 6nceki teoremden B* in sagladidi kosulu kullanalim.

En az bir 0=geB vardir 6yle ki [g]<[h]dir. Ayrica heA ve A ideal
oldugundan ge A olur. Sonug olarak en az bir 0ge AnB var ve [g]<[h]

dir. Yani A~ nB"" bir dnceki teoremdeki kosulu A NB igin saglar. Yine ayni

teoreme gore bu kosulu A NB icin saglayan ideallerin en buyugu (AmB)ll
dir. Yani A“ nB* c(ANB)" elde edilr.

(i) ve (i) den(ANB)~ = A" AB* dir.
3.7. Teorem:

A.B c X olmak Uizere, eger A ve B X ‘de [ ]-band ise (A+B)i =A*nB*
dir.

ispat:

i) AcA+B = (A+B) cA*
BcA+B = (A+B) cB'

oldugundan (A+B) < A* NB* dir.
ii) Her x igin
xe A*nB" = xeA' vexeB"
= heryeAiginx lLy,herzeBiginx 1Lz
u=y+z olmak (izere her u € A+B igin y+z | x oldugunu gdstermeliyiz. Uggen

esitsizliginden;
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o<[y+z]A[x]<([y]~[x])+([z]~[x])=0 yazilabilir. Sikistirma
teoreminden [y +z] A[x]=0 oldugu goriilir. Buradan xe (A + B)l elde edilir.
Sonug olarak (A + B)l > AT NBtdir.

(i) ve (i) den (A+B) = A" NB*
3.8. Teorem:
(B(X),<) Boole cebiridir.

ispat:

B(X) in latis oldugunu gorelim.

A, B eB(X)olmak Uzere AAB=AnBeB(X) oldugunu gostermeliyiz.

AnBc A veAnBcB oldugundan AnB A ve B igin bir alt sinirdir.
AN B‘nin alt sinirlarin en blyuddd oldugunu géstermek icin baska bir alt sinir
C alalim. Bu durumda CcA ve CcB olur. Buradan Cc AnB elde edilir.

Aldigimiz baska alt sinir AnB den kiguk kaldigina gore AAB=AnNBdir.

AN B eB(X) daha 6nce gosterilmisti.

A, B €B(X) olmak lUzere Av B=(A+B)“e B(X) oldugunu gostermeliyiz.

Oncelikle (A +B)™ € B(X) oldugunu gérelim:

(A+B)"=(A* B} , A'nB'cX=(ANB') =(A+B)" e B(X)dr.
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AvB=(A+B)" oldugunu gérelim.
AcA+Bc(A+B)"
BcA+Bc(A+B)

oldugundan (A+B)ll A ve B igin bir st sinirdir. (A+B)ll ‘nin st sinirlarinin

en buyugu oldugunu gdstermek icin bagka bir Gst sinir C alalim. Bu durumda
AcCve BcC olur. Ct c A" ve C* =B elde edilir. BuradanC* c A* nB*

olur.

ct gAimBL:(AlmBL)l cCH=C

= (A+B) cC

elde edilir. Aldigimiz st sinr (A+B)~ ’den biyiik kaldigina gére

AvB=(A+B)" dir.

Her AeB(X) i¢in {0} = A oldugundan {0} en kiigiik elemandir.

Her AeB(X) igin AcX veX=X" oldugundan X eB(X) dir. X birim

elemandir.

B(X) ‘deki her elemanin tamlayani oldugunu gdstermeliyiz.

Her AeB(X) igin A" ‘in A ‘nin tamlayani oldugunu gérelim:

AnA*=ANA={0}
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1L

Av AL=(A+AL) (A0 At = ({0}) =
B(X) in dagiimali oldugunu gdsterelim.

Yardimci teorem olarak teorem 2.1 i kullanirsak;

A, B,, B,, CeB(X) olmak lzere AnB,cC ve AnB,cC iken
An (B, +B, )u c C oldugunu gostermeliyiz.

Once An (B, +B,) =C oldugunu gérelim:

AnB,cCve An B, cC olsun,
fe An(B,+B,)= fe Avefe(B,+B,)

= fe Ave f =1, +f, olacak bigimde f, B, , f, € B, vardir.

[F1=[f+f]<[&]+[f.]
Riesz ayristirma ozelliginden:

[f]=e,+e, ve e,<[f] , e, <[f,] olacak sekilde e, e, cE" vardir.

Normun (4) 6zelliginden:

f=x,+x, ve [x,]=e,, [x,]=e, olacak sekilde x,, x, X vardir.
[x.]<[f] ve [x,]<[f.] . f, €B, ve f, €B, elde edilir. B, ve B, ideal

oldugundan x, B, ve x, B, bulunur.

Ayrica [x,] =e, <[f] ve A ideal oldugundan x, € A

[x,]=e, <[f] ve Aideal oldugundan x, € A drr.
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Sonug olarak x, e AnB, ve x, e AnB, elde edilir.

f=x,+x, ,AnB,cCve An B, cC oldugundan feC olur.

Buradan An (B, +B,) = C bulunur.
AN (B,+B,)cC = [An(B,+B,)] <C" dir.

Son olarak A (B,+B,) = A* ~(B,+B,) cC"=C elde edilerek ispat

tamamlanir.

B(X) dagilmali latistir. Sonug olarak (IB%(X),g) Boole cebridir.

3.9. Teorem:

(X, [1 E) latis normlu uzay , E0=[[X]]u olmak iizere E, ‘in her B bandi igin
[x,]€B olacak bigimde 0=x,eX var olsun. B(X) ile IB%([[X]]“) Boole

izomorfiktir [3].
ispat:

Izomorfizma olacak sekilde bir h fonksiyonu tanimlayalim.

h:B([X]")—>B(X)

B — h(B)={xeX:[x]eB}

h ‘in fonksiyon oldugunu gorelim:

h ‘in iyi tanimhigi tanimindan agiktir. h ‘in anlamlihgina bakalim;
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Be B([X] )= h(B)e B(X) oldugunu gérelim.

Oncelikle h(B") =[h(B)]" oldugunu gérmeliyiz.

ye h(B*)alalim.
ye h(Bl) = [y]eB*
= herueBiginu L[y]
Her ze h(B) igin [z] B oldugundan [z]L[y] dir. Buradan [z]A[y]=0

olur. ye [h(B)]" elde edilir.

Tersine 0# xe [h(B)]LaIallm.
xe [h(B)] = herze h(B)igin x Lz

= [z] eB ve [z]A[x]=0 *)
Olmayana ergi yontemini kullanalim;

xgh(B*) = [x]«B*

= JyeBigin [x]Ay=0

[x]~ry=e diyelim. Bu durumda infimum tanimindan 0<e<{[x] olur. Keyfi

O<kel, alalim.

kel ise k< ie olacak sekilde AeR" vardir. Ayrica e< [[x]] oldugundan
k< Ae< 4 [x]dir. Diger yandan ueXigin [u]=[u]+k-k yazilabileceginden

ayrilabilirlik 6zelliginden u=v+m |, [[m]]:k olacak sekilde en az bir meX
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vardir. |, ¢ B ve B band oldugundan [m]=k €B olur. (*) dan [m] A [x]=0
elde edilir.
[m] A [x]=0 = [m] A 2 [x]=0

= [m]=0

=k=0

Ayrica ke {e]" ise en az bir (k,) c {I.} vardir 8yle ki k, Tk dir. O halde her
aigin (k,)=0 olacagindan k=0 elde edilir..

Bu ise celiskidir. Sonug olarak xe h(BL) elde edilir. .

Son olarak her B igin h(B)=h(B**)=[h(B)] " oldugundan h(B) < B(X) dir.

Sonug olarak h anlamhdir.

h ‘in latis iglemlerini korudugunu gorelim

Her A, B € B([X] ") i¢in h(A AB)=h(A)Ah(B) oldugunu gésterelim.

h(AAB)=h(AnB)={xeX:[x]e AnB]}
={xeX:[x]eA}n{xeX:[x]eB]}
=h(A)~h(B)
=h(A) A h(B)

h(A v B)=h(A)v h(B) oldugunu gésterelim.

h(AvB)=h|(A+B)" |
=h[(AimBiﬂ
=[h(A*nB)]
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=[n(a") ()]
=[h(A) ~h(B) |
=[h(A)+n(B)]"

= h(A)v h(B)
h ‘in birebirligini gorelim:

B, B,e B([X]) igin h(B,)=h(B,)iken B,=B,oldugunu gdstermemiz

yeterlidir.
B, B,e B([X]") igin h(B,)=h olsun. Herhangi bir xe B, pozitif elemanini

alalim.

xeB,c[X]" ve [X] [X] ‘in drettigi band oldugundan x, Tx olacak
sekilde en az bir (x,) c[X] vardir. O halde [u,]=x, her a igin en az bir
u, € X vardir. Ayrica B, band oldugundan idealdir ve x_ <x oldugundan

X, €B, dir. Buradan [u, ] B, elde edilir.

[u,]eB,= u,eh(B,)=h(B,)
=u, eh(B,)
= [u,] B,

=X, €B,

B,band ve x_, Tx oldugundan xeB, olur. B, =B, bulunur,
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+

Keyfi xeB, i¢in x=x"-x" ve 0<x", x  oldugundan x", x €B, olur.

Dolayisiyla x B, elde edilir.
Benzer sekilde B, c B, oldugu kolayca gorulur.
B, =B, sonucuna varilir.

Sonug olarak h birebir fonksiyondur.

h ‘in ortenligini gorelim:

Her A eB(X) icin h(B)=A olacak sekilde en az bir Be B([X] ) varligini

gostermeliyiz. Keyfi bir A € B(X) alalim. B= [[A]]ii c E, olarak tanimlayalim. B

banddir.
h(B)=A oldugunu géstermek igin 6ncelikle h([A])=A oldugunu gérelim.

n([A])={x < X:[x]<[A]
Her yeA igin [y] e [A] oldugundan yeh([A]) dir. A < h([A])
Diger yandan her y e h([A]) igin;
yeh([A]) = [y]<[A]
>3uch: [ul=[y]
= 3uecA: [y]<[u]
A ideal oldugundan ye A olur. h([A]) cA
h([A]) = A oldugu gériildu.
h@B)=h([A]")=[n([A])] =A"=A

Sonug olarak h drten fonksiyondur.



33
h Boole cebir izomorfizmidir.

3.10. Teorem:
X,y eXolmak lizere x Ly ise [x+y]=[x]+[y] dir [3].
ispat:

Vektér normunun tanimindan [x +y] <[x]+[y]dir. (1)
x Ly oldugundan [x] A [y]=0 dir
Ayrica;
[x]=[x+y-y]<[x+y]+[-v]
=[x+y]+-1-[y]
=[x+y]+[y]

Buradan,
XD~ DxD = [[x+y]+ Dyl ] A [X]
<[[x+y]A[x]]*[x] ~[y] elde edilir.
= [x] < [[x+y]A[x]]<[x+V]
 [x]<[x+y]
Benzer sekilde [y] <[[x+y]A[x]]<[x+y] elde edilir.
O halde;
[x] v [y] <[+ y] bulunur.
<]~ [y]=[X]*[]-[x] A [ ] g6z éniine alinirsa,
[x]+[y] < [x+y] oldugu gérillr. )

(1) ve (2) den [x+y]=[x]+[y] dir.
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3.11. Teorem:

e,,e,cE ve e le,olmak lizere [x]=e,+e, olsun. Bu durumda

X=X,+X, , [x]=e,ve [x,]=e, olacak sekilde x,, x, € X varsa tektir [3].

ispat:

e,,e,cE ve e le,olmak lizere [x]=e,+e, olsun. Bu durumda

X=X, +X, , [x;]=e,ve [x,]=e, olacak sekilde x,, x, € X vardir.

[x.]=[y:]=e. [x,]=[y.]=e, ve©x=x,+x,=y,+y,  oldugunu

varsayalim. Buradan (x, —y,)+(x, —y,) =0 yazilabilir. Uggen esitsizliginden
[ =y ]<[x]+[y:]=2-&; . [x. =y, ] <[x.]+[v.]=2-e,

= 0<% -y, ] A[x,-y,] <2e,1r2e,=<2(e, ne,)=0

J

[[X1 _YJI /\[[Xz_yz]]z 0

= X =Y LX -y,

= 0=[[(X1—y1)+(X2—yz)]]ZII(X1—y1)]]+[[(X2—y2)]]=0
= [x,-y;]=0ve [x,-y,]=0

= X =Y X =Y,
Dolayisiyla x,, x, € X tektir.
3.4. Tanim:

KeB(X) olmak lzere X =K ®K" ise K ‘ya projeksiyon band denir.



35

3.5. Tanim:

Her K€B(X) projeksiyon band ise X ‘e projeksiyon 6zelligine sahiptir denir.

3.12. Teorem:

B, B,€B(E,), h daha o6nce tanimlanan izomorfizma olmak (zere

h(B,+B,)= h(B,)+h(B,) dir.
ispat:

Her z igin,

zeh(B,+B,) =[z]eB,+B,
=[z]=e,+e,: e, €B, , e, €B,
=3x, X, € X 1z=x,+ X, ve [x,]=¢e,, [x,]=€,
=3x, X, X [z]=[x]+[x.] . [x]e€B; . [x,]€B,
=3x, X, X [z]=][x]+[x.] . x,€h(B,), x, €h(B,)
= z€h(B,)+h(B,)

Her z igin,

zeh(B,)+h(B,) = z=x,+x,: x,€h(B,), x, eh(B,)
= [z] =[x +x. ] <[x:]+[x.] ve [x,]€B;. [x,]eB,

B,ve B, ideal oldugundan B,+B, de idealdir. Buradan [z] €B,+B, elde

edilir.h ‘in tanimindan z€h(B,+B,) bulunur.

3.13. Teorem:
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E, =|IX]]lL projeksiyon ozelligine sahip ise X de projeksiyon 6zelligine sahiptir

[3].

ispat:

Her KeB(X) igin X=K ®K" oldugunu gostermeliyiz.
Ke B(X) alahm. h ‘in értenliginden h(B)=K olacak sekilde en az bir B€ B(E,)

vardir. E, projeksiyon ozelligine sahip oldugundan E,=B@® B* oldugu g6z
onune alinirsa:

X =h(E,)=h (B+B*) = h(B)+h(B*) ch(B)+[h(B)] =K+K"

Xc K+K* ve Kn K*={0} oldugundan Xc K& K*

Diger yandan K@ K* < X agiktir. Sonug olarak X= K® K" elde edilir.

3.14. Teorem:

X projeksiyon 6zelligine sahip olsun. KeB(X) igin
T, X—>K

X=X+ X, = e (X) =X,

XK'

X=X+ X, > e (X)=X,

bigiminde tanimli &, ver," band projeksiyondur ve m,* =I-m, dir.
ispat:

n, tanimindan anlamli , hipotezden x=x,+ x, yaziligi tek oldugundan Iiyi

tanimlidir, dolayisiyla fonksiyondur.
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m, ‘nin lineerligini gorelim.

Her x, ye Xigin m, (x+y)=m, (x)+m,(y) oldugunu géstermeliyiz.

X, yeX ise x =x,+x,ve y=y,+y, olacak sekilde x,, y,eK ve x,, y,eK"
vardir.

T (X+Y) = (X + X, + Y4y, ) =1 (X, + Y, + X4y, ) =X, + Y, =1 (X) + 7 (Y)

m, 'nin projeksiyon oldugunu gorelim:

n’ =m, oldugunu géstermeliyiz.

1 (%) = 7 (e (%)) = 1 (%) = %, = 7 (%)

n =l-m, oldugunu gorelim:

Her xe X igin x=x,+ x,, X, €K, x, e K*
= X, =X-X,

= 1 (X)=X, = X=X, =1 (%) -7 (X)

= r" (x)=(1-m)(x)

= o =l-m,
3.15. Teorem:

X projeksiyon Ozelligine sahip olsun , K,, K, e B(X) igin

i) K,nK, ve K,+K, projeksiyon banddir.
ii) Tk, = Tk, © T, = T, © T,

i) Ty i, = T, + T, = T, AT
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ispat:

i) K,, K,eB(X) icin K,nK,eB(X) ve X projeksiyon o6zelligine sahip

oldugundan K, n K, projeksiyon banddir.

K,, K, e B(X) i¢in K,+K, nin projeksiyon band oldugunu gérelim.
K, K, e B(X) alalim, h ‘in ortenliginden h(B, )=K, ve h(B, )=K, olacak sekilde
B,, B, € B(E,) vardir. Ayrica E, projeksiyon 6zelligine sahip oldugundan

B,+B, projeksiyon banddir.
K,+K,=h(B,)+h(B,)=h(B, +B,)

h ’in anlamlihgindan h(B1 +Bz) X ‘de banddir. X projeksiyon 6zelligine sahip

oldugundan h(B1 +BZ) projeksiyon banddir. Sonug olarak K,+K, projeksiyon
banddir.

i) K, K,eB(X) icin K,nK, projeksiyon band oldugundan

X=K,n K, ® (K,nK,)" yazilabilir.

Her x icin

x € X ise x=x,+ x, olacak bigimde x,eK,nK,, x, e (K,nK,) vardr. Bu
durumda x=x,+ X, , X, €K, vex, €K, , x, € (K, sz)l olur.

Her x icin ;

Tk, (x)=x,

Tk, © T, (x)=7tK1 (“Kz (x))=7tK1 (%,)=x,

oldugundan m . =m o m, dir.
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T, © Ty, (x)=7cK2 (nK1 (x))=7cK2 (%,)=x,

i) K,+K, ‘in projeksiyon band oldugunu gordik.

K, L K, olsun.

Her x igin

x € X ise x =x,+ X, olacak bigimde x, € K,+K,, x, € (K, +K2)L vardir.
Buradan  x=x,+x, , X,=u,+u, Yyazillabilir oyle ki u,eK, u,eK,ve
X, € (K, +K,)" dir

= X=U +U, + X, 0 U e Ky, X, € (K +K,)

Ayrica;

K, cK,+K, = (K, +K, )L c K, oldugundan x, € K;" =K, c K,+K,

O halde

X=u,+u, + X, : u, €K, u, +x, €K, elde edilir.
T 14Ky (X)=X1 X, =0 U, X,

T, + Ty, (X)=71:K1 (X)+TtK2 (x)=u1 tu, + X,
Dolayisiyla m, ., =m,, +m, dir.

Keyfi K,, K, e B(X) igin
Ki+K,=(K, nK," ) +K, ve (K, nK,") LK, oldugu géz 6niine alinirsa

Tk sk — n(Kngl)Jer

n(KszL) + 1,

=M o  +T,

Kot

= Ty, (|—TEK2) +Ty,



=T, - Ty, © Ty, +T,

= TEK1 + TEKZ - TEKA]NKZ

3.16. Teorem:

P(X) = {m :K Xde projeksiyon band} kiimesi K,,

e, <, < K, =K, siralamasiyla bir Boole cebiridir.

ispat:

P(X) ‘in latis oldugunu gorelim.
K,, K, e B(X) icin

T, A T, = Ty, Oldugunu gosterelim:
KinK, cKi= my , S 7,

KinK, €Ky, = my o, S 7,

K, e B(X)
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icin

oldugundan m . , m,Vve m, icin bir alt sinirdir. Alt sinirlarin en buyugu

oldugunu gormek igin baska bir alt sinir ©, alalim. Bu durumda;

ne <m, = Cc K,
n. < m, = Cc K,olur. Buradan C c K, nK, elde edilir.
Cc KK, = e S my, i,

= Ty, A T, = T,

Ty, V T, =Ty, ., Oldugunu gorelim:

KicK*+K, = T, < Tk,

K, cK,+K, = T, < T, i,
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oldugundan m .. , mVve m, icin bir Ust sinirdr. Ust sinirlarin en kigigu
oldugunu gormek igin bagka bir Ust sinir n, alalim.

Ty, S Mg = K,cC

ne, < e = K, cC olur. Buradan K, ve K, alt uzay oldugundan K,+K, cC

elde edilir.

KitK, cC= my o, < 7c
= My, V Ty, = Ty, ok,

P(X) © in dagilmali latis oldugunu gorelim:
T, Mg, T € P(X)igin

T /\(nanC)=nA A Tg.c
=TA O(TEB +TCC_TEBmC)
=(TEA OTEB)+(TEA OTEC)-TCA ° Ty

=(TEA ° TEB)+(TEA ° TEC)-TcAmBmC

Diger yandan;
(mp AT ) v (T4 ATt ) =(Tp 0T )+ (g 0T ) Ty © T © T, © TG
=(TEA OTCB)+(TEA OTEC)_TEAﬁBr\C

oldugundan P(X) dagilmali latistir.

{6}, Xe B(X) ve m, , n, e P(X)olmak Uizere;

Her Aigin n, < m, oldugundan =, en kigcuk elemandir.

Her Alicin n, < m, oldugundan m, birim elemandir.

Her Ke B(X) igin =, =m " dir.

n. m hin tamlayanidir. Gergekten;



T A= =T,

Tc —_
Kt KK

nKlvnK=nKl+nK-n =Ty

= Tc =
KLAK KL+ K

Sonug olarak P(X) Boole cebridir.

3.17. Teorem:

¢ : B(X)—> P(X)

K — ¢(K)=n, donisimi Boole cebiri izomorfizmasidir.

ispat:
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¢ ‘nin fonksiyon oldugunu gostermistik, simdi sirasiyla birebir ve oOrten

oldugunu gosterelim.

K., K, eB(X) igin ¢(K,)=0¢(K,) olsun.

o(K)=0(K,) = T, = Tk,

= M, S M, Ve M ST

= K, c K, veK, cK,

= K,=K,
O halde ¢ birebirdir.

¢ ‘nin tanimindan orten oldugu agiktir.

¢ ‘nin latis islemlerini korudugunu gorelim.

K, K, e B(X) icin

o(K, AK,)= 9(K,) A ¢(K,) oldugunu géstermeliyiz.

(P(K1 A K2)= T, AKo

- TEK»] ﬁKz
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(K, vK,)=¢(K,) v 9(K,) oldugunu géstermeliyiz.

K,, K,eB(X) ve X projeksiyon 0&zelligine sahip oldugundan K,+K,
projeksiyon banddir. Dolayisiyla K, +K,=(K, +K2)ll dir. Buradan
o(KivKy)=m o
= T, 1K,y

=Ty, V Ty,

=p(Ky) v o(Ky)

Son olarak , Ke B(X) icin

o(K*)= |:(|>(K)]L oldugunu gdstermeliyiz.

Sonug olarak ¢ Boole cebri izomorfizmidir.

Sonug:
B(E,) <« B(X)
Twv To
"

P(E,) <«—— P(X)
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A
sekilde gosterilen donugumlerle h:y o ¢ izomorfizmi elde edilir. Yani P(E,)

ile P(X) Boole izomorfiktir.

3.18. Teorem:

E, projeksiyon ozelligine sahip. X ayrilabilir olsun. n elP(E;) olmak Uzere

A

h(n)=n'e P(X)olsun. Bu durumda her x eXigin n([x])=[='(x)]

dir [3].
ispat:

neP(E) ve R(E,)=B(E,) oldugundan m, =n olacak sekilde bir B bandi

vardir. E, projeksiyon Ozelligine sahip oldugundan E,= B®B" olarak
yazilabilir. Simdi her xeX igin [x]eE, olacagindan [x]=e,+e,, €,€B,
e, € B* olacak sekilde e,, e,vardir. X ayrilabilir oldugundan x=x,+Xx, ve

[x.]=e, . [x,]=e, olacak sekide x,, X,e X vardir. Bu durumda

o [x])=[x]=e, . = ([x])=]x.]=e,=0 olur.

Diger yandan E, projeksiyon 6zelligine sahip oldugundan X de projeksiyon
6zelligine sahiptir. Dolayisiyla Be B(E, ) icin h(B)=K e B(X) ve X=K®K" dir.

A

Ayrica h(m) (x) = n'(x) € K=h(B) = h(n(E,)) oldugundan h ‘in tanimindan

ﬁh(n)(x)ﬂ e n(E,) olur.



Buradan( Nh(n)(x)m) =0ve n(”h(n)(x)

n([x]) ==([xJ+[x.])

= n( | h(m)(x) +Nh(n)L(X)m)

=n( | n(m)(x)] ) + Nh(nf (x)ﬂ)

=n( [='()]+m([(n")" (x)])
=n( [n'()] + 7 ([%,])

= [x'(x)])*+ O

=n( [x'(x)])

=[='(x)]

N) = ﬁh(n)(x)ﬂ elde edilir.

45
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4. MERKEZ OPERATORLER

Bu bolimde vektdr normlu X uzayi igin merkez operatorler tanimi verilerek X

vektor normlu uzayi igin Freudenthal Spektral Teoremi elde edilmistir.

4.1. Tanim:

e €E" olmak lUzere xA(e — x) = 0 olacak sekilde xeE™ varsa x ‘e €’nin

komponenti denir.
4.2. Tanim:

E Riesz uzayi, O<xeE x;,x,, X, X ‘in ikigser dik komponentleri olsun.

n
x=Yx ve oeR" olmak Uzere s=) ax cE elemanina x-adim
= =

fonksiyonu denir.

4.3. Tanim:

E Riesz uzayi, T: E— E operatér olmak tizere her xeE igin [Tx| < 1|x| olacak

sekilde bir A e R*varsa T ‘ye merkez operatoéri denir. Merkez operatorlerin

kimesi Z(E) ile gosterilir.
4.4. Tanim:

X ayrilabilir vektor uzayi, T: X— X operator olmak Uzere her xe X ve bir
AeR" igin [T(x)]<r[x] oluyorsa T ‘ye [ ]- merkez operatérii denir. [ |-

merkez operatorlerin kiimesi Z(X) ile gosterilir.
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4.5 Tanim

ec E"alalim. Her ¢>0 i¢in a, <o iken ”xa—xﬂﬁs-e olacak sekilde o,

varsa x_ neti x ‘e br yakinsaktir denir ve x=br —limx_ ile gosterilir.
a

4.6. Tanim

Eger (xa - xB) sifira br-yakinsak ise x_netine br-Cauchy denir.

X br-tam , E Dedekind tam Riesz Uzayi olsun.

B(E,) « B(X)

Tv To

A

P(E,) <« P(X)

diyagramint olugturmustuk. Simdi bunun yardimiyla  Z(E;) ile  Z(X)

arasindaki iligkiyi olusturacagiz.

4.1. Freudenthal Spectral Teorem:
E Dedekind tam Riesz Uzayi olsun. O<xeE olmak uzere her yel, igin
0<y-u, Slx ve u, Ty olacak sekilde u, x —adim fonksiyonu vardir.
n
4.2. Teorem

X vektdr normlu uzay, E Dedekind tam Riesz uzayi olmak Uzere
F:Z(E,) > Z(X) fonksiyonu vardir.
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ispat:

E Dedekind tam oldugundan L, (E) Riesz uzayidir ve | birim donugimunin

urettigi ideal Z(E) dir. Dolayisiyla Freudenthal Spectral Teoreminden her
O<ne Z (E) igin osﬂ—nns# . n tn olacak sekide x| - adim

fonksiyonlari vardir.

n, |I-adim fonksiyonu ise P ler | birim operatorunin ikigser dik komponentleri ,

k k k
A eR*, Y P =l olmak lizere =) AP olarak yazilabilir. Burada ) P =I

i=1 i=1 i=1

oldugundan P, e P(E,) olur.

k k
¢ fonksiyonu yardimiyla ©,'=> Ae(P)=>_AP' , P'e P(X) olmak lzere
i=1 i=1

" elde edilir.

Diger yandan P'e P(X) , Pe P(E,) olmak Uuzere her xeX icin

[P'(x)]=P(x])<[x] oldugundan P'e Z(X) dir. Z(X) vektér uzayi

oldugundan » AP '=m," e Z(X) dir.

i=1
Simdi #": X—> X
x— n'(x) =br-lim(n,") tanimlayalim.

n' nin anlamhligini gosterelim.

- . - 1 y ; .
Oncelikle m<nigin 0<w, -, <n—m7 SHI oldugunu soyleyelim.

Ayrica her xe X igin
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1 k

[, x)ﬂ—ugx, 00 =2 [P 0] = SAR(x]) =, [] dir

=1 i=1

O halde her xe X icin

[7,'(x) -7, " ()] = [(r,"- 7, WX)] = (m, — 7, )[X] s% [x] dir. Buda =, '(x) in

br-Cauchy oldugunu gosterir. X br-tam oldugundan br —lim(rn,') vardir. ='

anlamhdir.
Limitin ozelliklerinden =" nun iyi tanimli ve lineerdir.
Bu tanimladigimiz =' Z(X) ‘in elemanidir.

Gergekten;

[7'(x)] =[lim=,'(x)] =lim[ =, '(x)] < lim(x - [x])= & -[x] dir.
O halde =' € Z(X) dir.

Bulunan bu r' elemani secilen diziden bagimsizdir.

0<n-m, 1I n TnveO0<n—s, L s, T n olacak sekilde () ve (s,)
n n

| - adim fonksiyonlarinin dizisini alalim.

[ '(x)=s,'(x)] =[ (z,'=s,)(X)]
o]
<|r, —n”[x" +|n—sn|”xﬂ

oldugundan br-lim (r,'(x)—s,'(x) )=0 bulunur. Bu ise

br-lim (=, '(x) )= br-lim (s,'(x) ) olmasini verir.
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Keyfi ne Z (E,) i¢in n=n"—n bigiminde tek turlt yazilabilir.
Simdi F:Z (E,)—>Z(X)
T —F(n)=(x")'—(n")" bigciminde tanimlayallm. F nin

anlamlihgr Z(X) in vektor uzay! olmasindan, iyi tanimhligi ise secilen diziden

n' nun bagimsiz olmasindan kolayca elde edilir.

4.6. Tanim:

x €X, [x]>0 olmak tizere [y] A([x] =[y]) = 0 olacak sekilde ye X varsa y

‘ye x'nin [ ]-komponenti denir.
4.7. Tanim:

E Riesz uzayi, 0<[x] €E , x,,X,, X, x ‘in ikiser dik komponentleri olsun.
x=Y X ve o, eR" olmak tizere [z]=> a[x] saglayan z eX elemanina
i=1 i=1

x-adim fonksiyonu denir.

4.3. Teorem:

xeX , (a,) cE" artan bir dizi, (a,) <[x] (ne N) olmak lizere her ne N ve
n<micin 1) [x,]=[a,]
2) [x-x,]=[x]-a,

3) [x., —x.] =a, —a,, olacak bigimde (x,)< X vardir.
ispat

(a,) cE* artan bir dizi, (a,) <[x] (ne N) olsun.
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1) b, = |[x]| ~a_, b, = |[x]| olarak tanimlayalim.
n=1 =b, = "x]‘ ~a,
=b, +a,= ﬂx”
= X=U,+V, ve HUJI :a1,ﬂv1” =b, olacak sekilde u,,v, € X vardir.
b, =b, —b, +b, yazalim. Bu durumda |[v1]| =b,-b, +b, olur.
[vi] =bi=b,+b,= v,=u,+v,, [u,|=b;~b,, [v,]=b, olacak sekilde
u,,v, € X var.
b, =b, —b, +b, yazilirsa;
"vzﬂ =b,-b,+b,= v, =u, +v,, "u3]‘ =b, -b,, |[v3]| =b, olacak sekilde

u,,Vv, € X
Benzer sekilde parcalanma yapilirsa ;

V,=U  +V ., |[um1]|:bn—bn+1, an+1”:bn+1olacak sekilde u

n "~ “n+l

,€X

n+1’vn+

oldugu gorulur. O halde

n
X =U +V,=U +U, +V,= > U, +V, olur.
k=1

n
X, = YU, segelim. Bu durumda x=x, +v, olur. (*)

Hxn"=ﬂgukﬂ SIME

Ayrica
”xﬂ = ”xn +vn]| < ”xn" +|[vnﬂ <a,+b, = "x" dir.

Sikistirma  teoreminden [ x, ] +[v,] =[x] =a,+b, elde edilir. Buradan

(bk—1 —bk)=b0 _bn =a,
=1 k=1

[x.]=[a.] elde edilir.

2) (*)dan "x—xnﬂ:"x +V —xnﬂ :"vnﬂ =b = “x]‘—an bulunur.
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3) n<m igin
[ m 1 m m
ﬂxm _Xn” = Hk;1ukﬁ < k:zm-1|[UK]] =k;1(bk—1 _bk)
=b, ~b_+b_ —b =
=a, —4a,

=Xl =[] = %0 =]

sikigtirma teoreminden [x,, —x,] =a, —a, elde edilir.

4.4 Teorem:

X ayrilabilir vektor uzayi, xe X , 0<[x] € E olmak Uizere hery < |, igin X iginde

{z,} x-adim fonksiyonu vardir dyle ki; z, ——y.
ispat:

y el =[y]<n[x]
=[y] e b
Freudenthal Spectral teoreminden en az bir u_ [[x]]-adlm fonsiyonu vardir
oyle ki;  0<[y]-u, S%[[x]] ve u, T[y] dir.
u, [x]-adim fonsiyonu ise e,, e,, ..., e, €E [x] ‘in ikiser dik komponentleri,

k
[x]=e,+e,+..+€, o eR" olmak Uzere u,=> ag dir. X ayrilabilir
i=1

oldugundan x=x,+Xx,+..+X, ve [x]=¢, olacak sekilde x,X,,....x, € X

vardir.
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Sonug olarak;

k k
u, => ae=> afx] . xlerx’in komponenti ve 0<u, <[y] bulunur.
i=1 i=1

Buradan yardimci teoremden [z, ]=u, ve [y-z,]=[y]-u, olacak sekilde

z eX vardir. O halde Og[[y—zn]]:[[y]]—uns%[[x]] elde edilir.  Yani

z, —2 5y dir.
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