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OZET

FiZiIK UYGULAMALARINDA KARSILASILAN BAZI KISMI DIFERANSIYEL
DENKLEMLER ICIN COZUM TEKNIKLERI

UCE, Yilmaz
Yiiksek Lisans Tezi,Matematik Anabilim Dal1
Tez Danismani:Dog.Dr.Esin Inan CINAR
Mayis 2010, 167 Sayfa

Bu ¢alismanin ilk boliimlerinde oncelikle kismi diferansiyel denklemlerin alt
yapisint olusturan temel denklemlerin bazi 6zellikleri, Sturm-Liouville problemi ve
Green fonksiyonlari verilecektir. Sonraki boliimlerde ise ayr1 ayr1 Laplace, Is1 ve Dalga
denklemlerinin ¢oziimleriyle beraber fiziksel ve matematiksel 6zellikleri verilecektir.
Bu denklemler eliptik, parabolik ve hiperbolik tipteki denklemlerin temsilcileri olup
ozellikle Laplace denklemi, sinir deger problemlerinde olduk¢a 6nemli bir yer tutar.
Ayni sekilde Dalga ve Is1 denklemleri baslangic deger ve baslangi¢ sinir deger problemi
olarak karsimiza ¢ikmaktadir. Iste bu ¢alismada amacimiz bu tip problemleri ¢6zmek

i¢cin temel metotlar1 vermek ve orneklerle zenginlestirmektir.

Anahtar kelimeler: Green fonksiyonu, Dalga denklemleri ,Is1 denklemleri ve

Laplace denklemleri, Ozdeger ve Ozfonksiyonlar



ABSTRACT

SOLUTION METHODS FOR PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS

RAISED AT SOME PHYSIC APPLICATIONS

UCE,Y1lmaz
Msc,Mathematics Science
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Esin inan CINAR

May 2010, 167 pages

In first chapters of this study, some speciallities of elemantary differential
equations that form background of partial differential equations,Sturm-Liouville
problems and Green functions are given.Then physical and mathematical speciallities of
Laplace ,heat and wave equations with together solutionsof them are given.This type
equations are representions of elliptic,parabolic and hyperbolic equations and in
particular ,Laplace equation takes up important space in boundary value problems.We
also confronte with initial value and initial boundary value problems for heat and wave
equations.Our purpose in this study is to give basic methods for solving this problems
and to support by examples.

Key words: Green function, Wave equations, Heat equations,Laplace
equations, Eigenvalue, Eigenfunctions

111



ON SOz

Yiiksek lisans egitimim boyunca yardimini ve destegini her zaman yanimda
hissettigim, mesleki agidan benim i¢in bir ufuk ¢izgisi olan ve 6zellikle bu tez hazirlama
siirecinde biiyiik sabir gosteren ¢ok degerli hocam Dog. Dr. Esin Inan CINAR’a  sonsuz
sayg1 ve siikranlarimi sunarim.Ayrica destegini hi¢ eksiltmeyen esime de tesekkiir ediyorum.
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1. GIRIS VE KAYNAK BILDIRISLERI

Bilindigi gibi uygulamali matematikte kismi tiirevli denklemler ¢ok 6nemli bir
yer tutmaktadir. Ozellikle kismi tiirev konular fiziksel olaylarda karsimiza
cikmaktadir. Bu olaylar Dalga denklemi, Is1 denklemi ve Laplace denklemi seklinde
matematiksel olarak modellenmektedir.

Bu ¢alismada fizikte ve matematikte sikca karsilasilan bu denklemlerin ¢esitli
sekildeki ¢oziimleri ele alinmustr.

Bu denklemlerin ¢oziimleri lisans 6grencilerinin oldugu kadar lisans iistii egitim
goren Ogrencilerin de islerini kolaylastirmaktadir.

Yukarida bahsedilen denklemlerin verilen kosullarina uygun olarak bes farkl
sekilde ¢6ziim metodlar1 verilmektedir. Bilindigi gibi verilen kosullar altinda bir yontem
yeterli iken diger yontemler yetersiz kalmaktadir. Bu ylizden bu yontemler avantajlari
ve dezavantajlari ile birlikte ayr1 ayri ele alinacaktir.

Bu ¢alismada bu denklemlerin ¢6ziimii i¢in matematikte kullanilan hemen hemen
tiim dyontemler verilerek caligsma 6rneklerle zenginlestirilmistir.

Bu ¢6ziim yontemleri ile ilgili bilgiler Constanda (2002), Celebi ve Cagliyan
(2002) de bulunmaktadir.

Bunun yaninda Dalga denkleminin periyodik ¢oziimleri ve Laplace denklemi ile
ilgili bir takim 6zellikler i¢in Young (1990), Haberman (1998), Anar (2005),
Needham ve King (2006), Ross (1984), Gribben (1975), Sneddon (1957), Dernek
(2005), Boyce ve Di Prima (2001), Gribben (1975), Rainville ve ark. (1997), Evans ve
ark. (2000), Otto (1999) kaynaklara basvurulmustur.

Bu ¢aligmanin ilk iki boliimii verilen yontemlerde bir yardimci arag olarak
kullanilacak temel diizeydeki diferansiyel denklem konularina ayrilmistir. Diger
boliimlerde ise sirasiyla homojen olmayan lineer problemler, degiskenlere ayirma
metodu, Fourier doniisiimleri, z fonksiyonlarin dagilim metodu, Green fonksiyonlari
metodu yontemleri ele alinmastir.

Bu calismanin bundan sonraki yapilacak olan ¢alismalarda bir referans kaynak
olacagina ve konu ile ilgilenen 6grenciler i¢in kolaylik saglayacag: diisiintilmektedir.



2. ON BILGILER

Matematigin dogal bilimlerin ve miihendislik dallarinin bircok problemi Kismi
Diferansiyel Denklemlerin ¢dziimlerine indirgenir. Ornegin hidrodinamikte, esneklik
teorisinde, elektrodinamikte ve benzeri alanlarda Kismi Diferansiyel Denklemler yogun
olarak kullanilmaktadir. Uygulama alanlarinin ¢ok genis olmasi nedeniyle Kismi
Diferansiyel Denklemler teorisi , matematik analizinin 6nemli inceleme alanlarindan
biri olmustur.

Bu tezin amaci kismi diferansiyel denklemler teorisinin kavramlarin1 ve ¢6ziim
yontemlerini uygun bir yapida sunmaktadir. Tezde eliptik, hiperbolik ve parabolik
denklemlerin temsilcisi durumunda olan Laplace, Is1 ve Dalga denklemlerinin degisik
yoldan ¢6ziim metodlar1 verilmektedir.



3. FOURIER SERILERI

Sonsuz defa diferansiyellenebilen bir f(x) fonksiyonu x, noktasini iceren bir

aralik i¢cinde Taylor serisine agilabilir. Bu aralik f’nin tanimli oldugu araligidir.

Taylor serisi
S~ e, (x=x,)" (3.1
n 0

seklinde gosterilir.

Burada ¢, katsayilari,

(n) n
[700) s, g =TS

n! ’ dx”"

n

seklindedir.

Eger belli sartlar saglaniyorsa yukaridaki seri x, noktasini igeren bir agik

aralikta e noktasal olarak yakinsaktir. Bu durumda (2.1)’deki {~} isareti esitlik olarak

kullanilir.

3.1. Fourier Serisi

Sx) ~
o +_z-(an cos£+bn sinﬂ\u,... (3.1.1)
nzlk L L )

serisine Fourier serisi denir. Burada L pozitif bir say1 a,,a, ve by’ler sabit sayilardir.

Tanim 3.1.1.

R"'de tanimli f fonksiyonuna F(x+T)=f(x) ise periyodiktir denir.Burada en
kiicik  T>0 sayisina f'nin temel periyodu veya esas periyodu denir.Periyodik bir

fonksiyon herhangi  bir n dogal say1ve ¥V «  igin
fx+nT) = f(x)

ozelligini saglar.



Ornek 3.1.2.

sin(x +27) = iinx, cos(x+ 271 = osx oldugundan, sinx ve cosx fonksiyonlar1

2 periyotludur.

n=1,2,3, ... tamsayis1 i¢in

nx(x+ .L): os( 1T N ’l’lﬂ'\l _ 0821
L (L ) L

nrx(x+ L) ;inu( AN \.: 1n2i
L (L ) L

oldugundan (3.1.1)'in sag tarafi 2L periyotludur. Boylece verilen bir fonksiyonun

Fourier serisi su sekilde olusturulur.

F, [-L,L]’de taniml1 bir fonksiyon olsun.

A

[Ty

-L 0]

f(‘E)'r _LEISL*

Sekil 3.1.

fin periyodik dagilimi (-L,L] xR’ye olup 2L periyotludur (sekil 3.2)



\

-3L -2L =1 2L 3L

Sekil 3.2.

f fonksiyonunun Fourier ag¢ilimi ic¢in (3.1.1.)’den faydalanabilir. a,,a, ve b,

katsayilarint hesaplayalim. Daha sonra serinin yakinsakligin1 inceleyecenecektir.

Dogrudan hesaplamayla

L L
[ros™dx=), [in"dx=), n= 2., (3.1.3)
2L L

ni mrm 0y, nym,
Ios—.cos—dx: nm=,2,..
. L L, n=m, (3.1.4)
L ‘ : 0 /
fsin™sin ™ ax= > T nm=12,.., (3.1.5)
- L L (L, n=m,
jos—sm—dx_ ), nm= 2. (3.1.6)

oldugu kolayca goriiliir. (3.1.1) esitligini [-L,L] araliginda terim terim integralleyip
(3.1.3)’1i kullanirsak,

a, = ilf(x)dx (3.1.7)

elde edilir.

Eger (3.1.1)1 cos{?} ile ¢arpip [-L,L] araliginda integrallersek (3.1.3),

(3.1.4) ve (3.1.6)’y1 kullanirsak sag taraftaki integrallerin hepsi m’nin n’ye esit oldugu

yerler hari¢ sifira esit oldugunu goriiriiz. Bu durumda integral La,'ye esit olur. m

yerine n yazilirsa



14 nrw
a,=; .[f(x)cosT dx, n=12,... (3.1.8)

buluruz.

—_

(mm

Son olarak (3.1.1)’1 sin-k = ile carpip yukaridaki islemi tekrarlarsak

N

17 . nmw
b, = L—_!f(x)sm = dx n=12,.., (3.1.9)

(3.1.7), (3.1.8) ve (3.1.9) ile verilen a,,a, ve b, sayilarina fnin Fourier katsayilar

denir.

(3.1.1)’in sag tarafindaki seri yalmizca [-L,L] i¢in verilmistir. Bu aralik f’nin

taniml1 oldugu araliktir.

Tanim 3.1.2.

f, fonksiyonu [a,b] araligindaki sonlu sayida nokta hari¢ her noktada siirekli
ise f’e parcal1 siirekli fonksiyon denir.

Eger fve f' [ab] araliginda siirekli ise f"'e [a,b] aralifinda diizgiin siireklidir
denir. Eger f, f' [ab] araliginda pargali siirekli ise f’e [a,b] aralifinda parcali
diizgiindiir denir.

Ornek 3.1.3.

Asagidaki sekil (3.3.a)’da verilen fonksiyon parcali diizgiin. (3.3.b)’de verilen

fonksiyon f{0-) mevcut olmadigindan pargali diizgiin degildir.



Sekil. 3.3.

Teorem 3.1.4.
Eger f [-L,L]’de parc¢al1 diizgiin ise f’nin Fourier serisi

1) f’in stirekli oldugu noktalarda f(x)’e
(i1) f’in stireksiz oldugu noktalarda % l‘(x+ + f(x— :yaklnsar.

x« - ,L) ise (2.2) serisi fe yakinsar. Eger x« - ,L] ise de f(-L)=f(L) olmas1
kosuluyla f’e yakinsar.

Ornek 3.1.5

verilsin.

Burada L=2 olup



f(z), =2<z<2.

Sekil. (3.4)

fin 4 periyodu f(x+4)=f(x) seklindedir.

A\
N\

Sekil 3.5( f(x+ h=f(x) V € )
L=21i¢in (3.1.7),(3.1.8) ve (3.1.9)’u integrallersek

0

17 1 17t , 17 1
ao=‘I:£f(x)dx=i__[(x+2)dx=ii_2—x +2xJ =5

2

buluruz.

17 nr 1° nrw
= - x)cos—dx= - |(x+2)cos—dx
a, = !f( Jcos— 2!( Jeos—

Ty 2 2 o
_2-§L.L(x+2)m[sm 5 J_2 _Zmrsm 5 dx}



2 [ arx] 2 2

-1 0S8 po= |- os@mnz) = ,I— - )"_
l’lzﬂ"l_ 2 J7 n27z_. I ( — l’lzﬂ" 2

17 . NI 1 . T
bn= i_!f(x)sdex: 2—:2[(x+2)sm7dx

l[r [ 2 nﬂ'—|0 % 2 nir |
= -{L(x+2)uk—n;)|cos7j + _[ Ecosde}

21 2 3 J

2 2 [ . nx] 2

- 2 Pm— T n:92)
nm n'm| 2 | nr

bdylece

0~ 13- Zreos - 2T
n=l1 L

n'r’ 2 nrm 2 Jr
elde edilir.
2
' i
¢ !
1 ! .
-6 -4 -2 0] 2 4 6

Sekil 3.6.

— '=ix =2 ’de Teorem (3.1.5) yardimiyla

( (x+2, -2<x<0,
ﬂ@~%+szﬂﬂqj;jam%?—zﬂm%;l:J, x=0,
= e " b0, 0<x<2

seklinde ifade edilir. Yani — '<x <) ve 0< ¢ <! icin seri f{x)’e yakinsar.

Burada fin periyodik acilimi (sekil. 3.5) x=0 noktasinda siireklidir. A¢ilim x=0

noktasinda bir sigramali siireksizlige sahiptir. (3.6) seklinden de goriildiigii gibi seri
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% ko- + 70+ = E(z+ ) =

yakinsar.
3.2. Fourier Siniis Serileri
Tanimm 3.2.1.

Orjine gore simetrik olan bir aralikta % : ic¢in f{-x)=- f(x) ise fe tek, diger

taraftan bu araliktaki . x icin f{-x)=f(x) ise f fonksiyonuna ¢ift fonksiyon denir.

Ornek3.2.2
{(nm) . .
(a) sii. — 1 n=1,2,... fonksiyonu tektir.
\ L)
(nz ) _ . o
cos — 1 n=0,1,2,... fonksiyonu cifttir.
VL)

(b) sekil 3.7 (a)’daki fonksiyon tektir. Cilinkii grafik orjine gore simetriktir. Sekil
(3.7) (b)deki fonksiyon cifttir. Cilinkii grafik y-eksenine gore simetriktir. Sekil (3.4)’deki

fonksiyon ise ne tektir ne de ¢ift fonksiyondur.

A

-\

g
P

Sekil 3.7.

Iki tek fonksiyon ¢arpimu gift, iki ¢ift fonksiyonun carpimui ¢ift, bir tek ve bir ¢ift

fonksiyonunun ¢arpimi da tektir.

Eger f fonksiyonu [-L,L] de tek ise

[redx= [f(xnd-x) = - f(x)dx,
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ve boylece

J.f(x)dx = If(x)dx+ Jf(X)dx -0

olur.

Eger f fonksiyonu [-L,L] de ¢ift ise

[Godx= [f(=x0)d(=x) = [f(x)dx olup

f'.f(x)dx = (j'.f(x)dx-l- L'[f(x)dx = Zi[f(x)dx dir.

{m )

\L)

a, ), n=)12,.. olup [-L,L]’deki tek fonksiyonun Fourier serisi siniislii terimleri

Eger f fonksiyonu tek ise f{x)co fonksiyonu (3.1.7), (3.1.8)’den dolay1

icerir. Benzer sekilde f fonksiyonu cift ise j(x)sin( r%} fonksiyonu tek olup

(3.1.9)’dan b, .. ) olur. Bunun anlami da [-L,L] aralifinda ¢ift fonksiyonunun Fourier

serisi yalnizca cosiniis ve sabit terimleri igerir.

Eger f fonksiyonu [0.L] aralifinda tanimli ise f bir Fourier siniis serisine

acilabilir. f fonksiyonunun grafigi sekil (3.8)’de gosterildigi gibidir.

!
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Boylece fin (0,L]’den [-L,L]’ye tek agilim1 her x: ,L] i¢in ve x« ) igin
(0)=0 olup f(-x)=-f(x)dir.

Sekil 3.9.

Bu tek fonksiyon [-L,L]den R’ye tek fonksiyon, 2L periyotlu olmak iizere
periyodik acilm V «  i¢in

-3L -2L L 2L L

L

f(x+2L)=f(x)V :€
Sekil 3.10
seklindedir.
Bu son fonksiyonun Fourier siniis serisi

ni

f(x)~ Z ,sinT

n=1
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olup, burada (3.1.7), (3.1.9) yardimiyla

L

2 nrw:
b = - x)sin—-dx, n=,2,.. 3.2.1
= Off( )sin— (321
bulunur.
Ornek 3.2.2
fx)=1-x, 0= x-=
1
0] 1 g
f(r), 0<z<1.
Sekil 3.11.
Bu fonksiyonun [-1,1]e tek A(-x)=-Ax),
Vxe - 1] x+ ) ve f(0) =) oldugundan
1 ,\
-1\ 1
-1
f(=x)=—f(r). -1<xr <1
dir.
Sekil 3.12.
Vo icin f(x+2)=f(x) ise 2L=2 periyotlu fonksiyonun R’ye periyodik

acilimi



7

S S

/L

Sekil 3.13.(f(x+ N)=f(x) V 1€ ).

L=1 i¢in (3.1.10)’u kullanip [0,1] araliginda integral alinirsa

1
b, =2 [(1-x)sin(z )dx,
0

[ (1) T

= 2i_(l—X)l\— — icos(nm )1 — J;l;cos(nﬁ )dx

7 ) o
= zﬁ[ L Iin(n;r');]r -2 n=2,.
\nz Vs J nm
bdylece
X)~ -sin(nz ).
f(x) ZM (nr)
dir.

0- x- 1icin Teorem 3.1.5’ten.

=2 C 0, x=0
~ —sln ' =
/@) Z T () I-x , O<x<l1

n=l1

bulunur. Yani seri 0« x = i¢in f{x)’e yakinsaktir. Burada f’in R’ye periyodik ag¢ilimu,

surekli ve x=0 da

1 -1
E|f(0— + f(0+ =£(— +)=)

dir.
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3.3. Fourier Cosiniis Serileri

[0,L] araliginda tanimli bir fonksiyon Fourier cosiniis serisine agilabilir. Bu
acilim Fourier siniis serisine benzer sekilde yapilir. f fonksiyonu [0,L] aralifinda tanimli

olsun.

Y

flr), 0<z<L.

Sekil 3.14.

/. [-L,L]’de ¢ift oldugundan, x« - ,L] i¢in f{x)=f(-x) olarak f’i acabiliriz. (sekil 3.15).

A

Y

Sekil 3.15. (f (- )= f(x) , xe -.,L)

Bu ¢ift fonksiyonun [-L,L]’den R’ye periyodik agilimini olusturmaktadir.V
icin f{x+2L)=£(x) i¢in
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-3L

Y

Sekil 3.16. (f(x+'L)= f(x)V ‘€ )

Bu fonksiyonun Fourier cosiniis serisini

o0
f(x)~a, +‘Za cos—,

seklinde yazilabilir. (3.1.8), (3.1.9)’dan

= 1—Lj‘f(x)a’x
0= ,
- 2—Lj F(x)cos? - dx
"L, L
Ornek 3.3.1
f(x)= —-x, 0<x<  (Sekil3.17)

n=12.. (3.3.1)

0] 1

flz), 0<z<1.

Sekil 3.17

Y
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[-1,1]°de f fonksiyonun ¢ift agilim1 “x: [-1,1] i¢in f{-x)=AX) ile tamimhidir. Bu
acilim Sekil 3.18’de gosterilmistir.

f(=z) = f(z), -1<z<1

b
Sekil 3.18

Bu c¢ift fonksiyonun R’ye periyodik acilimi V « icin f(x+2)=f(x) seklinde
tanimli olup sekil (3.19)’da gosterildigi gibidir.

Sekil 3.19.( f(x+ )= f(x)V ‘€ )

(3.3.1)’de L=1 alip ve terim terim integrallersek

a, = (;[f(x)dx=5.(1—x)dx=[x— ;—xz]g = ;—,
a, =2 [f(x)cos(am )dx =2 [(1-x)cos(ur )dx

( ! )
{(l x)-( _—\.sm(nfr )—! + J.——S]n(nﬂ' Yx b

IR J
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T_ 2 -
= 21 Ios(nﬂ- )_0. = 2 I_ - )" kR n= ,2,...
n nmw

elde ederiz. Boylece f’in Fourier cosiniis serisi

= 2
+ 3 1= 1)1
=1 nmw

S(x)~

cos(mm’)

)

N | =

=

seklindedir.

Teorem (3.1.5)’ten

[)s

Sx)~=+> 1--1"]

cos(mzr )=1-x, 0-- x-  olur. Cinkii, R’de f’in

)

2
nmw

N | =

n

periyodik agilimi her yerde stireklidir.
3.4. Yakinsaklik ve Diferansiyelenebilme

[0,L] araliginda taniml1 bir fonksiyonun full Fourier serisi, Fourier siniis veya
Fourier cosinilis serisine agilabilir. Son ikisinde fonksiyon tek iken simetriklik
gerekmediginden birincisinde tek degildir. [0,L]’den [-L,L]’ye verilen bir fonksiyonun
acilim1 pek ¢ok yoldan yapilabilir. [-L,L]’de taniml1 bir fonksiyon full Fourier serisine

agilabilir.

Teorem 3.4.1
(i) Eger f fonksiyonu [-L,L] de siirekli f(-L)=AL) ve f' [-L,L] de pargal1 diizgiin
ise f"'in Fourier serisi terim terim diferansiyellenebilir. Elde edilen diferansiyellenmis

seri f'nin Fourier serisi olup ** i¢in /' (x)’e yakinsar. Burada f''(x)’te mevcuttur.
(i) Eger f fonksiyonun [0,L] de siirekli, f'[0,L] aralifinda pargali diizgiin ise
f"'in Fourier cosiniis serisi terim terim diferansiyellenebilirdir ve elde edilen seri f™
‘niin Fourier siniis serisidir ki ** i¢in bu f'(x)’e yakinsar ve f''(x) mevcuttur.
(111) Eger f fonksiyonu [0,L] de siirekli f0)=AL)=0 ve f' [0,L)’de parcali
diizglin ise f"'in Fourier siniis serisi terim terim diferansiyellenebilir. Elde edilen seri

/f"'nin Fourier cosiniis serisi olup ** i¢in f'(x)’e yakinsa
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4. STURM- LiOUVILLE PROBLEMLERI

Kismi Tiirevli Diferansiyel denklemlerin ¢6ziimlerinde temel rol oynayan 2.
mertebede Adi Diferansiyel denklemlerin problemlerini igeren konularda vardir. Bu

boliimde bu tiir problemlerle ilgili sonuglar verilecektir.
4.1. Diizgiin Sturm-Liouville Problemleri:
Tamm 4.1.1.

I araliginda tanimli fonksiyonlarin uzayr X olsun. X’de tanimli L lineer

diferansiyel operatoriine f, ve f, X ’in herhangi iki fonksiyonu olmak iizere

[k e -1, de=0
tizerinde simetriktir ilenir.
Ornek 4.1.2.

[0,1] aralig1 iizerinde iki kez tiirevlenebilir fonksiyonlarin X uzayim

2

gozonline alalim. Eger L lineer operatorii L = el seklinde tanimli ise kismi
X

integrasyon metodunu kullanarak X ’deki herhangi bir f, ve f, igin,

[hr) - £y dx= (ff, = foft )dx

SN TV VA A I vt

bulunur. Béylece L X’de simetriktir.

Bir operator, bir fonksiyon uzayinda simetrik olabilirken digerinde olmayabilir.
Ornek (3.1.3)’deki fonksiyonlar x=0 ve x=1  de 0’a esit alinmazsa X uzaymda L

operatorii simetrik degildir.
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Tanim 4.1.3.

7 f, ve f, fonksiyonlar1 I aralifinda tanimli, v
Eger I’ da

icin ¢ x) = )olsun.

,[fl (x)f,(x)o x)dx=0

saglantyorsa f, ve f,fonksiyonuna ¢ agirlik fonksiyonuna gore ortogonaldir denir.
Eger o(x)=1 ise f, ve f,’ ye basit bir sekilde ortagonaldir denir.

Ornek 4.1.4

Ji(x) =

ve f,(x)— ix— ! fonksiyonlar

[0,1] araliginda o(x)=x agirlik fonksiyonuna gore ,

1 1 —
I(3x - 2)xdx:J(3x2 —2x)dx = |3 -x° lg =0
0 0

oldugundan ortogonaldir.
Diger taraftan f (x)- ix-"! ve f,(x)-— : fonksiyonlar1 da [0,1]’de
ortogonaldir.
Ornek4.1.5

sin(3x) ve cos(2x) fonksiyonlar1 [-m,m] araliginda,
[sin@x) cos@x)dx = j;- finGx) + sinx dx

-

=—1 — -cos(x) - aosx—|
2l s

L
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oldugundan ortogonaldir.
Tanim 4.1.6
(a,b) araliginda tanimli fonksiyonlarin lineer diferansiyel bir operator olsun.
(LH(x)+ro(x)f(x)=0, a<x<b (4.1.1)

denklemine bir 6zdeger problemi denir. Burada . reel bir parametre, o (a,b)
araligindaki ¥ {x} icin o(x)>0 verilen bir fonksiyondur. . sayisina (4.1.1)’in asikar
olmayan ¢oziimlerine karsilik gelen 6zdegerler denir. Bu asikar olmayan ¢6ziimlere de

0z fonksiyonlar denir.

Teorem 4.1.7
(4.1.1) 6zdeger probleminin L operatdrii simetrik ise

(1) Tim .+ O6zdegerleri reeldir.

(i) Ozdegerlerin sonsuz bir dizisi A <A < ..<A < .. dyleki n » iken

(111) Farkl1 6zdegerlere karsilik gelen 6z fonksiyonlar (a,b) araliginda ¢ agirlik

fonksiyonuna gore ortogonaldir.

Tanim 4.1.8

[a,b] sonlu bir aralik, p, q ve o [a,b]’de verilen fonksiyonlar ki ¥xe [a,b] i¢in

o(x)>0 ve p(x)>0 ve k,,k,,k,ve k, reel sayilar olmak iizere

boosr @+ e+ io 0 =0a< < (4.12)
ki f(@)+k,f (a)=), (4.1.3)
kyf(B)+k, [ (b)=) (4.1.4)

Diizgiin Sturm-Liouville 6zdeger problemi denir.
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Ornek 4.1.9
px)=, qg(x)=), ox)=
ki=1,k =0,k;=1,k, =0, a=0b="
[ )+2(0)=0, 0< <’

JO)=), f(L)=)

secerek diizgiin S-L problemi elde edilebilir

Ornek 4.1.10
Eger p, q, ¢, a ve b 6rnek (4.1.9)’daki gibi verilmis fakat
k=) k,=,k =) k,= ise
bu durumda diizgiin S-L problemi,
f(x)+A'(x)=0, O<c< @
[©O=)/'(D)=)

seklinde olur.

Ornek 4.1.11.
p, q, O, a, b 6rnek (4.1.9)’daki gibi verilsin ve
ki=,k,=) ky=h k,= ise
diizgiin S-L problemi
f @)+ (x)=0, 0<c<?
fO)=),  f(D+hf(L)=)

seklindedir.
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Ornek 4.1.12.
O+ (0)+2(x)=), 0<x<
SO=), fI)=)

Ozdeger problemi diizgiin S-L problemidir. Integral ¢arpani teknigini ve f ’nin

katsayisin1 kullanarak fonksiyonlar1
p(x)=0 x)=xp .[de /: e’ q(x) =) seklinde

elde edelir.

Tanim (4.1.8)’in gerekliligini saglayan bu fonksiyonlar
@ f () +2 7 f(x)=), 0<x<

seklinde ifade edilir ve bu verilen denkleme denktir.

Teorem 4.1.13.

(4.1.2) ile taniml1 sag tarafl

Lf =(pf ) + 1if (4.1.5)

operatdrii (4.1.3) ve (4.1.4) sartlarini saglayan X uzay1 iizerinde simetriktir.

Ispat: Kolaylik icin k, « ) ve k, « )olsun.Bu durumda (4.1.3) ve (4.1.4)’ten X deki

herhangi bir / fonksiyonu
fla)= -ka(a), f ()= -k:f(b)

saglar.

(4.1.5) ve kismi integrasyonu kullanarak X ’deki herhangi bir f, ve f, icin
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[kar-rnamnac="Alery +at, = £ b))+, &

= ko - Jprsria- L)+ [of fiax

=) k@) ) - o) f ) - @ @ fi@- H@f @)

[ &, k, |
= p(b)lL— kjfl(b)fz (b) + ];fz (b) /i (b)J

- p(a{— %f;(am‘ (a)+ %f;(a)ﬂ(a)} -)

buluruz. Sifirdan farkl, £k ,k,,k;ve k, sabitlerinin tim kombinasyonlar i¢in benzer

islem yapilabilir.

Ozellik 4.1.14.

Diizgiin S-L probleminin 6z fonksiyonlar1 ve 0z degerleri Teorem

(4.1.7)’de belirtilen tiim 6zellikleri saglar.

Ozel S-L probleminin 6z fonksiyonlarini ve &zdegerlerini hesaplamadan
kullanilacak 6nemli bir formiil elde edelim. (4.1.1)’1 f ile carpip (a,b) lizerinden kismi

integrasyonu kullanarak,

0=b“f(pf')'+qf2 Elx+ﬂbja 2dx
= “Pﬁw)' - p(f) +qf? ;l')H-lJO' f2dx

= by - [y - dxs afo ax
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fbir 6z fonksiyon ve o(x)>0 (a<x<b) oldugundan son terimdeki *’nin katsayilari

kesinlikle pozitif olacaktir. Boylece ’yi

(b -ar? ax- b

A= - (4.1.6)
ja fldx
seklinde elde edebilir. Bu ifade Rayleigh boliimii olarak bilinir.
Ornek 4.1.15
Ornek (4.1.9)’da verilen diizgiin S-L problemi i¢in
[ Y @=a0 2 @ de= (1) @dx=0
borerm.=kwrw, =)
b L
fo /2 ()dx= [ (x)dx>0
boylece (4.1.6)’dan
[ £ (x)x
A=t >) (4.1.7)
[/ G
0

bulunur.

%=0 olmasi i¢in gerek ve yeter sart [0,L] araliginda f (x)=) Bunun anlami
f(x) bt olmasidir. Bu miimkiin degil ¢iinkii smir deger problemine gore sabit
coziimler sifir ¢oziimdiir. Sonu¢ olarak »>0 ve Ornek (4.1.9)’daki denklemin genel

¢Ozimi

f(x)= Z cosiA o)+ ,sin(/Ac), C,,C, = bt (4.1.8)
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f(0)=0 sartin1 kullanarak C, — ) olur. Boylece f(L)=0 kosulundan,
C,sin(A42)=)

C, — ) olamaz, ¢linkii bu durumda f(x) ') olur. Asikar olmayan ¢oziimii

arandig1 i¢in sin(\/ A ) = ) alinmak zorundadir. Buradan JAL=17r n- 2. veya

elde edilir.

Bunlar problemin 6zdegerleridir. Buna karsilik gelen 6zfonksiyonlar ise

f,(x) = ‘“Tﬂ n= 2.

Uygunluk igin C, — alalim. Oz fonksiyonlar C, *nin sifirdan farkli sin% ‘nin

basit bir carpimi olacaktir.

Kolayca gosterilebilir ki teorem (4.1.7)’deki Ozellikler saglamaktadir.

Ozfonksiyonlarin ortogonalliginden Fourier serisini olusturabiliriz.

Ornek 4.1.16.

Ayni teknigi kullanarak Ornek (4.1.10)’da S-L problemini o6zdegerleri ve
ozfonksiyonlarin1 hesaplayalim. (4.1.7) esitsizliginde %=0 durumunu goz Oniine
alinamaz. Ciinki her iki sinir kosulunu saglayan ¢oziim f(x)  :— :btoldugundan c=1

alarak o6zdeger ve 6zfonksiyon ciftini
A =)f(x)= oldugunu goriilebilir.
Ornek (4.1.15)’daki gibi 2>0 ise denklemin genel ¢oziimii (4.1.7)’dir. Bdylece
()= - JAsinWA 0+ VA c0sWA )

£(0) =) kosulunda C, — ) bulunur. Bu yiizden f ‘(L)=) olup
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CNAsinWA)=)
saglanir.

Asikar olmayan ¢oziimii istenildigi i¢in sin(\/ A 2)—=) almir. Bunun anlami da
Jil=nzr n=2,.dir. (4.1.8)’den C, — ) ve C, — alirsak 6zdeger ve 6zfonksiyon

ciftleri,

r i .

nmw ) nr
A= —, X) = 08—, n=,2,..
Y S (x) 7

Problemin tiim 6zdeger ve 6z fonksiyonlari teorem (4.1.7)’deki kosullar1 saglar.

Ornek 4.1.17. Ornek (4.1.11)’de gbz oniine alinan S-L probleminde h>0 olsun. Bu
durumda f (L) — - f(L) formunda 2. sinir kosulunu yazilailir. Buradan gériiliir ki
N N : :
I?(X)f (xX)f (x), = f (X)f (x) 4 = L) L)~ fO)f (0)= -hf*(L) < )dur.
Netice olarak (4.1.6)’dan

[ £ odx+hf* (L)

A= > ).

]. £ (x)dx

2=0 olmas1 i¢in gerek ve yeter sart [0,L] arahginda 7 (x)=) ve f(L)=0 dir.
Fakat f(x) ') olmasi kabul edilemez. Boylece S-L probleminin 6zdegerleri pozitiftir.

Bunlar1 bulmak i¢in denklemin genel ¢oziimii (4.1.8) ile verilir. C, — ) oldugu i¢in

£(0)=0 sartin1 elde ederiz. 2. sinir kosulunu yani (L) + hf(L) — ) kullanarak,
¢, [ azosla )+ hsina ) =)

bulunur.
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Asikar olmayan ¢oziimler i¢in C, « ) bdylece
Ja :os(\/l ) +hsin(\/ﬂ 1) =) elde ederiz.

cos(/ 4 1)+ ) oldugundan yukaridaki esitligin her iki tarafi cos(\/ Al)ile

boliiniir. Boylece X transandantal denkleminin bir ¢oziimii olacaktir.

tan(WA ) = - /hi: -nlzm )

Vi L - :alirsak y = an,ve y= _(hg_L) fonksiyonlarmin grafiklerinin kesim

noktalarini verir.

v

Sekil 4.1.

Sekil 4.1.’den goriildiigii gibi sayilabilir pek c¢ok nokta vardir ki bu S-L

probleminin sinir degerlerinin sonsuz bir ¢6zliime sahip oldugunu gosterir.

A = %j n=L12,.,n— iken A — bunlara  karsilik  gelen

ozfonksiyonlar Teorem (4.1.7)’den C, - ) ve C, — alindigindan,



29

6. X
3

f,(x) = ‘»in(\//l ,X) = .in i n=2.. dir.

Teorem (4.1.7) (iii)’den 4, ',L: araliginda ortogonaldir.

Ornek 4.1.18.

Omek 4.1.12°de ki Sturm-Liouville problemini goéz oniine almir. Burada

s? 1 's | A=) karakteristik denkleminin kokleri

S, = -1+ [1- 1, S,=-1-[1-1
A<, A= ve A>

gore koklerinin yapisi degistiginden asagidaki durumlari géz oniine alinacaktir..

(1) Eger x<I ise 1-2>0 olur. Boylece s, ve s, reel ve farkli olur ve denklemin

genel ¢coziimii
f(x)= 2™+ ™, C,,C, = bt
f(0)=0 ve f(1)=0 sartlarin1 kullanarak,
C+C,-)
Ce’ +C,e™ =)

s, + 1, oldugundan C, - C, — ) ¢dziimiine sahiptir. Sonug¢ olarak f(x) ')
Buradan %<1 oldugu i¢in 6z degerleri yoktur sonucunu ¢ikarilabilir.
(11) =1 1se

F(x)=(C, + L,x)e C,,C, = bt

f(0)=0 sartinda C, — ) bulunur. f(1)=0 ise C,e = )bulunur. Bunun anlam

C, - ) demektir. Bu da f(x)=0 olmasini1 gerektirir. Boylece 2=1 bir 6z deger degildir.
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(ii1) Eger 2>1 ise bu durumda denklemin genel ¢6ziimii;
Fx) = [C,(cos@/A -1x)+ 7, sin(JA -1x) _ C,,C, = bt
f(0)=0 oldugundan ¢, — ) bulunur ve diger sarttan f(1)=0 dur.
Boylece
c,e sindA  —) dur.
Sifirdan farkli ¢6ziimler i¢in
sinvA - —)
Diger bir ifadeyle,
Ji- =nrx n= ,2,.. olmaldir.

Buradan da problemin 6zdegerleri

A =n'r +, n=2,. olup
buna karsilik gelen 6zfonksiyonlar ise

f,(x)=e"sin(JA — x)=e " sin(mx), n= 2.

Teorem 4.1.19.
(i) Her 4 , n— ,2.. 6zdegerine karsilik gelen lineer bagimsiz yalniz bir tek f,
0z fonksiyonlari vardir.

(i) A, ., 0z fonksiyonlar dizisi tamdir. Yani [a,b] araliginda parcali diizgiin

herhangi u fonksiyonu

u(x)~i f, (%), a< <) (4.1.9)

n=1

formunda genellestirilmis Fourier serisine agilabilir.
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. | -
Buseri a* ¢+ > igin 5 B(x+ +u(x— serisine noktasal yakinsar.

c, katsayilar1 Teorem (4.1.19) ve Teorem 4.178 (iii)’de verilen Ozelliklerin
yardimiyla hesaplanir. Boylece (4.1.9) da f, (x)a x) ile ¢arpilip [a,b] lizerinde integrali
alinirsa

b

[ut)f, o Ddx=Se, [£,0f, @0 x)dx

=1

=

a

b
=c, J.fzm (x)o x)dx
elde edilir. m ile n yer degistirirse,

Iu(x)fn (x)o x)dx
= ¢ , n=1,2... (4.1.10)

I £7(x)o x)dx

n

yazabiliriz.

7 x) = ) ve (4.1.2) — (4.1.4) den dolay1 f, ¢Oziimleri sifirdan farkli oldugu igin

(4.1.10)’daki alt indisler herhangi bir n igin sifir olamaz.

4.2. Diger Sturm-Liouville Problemleri

Pek ¢ok dnemli Sturm-Lioville problemleri diizgiin degildir. Oncelikle periyodik

S-L problemini tanimlayalim

Tanim 4.2.1

Tanim (4.1.8)’deki notasyonlar yardimiyla,
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fl@=rf®),  f(a)=1® (4.2.1)

kosullartyla (4.1.2) denklemini ¢6zdiigiimiizde bir 6zdeger problemi olugmaktadir. Bu

probleme periyodik Sturm-Liouville problemi denir.

Yorum 4.2.2

(4.1.5)’te tanimlanan L diferansiyel operatorii olmak iizere (4.2.1) kosuluyla
verilmis fonksiyonlar simetriktir. Boylece Teorem (4.1.7) tekrar uygulanabilir. Bununla
birlikte Diizgiin Sturm - Liouville probleminin aksine ayni 6zdegere karsilik gelen iki

tane Lineer bagimsiz 6z fonksiyon vardir.

Ornek 4.2.3

f(xX)+4(x)=), -L<x<L

f=)= L), (=)=
p(x) =1, q(x)=0, T (x)=1,a=-L ve b=L, >0
olan periyodik Sturm-Liouville problemini goz oniine alalim.

Yukaridaki smir kosullarmi ve (4.1.6)’y1 kullanarak (4.1.7)’deki esitsizlige
ulasabiliriz. Ornek 4.1.16°daki gibi 2=0 durumunu hari¢ tuttugumuz zaman hem smir

kosullari, hem de sabit ¢oziime karsilik gelen ¢oziimii elde ederiz.

Boylece problemimiz
A=) fi(x)=1
0zdeger 6z fonksiyon ¢iftine sahiptir.

4 =) ise denklemin genel ¢ozlimii,

f(x)= T cosAo)+ I, sinAc), C,C,— bt

turev alarak



33

F ()= - NJAasinWA o+ 2,V cos6WA o)

Siir kosullart ve cos(-at) = cosa ve sin(-a)= sina Ozellikleri kullanilarak,

C,ve C, nin
C cos@A )~ sin(WA L) = 7 cosW/A )+ ZysinWA L)
C,Sin(vA )+ Z,cos(AL)= - I sin(JA L) — 7, cos(/A ),
sistemini sagladig goriiliir.
Boylece
C sinWio)=), C,sinG/A")=)
elde ederiz

Sifirdan farkli ¢oziimler aradigimiz igin sin(\/ A2)+ ) alamayiz. Ciinkii bu
C,-C,-) yani f(x) ) dir. sin(\/ A ) =) alinmahdir. Yukaridaki alistirmalardan

da gorildiigii gibi,
/
A= —1, n=12..

ozdegerlerine sahiptir. C; ve C, ’nin her ikisi birden keyfi oldugundan genel

¢oziimden (C, = ,C, =)ve C, =), C, =) alarak her 4

cosn
L

S, ()=

> on(x): m%a n= 1,2,...

lineer bagimsiz iki fonksiyon elde edelir. Bu fonksiyonlar - - L de

ortogonaldir. Buna gore (4.1.9) agilimu,

u('x)NaO +‘_>_, anfm (x)+ ,ann (x) -
-
=a,+ > 1a,cos—+b, sin—

=\ L L)
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seklinde yazilir. Bu u ’nun Fourier serisidir. (4.1.10) yardimiyla o(x)=1 olmak iizere,
a,,a, ve b, hesaplanabilir. a=-L, b=L alarakta (3.1.7), (3.1.8) ve (3.1.9) ile verilen

ifadeleri elde edilir.

Tanmim 4.2.4
(4.1.2) seklindeki bir 6z deger probleminde
(1) p(a) = 0 veya p(b)=0 ya da p(a)=0, p(b)=0
(i) x—a+, veya x—b- iken p(x), q(x) ve o(x)’den herhangi biri sonsuz veya
ikisi
(iii) (a,b) araliginda a ve b’den birisi sonsuz veya her ikisi sonsuz.
bir veya birkag tanesi sagliyorsa bu durumda tekil Sturm-Liouville problemi denir

Tekil Sturm-Liouville probleminin verilmesi durumunda (4.1.5) ile tanimli L
operatoriine uygun olarak bazi yeni sinir kosullart se¢ilmesi gerekir ki bunlar simetrik
olabilir. Ornegin p(a)=0 fakat p(b)=0 bu durumda f(x) ve f (x), x—a+ sl olmasi
gerekir ve (4.1.4) saglanabilir. Diger taraftan denklemin saglandigi araliktan (a,o)
formunda olabilir. Bu durumda x—o iken f(x) ve f (x)’in simrl olmasi gerekir ve

(4.1.3)’1i saglamak zorundadir.

Ornek 4.2.5.
x.f (X)+ f(x)+ A f(x)=), 0<x<1 4.2.2)
x—=0 iken f(x), f (x) sirhdir. f(1)=0 (4.2.3)

Tekil Sturm-Lioville problemini goz 6niine alinir. (4.2.2) denklemi p(x)=x,

q(x)=0 ve o(x)=x alinarak, (4.1.2)’den elde edilebilir. (4.2.3)’ii hesaplanarak,

PO ) () =) () =x(f)(x)2),  0<x<I
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beorer @, =bormi=roro- mxmsrm=)

oldugu goriiliir. Sonug olarak (4.1.6)’dan

1

[x(/) (x)dx
A=t >)

I.[xf *(x)dx

0

elde edilir. Bu formiildende goriildiigii gibi 2=0 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul 0<x<1
araligmda £ (x)— ) yani f(x)=sabit oldugu anlammna gelir. Fakat f(1)=0 siur

kosulundan

dolay1 bu imkansizdir. Yani f sifir ¢6ziimiine sahiptir. Bu da 6z fonksiyon tanimiyla

celiskilidir. Bu yiizden >0 almak zorundadir.
§=lave f0)= A&/ = 1(&)
ve (4.2.2)’den

Eg (6)+g (E)+Egler=) (4.2.4)

elde edilir. Buna sifirinct dereceden Bessel denklemi denir. Bu denklem
J, (&) ve Y (&) lineer bagimsiz ¢oziimlerine sahiptir ki bunlara sirasiyla 1. ve 2. gesit

sifirinct dereceden Bessel fonksiyonu denir. (Sekil 4.2) Boylece (4.2.4)’tin genel

¢Ozumii,
g(&) = 2J,(E)+ 1Y (S), C,C, - bt
Bunun anlami verilen 6zdeger probleminin genel ¢6ziimii,

F(x)= 2 JJ,(NA )+ Y, (A0, C,,C, — bt
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(a) (b)

Fig. 3.2. (a) Jo(§); (b) Yo(§)-

Sekil 4.2.
& =0+ iken Y, (&) smirsiz olabilir. Boylece (4.2.3) deki birinci kosuldan ,
C, - ) saglanir. ikinci kosuldan C,J, (\/ A1 — ) sifirdan farkli ¢6zlimler aradigimiz igin
Jy(Ai-)

olmalidir.

J,(£) fonksiyonu sonsuz sayida ¢oziime sahip olabilir ki, = dizisinde n=

1,2,...
n—oiken &, —+ . Buyiizden tekil Sturm Liouville problemi

A =&, f.(x)=J,(Ex), n=2.. dzdeger ve 6z fonksiyon ciftine sahiptir.

Yani u pargali siirekli fonksiyonu
u(x)~ 1€, Jy (€ %), 0r.x+.
n=1
seklinde genellesmis Fourier serisi a¢ilimina sahiptir. Burada

1
[xu() T (€, x)dx
Cc ="¢ s n=1,2,...

n 1

ijg (&, x)dx

0
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ve her x noktasinda u siirekli ise bu seri u(x)’e yakinsar.

Fourier serileri i¢in gecerli olan tiim araliklar genellesmis Fourier serisi i¢in
de gegerlidir. Ozel olarak basitlik icin par¢al1 diizgiin bir fonksiyon ile onun genellesmis
Fourier serisi arasinda bir esitlik simgesi kullanabiliriz. Eger esitlik saglanmadig:

zaman( bu sonlu sayida olabilir) fonksiyon si¢gramali siireksizlige sahiptir.
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5. MATEMATIK FiZiGiN UC TEMEL DENKLEMI

Gergek diinyadaki siireglerin ve olaylarin biiyilk bir kismi, matematiksel
modeller kullanilarak modellenmistir. Bu tipteki bir arastirma genellikle ti¢c boliimden

olusur.

(1) Bu model, siirecteki fiziksel parametreler arasindaki niceliksel iligkileri

tanimlamak i¢in matematiksel ifadeler yoluyla kurulur.
(i1) Modelin denklemleri, degisik matematiksel metodlar kullanilarak ¢oziiliir.

(ii1)) Matematiksel sonuglar, dogal siirecteki fiziksel noktalarla karsilagtirilarak

yorumlanir.

Bu boéliimde, kismi diferansiyel denklemler iceren ii¢ basit ama ayni zamanda
temel matematiksel modelin nasil kuruldugunu gosterilecektir. Bu modellerin her biri
ikinci dereceden lineer kismi diferansiyel denklemlerin tiim sinifin1 temsil etti§inden

dolay1, onemlidir.

Tamm 5.1 Birka¢ degiskene bagli bilinmeyen bir fonksiyon ve bu fonksiyonun

bir veya daha fazla kismi tiirevini iceren denkleme, kismi diferansiyel denklem denir.

5.1. Is1 Denklemi
Bir boyutlu cubuk icindeki 1s1 iletimi :

Bir ince silindir seklinde ¢ubuktaki 1s1 iletimini gz Oniine alinirsa bu durumda

asagidaki fiziksel parametrelerle tanimlanabilir.
L: uzunluk;
A: kesitsel alan, (bu sabit olarak kabul edilir);
E (x,t): 151 enerjisi yogunlugu (birim hacimdeki 1sinma enerjisi)

i x,t) : 181 akist (birim zamanda saga akan, birim alandaki 1s1 enerjisi)
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q(x,1);1s1 kaynaklar1 ve kuyulari (birim zamandan ¢ubugun i¢inde olusturulan
veya kaybedilen birim hacimdeki 1s1 enerjisi.
Daha sonra ¢ubugun yan (silindirik) ylizeyinin yalitilmis oldugunu kabul

edersek, diger bir deyisle, herhangi bir 1s1 alis verisi bu yiizey iistiinde meydana

gelmemektedir.

Bu durumda matematiksel modeli olusturmakta kullanilan fiziksel kanun, Isi

Enerjisinin Korunumu kanunudur ki bu su sekilde ifade edilebilir:

Govdedeki 1s1 enerjisindeki degisim orani=Birim zamandaki sinirlardan gegen

151 akist

+ birim zamandaki kaynaklar tarafindan

olusturulan 1s1

Sekil. 5.1.

x-ekseni Ustlinde x=a ve x=b arasinda ¢ubugun herhangi bir uzunlugu i¢in bu

kanun
d b b
— [EGe.Adx=[p a,t)—p b.O1A+ [1(x.1)Adx

b b
= - ¢ (x,0)Adx+ [q(x,t)Adx, t>0.

a

seklinde ifade edilir.

A’ya bolerek ve tiim terimleri sol tarafa aktararak, t>0 ve herhangi a,b, 0<a<b<L

i¢in,
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J‘I;z (xat) +o (X,l‘)—q(X,t)zl’x= ).

buluruz.
a ve b’nin keyfi sabitler oldugundan
E (x,t)= -¢ x,t) +q(x,1), O<x<L, t>) (5.1.1)
elde edilir.

Bu ¢ubuk i¢in daha fazla fiziksel parametrelerin tanitilmasi gereklidir. Sonugta,

u(x,t) : sicaklik

c(x): ozis1 (kiitlenin bir birimindeki sicakligt bir birim arttiran 1s1 enerjisi),

kolaylik agisindan, sicakliktan bagimsiz oldugu kabul edilir
K, (x): 1st1iletkenligi, bu da sicakliktan bagimsiz oldugu kabul edilir;
p(x) :kiitle yogunlugu

Bu durumda, x=a ve x=b arasindaki ¢ubugun kesitinin i¢indeki toplam 1s1

enerjisi yukaridaki gibi

b

[EGx,t)4dx = [e(x) p(x)u(x, ) Adx t>0;

olup bunun anlami
E(x,t)=c(x)p ou(x,?), O<x<L. t>), (5.1.2)
dir.

Ayni zamanda, 1s1 iletimindeki Fourier’in kanununa gore

@ x,t)=K,(x)u_(x,1?), O<x<L. t>) (5.1.3)

dir.
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(5.1.2.) ve (5.1.3)’1 kullanarak, simdi (5.1.1) seklinde ifade edilen 1s1 enerjisinin

korunumunu
c(x)p Ou,(x,t)= K,(x)u (x,1)), +q(x,t), 0<x<L, t>). (5.1.4)
seklinde yazabiliriz.

Cubugun, diizgiin oldugunu (c,g ve k, sabit olmasi) ve i¢erde herhangi bir 1s1

kaynaginin olmadigini yani {q(x, t) = 0} kabul ederek, (5.1.4)’u
u,(x,t)=ku_(x,t), O<x<L, t>) (5.1.5)
elde ederiz.
Burada k=K, /(cp) = sabit, gubugun “Is1 denklemidir’’.

(5.1.5) denklemine, 1s1 (difiizyon) denklemi denir.

Eger cubuktaki kaynaklar belirtilirse, 0 zaman bu denklem homojen olmayan

u,(x,t) =ku_(x,t)+q(x,t), O<x<L, t>),

denkleme doniisiir.

Baslangic¢ kosulu:

(5.1.5), zamana gore birinci dereceden bir denklem oldugu i¢in sadece bir

baslangi¢ kosuluna ihtiya¢ vardir. Bu kosul
u(x,0)= f(x), O< < @
seklinde verilir.

Bu, ¢ubuktaki sicakligin baslangi¢ dagiliminin belirli olmas1 anlamina gelir.
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Sinir kosullar::

Bu denklem, uzay degiskenine gore ikinci derecedendir. Boylece iki simir
kosuluna gerek vardir. Fiziksel 6nemi olan x=0 ve x=L son noktalarindaki bu kosullarin

li¢ ana tipi vardir.
(1) sicakligi, son noktalarin birinde olabilir; 6rnegin
u(0,t)=a ), t>)
(i1) Eger ¢ubuk, son noktalarin birinde yalitilmissa, o zaman bu buradaki kosul

1s1 akigt sifir olmalidir. (5.1.3)’teki bakis agisiyla, buda u  tiirevinin sifira esit olmasina

denktir.
Ornegin,
u (L,t)y=), t>)

Daha genel olarak, eger x=L son noktasindan gegen 1s1 akigi tanimlanmissa,

yukaridaki kosul
u (L,ty=p1), t>)

olur.

(111) Son noktalardan biri diger ortam ile baglantili oldugu zaman, Newton’un
soguma kanununu kullaniriz. Bu kanun, bu son noktadaki 1s1 akisinin ¢ubugun

sicakligiyla disaridaki ortam sicakligr arasindaki farkiyla orantili oldugunu sdyler.
Ornegin,
K,u,(0,0)= H }0,6)-U@®), t>).

Burada, u(t), disaridaki ortam sicakligini, H>0, 1s1 transfer katsayisidir. Isi

akisinin yoniinii dikkate alan kabulden dolayi, diger son noktada, bu tip kosul
~Kyu (L,ty= H WL,-U@), t>).

olur.
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Bu kosullar1 kisaca sdyle yorumlayabilirz
(1) sadece bir sinir kosulu, her son noktada belirlenir.
(11) x=0 daki sinir kosulu x=L dekinden farkl1 olabilir.
(ii1) 1s1 denkleminin lineer oldugu kolayca dogrulanabilir.

(iv) Bir boyutlu 1s1 denklemi, parabolik denklem olarak isimlendirilen

denklemlerdeki en basit Ornektir.

Gordiiglimiiz gibi, bir ¢ubuk icindeki 1s1 iletimi i¢in matematiksel model birkag

elemani bulundurur.

Tanim 5.1.1.

Kismi Diferansiyel Denklem (KDD) ve Baslangi¢ Kosullar1 (BK) ve bununla
ilgili Smir Kosullar1 (SK), Baslangi¢ Sinir Deger Problemini (BSDP) olusturur. Eger
sadece BK veya SK belliyse, o zaman bu problem Baslangi¢c Deger Problemi (BDP)
veya Sinir Deger Problemi (SDP) olur.

Ornek 5.1.2.

Kaynakli, yalitilmis yan yiizeyli ve her iki son noktadaki sicakligin bilindigi
sekildeki bir boyutlu diizgiin ¢ubuktaki 1s1 iletimini modelleyen BSDP,

u,(x,t) = tu_(x,t)+ 1(x,1), 0<c<Z,t>0.
u0,))=a ), u(L,t)=p1), t>0,
u(x,0) = f(x), 0<c<t

Burada g, tr, /f ve f verilen fonksiyonlardir.
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Ornek 5.1.3.

Eger yakindaki son nokta yalitilmis ve uzaktaki sabit sifir sicaklikli bir ortam
icinde tutuluyor, ve eger cubuk hi¢bir kaynak igermiyorsa, o zaman buna karsilik gelen

problem

u,(x,t)= u_(x,1), 0<:< i, t>).
w(0,0)=) u (L,t)+ w(L,t)=p 1), t>) ,
u(x,0)= f(x), 0<:< i,

olur. Burada, /i ve f verilen fonksiyonlar ve h bilinen pozitif bir sabittir.

Tanim 5.1.4

Bir BSDP’nin klasik bir ¢dziimiinden, problemin kuruldugu bolgedeki her
yerde noktasal sekilde KDD, SK ve BK’y1 saglayan u(x,t) fonksiyonunu gostermektedir.
Eger veri fonksiyonlar1 belli bir diizgilinlik derecesine ancak sahipse, BSDP’nin

¢ozlimlerinin oldugu anlasilabilir.
Ornek 5.1.5
Omek 5.1.2.deki ¢,i¢ B ve f'nin siirekli fonksiyonlar oldugunu kabul

edelim. Bu BSDP’nin bir ¢6ziimii asagidaki 6zelliklere sahiptir:

(i) tye gore siirekli tirevlenebilir ve G= 4x,£):0<x<L t>) te
tanimlanan (x,t)- diizlemi i¢indeki tanim kiimesinin (yar1 sonsuz bant) tiim

noktalarda x’e gore iki kez stirekli tiirevlenebilir ve G i¢inde tiim noktalarda

KDD’i saglar.
(1)  Strekliligi, G’nin mekansal sinir dogrularina, acikg¢a

oG, = &.t):x=), t>)veya x=L, t>) .
iki yar1 dogrusuna genisler ve  °_ {istiinde tiim noktalarda SK’nu saglar.

(111) Strekliligi, ayn1 zamanda G’nin zaman belirten sinir dogrusu

oG, = &,1):0<x<L, t=) .
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genisler ve ¢ °, Ustiindeki tiim noktalarda BK’nu sagla

(1) ornek 4.7°de G’nin kdse noktalart (0,0) ve (L.0) da u’nun davranisiyla olarak
eger lim u(0,¢)= im u(x,0),
t— x—>

lim ¢ 1) = im f(x)

ise, o zaman yukaridaki limitlerin ortak degerinden (0,0) da u(x) tanimlanabilir. Diger
taraftan, eger iki limit birbirinden farkliysa, o zaman, klasik durumda, (0,0)’da u
tanimlanamaz.

(ii) « ° ustiinde (x,,0) noktasinda f’nin sigramali siireksizlinin oldugunu kabul

edelim. Bu durumda, klasik durumdaki gibi bu noktada BK’nu saglayan bir u ¢6ziimiinii
bulmak imkansizdir, ama baz1 ‘ortalama’ yolla buna imkan veren bu tipte bir ¢dziim

bulunabilir.

(ii1)) Bir ¢Ozlimiin tanimi, benzer sekilde ikiden fazla bagimsiz degiskenli

BSDP’ne genellestirilebilir.

Teorem 5.1.6.

Eger «r, /! ve f fonksiyonlari yeterince diizgiin olacak sekilde u u, u,, ve

u . G’de, G’nin sinirina kadar, iki kose noktasini igerecek sekilde, siirekli ise, o zaman

Ornek 5.1.2°deki BSDP en fazla bir ¢dziime sahiptir.

Ispat. Problemin u, ve u, diye iki ¢dziimiiniin oldugunu kabul edilir. O zaman,
lineerlikten dolay1 tamamen homojen BSDP’nin u — ¢, — ¢, diye bir ¢6ziimiiniin oldugu

kolayca goriiliir. Agik¢a, T>0 sabit say1 olmak lizere u fonksiyonu

u,(x,t)= u_(x,1), 0<:<,,0< <7,
u0,0)=), u(L,t)=), 0< <7,
u(x,0)=), . O0<:< ..

denklemini saglar

KDD’yi u ile carparak, [0,L] araliginda integrallersek SK’nu ve,

0< ¢< Lve0< < 7igin, ¢oziimlerin diizgiinliik 6zelligini kullanarak,
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L L —
0= I(uuz —kuu_)dx = jlut —k(uu,), +ku dx
0 0

=Lj.r1-(u2) +hu de—k fu, =Lj.r1-(u2) +ku? idx;
0L2 t xJ X x=0 0L2 t XJ ’

bulunur.

Sonugta,

L

L
i Juzdx: —kju;dxﬁ 0, t>0:
dt 3 :

N | —

ki bu
L

w(e)= [u’ (x,0)dx, 0<t<T,
0

fonksiyonun artip artmadigr anlamina gelir. W(¢)> ) ve W(0)=) (u tarafindan BK
saglandigindan) dolayi, yalnizca W(¢) = ) oldugu durumda bu miimkiindiir. Yukaridaki
W ’nin taniminda negatif olmayan integral i¢in yola ¢ikarak, u(x,#) 0 oldugu bulunur.
Diger bir ifadeyle u, ve u, ¢oziimleri ¢akisiktir.

(1) Teorem 5.1.6, eger 6rnek 5.1.2°deki BSDP’nin ¢oziimii var ise, o zaman bu

¢Oziimiin tek oldugunu soyler.

(1) teorem S5.1.6’daki c¢Oziimiin gerekli Ozellikleri, 6rnek 5.1.5.°de

belirtilenlerden daha giicliidiir.

(ii1) SK’nun diger tipleriyle tanimlanan BSDP’nin ¢6ziimleri i¢in teklik ayrica

ispatlanabilir.
(iv)

, T= k—t, u(x,t)= «(LE, Lt/ k)= (& 1)

$= 2

Y
L

degiskenlerin degisimi 1s1 denklemini
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v.(ET1=v. (S 1), 0<é<, 7>

formuna getirdigi kolayca goriilebilir.

Boylece, genel durum disina tasmadan, uygulamalarin ¢cogunda x ,¢ ve u yerine

goreceli olarak £, r ve v gibi daha basit olan bu gosterimi kullandik..

5.2. Laplace Denklemi
Yiiksek boyutlu 1s1 denklemi:

Kolaylik agisindan, iki boyutlu durumu ele alinirsa, (x,y) diizlemi iginde,
diizgiin, basit, kapali «* ) egrisiyle smirli, sonlu D bolgesini kaplayan, bir 1si-iletim
cismini diisliniirsek ve diizgiin . smir1 olan D’nin keyfi bir elemanin1 R olarak ifade
ettik.(sekil. 5.2) Ist denklemindeki gibi bu cismin fiziksel parametreleri i¢in ayni

gosterimleri kullanalim.

Is1 akis1 yone baglhdir, boylece burada 1s1 akisi,
7 . normal bilesen + teget bilesen,
—p (pi)i+ ¢HF, |i|=7F=,

formunda yazilabilir. Burada n ve r ¢ ’nin birim normal ve teget vektorleridir. Diger

bilesenlerin R ve cismin geri kalani arasindaki 1s1 alig-verigine herhangi bir katkisi

yoktur.
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Sekil. 5.2.

Cubuktaki durum gibi, 1s1 enerjisinin korunumu,
Is1 enerjisinin degisim orani = birim zamanda sinirdan gegen 1s1 akisi
+ birim zamanda kaynaklar tarafindan iiretilen 1s1
dir.

Bu matematiksel olarak

S B p0dA= - o x,y,0iCx0)ds + [a(xp0dA
R R

oR

olup burada dA ve ds alanin ve egri uzunlugunun elemanlaridir. (4.2)’ye Divergence

Teoremini uygulayarak,

[ dive (x,y,0d4= [p x,,07i(x,y)ds.

R or
[Me.p)p ey, (ep.0+ divg (x.,) - q(x,p.0)dd=).
R

gibi yeniden yazabiliriz.

K’nin keyfi oldugu gbz oniine alinarak, (x,y), D’nin i¢inde ve t>0 olacak sekilde

c(x,y)p oy, (x,y,t)= - 1ivg (x,y,t)+ 1(x, y,1). (5.2.1)
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cikarilabilir.
Yeniden, 1s1 iletim Fourier kanununu kullanarak iki boyutta
P x,y,1) = - L (x, y)gradu)(x, y,1);
elde edilir.
c(xX, y,00p &Y, (x, y,0) = UK, (x, y)(grad u)(x, y,1)) + 1(x, ,1).
olur.
I¢ noktalarda 1s1 kaynagi bulunmayan diizgiin bir cisim (c,g ve K, sabitler) i¢in

son formiil (g(x,y,t) )

0

K
u,(x,y,t)= «(divgrad u)(x, y,t), k= —= abit,
cp

veya
u,(x,y,t)=k(Au(x,y,t), (x,y)eD,t>). (5.2.2)
olup
A 1 (y)= (5 + 1, (x5 ).

seklinde tanimlanan % diferansiyel operatorii, Laplasiyan diye adlandirilir, (5.2.2)

esitligi iki boyutlu 1s1 (diflizyon) denklemidir.

Eger cisim dig kaynak iceriyorsa, o zaman (5.2.2)’nin homojen olmayan

denklem olup
u,(x,y,t)=k(Au(x, y,t) +q(x,»,t), (x,y)eD,t>).
seklinde ifade edilir.
Baslangic kosulu:
Burada
u(x,y,0)= f(x,y), (x,y)e

formunda ve cisim iginde sicakligin baslangi¢c dagilimini gosterir.
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Sinir Kosullari: SK’nin ana tipleri gubuk i¢in olanlarla ayni olup
(1) Sinur iistiinde sicak belli oldugu zaman,
ulx,y,t)y=a x,y,t), (x,y) € D, t>).
Dirichlet sinir kosulu olarak adlandirilir.
(i1) Eger sinirdan gecen aki biliniyorsa, o zaman
(grad u)(x, y,t). n(x,y)= g x,y,t), (x,y) € D, t>).
veya
u, (0= x,0, (xy)e D, t>),
olarak ifade edilir. Burada ;, +* ) ’nin birim dig normali ve u, —= 7 /& 'dir.
Bu kosula Neumann Sinir Kosulu denir.Ozellikle, sinir yalitilmis oldugunda
u,(x,y,t)=), (x,y)e D, t>)

kosul kullanilir.

(ii1) Newton’un soguma kanunu
= Golgrad u)(x,p,0.i(x,y) = 1 jx 0= Jp.n L (o) D).
seklinde olup buna Robin sinir kosulu denir.

Bazen simirin bir kisminda bir tip diger kisminda bagka tipine kosul verilebilir.

Denge sicakhigi: Denge (kararli durum) sicakligi, (5.2.2)’nin zamandan

bagimsiz hali olup bu durumda Is1 denklemi,
A (x,y)=) (xy)e ),
Laplace denklemini verir.
ux,y)=a x,y), (xy) € ')

Eger q(x,y) kararli durum kaynagi cisimde belirtilmigse, o zaman denge sicaklig

1

(A )x,») = -k—q(x, ),  (xy) e ).
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Poisson denklemini saglar. Bundan sonra Poisson denklemi, yani homojen

olmayan Laplace denklemi, ele alindiginda, q kaynak terimi i¢inde bulundugunu

varsayarak sag tarafta bulunan _7 carpimi alinmayabilir.

Yorum 5.2.1.
Laplace denklemi ile ilgili birka¢ 6zellik su sekilde verilebilir.

(1) x=rcosf’, y — -sin// kutupsal koordinatlarda

u Ju 7 u :
u=u(r,0, u,=_— ,u,=_— veu,= — olacak sekilde,
or or 0 -
_ ~ _ — _
A =" €u, _+  uy=1t,+ " u + " u, olur.

(2) x=rcos**, y=rsin¢} z silindir koordinatlarda, Laplasiyan

A =" (ru), + " Uy=t,+ U+ Uy,

formunu alir.
(3) Dairesel simetrik problemlerde, u fonksiyonu #/ Zan bagimsizdir, bdylece

A =" (u) +1 =1+ " u +1

olur.
(4) Laplace ve Poisson denklemleri lineerdir.
(5) Laplace denklemi, eliptik denklemler olarak bilinen denklemlerin en basit
ornegidir.
Ornek 5.2.2.

Kaynakli, yalitilmis st ve alt yiizeyli ve sinirdaki sicakligi bilinen diizgiin

sonlu levhadaki denge sicaklik dagilimi, <* ) basit kapal1 egri olacak sekilde,

A (x,y)=1(x,y), (x,¥) € I,
u(x,y)=a x,y), (x,y) € 2,
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SDP olarak verilir. Levhanin geometrisine bagli olarak ya kartezyen veya

kutupsal koordinatlarda Laplasiyan yazilir.
Ornek 5.2.2°deki SDP nin klasik ¢dziimii asagidaki dzelliklere sahiptir.
(1) D’de iki kez siirekli tiirevlenebilir ve D’de her noktada KDD’yi saglar.

(i1) D’nin simir1 olan +* ’ye kadar siirekli ve «* )’deki her noktada SK’y1

saglar.
Teorem 5.2.3

Eger u, 6rnek, 5.2.2°deki BSDP’nin bir ¢6zliimii ise, 0 zaman u, D’nin «* )

sinirinda maksimum ve minimum degerlerini alir.

Ispat. Dairesel bir diskin merkezinde sicaklign, sinir ¢emberi iistiindeki sicakligin

ortalamasina esit oldugunu ispatlayalim.

Denklemin ¢6ziimiiniin maksimumu D’nin i¢inde bir P noktasinda olsun. D’nin
icinde kiigiikk bir diskin merkezini P olarak diistinerek, P’deki #’nun degerini, bu
diskteki sinir ¢emberin istiindeki #’nun tiim degerlerinin ortalamasi oldugu
sOylenebilir. Boylece u, bu degerlerin higbirinden biiyiik olamaz. Sonugta, bir ¢eliskiye

ulasilir bu da #’nun maksimumun «* ) sinirinda oldugunu soyler.

% olarak diisiinerek, #’nun minimumunda ayn1 zamanda * ) fistiinde

oldugu gosterilebir.
Bu sonug, Laplace denklemi i¢in Maksimum Prensibi olarak bilinir.
Sonug 5.2 4.

Eger ormek de SDP’nin ¢6ziimii «* ) distiinde sifira esit ise, wu’da ayni

zamanda D i¢inde de sifira denktir.
Ispat.

Teorem 5.2.3.’ten, u’nun maksimumu ve minimumu sifirdir. Ciinkii her ikisi

de +* )’nin noktalarindadir. Béylece u, D’de sifirdir.
Teorem 5.2.5.

Ornek 5.2.2°deki SDP en fazla bir ¢dziime sahiptir.
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Ispat. u, veu, diye iki ¢dziimiin var oldugunu kabul edelim. KDD ve SK’nin

lineerliginden u=u, — 1, farki

(A (x,y)=), (x,y) € ),
u(x,y)=), (xx,y)g %

tamamen homojen SDP’nin bir ¢oziimiidiir. 4.15’ten, u (x,y)=0 olup manas1 u, — 1,
dir.
Tamm 5.2.6.

Kiiciik bir degisimi ¢6ziimde sadece kiigiik bir degisime sebep oluyorsa,

SDP’nin ¢ozlimiine sinir verilerine bagimlidir denir.
Teorem 5.2.7
Ornek 5.2.2°deki SDP’nin ¢dziimii, smnir verisine siirekli bagimlidir.
Ispat.
SDP

(A (x,y)=1(x, ), (x,y) e ,
u(x,y)=1xy), ((xye ),

%S

A (%)= 1(x,), (x,y) € ),
v(x,y)=ix,y)+ex,y), (x,y)e

verilsin. Burada ., ¢ siir fonksiyonun kiiciik bir pertiirbasyondur. O zaman, KDD ve

SK’nin lineerliginden 2 ¢ 'nin

(A xy)=), (x,y)e 2,
w(x,y)=¢€ Xx,Y), x,y)¢

sagladig1 goriilebilir.

Teorem 5.2.3ten,
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Irﬂng:xay)g 1}(-xay)z xay)_ ’(X,y)g rlaxa‘:x,y), (xay) €

dir.

Tanim 5.2.8.

Eger SDP kosullara siirekli bagimlilig1 olan tek bir ¢oziimii varsa bu probleme

1yl konulmus problem denir.

Bundan sonraki konularda ornek 5.2.2°deki SDP igin ¢oziimii olusturulur.
Teorem 5.2.5’e gore, Laplace denklemi sadece tek ¢oziime sahiptir. Ayrica Teorem
5.2.7°den, bu ¢6ziim smnir verisine stirekli bagimli oldugundan Dirichlet problemi iyi

tanimlandig1 bir problemdir denir.

5.3. Dalga Denklemi

Titresen Tel: Sikica gerilmis elastik bir teldeki diisiinelim. Burada, teldeki

noktalarin yatay degisimi ihmal edilir.

F(x+2x,t)
T O(X+4X, L)

F(x,t)

Sekil 5.3.

Tel i¢in asagidaki fiziksel parametreleri tanimlayalim.
L: uzunluk;

u(x,t): diisey degisim;

D, (x): kiitle yogunlugu (birim uzunluktaki kiitle),
F(x,t); serilim

q(x,t): birim kiitledeki cisim kuvvetinin diisey bilesent,
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Denge pozisyonundan (x-ekseni boyunca [0,L] kisminda) diisey degisimi kii¢iik

kabul ederek ve Newton’un ikinci yasasi olan
kuvvet = kiitle x ivme

yazarak x ve x+A e karsilik gelen iki yakin nokta arasinda telin bir kismi icin diisey

izdiisiimiinde, yaklasik esitligi
P XA u,(x,t)= "(x+ \ t)smn@ x+ \ 1))
— “(x,t)sin(@ x,t))+p xXNA q(x,?).
olarak elde edilir.
Eger A e bolip Ax » igin limit alinirsa
p Xu,(x,t)= F(x,t)sin (6 x,1))] + > x)q(x,1). (5.3.1)
elde edilir.

Kiiciik bir **agisi igin, telin egimi

u, = anf = sin0 = ?mﬁ = iind
cost g 4.
2
dir. Boylece (5.3.1)
p U, (60) = Fru,(x,0), + > x)q(x,0). (532)

formunda yeniden yazilabilir.

Tel elastik (yani, "kiigiik oldugu zaman F(x,7) = % sabit alinir ve homojen

p, = 'abif), ve cisim kuvvetini gerilimle karsilastirildiginda ihmal edebilecegini

(g(x,t) ) kabul edersek, (5.3.2)’nin

u,(x,t)= czuxx (x,1), O<x<L, t>), (5.3.3)
dir.Burada ¢? = 70/ alinir.
F

Eger cisim kuvveti ihmal edilemezse, (5.3.3)



56

u,(x,t)=c’u_(x,t)+q(x,t), 0<x<lL, t>).

seklinde olur.

Baslangi¢c kosullari: (5.3.3) zamana gore ikinci dereceden oldugundan, iki

baslangi¢ kosuluna gerek vardir.

Bunlar
u(x,00= f(x),  u,(x,0)= 3(x), 0<:<

seklindedir, yani telin noktalarinin baglangi¢ pozisyonu ve hizi verilmektedir.

Sinir kosullari: Is1 denklemindeki gibi, fiziksel sekilde anlamli (5.3.3) iginde ii¢
ana tipte SK vardir.

(1) Degisim son noktada bellidir, yani
u(L,t)="Tt).

(i1) Son nokta, serbest olabilir: (diisey gerilimi yoktur)
Fysin@ = F tanf = Fu_ =),

(111) Son nokta, elastik bir eklentiye sahip olabilir, ki bu ;

Fou (0,t)=kuw(0,t) veya Fyu (L,t)= -ku(L,t?), t>),
k=sabit, olacak sekilde tanimlanir.

Dalga denklemi ile ilgili baz1 6zellikler asagidaki sekilde 6zetlenebilir.

(1) Dalga denklemlerinin SK’lar1 ile Is1 denklemlerindekiler arasinda agik bir

benzerlik vardir.

(i1) Uc¢ noktalarin birinde tanimlanan kosul digerinde tanimlanandan farkl

olabilir.
(111)  Dalga denklemi lineerdir.

(iv) Bir boyutlu Dalga denklemi hiperbolik denklemin en basit drnegidir.
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Ornek 5.3.1.

Ne zaman cisim kuvvetinin etkisine dikkat edildiginde sabitlenmis son

noktal1 titresim bir tel icin BSDP

u, (x,t)="u_(x,0)+ 1(x,1), 0<:c< L, t>),
u(0,6)=), u(L,t) =), t>),
u(x,t) = f(x), u,(x,0)= 1(x), 0<:< .,

olur. Burada, ¢, fve g verilen fonksiyonlardir.
Ornek 5.3.2.

Eger Ornek 5.3.1°deki tel, yakindaki son noktada, serbest uzak son noktada
ve ihmal edilen cisim kuvvetinde elastik bir eklentiye sahipse o zaman karsilik gelen

BSDP,

k bilinen pozitif sabit olmak iizere.

u,(x,t)=c’u_ (x,t), O<x<L, t>),
u,(0,6) —ku0,)=), u (L,T)=), t>),
u(x,0)= f(x), u,(x,0) = 1(x), 0>:> .,

Ornek 5.1.5°deki gibi tanim kiimesi G’yi ve smir dogrular1 @ *. ve @ *, olsun.
Ornek 5.3.2°de BSDP’nin bir (klasik) u ¢oziimii asagidaki 6zelliklere sahiptir.
(1) G i¢inde x’e ve ¢’ye gore iki kere siirekli olarak tlirevlenebilir ve G nin
her noktasinda KDD’yi saglar;
(ii) (t *.'e kadar birinci dereceden siirekli tiirevli ve + *, stiindeki tim

noktalarda BK’ nu saglar.

Is1 denklemi ve Laplace denklemindeki durumda oldugu gibi kosullarda verilen
fonksiyonlarin sigramali siireksizliklerinin bulunmasi, ¢oziimiin diizglinliigliniin

azalmasina sebep olur.

Teorem 5.3.3.
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Eger ¢, f ve g fonksiyonlari, dyle olsun ki u, birinci tiirevi ve ikinci tiirevi,
kose noktalar1 (0,0) ve (L,0)’1 icerecek sekilde G’nin sinirina kadar siirekli ise, Ornek

5.3.1°deki BSDP’nin en fazla tek ¢ozlimii vardir.
ispat.

Verilen BSDP, u, veu, diye iki ¢oziime sahip olsun. O zaman,
u— 1, 1, farki
u,(x,t)=2u_(x,t), 0<c< ,t>),
u(0,6) = u(L,t)y=), t>),
u(x,0)=), u,(x,0)=), 0<c< L.

saglar. KDD’yi u, ile garparak, ¢ikan sonucu [0,L] iistiinde x’e gore ve [0,T] iistiinde,

burada T>0 keyfi bir sabit say1, integralini alip, ve u i¢in SK’y1 kullanarak

T L
0= '”(u,,ut —c’u_u,)dxdt
00

TL —
2 2
= “.Inut —c (uu,), +cuu, dxdt
00

T

TL
- H.(uﬂu, +cuu,)dxdt—c’ J.Ivu ot
00

I x=
0

TL L -
= ;— Jj(uf +c’ul), dxdt= ;—JI,Z +clu’ :j dx;
00 0
oldugu goriiliir. Boylece,

L —
Ilf (x,7)+ czui (x,t) dx
0

If(x,0)+czu§(x,0)gz’x herhangi T > ).

S~

Buradan
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L
V)= I(uf +c’ul)dx=x =const>0. t=0.
0

dir.

SK ve BK’dan, V(0)=0 oldugu anlasilir, K=0; diger bir deyisle, V(t)=0, V’deki

integralin i¢i negatif oldugundan, bunun ancak ve ancak
u,(x,t)=), u(xt)=), O0<x<Lt>).

dir. Sonugta, u, G’de ve smir dogrularinda sabittir. Bu dogrular istiinde, u sifir

oldugundan dolay1, u(x,t) 0 sonucuna ulasilir, boylece u, — ', dir..

Yorum 5.3.4.

(i) Ist ve Laplace denklemlerindeki gibi, bundan sonra, 6rnek 5.3.1°de

deginilen BSDP i¢in ¢6ziimii Teorem 5.3.3ten, dolayi tektir.

(i1) Teklik, diger SK’lar1 BSDP’lerin ¢oziimleri i¢in ayrica ispatlanabilir.
(ifi) & = i—x, 7= L—t u(x,t) = (LE,Lt/c)= A£.7)
doniisiimiiyle Dalga denklemi

v.(En=v, (E7), 0<&<, 7>)

sekline indirgenebilir.
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6. DEGISKENLERE AYIRMA METODU

Degiskenlere ayirma metodu KDD problemlerinin belli ¢6zlimii i¢in verilen en

eski ve en etkili tekniklerden biridir.

Bu boliimde Is1 ve Dalga denklemleri i¢in baslangi¢ sinir deger problemlerine ve

Laplace denklemi igin sinir deger problemine uygulanan metodlar1 verilecektir.
6.1. Is1 Denklemi

Ug¢ noktalarda sifir sicakh cubuk problemi:

u,(x,t) = tu_(x,1), O<c¢<l, t>),
u0,0)=), u(L,t)=), t>),
u(x,0)= f(x), 0< <,

seklinde verilir.
Denklemimiz ve snir kosullari lineer ve homojen oldugundan
u(x,t) = X(x)IT'(¢)

formunda bir ¢6ziimii artyoruz. Eger bu bir ¢6zlim ise Kismi Tiirevli Diferansiyel
Denklemi saglamali yani

XX)T () = :X"(x)T(1)
Buradan

170 X'
kTG XX

bulunur.

Yukarida sol taraf sadece t'nin bir fonksiyonu ve sag taraf sadece x’in bir
fonksiyonu oldugundan bu esitlik, ancak ve ancak her iki tarafinda bir ve ayni, -+ diye,

bir sabite esit olmasiyla miimkiindiir. Diger bir ifadeyle ,

170 _X"(x) _
kTG X(x)

dir. Bu, X ve T fonksiyonlar1 i¢in ayrisim denklemleri
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X'"x)+A{(x)=), O0<c<l, (6.1.1)
T'"+A:T(t)=),t>) (6.1.2)
ilk SK’dan

u(0,0) = X(0)T'(t)=) her t>)igin
goriiliir.

T(t)=0 olmasi1 imkansizdir. Ciinkii bu bizi u(x,t) 0’a yani asikar ¢Oziime

gotirur.
X0)=) (6.1.3)

Benzer sekilde , ikinci baslangi¢ kosulu

X(L)=). (6.1.4)

X fonksiyonu (6.1.1), (6.1.3) ve (6.1.4) Sturm-Liouville probleminin
¢cOziimiidiir. Acikca, X(x) ), bu problemin bir ¢éziimiidiir, ama u(x,t) )'a gotiiriir ki
bu bize bir sey ifade etmemektedir. Sonucta, sifir ¢6ziimii olmayan bir X ¢oziimlerini

istiyoruz. Bu ¢dziimler, Ornek 4.1.15°de hesaplanan : 6zdegerleri

nﬂ\A . nm
A= "C0, X,(x)= inT, n= 2. 6.1.5
=Ty M@=t (6.1.5)

karisik gelen X, 6z fonksiyonlaridir. Her bir # ig¢in, (6.1.2)’den,

T ()= ""'b% (6.1.6)

bulunur.

Rayleigh boliimiinii  kullanmayan higbir 4 - )6zdegerinin  olmadigini

gostermenin bir bagka yoluda

(i) Eger 4 -~ )ise, 0 zaman g = -A>)ve (5.1), X"—u =) olur ki genel

¢Ozimi
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X(x)= 2, cosh@/u )+ 7, sinh(fu ), C,,C, = abit

(6.1.3)ten ve sinhs=0 ancak ve ancak s=0 oldugu ger¢eginden, C, - )

oldugunu goriilebilir. Ayn1 zamanda (6.1.4)’ten

C, sinh/sL - )
sonucu ¢ikar ki buradan C, — ) bulunur. Ancak bu asikar ¢oziim olan X(x)=0 ‘a
goturtr.
(i1) Eger 4 - ) ise, 0 zaman (6.1.1), genel ¢coziimii

X(x)="x+2,, C,C, = abit

olan X" )a indirgenir. Daha onceki gibi, (6.1.3) ve (6.1.4)’ten X(x) O sonucu
kolayca goriilebilir. Geriye kalan tek olasilik, sonugta 4 - ) olmasi ki bu da (6.1.5)

ciftlerine gotiiriir.

(6.1.5) ve (6.1.6)’y1 birlestirerek,
u, (%) = X, ()T, () = m%e<> n= 2.

formundaki tiim fonksiyonlarin denklemi ve sinir kosullarinin her ikisini de sagladig

sonucuna varilir.

Siiper pozisyon prensibine gore, keyfi b, sayilari olarak herhangi bir sonlu

n

lineer kombinasyon

V=

b sinnT”e_k("”/”zt’ (6.1.7)

n

N
D b, (x,0) =
n=1

Il
—_

n

bu durumdadir.

Eger

ise baslangi¢ kosulunuda saglar.
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Ama, f, 6zfonksiyonlarin bir sonlu lineer kombinasyonu olmadig: stirece, ki
genel olarak, durum budur, bu miimkiin olmaz. Buradan (6.1.7), BSDP’nin u(x,?)
¢Ozlimii i¢in iyi bir gdsterim olmadigi sonucu ¢ikar. Bununla birlikte, eger f parcali
diizgiin ise, o zaman Ozfonksiyonlarin (Fourier sinus serisi) sonsuz bir lineer

kombinasyonu olan

f(x):ansin%, 0<x<L, (6.1.8)
n=1
olup (3.2.1)’den
b —%Ljf(x)sinﬂdx n=12 (6.1.9)
= dx, 2, 1.

dir.

Sonugta ¢oziim, b, katsayilari (6.1.9)’dan hesaplanacak sekilde,

[V

u(xt)=

n

b sin%e‘k(”’”“z’ (6.1.10)

n

sonsuz serisi bigiminde yazilir.

Ornek 6.1.1.

Baslangi¢ Sinir Deger Problemi

u,(x,t)=u_(x,t), O<x<, t>),
u(0,t) =), u(l,t) =), t>),
u(x,0) = inQ@z)— 'sin(Sx ), O<x<,

seklinde ele alinsin. Burada, L=1 ve baslangi¢ kosulu i¢inin sag tarafinin fonksiyonu

0zfonksiyonlarin lineer bir kombinasyonudur. Bunu (5.8) ile karsilagtirarak,
b1:b2: ),b3: R b4: )’ b5: - ,b6:b7:...: )’

buluruz. Boylece (6.1.10)’u kullanarak problemin ¢oziimii

u(x,t) = .in@Bx e ke _ 'sin(57 x)eIZSH'Zkt
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Ornek 6.1.2.

Baslangi¢ Sinir Deger Problemi

u,(x,t)y=u_(x,t), 0<x<, t>),

u,0)=), u(l,t)y=), t>),

u(x,0)=x, O0<x<, s
1

bir ¢ézliimiinii bulabilmek i¢in, ilk olarak, b, katsayilarini hesaplamak icin f{x)=x ve

L=1"1(6.1.9)’da kullaniriz.

1
b, =2 [xsin(a7 x)dx

0

:2{){— nlz}cos(nfr')—! +1J.1—cos(mr')dx >

o O

1 1 ) :
! — —cos(mi+ ——, Ill’l(l’lﬂ")z
nrw nm '

O zaman (6.1.10)’dan

- Vlﬂ)zt

u(x,t):‘z — )" lsin(mr')e
nrw

n=

BSDP’ nin bir ¢6ziimii olur.
Uc¢ noktalar1 yahitilmis ¢ubuk:

Ug¢ noktalar1 yalitilmis diizgiin bir ¢gubuk igin 1s1 iletim problemi,

u,(x,t) = ru_(x,t), O<ce<?l, t>),
u (0,t=), u (Lt)=), t>),
u(x,0)= f(x), O0<c<

seklinde tanimlanir.
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Kismi Tiirevli Diferansiyel Denklem ve sinir kosullari, lineer ve homojen
oldugundan u(x,?)=X(x)T(#) formunda ¢6zlim aranir. O zaman, son noktalarda sifir
sicakligl olan ¢ubuk durumunda oldugu gibi, Kismi Tiirevli Diferansiyel Denklem ve

sinir kosullarindan X ve T’nin
X'"(x)+A{(x)=), O0<c< .,
X'0)=), X'(L)=),

ve
T'"®)+kA"(t)=), t>),

ki burada # ayrisim katsayisidir.

Sifir ¢oziimiinden farkli X ¢oziimleri, Sturm-Lioville probleminin 6z

fonksiyonlaridir.

B(“)ylece,
- \ [ ) > n ’ ) slygLgeen .

4 .. 1 olacak sekilde T tarafindan saglanan denklemin integrali alindiginda,

T ()= ""'b% (6.1.12)
elde edilir.

Baslangic Sinir Deger Problemi’nin ¢ézlimiiniin

nmw _ 2
a4 cos e kI D)t

n >

[

u(x,t)=a, + (6.1.13)

[
—_

n

seri gosterimine sahiptir. Burada her terim denklemimizi ve sinir kosullarin1 saglar.
Eger

nr
a cos—, O<x<L,

n

u(x,0)=f(x)=a, +

Rk

=
|
—_

ise baslangi¢ kosulu saglanir.
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Bu, a, ve a,'nin (3.3.1)’den

%Jﬂmm;

N|l\)

L '
=2 1w cos%dx, n=12,,
0

(6.1.14)
seklinde verilen /’nin Fourier cosiniis seri katsayilar1 oldugunu gosterir

Sonugta, (6.1.14)’ten hesaplanan a,’lerle (6.1.13), Baslangic Smir Deger
Probleminin ¢oziimiidiir

Ornek 6.1.3.

Baslangi¢ Sinir Deger Problemi

u,(x,t)=u_(x,t), 0<x<, t>),
u (x,t)=), u (Le)y=), t>),
u(x,0) = x, O<x<,

nin ¢ozlimii, L=1

ve f(x)=x olacak sekilde (6.1.13) ve (6.1.14)’ten elde edilir. Ozel
olarak,

1 T
= |xdx= - F
ao (Jxx 2' 0

1
a, =2 Ixcos(nﬂ Vdx

0

Ty, 7 |
=24 1xi —sin(mzr) — —smn;r dx
21Lknﬁ) i j (7 )dx}

boylece, Ornek 6.1.2°deki gibi
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1 -2 _ 22
—+‘: -)'= ——cos@r)e i
2 e

n=

u(x,t) =

Baslangi¢ Sinir Deger Probleminin ¢éziimiidiir.
Farkli homojen sinir kosullariyla ¢cubuk:

Degiskenlerin ayrilmasi metodu, son noktalarin birinde sicaklik sifir, digerinde

yalitilmis oldugu durumda da kullanilabilir.

Ornek 6.1.4
BSDP
u,(x,t)=u_(x,2), O0<x<, t>),
u0,6)=), u . (1,t)=), t>),
u(x,0)=, O<x< .

seklinde verilsin. Denklemimiz ve sinir kosullari lineer ve homojen oldugundan,
u(x,t)=X(x)T(f) formunda bir ¢6ziim aranir. Diger durumlardaki gibi hareket

yapildiginda, denklem ve sinir kosullarindan X ve T’nin
X'"xX)+A{(x)=), O0<x<, t>),
X0)=), X DH=), (6.1.15)
ve
T'(t)+A"(t) =), t>),

sagladigr goriilir. Burada < ayrisim katsayisidir. X’1 bulmak i¢in, olagan

Sturm-Liouville problemi (6.1.15) i¢in Rayleigh bolimii (4.1.6)° y1 tekrar ele
aldigimizda Ornek 4.1.15°de oldugu gibi

b s e_ = keox @, =),

ve (4.1.7) esitsizligine erisilir ki buradan, (6.1.15)’teki sinir kosullarin 1s1ginda A - )

oldugunu c¢ikarilir. Boylece (6.1.15)’teki diferansiyel denklemin genel ¢oziimii



68

X(x)= 7, cosiA0)+ I,sinG/A0), C,,C, = wbit
olur.
X(0)=0 oldugundan, C, - )bulunur. X (1) .) kosulunu kullanarak,

cos\/ A=) oldugu goriiliir. Bu durumda

Ja = Q, n=2,..

bulunur.

(6.1.15)’teki 6zdeger, 6zfonksiyon ¢iftlerinin

A = ki , X,(x)= Lin—(zn_ LA

, n=,2,..,
4 2

oldugu ve karsilik gelen zaman bilesenlerinin
T @)=+ 2n— 7t/ 4 )
Sonugta,

. 2 - " - 2n- ) A
u, (x0) = X, ()T, (1) = +in %e PR

fonksiyonlari, denklemi ve smir kosullarini saglar. Tim u, fonksiyonlarinin

(sayilabilecek kadar ¢ok) olagan keyfi lineer kombinasyonlarini diisiiniildiigiinde,

. (2n _1)”'8—(2;1—1)2;12[/4

u(x,t):chun(x,t) :ch sin 5 , (6.1.16)
n=1 n=1
olup baslangi¢ kosulunun
u(x,O)zlchnsinM. (6.1.17)

n=1 2

oldugunda saglandig1 goriiliir. Diger bir deyisle, (6.1.16), eger c,, f(x)

fonksiyonunun genellestirilmis Fourier serisinin katsayilariysa, verilen BSDP’nin

¢cOziimiidiir. Bu katsayilar,
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2Cn— )7

ux=. ox=. [©=i"

ile birlikte (4.1.10) yardimiyla hesaplanur.

1 .
Isinz de= 1-, n=12,..,
2 2

0

boylece

l .
sin =7 4y

0

cC =

n

_ 4 Iros(zn—)nllz_4_
2n— ) | 2 | @n-)Hx’

1]
o

oldugunu gosterir.

Sonugta, BSDP’ nin ¢6ziimii

M(x,t) = ? 4 sin (27’1 _ 1)7[ ‘ e—(2n—l)2ﬂ2t/4.
= (2n-Drz 2

seri gosterimine sahiptir.

Ornek 6.1.5.
Baslangi¢ Sinir Deger Problemi

u,(x,t)=u_(x,t), 0<x<, t>)
u (0,0)=), ul,r)y=), t>),

u(x,0) = x, O<x<,
nin ¢oziimii,buradaki sinir kosullar1 ve Rayleigh boliimiiniin

-V 20— : .
A = %, X,(x)= :os%, n=,2,.."1 ¢ikarmasi

haricinde Ornek 6.1.4’teki gibi aynen insa edilebilir.
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1

2n— ) 1
J:osz de= - n= 2.,
; 2 2
oldugundan, baslangic kosulu fonksiyonu ig¢in genellestirilmis Fourier serisinin

katsayilari, u(x)=x, ¥ x) ©  ve L— ile (4.1.10) tarafindan verildigi haliyle,

1 '
c =2 xcoswdx

n

dx
J2n— ) 2
( PN
= (! 2 . 4 : y(cos(zn 1)72'—! %
| Cn-DHzr Qn-1)’7"| 2 JoJ
=(-1)™"! 4 _ 8 - o
(21’1— )72' (2}1— ) T
olur.
Sonugta, BSDP’ nin ¢6ziimii
u(x,t) = >_‘!—(—1)”+1 4 8 . —! cos (2n— )n'e_ e yltla
=t Qn-Hz Q2n-1)’z" | >

Sifir sicaklik ortalamali bir u¢ noktali ¢ubuk:

Igerisinde kaynag bulunmayan diizgiin bir ¢ubukta, u¢ nokta sifir sicakliginda

ve diger uc¢ nokta sifir sicaklikta agik havada tutuldugu zamanki 1s1 akis problemini

diistiniirsek bu duruma karsilik gelen BSDP
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u,(x,t) = ru_(x,t), 0< <, t>)
u(0,t) =), u (L,t)+ w(L,t)=), t>)
u(x,0) = f(x), 0< <,

olur. Burada h=sabit>0 dir.

Denklem ve sinir kosullart lineer ve homojen oldugundan, degiskenlere ayirma
metodunu kullanip  u(x,t)=X(x)T(f) formunda bir ¢oziim arastirilir. Bilinen yoldan,

denklem ve sinir kosullarindan X’in alisilmis Sturn-Liouville probleminin
X'"x)+A{(x)=), O0<c< ',
X0)=), X (L)+hX(L)=), (6.1.18)
sagladigini ve T’nin denkleminin bir ¢6ziimii oldugu bulunur.
Ornek, 4.1.17°de hesaplanan (6.1.18)’in 6zdeger-6zfonksiyon ciftleri,
T')+kA"()=), t>).

denkleminin pozitif kokleri olacak sekilde

A = (i—} . X, (x)= gix’ n= 2.
seklinde yazilir.
tand = - /(hL). dir.
Boylece
n0=" "
Baslangic Sinir Deger Probleminin ¢ézimii
u(x,t) = ichn ()T, (t) = icn sm%e*“@"“zf' (6.1.19)

n=1

S
n

formunda seri gosterimine sahip olur.
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_ o o0
u(x,0)= f(x)Y c,sin =

nel
kosulundan c, katsayilari,
(6.1.18)’in 6zfonksiyonlari, [0,L] {istiinde ortogonal oldugundan, c,'ler
L
[£Gsin(¢ x/ Lydx
_

c, = —3 , n= 2. (6.1.20)
j;inz (¢,x/L)dx
0

Ince diizgiin dairesel bir halkadaki 1s1 iletimi:

Fiziksel olarak Sekil. 6.1°de gosterilen 2L ¢evreli halka, 2L uzunlugunda bir
cubuk gibi diisiiniilebilir. Ancak siireklilikden dolayi, x=-L ve x=L iki son noktasinda

ayni sicaklik ve 1s1 akisina sahiptir.

Sekil 6.1.

Bu duruma karsilik gelen Baslangi¢c Sinir Deger Problemi
u,(x,t)=ku_(x,t), —L<x<L, t>).
u(=L,t)=u(L,t), u (=L,t)=u_(L,1), t>),
u(x,0) = f(x), —.< <t

olur.

Denklemimiz ve siir kosullart homojendir, boylece u(x,f)=X(x)T(¢) formunda

bir ¢6zlim aranir. O zaman, Kismi Tiirevli Diferansiyel Denklemi ve sinir kosullarindan
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X"()+A((x)=), —.<c<l,
X(= )= X(L), X'(- )= X'(L), (6.1.21)
ve
T'()+ A -T() =), T>). (6.1.22)
bulunur,

BSDP’nin sifir ¢dziimii olmayan u ¢oziimii i¢in, X, Ornek 4.2.3’te incelenen
periyodik Sturm-Liouville problemi (6.1.21)’in sifir ¢6ziimii olmayan bir ¢6zim

olmalidir.

Bu Sturm-Liouville problemine karsilik gelen 6zdeger ve 6zfonksiyonlari

A=) A=""2 =
~ L

X,(x)= , X, (x)= ;os%, X, (x)= m% , n= 2. dir.

Sonugta, 4.. 1 ile
T.()="e "', C= bt
Boylece,

u(,)=1,+ 5 X, (0)+2,X,, ()T, )

ﬁ[VJs

[)s

=a,+ % (a, cos% +b, sin%)e_k(”’”“zt (6.1.23)

n
formunda seri ¢oziimii elde edilir.

Baslangi¢ kosulunu uygulayarak

r

u(x0) = f(x)=1,+> 71, cos%+ vnsin%), <<t

elde edilir.

Ornek 4.2.3’te belirtildigi gibi, fnin bu tam Fourier serisi olup Kkatsayilar
(3.1.7),(3.1.8) ve (3.1.9) formiilleriyle hesaplanarak
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1 L
a, = ﬁJ; F(x)dx
17 nrw
= f@eos™—dv,  n=12... (6.1.24)

L .
_L If(x)sm%dx, n=12,..

elde edilir.
Sonugta, BSDP’nin ¢6zlimii (6.1.23) ve (6.1.24) kullanilarak yazilir.

Ornek 6.1.6.
u,(x,t)=u_(x,1), - <x<, (<),
u(= t)y=ul,t), u (= )=u(L,t). t>),
u(x,0)=x+ , - <x< .

B SDP verilsin. Burada L=1 ve f{x)=x+1dir. Bdylece, (6.1.24)’ten,

IJ-er )dx—;{ -x? +x—! =,

1

N|P—‘

a, = j(x +1)cos(mr )dx

-1

T
(x+1)—s1n(nfr )

L|_ J—l

1

_[—sm(mz )dxl
J

b, = [(x+1D)sin(rr )dx

-1
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( 1 1
= _!_(x+l)(— 1—)c0s(n7r')—! + jl—COS(n”')dxF
LL ni J _ll’lﬂ'

-1

2 ) = 2
= - Zcos@r+ 5— fin(rm) 1= - ) =
nw n°mw nw
olur.
Boylece, (6.1.23)’ten, BSDP nin ¢6zliimii
& n+l 2 : —n’z’t
u(x,t)=1+ > (=" —sin(nz )e .
" nw
olur.
6.2. Dalga Denklemi

Genel degiskenlere ayirma metodu, Dalga denklemi i¢in BSDP’ ye , hemen
hemen Is1 denklemleri i¢in uygulanan ayni yolla uygulanir. Bununla birlikte, zaman
bileseni, ikinci bir baslangi¢ kosul olan, ikinci dereceden Adi diferensiyel denklemi

saglamalidir.

Uc¢ Noktalar1 Sabitlenmis Tel:

Bu problem
u,(x,t) = tu_(x,0), O0<c< i, t>),
u(0,t)=), u(L,t)=), t>)
u(x,0)= f(x), u,(x,t)= 1(x), 0< <l
seklindedir.

Onceki problemlerdeki gibi, denklem ve sinir kosullar1 lineer ve homojen

oldugundan, u(x,f)=X(x)T(¢) formunda bir ¢6ziim aranir.
Bunu, denklemde yazarak,

X(x)T"(x)= > X" (X)T(2),
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edilir. Denklemin her iki tarafi ¢’ X (x)T(¢) béliindiigiinde

1T X 620
c¢? T() X(x) o

verir. Burada A - ‘abit, ayirma sabitidir. Ayn1 zamanda, sinir kosulundan
X(0)=0, X(L)=0;
elde edilecegi goriilebilir. Boylece,
X'"xX)+A{(x)=), O0<c<?.,

X(0)=), X(L)=).

elde edilir.

Bu Sturm-Liouville problemi, Omek 4.1.15°de ¢dziilmiistii, ki burada bunun

0zdeger-6zfonksiyon ¢iftleri

‘ i :
PRRECAN X (x)=in 2, n= 2. (6.2.2)
L) L
(6.2.1)’den, her bir £ Ozdegeri i¢in, genel ¢oziimil (4 = ) oldugundan)

T (O)+c*AT,()=), t>),

. nwt
b

T()= cos%f+ o sin ™00, byb,, = abit (6.2.3)

denklemini saglayan bir 7, fonksiyonu elde edilebilecegi ¢ikarilabilir.

(6.2.2) ve (6.2.3)’li gbz Online alarak, BSDP’ nin ¢6ziimiiniin

u(x,t) = ZX . (T, (2)
n=1
_ 5 T os™ T gin L) (6.2.4)
P L { L L)

seri gdsterimine sahip oldugunu sdylenilebilir.
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Bu serinin her bir terimi, denklemimizi ve smir kosullar1 saglar. Baslangi¢
kosullarin1  saglamasi igin, (6.2.4)’de ve (6.2.4)’lin terimlerini tek tek tiirevini alarak

elde edilen u, (x,t) ifadesinde t=0 alinir.
u(x,0) = f(x) = 3b,, sin
U, (x,0) = g(x) = 3 by, sin

b, veb,, (nx)/L saylarinn, f ve g’nin Fourier siniis serisinin katsayilar1 oldugunu

goriiliir., boylece, (3.2.1)’den,

2t nrw
b = - x)sin—dx, n=12,.., 6.2.5
w =1 [ @sinT; (6.2.5)
b, = 2 Lj(x)sin”—”dx n=12
2 I’lﬂ'foq L ’ o

elde edilir.

Sonugta, BSDP’ nin ¢oziimii (6.2.5)’den hesaplanan b,, ve b,, ile (6.2.4)

tarafinda verilir.

u’nun agilimindaki terimler, titresimin normal modlari olarak adlandirilir. Bu tip

¢oziimler duran dalgalar olarak yorumlanir.

Ornek 6.2.1.
u,(x,t)y=u_(x,1), O<x<, t>)
u(0,0) =), u(l,t) =), t>),
u(x,0) = isin(r )— 'sin(37 ),

u,(x,0)=trsm@2r), O0<x<,
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icinde, f ve g fonksiyonlarimin 6z fonksiyonlarin lineer kombinasyonu oldugundan

(6.2.5) ile karsilastirip ve c=1 ve L=1 alarak
b,=4%bs=-,b,="b,=b,==b, =b,;=---=).
¢ikarilir.
Boylece, (6.2.4)’den Baslangi¢ Sinir Deger Probleminin ¢6ziimii
u(x,t)=3sin( 7 )cosiz ) — 'sin(3z )cos@x )+ 'sinQx x)sin(2x *).
seklinde elde edilir.
Ornek 6.2.2.

Yukaridaki 6rnekte baslangic kosullar

(x, O<x<;,
u(x,t) = -

u,(x,0)=), 0<x<,
. 1 t
Ll=x, 3<x<

ile yer degistirilirse, o zaman (5.29) ve kismi integrasyonu kullanarak,

1/2

b, = 2{ [f)sin@aydx+ [f(x)sin@r )dx 1;
Lo J

1/2

= stin(nfr‘)dx+ j(l—x)sin(m )dxl
J

Lo 1/2

[|' (1) ‘|1/2 12

=2ix — —cos@ar) + I—cos(nﬁ')dx}

LL \ nr) 1 Jnrw

r ! I
+ (l—x)-(— —1—\-cos(n7r‘)| - J.—l—(nﬂ)dxwr
k nr ) 12 121 J
nrw 1 ) T2
=2{— —COS— + mnr
1 2nrw 2 n'r’ I (7)o
1 . nrw 1 . NI g. T
+ -sin— — -sin— Qin(nz-
2nrw” 2 n'r 2 I ( )‘sz
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(1 . nx 1 . nx) 4
!I\ > ,s1n7+ > ,sm2): S sin
1 norw’ |

b2

1
\ £ Ig(x)sin(nﬂ )dx=0, n=12,..,
nmw s

bulunur. Boylece, (6.2.4)’ten, BSDP’ nin ¢6ziimii

4 . .
> Zsm%sm(nﬂ')cos(nfrt).

u(x,t) = ‘:;:

=l

olur,
Serbest U¢ noktali titresen tel:
Bu duruma karsilik gelen BSDP
u,(x,t) =c’u_(x,1), O<x<L, t>)
u,(0,0)=), u_(L,t)=), t>),
u(x,0)= f(x), u,(x,0)=1z(x), O0<c<?i,

Degiskenleri ayirarak, 6zdeger 6zfonksiyon ¢iftleri

2= X (= 08" =i
\ L) L
seklinde olup,
4 .. ) i¢in, T tarafindan saglanan denklemin genel ¢6ziimii,
Ty (1) = 1,9+ 1y, Ayys Gy = abit
iken 4, n> icin, T, fonksiyonlar1 yukaridaki gibi olur. Bdylece, BSDP’ nin
¢0zumu
u(x,t) =a,, +a,t+ Zcosn—”( nr i Tl ‘t\l

1 a, COS—— +a,, Sin—— 1, 6.2.6
— L K 1n L 2n L ) ( )
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formundadir.a,, ve a,,, n=)L2,. sabit katsayilardir. (6.2.6)’daki her terim

denklemi ve sinir kosullarini saglar. Baslangi¢ kosullar1 saglamak igin,

u(x,0)=f(x)=a,, + Zaln cos%,

“t ):’0 — x)=a + > a ; COS_;
( ) g( ) 20 ;2 L L
b(')ylece (33 1)’den

L L _
a,, = ]lj jf(x)dx, a,, = % jf(x) = cos%dx, n=12,..,
0 0

N~y =

Ay =

L L

2 .
[g(odx, a,, = = [gx)cos™ dx, n=12... (6.2.7)
0 nr:s L

olur ve BSDP’ nin ¢06ziimiiniin (6.2.7) araciligiyla hesaplanan a,, ve a,, ile (6.2.6)
seklinde ifade edildigi ¢ikarilir.
Ornek 6.2.3.

u,(x,t)y=u_(xt), 0<x<, t>),
u (0,0)=), u (Ly=), t>),
u(x,0)=0s@x), u,(x,0)= - 7cosir), O0<x<,

probleminin ¢oziimiinii bulmak i¢in, C=1 ve L=I, ve baslangic veri f ve g

fonksiyonlarmin, 6z fonksiyonlarin lineer kombinasyonu oldugunu belirilsin. Sonugta

=),

A, = 5, Ay = =, Qg =4 =iz = "=y =

boylece, (6.2.6)’dan, BSDP’ nin ¢éziimii

u(x,t)= - costwr x)sin(xr *)+ :08Qx )cos@rx ).
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Ornek 6.2.4.

BSDP
u,(x,t)y=u_(xt), 0<x<, t>),
u (0,0)=), u (lL,t)y=), t>),

1, 1<x<3,
u(x,0)=0, u,(x,0) = ¢
(0 dlgeryerde

verilsin.
Burada c=1 ve L=1 oldugunda, (6.2.7)’den

a,=), n=)12,..,

1/4 3/4 3/4
= j g)dx+ [ g(x)dx+ j gdx=[(-Ddx=1,
1/4 3/4 1/4

3/4

= 2— ﬁ( _[g(x)cos(mr )dx + Ig(x)cos(nﬂ )dx
TG

1/4

+ 1jg(x)cos(m Vx|

3/4

23/4 2( \\

= — J.( Dcos@r Ydx= —i — — [sin(nz )]}/,
N7 4 nﬂk )
2 ( . 3nrx) 4 | nmr  nrw
= | in—— 1= - >—sin—-cos—, n= 2,
nir' K 4 ) n'r

olur.
Boylece (6.2.6)’dan, BSDP’ nin ¢6ziimii

u(x,t) = —z-t—_z

n rn

4 . nrm nr )
—-sin—cos——cos@x )sin(nr ).
T 4 2

olur.

Karisik sinir kosullari ile tanimlanan BSDP ayni sekilde ele alinir.
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6.3. Laplace Denklemi

Bu boliimde, problemlerin iki tip ¢Oziiml arastirilr. Birincisi kartezyen
koordinatlarla verilen dikdortgensel bir bolge bir digeri kutupsal koordinatlarin

kullaniminin daha uygun olan bir diskte Laplace Denklemidir.
Bir dikdortgende Laplace Denklemi:
Kaynagi bulunmayan ve smirlarda sicakligi bilinen bir diizgiin dikdortgen
D= +4,y50<¢<7,0<¢< X} K= abit

seklinde tanimlanir .Bu bolgenin i¢indeki denge sicakligini diigtinlirsek bu duruma

karsilik gelen problem

u,(x, )+ 1, (x5,y)=) 0<c<i,0< /<X,
u(x,0)= f,(x), u(x,K)=rf(x), 0<c<?i,
u(0,y) = 5,(»), u(L,y)=2,(y), 0< <%

Bu, bir sinir deger problemi oldugu halde, degiskenlere ayirma metodu hala
uygulanabilir. Bununla beraber, burada smir kosullar1 homojen olmadigindan dolayz,

bazi ek islemler yapilmas1 gerekmektedir.
Stiperpozisyon prensibini kullanarak, yukaridaki SDP’ nin ¢6ziimiinii
u(x,y) = 4,6 0)+ 5,06 Y)+ 15063) + (%, ),

seklinde arayabilir ve burada u,,u,,u; ve u,'iin her biri denklemin orijinal homojen

sinir kosullarindan  birini ve kalan {i¢ sinir kosullarinin homojen versiyonlarini saglar.

Ornegin.

() (y)+ u), (x,y)=), 0<c<i, 0<v<X,
u, (x,0)= f(x), u(x,K)=)>), 0<ec<?i,
u,(0,»)=), u(L,y)=), 0<v<¥X.

Bu Sinir Deger Probleminin

u (x,y) = X()Y(y),
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formunda bir ¢dziimiinii bulmaya calisilir. Bu ¢6ziimii denklemde yazarak
X")Y(Y) + X(X)Y"(x) = ),
elde ederiz ki, X(x)Y(y)’ye boliimiinden

X" _ YO
X(x) Y(»)

elde edilir. Burada 4 ayristirma sabitidir.

Ug homojen Sinir kosulundan
XX)Y(K)=), O<c<l,
XOY(H»=), XLY»y=), 0<,<X.
elde edilir.
Y(K)=), X0)=), X{L)=),
Sonugta Sturm-Liouville problemi
X'"x)+A{(x)=), O<c<’,
XO0)=) XL)=).
Sturm-Liouville problemi elde edilir. Bu problemin o6zdeger-6zfonksiyon
ciftlerinin

4 .
A= —1, X = .in—, n=2,. 6.3.1
=T K@=t (63.1)

seklindedir.

Bu durumda n=1,2,... her biri i¢in,

. Cam\
Y(3»V- — Y,(»=) 0<v<X,
\ L)
Y, (K) ).

saglanacak sekilde Y, fonksiyonlar1 aranmalidir , bdylece
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Y i¢in bu denklemin genel ¢oziimii

Y ()= "7 cosh%+ Z, sinh%, C,,C, = :abit

olarak yazilabilir, boylece Y, (K) . ) kosulunu kullanarak,

Ve Ve
|

nmw . AT
+C,sinh—= =)

C, cosh

b

buluruz.
Bu durumda Y, i¢in genel ¢6ziim,

Y.(»)= 7 cosh %_(M ~ sinh 72 =5, (6.3.2)

Denklemin herhangi Y, (y) ¢0ziimii i¢in, Y, (¥ <)da bir ¢dziim olup (6.3.2)

iistlinde Y, (K) . ) kosulunu kullanarak, C, — ) oldugu gériiliir. Boéylece C, - alarak,

kolaylik agisindan ,
Y.(3) = inh72 =9 (6.3.3)
elde edilir.
(6.3.1) ve (6.3.3) 15181nda, u,'in
N S nm ., nm y—K)
u(x.3) = Y, X, (D)7, () = Ye, sin™sinh 50, (6.3.4)
n=1 n=1

Burada, her bir terim denklemi ve {i¢ homojen siir kosulunu saglar. Geri

kalani, homojen olmayan sinir kosulunu saglamak igin,

2 ( . onxl) . nr & .
,0) = = Y —c sinh isin—= Y b sin—;
ul('x ) ﬁ(x) ‘;>:; Cn L ) L ‘I;>:14 n L

almmalidir. (3.2.1)’den,

Ve

nrl 27 niw
b =c, sinh = - x)sin—dx, n=12,..,
, = ¢, sinh = L(!fl( )sin—
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boylece,
bl’l
c,= - —>——
sinh(mzr (/L)
e A x)sin n=12,.. 6.3.5
Lsmh(nﬂ’/L) '[fl( )st ( )
olur.

Bunun anlami u,(x,y) fonksiyonunun, (6.3.5)’dan hesaplanan c, katsayilar ile

(6.3.4) seklinde veriliyor olmasidir.
u,,u; ve u, bulmak i¢in ayni islem uygulanabilir.
Ornek 6.3.1.
u,(x,y)tu,(x,y)=), 0O0<x<, O<y<)
ux,0)=x, ux2)=), O<x<,
u(0,y)=), u(l,y)y=), O<y<
Ilk olarak, kismi integrasyonla,

L=, K=,f®=x f,(0=) (=), f,(»)=)

1 r 1
Ixsm(nﬂ Ydx = x -1 icos(mm )—! + J—COS(]’Zﬂ' )dx
: | \nz) . onw
= - 1—cos(mri+ 21 : Iin(n;zx)zz )" L;
nrx nmw nrx

elde edilir.
Boylece, (6.3.5)’den

2
nzsinh@nzy’

olur.



86

Sonugta, (6.3.4)’ten, verilen Sinir Deger Probleminin ¢6ziimii

0

u(x,y) :Z )" msm(nﬂ)smh(nﬂy— D).

n=

olur.

Bir dairesel disk icinde Laplace denklemi: » ¢r sabit sinirda bilinen sicaklik

kosulu altinda hi¢bir kaynagi olmayan bir diizgilin dairesel disk
D=¢.0):0<r<x, —r<?<r

icindeki denge sicakligini diisiiniilsiin. Cismin geometrisi yliziinden, diskin merkezini
kutup noktas1 alarak modellenen SDP r ve * kutupsal koordinatlari cinsinden

yazilabilir. Sonugta, kutupsal koordinatlarda Laplace denklemi

u, rO)+r'u (r,0)+ru, =0, 0<r<z, —r<l<rs
u(a,?) = f(0), —r<i<r

seklinde elde edilir. Kartezyen koordinatlar cinsinden 6nceden ¢oziilen Sinir Deger
Problemlerinden farkli olarak, kutupsal koordinatlardaki denkleme yeni sinir kosullarini

eklemek gerekir. Bu kosullar, altinda yani r ve ** degiskenleri r=0, /- - ~ve !/ - r

seklinde tanimlanir. Bunlar fiziksel olaylar goz oOniine alinarak belirlenir. Burada

¢oziimiin siurli,sicaklik ve dairesel 1s1 akisinin siirekli olmasi gerekmektedir.
u(0,0 sunwrlit > ),
u(r,— )=u(r,m), u,(r— )=uy,(r,mr), 0<r<zx
seklinde verilebilir.

Denklem ve u wu(«r ¢ = (/7 haricindeki tiim sinir kosullari  homojendir,

boylece,
u(r,0 =R(r)® ', (6.3.6)
formunda bir ¢6ziim aranabilir. Bu durumda periyodik sinir kosulu

O( - YR(r)= I HR(), O (= YR()= 3 (MR(r), 0<r< x

bicimindedir. Buradan, sifira denk olma durumunu engellemek i¢in, ,
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® - -1=39 n, O -1=23Id 7T
sonucuna ulagilir. (6.3.6) 15181 altinda denklem
k'@ +r RGYO O +r RGHO 6 =),

bicimde yazilabilir. Bunu r» R(»)® ' ya bolerek sabit, ayrisim sabiti olmak

kosuluyla,
© 0 ‘R" '
_ TR+ rR() (6.3.7)
e R(r)
bulunur. O zaman ¥} periyodik Sturm-Lioville problemi
® 0+ =) -—r<i<r
® -1=92 R ® -1=39 7T (638)

bir ¢oziimiidiir. Burada L= 7 i¢in, 6zdegerler ve karsilik gelen 6z fonksiyonlar,

® =,0,0 =:0s@0, O (0 =mnl, n=2,..
(6.3.7)’deki ikinci esitlikten, her bir n=0, 1,2,... i¢in, karsilik gelen R, radyan bileseni
PPRI(r)+ R, (r)— 'R, =), 0<-<u (6.3.9)
saglar.

Bu, bir Cauchy-Euler denklemidir »n+ ) icin
R (r)= ", p= abit
formunda ¢oziimler aranabilir. (6.3.9)’da bunu yazarsak, p, - 1 ve p, — 1 kokleriyle

[p(p—)+p—n’lr" =),

bulunur. Sonugta, bu durumda (6.3.8)’in genel ¢6ziimii
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R (r)y=2r"+ 2,r, C,,C, = abit (6.3.10)
olur. Eger n=0 ise, o zaman (6.3.8), (#R,'(r))' ) olup, boylece
"Ry(r) = Z, = wabit
veya R,'(r) — - (N,’2 olur. Boylece genel ¢ozliim
R,(r)= 2, + ,lnr, C,, C, = wabit (6.3.11)
olur.

(6.3.6)’dan ve u(0,0)un smirlilik kosulundan, tiim R, (0) sayilarinin, sonlu

oldugunu séylenilebilir. (6.3.9) ve (6.3.10)dan C, .. ) C, .. ) oldugundan,
R,(r)=C,, R,(r=Cr", n= 2.
dir.
Bu keyfi sabiti 1 alarak, Ry(r)=r", n=0,1,2,...
secilebilir.

Degiskenlerin ayrimi islemine uygun olarak BSDP’ nin ¢6ziimii

u(r,0 = 1,R,(r)® 0 +i »HELe © +,.60 ©

n=

= +Z i cos(@ + ), sin(mo : (6.3.11)

formunda bir seri gosterimini elde edilir. Burada her bir terim denklemi ve {i¢ homojen

sinir kosulunu saglar.ay a, ve b, bilinmeyen katsayilar,

u(er,9) = f(0) = a, +i ", cos@O)+b, sinmb), -r<Ii<r  (63.12)

n=1

den bulunur. L=n ve a,a"a, ve a"b, katsayilari ile /"nin bir Fourier serisidir. Boylece

(3.1.7),(3.1.8) ve (3.1.9) dan

17
ay = 5 lf(())dﬂ,
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n

a = 1— [f©)coswords,  n=12.. (6.3.13)
"

b, = 1—f(<9 sinn@ d6 n= 2,..
104

olur.

Sonugta, SDP’ nin ¢dzilimii, (6.3.13) kullanilarak hesaplanmis a,, a, ve b, ile

n

(6.3.11) seklinde ifade edilir.

(6.3.11) ve (6.3.13)’ten
1 V3
u(0,0) = a, = gj £(0)do:;

anlasilir. Diger bir ifade ile , diskin merkezindeki sicaklik, sinir ¢emberinin iistiindeki

ortalama sicakliga esittir. Buna, Laplace denklemi icin ortalama deger 6zelligi denir.

Ornek 6.3.2.
Sinir Deger Problemi
(Au(r,0 =), O<r<?), —r<i<r
u(2,0 = + isinf— 2cos@d, -—-r<i<r
de
a=", f(@ = + isind— 2cos@éb , —r<)<r

mevcuttur. f, bu problemle iligkilendirilen 6z fonksiyonlarin lineer bir kombinasyonu
oldugundan, (6.3.12)’le karsilastirir ve a, = , 2*a, = - 4, ve 2b, = 3, iken diger

katsayilarin sifir oldugunu goriiliir. Sonugta,
aO = ) a4 = - ’bl = I-, al =a2 =a3 =a5 =---=b2 =b3 e = )’

olur ki, bunun anlama, (6.3.11)’den verilen Sinir Deger Probleminin ¢6ziimii
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u(r,6 = — 'r*cos@d + b*sin(20 .

olur.

6.4. ikiden Fazla Degiskenli Denklemler

Daha once, diizgiin bir levha {istiindeki 1s1 iletimi i¢in bir matematiksel model
ifade edildi. Ancak burada bilinmeyen sicaklik fonksiyonu zaman degiskenine ve iki
konum degiskenine bagliydi. Burada, iki boyutlu Dalga denkleminin benzeri bir
denklemi diisiinecegiz ve hem kartezyen hem de kutupsal koordinatlar cinsinden

degiskenlerine ayirma metodunu kullanarak problemlerimizi ¢6zmektir.

Titresen dikdértgen zar: Thmal edilebilir cisim kuvveti ve sabitlenmis

koseleriyle titresen bir dikdortgen zar,
u, (x,0)= (A (x,3) = Plu (up)+ o, (L)),
O<x<L ,0<y<K , t>),
u0,y,0)=). u(L,y,t)=), O<y<K, t>)
u(x,0,0) =), u(x,K,t)=), O<x<L , t>),
u(x,y,00=1(x,y) ,  u,(xp0)=3(xy) ,
O<e<t , O<v< X

seklinde matematiksel olarak modellenir.

Denklem ve kosullar lineer ve homojen oldugundan, konum degiskenlerinin bir

fonksiyonuyla zaman degiskenin bir fonksiyonun ¢arpimiyla ifade edilen,
u(x, y,t) = 5(x, )T (2). (6.4.1)

bi¢iminde bir ¢dziim artyoruz. Onceki durumlarda oldugu gibi, denklem ve kosullardan

T’nin
T"(O+A°T)=), t>),

ve S’nin, 4 sabit, ayrisim sabiti olmak kosuluyla,
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S +S8,(xky)+4(x,y)=), 0<c<l , O0<v<K,
SO0,y)=), SL,y)=), 0<v<K, (6.4.2)

S(x,00=0, S(x,K)=0, 0<x<L,

bir ¢6ziimi oldugu bulunur.

S icin denklem ve sinir kosullar1 lineer ve homojen olmasini gorerek,

tekrardan degiskenlerine ayirma metodunu kullanir ve (6.4.2) i¢in
S(x, )= X)Y (). (6.4.3)
formunda bir ¢6ziim bulmaya ¢alisiriz. (6.4.2)’deki denklem , o zaman,
X")Y(y)+ X" (y) = - ()Y (),

olur ki, bunu X(x)Y(y) bolerek, ¢ =sabit, ikinci bir ayrisim sabiti olmak kosuluyla,

X' Y0)_
X(x) Y(y)

elde edilir.
Yukaridaki esitlik zincirinden ve (6.4.2)’deki kosullarda, X ve Y,
X'"x)+pu'(x)=), 0<c<?l,
X0)=), X(L)=), (6.4.4)
ve

Y"Oh+ A-uY(y)=), 0<y<K,

) 1Y) y (6.4.5)
Y0)=), Y(K)=).
Sturm-Liouville probleminin ¢oziimleridir.

(6.4.4) i¢cin ihtiyac duydugumuz sifir disindaki cOzlimler,

e ) ‘
gz " X (x)= in22, n= 2.
L) L

ile birlikte hesaplanan bu Sturm-Liouville probleminin 6z fonksiyonlaridir.
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n’nin her bir degeri i¢in, Y fonksiyonu, ¢+. + olacak sekilde, (6.4.5) Sturm-

Liouville problemini saglar. Bu problem, (6.4.4)’lin aynist oldugundan, 6zdegerleri 6z

. "mr) mry
fonksiyonlari A —u= —1,Y = mn—-, m=,2,..
y wTH =K wm(Y) X
(6.4.2)’nin, d6zdegerleri,
/ / s
PR A R R LA B
\KJ) L) (K)
ve karsilik gelen 6zfonksiyonlari,
S, (xy)=X,(0Y, ()= m%sm% nm=2,., (6.4.6)

olacak sekilde iki boyutlu bir 6zdeger problemi olarak diisiiniilebilir. T tarafindan

saglanan denkleme geri doniildigiinde , 4 .. {1 i¢in,

-m

T,.(0) = 1,,cosG/A ct)+ 1, sin(JA ,¢ct), a,,,b,, = abit

nm nm

fonksiyonlar1 elde edilir. Bu, (6.4.1) ve (6.4.3)’den, simdi original BSDP’ nin

¢Ozimiiniin

u(x,y,t) = Z

= iism%sm% Inm cos(\/ﬂ”m_ct) + sin(\/,i_;cz)L (6.4.7)

formunda bir gdsterime sahip oldugu sonucu ¢ikarilabilir.

(6.4.7)’nin her bir terimi, denklemi ve sinir kosullarin1 saglar. Ilk baslangig

kosulunu saglatmak i¢in,

2 & nr) . mxy
M(X,y,O) =f(x,y) :L' >_Ja,,m sin— I1sin———,
m:lkn:l L ) K

olmalidir.
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Ikinci esitligi sin@rzy/K ; p=,2,., ile carparak, cikan sonucu y’ye gore
[0,K] tstlinde integrali alinip , (3.1.5) formiilii goz 6niinde bulundurarak

0

I]f(xy)sm—dy— Z sm—

=1
bulunur.

Bu yeni esitligi sin§z -/ L; q=,2,.., ile ¢arparak, ve x’e gore [0,L] listiinde
integralini alarak,
LK
LK
IIf(x y)sm Vs dydx— —a,,
: L 4

0

ifadesine ulasilir ki bundan, g yerine n ve p yerine m yazarak,

K
[re. y)sm—sdeydx, nm=12,. (6.4.8)

0

4 4
—L?J

ikinci baglangic kosulu ise yukaridaki gibi,

w0 = 2w =3 S 4och, sin }in
= L) K

m=

saglanir. Buradan,

nm

LK
X sm—sm—d dx, nm- ,2,,. 6.4.9
= M j j (x,) y (6.4.9)

bulunur.

Sonugta, problemin ¢oziimii (6.4.8) ve (6.4.9)’dan hesaplanan a,, ve b

nm

katsayilariyla ifade edilen (5.51) ¢ift katli Fourier serisi ile verilir.
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Ornek 6.4.1.
BSDP
u, (3,0 =1, .(x,y,0+ 1, (x,,0).

O<x< , O<y<?) , t>),
u0,v,t)y=), ulLy,t)y=), O<y< , t>),
u(x,0,6)=), ulx2,t)=), O<x< , t>),
u(x,,0) = inQrx)[sin(z 7 ) - !sin(z )],

O0<x< , 0 <y<),
u,(x,y,0)= 'sinQz)sin€ 7z, O<x< , O<y<)

icinde c=1, L=1, ve K=2 olur, bodylece, /' ve q’nun cift katli Fourier serisi ile baslangi¢

deger fonksiyonlar1 karsilastirildiginda,
Ay, =, Ay, = -, \/i_lbﬂ =2

iken kalan a,,, ve b,, katsayilarmin sifir oldugu gortiliir. Boylece

)

A,=2nV+ /2 = Tn'/4,

bulunur.
(6.4.7) formiilii
u(x, y,t) = inQx )sin(t 7 )cos G177 1)
— !'sin(2x )sin(r ) cos(\/gﬂ )
+ 47 /J17)sinQz )sin@ 7 )sinEV177).
¢Ozimiinii verir.

Titresen dairesel zar: Bu tipteki iki boyutlu bir cisim 0<r < ¥ ,— r< 7< r olacak

sekilde kutupsal koordinatlarla tanimlanir. Eger cisim kuvveti, ihmal edilebilir ve r=a

sinir1, sabitlestirilmis ise, o0 zaman zarin diisey titresimleri, BSDP
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u,(r,0 H=c*(Mu(r,0t), O0<r<a <@ <m t>),
u(a 7 ty=), u(0,0 t) siirh —r<@<m t>)
u(r—r t)y=u(r,m t), u,(r—mt)y=u,(r,7rt), O<r<a t>),
u(r,0))=fr0, u(r,d)), O<r<xr -—-r<i<r
seklinde matematiksel olarak modellenir. Bu problem i¢in (5.54) seklinde bir ¢oziim

aranir.

Bu son ii¢ smir kosulu fiziksel olaylardan ortaya ¢ikmistir. Diizgiin f ve g
fonksiyonlar1 i¢in ¢6ziimiin , diskin merkezinde sinirlt ve herhangi bir sinirtyla birlikte

es merkezli daire boyunca tiireviyle birlikte siirekli olmasi gerekir.

Denklem ve siir kosullar1 lineer ve homojen oldugundan , degiskenlerine

ayirma metodu kulalnilir ve
u(r,0 t)y=5(r,0 T(2). (6.4.10)

formunda bir ¢6ziim aranir.O zaman standart islemlere gore denklem ve siir kosullar

4 sabit, ayrisim sabiti olacak sekilde S

(ASV(r,0 + S(r,0 =), O<r<a , —r1<7<T
S(x 9 =), §(0,0 smirh T Jer (6.4.11)
S(r,—mi1=5r,m, S,(r.—mr=5,(r,mr, 0< - <1,

probleminin bir ¢6ziimii iken
T,
T"O+A°T@)=), t>)
saglar.
S i¢in denklem ve sinir kosullar1 lineer ve homojen oldugundan,
S(r,60 =R(r)© '. (6.4.12)

formunda S’yi aramaktir.
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Daha sonra, kutupsal koordinatlarda Laplasiyan’in ifadesini kullanarak
k@ +r RO O +r RO 0 +IRFO O =),
bi¢ciminde yazilir ki, » R(r)® ' ya boélimiinden, e =sabit, ikinci bir ayrisim sabiti
olacak sekilde,

9 0 _rzR”(r)+rR'(r)
e R(r)

+ Ut=u

bulunur.

Sinir kosullart uygulanarak, R ve *’nin, Sturm-Liouville problemlerinin

¢dziimleri oldugu ¢ikarilir. Ilk olarak, ', 6zdegerleri ve 6z fonksiyonlari,
u =n>, O (0 =:0s@0, O (0 =.nmod, n=)l,...
olan

® 0+0 '=) -—-—r<i<r
O - -1=39 1, O - 1= 1),

periyodik S-L problemini saglar. n’nin her bir degeri i¢in,

‘R(r+ R+ A°= 1R (r)=), 0< - <«

PR(r)+ R () IR, () 6a13)
R (a =), R, (0) sunirl

singiiler S-L probleminin bir R, ¢6zlimii hesaplanir.

n=0 oldugunda, bu problem, Ornek 4.2.5°de verilen forma indirgenir. Ornek,

(6.4.13), sayilabilecek kadar ¢oklukta

O0<A,<A,<<A, <> asm—

Ozdegerlerine ve karsilik gelen ', ¢ _Ustiinde r agirligiyla ortogonal olan,
[R,, ()R, ()rdr=0, p+q
0

R, m . ,2,.. 0zfonksiyonlarinin tam bir kiimesine sahip oldugu goriiliir.

nm?
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e = /2 ve R (r)=1R, (f/\/l )= D &) alarak, (6.4.13)’deki denklemi
ED, E)+ED, E)+ E-n’)D, E)=), n=)]1.2,. (6.4.14)

formuna ¢evrilir. Bu, n’inci dereceden Bessel denklemidir. Birinci/ikinci ¢esit ve n’inci

dereceden Bessel fonksiyonlari olarak adlandirilan iki lineer bagimsiz

J,(£) veY (&) ¢ozlimlerine sahiptir yani, - — giderken,

1, n=0,)
Jn(g)z . n ' n F
d/2"n)sé", n>0,
(Q/xiné. n=0,
Y, (&)~ (6.4.15)

Q=D mz", n>0,
oldugu bilinir.
Sonugta, (6.4.15)’in genel ¢6ziimii ,
R (1 ="2,J A+ 3, Y,NA"), C,.C, = abit

olur. R ,r )dasmirh olmasi zorunlu oldugundan dolayi, (6.4.5) goz Oniine alarak,

C,, - )'a sahip olmalidir. Boylece,

R,(r)=2,J,(N2").
dir.

Ayni zamanda, R («# ) kosulundan, J, (. =) cikanlir. Eger J,'nin
koklerini, & .m ,2,.. ile gosterirsek, o zaman (6.4.14)’iin Ozdegerleri ve

ozfonksiyonlari

h, = Sm) R =, Se
| «

\. n=)12,.., m=2,..,
)

olur.
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Onceden belirttigimiz R, 'nin ortogonal 6zelligi simdi, her bir sabitlenmis n

degeri i¢in

( gi,pr\ ( ggnqr\
I

dr =0, / q. 6.4.16
ka) P/q ( )

olur.

Ayni1 zamanda, 6z fonksiyonlar kiimesi, tam oldugundan, herhangi bir par¢ali
diizglin h fonksiyonu, ve n=0,1,2,..., i¢in
= 2 (&7

h(r) = > R, ()=, > c,J, IK

N———~

formunda genellestirilmis bir Fourier seri gosterimine sahiptir.Burada, diger S-L

problemlerindeki gibi

[1()T (& 1 e vdr
0

[72 /e vdr
0

T zaman bileseni tarafindan saglanan denkleme donerek, A A Wnm/ e “ igin,

B = abit

nm? nm

+ 3

é:JmCt
Tnm (t) = 47[7% COS a nm

= A

¢Oziimlerini elde edilir.

Kolaylik agisindan, g(r,f/ — ) oldugunu kabul edelim. O zaman, 7,, deki siniis

terimleri yok olur.

Boylece, eger (6.4.10) ve (6.4.12)’ye gore u’nun degisik bilesenlerini bir araya

getirirsek, probleminin ¢ézlimiiniin,

u(r,0 ¢

45[\’J8

Z anm®ln(9 +bnm®2n(0 :an(r)Tnm(t)
m=1
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=53 4, cosnd +b,, sin@d 7, 22" leosS =,
n=0 m=1 k a ) a

formunda olmas1 gerektigi sonucuna varilir. Bu toplamdaki her bir terim, denklemi,

sinir kosullarini ve ikinci baslangic kosulunu saglar. Ik baslangi¢ kosulunu saglatmak

i¢in,
u(r,0 )= f(r,0 = Zﬁ( » a,,cos@0 +b,,sinmo _ gn.{élmr\..
m=1 Ln=0 k 104 )

olup, simdi a, veb

nm nm?>

cos(®), sin(nd), ve L=t ile (3.1.4), (3.1.5) ve (3.1.6) ve (6.4.16) tarafindan ifade

bu tipteki diger problemlerde oldugu gibi,

edilen J, (£, r/e nu ortogonallik 6zelliklerini kullanarak hesaplanir.

Dairesel simetrik durumda yani, veri fonksiyonlari, *’dan bagimsiz oldugunda,
u(r,t)=R(r)T(t) ¢oziim ayrimi kullanilir. Burada, problem, sifirinci dereceden Bessel

denkleminin ¢6ziimiine indirgenir. Sonunda,

w(r.t) = cos(A ety + o, sin(JA e0)Jy(JA 7,

7 [VJS

elde edilir. Burada 4 , 4  'nin aynisi ve J, (\/ﬂu”-r) fonksiyonlarimin [0,a] iistlinde r

agirhigr ile ortogonallik 6zelliginden belirlenen a, ve b, dir.
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7. HOMOJEN OLMAYAN LINEER PROBLEMLER

Degiskenlerine ayirma metodu denklem ve smnir kosullart homojen ise
uygulanmaktadir. Bununla birlikte bir matematiksel model homojen olmayan terim
veya sinir noktalarinda tanimlanan veriler igerebilir. Bu bolimde bu durumlart ifade
edilmektedir. Yani homojen olmayan terim iceren denklemlerin ¢oziimleri ifade

edilecektir.
7.1. Denge Coziimleri

Daha oOnce (diizgiin durgun, veya zamandan bagimsiz) yiiksek boyutlu 1s1

denklemleri i¢in denge ¢oziimleri ele alinmisti.
Burada diizgiin bir ¢ubuk i¢in denge 1s1 dagilimi g6z 6niine alinmaktadir.

Uc¢ noktalarda tanimh 1s1 : Dis kaynaklardan etkilenen bir ¢ubuktaki baslangi¢ sinir

deger problemi
u,(x,t)=ku_(x,t)+q(x,1), O<x<lL, t>)
u0,n)=a ), u(L,t)y=01) , t>)
u(x,0)=f(x) , O<ce< i,

seklinde tanimlanir. Burada er, /i ve f belirli fonksiyonlardir. Eger r¢ ve /i sabit ve

g=q(x) ise o0 zaman denge ¢ézimii u, ¢, “x) olup,
u, (X)+1(x)=0 O<e< @
uoo /\0) =X > uco /\L) = 3

siir deger problemini saglar.

Burada q % ’ya bagli olup sinir kosullart u,'un hesaplanmasinda bir etkiye

sahip degildir. Zamandan bagimsiz problemler i¢in fiziksel olarak bir denge ¢oziimii

varsa,

limu(x,t) = ¢, x)
t

seklinde tanimlanir.
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Burada sonsuz alt indis kullanmamiz denge ¢6ziimii anlamina gelmektedir.

Ornek 7.1.1.

Baglangi¢ sinir deger problemi i¢in denge 1s1s1

u,(x,t)=h_(x1t)+ x—, O<x<?, t>)
u0,0)=, u2,t)= - , t>)
u(x,0) = mn(l—n\n O<x<
\2 )
Buradan sinir kosullarini kullanarak
4um"(x)+ IXx— =), O<x<?
u,0)=, u,2)= -
elde edilir.

Bu denklemi 2 defa integre edersek,

~

u,(x) = _IIEX3+;_X2+ x4+ 2, C,,C, = bt

bulunur.

Burada C, ve C, sabitleri smir kosullarindan bulunabilir. Boylece denge

1s1smin ¢ozimil,

dir.
Uc¢ Noktalarda Akict Durum:

Genel olarak baglangi¢ sinir deger problemi

u,(x,t) =ku_(@)+q(x,t) , O<x<lL, t>)
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u (0,)=a ), u(Lt)=p1), t>)
u(x,0)= f(x), O<c< L
tanimlanir.

Yukarida oldugu gibi bir denge ¢oziimii eger «» ve /f sabit ve q t’den bagimsiz
ise vardir.
Boylece ¢oziim sinir deger problemini saglar ve

r

u, (X)+1(x)=0 O<e< @
u'oo /O): X u'oo /L): 9

B.S.D. probleminin u(x,t) ¢O0ziimiinlin ¢ »  limiti hesaplanabilir. Bu durumda
baslangi¢ kosullarin1 géz ardi edebiliriz. Gergekten denge 1silarinin hesaplanmasinda bu
kosul temel rol oynamaktadir. Tamamen zamandan bagimsiz problemler de yiiksek
enerjinin korunumu yasasi gbz oniine alirsak Kismi Diferansiyel Denklem kendisine

denk olur. Boylece 0'dan L'ye terim terim integre edip sinir kosullarini kullanarak,

L

L L
4, f)dx = k [u,, (x,0)dx+ [q(x,)dx
dt 0 0 0

=k b (L.0)~u,0.0) + [q(x.t)dx = [q(x.0)dx

elde edilir.

Tamamiyla yalitilmis bir ¢ubuk verilmis olsun, fiziksel olarak bu cubuktaki

kaynagin tim dis ortamdan etkilenmedigini sdylenilebilir. Bdylece bu kaynak sifirdir,

L L
diger bir ifadeyle [1Ce.t)dx=).dn. fu(x,t)dx
0 0

s0z konusu yukaridaki esitligi gostermektedir ki bu integral her t i¢in sabittir ve

boylece ,

L L

[ux.0)= im [ (x.0)dx,

0 0
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diger bir ifadeyle

j‘um ‘X)dx = Lj-f(x)dx (7.1.1)

0

Ornek 7.1.2.

Baslangi¢ Sinir Deger Problemi i¢in denge 1s1s1

u (x,t)=t_()+y+, O<x<?, t>)
u (0,0)=), u.(24), t>)
u(x,0) = m% , 0<x<

seklinde verilsin. Burada - sabit ve
Q' X)+y+ =), O<x<?
u,(0)=)  u',(2)=)

sinir deger problemi saglanir.

Boylece

1
~

W, (x) = ‘3'7'2‘3{“ )

elde ederiz. Smir kosullarim yiiklenildiginde , C;, — ) ve y —  tekrar integral alirsak,
u,x)= l—x3 - ‘;xz + 2
T4 3 ’
elde edilir.
Bundan dolay,
L 2 2
. 2 4
If(x)dxz _[sm—dx— - —.rcosﬂ——! = -,
0 0 7| 2, =
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L 2(1 1 \

u(x)dx = Xy’ +C, dx
OI 24 8 )
= —x"—-—x+C =2C,— -,
96" Taat Tk 6

(7.1.1)’den C, = 2—+ L boylece,
T 12

u,‘x)= 1—x3— X+ T+ 1—
24 8 12

Farkh Simir Kosullari: Farkli sinir kosullar1 denge ¢6ziimiinde kullandigimiz metod

uygulanarak aynen ¢oziilebilir. Bunu bir 6rnek iizerinde agiklarsak.

Ornek 7.1.3.
u,(x,t)= t_(x,2), O<x<?, t>)
u0,6)= ,u (2,t)=), t>)
u(x;0) = m% 0<x<?

sinir deger probleminin denge 1sisin1 bulmak icin smr verileriyle ¢oziime ihtiyag

vardir. Boylece

u' {x)= 0, O<x<L

u, 0=,  u'(2)=)

Kolayca goriilebilir ki bu problemin ¢éziimii u(x)=1

Ornek 7.1.4
u,(x,t) =l (x,1), O<x<?, t>)
u, (0,0)=20,0-", u@n)=-, t>)
u(x,0) = m% 0<x<?

BSDP’ nin denge ¢6zlimii ,
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u''c x)=), O<x<
u', 0=} 0", uw )=-
saglar ve burada u, “x) X |

Denge 1s1lar1 zaman zaman yiiksek boyuttaki BSDP i¢inde uygulanabilir.
Dairesel Bir Bolgedeki Is1 Dagilima:

Geometrik olarak bolgeyi goz oniine alindiginda kutupsal koordinattaki Laplace

denklemi kullanilir.

Ornek 7.1.5.
u,(r,t)=kr (rup(r,t))y =) , l<r<?, t>)
u(Lt)=3, wut)= -, t>)
u(r,0) = f(r), l<r<?

BSDP 1s1 kaynag1 diizgiin dairesel bir bolgede sinirin iginde veya disinda iki
farkli sabit 151 kaynag1 oldugu zaman tanimlanabilir. Baglangi¢ kosullar1 bolge dairesel
oldugunda simetriktir ve u ¢oziimii ¢+ kutupsal agilarindan bagimsiz alinabilir. Bu

durumda sinir degeri problemini saglayan denge 1s1s1
', () =), l<r<?
u, D=3, u, 2)= -
seklinde tanimlanir.
Denklemi integre ederek ,
ru', (r)- -, — bt
bulunabilir.

Bu denklemi bir defa daha integre ederek , genel ¢6ziimii,

u,(ry="Inr+ 7, C, = bt
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bulunabilir.

Sinir kosullarint kullanarak r=1 alindiginda C, - } oldugu goriiliir. Eger =2

almirsa C, . %, bulunur. Boylece

4
u,ry=—Imnr+ ..
In,

bulunur.

7.2. Homojen Olmayan Problemler

Zamandan Bagimsiz Sinir Kosullar::

u,(x,t)=tu, (x,t) , 0<c<?i, t>0
u(0,t) =« u(lL,t)y=p4, t>0 (7.2.1)
u(x,0)= f(x) , 0<c<t

Baslangic siir deger problemini géz Oniline alalim. Burada k,er, /f sabit ve f

belirli bir fonksiyondur. Degiskenlerine ayirma metodunu kullanmak igin sinir
kosullarim1 homojen hale getirmek gerekir bunu yaparken diferansiyel denklemin

homojenligini korumak zorundadir.

Bir 6nceki kisimda uyguladigimiz yontemi kullanirsak, bu problem icin denge

¢ozimi,

Yy, 0<c<’ (7.2.2)

u,(x)=a -

seklindedir.

v —u —u, alarak BSDP’ nin ¢6ziimii,

v.(x,t)=kv_(x;t) O<x<lL, r>)
v(0,)=) ,v(L,t)=), t>)
v(x,0) = F(x)— 1 (x), 0< c¢< . seklindedir.

Bu yeni BSDP (6.1) béliimiinde (6.1.10)’u kullanarak
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- . T _
v(x,t):z sm—L e (T

n=

bulunur. Burada (6.1.9)’dan f yerine f wu, alabiliriz.

Boylece,

[l -u, (1sin %dx, n=12,., (7.2.3)

0

b, =

S~

olup sonug olarak , (7.2.1)’nin ¢6zimii,

< (¥ S
u(x,) =u, (x)+v(x,t) =u, (x)+ ¥ b,sin—e k(nz/ L)%t

n
n=1

seklindedir ve u . ve b, sirasiyla (7.2.2) ve (7.2.3)’te verildigi sekildedir.

Sinir kosullari ve Zamandan Bagimsiz Kaynaklar :

u,(x,t)=ku_(x,t)+q(x) ,0<x<L, t>)
u0,n)=a u(llL,t)y=p4, t>)
u(x,0)=f(x) , O<ce< L

seklinde matematiksel olarak modellenebilir. Yukarida tanimladigimiz metodu BSDP
ile calisirken de kullanilabilir. (7.1.1) kisminda goriildiigii gibi denge 1s1s1n1 genisleterek

alinabilir.

Diger sinir kosullarinda ise benzer bir yontem uygulanabilir.Bu durumu bir

ornekle agiklayalim.

Ornek 7.2.1.
u,(x,t)=u_(x,t)+ 7z sin(r’) , O<x<, t>)
wO0,6)=, u(lt)= -, t>)
u(x,0) = x7, O<x<

probleminin u, denge ¢oziimii ,
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u" (x)+7x sin(r) =), O<x<

u,0)=, wu, D= -

saglar.

Bu smir deger probleminin ¢6ziimii u,‘x) = iin(x )— kx+ olup bu durumda

V(X)=u(x)-sin(x ) 1+ kx - alindiginda BSDP

v, (x,0)=v_(x,1), O<x<, t>)

w0, =), (Lt)=), t>)

v(x,0)=x>+ lx— — in(7), 0<x<

seklinde verilir. Bu da degiskenlerine ayirma metoduyla ¢oziilebilir..

Ornek 7.2.2.
BSDP
u,(x,t)=u_(x,t)+x-y O<x<, t>)
u (0,0)=, u (Lt)=), t>)

1

u(x,O):x+3Ix2—}x3, O<x<,

seklinde verilsin. Burada » sbz, u, zamandan bagimsiz ¢dziime sahip oldugundan

dolay1 bu ¢6zlim,

u' (X)+x—y=) O<x<

W', (0)=), u', (1)=)

denklemini saglamalidir.

Ik énce denklemi integralleyerek,

“1»

1
u', (x)= —2-x2+}/'+ z C, = bt
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Eger ¥ = ;— ve C, =) ise smir kosullar1 saglanir. Diger bir ifade ile,

1 1 .
u,(x)= —6-)c3+4x2 + 2, C,=:bt

Omek  7.2.1°deki  prosediirii  takip edersek, C, —) oldugu goriilebilir.
v(x) = t(x)+ 1;x3 - 1—x2
6 4

alarak Ornek 6.1.3’deki ¢dziilen problemi elde etmis oluruz. Bylece verilen problemin

¢Ozumil
1 2 1. 3 1 ;1 n - 2 _ 27!1‘
u(x,t)= -x"— -x+ -+ —) - -cos(ur )e
(x5 4 6 2 = ) it )
seklindedir.
Genel Durum:
u,(x,t)=ku_(x,t)+q(x,t) , O<x<lL, t>)
u0,0))=a ¥, u(L,t)=p1), t>)
u(x,0) = f(x), O0<c<

BSDP’ ni goz Oniine alirsak ki burada «r /# f ve g x ‘in fonksiyonlardir.

p(x,0)= 20+ 5 O)x

x’in bir lineer fonksiyonu olmak {iizere, verilen sinir kosularini saglar. Yani

B

p0,0)=x 1) ve p(L,t)= 5%¢t) olupC, - ¥ ve C,= bulunur. u 71 »

yazarsak verilen baslangi¢ sinir deger problemi koyarsak verilen BSDP
v, (x,t) =kv_(x,t)+ l(x,t)—pt(x,t)+kpm(x ), O<x<L, t>)
v(0,¢) =), v(L,t)=), t>)

v(x,0) = f(x)— 2(x,0), O<ce<
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sekline girer.

Burada baglangi¢c kosullar1 homojen ve denklem homojen degildir.. Bu tiir
problemler diger tipteki sinir kosullariyla benzer bir sekilde, 6zellikle 6z fonksiyonlarin

dagilim1 metoduyla ¢oziilebilir ki bu konu sonraki boliimde verilecektir.

Ornek 7.2.3.
u,(x,t)y=u_(x,t)+xt), 0<x<, t>)
u(0,0)= —t, u(lt)=¢, t>)
u(x,0)=x , O<x<
Baslangic siir deger problemi verilsin. Burada

L=,at)= —t,ft)=t" ve q(x,t)= ¢ olup
p(x,t)= — + >+ — )x
bulunur.
u(x,t)= (x,H)+ — + >+ - )x
elde edilir.

Boylece problem

v, (x,t)=u_(x,t)+ —xt—x, O<x<, t>)
v(0,0) =), v(1,t) =), t>)
v(x,0)=2x—, O0<x<

olur. Bu problemde sinir kosullar1 homojendir.

Ornek 7.2.4.
u,(x,t)=u_(x,t)+xt, O<x<, t>)
u (0,0)=t , u/(l,t)=¢, t>)

u(x,0)=x+ , O<x<
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Baslangic siir deger problemini farkli sekilde ele almamiz gerekmektedir. Burada

p’nin yerine p_ alirsak ki bu da x’in lineer polinomu olup sinir kosullarini saglar yani
p.(n)= 0O+ L0x ,p00=, p ="
p.(x,t)= — t> — )x, ifadesini integre ederek,
plnn= + (=

elde edilir.

Burada bir tek p fonksiyonuna ihtiya¢ duyuldugunda integrasyon sabiti yerine

sifir alinabilir.Boylece
u(x,t) = (x,t)+ }(r2 — )x? elde edilir.
Simdi original yeni baslangi¢ sinir deger problemimiz
v,(x,t)=uxx(x,t)+tz—t+xt—l—x2(2t— ), O<x<, t>)

v.(0,0)=), v.(,1)=), t>) v(x0)=x+, O<x<

sekline indirgenmis olur ki bu denklem 6z fonksiyonlarin dagilim metoduyla
¢Oziilebilir.
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8. OZ FONKSIYONLARIN DAGILIM METODU

8.1. Is1 Denklemi
u,(x,t) =ku_(x,t)+q(x,t), O<x<L, t>)
u(0,0)=), u(L,t)=), t>)
u(x,0)= f(x) O<c< @

BSDP verilsin. Bu problemin homojen kismina karsilik gelen 6z deger ve 6z

fonksiyonlar sirastyla (q(x,t)=0)

2’.. = ‘,Z!\j’ Xn(x) = "in% 7n: 52""

seklindedir.

&, ., tam bir kiime oldugundan

Nk

u(x,t)=> c,(H)X,(x) (8.1.1)

=
LR

seklinde bir ¢Ozliim aranabilir. Bu seri diizglin yakinsak oldugundan terim terim

diferansiyelleyerek

S e 0X,(x) =3 e, (X! () +q(x,0)

n=1

= &Y, (D2 X, () + g(x.)

n=1
denklemini elde ederiz.

X,"t4 X, ) denklemini kullanarak

S[e) +hA ¢, (0] X, (x) = g(x.0)
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seklinde yazilabilir. Esitligin her iki tarafim X, (x) ile ¢arpip [0,L] integre edip

araliginda X, 'nin ortogonalligini kullanirsak

_L L
b o+ia c,0 [X2(dx= [q(x,0)X,, (x)dx
0 0
yazilabilir.

[aGe.0X, (x)dx
e, (N +kA ¢, ()= "— , 0, n=1,2... (8.1.2)
[ X2 (oydx

ifadesini ve baslangi¢ verilerini goz Oniine alarak,

u(x0) = fx) = 3¢, (0)X, (x)

=1

=

Ve
[£Gx, (x)ax
e, (0= n= 2. (8.1.3)
[ X2 (x)dx
elde edilir.Burada
G- 3a,0X, @) . )= 51X, @)
seklindedir.

Burada ¢, (¢) ve f, (8.1.2) ve (8.1.3)’lin sirasiyla sag tarafinda verilen
terimlerdir. Boylece BSDP’ nin ¢6ziimii (8.1.1) formundadir. ¢, () katsayilar: sirasiyla

(8.1.2) ve (8.1.3)’den hesaplanabilir.

BSDP sinir kosullarinin diger tipleri i¢inde aynen uygulanabilir.
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Ornek 8.1.1
Asagidaki BSDP’ nin 6zdeger ve 6z fonksiyonlar1
w,(x,0)=u_(x,0)+7'e " sinGr), O<x< ,t>)
u(0,0)=), u(l,t)=), t>)
u(x,0) = isin@dr), O<x<
(Burada L=1) sirastyla 4, = 1’7’ ve X,(x)= iin(nz’),n= ,2.. seklindedir.

(8.1.2)’de q(x,t)=7 e 4’ sin(5x ) alirsak (k=1) ve (8.1.3)’de f(x)= 3sin (47 ) alirsak

sinir deger problemine

g2
r7r1e24’”, n=5 >0,

c,(t)+n’mc, (t)=
L 0, nv5 t>0

ulagilir.
Boylece n=4 igin

c,(H)+ 6x'c,(t)=) t>)

c,(0) =3
2
bulunur. Burada ¢,(¢)= ‘e *"' dur.
n=5 igin
i)+ 5rie(t)=mle T, 1>)

cs(0) )

ile ¢oziim cs(t)=e ¥ ‘”zt - _ veny L5 igin
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c@+n’zie, (t)=ht>)
c,(0) )
ile ¢oziim ¢, (¢#) ) elde edilir. Sonug olarak (8.1.2)’de BSDP’ nin ¢dziimdi,
u(x,t) = ,(OX,(x)+ () X5(x)

- 6%t - ; 7 572t ‘ﬂ'zl‘ \- .
= le sin(4rz )+ - sin (57)

seklindedir.

Ornek 8.1.2.
u,(x,t)=u_(x,t)+xe" , O<c<, t>)
w(0,0=) ,u(lr)=), t>)
u(x,0)=x—- , O<x<

BSDP Ornek 8.1.1°deki gibi ayn1 6zdeger ve 6z fonksiyonlara sahiptir. Burada q(x,t)=
xe ' ve f(x)=x— olup (8.1.2), (8.1.3) ve (3.1.5) ifadelerinden

1
e () +n’7w'c,(t)=2¢" [xsin(rr )dx
0

T 1) T o

=2e" {1 x cos(rr |+ J.——COS(I/ZJZ' Ydx

|_\ nﬂ') J Jnrm

-t

= ()" —e’, t>) (8.1.4)
dir.

c,(0)= 2]()6 —1)sin(nz )dx
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T 1) IR 1
- 2{L|L(x—1)nk— — )ncos(nﬂ )i+ Oj —costi )

0

Il
\S)

2 (8.1.5)
. nrw nr

bulunur.

(8.1.4) i¢in integral ¢arpani e T dir. Boylece (8.1.4)-(8.1.5)’in ¢oziimii

n+ 2 [[ 1 r 1 —|—r27r2t2]
¢,(O)==D"" 145 5 €+(1)—e r
nr (\nm -1 7 1] J

seklindedir.

Bunun anlami (8.1.1)’den BSDP’ nin ¢6ziimii

u(x, 1) = i -y iﬁ[ lzﬂll —e” +[ -y - nzﬁlz =il J% in(r )
seklindedir.
Ornek 8.1.3
BSDP ile ilgili 6zdeger ve 6z fonksiyonlar,
u,(x,t)=u_(x,t)+ 't+ 0s2x), O<x<, t>)

u (0,6)=), u (Lt)y=), t>)
1
u(x,0)= —cos@xr),0<x<
2w

A =n’m’ve X,(x)=os@r’), n=)12,.Burada k=1, L=1, q(x,t)=2t+cos(2.T') ve

f(x)= (27') cos@r)oldugundan
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[(2¢, n=0
|
c+n’rie, ()= 1, n=2 , >0
| 0, nvy02
[ 1
Cn(o)z:zﬂyﬂn 29
10, nv2
elde edilir.
Boylece n=0 icin
co(t)="1 t>),

c,(0) )
elde edilir. Bu denklemin ¢oziimii c,(¢) = *

n=2 i¢in o, )+ tric, ()= ,t>)

1
c,(0) = by

elde edilir.Buradan
c,()= 4n°) (1+e "y ven+ )2 icin
c@)+n*ric (=) t>)
c,(n) )

ile ¢ozim ¢, (f) ) elde edilir. Boylece verilen baglangi¢ smir deger probleminin

¢ozimi

u(x,t) = (X, (x)+ O X,(x)= * +41—2(1+ " ”zt)cos(27r )
T
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Ornek 8.1.4 Asagidaki BSDP igin

u,(x,t) =u_(x,t)— m( )i—tsm( 7[} O<x<, t>)
u0,0)= ), u (Lt)=),t>)
u(x,0) = m(l— )i— sm( j , O0<x<
0zdeger ve 0z fonksiyonlari
A= 2m-)n' . X (0= i M, n= 2.
4 2

Daha once yapildigir gibi biz (8.1.2) ve (8.1.3) X, ’in [0,1]’deki ortogonalligini

kullanarak , ¢, i¢in baslangi¢ kosulu ve denklemi bulabilirdik. Bununla birlikte

qxt)= - in€z + sin€rx ve f(x)= .in€z + 'sin€r oldugunda X,'in lineer

kombinasyonu hazirdir. Buradan ,

[ -1,n=2
c;(t)+éli(2n—1)27rlcn(t):; fon=3 (>0
| 0. 1723
[1 ,n=
c,(0)= 2 ,n=2
10 .n/12

gortliir.

Boylece n=1 i¢in

cl‘(t)+}7rzcl(t)= ) ,t>)

¢,(0) - ! denkleminin

¢Ozlimii,
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¢ (=" e
. . 9,
n=2 igin cz(t)+47z"cz(t): -, t>)
c,(0) -
.. o e _ 4 - — 7%/4 1 -
denkleminin ¢oziimii c, ()= 2+ N T e - 9—7r
. 25
n=3 i¢in cy () + 4—7r ()=t t>)
c;(0) )
denkleminin ¢oziimii,
e (1) = ﬁ71' e AL 4—72' t— ﬁn veny ,2,3 igin
625 25 625

cn(t)+}(2n— Yrie,)=), t>)

c,(0) )
denkleminin ¢6ziimii ¢, (¢) ).Boylece (8.1.1)’den BSDP’ nin ¢6ziimii

s (L) 18T 4 oy 4 ) (3 )

u(x,t)=e S -7 —— ISt -7 "1
(0 27 ) 9r° or2 ) (27 )
;
+ 42t— 16 -+ 16 46725””4\|sinn(5—7z\-
\257° 6257% 6257 ) 2 )

seklindedir.
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8.2. Dalga Denklemi

Dalga denklemi icin BSDP
u, (x,t) =c’u_ (x,t) +q(x,t), O<x<L, t>)
u(0,0) =), u(L,t)=), t>)
u(x,0) = f(x), u,(x,0) = 7(x), O0<c< @
seklindedir.. Bu problemin 6zdeger ve 6z fonksiyonlari

e ) ,
PERE AN X (x)=.in"Z n= 2,.
L) L

seklindedir.

(8.1.1) formundaki bir a¢ilimi kullanip ve Is1 denkleminde oldugu gibi ayni

islemleri takip ederek,

fatenX, ()dx
e (O+c?h e, (t)= "~ , 0, n=172... (8.2.1)
szn(x)dx

seklinde yazarak (8.1.2)’yi bulabilir bunu (8.1.3) ile degistirirsek,

L
[2(0x, (x)dx
()= " n= 2. (8.2.2)
.[ X2, (x)dx
0
elde edilebilir.

Baslangic sinir deger probleminin ¢éziimii bu durumda (8.1.1) ile verilir. Ve ¢,
sayilar (8.1.3),(8.2.1) ve (8.2.2) yardimiyla hesaplanir. Bu durum diger sinir kosullar

icinde benzer sekilde uygulanabilir.
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Ornek 8.2.1
BSDP
u,(x,t) =u_(x,t)+ 7z sin(z), O<x<, t>)
u(0,0)= ), u(l,t) =), t>)

ux,0)=7 u,(x,0)=rsn@r7), 0O0<x<

icin (8.1.3), (8.2.1), (8.2.2) ve (3.1.5) formiilleriyle

2

c’=,L=, qg(xt)=r’ sin(z’), f(x)=rve g(x)=xsinr ") alirsak

(2
Oy +ninie )= " " (> )
L " ]/l:/

1 o)

c,(0)= !IT sin(nzr )dx) = - - [cos(rm )],
n

(=]

elde ederiz. Boylece n=1 i¢in
c)+rx’ct)y=n",t>)
a0)=14 ¢'0)=)
denkleminin ¢6ziimii ¢ (t)=jcosir)+ ,
n=2i¢in ¢,"(t)+ bz c,(t)= ), t>)
c,0)=), ¢,'"0)="7
denkleminin ¢6ziimii ¢, (¢) = \inQ2z ) ve n+/ 2 igin

c,"t)=n*m'c,(t)=), t>)
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e, 0=]--)

2 L=
n

denkleminin ¢6zimii
12
c, ()= ]— —)" ( ;) jos@rt)

seklindedir. Sonug¢ olarak BSDP’ nin ¢6ziimii, (8.1.1)’den

u(x,t) = fcosiz ) +1 sin(z ) +sinQ2z )sinQ27z )
+ _Z 1-(-1)" __2(:05(7177.' f).sin(nr ")
n=3 n

Ornek 8.2.2.
u,(x,t)=u_(x,t)+ +tcosir), O<x<, t>)
u (0,0)=) ,u (1,t)=), t>),

u(x,0)="1, u,(x,0)= - cos(2x), O<x<
BSDP’ nin 6z deger ve 6z fonksiyonlari ,

A =n*r’, X,(x)=os@mrx) ,n=)12,.

seklindedir.

c’=,L=,q(x,t)= + cos(w) ,f(x)=" veg(x)= - cos(27)
(8.1.3),(8.2.1),(8.2.2), (3.1.3) ve (3.1.4) den
(1, n=0
c.(h+n’me ()= t, n=1 t>0
L 00,

2, n=0

c (0)=
0=

olup
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(0) (2. n=2
C =
! L 0,n+2
¢Oziimii bulunur.
Boylece n=0 i¢in
()=  t=)

c, (0)="2,c,(0)=)
e e L, .
elde edilir ¢6ziim ¢, (¢) = jt + ! olurn= 1¢in

() +n'e(t)=t, t>)
c,(0)=), ¢,(0)=)
()= -7 sin(r)+7 t n=" i¢in
o, (O)+ tr'e,(t)=), t>)
¢,(0)=), c;,(0) = -,
c,(t)= - " sm@2x) ve n )12... i¢in
c,()+n’ric,(t)=), t>)
c,0)=) ¢ (0)=)
elde edilir ve ¢ozimii
c,(t) )

Sonug olarak (8.1.1)’den BSDP’ nin ¢6ziimii

-
u(x,t) = vl—zz + 0+ 1—,t— 1—,sin(7r )—! cos (7 ) — 1—sin(27r )cosQr )
2 Lr° 7« | 7
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8.3 Laplace Denklemi

r

u (5y)+ 1, (x,y)=1(x,), O<ec<l, O<v<{,

u(0,y)=0,u(L,y)=0, O<v< X

u(x,00=f(x), u(x,K)=f,(x), u<c<?’.

siir deger problemini géz Oniine alinarak homojen olmayan Laplace Denklemi

(Possion Denklemi)ile ilgili 6zdeger ve 6z fonksiyonlar

A = ”—} X ()= in2 n= 2,
seklindedir.
u(x,y) =Y c,(y)sin(nz /L)

=
LN

formunda bir ¢6zlim arastirilir.

(8.1.1) ve (8.1.2) deki esitlikleri kullanarak yaptigimiz gibi n=1,2,...

c

n

L

W)= P, = [, d 0< <<

0

6,0 = = [H@X, (s

6,(K)= 2 [1,(0X, ()d

olur.

i¢cin

(8.3.1)
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Ornek 8.3.1.
uxx(x,y)+uw(x,y)=7rrsin(7r'), 0<x< 0<y<?
u0,y)=), u(l,by)=) 0O<y<?
u(x,0)=2sin(3z’) ,u(x,2)= - n(r’) 0<x<

siir deger problemini ¢ozelim.

L=1 K=2,q(x.y)=7"sin(z ), fi(x)=sinGz)ve f,(x)= - in(z) ¢ .f, ve f,
0z fonksiyonlarin lineer kombinasyonlar1 oldugundan (8.3.1)’ili goz Oniine alarak (c,

)’nin

, (7' n=1 0< p<2
c(y)-n're, (= """ yea

L0, nv/1

0) (2., n=3
C -

" 10,n+3

@ —1,n=1
C —

! L 0,nv1

sagladig goriiliir.
n=I i¢in c(y)-mc,(y)=7",0<y<
¢, 0)=) ,¢2)= -
denklemi ¢,(y) = - osech 2zisinh(r y— !))— ¢Oziimiine sahiptir.
n=3icin c;(y)— r'c;(y)=), O0<y<

e (0)=), ¢,(2)=)

¢Ozimi
c;(y) = - cosech(6rismh@r y—")) veny/ 3

icin

o, (-n'ric,(y)=) O<y<'!
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c, =), ¢,(2)=)
elde edilir.Boylece
c,(» )
Buradan siir deger probleminin ¢oziimii
u(x,y) = cosech(2r)sinh(z y— "))+ ]sin(xr)
— 'cosech(67r1sinh@z y— ')sin(3x )
seklindedir.

Bu metod homojen olmayan Laplace denkleminin kutupsal koordinatlardaki

ifadesinede uygulanabilir

Ornek 8.3.2.

Asagida kutupsal formda verilen Laplace denkleminin ¢dziimiiniin
u, (r,0 +r u, (r,0 +r u,rt)=4 O<r<, —r<JI<r
u(l,0 = 2cosé— m(20 , —r<)<r

0zdeger ve 6z fonksiyonlari

A =n’, ® , (0 = os@b ® (0 = m@nl, n=,2,..

seklindedir.

u(r,0 =cy(r)+ 5 ¢,,(10,,(0 +c,,(1)0,,(0

=1

1n

formundaki ¢6ziim ve 6rnek 3.3.1, ¢, ¢, ve c,,, n = ,2... kullanarak
co(r)+71 cy(r) =}, O<r<,

CO (1) ' ):
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Cl”n(r)+r7 cin(r)_n2r7 Cln(r): )7 0<r< )
) (2, n=1,
C =
. 0, ny1,
C;n (r) + r7 c‘2n (r) - n2r7 c2n (r) = )’ O < r < b
" -1, n=2,
c -
2 0, n/2
yazabiliriz.
u(r,rt smirlarnt 0<r<1, —r<?7<r7 oldugundan biz ¢y, c,, ve c,,

¢Oziimlerini arastirmaktayiz.

n=0 i¢in adi diferansiyel denklemi ¢, = » olarak integre edersek c,(r)=r>

oldugunu goriirtiz. n - i¢in adi diferansiyel denklem Cauchy-Euler denklemi seklinde

yazilabilir. Boéylece n=1 i¢in

rie, (r)+re, (r)—c, (1) =), O<r<

c, (D)=

rle, (r)+re, (r)—c,(r)=), 0<r<
c, (=)

bulunur. Burada c,,(r) = r ve c,(r)=) smurh ¢éziimlerdir. n=2 i¢in

rie,(r)+re,(r)— le,(r)=) ,0<r<
c,(r) =)

rre,(r)+reh,(r)— ley(r)=), 0<r<
Cp(r) - -

siurl ¢oziimil ¢, (r) = ) ve c,,(r) = * ven=34,.
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icin
r’e, (r)+c, (r)—n’c,(r)=), 0<r<
e, )
c, (r)+r ¢, (r)—n’r c,, (r=) ,0<r<

¢, (D)

olup simir ¢oziimleri ¢, (r)= ) ve c,,(r) =)

Boylece sinir deger probleminin ¢oziimii

u(r,0 W@+, O 0 + 2, (e (0

=2 — 4 'rcosfd— *sin(20

seklindedir.
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9. FOURIER DONUSUMLERI

Pratik Oneme sahip bazi problemler 6z fonksiyonlarin dagilimi metodunun
arastirilmasindan daha da biiyiik, bir 5Sneme sahiptir. Ornegin uzay degisken oldugunda
reel dogru iizerinde problemi tanimlamak gerekmektedir ki bunun sonucunda sinir
noktalar1 bulunmamaktadir. Bu durumda ortaya su sekilde bir problem c¢ikmaktadir.
Sayilan bir kiimenin yerine 6z degerlerin bir birlesimi karsimiza ¢ikmaktadir. Fourier
dontistimleri fonksiyonlarin Fourier serisine agilimindan ortaya ¢ikmistir ki genel olarak
pratikte kullaniglidir. Ciinki  problemler sonlu veya yart sonlu bdlgelerde
tanimlandiginda bu yontem rahatlikla kullanilabilir. Yontemin uygulanigini vermeden

once Fourier dontisiimii hakkinda kisa bir bilgi verilmesi gerekir.
9.1. Fourier Doniistimii

Doniisiimiin Olusturulmasi: Basitlik icin R’de 2L peryodlu stirekli f

fonksiyonunu g6z oniine alalim. Bu durumda 2. bdliimde goriildiigii gibi

f(x)= an +Z.(an cos%ern sinﬂ\. 9.1.1)

=\ L)

serisi vardir.

Burada,
P Ljf(x)cosﬂdx n=)12
n L 4 L 9 slosigee
(9.1.2)
b = 1—Ljf(x)sinﬂa'x n= 2
n L_L L ) 9490
dir.
. o - .1
a, lerin verilen ifadeyle uyusmasi i¢in a, yerine an aldik
e’ = 080 risin@ , i’ = -

esitliklerinden
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cosé’:;—ep + 07 9; sinf = —;—:‘(’9 - rig: elde edilir. Netice
(9.1.1)’de {) — 17 /L alirsak
f€ -=la + ;2‘1 (a, —ib )e"™ " + ;i‘ ! (a, +ib )e"™'*
. 2 0 ‘;:142 n n ‘;:142 n n

elde edilir.
Yukaridaki ilk toplamda —n’i n ile degistirip (9.1.2)’de g6z Oniine alarak

a =a,, b olup son esitlikten,

n?> n

.y —inx:/L
G +ib, ¢

LV

f¢——a0+7 G, +ib, e+ ;

Il
—_

n

veya

— icne inz:/L
elde ederiz. Burada (9.1.2)’den

c, :;— ln+ , = 2L jf(x) cosT+zsmT)d

= Z_[ F(x)e" dx (b, = 0)

Boylece

L

fx)=

n=

[ 1 . 1
— (7 )eznzﬁ/Ldé: lefm;r:/L'
wL 2L |

-L

elde edilir.

olarak

(9.1.3)

Eger f fonksiyonu periyodik degilse bu durumda periyodik kelimesinin yerine

sonsuz periyodikligi de kullanilabilir. Baz1 temel matematik hesaplamalar1 kullanarak

L ¥ iken (9.1.3) ifadesini,
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r

b

() = j{ 1 wjff:e"“fdf} " do 9.14)

sekline gelebilir.

Biz buradan f"in tam fourier doniistimiinii
l b io
[N =F(o = — [f(x)e" dx. (9.1.5)
27 7

ile tanimlanir.

(9.1.4)’ten agiktir ki ters Fourier doniistimii
F'F@=f= [Floe™do (9.1.6)

seklindedir.

F ve ' integral operatorlerine sirasiyla Fourier doniisiimii ve ters Fourier

dontigiimii denir. . » degiskenine ise donlistimiiniin parametresi denir.
IF (x)|dx < 0

dir.

Yani fR’de mutlak integrallenebilir bir fonksiyon ise (9.1.5) ve (9.1.6)

formiilleri gecerlidir. Bununla birlikte Fourier doniisiimii yukaridaki 6zellikleri
saglamayan bazi fonksiyonlar i¢inde tanimlanabilir. Bu durumda bunu genellestirmis
anlamda distinmemiz gerekmektedir. Mutlak integrallenebilir fonksiyonlarin

doniigiimiinii igeren bir limit durumunu diistinmemiz gerekir.

Eger f parcali siirekli ise bu durumda (9.1.4)’{lin sag tarafi % I’(x+ + f(x— _ ile

degistirilmelidir.
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Ornek 9.1.1.

(1, —a<x<a

X)=
S 0 , digigyerlerde

fonksiyonunun Fourier doniistimii

1 ¥ io _ 1 Y io
F(a))=2;_.[f(x)e dx—g:[e dxg

seklindedir.

Tanim 9.1.2.
f ve g R’de mutlak integrallenebilir fonksiyonlar olsun. f ve g’nin

konvoliisyon
(f*g)x) = 21— If(X—fig(gg)df ,— 0 X< 0
T >

seklinde tanimlanir.

x yerine —y degiskeni aldigimiz zaman kolayca gorebiliriz ki
1 o0
(f+ DW= [F©x=ds = (g% )

Bunun anlami1 konvoliisyon operatorii degismelidir.

Teorem 9.1.3.
(1) F lineer yani herhangi bir f, ve f, F (fourier) doniisiimii uygulanabilen,)
herhangi ¢, ve ¢, sayisi icin

Fle fi+ /)= ?1Fl(1-_7L LFL ]
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(i) Eger u— (&t _.x » « iken u(x,t)— ve Flul(@ )= J(® ¥) ise bu

durumda

Flu (o )= -» (o)

(1)Eger x > F o ‘ken U (c,t:—> ise FV. o f:: o Uw '

(iv) x’e gore fourier doniisiimii diferansiyellenebilme ve degismelidir. Yani
Fho' =€k o =7w:

(v) Bir konvoliisyon Fourier doniigiimii

FLf* z]= “Lf]lgl

seklindedir.

Genelde F[ f'g ]/ "[/1F(g)

(11) Ters Fourier doniisimii /' F tanimdan da goriildiigii gibi lineerdir.

Teorem (9.1.5.)’ten istenilen Fourier doniigiimiiniin 6zellikleri belli tipteki kismi
tiirevli denklem problemlerinin ¢oziimiinde dnemli rol oynar. C6ziim yontemleri ise en

1yi sekilde asagidaki 6rnekte verilmistir.
Sonsuz bir ¢ubuk i¢in Cauchy problemi:

Is1 kaynagi olan ¢ok uzun diizgiin bir ¢ubuk verilsin. Burada 1s1 aktivitesi ug
noktalara diismektedir. Bu problemin matematik modeli baslangi¢ deger problemi

olarak ki buna Cauchy Problemide denir.
u,(x,t)=ku_(x,t), —o x<o t>)
u(x,t), u_(x,t) - xX—> 0 ,t>)

u(x,0)= f(x), —o:ix<o
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notasyonlarini kullanarak.
Flon=Jn Fifle = (@
elde edilir.

Kismi tiirevli denkleme ve baglangic kosullarina Fourier doniisiimiini
uygularsak ve Teorem (9.1.3)’teki F’nin 6zelliklerini kullanarak verilen baslangic deger
problemi adi diferansiyel denkleme indirgenmis olur. Bu yeni baslangi¢ deger problemi

(ki burada . s+ i¢ parametredir.)
u'(w Y+ko Uw )=), t>)
U(en )= 7(m

¢ozumi

w

U )= (2 “ . (9.1.7)

Orijinal baslangic deger probleminin ¢dziimiinii bulmak i¢in U’nun ters fourier

it

doniisiimiinii hesaplamaya ihtiyacimiz vardir. P(«w x =e ™ olsun. burada rz i ye

bagli olmayan pozitif bir sabittir.

Ik olarak

elde ederiz.

Boylece (9.1.6)’dan

FP](x,a) = dje_““’z e do = O]e_““’z " dx

o0
I 2 .2
_ J‘e @» wiQ2a)?2 - e g

-

ve yukaridaki integral
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o=la v+ x/Qa)_ve do = ladw

dontigiimiiyle
F[P](x,) = 1—e‘ ) O].f “do F
s \/a A

sekline gelir.

Sag taraftaki integral Jr ye esittir. Bundan dolay1
- T _2/4a)
F[Pl(x,x) = J—e = 9<x,a’
o ,

Buradan P(w > = "[p](w x vyazabiliriz. (9.1.7)’den U(w *)= "(o P(o &f) veya
Flullo = "I f(o Flplw kt: gorebiliriz. Teorem (9.1.3)(5)  ozelligine gore ki

bunun anlam1 u — £ * » veya (9.1.3)’teki tanimdan
1 7 T 7-£)/4kt)
)= — — : d
u(x0) = J:f(fb\/ e £
bulunur. Bir bagka gosterimle
u(x,t) = jG(x,t;éO)u(éO)dé (9.1.8)
elde edilir. Burada

1 P
Gx,;£0)= ——=e ™ 710
2\/7z 't

elde edilirki buna Gaus-Weistrasss ¢ekirdegi etkilenmis fonksiyon denir.Young(1990)

(9.1.8) formiilii gostermektedir ki u(x,0)'in baslangi¢ 1s1 dagilimi nasil olursa

olsun. ¢ubuktaki 1smin etkisi ihmal edilebilir.
Sonsuz Cubugun Titresimi;

Di1s kuvveti ihmal edilebilir sonsuz uzunluktaki u¢ noktalar1 yalitilmis bir

cubugun titresim islemi matematiksel model olarak,
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u,(x,t)y=c’u_(x,t) ,—o0 :x<o t>),

u(x,t) ,x— o t)iken u (x,t) > t>)

u(x,00=f(x) ,u,(x,0)=0 ,—o0 x<o
Baslangi¢ deger problemi ile verilir.

Flul(w t)= J(o t) ve F[f](®@ = *(» olsun.

Kismi Tiirevli Denklem ve baslangi¢ kosullarina Fourier doniisiim yani F’yi
uygularsak, U (o )+c’o U(o *) =), t>)
uwN)=Flo , Uw))=)

elde edilir. Bunun genel ¢6ziimii

U(w,") = Z(0)cos€w + 7, sin€w dirBurada  C, (i ve C, (i
doniisiim parametrelerine bagli keyfi fonksiyonlardir. Bdylece baslangic kosullarini
kullanarak,

Uw )= "(o coscw )

bulunur.

-0

Euler formiiliinden cos(cw )= E( o0 4

(9.1.6)’dan

u(x,t)=F' g &.0) = O].F(a)) cos(cot)e ™ dw

)

0

jF(a)) I—i(u(x—ct) + e—iw(x+ct) ZZC()
>

1
2
=E|‘(x— )+ F(x+ ?t):

elde edilir.
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9.2.Fourier Siniis ve Cosiniis Doniisiimleri

Stirekli f fonksiyonu i¢in O - x -. #’dan

o]f(x) sin(@ )dx

0

F Ifza) =F(o = 2
7

F. I’]a)»": E‘qa)>:=

NN

jf&};osm) dx
0

seklinde tanimlidir.
Eger f fonksiyonu (0, araliginda mutlak integrallenebilirse bu doniisiimlerin

var oldugu gosterilebilir yani.
[ feoldx< o
0
Buna karsilik gelen ters doniisiim ise

FIFI(x) = £(x) =°].F(a) sin(@x)do

F'[Fl(x)= f(x)= U].F(a) cos(wx)dw

F, ve F, operatorlerine sirasiyla Fourier siniis ve Fourier cosiniis doniisiimleri denir.

Fg ve F, ise bunlarn ters doniisiimleridir.

Ornek 9.2.1.

M, 0< ¢<y,

= a= bt
0, x>,

fonksiyonunun fourier siniis ve cosiniis doniisiimleri

?s n(wx)dx

0

NN

FIfY@) =2 [£esinndx -
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2 = 2 -
- Z fosix) i = = |- os@o
0 70 -

Flflo = 2 jf(x)costa) )dx = 2 jcos«a) )dx
T 0 /4 0
= 2—f_sin(a)x)]g = 2—sin(aa)
70 70
seklindedir.

F, veya (Fc) R’de f tek veya ¢ift fonksiyon olarak da tanimlanabilir.
Teorem 9.2.2.

(i) F ve F, lineer operatorlerdir.
(ii)eger u — (&,t x » iken u(x,t) ise

F L ()= ule ),
FoluJ@ )= - a0+ » yfu] (@ 9
T
(i) eger x » iken u (x,7) » ise

N ™

=0 (0,0)— » Fslul(o ‘]

Folu Mo )= - ~u (0,0)—» F[ul(o )

N|l\)

(iv) Fourier siniis ve cosiniis doniisiimlerinde diferansiyelin sirasi 6nemli
degildir.

F b (0= Fu), (@) F. b (@ )= C.[ul} (o)
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Teorem (9.2.2) (iii) deki gibi verilen B. Sinir deger probleminin ¢dziimiinde
Fourier siniis ve cosiniis arasindan biri segilerek x=0’dan sinir kosullarina bagl olarak

¢Oziilebilir.

Yar1 sonsuz Uzunluktaki Is1 Kaynag:

Ug noktalardan tanimlanmais 1siya sahip uzun bir ¢ubuktaki 1s1 kaynag ile ilgili

bir problem
u,(x,t)y=ku_(x,t) ,x>),t>)
u(0,) — g(t), t =)
u(x,t), x = iken u,(x,t) » t=)
u(x,0)=f(x),x>)

baslangi¢ sinir deger problemiyle tanimlanabilir. Verilen sinir kosullarini géz oniine

alarak ve fourier doniigiimiinii kullanarak

Filullo )= J(o 1) , Fs[fllo = “(o
elde ederiz.

Kismi tiirevli denklem ve baslangic kosullarina F;'yi uygulaylp Teorem
3.2.3.’deki 6zellikler uygulanarak

U@ Y+ko U *) = %ka) &, t>),
T

U@ )) = "(m
adi diferansiyel denklemini elde ederiz.

Doéniisiim bolgesinde U’yu bulduktan sonra original B. Sinir deger probleminin

¢ozimi
u(x,t) = "5 [Ul(x,1)

seklinde bulur



140

Ornek9.2.3.
u,(x,ty=u_Jx,t) , x>), t>)
u(0,t) =a =sbt ,t>)
u(x,t), x— u (x,t) > t>)
u(x,0) =), x»)

Baglangic smir deger problemi i¢in Fourier siniis doniisiimiinii kullanmak
gerekir. Ciinkii smir kosullarinda 1s1 tamimlanmustir. Ozdes olarak 1’e esit olan

2
(7mc

fonksiyonun Fourier siniis doniigiimii dir. Boylece Teorem 9.2.2.’den

, 2a
UHY+o Uw )= —w , t>),
T

U(wm ) — ) drr.

Déniisiim probleminin ¢oziimii
2a _,
U )=~ (1- ")
b0

seklindedir. Buradan (a=1/2+/1)

v ot)=F v ‘x,t)=aji(l—e“" )sin(® )dx
3w

elde edilir.

y=erfc(x) (0= x -« o fonksiyonuna gecici hata fonksiyonu denir. Hatta

fonksiyonlarmin grafigi ve gecici hata fonksiyonu sirastyla

2 " 12 2”’_Z
:eer:_ e i dt:a y= W:fb(x): -/ 3gd = — 7 X
y=erf( JHJ & \/ﬁnj £ 1
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yA
e i R R
yv=erf (x)
y=erfc(x)
- .
0 x

Sekil 9.1.

seklinde gosterilir.
Ornek 9.2.4.
u,(x,t)= t_(x,t), x>), t>)
o 0,8) ), t=)
u(x,t), x— iken u_(x,t)—> ,t>)
u(x,0)=e"* , x>)

baslangi¢c sinir deger probleminin fourier siniis doniisiimiiyle ¢oziilebilir. Ciinkii sinir

kosullar1 x=0’da x’in tiirevi cinsinden verilmistir. Teorem 9.2.2 e 'in cosiniis

2 .
donlisimi ——— dir.
T+ 9)

Ulo *)= " [u](o J(o *) doniisimiinden

U@+ lovoH)=), t>)

2 1
Uw))= - ,
Tl+
ve bunun ¢ozliimii
2 1
Uw )= — e

7 1+
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seklindedir.

original baslangi¢ siir deger probleminin ¢éziimii

SRS

u(x,t)= 7" (o) =

[e]
1 a2
j —e ™" costax do
o1+ 0

dir.
Yari1 Sonsuz Uzunluktaki Bir Sicimin Denge Isisi:

Sabit durumdaki yar1 sonsuz uzunluga sahip bir sicimdeki sabit 1s1 dagilimi

0= x = L,y ) matematiksel olarak
u, () +tu,(x,y)=) O<x<L, y>)
u@0,)=g,(»)  ulL,y)=g,(») ,¥y>) y » iken g(y)-g,(¥)—
u(x0)=f(x) ,0<c<?
u(x,y), y— ,u,(xy)—>0, 0<c<’
seklinde modellenir. Siiper pozisyon ilkesini kullanarak,
u(x,y)= 4(x,3)+ 1,(x,»)
yazilabilir.

Burada u, g,(») ,g,(y)=) ise smr deger problemi saglanir ve

u, ise f(x)— ) olarak saglar.
Boylece 1. sinir deger problemi

(ul)xx(xﬂy)_'_ ”1))’)’(3@)’): ) ,0<)C<L, y > )’

u (0,»)=) u(L,y)=) ,y>)

u (x,0)= f(x), 0<ec<? |
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u(x,y), y— iken (), ‘:,y‘: » L0 ¢ L.

Bu problem degiskenlerine ayirma metodu ile ¢oziiliir. x=0 ve x=L deki sinir

kosullarindan kismi tiirevli denklem

(

u,(x,y)= ZSinﬂ v A, cosh%+Bn sinh

n=1 L k

nz )

0
o, T nm/L —-nz//L -
= ) sin— Gt +be 5

n=1

v » iken u,(x,y) = oldugundan a, .. ) almalyiz. n=1,2,... boylece
u (x,3)= 5'b, sin%e’””’“ (9.2.1)
n=1
elde edilir.

y=0’daki sinir kosullarini kullanirsak,

u (x,0)=f(x)=> b, sinT

n=1
elde ederiz. (2.10)dan ve fourier siniis serisindeki bn katsayilari

2t nmw
b = - x)sin—dx, n=12,..
o= 7 Jfsin=

0

seklinde bulunur.

Netice olarak (9.2.1) ile verilen 1. smir deger probleminin ¢éziimii yukaridaki

formiilden bn’lerin bulunmasiyla hesaplanabilir.
2. sinir deger problemi
(“z)xx(xa)/)+ uz)w(xay)= ) ,O<X<L, y> )
u, (0,) =g, (V) u,(Ly)=g,(») ,¥>)

y ¥ iken g, (y),g,(y) —
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u,(x,0)=0, 0<c<?’

u,(x,y) >0, y—> iken (u,), (x,y) >0, O<c¢<t

seklindedir.

2

y=0’da smir kosullarim1 gz Oniine alr ve yye F;'yi  kullanirsak

Flu,] (x,0 = J(x,0 Fi[g, (@ = 7 (0 ve Fy[g,](®w = 7,(w yazabiliriz.
Boylece yukaridaki sinir deger problemi
U'(x,0 —o Ux,o =) 0<c<’,
U0, =50 Ul,0 = 7,(0
sekline indirgenebilir.
yukaridaki denklemin genel ¢oziimii
U(x,o = 3(® coshw )+ 3,(w sinh )
Burada B, ve B, m’nin keyfi fonksiyonlaridir. Ancak x L'de

kosullarini uyguladigimiz zaman bu ¢6ziim formu kullanigh degildir.

Boylece bunu

B -
Ux,0 = - (@ sinh(@ )coshw + 3,(w sinh(@ )
sinh(@ ) -
B .
= 1(—(0 linhm) )coshiw )— :oshiw )sinh(w )
sinh(@ ) -
B
+ Lcoshna) )sinh(@ )+ 3,(® sinh(@ )
sinh(® )

3, (@ cosech(w )sinh(@ — »)
+ B(® cothw )+ 3,(w sinhiw )

seklinde yeniden yazilabilir.

Siir
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Bunun anlami
Ux,0 = Z(o sinho L- 2) + 2,(o sinh@ ) ,

Burada ¢, ve ¢, rm’nin keyfi fonksiyonlaridir. Bu alternatif formu kullanip x=0

ve x=L deki sinir kosullarini kullanirsak,

U(x,0 = osech(® )I?l(a) sinh(w L— ) :+ 7,(® sinh(@ ):
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10.GREEN FONKSIYONLARI METODU

Bu boliimde, Isi, Laplace, Dalga denklemlerini goz Oniine alacagiz ki
tanimlanan baglangi¢ sarti, sinir sarti ve denklemde goriilen homojen olmayan
terimlerin tekligini hesaplayacagiz. Dogal olarak bir formiil gelistirmek i¢in verilen
terimlerin ¢ozlimii verilmelidir. Boylece kapali formdaki ¢ozlimler, verilen fonksiyonun
Green fonksiyonu adi verilen bir yap1 olusturacaktir ki bu fiziksel uygulamalarda ¢ok

biiyiik bir 6neme sahiptir.Constanda(2002)

10.1. Is1 Denklemi

Denge problemi: I¢ kaynakli sonlu bir ¢ubuktaki diizgiin 1s1 dagilimi ve ug

noktalarda sifir 1s1ya sahip baglangic ve sinir deger problemi

1

u (x)= - -q(x), 0<c< .,
k
u(0)=0, u(L)=0 (10.1.1)
Kolaylik olmasit bakimindan denge durumundaki ¢oziimdeki  gosterimini

ortadan kaldiriyoruz. Fakat -1/k ¢arpani ile daha sonra zamandan bagimsiz problemler

ve denge problemi ¢oziimleri arasinda bir karsilagtirma yapacagiz.

r

Eger 0 - 5 - . araliginda bir £ merkezli birim kiiremiz varsa, q(x)= #(x— ?),
1
G, (x,¢&) = —k—é[x—f), O<c< @

G(0,5)=), G(L,&)=) (10.1.2)
saglar.

G(x,5) fonksiyonu agik bir sekilde hesaplanabilir. H (x— {)= 5(x— ) ve

(10.1.2)’y1 kullanarak asagidaki denklemi yazabiliriz.



147

(C(© x<g,

G 8= JHE-H+CE= 1 o
L& 77

Boylece
[xC (§1+C,(£) x<&
G(x,8)= L’{Cl(f)_}{‘}*cﬂf)a X>E (10.1.3)

Burada C|,C, ve C;, £nin keyfi fonksiyonlaridir. (10.1.2) deki smir sartlarini

kullanarak ,

c@=). Llae- i@

L k|

Boylece, C,($) = - 'Ifl(f)— /k:bulunur ve (10.1.3) ten

(xC, (&), x<£&,

G(x,&) = r } > £ (10.1.4)

1
'L(X—L)'Lcl (f)—k-

elde edilir.

Eger G(x,4) bir sigramal siireksizlige sahipse, bu durumda x=: da & bir
singiilerlik olacaktir. Bu istedigimiz bir durum olmadigindan, x=: da G(x, i)’ yi
stirekli almaliyiz. Diger bir ifade ile G(&— £)=G(&+ £) dir. Bu durumda (10.1.4) e
bakarsak,

EZ(E) =(E- L){C1 &) - 11} elde edilir.

Boylece C, (&)= L— {)/(kL) ve (10.1.4)’ ten
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[ x
| _(L - é:): X< é::
Gx,&)= *E ,
bfz(L ~X), x> &
elde edilir.

Aciktir ki G(x,5) = 7(& x) dir.

Kismi integrasyon metodunu kullanarak, diizgiin u ve v fonksiyonlar1 i¢in [0,L]

araliginda
L I L
I(u"v —v'u)dx = I'v —vu 0 J(u'v' —vu')dx
0 0

= Vv - @u) - F owo)- - 0)u©). (10.1.5)
buluruz.

Bu Green formiilii olarak bilinir. Boylece (10.1.1)’ in bir ¢oziimiidiir ve v=G ise
(10.1.2)° nin bir ¢oziimiidiir ve bdylece (10.1.5) in sag tarafindaki ifade sifir

olur.Buradan
L —
[h)s -6 -Glx,E)g(x) dx =)
0

x ve & nin yerlerini degistirirsek, ve G(x, ) — 7(& x)'i kullanirsak

u(x) = [G(x,£)g()dé. (10.1.6)

elde ederiz.

G(x,&) ye (10.1.1) siir-deger probleminin Green fonksiyonu denir ki & 1s1

kaynakli birim merkezli x noktasindaki 1siy1 vermektedir. (10.1.6) formiili x
noktasindaki 1sida bir c¢ubuktaki tiim q(£) kaynaklarina etkisi altinda oldugunu

gostermektedir.
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(10.1.6)’ ya benzer sekilde gosterilen bu formiil homojen olmayan sinir kosullar
icinde hesaplanabilir. (10.1.1) smir kosullarini u(0)=a ve u(L)=b ile degistirelim. Bu

durumda yukarida tanimlandig1 gibi u ve v nin ayni1 se¢ilmesiyle (10.1.5)’den
L —_— —
[k0)8x = &)= Glx. £)g(x) dx = -k bx)G, (x.6)
0

boylece,

u(x) = [G(x.&)q(6)ds ~k §G, (x,.0)-aG,(x.0)_

elde edilir.
Boylece
{;{I , X< ég
G,(x,) =
| — X—_L x> é—'
L kL
ifadesine sahip oluruz.
Sonu¢ olarak
L
X X
u(x) = [G(x,£)q(6)dé +b+all=7) (10.1.7)
0
elde edilir.
Ornek 10.1.1.
Asagidaki baslangic ve sinir deger problemi i¢in diizglin durum ¢oéziimiinii
hesaplayiniz.
u,(x,t)y=u_(x,t)+x—, O<x<, t>),
u0,0)="2, u(l,t)= -, t>),

u(x,0) = f(x), O<x<,
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k=1, L=1, a=2, b=-1 ve q(x)=x-1 alarak, (10.1.7)’yi kullanirsak,

x(1-¢), x<¢& G(xf)—r_x’ x<¢&,
H(x,&) =

G(x,¢) =
(x.5) $1-x), x>& U-x, x>¢&

boylece,

[Ger.e)g(&ds = E1-x)(E-1dE + [x(1-E)E-1)dg

(-9 [ - —x [(E -1 ae

= —'!_ ——7—! —1Lx - 3T
R FaRT j[f y L

=1- )(—x ——xﬂi- x(x—) ;x3+1—x2—'-x.
3 2 ) 6 2
bx/L+ 11— :/Ly= - + (1— :)=2— ix oldugunda verilen baslangi¢c sinir
deger probleminin denge ¢oziimii,

u(x)= - -x° + Lo O seklindedir.
6 2 3
Green fonksiyonlar: ¢ift katli Fourier serisi olarak ifade edilebilir. (10.1.1) ile
ilgili Sturm-Liouville probleminin 6z fonksiyonlarina baktigimizda, G nin stirekliligi ve
G(x,5) = 7(& x) simetrikligi goriilebilir. Boylece (10.1.8) formunda ki seriyi elde

ederiz.

2 (
G(x,&)= 5
(x,$) 24

NgE
3
S
3
G

sin—}u in 7% (10.1.8)

(10.1.8)’deki ifadeyi iki kez terim terim x’e gore diferansiyelleyip ve (10.1.2)

deki adi diferansiyel denklemi géz 6niine alirsak,

2|z 1
Z;‘ ) mﬂjsm%z}gé[k—f)
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elde edilir.

Bu esitligi  sin(pz /L), p=,2,.. ile carpip, [0,L] integralini alip, (3.1.5)

kullanarak

I(pﬂ'\AkLw . mnE . prt

—_— — b =,
\z ) 2 &m0 Ty

elde edilir

Oz fonksiyonlarin lineer bagimsizlindan dolayr sifirdan farkli katsayilar
— 2.2 ..
b,, ='L/(kp"x") olup (10.1.8) serisi
2L nrw . nut

G(x,&) =Y _si i 10.1.9
(x,$)= ), _smLsmL ( )

seklindedir

Zamandan bagimsiz problem: i¢ kaynakli ve uc noktalarindaki sifir 1s1ya sahip

sonlu bir cubuk asagidaki baslangi¢ sinir deger problemi ile modellenebilir.
u,(x,t) =ku_(x,t)+q(x,t), 0<x<L,t>),
u(0,0) =), u(L,t)=), t>),
u(x,0)= f(x), 0<c<?’
Oz fonksiyonlarin dagilimi metodunu kullanarak bu problemi ¢dzebiliriz..
Boylece

u(x,t) = u (t).sinnz X

n
=1

S

e . N7 N a7
q(x,t)= > q,(t)sin 7 S(x)=) f,sin 7

n=1 n=1

Burada
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2k nmw 2k nr
t)= = |g(x,t)sin—dJx, f, == |f(x)sin—dx.
q,(0) ngq( )sin= C[resin=

0

(10.1.10)
dir.
Kismi diferansiyel denklemdeki bu serileri yeniden diizenlersek, u,, n. . ,2,...,

nin

u (t) +k vu, (1) =q,(@1), t>),

ngal
\L)
u,(0) -,

sagladigini goriiriiz.

Bu problem ¢dziilebilir, 6rnegin integral ¢arpanini
2
oo {2zt

alabiliriz.

Boylece u, i¢in baslangi¢ kosulunu yiiklersek,

t
_ 2 |— 2
u,(t)=e knz ILY't) an(rhek(’”’/“ ‘dr+C |

t
_ —k(nz /L)t —k(nz/L)*t k(nz/L)’r
=fe +e an(r ).e dt
0

oldugunu gorebiliriz. (10.10) dan da asagidaki ifadeleri elde ederiz.

‘ 1
i , ) 5 nrw
kKLYt | ok(na/ L)t j‘qn(ﬂek(mw) Tdr lsmT

S
—~
=

N
p—

Il
VJ 8
=

o

(N 7z§ |
= 530 [f(@rsin2dg 2 e
LL«;[ |



153

t y L —| 1
4 :—_f;(é,f)sm ”gdfl,k(mu) “dr r} mnﬁ
oL 0 L ] | L
g [ =2  nm nms ]
= )y Y T sin—sin AR
[y v sin™; £
Lt »
T B sin i v e g
00 L =1 =~ L L J
Eger
Gxt:2 1= 5 2 sinZgin 7% g ko bt en r<t (10.1.11)
—'L L L

ile Green fonksiyonunu tanimlarsak, baglangi¢ sinir deger probleminin ¢éziimii
L Lt

u(x,t) = [G(x,1;£ 0)f(£)d¢ + [ [G(x,1:¢ 71.q(& 71dT dé (10.1.12)
0 00

formunda yazilabilir

Bu formiilde gosterilen ilk terim herhangi bir t aninda ve herhangi bir x
noktasimdaki gubugun ig 1s1sinin etkisini gostermektedir. Ikinci terim ise 0<t<t anindaki

cubuktaki tiim kaynaklarin etkisini gostermektedir.Bu ifade Causality prensibi olarak

bilinmektedir.Constanda(2002)
Ornek 10.1.2.

(10.1.11) ve (10.1.12)’ yi kullanarak,

u,(x,t)y=u_(x,t)+t(x— ), O<x<, t>),
u(0,0) =), u(l,t)=), t>),
u(x,0) = x, O<x<

Baslangic siir deger probleminin ¢oziimiinii bulalim.Burada

k=1, L=1, q(x,t)=t(x-1) ve f(x)=x tir.
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G(x,t; & 1) =

Vs

in(nz )sin(mas)e" ™ 7,

b

seklindedir. Boylece

u(x,t) = le(x,t JE0)EIE + ]]G(x,z Erir E—Ddrdé

= i 2sin(mr ‘)|r ljg sin(z )dE+e" "
o Lo
2sin(nr ) j(g sin(nre )df}

olur. Kismi integralleme sag taraftaki ilk integral

_22_
T?n”(t”dl'l

o. ~ L 1

ror 1

= ¢ - 1—\|COS(n7Z'§)I +Il—cos(nﬂ§)d§ (- 1)n+1
L\ nx) dnr

Ikinci integral ise,

{(f —1)(— n%}cos(nmf )}0 + ]I;I—cos(nﬂf dE = - —

o 7 nw

Ugiincii integral ise

(1 wren ] Jl_e i

—nﬂ(t—r)d
|_ n2ﬂ2 Jo il
1 1 _ 2,2
=53l 3 1(1 ” )
nmw nmw

Bu sonuclari elde ettigimiz ¢oziimde yerine koyarsak,

u(x,t) = Z )'em T 21 1+ ! - z”zt)—!;in(mr')

4 4 1}
p ,ur n°mw n'rw |

elde ederiz.
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Green fonksiyonu ve temsil ettigi fonksiyonlarin hepsi baslanging sinir deger
problemleri veya diger tipten baslangi¢ siir-deger problemleri i¢inde uygulanabilir.

Burada uzay degisebilir. Yar1 sonlu veya tamamen sonsuz aralik olarak da alinabilir.

10.2. Laplace Denklemi
Laplace denklemi
A (x,y)=1(xy), O<c<?, O<v<X,
u(x,00=), u(x,K)=)>, 0<c<?,
u(0,y)=0, u(L,y)=0, 0<v< X

dengeleri zamandan bagimsiz diizgiin dikdortgensel bir bolgedeki ve sinirlarda

sifir 1s1ya sahip sinir deger problemi olarak yorumlanir.

(x,y) noktasinda G(x,y;5.0 alalim ki bu noktada
(&n 0<<&<”, O0<n <X Boylece G;

A S Gx,y;En =6x-Ey—-17 0<c<l, 0<v<X,
G(x,0:¢n =), Gx,K;En =), O0<c<
GO, y;&m =), G(L,y;&n =), 0<v<X.

sinir deger probleminin ¢oziimidiir.
Burada 6(x— “y—1 =5x—o(y—>) ve A .y) degiskenlerine gore
Laplasiyan gosterilir. D dikdortgensel bir bolge olsun yani;
D=&.»):0<c<L,0<v<k,
- D pargal diizgilin oldugundan, divergens teoremini kullanarak, u ve v fonksiyon
cifti i¢in

~lA(uAv -vAu)da = J'(u divgradv—vdivgradu)da
D

D
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= J.Iliv(ugmd\) —(gradu)(gradv)

— liv(vgradu)+ gradv)(gradu)lda

= [y, = vu,)ds, (10.2.1)

D
bulabiliriz.

Burada n indisi ile sinirdaki birim dis normal tiirev gosterilmektedir. (10.2.1)
esitligi iki degiskenli uzaylar i¢in Green fonksiyonudur. Eger u verilen baslangic deger
probleminin ¢oziimiinde G yerine v yazarsak, bu durumda homojen sinir kosullari
(10.2.1) 1in sag tarafinda yer alan u ve G nin her ikisini birden saglar ve boylece (10.2.1)

formiild,

[he)sx=E8(r—n —q(x.»)G(x.y:én da(x,y)=0,

formuna indirgenir.

Burada da da(x,y), x ve y’ye gore integrasyon alanin1 gostermektedir.

u(¢n = [Geoy:ém i(x,y)dalx,y) (10.2.2)

elde ederiz. Ayn1 zamanda u(x,y) yerine G(x,y;4 4 , v(X,y) yerine de G(x,y; p,¢r

yazip (10.2.1)’1 uygularsak, simetriklik 6zelligini elde ederiz.
G p,o =i(p,o .

Boylece degiskenlerin basit sekilde degistirilmesiyle (10.2.2) formiili;

u(x,y) = [Glxy:ém 1€ daEn (1023)

sekline girer. G(x, ;. #) ’ye verilen siir deger probleminin Green fonksiyonu
denir. (10.2.3) formiili D boélgesinde (x,y) noktasindaki tiim 1smin etkisini
gostermektedir. G’nin Fourier serisi ifadesini bulmak i¢in sinir deger problemi ile ilgili
(6.4.2) iki boyutlu 6zdeger problemi kullanlir. Burada 6zdeger ve ozfonksiyonlar

sirastyla
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seklindedir.

Sonug olarak;

G, y;iEm =3 ¢u(&m S, (x,)
n=1 m=1
. nrw mir:
=Y >c,, sin—sin——.
> e (Em - %

1

=

I

3
1l

dir..Eger G tarafindan saglanan denklemle bu gdsterimin yerini degistirirsek,

0

D Cm(E 1 (8S,,)(x,))

m=1

lVJ8

A(x, )G (x; y;¢

Il
—_

n

TS A e (€7 S, (x)

m=1

i['JS

=3(x- ,'-)r‘)-[y— !
elde edilir. S, (x,y) ile bu esitligin her iki tarafini garpip D lizerinden integral alarak

kullanalim.

4
n=-—2=8 (&
c,,(&m KA, 2 (&1

elde edilir.

Boylece G icin ¢ift katli Fourier siniis serisi;

4 G~~sinnat/Lysinman K) . nx . mrx:
G(x,y; =- — sin sin . 10.2.4
(e yigin LKZ; (7 /L) +(mr ' K)’ L S (10249

elde edilir.
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Ornek 10.2.1
U, (x,3)+ 1, (x,y)= - 7'sin(r )sin2zry), 0<x<,0<y<?,
u(x,0)= ) ux2)=)>), 0<x<,
ul0,y)=)ul,y)=), O0O<y<?,
sinir deger problemini ¢ozelim.

Dikkat edilirse burada, L=1, K=2 ve ¢(x,t)= - 7z sin(z)sin(2z") dir.

(10.2.4) den,

sin(n )smm . '

n=1 m=1

elde edilir. Boylece (10.2.3) ve (3.1.5)’ten,

mrm'

u(x.y) = j j( )33 PRI D) g o ysin ™

7' (4n* +m?)

x (= 7*)sin(a)sin(27m)d< o

:40522.0:4 2:-]’1/12( sin( ﬂg")sm(mrf)dé’}

n=1 m=

(2 ‘
X Ism(Zmy sme?dn in(nmr )sm%

\o

740 1 \
SUip . gt )sinGE )= in(r)sin( )

olarak bulunur.

10.3. Dalga Denklemi

Sonsuz uzunluktaki bir telin titresim hareketi,
u,(x,t) =c’u_(x,t)+q(x,t), —0 X< o0 t>),

x— o iken u(x,t), u (x,t)—> t>),
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u(x,0) = f(x), u,(x,0)=g(x), —0 Ix<o0

siir deger problemi ile tanimlanir.
Eger r - ) aninda £ noktasinda bir dis etki (zorlama hareketi) varsa bu durumda

G(x,t;£, r) nun etkisi t aninda bir x noktasinin diigey titresim tizerine etkisidir. Boylece

G,,(x,t;f‘r)=02Gxx(x,t;§‘r>:5[x—§,t—r>, —0 1x<o© t>),
x—>F0o iken G(x,t;&.7), G (x5 1) ,t>)

G(x,t; & 1)=), — 0 1x<© t< -

Burada 6(x— [.t— )= x— [)o(t— ") ve baslangi¢c kosullar1 x noktasinin yer

degistirmesine fiziksel olarak etki etmektedir.Boylece £ noktasindaki birim kuvvete etki

etmektedir.

Ist denklemi i¢in Cauchy problemini ¢ozdigimiiz gibi  Fourier

transformasyonunu kullanarak G’yi bulabiliriz. ilk olarak (9.1)’den,
F(x—¢&) = L O]é'(x —E)e™dx = —l—eiwf
- - 2r - 2r

Boylece, eger F[Gl(w ;1) = ?(w t; & t)yazarsak, ve kismi diferansiyel
denkleme Fourier’i uygularsak, sinir kosullarinin G’yi saglamasindan dolayi,

(N?t,(w,t;g?ﬂ+czwzé(w,t;§‘ﬂ:2—6”"‘55@—‘“, t>) (10.3.1)
V4

(N;(W,l‘;f}Ti: ), r< -

gecis problemine ulasiriz.

t- *i¢in &t —1r)— ) oldugundan dolay1 (10.3.1)’ in ¢6ziimii

~ (0, I<t
Gw,t;& 1) = ) (10.3.2)
(G, cosemt —7)+C,sin(ewm(t —7)), t>7

Burada C, ve C,, w,& ve r nun keyfi fonksiyonlaridir. G nin t=t da siirekli

almak zorunda oldugumuzdan C, - ) dir. C, yi bulmak i¢in r,,z'g.: araligint goz

Oniine alalim.
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Burada 0+ + + -« =, ve (10.3.1)’1 bu aralik iizerinde t ye gore integre edersek,

(N;I(W,Td,;f‘f)—ét(W,TA;f‘TD+CZW2 Ié(w,t;f‘ﬂdt

T

= l—e"w“’r J‘é‘[t—r)dt: l—e’wé
2 iy 2

elde edilir. (10.3.2) den

G,w,r;&1)=),

5, w,7,;& 1) =cwC, coslew(T, — ")).

bulunur. Eger bir r,r, — gotiirlirsek, t=t da G’nin siirekliliginden C, .

bulunur. Boylece,

_[0, t<r,
(N} w,t,5,T) = ) 1 —
( &,7) Il_e,wgg'sm(cw(t r)’ ie1
2¢ w

Fourier doniisiimii listesinden

F !_ l_sin(aw)—! =9(a— ¢

Lz w ]
F Ii‘V“F I‘:(w):: f(x— 1)

):

olur. Sirasiyla a= c(t-1) ve a=% aldigimizda,
1 .

Gx,t;E1)= —H(c(t— ' —x— 7).
2c ' '

elde ederiz.

M /(27 2W)

(10.3.3)

(10.1.1) deki sekilden de goriildiigi gibi (x,t) diizleminin (t>0), yar

diizlemindeki G nin degerleri (10.3.3) dan hesaplanabilir. Ayni1 sekli kullanarak kolayca

G(x,t;é‘,ﬂ=2l—c B(x- 9 +ct— D—H(x— H—c(t— )"

(10.3.4)
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gorebiliriz.

x=£-c(t-1T)

E-c(t-T)<x<&+C(t-T)

x<E+rC(L-1T)

G=0 L=t
x=£ t=0"
Sekil 10.1

Kullandigimiz yontemi biraz daha gelistirirsek, Laplace denklemine de
uygulayabiliriz ve dalga denklem i¢in G nin simetrikligini de elde edebiliriz G deki u

¢Oziimii elde edilebilir. Boylece genel form;

u(x,0) = [[GOnisn)q(E ) dé dr
+ [FOatE0u,(£,0) - G, (x.6:£0)u(£.0) d&

— 2 “; (x,E,1)u(E,7) - G(x, E, T (E,7) :z::idz' (10.3.5)

seklindedir. Burada q dis kuvveti, a ve b ise smir kosullarini gostermektedir.

G (x,t;£ 1) ye dalga denklemi icin Green fonksiyonu denir.

** x- # oldugunda yukarida yaptigimiz gibi a =+ ve b — 1 alarak |x| 1

yeterince biiyiik se¢ip G(x,#;.5 r) — ) olarak hesaplariz.
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Ornek 10.3.1.
u,(x,t)=u_(x,t)+q(xt), — 0 X0 t>),
x — oiken u(x,t),u (x,t) > t>),

u(x,0)=), u,(x,0) =), — 0 x<o
Baslangi¢ deger problemini géz Oniine alalim.

1, —-l<x<l1,t>0,
Burada ¢(x,?) = )
\a, diger yerlerde

(10.3.5) ve (10.3.4) den c=1 alarak problemimizin ¢éziimii,

t ©

u(e,n = [ [GOrisnqE n)dsdr

0->

t

- ﬁ;‘ bG-¢vi-n1-HG—¢—1+7) (& n1dsde

-
t x+t-7 t x—t+7

=;-j jq(gndgdr—;-j J‘q(é“ﬂd;‘dr

- 0 -»
yani;
t x+t-7

ue) =+ [ ot viagas

0 x—t+r
olur.
(x,t) = 2,2) noktasindaki ¢oziimiin degeri ise
2 5-7

u(3,2) = ;j fac.vyazdr  dir

0 l+7

Bunu hesaplamak i¢in 0<t<2’de yukaridaki integralde ;= +r -

Bunun anlami ¢ (& .r) = ) dir. Boylece u(3,2) = ) dur.

Benzer sekilde;

aldik.
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u(2,2) = ;—T_fq(é‘,r dé dt

Burada 0 - r - ve icgteki integralin {ist sinir1 4- r olarak alindiginda,

2 4-1

u(2,2) = qu(f,ridédr+i—lj‘Jq(éﬂdédt

N —

111 11
zz_Hdgdr=2-j(1—mdr=1/4.
0r

0

elde edilir. Benzer sekilde
1 3 4-r
1,3)= - TYdEdT
u(l3)= - Ou?@ )d¢

da hesaplanabilir.

Boylece, (i) Eger 1<z < ise—'+7< - ved—7> dir

() Eger 1<z< + ise — < - +7< ved—7>
Buradan
1 11 1 3 1
u(1,3) = i;!d§d1+ 5 Ufzgdr
1! 1°
= —J2dr+ —_f(3—rbdr=2
2’0 21

Eger dis kuvvet yoksa yani q(x,t)=0 ise (10.3.5) formiili,

u(et) = [FenE0u, (£.0)- G, (n6£0u(E0) ds

seklinde ifade edilebilir. (10.3.5)’e gore

H(r—1)=8r- 1),

dir.

(10.3.6)
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ve
G (568 0= - - S((x=D+elt= N+ 3w = D=clt= )3

elde ederiz.

H ve 6 nin tanimindan ve (10.3.6)’dan

u(x,t) =

[8Gr—¢—ey+ (=& +en) 1 e

N =

+21; [HGa=¢+en-Hx-E-cn) g(&)ds

x+ct

1 -
= FGc+cen+ fx—con + Z;X_jag(@dg

elde edilir. Bu formiile D’ Alembert ¢6ziimii denir.
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