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ÖZET 
 
 

Bu çalışmanın amacı 3-boyutlu de-Sitter uzayında spacelike yüzeylerin lokal teorisi ve 

sabit asal eğrilikli tam spacelike yüzeyler ile ilgili bazı özellikleri incelemektir. Bu 

çalışmada, esas olarak Juan A. Aledo ve Jose A. Galvez in ‘Complete spacelike surfaces 

with a constant principal curvature in the 3-dimensional de Sitter space’ adlı makalesi 

incelendi. 

 

Birinci ve ikinci bölümlerde, ele aldığımız konunun tarihsel gelişimi ile çalışmamızda 

gerekli olan tanım ve teoriler verildi. 

 

Üçüncü bölümde de-Sitter uzayında spacelike yüzeyler ile ilgilenildi.  De-Sitter 3-

uzayındaki spacelike yüzeyler için Hermitian matris modeli, görünmez top modeli, slab 

modeli ve immersiyonun lax çifti gibi bazı kavramların tanımları ve metrikleri 

incelendi.  Ayrıca bir immersiyonun karakteristiğinden bahsederek, spacelike 

immersiyonlar ve sabit ortalama eğrilikli immersiyonlar ele alınarak, bir immersiyonun 

total umbilik olma şartı incelendi.  Daha sonra hiperbolik Gauss dönüşümünün 

geometrik yorumu verilerek, örnekler incelendi. 

 

Son bölümde ise, 3-boyutlu  de-Sitter uzayında sabit asal eğrilikli tam spacelike 

yüzeylerin umbilik olmasıyla ilgili bazı özellikler ile bir teorem ve ispatı verildi.  Ayrıca 

 uzayında tam bağlantılı yüzeylerin ailesi elde edildi. 

3
1S

3
1S

 
 
 
 
 
 
Anahtar Kelimeler: Yarı-Riemann manifoldu, spacelike yüzey, ortalama eğrilik, asal 
eğrilik, de-Sitter uzayı, immersiyon, total umbilik. 
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SUMMARY 

 

 

The aim of this study is to examine some features related to the local theory of spacelike 

surfaces on the 3-dimensional de-Sitter space and the complete spacelike surfaces with 

constant mean curvature.  In this thesis, especially, the paper whose name ‘complete 

spacelike surfaces with a constant principal curvature in the 3-dimensional de Sitter 

space’ by Juan A. Aledo and Jose A. Galvez is studied. 

 

The historical development of the subject and the necessary definitions and theories are 

presented in chapter 1 and 2. 

 

In chapter 3, spacelike surfaces on de-Sitter space are dealt with. Definitions and 

metrics of some concepts like the Hermitian matrix model, the hollow ball model, slab 

model and immersion lax pair are examined for spacelike surfaces on 3-dimensional de-

Sitter space.  In addition, the condition of an immersion to be a total umbilic is analyzed 

by mentioning the causal characteristic of an immersion and handling the spacelike 

immersions and constant mean curvature immersions.  Afterwards, examples are 

examined by giving the geometrical comment of hyperbolic Gauss map. 

 

In the last chapter, some characteristics related to the spacelike surfaces with constant 

principal curvature and their being umbilical are indicated together with a theorem and 

its proof.  Furthermore, the family of complete orientable surfaces is obtained. 

 

   

Key Words: Semi-Riemannian manifold, spacelike surface,  mean curvature, principal 
curvature, de-Sitter space, immersion, total umbilic. 
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BÖLÜM 1

G·IR·IŞ

De Sitter uzay, Riemann geometrisindeki n-kürenin Lorentz kaŗs¬l¬¼g¬ olarak

ifade edilebilir. De Sitter uzay¬n¬n hiperyüzeyleri ile ilgili baz¬ çal¬̧smalar Cheng

S. Y., Yau S. T., Cheng Q. M., Akutagawa K., Zheng Y., Pang H. D., Xu S.

L., Dai S., Ramanathan J., Montiel S. gibi matematikçiler taraf¬ndan yap¬lm¬̧st¬r.

Bu çal¬̧smalar daha çok spacelike hiperyüzeyler üzerinde yo¼gunlaşm¬̧st¬r.

Spacelike hiperyüzeyler üzerinde ilk çal¬̧sma 1976 y¬l¬nda Cheng S. Y. ve Yau

S. T. taraf¬ndan yap¬lm¬̧st¬r. Bu çal¬̧smada, spacelike hiperyüzey, Lorentz uza-

y¬nda kapal¬ altküme olmak üzere, hiperyüzeyin ortalama e¼grili¼ginin sabit olmas¬

durumunda indirgenmi̧s metri¼gin tam Riemann metrik oldu¼gu ve hiperyüzeyin

ikinci temel formu verilmi̧stir.

De Sitter uzay¬nda spacelike hiperyüzeylerin total geodeziklik durumu ilk olarak

1970 y¬l¬nda Calabi E. ve daha sonra 1976 y¬l¬nda Cheng S. Y. ve Yau S. T.

taraf¬ndan incelenmi̧stir. 1984 y¬l¬nda Nishikawa S. yapt¬¼g¬ çal¬̧smada, Lorentz

manifoldunda maximal spacelike hiperyüzeylerin total geodezik olma koşullar¬n¬

vermi̧stir. 1987 de Ramanathan S31 uzay¬ndaki sabit ortalama e¼grilikli her kom-

pakt spacelike yüzeyin tamam¬ ile umbilik oldu¼gunu göstermi̧stir. Bu 1988 y¬l¬nda

Montiel taraf¬ndan herhangi bir boyutun hiperyüzeylerine genellenmi̧stir. Di¼ger

taraftan Li de kompakt spacelike yüzeyin sabit Gauss e¼grili¼gine sahipken ayn¬

sonucu elde etmi̧stir. 2001 y¬l¬nda Aledo J. A. ve Galvez J. A. 3 boyutlu de Sit-

ter uzay¬ndaki asal e¼grilikli tam spacelike yüzeyler (bir uzay¬n tam uzay olmas¬,

uzayda oluşturulan cauchy dizisinin yine uzaydaki bir noktaya yak¬nsamas¬d¬r) ile

ilgilenmi̧stir. 2002 y¬l¬nda Pang H. D., Xu S. L. ve Dai S. 1-indeksli de Sitter

uzay¬nda genel spacelike hiperyüzeyler üzerine çal¬̧sm¬̧s ve böyle hiperyüzeylerin

total geodezik olma koşullar¬n¬ incelemi̧slerdir. 2003 y¬l¬nda Romero ve Aledo da
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çal¬̧smalar¬nda Gauss e¼grili¼ginin ikinci temel formunun sabit oldu¼gu gibi tamamen

umbilik kürelerin de, de-Sitter uzay¬ndaki tek tam spacelike yüzeyler oldu¼gunu

elde etmi̧slerdir.

Ramanathan ve Li nin sonuçlar¬n¬n do¼gal bir genellemesi olarak araşt¬rmac¬lar

S31 uzay¬nda tam lineer Weingarten yüzeylerinin (ortalama ve Gauss e¼grilikleri

sabit lineer bir kombinasyonunu gerektiren yüzeyler) sadece tam umbilik küreler

oldu¼gunu kan¬tlam¬̧st¬r.

Bu çal¬̧smada da de-Sitter 3-uzay¬ndaki spacelike yüzeyler için Hermitian mat-

ris modeli, görünmez top modeli, slab modeli ve immersiyonun lax çifti gibi

baz¬ kavramlar¬n tan¬mlar¬ ve metrikleri incelendi. Ayr¬ca bir immersiyonun

causal karakteristi¼ginden bahsederek spacelike immersiyonlar ele al¬narak bir im-

mersiyonun total umbilik olma şart¬ incelendi. Daha sonra hiperbolik Gauss

dönüşümünün geometrik yorumu verilerek örnekler incelendi. 3-boyutlu de-Sitter

uzay¬nda sabit asal e¼grilikli tam spacelike yüzeylerin umbilik olmas¬yla ilgili bir

teorem ve ispat¬ verildi. Ayr¬ca S31 uzay¬nda tam ba¼glant¬l¬ yüzeylerin ailesi elde

edildi.

Ayr¬ca sabit asal e¼grilikli kompakt spacelike yüzeylerin tam umbilik küreler

oldu¼gu gösterildi.
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BÖLÜM 2

TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Simetrik Bilineer Formlar

Tan¬m 2.1.1: V bir reel vektör uzay¬ olsun.

g : V � V ! R

dönüşümü 8a; b 2 R ve 8�!u ;�!v ;�!w 2 V için
i) g(�!u ;�!v ) = g(�!v ;�!u )
ii) g(a�!u + b�!v ;�!w ) = ag(�!u ;�!w ) + bg(�!v ;�!w );
g(�!u ; a�!v + b�!w ) = ag(�!u ;�!v ) + bg(�!u ;�!w )

özelliklerine sahip ise g dönüşümüne V reel vektör uzay¬ üzerinde bir simetrik bi-

lineer form denir (O�Neill, 1983).

Tan¬m 2.1.2: g, V reel vektör uzay¬ üzerinde bir simetrik bilineer form olsun.

i) 8�!v 2 V ve �!v 6= �!0 için g(�!v ;�!v ) > 0 ise g simetrik bilineer formuna pozitif
tan¬ml¬,

ii) 8�!v 2 V ve �!v 6= �!
0 için g(�!v ;�!v ) < 0 ise g simetrik bilineer formuna

negatif tan¬ml¬;

iii) 8�!v 2 V için g(�!v ;�!v ) � 0 ise g simetrik bilineer formuna yar¬-pozitif

tan¬ml¬,

iv) 8�!v 2 V için g(�!v ;�!v ) � 0 ise g simetrik bilineer formuna yar¬-negatif

tan¬ml¬,

v) 8�!u 2 V için g(�!u ;�!v ) = 0 iken �!v =
�!
0 olmak zorunda ise g simetrik

bilineer formuna non-dejenere; aksi halde dejeneredir denir (O�Neill, 1983).

Tan¬m 2.1.3: V bir reel vektör uzay¬ ve

g : V � V ! R
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bir simetrik bilineer form olsun.

g jw: W �W ! R

negatif tan¬ml¬ olacak şekilde en büyük boyutlu W alt uzay¬n¬n boyutuna g

simetrik bilineer formun indeksi denir ve p ile gösterilir (O�Neill, 1983).

Tan¬m 2.1.4: Bir V reel vektör uzay¬ üzerinde non-dejenere simetrik bilineer

forma V reel vektör uzay¬ üzerinde bir skalar çarpma denir.

V üzerindeki bir skalar çarpma g ise (V; g) ikilisine skalar çarp¬ml¬ vektör uzay¬

denir (O�Neill, 1983).

Tan¬m 2.1.5: 8�!v ;�!w 2 V için �!v 6= �!
0 ve �!w 6= �!

0 iken g(�!v ;�!w ) = 0 ise

�!v ve �!w vektörleri diktir denir ve �!v ? �!w şekilinde gösterilir. V reel vektör

uzay¬n¬n bir alt uzay¬ W olmak üzere,

W? = f�!v 2 V : �!v ? Wg

olsun. W? alt uzay¬na V nin dik alt uzay¬ denir. W? alt uzay¬, W n¬n ortogo-

nal kompleman¬ olamaz. Çünkü W +W? genellikle V uzay¬n¬n tamam¬ de¼gildir

(O�Neill, 1983).

Teorem 2.1.6: W bir V skalar çarp¬m uzay¬n¬n altuzay¬ olsun. O zaman,

i) boyW + boyW? = boyV

ii) (W?)? = W

özellikleri vard¬r (O�Neill, 1983).

Tan¬m 2.1.7: � e¼grisinin h¬z vektör alan¬ T; e¼gri boyunca paralel ise, yani

kendi kendine paralel ise � e¼grisine M üzerinde bir geodezik e¼gri ad¬ verilir.

DTT = 0 d¬r (Hac¬saliho¼glu ve Ekmekçi, 2003).
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Tan¬m 2.1.8: Bir V reel vektör uzay¬ üzerindeki skalar çarpma g olsun. Bir

�!v 2 V vektörünün normu

k�!v k=
q
j g(�!v ;�!v ) j

olarak tan¬mlan¬r. Normu bir birim olan vektöre birim vektör ve ortogonal birim

vektörlerin cümlesine de ortonormal sistem denir (O�Neill, 1983).

Teorem 2.1.9: Bir V 6= f�!0 g skalar çarp¬m uzay¬ bir ortonormal baza sahip-
tir (O�Neill, 1983).

Teorem 2.1.10: V reel vektör uzay¬ için bir ortonormal baz fe1; e2; :::; eng
olsun. "i = g(ei; ei) olmak üzere 8 �!v 2 V vektörü

�!v =
nX

i=1

"ig(
�!v ; ei)ei

olacak şekilde tek türlü yaz¬labilir (O�Neill, 1983).

Tan¬m 2.1.11: V bir skalar çarp¬m uzay¬ olsun. V nin indeksi p olmak üzere,

p = 1 ve boyV � 2 ise V skalar çarp¬m uzay¬na Lorentz Uzay¬ denir (O�Neill, 1983).

Tan¬m 2.1.12: Her noktas¬ndaki h¬z vektörü s¬f¬rdan farkl¬ olan e¼griye regüler

e¼gri denir (Hac¬saliho¼glu, 2000).

Tan¬m 2.1.13: U , R2uzay¬n¬n irtibatl¬ bir aç¬k alt kümesi olmak üzere

' : U ! R3düzgün ve regüler bir dönüşüm olsun. ' : U ! '(U) dönüşümü

bir homeomor�zm ise '(U) kümesine, R3 uzay¬nda bir basit yüzey denir (Sabun-

cuo¼glu, 2006).

Tan¬m 2.1.14: M , R3 uzay¬n¬n bir alt kümesi olsun. M nin her bir p noktas¬

için p 2 '(U) ve '(U) �M olacak biçimde bir '(U) basit yüzeyi bulunabiliyorsa
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M kümesine, R3 uzay¬nda bir yüzey denir (Sabuncuo¼glu, 2006).

Tan¬m 2.1.15: V bir Lorentz Uzay¬ olsun. �!v 2 V olmak üzere,
i) g(�!v ;�!v ) > 0 veya �!v = 0 ise �!v vektörüne spacelike;
ii) g(�!v ;�!v ) < 0 ise �!v vektörüne timelike;
iii) g(�!v ;�!v ) = 0; �!v 6= 0 ise �!v vektörüne lightlike(null) denir (O�Neill, 1983).

2.2 Yar¬-Riemann Manifoldlar

Tan¬m 2.2.1: M bir C1 manifold olsun. P 2M noktas¬ndaki tanjant uzay

TPM olmak üzere,

gp : TPM � TPM �! R

(XP ; YP ) �! gp(XP ; YP )

biçiminde tan¬ml¬ sabit indeksli, simetrik, bilineer, non-dejenere (0,2) tensörüne

M üzerinde bir metrik tensör denir (O�Neill, 1983).

Tan¬m 2.2.2: M bir C1 manifold olsun. M bir g metrik tensör ile do-

nat¬lm¬̧ssa, M ye bir yar¬-Riemann manifoldu denir (O�Neill, 1983).

Tan¬m 2.2.3: Bir M yar¬-Riemann manifoldu üzerinde g metrik tensörünün

indeksine yar¬-Riemann manifoldunun indeksi denir ve indM ile gösterilir.

E¼ger, indeks p ise 0 � p � boyM dir. Özel olarak, p = 0 ise 8 p 2 M için

gjp; TPM üzerinde pozitif tan¬ml¬ bir iç çarp¬m oldu¼gundan, M bir Riemann ma-

nifoldu olur. p = 1 ve n � 2 olmas¬ durumunda ise, M manifolduna bir Lorentz

manifoldu denir (O�Neill, 1983).
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Tan¬m 2.2.4: Rn Öklid n-uzay verilsin. 0 � p � n olmak üzere p tamsay¬s¬
için, Rn üzerinde

g(XP ; YP ) = �
pX

i=1

xiyi +

nX
xiyi

i=p+1

ile verilen metrik tensör göz önüne al¬n¬rsa, elde edilen uzay yar¬-Öklid n-uzay

olarak adland¬r¬l¬r ve Rnp ile gösterilir (O�Neill, 1983).

Tan¬m 2.2.5:

V ve W =
X

Wi@i;

Rnp üzerinde vektör alan¬ iseler,

rVW =
X

V (Wi)@i

vektör alan¬na W n¬n V ye göre kovaryant türevi denir.

Burada, {@i j 1 � i � ng; �(Rnp ) vektör alanlar¬ uzay¬n¬n standart baz¬d¬r
(O�Neill, 1983).

Tan¬m 2.2.6: M bir C1manifold olsun. M üzerinde bir r koneksiyonu,

i)rvW; V ye göre C1(M;R) lineerdir.

ii)rvW; W ya göre R lineerdir.

iii)rv(fW ) = V (f)W + frvW; 8f 2 C1(M;R)
olacak şekilde

r : �(M)� �(M)! �(M)

fonksiyonudur (O�Neill, 1983).

Tan¬m 2.2.7: BirM yar¬-Riemann manifoldu üzerinde 8 X;Y; Z 2 �(M) için
i) [X; Y ] = rXY �rYX

ii) Xg(Y; Z) = g(rXY; Z) + g(Y;rXZ)

olacak şekilde bir tek r koneksiyonu vard¬r. r yeM nin Levi-Civita koneksiyonu
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denir ve Levi-Civita koneksiyonu

2g(rXY; Z) = Xg(Y; Z) + Y g(Z;X)� Zg(X; Y )� g(X; [Y; Z])

+g(Y; [Z;X]) + g(Z; [X;Y ])

Kozsul formulü ile karakterize edilir (O�Neill, 1983).

Tan¬m 2.2.8: M bir Riemann manifoldu ve M üzerindeki Riemann konek-

siyonu D olsun. O zaman, M üzerinde f(I; �)g atlas¬ ile verilen e¼gri boyunca
geodezik e¼grilik vektör alan¬ diye, bu e¼grinin birim te¼get vektör alan¬ T olmak

üzere, DTT vektör alan¬na denir.

kg : I �! R

t �! kg(t) =k DTT k

olarak tan¬mlanan kg fonksiyonuna da � e¼grisinin geodezik e¼grilik fonksiyonu denir

(Hac¬saliho¼glu, 2004).

Tan¬m 2.2.9: Levi-Civita koneksiyonu r olan bir yar¬-Riemann manifold M

olsun. 8 X; Y; Z 2 �(M) için

R : �(M) � �(M) � �(M) �! �(M)

(X; Y; Z) �! R(X; Y )Z = r[X;Y ]Z �rXrYZ �rYrXZ

şeklinde tan¬mlanan R fonksiyonuM üzerinde (1,3) tensördür. Bu tensöre M nin

Riemann e¼grilik tensörü denir (O�Neill, 1983).

Teorem 2.2.10: M bir yar¬-Riemann manifold ve R, M nin Riemann e¼grilik

tensörü olsun. 8 X; Y; Z 2 �(M) için
i) g(R(X; Y )Z;W ) = �g(R(Y;X)Z;W )
ii) g(R(X; Y )Z;W ) = �g(R(X; Y )W;Z)
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iii) g(R(X; Y )Z;W ) = g(R(Z;W )X; Y )

eşitlikleri vard¬r (Duggal and Bejancu, 1996).

Tan¬m 2.2.11: M bir semi-Riemann manifold ve P 2 M noktas¬ndaki

XP ; YP tanjant vektörlerinin gerdi¼gi TPM tanjant uzay¬n¬n 2-boyutlu bir non-

dejenere altuzay¬
Q
olsun.

K(
Q
) =

g(R(X; Y )Y;X)

g(X;X)g(Y; Y )� g(X; Y )2

şeklinde tan¬mlanan K(
Q
) reel say¬s¬na,

Q
nin kesit e¼grili¼gi denir. M manifoldu

sabit kesit e¼grili¼gine sahipse M ye sabit e¼griliklidir denir (O�Neill, 1983).

Teorem 2.2.12: E¼gerM manifoldu sabit bir c e¼grili¼gine sahipseM nin e¼grilik

tensörü 8 X; Y; Z 2 �(M)

R(X; Y )Z = cfg(Y; Z)X � g(X;Z)Y g

şeklindedir (O�Neill, 1983).

Tan¬m 2.2.13: (N;eg) Riemann manifoldunun bir altmanifoldu (M; g) olsun.
8 X; Y 2 �(M) olmak üzere

h(X; Y ) = g(X; Y ) eH

eşitli¼gi sa¼glan¬yorsa M ye total umbilik altmanifold ad¬ verilir.

E¼ger

eg(h(X; Y ); fH) = �g(X; Y )

olacak biçimde M üzerinde bir � fonksiyonu var ise M ye pseudo-umbilik alt-

manifold denir (Hac¬saliho¼glu ve Ekmekçi, 2003).
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Tan¬m 2.2.14: M bir yar¬-Riemann manifold ve R, M manifoldunun Rie-

mann e¼grilik tensörü olsun. fe1; e2; :::; eng; TPM nin bir ortonormal baz¬ olmak

üzere

� =
nX

i=1

gijRkijk veya � =

nX

i=1

"iRic(ei; ei)

de¼gerine M nin skalar e¼grili¼gi denir (O�Neill, 1983).

Tan¬m 2.2.15: F : En ! Em bir dönüşüm ve �!v 2 TEn(P ) olsun. Em

uzay¬n¬n t! F (�!p + t�!v ) e¼grisinin t = 0 an¬ndaki h¬z vektörü

(F�)p(
�!v p) 2 TEm(F (P ))

ise

(F�)p : TEn(P )! TEm(F (P ))

fonksiyonuna F nin P noktas¬ndaki türev dönüşümü denir (Hac¬saliho¼glu, 2000).

Tan¬m 2.2.16:
s

M yar¬-Riemann manifoldunun C1 altmanifoldu M ve
s

M

deki metrik g olsun.

� : M �!
s

M

P �! �(P ) = P

inclusion (dald¬rma) dönüşümü için P 2M noktas¬ndaki türev dönüşümü

��jp : TPM ! TP
s

M

ve ek dönüşümü de

�� j p : TP
s

M
�
! TPM

�

olmak üzere, 8 X; Y; Z 2 �(M) için

�� jp (gp)(Xp; Yp) = g(��(Xp); ��(Yp))

eşitli¼gi ile tan¬ml¬ �� jp (gp); M üzerinde bir metrik ise M ye
s

M nin bir yar¬-

Riemann altmanifoldu denir (O�Neill, 1983).
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Tan¬m 2.2.17: M ,
s

M nin bir yar¬-Riemann altmanifoldu olsun. 8p 2M için

TPM
? uzay¬n¬n boyutuna M nin dik tümleyeninin boyutu (codimension); TPM?

uzay¬n¬n indeksine de M nin dik tümleyeninin indeksi (co-indeksi) denir (O�Neill,

1983).

M ,
s

M nin bir yar¬-Riemann altmanifoldu oldu¼gunda TP
s

M = TPM � TPM?

oldu¼gundan Xp 2 TP
s

M için tanjant ve normal bileşenleri yard¬m¬yla

Xp = tanXp + norXp

yaz¬l¬r. Burada tanXp 2 TPM; norXp 2 TPM? dir. Ortogonal izdüşümlerin

sonucu olarak,

tan : TP
s

M ! TPM

nor : TP
s

M ! TPM
?

dönüşümleri R�lineerdir (O�Neill, 1983).

Tan¬m 2.2.18: 8 X; Y 2 �(M) için,

h : �(M) � �(M) �! �(M)?

(X;Y ) �! h(X;Y ) = nor
s

rXY

şeklinde tan¬ml¬ h dönüşümü 2- lineer ve simetriktir. h fonksiyonuna M mani-

foldunun şekil tensörü veya ikinci temel tensörü denir (O�Neill, 1983).

Tan¬m 2.2.19: M ,
s

M nin bir yar¬-Riemann altmanifoldu ve
s

M üzerindeki

Leci-Civita koneksiyonu
s

r olsun.

r : �(M) � �(M) �! �(M)

(X; Y ) �! rXY = tan
s

rXY

indirgenmi̧s fonksiyonuna M yar¬-Riemann altmanifoldu üzerine indirgenmis ko-

neksiyon denir (O�Neill, 1983).
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Tan¬m 2.2.20: M ,
s

M nin bir yar¬-Riemann altmanifoldu olsun. r ve
s

r,
s¬ras¬yla

s

M ve M üzerindeki Levi-Civita koneksiyonlar¬ olmak üzere

8 X; Y 2 �(
s

M) için,

s

rXY = rXY + h(X; Y )

eşitli¼gine M nin Gauss denklemi denir (O�Neill, 1983).

Teorem 2.2.21: M ,
s

M nin bir yar¬-Riemann altmanifoldu olsun. M;
s

M

manifoldunun Riemann e¼grilik tensörleri s¬ras¬yla R ve
s

R; şekil tensörleri de h

olmak üzere 8 V; W; X; Y 2 �(M) için

< RVWX; Y >=<
s

RVWX; Y > � < h(V;X); h(W;Y ) > + < h(V; Y ); h(W;X) >

eşitli¼gi sa¼glan¬r (O�Neill, 1983).

Tan¬m 2.2.22: M;
s

M nin bir yar¬-Riemann altmanifoldu olsun. p 2M ve p

noktas¬nda M nin baz¬ e1; e2; :::; en olmak üzere, M nin H ortalama e¼grilik vektör

alan¬

Hp =
1

n

nX

i=1

"ih(ei; ei)

olarak tan¬mlan¬r (O�Neill, 1983).

Tan¬m 2.2.23: Sabit e¼grilikli, tam, ba¼glant¬l¬ yar¬-Riemann manifolda in-

de�nit uzay formu denir (O�Neill, 1983).

Tan¬m 2.2.24: M �
s

M ,M yar¬-Riemann hiperyüzeyi üzerinde birim normal

vektör alan¬ U olsun. 8 V;W 2 �(M) için,

< S(V );W >=< h(V;W ); U >
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olacak şekilde S; (1; 1) tensör alan¬naM nin şekil operatörü denir. Her bir p 2M
noktas¬nda S : TPM ! TPM bir lineer operatör belirtir (O�Neill, 1983).

Tan¬m 2.2.25: M �
s

M , M yar¬-Riemann hiperyüzeyinin bir P noktas¬ndaki

şekil operatörü S(P ) olmak üzere

� : M �! R

P �! �(P ) = detS(P )

biçiminde tan¬mlanan fonksiyona M nin Gauss e¼grilik fonksiyonu; �(P ) de¼gerine

de M nin P noktas¬ndaki Gauss e¼grili¼gi denir (Hac¬saliho¼glu, 1998).

Tan¬m 2.2.26: M;
s

M nin bir yar¬-Riemann hiperyüzeyi olmak üzere, M nin

ikinci temel tensörü s¬f¬r ise M ye total geodeziktir denir (O�Neill, 1983).

Tan¬m 2.2.27: M ve N birer C1 yar¬-Riemann manifoldu olsun. f , M den

N ye tan¬mlanan bir C1 fonksiyon olmak üzere, (f�) jakobiyen matrisine kaŗs¬l¬k

gelen dönüşüm M nin her bir P noktas¬ için birebir ise f fonksiyonuna bir im-

mersiyon denir (Hac¬saliho¼glu, 1998).

Tan¬m 2.2.28: M ve N birer C1 yar¬-Riemann manifoldu olsun. f , M den

N ye tan¬mlanan C1 fonksiyon bir immersiyon olmak üzere 8 X; Y 2 TPM için,

g(f�(X); f�(Y )) = g(X;Y )

ise f ye bir izometrik immersiyon ad¬ verilir. Burada g; TPM den indirgenmi̧s

metriktir (Hac¬saliho¼glu, 2003).

Tan¬m 2.2.29: M , C1 yar¬-Riemann manifoldu olsun. M nin bir p 2 M
noktas¬ndaki kotanjant uzay¬ T �P (M) olsun. Buna göre, bir

w :M ! [
p2M

T �P (M)
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fonksiyonu için

�ow :M !M

özdeşlik fonksiyonu olacak şekilde bir

� : [
p2M

T �P (M)!M

fonksiyonu mevcut ise w ya M üstünde bir 1-form denir (Hac¬saliho¼glu, 1998).

Tan¬m 2.2.30: M bir Riemann manifoldu, M nin k-boyutlu altmanifoldu M

veM nin Riemann koneksiyonuD, e¼grilik tensörü R,M nin Riemann koneksiyonu

D, e¼grilik tensörü R; ikinci temel tensörü V olsun. O zaman 8 X; Y; Z 2 �(M)
için

Teg(R(X; Y )Z) = R(X; Y )Z + tegfDXV (Y; Z)�DY V (X;Z)g

denklemi M üzerinde genelleştirilmiş Gauss e¼grilik denklemi ve

nor(R(X; Y )Z) = V (X;DYZ)-V (Y;DXZ)-V ([X; Y ]; Z)

+norfDXV (Y; Z)-DY V (X;Z)g

denklemine deM üzerinde genelleştirilmiş Codazzi-Mainardi denklemi denir (Hac¬-

saliho¼glu, 2004).

Tan¬m 2.2.31: M manifoldunun koneksiyonur ve bir U �M aç¬k altcümlesi

üzerinde bir koordinat komşulu¼gu (U; �) olsun. �(U) üzerinde C1 vektör alan-

lar¬n¬n ortonormal baz¬ f@1; @2; :::; @ng ve bu baz¬n dual baz¬ da fw1; w2; :::; wng
olmak üzere, 8X 2 �(U) için

rX@j = w
k
j (X)@k

wp(rX@j) = w
p
j (X)

dir. Buna göre

wpj : �(U) �! C1(U;R)

X �! wpj (X) = w
p(rX@j)



15

olarak tan¬mlanan wpj 1-formlar¬na, U üzerinde f@1; @2; :::; @ng baz vektör alan-
lar¬na göre r koneksiyonunun 1-formlar¬ denir.

Özel olarak X = @k al¬n¬rsa

wpj (@k) = wp(r@k@j)

= wp(djjk@i)
= djjkwp(@i) ; wp(@i) = �

p
i

= dpjkwp(@k) ; 1 � j; p � n

buradan da

wpj = dijkwk

olur (Hac¬saliho¼glu, 2003).

Tan¬m 2.2.32: n � 2 ve 0 � p � n olmak üzere,
i) Snp (r) = fX 2 Rn+1p : g(X;X) = r2g hiperquadrati¼gine, Rn+1p uzay¬nda

r > 0 yar¬çapl¬, n-boyutlu ve p indeksli pseudo küre denir.

ii) Hn
p (r) = fX 2 Rn+1p+1 : g(X;X) = �r2g hiperquadrati¼gine, Rn+1p uzay¬nda

r > 0 yar¬çapl¬, n-boyutlu ve p indeksli pseudo-hiperbolik uzay denir (O�Neill,1983).

Tan¬m 2.2.33: n � 2 ve 0 � p � n olsun.
i) Snp (r) pseudo küre; c = 1=r2 sabit pozitif e¼grilikli, tam Riemann mani-

foldudur.

ii) Hn
p (r) pseudo-hiperbolik uzay; c = �1=r2 sabit negatif e¼grilikli, tam Rie-

mann manifoldudur (O�Neill,1983).

Tan¬m 2.2.34: M(c), p-indeksli inde�nite uzay formu olsun. c > 0 ve p = 1

ise M uzay¬na 1-indeksli de-Sitter uzay¬ denir (Zheng, 1996).
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BÖLÜM 3

DE-S·ITTER UZAYINDA SPACELIKE YÜZEYLER·IN LOKAL

TEOR·IS·I

3.1 De-Sitter uzay¬

3.1.1. De-Sitter 3-uzay¬

R41, Lorentz metrikli 4-boyutlu Lorentz (Minkowski) uzay¬ ise

< (x0;x1;x2; x3); (y0; y1; y2; y3) >= �x0y0 + x1y1 + x2y2 + x3y3

dir ve de-Sitter 3-uzay¬

S31 = S
3
1(1) =

�
(x0;x1;x2; x3) 2 R 4

1 j �x20 + x21 + x22 + x23 = 1
	

R41 uzay¬ndan indirgenmi̧s metriklidir.

S31 , 1 sabit kesit e¼grilikli, basit ba¼glant¬l¬ 3-boyutlu Lorentzian manifoldudur.

3.1.2 Geodezik

Teorem 3.1.1 I � R ve

 : I � t! 
(t) 2 S31

de bir e¼gri ve


(0) = p ve _
(0) = v

ve 
 n¬n S31 uzay¬nda 
(o) = p ve _
(0) = 
 2 TpS31 şart¬yla bir geodezik olsun.

i) E¼ger 
 spacelike geodezik ise < v; v >= 1


(t) = (cos t) p+ (sin t)v

ii) E¼ger 
 timelike geodezik ise < v; v >= �1


(t) = (cosh t) p+ (sinh t)v
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iii) E¼ger 
 lightlike geodezik ise < v; v >= 0


(t) = p+ tv

dir. Burada herbir geodezik tamd¬r.

3.1.3 Hermitian matris modeli

R41 uzay¬n¬ 2x2 tipindeki simetrik matrisler olarak ele alabiliriz, bu da

f : R41 � X = (x0;x1;x2; x3)$ X =
3X

k=0

xkek =

0
@ x0 + x3 x1 + ix2

x1 � ix2 x0 � x3

1
A (3.1.1)

dönüşümü birebir eşlemedir.
8
<
:e0 =

0
@ 1 0

0 1

1
A ; e1 =

0
@ 0 1

1 0

1
A ; e2 =

0
@ 0 i

�i 0

1
A ; e3 =

0
@ 1 0

0 �1

1
A
9
=
;

R41 uzay¬nda bir taban oldu¼gundan de-Sitter S
3
1 uzay¬

S31 = fX p X� = X detX = �1g

şeklinde ve metri¼gi ise

< X; Y >= �1
2
iz(Xe2 ; Y

t
e2
)

şeklindedir. Özel olarak

kxk2 =< X;X >= � detX

dir.

Lemma 3.1.2: S31 = fFe3F � j F 2 SL(2; C)g dir.

·Ispat:

fX j X� = X; detX = �1g = fFe3F � j F 2 SL(2; C)g
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oldu¼gunu göstermeliyiz. ·Ifadesinin sa¼g taraf¬ndaki herhangi bir eleman¬n sol

taraftaki ifadenin de eleman¬ oldu¼gu aç¬kt¬r. Tersini gösterelim. Sol taraftaki

herhangi bir X için;

E 2 SU(2) mevcuttur � X = E

0
@ �1 0

0 �2

1
AE�

Bu ifadedeki �1ve �2, X in özde¼gerleridir. X = X� oldu¼gundan; �1 ve �2 reel

olmal¬d¬r. detX = �1 oldu¼gundan dolay¬; X in özde¼gerleri, � ve
�1
�
(� > 0 için)

yaz¬labilir.

Bu durumda

X = E

0
@ � 0

0 �1
�

1
AE�

öyleki

X = Fe3F
�

bulunur. Burada � > 0 oldu¼gundan

F = E

0
@
p
� 0

0 1p
�

1
A 2 SL(2; C)

bulunur.

3.1.4 Görünmez top modeli

S31 uzay¬ndaki spacelike immersiyonlar¬ görünür k¬lmak için, S
3
1 uzay¬n¬n hollow

ball modeli (Kim and Yang) daki gibi kullan¬l¬rsa, herhangi bir X noktas¬ için

0
BB@

x0 + x3 x1 + ix2

x1 � ix2 x1 � ix2

1
CCA"! (x0;x1;x2; x3) 2 S31

dir. Ayr¬ca 1 � k � 3 için
yk =

earctanx0p
1 + x20

xk
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olmak üzere, e�� < y21 + y
2
2 + y

2
3 < e

� dir.

(x0;x1;x2; x3) "! (y1; y2; y3) birebir eşleme, S31 uzay¬ndan görünmez top uza-

y¬na birebir ve örtendir.

O halde

H =
�
(y1; y2; y3) 2 R3 j e�� < y21 + y22 + y23 < e�

	

dir.

Bu durumda S31 , H görünmez top ile özdeşleşir.

3.1.5 Slab modeli

Tan¬m 3.1.3: S31 uzay¬n¬n slab modeli Y = f(t; z) j �1 < t < 1; z 2 (C [ f1g)g
olarak tan¬mlan¬r.

Metri¼gi

ds2 =

�
2

t2 � 1

�2(
�dt2 +

�
t2 + 1

z�z + 1

�2
dzd�z

)
;

şeklinde tan¬ml¬d¬r.

Y ile S31 uzay¬ aras¬ndaki kaŗs¬l¬kl¬ ba¼g¬nt¬:

Y � (t; z)!
� �2t
t2 � 1 ;

t2 + 1

t2 � 1
z + �z

z�z + 1
;
t2 + 1

t2 � 1
i (�z � z)
z�z + 1

;
t2 + 1

t2 � 1
z�z � 1
z�z + 1

�
2 S31

ve

Y �

!p
1 + x20 � 1
x0

;
x1 + ix2p
1 + x20 � x3

"
"� (x0;x1;x2; x3) 2 S31

şeklindedir.

3.2. S31 Uzay¬ndaki Spacelike ·Immersiyonlar

3.2.1.Temel denklemler

D � C, z = x + iy kompleks koordinatl¬ basit ba¼glant¬l¬ bir tan¬m kümesi olsun.

(Bu bölümde yaln¬zca yerel teoriyi inceledi¼gimizden, D altuzay¬n¬n daima basit

ba¼glant¬l¬ oldu¼gu varsay¬lacakt¬r)
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f : D ! S31 spacelike bir immersiyon olsun yani

ds2 =< df; df >

indirgenmi̧s metri¼gi pozitif tan¬ml¬d¬r. Genelli¼gi bozmaks¬z¬n, f immersiyonunun

konformal oldu¼gunu varsayabiliriz. Bu durumda diferensiyellenebilir bir

u : D ! R

fonksiyonu vard¬r.

I =

0
@ < fz; fz >

< f�z; fz >

< fz; f�z >

< f�z; f�z >

1
A =

1

2
e2u

0
@ 0 1

1 0

1
A

oldu¼gunda

ds2 = e2udzd�z = (dz; d�z) I

0
@ dz

d�z

1
A

dir. Yani

< fz; fz >=< f�z; fz >= 0 ve < fz; f�z >=
1

2
e2u

şeklindedir. Bu ifadedeki

fz =
@f

@z
=
1

2

�
@f

@x
� i@f
@y

�
ve f�z =

@f

@�z
=
1

2

�
@f

@x
+ i
@f

@y

�

ve < ;> lineer olarak TpS31 (p 2 S31) tanjant uzay¬n¬n kompleksine geni̧sletilmi̧stir.

Teorem 3.2.2: Her bir p 2 D için N(p), p noktas¬ndaki f immersiyonunun

birim normal vektörü olsun. Bu durumda N(p) 2 TpS31 , p de f immersiyonunun
f�(TpD) tanjant düzlemine ortogonaldir.

f immersiyonu spacelike oldu¼gundan dolay¬ N normalinin timelike yani

< N;N >= �1

dir. N future pointing oldu¼gundan N normalinin birinci koordinat¬ pozitiftir.

Bundan dolay¬

f : N : D ! H3 =
�
n = (n0; n1; n2; n3) 2 R41 j< n; n >= �1; n0 > 0

	
(3.2.1)



21

f immersiyonunun 2. temel formu

h = � < df; dN >= (dz; d�z) II

0
@ dz

d�z

1
A

ile tan¬mlan¬r. Bu ifade

II =

0
@ < fzz; N >

< fz�z; N >

< fz�z; N >

< f�z�z; N >

1
A

şeklindedir. Ayr¬ca f immersiyonunun şekil operatörü S = II�I şeklinde tan¬m-

lan¬r.

Tan¬m 3.2.3: f immersiyonunun H ortalama e¼grili¼gi ve Q Hopf diferensiyeli

H =
1

2
izS = 2e�2� < fz�z; N > ve Q = qdz2 =< fzz; N > dz2

şeklinde tan¬mlan¬r. Burada q kompleks koordinat¬n seçimine ba¼gl¬ olmas¬na ra¼g-

men, Q ve H kompleks koordinat¬n seçiminden ba¼g¬ms¬zd¬r.

Teorem 3.2.4: f immersiyonunun hareketli çat¬s¬

F = (N; fz; f�z; f)

olsun. Bu durumda, Fz = FU ve F�z = FV vard¬r. Ayr¬ca

U =

0
BBBBBB@

0 �q �e2uH=2 0

�H 2uz 0 1

�2e�2uq 0 0 0

0 0 e2u=2 0

1
CCCCCCA
ve V =

0
BBBBBB@

0 �e2uH=2 ��q 0

�2e�2u�q 0 0 0

�H 0 2u�z 1

0 �22u=2 0 0

1
CCCCCCA

dir. Bu aşa¼g¬daki Gauss -Weingarten denklemine özdeştir.

fzz = �qN + 2uzfz
fz�z = �1

2
e2uHN � 1

2
e2uf

f�z�z = ��qN + 2u�zf�z
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ve
Nz = �Hfz � 2e�2uqf�z
N�z = �2e�2u�qfz �Hf�z

olur.

Gözlem:

II =

0
@ q e2u H=2

e2u H=2 �q

1
A ve S =

0
@ H 2e�2u�q

2e�2uq H

1
A

eşitlikleri var oldu¼gundan

h = qd2z + �qd
2
z + e

2uHdzd�z = Q+ �Q+Hd2s

Gauss-Codazzi denklemi; (yani (Fz)�z = (F�z)z integrallenebilirlik koşulu)

U�z � Vz � [U; V ] = 0

denkli¼gine özdeştir ve

2uz�z +
1

2
e2u(1�H2) + 2e�2uq�q = 0 (3.2.2)

formuna sahiptir.

Hz + 2e
�2uq�z = 0 (3.2.3)

( 3.2.2 ) Gauss denklemi olarak adland¬r¬l¬r ve (3.2.3) ise Codazzi denklemidir.

ds2 = e2udzd�z

denkleminin Gauss e¼grili¼gi

K = e�2u
�
@2u

@x2
+
@2u

@y2

�
= �4e�2uuz�z (3.2.4)

ile tan¬mlan¬r. Dolay¬s¬yla (3.2.2) Gauss denklemi

K = �H2 + 4e�4uq�q + 1 = � detS + 1 (3.2.5)

olarak yaz¬l¬r.
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3.2.2. f immersiyonu için 2� 2 tipinden lax çifti

Bu kesimde S31 uzay¬n¬n Hermitian matris modeli kullan¬lacakt¬r. Yani R41 uza-

y¬ndaki (x0; x1; x2; x3) noktas¬

3

�
k=0
xkek =

0
@ x0 + x3 x1 + ix2

x1 � ix2 x0 � x3

1
A

matrisi ile özdeşleştirilecektir.

Ayr¬ca metrik

8X; Y 2 S31 için < X; Y >= �1
2
iz(Xe2Y

te2 ) < X;X >= � detX

ile verilir. Bu durumda aşa¼g¬daki önerme ortaya ç¬kar.

Önerme 3.2.5: 8X;Y 2 S31 için F 2 SL(2; C) ise

< X; Y >=< FXF �; FY F � >

dir.

Önerme 3.2.6: F 2 SL(2; C) vard¬r. ( F in i̧saretine göre tek olan )
Ayr¬ca z = x+ iy olmak üzere,

N = FF � f�
jf�j = Fe1F

� fy
jfyj = Fe2F

� f = Fe3F
�

dir.

Sonuç: 3.2.5. önermesindeki gibi F seçilirse,

fx = e
uFe1F

� ve fy = euFe2F
�

ve

fz = e
uF

0
@ 0 1

0 0

1
AF � ve f�z = euF

0
@ 0 0

1 0

1
AF �
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dir. U , V Lax çifti F�1dF = Udz + V d�z olarak tan¬mlan¬r.

Sonuç: U , V Lax çifti için

U =
1

2

0
@ uz �eu(1 +H)
�2e�uq �uz

1
A ve V =

1

2

0
@ �uz �2e�u�q
eu(1�H) u�z

1
A

dir.

3.2.3 Total umbilik immersiyonlar

E¼ger q(p) = 0 ise bir p 2 D noktas¬ f : D ! S31 spacelike immersiyonunun bir

umbilik noktas¬d¬r. f immersiyonu e¼ger q � 0 ise total umbilik olarak adland¬r¬l¬r.

Teorem 3.2.7: f : D ! S31 bir total umbilik immersiyon olsun, bu durumda

i) U , V Lax çifti için

U =
1

2

0
@ uz �eu(1 +H)

0 �uz

1
A ve V =

1

2

0
@ �u�z 0

eu(1�H) uz

1
A

dir.

ii) Fjk : D ! C(j; k = 1; 2 ) fonksiyonlar¬

F = eu=2

0
@ F 11 F12

F 21 F22

1
A

eşitli¼gini sa¼glar. Dolay¬s¬yla

F 11F22 � F12F 21 = e�u

dir. Çünkü F 2 SL(2; C):
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Lemma 3.2.8: Bütün Fjk fonksiyonlar¬ holomor�k fonksiyonlard¬r.

·Ispat: U = F�1Fz oldu¼gundan

1

2

0
BB@
uz -eu(1+H)

0 �uz

1
CCA =

1

2

0
BB@
uz+2eu(F22(F 11)z-F12(F 21)z 2e4(F22(F12)z-F12(F22)z

2eu(F 11(F 21)z-F 21(F 11)z) uz+2eu(F 11(F22)-F 21(F12)

1
CCA

dir. Buradan 0
@ F22 �F12
�F 21 F 11

1
A
0
@ (F 11)z

(F 21)z

1
A =

0
@ 0

0

1
A

ve

(F 11)z = (F 21)z = 0

dir. Yani F11 ve F21 holomor�ktir.

Benzer şekilde

V = F�1F�z; (F12)�z = (F22)�z = 0

oldu¼gu gösterilebilir. Yani F12 ve F22 holomor�ktir.

3.2.4 CMC 1 immersiyonlar¬

S31 uzay¬ndaki sabit ortalama e¼grilikli 1 spacelike immersiyonlar özel gösterim for-

mülüne sahiptir, bu gösterim Aiyama-Akutagawa gösterimi olarak adland¬r¬l¬r.

Bu alt bölümde de bu formül ispat edilecektir.

Lemma 3.2.9: f : D ! S31 spacelike bir immersiyon olsun. E¼ger f immersiyonu

H = 1 sabit ortalama e¼grili¼gine sahipse, bu durumda (FB)�z = 0 olacak şekilde

bir B : D ! SU (1; 1) mevcuttur.

Uyar¬: 3.2.6 önermesindeki ilk üç eşitlik sa¼glamasa bile

f = Fe�F = (FB) e3 (FB)
�
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olarak bilinen f immersiyonu, B ile i̧slem yap¬ld¬¼g¬nda de¼gi̧smeyecektir.

·Ispat: H = 1 oldu¼gunu varsayal¬m.

B�z = �V B (3.2.6)

olacak şekilde B bulunmal¬d¬r.

Bz = WB (3.2.7)

olsun.

Buradan (3:2:6) ve (3:2:7) Lax ikilisi

Bx = (W � V )B ve By = i (W + V )B (3.2.8)

ifadesine özdeştir. Basit bir hesaplama ile

W � V; i (W + V ) 2 SU (1; 1) den W = e3V
�e3

bulunur. O halde

Vz + (e3V
�e3)�z + [V; e3V

�e3] =
1

2
e2u (1�H) e3

dir. Dolay¬s¬yla e¼ger H = 1 ise (3.2.8) Lax ikilisi için uyumluluk durumu

Vz + (e3V
�e3)�z + [V; e3V

�e3] = 0

(ya da özdeş olarak , (3.2.6)-(3.2.7) Lax ikilisi için de) ile sa¼glan¬r. Dolay¬s¬yla

(Fujimori, et al., 2005) sl(n;C) ve SL(n;C) li bir benzeri, su(1; 1) ve SU(1; 1) ile

yer de¼gi̧stirince, (3.2.6) - (3.2.7) Lax ikilisinden B 2 SU(1; 1) çözümlerinin vard¬r.
O halde (3.2.6) B 2 SU(1; 1) dir.
f , H = 1 sabit ortalama e¼grili¼gine sahip oldu¼gundan B çözümü

B =

0
@ a b

�b �a

1
A ve a�a� b�b = 1
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şeklindedir. FB mevcut oldu¼gundan

(FB)�1(FB)z = B
�1(U + e3V

�e3)B = e
u

0
@ ��a�b ��a2

�b2 �a�b

1
A

dir. w, g, F

w = wdz = e
u�b2dz;

g =
a

b

F = FB

şeklinde tan¬mlans¬n.

( jaj2 � jbj2 = 1 oldu¼gundan dolay¬ jgj2 > 1 dir). Bu durumda F , z de

holomor�ktir ve Aiyama Akutagawa gösterimindeki gibi

eF�1d eF =

0
@ g �g2

1 �g

1
Aw (3.2.9)

elde edilir.

(3.2.9) dan, w holomor�k 1-formdur ve g meromor�k bir fonksiyondur.

g fonksiyonunun kutuplar¬n¬n kümesi, w n¬n s¬f¬rlar¬n¬n kümesidir ve g fonksi-

yonunun k: mertebeden her bir kutbu, g ve w n¬n tan¬m¬ itibariyle 2k: mertebeden

w n¬n bir s¬f¬r¬d¬r. D üzerindeki bir Riemann metri¼gi

d~s2 = (1 + jgj2)2w �w (3.2.10)

eşitli¼gi ile verilir.

Ayr¬ca

(1� jgj2)2w �w = e2udzd�z

ve Aiyona - Akutagoma gösteriminde kullan¬lan g ve w dan dolay¬ yukar¬daki

metrik elde edilir. V = �B�zB�1oldu¼gundan dolay¬ V ile �B�zB�1 üst sa¼g girdiler
kaŗs¬laşt¬r¬l¬rsa,

q = eu(�bz�a� �az�b) = gzw



28

bulunur.

Tersine (3.2.9) u çözen herhangi bir F ile başlarsak, spacelike bir CMC 1 im-

mersiyon olan Fe3F � ¬n elde edildi¼gi kontrol edilebilir.

Teorem (Aiyama - Akutagawa Gösterimi):

D; z0 2 D baz noktal¬ C uzay¬nda basit ba¼glant¬l¬ bir tan¬m kümesi olsun.

g : D ! (C [ f1g)nfz 2 C j jzj � 1g

bir holomor�k fonksiyon ve w, D üzerinde holomor�k 1-form olsun, öyle ki w n¬n,

2k: mertebeden bir s¬f¬ra sahip olmas¬ için gerek ve yeter şart g nin, k: mertebeden

bir kutba sahip olmas¬ ve öyle ki w n¬n başka hiç bir s¬f¬r¬ olmamas¬d¬r.

eF (z0) eF ile, (3.2.9) eşitli¼gini sa¼glayan

F = (Fjk) : D ! SL(2; C)

holomor�k immersiyonunu seçeriz. Bundan dolay¬ f : D ! S31 ile tan¬mlanan

f = ~Fe3 ~F
� konformal spacelike CMC 1 immersiyonudur. D üzerindeki indirgen-

mi̧s ds2 = f �(ds2S31) metri¼gi ve f immersiyonunun h; II: temel formu ve Q; Hopf

diferensiyeli asa¼g¬daki gibi verilir.

ds2 = (1� jgj2)2w �w h = Q+ �Q+ ds2 Q = wdg (3.2.11)

Tersine, herhangi bir basit ba¼glant¬l¬ spacelike CMC 1 immersiyonu, bu şekilde

gösterilebilir.

Uyar¬: Yukar¬daki Aiyoma Akutagawa temsilini ispatlamada H = 1 seçiminin

önemli bir yeri vard¬r.
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3.2.6 teoremiyle ilgili aşa¼g¬daki uyar¬lar¬ yapal¬m.

Uyar¬:

(1) (3.2.4) ile (3.2.5) denklemleri S31 uzay¬ndaki spacelike bir CMC 1 immer-

siyonunun Gauss e¼grili¼ginin daima negatiften farkl¬ oldu¼gunu ifade ederler. Bu R31

Lorentz 3-uzay¬ndaki maksimal immersiyonlardaki durumun benzeridir, ve R3 Ök-

lit 3-uzay¬ndaki minimal immersiyonlarda ve H3 hiperbolik 3-uzay¬ndaki CMC 1

immersiyonlar¬ndaki durumlardan da farkl¬d¬r.

(2) Umehara ve Yamada n¬n terminolojisini kullan¬rsak g; ikincil Gauss dönüşü-

mü olarak adland¬r¬l¬r. Ayr¬ca (g; w) ikilisine Weierstrass verisi ad¬ verilir.

(3) f immersiyonunun future pointing birim normal vektör alan¬

N =
1

jgj2 � 1
~F

0
@ jgj2 + 1 2g

2�g jgj2 + 1

1
A ~F �

olarak verilir.

(4) (3.2.11) eşitliklerini sa¼glayan ~F holomor�k immersiyonu için

~f = FF � : D ! H3

1. temel form

~f �(ds
2

H3 ) ve ĥ = �Q̂� Q̂+ dŝ2

olan 2. temel formlu konformal bir CMC 1 immersiyonudur.

2. temel formdaki

Q̂ = wdg;

f dönüşümünün hopf diferensiyelidir.
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(Umehara and Yamada, 1993) daki (2.6) denklemiyle G, g ve Q aras¬nda şu

ba¼g¬nt¬ mevcuttur.

2Q = S(g)� S(G) (3.2.12)

Bu ifadedeki

S(g) = Sz(g)dz
2 ve Sz(g) =

�
g00

g0

�0

� 1
2

�
g
00

g0

�2
; (0= d=dz)

g dönüşümünün Schwarzian türevidir.

3.3 Hiperbolik Gauss Dönüşümü

f : D ! S31 dönüşümü spacelike bir immersiyon ve N future pointing birim

normal vektör alan¬ olsun.

Tan¬m 3.3.1:

G : D ! C [ f1g

hiperbolik Gauss dönüşümü

f +N =

0
@ a b

�b c

1
A

olmak üzere

G =
b

c
(3.3.1)

ile verilir.

Hiperbolik Gauss dönüşümünün geometrik olarak anlam¬ şudur, N = FF �

future pointing birim normal vektörü, S31 uzay¬ndaki f = Fe3F
� yüzeyine hem

diktir hemde z 2 S31 ün herbir noktas¬nda R41 uzay¬ndaki S31 uzay¬na da te¼gettir.
P nin (0; 0; 0; 0), f ve f + N noktalar¬n¬ içeren R31 uzay¬ndaki yegane 2 boyutlu

düzlem oldu¼gunu kabul edelim. Dolay¬s¬yla, S31 de-Sitter uzay¬ndaki 
 geodezi¼gini
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içeren P , f immersiyonunda başlar ve N do¼grultusunda geni̧sler. (Bunun nedeni

şudur: S31 uzay¬ndaki bütün izometriler, 8A 2 SL(2; C) için AfA� formundad¬r
ve P \ S31 ü, bir düzlemde yatan

f(cosht; sinht; 0; 0) 2 R41jt 2 Rg

geodezi¼gine hareket ettiren R41 uzay¬n¬n bir dönmesi vard¬r) Bu 
 geodezi¼gi, R
4
1

uzay¬n¬n light koninin

N+ = f(x0; x1; x2; x3) 2 R41j � x20 + x21 + x22 + x23 = 0; x0 � 0g

Üst yar¬ konisi N+ daki s¬n¬rlay¬c¬ bir do¼grultudur. f + N do¼grultusundaki bu

s¬n¬rlay¬c¬ do¼grultu, f immersiyonunun hiperbolik Gauss dönüşümüdür.

S2 li s¬n¬rlay¬c¬ do¼grultular¬n kümesini,

[(x0; x1; x2; x3)] = f�(x0; x1; x2; x3)j� 2 R+g (x0; x1; x2; x3) 2 N+

do¼grultusunu, S2 uzay¬ndaki

(x1=x0; x2=x0; x3=x0) 2 S2

noktas¬yla buluşturarak tan¬mlayabiliriz. Yani
0
@ a b

�b c

1
A 2 N+ (

b+�b

a+ c
); (
�b� b
a+ c

); (
a� c
a+ c

) 2 S2

şeklinde ifade edilebilir. Stereogra�k projeksiyon ile birleştirirsek

S2 � (�1; �2; �3)!

8
<
:
(�1 + i�2)=(1� �3); �3 6= 1

1; �3 = 1

9
=
;

ifadesi elde edilir. O halde
0
@ a b

�b c

1
A 2 N+ b

c
2 /C [ f1g
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şeklinde tan¬mlan¬r.

Lemma 3.3.2: (Bryant, 1987; Umehara and Yamada, 1993) E¼ger f : D ! S31

CMC 1 immersiyon ise bu durumda G holomor�ktir.

·Ispat: 3.2.5 Lemmada görüldü¼gü gibi (FB)�z = 0 olacak şekilde bir

B 2 SU(1; 1) mevcuttur. ~F = FB tan¬mlad¬ktan sonra

f +N = 2F

0
@ 1 0

0 0

1
AF �

= 2
�
~FB�1

�
0
@ 1 0

0 0

1
A
�
~FB�1

�

= 2

0
@ ( ~F11�a� ~F12�b)( ~F11a� ~F12b) ( ~F11�a� ~F12�b)( ~F21a� ~F22b)

( ~F21�a� ~F22�b)( ~F11a� ~F12b) ( ~F21�a� ~F22�b)( ~F21a� ~F22b)

1
A

bulunur, burada

~F =

0
@

~F11 ~F12

~F21 ~F22

1
A ve B =

0
@ a b

�b �a

1
A a�a� b�b = 1

oldu¼gundan

G =
~F11�a� ~F12�b
~F21�a� ~F22�b

=
~F11g + ~F12
~F21g + ~F22

şeklindedir. ~Fjk ve g holomor�k olduklar¬ndan G holomor�ktir.

Uyar¬ 3.3.3: 3.2.9 denkleminden
0
@ d ~F11 d ~F12

d ~F21 d ~F22

1
A =

0
@

~F11 ~F12

~F21 ~F22

1
A
0
@ g �g2

1 �g

1
Aw

=

0
@

~F11g + ~F12 �g( ~F11g + ~F12)

~F21g + ~F22 �g( ~F21g + ~F22)

1
Aw
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eşitli¼gini elde ederiz. Böylece hiperbolik Gauss dönüşümü,

G =
~F11g + ~F12
~F21g + ~F22

=
d ~F11

d ~F21

=
d ~F12

d ~F22

olarak yaz¬labilir.

Lemma 3.3.4.: E¼ger f : D ! S31 uzay¬na total umbilik ise, bu durumda G

antiholomor�ktir.

·Ispat: 3.2.4 Lemmada gösterdi¼gi gibi, f ve F in çat¬s¬n¬

F = e

u

2

0
@

~F11 F12

~F21 F22

1
A

olarak ifade edersek, buradaki

Fjk (j; k = 1; 2)

fonksiyonlar¬ holomor�ktir.

f +N = 2F

0
@ 1 0

0 0

1
AF � = 2eu

0
@ F11 ~F11 ~F11F21

F11 ~F21 F21 ~F21

1
A

eşitli¼ginden dolay¬

G =
~F11
~F21

=

�
F11
F21

�

denklemini elde ederiz.

Hem F11 hem de F21 holomor�k olduklar¬ndan G antiholomor�ktir.
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Ayr¬ca bu iki lemman¬n tersi de do¼grudur. Asl¬nda, aşa¼g¬daki önermeyi elde

ederiz.

Önerme 3.3.5: G hiperbolik Gauss dönüşümünün holomor�k (antiholomor-

�k) olmas¬ için gerek ve yeter şart f immersiyonunun bir CMC 1 immersiyonu

(total umbilik) olmas¬d¬r.

·Ispat: (3.3.1) arac¬l¬¼g¬ ile

F +N = C

0
@ GG G

G 1

1
A

yazabiliriz. Buradaki c : D ! R uzay¬na giden reel de¼gerli bir fonksiyondur.

E¼ger G holomor�kse, bu durumda

(f +N)z =

0
@ (Gc)z G (Gc)z

cz G cz

1
A

eşitli¼gi vard¬r. Dolay¬s¬yla

< (f +N)z ; (f +N)z >= � det [(f +N)z] = 0

şeklinde yaz¬l¬r. Di¼ger taraftan, Weingarten denklemiyle

(f +N)z = fz +Nz = (1�H)fz � 2e�2uqf�z

ifadesi bulunur.

Dolay¬s¬yla ;

< (f+N)z; (f+N)z > = (1�H)2 < fz; fz > +4e�4uq2 < f�z; f�z >
+4e�2uq(H � 1) < fz; f�z >

= 2(H � 1)q

elde edilir.
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Buradan e¼ger G holomor�kse, buna ba¼gl¬ olarak

q(H � 1) = 0 (3.3.2)

elde edilir.

Benzer şekilde, e¼ger G antiholomor�kse, tekrar (3.3.2) ifadesini elde ederiz.

Buradan (3.3.2) ve (3.3.4) lemmalar¬n¬ birleştirerek istenilen sonuç elde edilir.
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4. BÖLÜM

3 BOYUTLU DE-S·ITTER UZAYINDA SAB·IT ASAL E¼GR·IL·IKL·I

TAM SPACEL·IKE YÜZEYLER

4.1 As¬l Sonucun ·Ifade ve Tan¬t¬m¬

L4 4-boyutlu Lorentz-Minkowski uzay¬ olsun. Reel vektör uzay¬ R4 uzay¬n¬n

standart koordinatlar¬ (x1; x2; x3; x4) olmak üzere Lorentzian metrik tensör

<;>= dx21 + dx
2
2 + dx

2
3 � dx24

şeklinde verilir. 3-boyutlu de-Sitter uzay¬, L4 uzay¬n¬n hiperkuadrati¼gi olarak

verilmi̧stir. Yani,

S31 = fx 2 L4 j< x; x >= 1g

şeklindedir. Bilindi¼gi gibi S31 de-Sitter uzay¬, L
4 uzay¬ndan kalan zaman-uyumlu

Lorentzian metri¼gi onu sabit k¬smi e¼grilikli Lorentzian uzay¬n¬n standart modeli

yapar. 2-boyutlu M ba¼glant¬l¬ manifoldunun ! : M2 ! S31 � L4 düzgün im-

mersiyonunun spacelike yüzey olabilmesi içinM üzerinde Riemann metri¼gi olmas¬

gerekir. Ayr¬ca <;> ile gösterilir. S31 uzay¬n¬n zaman benzeri bize M üzerinde

küresel olarak tan¬mlananN timelike birim normal cismini seçmemizi, S31 uzay¬n¬n

tanjant¬ M manifoldunun N ile ba¼glant¬l¬ oldu¼gunu kabul etmemizi sa¼glar. Son

olarak M manifoldunun N ile ba¼glant¬l¬ asal e¼griliklerini �1ve �2 ile gösterece¼giz.

Teorem 4.1: R2 < 1 olmak üzere R sabit asal e¼grilikli ! : M ! S31

dönüşümünü tam spacelike yüzey alal¬m. Böylece !(M) ya tamamen umbiliktir

ya da serbest umbiliktir. ·Ikinci durumda R > 0 ve yüzey kompakt de¼gildir. �;

C1 s¬n¬f¬ndan S31 uzay¬nda tam regüler bir e¼gri ve fv1(y); v2(y)g de � boyunca
normal düzlemin ortonormal çat¬s¬ oldu¼gunda

!(x; y) =
1p

1�R2
(R�(y) + cos(x)v1(y) + sin(x)v2(y)) (4.1.1)
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şeklinde tan¬mlan¬r.

Di¼ger taraftan S31 regüler bir e¼gri verilirse, (4.1.1) denkleminde 0 < R2 < 1

iken S31 uzay¬nda sabit asal e¼grilik R ile serbest umbilikli spacelike immersiyonu

tan¬mlan¬r.

·Ispat:

! :M2 ! S31 � L4

dönüşümünü S31 uzay¬nda sabit asal e¼grilikli

0 � �1 = R < 1

tam spacelike bir yüzey alal¬m.

M yüzeyinde umbilik olmayan bir p eleman¬ varsa asal e¼grili¼gi �2 6= R olmak

üzere

< d!; d! >= Edu2 +Gdv2

ve

< d!;�dN >= REdu2 + �2Gdv
2

şartlar¬n¬ sa¼glayan umbilik nokta olmaks¬z¬n U daki p komşulu¼gunda (u; v) lokal

parametrelerini düşünebiliriz.

Yap¬ denklemleri

! uu =
Eu

2E
!u �

Ev

2G
!u �REN � E!

!uv =
Eu

2E
!u +

Gu

2G
!v

!vv = �Gu
2E
!u +

Gv

2G
!v � �2GN �G!

Nu = �R!u

Nv = ��2!v
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şeklinde gösterilir.

! immersiyonu için Codazzi-Mainardi denklemleri de

(R� �2)Ev = 0

(R� �2)
Gu

2G
+ (R� �2)u = 0

şeklindedir.

�2 6= R oldu¼gundan E katsay¬s¬ v ye ba¼gl¬ olmad¬¼g¬ndan E = E(u) şeklinde

yaz¬l¬r.

Yeni parametreleri

x =

Z p
E(u)du; y = v

şeklinde düşünürsek yap¬ denklemleri;

!xx = �RN � !

!xy =
Gx

2G
!y

!yy = �Gx
2
!x +

Gy

2G
!y � �2GN �G!

Nx = �R!x

Ny = ��2!y

(4.1.2)

Codazzi-Mainardi denklemi de

(R� �2)
Gx

2G
+ (R� �2)x = 0 (4.1.3)

şeklindedir.

Di¼ger yandan Gauss denklemi

(
Gx

2G
)x + (

Gx

2G
)2 = R�2 � 1 = R(�2 �R) +R2 � 1 (4.1.4)

şeklinde verilir.

' =
1

R� �2
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şeklinde al¬rsak (4.1.3) ve (4.1.4) den

'x =
Gx

2G
'

'xx = ((
Gx

2G
)x + (

Gx

2G
)2) (4.1.5)

' = �R� (1�R2)'

denklemini elde ederiz.

R asal e¼grili¼gi için

q = !(x0; y0) 2 U

a noktas¬ndan geçen maksimal e¼grilik çizgisini 
q alal¬m.

w0 2 L4

sabit vektörü için

(
q)tt + (1�R2)
q = Rw0

diferensiyel denklemin çözümü 
q nun geodezik e¼gri olmas¬d¬r.

Herhangi iki vektör w1; w2 2 L4 ve 0 � R < 1 için


q = cos(
p
(1�R2)t)w1 + sin(

p
(1�R2)t)w2 +

R

1�R2w0 (4.1.6)

şeklinde verilir.

a; b sabitleri için (4.1.5) denkleminden asal e¼grilik �2; 
q üzerinde

R� �2 = (acos(
p
(1�R2)t) + bsin(

p
(1�R2)t)� R

1�R2 )
�1 (4.1.7)

olarak hesaplanabilir.


q(t1) ifadesini, 
q üzerinde 1. umbilik nokta ise (4.1.7) denkleminden elde

ederiz ve �2 nin süreklili¼gi

0 = R� �2(
q(t1)) = lim
t!t1

R� �2(
q(t)) 6= 0

ile çeli̧sir.
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Bu yüzden 
q üzerinde hiç umbilik nokta yoktur.

Görülür ki M tam oldu¼gu için 8t 2 R için 
q geodezi¼gi tan¬ml¬d¬r. Dahas¬

R 6= 0 olmas¬ durumunda da baz¬ t 2 R için

acos(
p
1�R2t) + bsin(

p
1�R2t) = 0

olmas¬ da �2 nin süreklili¼gi ile çeli̧siyor.

~U kümesini, p noktas¬n¬ içeren umbilik olmayan noktalar¬n ba¼glant¬l¬ bileşeni

olarak alal¬m.

Belirli �1; �2 için

�1 � �1 < �2 � 1

oldu¼gunda

(x; y) 2 (�1;1)� (�1; �2)

taraf¬ndan parametrelendirilebilen (bir önceki sebepten) ~U aç¬k kümesinden dolay¬

immersiyon (4.1.6) denkleminden

!(x; y) = cos(
p
1�R2x)w1(y) + sin(

p
1�R2x)w2(y) +

R

1�R2w0(y) (4.1.8)

olarak ifade edilebilir.

Yukar¬da ki tart¬̧smalar 
 ~q üzerinde umbilik olmayan noktalar¬n var oldu¼gunu

ispatlamam¬z için yeterlidir. Asl¬nda (4.1.7) eşitli¼ginden pn 2 
n noktas¬n¬ seçe-
biliriz ki böylece

�2(pn) =
1

R
6= R

elde edilir. Son olarak kompaktl¬k ile ilgili tart¬̧smalardan ep 2 
 ~q umbilik olmayan
noktas¬na fpng in fpkg altserisinin oldu¼gu söylenebilir.
Tersine M ya serbest umbilik ya da total umbiliktir.

� =
1p

1�R2
w0; v1 =

p
1�R2w1; v2 =

p
1�R2w2

oldu¼gunda (4.1.8) ifadesi

!(x;y) =
1p

1�R2
�
R� (y) + cos

�p
1�R2x

�
v1(y) + sin

�p
1�R2x

�
v2 (y)

�
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olarak yeniden yaz¬labilir. (4.1.2) ifadesinin ilk denklemi kullanarak ! ve !xx

ifadelerinden Gauss dönüşümü olan N hesaplanabilir. Böylece

h'; 'i = 1; h'x; 'xi = 1; hN;Ni = �1

ve bunlar '; 'x; N ortogonal oldu¼gu için �; v1; v2 ortogonal ve h�; �i = �1;
hv1; v1i = 1 ve hv2; v2i = 1 oldu¼gunu gösterir.
Di¼ger taraftan !y; !x ve N normaline dik oldu¼gu için < !xy; N > = 0 ifadesini

kullanabiliriz.

�0; �1 ve �2 C
1 s¬n¬f¬ndan fonksiyonlar ve �; v1 ve v2 L4 uzay¬nda ise

�
0

= �0P v
0

1 = �1P v
0

2 = �2P

şeklinde yaz¬labilir. Dahas¬

< !y; !y >=
1

1�R2 (R�0 + cos(
p
1�R2x)�1 + sin(

p
1�R2x)�2)2

pozitif oldu¼gundan bu bize gösterir ki �0 6= 0 d¬r. Ve bu yüzden tanjant vek-

tör P ile � regüler e¼gridir. � boyunca normal düzlemin ortonormal çat¬ alan¬

fv1(y); v2(y)g dir. Son olarak M nin kompaktl¬¼g¬ndan � n¬n kompaktl¬¼g¬ göste-

rilir.

Tersi basit bir hesaplamayla gösterilir. ·Immersiyon kompakt oldu¼gundan ve

R� �2 = (acos(
p
(1�R2)t) + bsin(

p
(1�R2)t)� R

1�R2 )
�1

ifadesinden dolay¬ R 6= 0 d¬r. t 2 R için

acos(
p
1�R2t) + bsin(

p
1�R2t) = 0

oldu¼gunda 
q üzerinde bir nokta var olmas¬ �2 nin süreklili¼gi ile çeli̧sir. Bu yüz-

den yüzey, küre etraf¬nda tamamen umbilik olmal¬d¬r.
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4.4. Örnekler

Basit ba¼glant¬l¬ 2-boyutlu monifold M üzerinde, II simetrik (2; 0) tensör, I

Riemann metri¼gi verilsin. E¼ger I ve II, S31 de-Sitter uzay¬n¬n Gauss ve Codozzi-

Mainnardi denklemlerini sa¼glar ise, o zaman I ve II; s¬ras¬yla birinci ve ikinci

temel form olmak üzere 	 : M ! S31 uzay¬na giden sadece bir immersiyon vard¬r

(Greene, 1970). ·Ifadesinden yararlanarak aşa¼g¬daki örnekleri ifade edece¼giz.

·Ilk olarak sabit asal e¼grili¼gi R = 1; umbilik ve umbilik olmayan noktalar ile S31

uzay¬nda tam ba¼glant¬l¬ yüzeylerin ailesini elde ederiz.

Örnek 4.4.1: 1. temel form

Ih = dx
2 +

1

4

�
2 +

�
x2 � 2

�
h(y)

�2
dy2

ve 2. temel form

IIh = dx
2 +

1

4

�
2 + x2 h(y)

� �
2 +

�
x2 � 2

�
h(y)

�
dy2

şeklinde verilen 	h tek immersiyonunu ve R2 = M oldu¼gunu düşünelim. (sabit

bir c için

0 � h(y) � c < 1

oldu¼gu durumda tan¬mlanmayan

h : R! R

C1 fonksiyonu oldu¼gu durumda)

I = dx2 +
1

4
(x2h(y) + 2(1� h(y)))2dy2 � dx2 + (1� c)2dy2

ve dx2 + (1� c)2dy2 bir tam metriktir. Dolay¬s¬yla

1 ve
2 + x2h(y)

2 + (x2 � 2)h(y)



43

asal e¼grilikleri ile 	h immersiyonu tamd¬r.

Böylece umbilik noktalar¬n kümesi


 = f(x:y) j h(y) = 0g


 kümesinin boş olmayabilece¼gi gözüküyor.

Şimdi de, sabit asal e¼grili¼gi R > 1 ve umbilik ve umbilik olmayan noktalar ile

S31 uzay¬ndaki tam ba¼glant¬l¬ yüzeylerin ailesini inşa edece¼giz.

Örnek 4.4.2: h : R ! R negatif olmayan C1 fonksiyonu baz¬ noktalarda

tan¬ms¬z ve R > 1 oldu¼gu durumda s¬ras¬yla 1. ve 2. temel formlar

IR;h =
1

R2
dx2 +

�
R3h (y) + (R2 � 1) e

q

1� 1

R2
x

�2

R2(R2 � 1)2 dy2

IIR;h =
1

R
dx2+

�
1

R
e

q

1� 1

R2
2x
+ h(y)

(R2�1)2

�
R3h(y)+

�
R4 � 1

�
e

q

1� 1

R2
x

��
dy2

ile 	R;h tek immersiyonunu ve tekrar M = R2 oldu¼gunu düşünelim.

IR;h �
1

R2

�
dx2 + e

q

1� 1

R2
2x
dy2
�

oldu¼gu için,

R ve R
Rh(y) + (R2 � 1)e

q

1� 1

R2
x

R3h(y) + (R2 � 1)e
q

1� 1

R2
x

asal e¼grilikleri ile 	h immersiyonu tamd¬r.

Tekrardan umbilik noktalar¬n kümesi


 = f(x:y) j h(y) = 0g

şeklindedir.
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SONUÇ VE ÖNER·ILER

Bu çal¬̧sma s¬ras¬nda, Öklid ve Lorentz uzay¬ndaki temel kavramlar ve teo-

remler verildi. De-Sitter 3-uzay¬ndaki spacelike yüzeyler için Hermitian ma-

tris modeli, görünmez top modeli, slab modeli ve immersiyonun lax çifti gibi

baz¬ kavramlar¬n tan¬mlar¬ ve metrikleri incelendi. Ayr¬ca bir immersiyonun

causal karakteristi¼ginden bahsederek spacelike immersiyonlar ve sabit ortalama

e¼grilikli immersiyonlar üzerinde duruldu. ·Immersiyonun ortalama e¼grili¼gi veril-

erek, integrallenebilirlik koşulu için Gauss-Codazzi ve Gauss denklemi hesapland¬.

Hiperbolik Gauss dönüşümünün tan¬m¬ ve geometrik yorumu verilerek örnekler

incelendi. Sonra 3-boyutlu de-Sitter uzay¬nda sabit asal e¼grilikli tam spacelike

yüzeyler ile ilgili bir teorem verildi. Son olarak da S31 uzay¬nda tam ba¼glant¬l¬

yüzeylerin ailesi elde edildi. De-Sitter uzay¬ndaki spacelike yüzeyler için incelenen

modeller ve özellikler, bu uzayda null ya da timelike yüzeyler için de incelenebilir.



45

KAYNAKLAR

Aiyama, R. and Akutagawa, K., 1998, Kenmotsu-Bryant type representation

formulas for constant mean curvature surfaces in H3(�c2) and S31(c2), Ann
Global Anal. Geom. (1) 17p; 49-75.

Aledo, J.A. and Galvez, J.A., 2001, Complete spacelike surfaces with a constant

principal curvature in the 3-dimensional de Sitter space,

Aledo, J.A. and Galvez, J.A., 2002, Some rigidity results for compact spacelike

surfaces in the 3-dimensional de Sitter space, Proceedings of the Conference

Di¤erential Geometry Valencia 2001, World Scienti�c P.C., 19-27.

Aledo, J.A. and Romero, A., 2003, Compact spacelike surfaces in the 3-dimensional

de Sitter space with non-degenerate second fundamental form, to appear in

Di¤er. Geom. Appl.

Aledo, J.A. and Galvez, J.A., 2005, Complete surfaces in the hyperbolic space

with a constant principal curvature, preprint.

Bryant, R., 1987, Surfaces of mean curvature one in hyperbolic space, Asterisque

154-155; 321-347.

Cheng, S. Y. and Yau, S. T., 1976, Maximal spacelike hypersurfaces in the

Lorentz-Minkowski spaces, Ann. of Math., 104p. 407-419.

Duggal, L. K.and Bejancu, A., 1996, Lightlike submanifolds of semi-Riemannian

manifolds and applications, Kluwer Academic Publishers, 300p., AH Dor-

drecht.

Fujimori, S., Kobayashi, S.-P. and Rossman, W., 2005, Loop group methods for

constant mean curvature surfaces, Rokko Lectures in Math. 17p.



46

Fujimori, S., Rossman, W., Umehara, M., Yamada, K. and Yang, S.D., 2004,

Spacelike mean curvature one surfaces in de-Sitter 3-space, Kobe University,

www.lib.kobe-u.ac.jp/repository/thesis/d1/D1003547.pdf.

Greene, R., 1970, Isometric embeddings of Riemannian and pseudo-Riemannian

manifolds, Mem. Amer. Math. Soc. 97p.

Hac¬saliho¼glu, H. H., 2000, Diferensiyel geometri, Cilt I-II, Ankara Üniversitesi,

Fen Fakültesi Yay¬nlar¬, 269s. - 340s.

Hac¬saliho¼glu, H. H. ve Ekmekçi, N., 2003, Tensör geometri, Ankara Üniversitesi,

256s. Ankara

Hac¬saliho¼glu, H. H., 2004, Diferensiyel geometri, Cilt III, Ankara Üniversitesi,

Fen Fakültesi Yay¬nlar¬. 206s.

Kim, Y.W. and Yang, S.D. The geodesic re�ection principle for spacelike constant

mean curvature surfaces in de Sitter three-space, preprint.

Li, H., 1997. Global rigidity theoorems of hypersurfaces, Ark. Mat. 35p. 327-

351.

Montiel, S., 1988, An integral inequality for compact spacelike hypersurfaces in

de Sitter space and applications to the case of constant mean curvature in

de Sitter space, Indiana Univ. Math. J. 37p. 909-917.

Nishikawa, S., 1984, On maximal spacelike hypersurfaces in a Lorentzian mani-

fold. Nagoya math. J., 95p. 117-124.

O�Neill, B., 1983, Semi-Riemannian geometry with applications to relativity,

Academic Press, Inc., 468p., New York.

Pang, H. D., Xu, S. L., Dai, S., 2002, Spacelike hypersurfaces in de Sitter space,

J. of Geometry and Physics, 42p, 78-84.



47

Ramanathan, J., 1987, Complete spacelike hypersurfaces of constant mean cur-

vature in de Sitter space, Indiana Univ. Math. J. 36; 349-359.

Sabuncuo¼glu, A., 2006, Diferensiyel geometri, 440s. Ankara.

Umehara, M. and Yamada, K., 1993, Complete surfaces of constant mean cur-

vature 1 in the hyperbolic 3-space, Ann. of Math. (2) 137; 611-638.

Zheng, Y., 1996, Spacelike hypersurfaces with constant scalar curvature in the

de Sitter space, Diferential Geometry and its Applications, 6, 51-54.


	dis_kapak
	dis_kapak_ing
	iç kapak 1
	Gül_kabul_onay
	ozet3c.doc 20.08.10
	summary 20.08
	tesekkur5
	İÇİNDEKİLER1908
	gül simge2
	Gül tez 20.08.2010.pdf

