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OZET

Bu ¢aligmanin amaci 3-boyutlu de-Sitter uzayinda spacelike yiizeylerin lokal teorisi ve
sabit asal egrilikli tam spacelike yiizeyler ile ilgili baz1 6zellikleri incelemektir. Bu
caligsmada, esas olarak Juan A. Aledo ve Jose A. Galvez in ‘Complete spacelike surfaces
with a constant principal curvature in the 3-dimensional de Sitter space’ adli makalesi

incelendi.

Birinci ve ikinci boliimlerde, ele aldigimiz konunun tarihsel gelisimi ile ¢calismamizda

gerekli olan tanim ve teoriler verildi.

Ucgiincii boliimde de-Sitter uzayinda spacelike yiizeyler ile ilgilenildi. De-Sitter 3-
uzayindaki spacelike yiizeyler icin Hermitian matris modeli, goriinmez top modeli, slab
modeli ve immersiyonun lax ¢ifti gibi bazi kavramlarin tanimlari ve metrikleri
incelendi. Ayrica bir immersiyonun karakteristiginden bahsederek, spacelike
immersiyonlar ve sabit ortalama egrilikli immersiyonlar ele alinarak, bir immersiyonun
total umbilik olma sartt incelendi. Daha sonra hiperbolik Gauss doniislimiiniin

geometrik yorumu verilerek, ornekler incelendi.

Son boliimde ise, 3-boyutlu S; de-Sitter uzayinda sabit asal egrilikli tam spacelike

ylizeylerin umbilik olmasiyla ilgili bazi1 6zellikler ile bir teorem ve ispat1 verildi. Ayrica

S uzayinda tam baglantili yiizeylerin ailesi elde edildi.

Anahtar Kelimeler: Yari-Riemann manifoldu, spacelike yiizey, ortalama egrilik, asal
egrilik, de-Sitter uzayi, immersiyon, total umbilik.
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SUMMARY

The aim of this study is to examine some features related to the local theory of spacelike
surfaces on the 3-dimensional de-Sitter space and the complete spacelike surfaces with
constant mean curvature. In this thesis, especially, the paper whose name ‘complete
spacelike surfaces with a constant principal curvature in the 3-dimensional de Sitter

space’ by Juan A. Aledo and Jose A. Galvez is studied.

The historical development of the subject and the necessary definitions and theories are

presented in chapter 1 and 2.

In chapter 3, spacelike surfaces on de-Sitter space are dealt with. Definitions and
metrics of some concepts like the Hermitian matrix model, the hollow ball model, slab
model and immersion lax pair are examined for spacelike surfaces on 3-dimensional de-
Sitter space. In addition, the condition of an immersion to be a total umbilic is analyzed
by mentioning the causal characteristic of an immersion and handling the spacelike
immersions and constant mean curvature immersions. Afterwards, examples are

examined by giving the geometrical comment of hyperbolic Gauss map.

In the last chapter, some characteristics related to the spacelike surfaces with constant
principal curvature and their being umbilical are indicated together with a theorem and

its proof. Furthermore, the family of complete orientable surfaces is obtained.

Key Words: Semi-Riemannian manifold, spacelike surface, mean curvature, principal
curvature, de-Sitter space, immersion, total umbilic.
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BOLUM 1
GIRIS

De Sitter uzay, Riemann geometrisindeki n-kiirenin Lorentz karsilig1 olarak
ifade edilebilir. De Sitter uzayimin hiperyiizeyleri ile ilgili baz1 ¢aligmalar Cheng
S. Y., Yau S. T., Cheng Q. M., Akutagawa K., Zheng Y., Pang H. D., Xu S.
L., Dai S., Ramanathan J., Montiel S. gibi matematikg¢iler tarafindan yapilmisgtir.

Bu galigmalar daha ¢ok spacelike hiperyiizeyler iizerinde yogunlagmigtir.

Spacelike hiperyiizeyler iizerinde ilk ¢alisma 1976 yilinda Cheng S. Y. ve Yau
S. T. tarafindan yapilmistir. Bu calismada, spacelike hiperyiizey, Lorentz uza-
yinda kapali altkiime olmak iizere, hiperyiizeyin ortalama egriliginin sabit olmasi
durumunda indirgenmis metrigin tam Riemann metrik oldugu ve hiperyiizeyin

ikinci temel formu verilmistir.

De Sitter uzayinda spacelike hiperyiizeylerin total geodeziklik durumu ilk olarak
1970 yilinda Calabi E. ve daha sonra 1976 yilinda Cheng S. Y. ve Yau S. T.
tarafindan incelenmistir. 1984 yilinda Nishikawa S. yaptigi calismada, Lorentz
manifoldunda maximal spacelike hiperyiizeylerin total geodezik olma kogullarini
vermistir. 1987 de Ramanathan S? uzayindaki sabit ortalama egrilikli her kom-
pakt spacelike yiizeyin tamami ile umbilik oldugunu gostermistir. Bu 1988 yilinda
Montiel tarafindan herhangi bir boyutun hiperyiizeylerine genellenmistir. Diger
taraftan Li de kompakt spacelike yiizeyin sabit Gauss egriligine sahipken aym
sonucu elde etmigtir. 2001 yilinda Aledo J. A. ve Galvez J. A. 3 boyutlu de Sit-
ter uzayindaki asal egrilikli tam spacelike yiizeyler (bir uzayin tam uzay olmasi,
uzayda olusturulan cauchy dizisinin yine uzaydaki bir noktaya yakinsamasidir) ile
ilgilenmigtir. 2002 yilinda Pang H. D., Xu S. L. ve Dai S. 1-indeksli de Sitter
uzayinda genel spacelike hiperyiizeyler iizerine ¢alismis ve boyle hiperyiizeylerin

total geodezik olma kogsullarini incelemiglerdir. 2003 yilinda Romero ve Aledo da



caligmalarinda Gauss egriliginin ikinci temel formunun sabit oldugu gibi tamamen
umbilik kiirelerin de, de-Sitter uzayindaki tek tam spacelike yiizeyler oldugunu

elde etmiglerdir.

Ramanathan ve Li nin sonuglarinin dogal bir genellemesi olarak aragtirmacilar
S? uzaymmda tam lineer Weingarten yiizeylerinin (ortalama ve Gauss egrilikleri
sabit lineer bir kombinasyonunu gerektiren yiizeyler) sadece tam umbilik kiireler

oldugunu kanitlamigtir.

Bu ¢alismada da de-Sitter 3-uzayindaki spacelike yiizeyler i¢in Hermitian mat-
ris modeli, goriinmez top modeli, slab modeli ve immersiyonun lax c¢ifti gibi
bazi kavramlarin tanimlar1 ve metrikleri incelendi.  Ayrica bir immersiyonun
causal karakteristiginden bahsederek spacelike immersiyonlar ele alinarak bir im-
mersiyonun total umbilik olma gart1 incelendi. Daha sonra hiperbolik Gauss
doniisiimiiniin geometrik yorumu verilerek érnekler incelendi. 3-boyutlu de-Sitter
uzayinda sabit asal egrilikli tam spacelike yiizeylerin umbilik olmasiyla ilgili bir
teorem ve ispat1 verildi. Ayrica S} uzayinda tam baglantili yiizeylerin ailesi elde

edildi.

Ayrica sabit asal egrilikli kompakt spacelike yiizeylerin tam umbilik kiireler

oldugu gosterildi.



BOLUM 2
TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Simetrik Bilineer Formlar

Tanim 2.1.1: V bir reel vektor uzay: olsun.
g:VxV—-R

doniisiimii Va,b € R ve VU, v, W € V icin
i) 9(w, ) = g(V, W)
i) gla™ + b0, W) = ag(W, W) + bg(V, W),
g(W,av +bw) = ag(w, V) +bg(uw, W)
ozelliklerine sahip ise g doniistimiine V' reel vektor uzay: tizerinde bir simetrik bi-

lineer form denir (O’Neill, 1983).

Tanmim 2.1.2: g, V reel vektor uzayi iizerinde bir simetrik bilineer form olsun.

HYU €V ve v # 0 icin g(v', ¥’) > 0 ise ¢ simetrik bilineer formuna pozitif
tanaimla,

ii) VU €V ve U # 0 icin g(7v,7) < 0 ise g simetrik bilineer formuna
negatif tanimla,

iii) Vv € V icin g(v, ) > 0 ise g simetrik bilineer formuna yare-pozitif
tanmamla,

iv) YU € V icgin g(7,v) < 0 ise g simetrik bilineer formuna yari-negatif
tanimla,

v) Vu €V igin g(w,v) = 0 iken v = 0 olmak zorunda ise g simetrik

bilineer formuna non-dejenere, aksi halde dejeneredir denir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.1.3: V' bir reel vektor uzay: ve

g:VxV—=R



bir simetrik bilineer form olsun.
glw W xW =R

negatif tamimh olacak sekilde en biiyiik boyutlu W alt uzaymin boyutuna g

simetrik bilineer formun indeksi denir ve p ile gosterilir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.1.4: Bir V reel vektor uzay: itizerinde non-dejenere simetrik bilineer
forma V' reel vektor uzay tizerinde bir skalar ¢arpma denir.

V iizerindeki bir skalar ¢arpma g ise (V, g) ikilisine skalar ¢arpimiy vektor uzay
denir (O’Neill, 1983).

Tanmm 2.1.5: Vo', w € V icin v # ve W # 0 iken g(V, W) = 0 ise
L

ﬁ
0
é
w

7 ve w vektorleri diktir denir ve ¥ sekilinde gosterilir. V' reel vektor

uzayinin bir alt uzayr W olmak iizere,
Wt={veV:v LW}

olsun. W+ alt uzayma V nin dik alt uzay: denir. W+ alt uzay1, W nin ortogo-
nal komplemani olamaz. Ciinkii W + W+ genellikle V uzaymimn tamami degildir

(O'Neill, 1983).

Teorem 2.1.6: W bir V skalar carpim uzayimin altuzay: olsun. O zaman,
i) boyW + boyW= = boyV’
i) (WHt =w

ozellikleri vardir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.1.7: « egrisinin hiz vektor alami 7', egri boyunca paralel ise, yani
kendi kendine paralel ise « egrisine M {izerinde bir geodezik egri adi verilir.

D7T = 0 dir (Hacisalihoglu ve Ekmekgi, 2003).



Tanim 2.1.8: Bir V reel vektor uzay iizerindeki skalar carpma ¢ olsun. Bir

v €V vektoriiniin normu
=/l g(V, ) |

olarak tanimlanir. Normu bir birim olan vektore birim vektér ve ortogonal birim

vektorlerin climlesine de ortonormal sistem denir (O’Neill, 1983).

Teorem 2.1.9: Bir V # {6)} skalar carpim uzay1 bir ortonormal baza sahip-
tir (O’Neill, 1983).

Teorem 2.1.10: V' reel vektor uzay: igin bir ortonormal baz {ej, es,...,e,}

olsun. ¢; = g(e;, e;) olmak iizere V U €V vektorii

— . —
v o= Z&'Q( U, €)e;
i=1

olacak sekilde tek tiirlii yazilabilir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.1.11: V bir skalar carpim uzay1 olsun. V' nin indeksi p olmak iizere,

p = 1veboyV > 2ise V skalar ¢carpim uzayma Lorentz Uzay: denir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.1.12: Her noktasindaki hiz vektorii sifirdan farkl olan egriye regiiler

egri denir (Hacisalihoglu, 2000).

Tamim 2.1.13: U, R?uzaymin irtibath bir acik alt kiimesi olmak iizere
¢ : U — R3diizgiin ve regiiler bir doniisiim olsun. ¢ : U — ¢(U) doniistimii
bir homeomorfizm ise ¢(U) kiimesine, R? uzayinda bir basit yiizey denir (Sabun-

cuoglu, 2006).

Tamim 2.1.14: M, R? uzayimn bir alt kiimesi olsun. M nin her bir p noktasi

icin p € p(U) ve (U) C M olacak bigimde bir ¢(U) basit yiizeyi bulunabiliyorsa



M kiimesine, R3 uzayinda bir yiizey denir (Sabuncuoglu, 2006).

Tanim 2.1.15: V bir Lorentz Uzay1 olsun. ¥ € V olmak iizere,
i) g(v', W) >0 veya v = 0ise v vektoriine spacelike,
i) g(v, 0) < 0 ise ¥ vektoriine timelike,

iii) (v, 0) = 0, ¥ # 0ise v vektoriine lightlike(null) denir (O’Neill, 1983).

2.2 Yari-Riemann Manifoldlar

Tanim 2.2.1: M bir C* manifold olsun. P € M noktasindaki tanjant uzay

TpM olmak iizere,

gp : TPMXTPM — R
(XP7YP) — gp<XP7YP)

bi¢iminde taniml sabit indeksli, simetrik, bilineer, non-dejenere (0,2) tensoriine

M iizerinde bir metrik tensor denir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.2.2: M bir €' manifold olsun. M bir g metrik tensor ile do-

natilmigsa, M ye bir yari-Riemann manifoldu denir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.2.3: Bir M yari-Riemann manifoldu iizerinde g metrik tensoriiniin
indeksine yari- Riemann manifoldunun indeksi denir ve indM ile gosterilir.

Eger, indeks p ise 0 < p < boyM dir. Ozel olarak, p = 0 ise V p € M icin
gp» TpM tizerinde pozitif tanimh bir i¢ carpim oldugundan, A/ bir Riemann ma-
nifoldu olur. p = 1 ve n > 2 olmasi durumunda ise, M manifolduna bir Lorentz

manifoldu denir (O’Neill, 1983).



Tanim 2.2.4: R" Oklid n-uzay verilsin. 0 < p < n olmak iizere p tamsayis

i¢in, R™ {izerinde

XP: YP szyz + Z TiYi

i=p+1
ile verilen metrik tensor gtz oniine almirsa, elde edilen uzay yari-Oklid n-uzay

olarak adlandirihir ve R} ile gosterilir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.2.5:
VveW =Y W,

R}, tizerinde vektor alani iseler,

VW = V()0

vektor alanina W nin V' ye gore kovaryant tiirevi denir.
Burada, {0; | 1 < i < n}, x(R}) vektor alanlar1 uzaymin standart bazidir
(O'Neill, 1983).

Tanim 2.2.6: M bir C"*°manifold olsun. M iizerinde bir V koneksiyonu,
i)V,W, V ye gore C*(M,R) lineerdir.
i)V, W, W ya gore R lineerdir.
W)V (fW) = V()W + [V, W, Vf € C=(M,R)
olacak gekilde
VX (M) x x(M) — x(M)

fonksiyonudur (O’Neill, 1983).

Tanim 2.2.7: Bir M yari-Riemann manifoldu iizerinde V X, Y, Z € (M) igin
i) [X,Y]=VxY —VyX
i) Xg(Y,2) = g(VxY, Z) + g(Y,Vx Z)

olacak sekilde bir tek V koneksiyonu vardir. V ye M nin Levi- Civita koneksiyonu



denir ve Levi-Civita koneksiyonu

QQ(VXK Z) - Xg(Y, Z) + Yg(Z,X) - Zg(Xv Y) —g(X, [K Z])

+9(V, 12, X)) + 9(Z,[X,Y])

Kozsul formulii ile karakterize edilir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.2.8: M bir Riemann manifoldu ve M iizerindeki Riemann konek-
siyonu D olsun. O zaman, M iizerinde {(/,a)} atlasi ile verilen egri boyunca
geodezik egrilik vektor alani diye, bu egrinin birim teget vektor alami T' olmak

tizere, DT vektor alanina denir.

ky: I — R
t — ky(t) = DrT |

olarak tanimlanan k, fonksiyonuna da a egrisinin geodezik egrilik fonksiyonu denir

(Hacisalihoglu, 2004).

Tanim 2.2.9: Levi-Civita koneksiyonu V olan bir yari-Riemann manifold M

olsun. V X,Y,Z € x(M) igin

R:x(M) x x(M) x x(M) — x(M)
(X, Y, Z) I R(X,Y)Z:V[X7y]Z—VXVYZ—Vvaz

seklinde tanimlanan R fonksiyonu M iizerinde (1,3) tensordiir. Bu tensére M nin

Riemann egrilik tensori denir (O’Neill, 1983).

Teorem 2.2.10: M bir yari-Riemann manifold ve R, M nin Riemann egrilik
tensorii olsun. V X,Y,Z € x(M) icin

i) g(RIX,Y)Z, W) = —g(R(Y,X)Z, V)

it) g(R(X,Y)Z,W) = —g(R(X, Y)W, Z)



iii) g(R(X,Y)Z,W) = g(R(Z,W)X,Y)
esitlikleri vardir (Duggal and Bejancu, 1996).

Tanim 2.2.11: M bir semi-Riemann manifold ve P € M noktasindaki
Xp, Yp tanjant vektorlerinin gerdigi TpM tanjant uzaymin 2-boyutlu bir non-
dejenere altuzay1 [ [ olsun.

. GRELYY.X)
KD = ix XV — gx. v

seklinde tanimlanan K (]]) reel sayisina, [ [ nin kesit egriligi denir. M manifoldu

sabit kesit egriligine sahipse M ye sabit egriliklidir denir (O’Neill, 1983).

Teorem 2.2.12: Eger M manifoldu sabit bir ¢ egriligine sahipse M nin egrilik
tensori V XY, Z € x(M)

R(Xv Y)Z = c{g(Y, Z)X - g(X7 Z>Y}

seklindedir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.2.13: (N,g) Riemann manifoldunun bir altmanifoldu (M, g) olsun.
V X,Y € x(M) olmak iizere

WX,Y) = g(X,Y)H
esitligi saglaniyorsa M ye total umbilik altmanifold adi verilir.
Eger

g(h(X’ Y)’H> = >‘9<X7 Y)

olacak bicimde M {izerinde bir A\ fonksiyonu var ise M ye pseudo-umbilik alt-

manifold denir (Hacisalihoglu ve Ekmekgi, 2003).
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Tanim 2.2.14: M bir yari-Riemann manifold ve R, M manifoldunun Rie-
mann egrilik tensorii olsun. {ey,es,...,e,}, TpM nin bir ortonormal bazi olmak

{izere

n n
P = Zginfjk veya  p= Z&Rk@u €i)
i=1 i=1

degerine M nin skalar egriligi denir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.2.15: F : E" — E™ bir doniisiim ve v € Tge(P) olsun. E™
uzaymin t — F(p +t0') egrisinin ¢+ = 0 anindaki hiz vektorii
(F)p(7'p) € T (F(P))
ise

fonksiyonuna F' nin P noktasindaki tirev doniigimi denir (Hacisalihoglu, 2000).

Tamm 2.2.16: M yari-Riemann manifoldunun C'*° altmanifoldu M ve M

deki metrik g olsun.

b: M — M

P — ¢P)=P
inclusion (daldirma) doniisiimii i¢in P € M noktasmdaki tiirev doniigiimii
Gy : ToM — TpM

ve ek doniigiimii de

& |p:TeM — TpM*

olmak {izere, V XY, Z € y(M) igin

¢ |p (gp)(vay})) = g(¢*(Xp)7¢*(Y;?>)

esitligi ile tamml ¢* |, (g,), M tizerinde bir metrik ise M ye M nin bir yari-
Riemann altmanifoldu denir (O’Neill, 1983).
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Tanim 2.2.17: M, M nin bir yari-Riemann altmanifoldu olsun. Vp € M igin
Tp M+ uzaymm boyutuna M nin dik tiimleyeninin boyutu (codimension), Tp M=+
uzaymin indeksine de M nin dik timleyeninin indeksi (co-indeksi) denir (O’Neill,
1983).

M, ]\N4 nin bir yari-Riemann altmanifoldu oldugunda 7} p]\N4 =TpM & TpM+

oldugundan X, € Tp]\NJ i¢in tanjant ve normal bilegenleri yardimiyla
X, =tan X, + norX,

yazilir. Burada tan X, € TpM, norX, € TpM* dir. Ortogonal izdiigiimlerin
sonucu olarak,

tan : TPJNW — TPM
nor : Tp]\~4 — TpM*+

doniigiimleri R—lineerdir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.2.18: V X, Y € x(M) icin,
B x(M) x x(M) — x(M)*
(X,Y) — h(X,Y)=norVyY

seklinde tanimli h doniigtimii 2- lineer ve simetriktir. A fonksiyonuna M mani-

foldunun sekil tensori veya ikinci temel tensori denir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.2.19: M, M nin bir yari-Riemann altmanifoldu ve M iizerindeki

Leci-Civita koneksiyonu % olsun.
VM) x x(M) — x(M)
(X,Y) — VXY:ta,nVXY

indirgenmis fonksiyonuna M yari-Riemann altmanifoldu tizerine indirgenmis ko-

neksiyon denir (O’Neill, 1983).
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~

Tanim 2.2.20: M, M nin bir yari-Riemann altmanifoldu olsun. V ve V,

sirasiyla M ve M iizerindeki Levi-Civita koneksiyonlar: olmak iizere

~

VX, Y e x(M) igin,
ViV = ViV + h(X,Y)
esitligine M nin Gauss denklemi denir (O’Neill, 1983).
Teorem 2.2.21: M, ]\~4 nin bir yari-Riemann altmanifoldu olsun. M, ]\NJ

manifoldunun Riemann egrilik tensorleri sirasiyla R ve R, sekil tensorleri de h

olmak iizere V V, W, X, Y € x(M) i¢in

< RywX,Y >=< ;?VWX,Y >— < h(V,X),h(W)Y) >+ < h(V,Y),h(W, X) >
esitligi saglanir (O’Neill, 1983).
Tanim 2.2.22: M, ]\~4 nin bir yari-Riemann altmanifoldu olsun. p € M ve p

noktasinda M nin bazi ey, es, ..., €, olmak iizere, M nin ‘H ortalama egrilik vektor

alani
1 n
Hp = EZ;&JL(@, 61‘)
olarak tanimlanir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.2.23: Sabit egrilikli, tam, baglantili yari-Riemann manifolda in-

definit uzay formu denir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.2.24: M C M, M yari-Riemann hiperyiizeyi tizerinde birim normal

vektor alani U olsun. V V. W € x(M) icin,

< S(V),W >=< h(V,W),U >
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olacak sekilde S, (1, 1) tensor alanina M nin gekil operatéri denir. Her bir p € M
noktasmda S : TpM — TpM bir lineer operator belirtir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.2.25: M C M , M yari-Riemann hiperyiizeyinin bir P noktasindaki

sekil operatorii S(P) olmak iizere
k: M — R
P — k(P)=detS(P)
bi¢iminde tanimlanan fonksiyona M nin Gauss egrilik fonksiyonu, x(P) degerine

de M nin P noktasindaki Gauss egriligi denir (Hacisalihoglu, 1998).

Tanim 2.2.26: M, M nin bir yari-Riemann hiperyiizeyi olmak tizere, M nin

ikinci temel tensorii sifir ise M ye total geodeziktir denir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.2.27: M ve N birer C'*° yari-Riemann manifoldu olsun. f, M den
N ye tanimlanan bir C*° fonksiyon olmak iizere, (f,) jakobiyen matrisine kargilik
gelen doniigtim M nin her bir P noktasi i¢in birebir ise f fonksiyonuna bir im-

mersiyon denir (Hacisalihoglu, 1998).

Tanim 2.2.28: M ve N birer C'*° yari-Riemann manifoldu olsun. f, M den
N ye tanimlanan C'*° fonksiyon bir immersiyon olmak tizere V X, Y € TpM i¢in,

9(fe(X), (Y)) = 9(X,Y)

ise f ye bir izometrik immersiyon adi verilir. Burada g, TpM den indirgenmis

metriktir (Hacisalihoglu, 2003).

Tanim 2.2.29: M, C* yari-Riemann manifoldu olsun. M nin bir p € M

noktasindaki kotanjant uzayr 75 (M) olsun. Buna gore, bir

M T5(M
w _’ng p(M)
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fonksiyonu i¢in

mow : M — M

ozdeslik fonksiyonu olacak sekilde bir

: Th(M M
T peUM p(M) —

fonksiyonu mevcut ise w ya M iistiinde bir 1-form denir (Hacisalihoglu, 1998).

Tanim 2.2.30: M bir Riemann manifoldu, M nin k-boyutlu altmanifoldu M
ve M nin Riemann koneksiyonu D, egrilik tensérii R, M nin Riemann koneksiyonu
D, egrilik tensorii R, ikinci temel tensorii V olsun. O zamanV X, Y, Z € X(H)
icin

Teg(R(X,Y)Z) = R(X,Y)Z + teg{DxV (Y, Z) — DyV (X, Z)}
denklemi M {izerinde genellestirilmis Gauss egrilik denklemi ve
nor(R(X,Y)Z) = V(X,DyZ2)-V(Y,DxZ)-V([X,Y], Z)
+nor{DxV (Y, Z)-DyV (X, Z)}

denklemine de M iizerinde genellestirilmis Codazzi-Mainardi denklemi denir (Haci-

salihoglu, 2004).

Tanim 2.2.31: M manifoldunun koneksiyonu V ve bir U C M agik altciimlesi
iizerinde bir koordinat komsgulugu (U, ¢) olsun. x(U) iizerinde C*° vektor alan-
larimin ortonormal bazi {9y, O, ..., d,} ve bu bazin dual bazi da {w!, w?, ..., w"}

olmak iizere, VX € x(U) i¢in
V0, = wh(X)0
WP (V8y) = wt(X)
dir. Buna gore

w?: x(U) — C%(U,R)
X —_— wf(X) :wp(Vxﬁj)
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olarak tanimlanan wﬁ-’ 1-formlarma, U iizerinde {01, 0s, ..., 0,} baz vektor alan-
larina gore V koneksiyonunun 1-formlar: denir.

Ozel olarak X = 0, alinirsa

w?(0r) = wP(Vy,0;)
= wP([1,.0)
= [Lwr(d) L wP(0;) = o

= [wP(0) ,1<jp<n

buradan da

olur (Hacisalihoglu, 2003).

Tanim 2.2.32: n > 2 ve 0 < p < n olmak iizere,

i) Si(r) = {X e RI*! ¢ g(X,X) = r?} hiperquadratigine, R'*! uzaymda
r > 0 yarigapl, n-boyutlu ve p indeksli pseudo kiire denir.

i) Hi(r) = {X € Rl : (X, X) = —r?} hiperquadratigine, R?! uzaymda

r > 0 yarigapl, n-boyutlu ve p indeksli pseudo-hiperbolik uzay denir (O’Neill,1983).

Tanim 2.2.33: n > 2 ve 0 < p < n olsun.

i) Sp(r) pseudo kire, ¢ = 1/r? sabit pozitif egrilikli, tam Riemann mani-
foldudur.

i) H}(r) pseudo-hiperbolik uzay, ¢ = —1 /r? sabit negatif egrilikli, tam Rie-
mann manifoldudur (O’Neill,1983).

Tanim 2.2.34: M(c), p-indeksli indefinite uzay formu olsun. ¢ > 0 ve p = 1

ise M uzayma I-indeksli de-Sitter uzayr denir (Zheng, 1996).
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BOLUM 3
DE-SITTER UZAYINDA SPACELIKE YUZEYLERIN LOKAL
TEORISI

3.1 De-Sitter uzay1

3.1.1. De-Sitter 3-uzay:
R?, Lorentz metrikli 4-boyutlu Lorentz (Minkowski) uzay: ise
< (@o,21,%2, %3), (Yo, Y1, Y2, Y3) >= —ZoYo + T1Y1 + Tayo + T3Y3
dir ve de-Sitter 3-uzayi
St =57(1) = {(wom1,22,23) E R | —af + 2] + 25 + 25 =1}

R} uzayindan indirgenmis metriklidir.

S3. 1 sabit kesit egrilikli, basit baglantili 3-boyutlu Lorentzian manifoldudur.

3.1.2 Geodezik

Teorem 3.1.1 I C R ve

v I ot —A(t) €S}
de bir egri ve

7(0) =p ve 4(0) = v

ve v nin S? uzaymda (o) = p ve ¥(0) = v € T,,5? sartiyla bir geodezik olsun.

i) Eger v spacelike geodezik ise < v,v >=1
v(t) = (cost) p + (sint)v
ii) Eger v timelike geodezik ise < v,v >= —1

v(t) = (cosht) p+ (sinht)v
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iii) Eger v lightlike geodezik ise < v,v >=0
v(t) =p+tv
dir. Burada herbir geodezik tamdir.
3.1.3 Hermitian matris modeli

R} uzaym 2x2 tipindeki simetrik matrisler olarak ele alabiliriz, bu da

3 .
To+ T3 X1+ 129

fiRY 29X = (w2129, 73) = X = Zxkek = (3.1.1)
k=0 Ty — 1Ty To— T3
doniisiimii birebir eslemedir.
10 0 1 0 =1 1 0
€o = ; €1 = , €2 = ) €3 =
0 1 10 -1 0 0 —1

R} uzaymda bir taban oldugundan de-Sitter S} uzay

S ={X1X*"=X detX=-1}

seklinde ve metrigi ise
1.
<X,)Y >= —izz(Xez,Yeg)

seklindedir. Ozel olarak

2] =< X, X >= —det X
dir.

Lemma 3.1.2: S} = {Fe3F* | F € SL(2,C)} dir.

ispat:

(X | X*=X, detX = —1} = {FesF* | F € SL(2,C)}
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oldugunu gostermeliyiz.  Ifadesinin sag tarafindaki herhangi bir elemanin sol
taraftaki ifadenin de elemani oldugu agiktir. Tersini gosterelim.  Sol taraftaki

herhangi bir X icin;

A0
E € SU(2) mevcuttur > X = FE ' E*
0 Ao

Bu ifadedeki A\jve Ay, X in 6zdegerleridir. X = X* oldugundan; A\; ve Ay reel
-1
olmahdir. det X = —1 oldugundan dolay1; X in 6zdegerleri, A ve - (A > 0 igin)
yazilabilir.

Bu durumda

A0
X=F E*
0
oyleki
X = FegF*

bulunur. Burada A > 0 oldugundan

Vi 0
F=F e SL(2,0)

1
0 %

bulunur.

3.1.4 Goriinmez top modeli

S3 uzayindaki spacelike immersiyonlar1 goriiniir kilmak igin, S; uzaymin hollow

ball modeli (Kim and Yang) daki gibi kullanilirsa, herhangi bir X noktasi i¢in

To + X3 Ty + ixz
3
— ($07$171’2,$3> € Sl

T — ’il‘g T — ifL’Q

dir. Ayrica 1 <k < 3 icin

arctan x
e 0

Y = —F7—=Tk
V1+a3
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olmak iizere, e ™™ < y? + y3 + y3 < €™ dir.
(z0,m1.@9, 23) < (Y1, Y2, y3) birebir egleme, S} uzayindan goriinmez top uza-
yina birebir ve drtendir.

O halde
H={(y,y2,y3) €R’ | e " < i +y3+y; <e}
dir.

Bu durumda S3, H goriinmez top ile dzdeslesir.

3.1.5 Slab modeli

Tanim 3.1.3: 5% uzaymin slab modeli Y = {(¢,2) | =1 <t <1, z € (CU{cc})}

olarak tanimlanir.

2 2 2
ds? = 2 —dt* + t,“ dzdz v |
2 -1 zz4+1

seklinde tanimlidir.

Metrigi

Y ile S? uzay1 arasindaki karsilikli baginta:

_ 2 > 2 S 2 _
Y9(t,z)—>( 2t tP+1z4+2 t°4+10(2—2) t°+122 1)6519’

2—1"2—1224+1 12—1 zz+1 " t2—122+1

ve
\/1+$(2)—1 $1+i$2 3
Y > , — ($07$1’$2,Z’3) € Sl
To V1+tad —
seklindedir.

3.2. S? Uzayindaki Spacelike Immersiyonlar

3.2.1.Temel denklemler

D c C, z = z + iy kompleks koordinath basit baglantili bir tanim kiimesi olsun.
(Bu boliimde yalmizca yerel teoriyi inceledigimizden, D altuzaymmim daima basit

baglantili oldugu varsayilacaktir)



20

f: D — S? spacelike bir immersiyon olsun yani
ds® =< df,df >

indirgenmis metrigi pozitif tanimhdir. Genelligi bozmaksizin, f immersiyonunun

konformal oldugunu varsayabiliriz. Bu durumda diferensiyellenebilir bir

u:D—R
fonksiyonu vardir.
I <fof:> <fofz> 1, (01
— = —¢
<fif:> <[fusf:> 2 10
oldugunda
9 5 _ ~ dz
ds* = e™dzdz = (dz,dz) 1
dz
dir. Yani

1
< fz:fz >=< fiafz >=0ve < fzafi >= 562“

seklindedir. Bu ifadedeki

_Af 1[/of of _Of 1 /of  of
regma(m i) ez ()

ve < , > lineer olarak T'pS} (p € S?) tanjant uzaymin kompleksine genisletilmistir.

Teorem 3.2.2: Her bir p € D igin N(p), p noktasindaki f immersiyonunun
birim normal vektorii olsun. Bu durumda N(p) € TpS%, p de f immersiyonunun
f«(T'pD) tanjant diizlemine ortogonaldir.

f immersiyonu spacelike oldugundan dolayr N normalinin timelike yani
< N,N >=—-1

dir. N future pointing oldugundan N normalinin birinci koordinati pozitiftir.

Bundan dolay1

fiN:D— H*={n=(ng,ni,n2,n3) €RY |[<n,n>=-1, ng >0} (3.2.1)
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f immersiyonunun 2. temel formu

dz
h=— <df,dN >= (dz,dz) 11
dz
ile tanimlanir. Bu ifade

< fory N> < f.5, N>
< fez, N> < fzz, N>

II=

seklindedir. Ayrica f immersiyonunun sekil operatorii S = II /T seklinde tanim-

lanir.

Tanim 3.2.3: f immersiyonunun H ortalama egriligi ve () Hopf diferensiyeli
1
H = 52’2’5 =22 < fo N >ve Q =qdz* =< f.., N > dz*

seklinde tanimlanir. Burada ¢ kompleks koordinatin se¢imine bagh olmasina rag-

men, ) ve H kompleks koordinatin se¢ciminden bagimsizdir.

Teorem 3.2.4: f immersiyonunun hareketli ¢atist

f:(N7fz7f57f)

olsun. Bu durumda, F, = FU ve F; = FV vardir. Ayrica

0 —q —e™H/2 0 0 —e2H/2 —q 0
—H 2u, 0 1 —2e~2ug 0 0 O
U= ve V =
—2e g 0 0 0 —-H 0 2uz 1
0 0 e /2 0 0 —22/2 0 0

dir. Bu asagidaki Gauss -Weingarten denklemine 6zdestir.
fzz = _qN + 2u, fz
fzg = —%62uHN — %€2uf
J:z = —qN +2usf;
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ve
N, =—Hf, —2e *qf;
N; = —2e2qf, — Hf:

olur.

Gozlem:
e H/2 H Qe 2ug
II = 1 / ve S = 1
e H/2 q 2e g  H

esitlikleri var oldugundan
h=qd® + qd? + ¢®Hd.d: = Q + Q + Hd?
Gauss-Codazzi denklemi; (yani (F}); = (F%), integrallenebilirlik kogulu)
U=V, = [UV]=0
denkligine 6zdestir ve
2us + 362“(1 — H?) +2e %3 =0 (3.2.2)

formuna sahiptir.

H, +2e ¢ =0 (3.2.3)

( 3.2.2) Gauss denklemi olarak adlandirilir ve (3.2.3) ise Codazzi denklemidir.
ds® = e*"d.d

denkleminin Gauss egriligi

Pu
. —2u — —2u
K=e¢ (@ + 6_y2) = —4e Uys (324)
ile tanimlanir. Dolayisiyla (3.2.2) Gauss denklemi

K=-H*+4e"qg+1=—detS+1 (3.2.5)

olarak yazilir.
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3.2.2. f immersiyonu icin 2 x 2 tipinden lax ¢ifti

Bu kesimde 5% uzaymimm Hermitian matris modeli kullanilacaktir. Yani Rf uza-

yindaki (xg, 21, 22, r3) noktasi

3 To+ T3 T1+ 129
X Tk —
k=0 ;
Ty — 1Ty Tog— T3

matrisi ile 6zdeslestirilecektir.

Ayrica metrik
1
VXY € S icin < X,Y >= —Eiz(XGQYteg ) <X, X >=-—detX

ile verilir. Bu durumda asagidaki énerme ortaya cikar.

Onerme 3.2.5: VX,Y € S? i¢in F' € SL(2,C) ise
< X,)Y >=< FXF* FYF* >
dir.

Onerme 3.2.6: F € SL(2,C) vardir. ( F in igsaretine gore tek olan )

Ayrica z = x + iy olmak {izere,

N = FF* |§I\ = Fe F* % = FesF*  f = FesF™*

dir.

Sonug: 3.2.5. dnermesindeki gibi F' segilirse,
fz =€"FeiF* ve f, = e"FeyF™

ve
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dir. U,V Lax cifti F~'dF = Ud, + Vd; olarak tanmimlanir.

Sonug: U, V Lax ¢ifti i¢in

1 U, —e"(1+ H 1 —U, —2e g
U=-> SR T K
2\ —2eyg —u, 2\ ev(1- H) Us

dir.

3.2.3 Total umbilik immersiyonlar

Eger q(p) = 0 ise bir p € D noktas1 f : D — S? spacelike immersiyonunun bir

umbilik noktasidir. f immersiyonu eger ¢ = 0 ise total umbilik olarak adlandirilir.
Teorem 3.2.7: f: D — S} bir total umbilik immersiyon olsun, bu durumda

i) U, V Lax ¢ifti igin

1 [ u, —e“(1+H 1 —Us 0
U=- ( ) ve V = —
2 0 —u, 2 e"(1—H) wu,

dir.

it) Fjr, - D — C(j, k = 1,2 ) fonksiyonlar

Fll F12
F21 F22

F =2
esitligini saglar. Dolayisiyla
Fi1Fy — FioFy = e

dir. Ciinkii F' € SL(2,C).
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Lemma 3.2.8: Biitiin F}j; fonksiyonlar: holomorfik fonksiyonlardir.

Ispat: U = F~'F, oldugundan

1 Uy -6"(1+H) 1 uz+26“(F22(F11)z-F12(721)2 264(F22(F12)z-F12(F22)z
2 ] o _ _
0 —U, 2e"(F11(F21)-Fo1(F11),)  u,+2e"(F11(Fag)-Fo1(F12)
dir. Buradan
Fyy  —Fiy (Fll)z B 0
—Fy Fp (F21)z 0

ve

dir. Yani F}; ve F5; holomorfiktir.
Benzer sekilde
V =FF, (F), = (Fs),=0

oldugu gosterilebilir. Yani Fi5 ve Fys holomorfiktir.

3.2.4 CMC 1 immersiyonlar:

S3 uzaymdaki sabit ortalama egrilikli 1 spacelike immersiyonlar 6zel gosterim for-
miiliine sahiptir, bu gosterim Aiyama-Akutagawa gosterimi olarak adlandirilir.

Bu alt boliimde de bu formiil ispat edilecektir.

Lemma 3.2.9: f : D — S3 spacelike bir immersiyon olsun. Eger f immersiyonu
H =1 sabit ortalama egriligine sahipse, bu durumda (F'B), = 0 olacak sekilde
bir B: D — SU (1,1) mevcuttur.

Uyar1: 3.2.6 onermesindeki ilk ii¢ esitlik saglamasa bile

f=Fer=(FB)es(FB)"



olarak bilinen f immersiyonu, B ile islem yapildiginda degismeyecektir.

Ispat: H =1 oldugunu varsayalim.
B;:=-VB

olacak sekilde B bulunmalidir.
B, =WB

olsun.

Buradan (3.2.6) ve (3.2.7) Lax ikilisi
B,=(W-—-V)BveBy=i(W+V)B
ifadesine ozdestir. Basit bir hesaplama ile
W—-V,i(W+V)e SU(1,1) den W = e3V™e3
bulunur. O halde

1
V. + (esV7e3). + [V, e3V7es] = 562“ (1—H)es

dir. Dolaysiyla eger H = 1 ise (3.2.8) Lax ikilisi i¢in uyumluluk durumu

‘/z + (63‘/*63)5 + [‘/, 63‘/*63] =0
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(3.2.6)

(3.2.7)

(3.2.8)

(Fujimori, et al., 2005) sl(n,C') ve SL(n,C') li bir benzeri, su(1,1) ve SU(1,1) ile

yer degistirince, (3.2.6) - (3.2.7) Lax ikilisinden B € SU(1,1) ¢tziimlerinin vardir.

O halde (3.2.6) B € SU(1,1) dir.

f, H =1 sabit ortalama egriligine sahip oldugundan B ¢6ziimii

b

a _
~ ve aa —bb=1
b a

B =
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seklindedir. F'B mevcut oldugundan

—ab —a?
(FB)"Y(FB), =B (U +e3V*e3)B = e* )
b2 ab
dir. w, g, F
w = wd, = e*b*d,,
_a
7%
F = FB

seklinde tanimlansin.
(a|* = [b]* = 1 oldugundan dolay1 |g|* > 1 dir). Bu durumda F, z de

holomorfiktir ve Aiyama Akutagawa gosterimindeki gibi

2
Fuar=7 77 Juw (3.2.9)
elde edilir.
(3.2.9) dan, w holomorfik 1-formdur ve g meromorfik bir fonksiyondur.
g fonksiyonunun kutuplarinin kiimesi, w nin sifirlarinin kiimesidir ve g fonksi-

yonunun k. mertebeden her bir kutbu, g ve w nin tanimi itibariyle 2%. mertebeden

w nin bir sifindir. D iizerindeki bir Riemann metrigi
d3* = (1 + |g*)*ww (3.2.10)

esitligi ile verilir.
Ayrica
(1= |9 ?wid = ¢*d.d:
ve Aiyona - Akutagoma gosteriminde kullanilan g ve w dan dolay1 yukaridaki
metrik elde edilir. V = —B;B'oldugundan dolay1 V ile —B;B ™! iist sag girdiler
karsilagtirilirsa,

q= eu(l_)z

l
|
l

IS
>
SN—
I
Ne
0
S



28

bulunur.
Tersine (3.2.9) u ¢ozen herhangi bir F ile baslarsak, spacelike bir CMC 1 im-

mersiyon olan FezF™* 1n elde edildigi kontrol edilebilir.

Teorem (Aiyama - Akutagawa Gosterimi):
D, zg € D baz noktali C' uzayinda basit baglantili bir tanim kiimesi olsun.
g:D— (CU{och\{zeC ]2 <1}

bir holomorfik fonksiyon ve w, D iizerinde holomorfik 1-form olsun, dyle ki w nin,
2k. mertebeden bir sifira sahip olmasi i¢in gerek ve yeter sart ¢ nin, k. mertebeden

bir kutba sahip olmasi ve 6yle ki w nin bagka hi¢ bir sifir1 olmamasidir.
F(z) F ile, (3.2.9) esitligini saglayan

F=(Fy):D— SL(2,C)

holomorfik immersiyonunu segeriz. Bundan dolayr f : D — S? ile tamimlanan
f = FesF* konformal spacelike CMC 1 immersiyonudur. D {iizerindeki indirgen-
mis ds? = f*(ds*S}) metrigi ve f immersiyonunun h, II. temel formu ve Q, Hopf

diferensiyeli asagidaki gibi verilir.
ds? = (1—[g/)2w0  h=Q+Q+ds® Q=uwdyg (3.2.11)

Tersine, herhangi bir basit baglantili spacelike CMC 1 immersiyonu, bu sekilde

gosterilebilir.

Uyar1: Yukaridaki Aiyoma Akutagawa temsilini ispatlamada H = 1 se¢iminin

onemli bir yeri vardir.



3.2.6 teoremiyle ilgili asagidaki uyarilar: yapalim.

Uyarz:

(1) (3.2.4) ile (3.2.5) denklemleri S uzaymdaki spacelike bir CMC 1 immer-

siyonunun Gauss egriliginin daima negatiften farkh oldugunu ifade ederler. Bu R3

Lorentz 3-uzayindaki maksimal immersiyonlardaki durumun benzeridir, ve R® Ok-

lit 3-uzayindaki minimal immersiyonlarda ve H? hiperbolik 3-uzaymdaki CMC 1

immersiyonlarindaki durumlardan da farkhdir.

(2) Umehara ve Yamada nin terminolojisini kullanirsak g, ikincil Gauss doniisii-

mii olarak adlandirilir. Ayrica (g, w) ikilisine Weierstrass verisi ad1 verilir.

(3) f immersiyonunun future pointing birim normal vektor alan

2
1 - +1 2 -
= 3 F |g| 29 F*
lg]" =1 25 |gI>+1

olarak verilir.

(4) (3.2.11) esitliklerini saglayan F' holomorfik immersiyonu icin
f=FF:D— H
1. temel form
Frd) ve h= -0 — O+ d&?

olan 2. temel formlu konformal bir CMC 1 immersiyonudur.

2. temel formdaki

~

Q = wdg,

f doniisiimiiniin hopf diferensiyelidir.
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(Umehara and Yamada, 1993) daki (2.6) denklemiyle G, ¢g ve () arasinda su
bagint1 mevcuttur.

2Q = S(g) — S(G) (3.2.12)

Bu ifadedeki

!’

st = st vesito = (£) - 5(2) (= aa

9

g dontigtimiiniin Schwarzian tiirevidir.

3.3 Hiperbolik Gauss DoOniisiimii

f: D — S? doniistimii spacelike bir immersiyon ve N future pointing birim

normal vektor alan olsun.

Tanim 3.3.1:
G:D — CU{o0}

hiperbolik Gauss doniigiimii

a b
fHN=
c
olmak {izere
b
S 3.1
G p (3.3.1)

ile verilir.

Hiperbolik Gauss doniigiimiiniin geometrik olarak anlami sudur, N = FF*
future pointing birim normal vektorii, S} uzayindaki f = F,,F* yiizeyine hem
diktir hemde F € S? iin herbir noktasinda R} uzayindaki S§ uzayma da tegettir.
P nin (0,0,0,0), f ve f + N noktalarim igeren R? uzaymdaki yegane 2 boyutlu
diizlem oldugunu kabul edelim. Dolayisiyla, S} de-Sitter uzaymdaki v geodezigini
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igeren P, f immersiyonunda baglar ve N dogrultusunda genisler. (Bunun nedeni
sudur: S$ uzaymdaki biitiin izometriler, VA € SL(2,C) igin AfA* formundadir

ve PN S} ii, bir diizlemde yatan
{(cosht, sinht,0,0) € Rf|t € R}

geodezigine hareket ettiren R} uzaymin bir dénmesi vardir) Bu v geodezigi, R}

uzayimin light koninin
Nt = {(z0, 21, 72, 23) € RY| — 2 + 2} + 23 + 25 = 0,39 > 0}

Ust yar konisi NT daki smirlayic1 bir dogrultudur. f + N dogrultusundaki bu
sinirlayict dogrultu, f immersiyonunun hiperbolik Gauss doniigiimiidiir.

S? 1i siurlayict dogrultularin kiimesini,
[(z0, 71, T, 23)] = {a (0, 71, T2, 13)|] € RT} (20, 21, 79, 23) € NT
dogrultusunu, S? uzaymdaki
(z1/ 20, T2/ 20, 73/ T0) € S*
noktasiyla bulusturarak tamimlayabiliriz. Yani

a b b+b. b—b —
") ent (20 270 (58 es
b ¢ a—+c a—+c a—+c

seklinde ifade edilebilir. Stereografik projeksiyon ile birlestirirsek

(€ +1i6)/(1=&3), & #1

o0, 63:1

5? (61,89, 83) —

ifadesi elde edilir. O halde

a b

b
- eNt —eq@U{oo}
b ¢ ¢
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seklinde tanimlanir.

Lemma 3.3.2: (Bryant, 1987; Umehara and Yamada, 1993) Eger f : D — S}

CMC 1 immersiyon ise bu durumda G holomorfiktir.

Ispat: 3.2.5 Lemmada goriildiigii gibi (FB): = 0 olacak sekilde bir

B € SU(1,1) mevcuttur. F' = F'B tammladiktan sonra

F
10

f+N = 2F F*
00

(ﬁlld — Flgl;)(ﬁlla — Flgb) (Flld — Flgl_)) (Fgla — Fggb)
(Fgld — FQQT))(FHCL — Flgb) (ﬁgld — FQQB)(FQla — Fggb)

bulunur, burada

- Fn F a b _
F= ~11 ~12 ve B=| _ aa —bb=1
oldugundan R o ~ ~
G- Fria — Fieb  Fiig + Fio

- Fna— Fpb  Faug+ Py
seklindedir. F i ve g holomorfik olduklarindan G holomorfiktir.

Uyar1 3.3.3: 3.2.9 denkleminden
an dFm Fn F12 g —92
dFy dFy, Fy  Fy 1 —g

Fllg + Fiy _g(ﬁllg + FIQ)
Fmg + F22 —g(ﬁmg + Fzz)
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esitligini elde ederiz. Boylece hiperbolik Gauss doniigiimii,

a — an + 1*:’12
Fo19 4+ Fao
g
%y,

dFy,
dFyy

olarak yazilabilir.

Lemma 3.3.4.: Eger f: D — S? uzayma total umbilik ise, bu durumda G

antiholomorfiktir.

ispat: 3.2.4 Lemmada gosterdigi gibi, f ve F' in gatisin

u ~
— [ Fi1 F
F_ o2 ~11 12
Fa1 Fa
olarak ifade edersek, buradaki

fonksiyonlar1 holomorfiktir.

10 FuF, F,LF
FeN—oF B — g 11 ~11 11 ~21
00 Fi1Fy Fy Fy

esitliginden dolay1

F F
F21 F21

Hem Fi; hem de F3; holomorfik olduklarindan G antiholomorfiktir.

denklemini elde ederiz.
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Ayrica bu iki lemmanin tersi de dogrudur. Aslhinda, asagidaki énermeyi elde

ederiz.

Onerme 3.3.5: G hiperbolik Gauss doniisiimiiniin holomorfik (antiholomor-
fik) olmas: icin gerek ve yeter sart f immersiyonunun bir CMC 1 immersiyonu

(total umbilik) olmasidir.

Ispat: (3.3.1) aracihg ile

GG @

G 1

F4+N =C

yazabiliriz. Buradaki ¢ : D — R uzayma giden reel degerli bir fonksiyondur.

Eger GG holomorfikse, bu durumda
(f+N), =

esitligi vardir. Dolayisiyla
<(f+N), . (f+N),>=—det[(f+ N),]=0
seklinde yazilir. Diger taraftan, Weingarten denklemiyle
(f+N),=f:+N. =1 - H)f. -2 qf;

ifadesi bulunur.

Dolayisiyla ;

<(f+N)Z7(f+N)Z> = (1_H)2<fz7fz>+4ei4uq2<f27f2>
+46_QUQ(H - 1) < fZ)fé >
= 2(H—1)q

elde edilir.
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Buradan eger G holomorfikse, buna bagh olarak
q(H-1)=0 (3.3.2)

elde edilir.
Benzer gekilde, eger G antiholomorfikse, tekrar (3.3.2) ifadesini elde ederiz.

Buradan (3.3.2) ve (3.3.4) lemmalarii birlestirerek istenilen sonug elde edilir.
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4. BOLUM
3 BOYUTLU DE-SITTER UZAYINDA SABIiT ASAL EGRILIiKLi
TAM SPACELIKE YUZEYLER

4.1 Asil Sonucun ifade ve Tamitimi

L* 4-boyutlu Lorentz-Minkowski uzay1 olsun. Reel vektor uzayr R* uzaymm

standart koordinatlar1 (z1, x5, 3, x4) olmak iizere Lorentzian metrik tensor
<, >=da} + da3 + dvi — da]

seklinde verilir. 3-boyutlu de-Sitter uzayi, L* uzaymin hiperkuadratigi olarak
verilmistir. Yani,

S ={relt|<mzx>=1}

seklindedir. Bilindigi gibi S de-Sitter uzay1, L* uzaymdan kalan zaman-uyumlu
Lorentzian metrigi onu sabit kismi egrilikli Lorentzian uzayinin standart modeli
yapar. 2-boyutlu M baglantih manifoldunun ¢ : M? — S% C L* diizgiin im-
mersiyonunun spacelike yiizey olabilmesi i¢in M iizerinde Riemann metrigi olmasi
gerekir. Ayrica <, > ile gosterilir. S} uzaymin zaman benzeri bize M iizerinde
kiiresel olarak tanimlanan N timelike birim normal cismini segmemizi, S} uzaymin
tanjant1 M manifoldunun N ile baglantili oldugunu kabul etmemizi saglar. Son

olarak M manifoldunun N ile baglantili asal egriliklerini A\;ve \; ile gosterecegiz.

Teorem 4.1: R?> < 1 olmak iizere R sabit asal egrilikli ¢p : M — S3
doniigiimiinii tam spacelike yiizey alahm. Boylece (M) ya tamamen umbiliktir
ya da serbest umbiliktir. Ikinci durumda R > 0 ve yiizey kompakt degildir. a,
C*> smifindan S} uzayinda tam regiiler bir egri ve {vi(y),v2(y)} de o boyunca

normal diizlemin ortonormal ¢atisi oldugunda

V(r.y) = < (Raly) + cos(@n o) + sin@afw) (@1
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seklinde tanimlanir.
Diger taraftan S5 regiiler bir egri verilirse, (4.1.1) denkleminde 0 < R?* < 1
iken S} uzaymnda sabit asal egrilik R ile serbest umbilikli spacelike immersiyonu

tammlanir.

ispat:
v M? — S} cL?

doniigiimiinii S§ uzayinda sabit asal egrilikli
0<M\M=R<1

tam spacelike bir yiizey alalim.
M yiizeyinde umbilik olmayan bir p eleman: varsa asal egriligi Ay # R olmak

lizere

< dy,dp >= Edu® + Gdv®

ve

< dip, —dN >= REdu* + \Gdv?

sartlarini saglayan umbilik nokta olmaksizin U daki p komsgulugunda (u,v) lokal
parametrelerini diisiinebiliriz.

Yap1 denklemleri

Eu Ev
wuu = ﬁ¢u_ﬁwu_REN_Ew
Eu Gu
wuv - ﬁquju + %wv
Gu Gv
wvv - _ﬁwu + ﬁwv - )‘QGN - G¢

N, =t
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seklinde gosterilir.
1 immersiyonu i¢in Codazzi-Mainardi denklemleri de

(R—A)E, =0

Gu
(R— )\2)% +(R—=X2)y =0

seklindedir.
Ay # R oldugundan E katsayis1 v ye bagh olmadigindan F = FE(u) seklinde
yazilir.

Yeni parametreleri
o= [VEWd, y=u
seklinde diisiiniirsek yap1 denklemleri;
7»ij93 = —RN — 77b

Gz

Gz Gy
¢yy = —TTﬁm + ﬁ@by — XMGN — Gy (4.1.2)
N, =-Ry,
Ny, =-X\1,
Codazzi-Mainardi denklemi de
Gz
(R— )\2)% +(R—X),=0 (4.1.3)
seklindedir.
Diger yandan Gauss denklemi
Gx Gz, B 9
<ﬁ)m+(%) =RM\—1 —R(}\Q—R)+R —1 (4.1.4)
seklinde verilir.
1
SO —=
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seklinde alirsak (4.1.3) ve (4.1.4) den

Gx

Py = QGQO

e = (2)e + (527 (1.1

p=-R—(1-Rp
denklemini elde ederiz.
R asal egriligi igin
q=U(zo,y0) €U

a noktasindan gegen maksimal egrilik ¢izgisini v, alahm.
wo € L

sabit vektorii icin
(Vo) + (1 = R?)yy = Ru,
diferensiyel denklemin ¢oztimii v, nun geodezik egri olmasidir.
Herhangi iki vektor w, ws € L* ve 0 < R < 1 icin

R
fyq = COS( (1 — RQ)t)wl + sin( (1 — RQ)t)U)Q + 1_—R2’U}0 (416)
seklinde verilir.

a, b sabitleri i¢in (4.1.5) denkleminden asal egrilik Ay, v, tizerinde

R — Ay = (acos(/(1 — R?)t) + bsin(y/(1 — R?)t) — 1 _RRz)_l

(4.1.7)

olarak hesaplanabilir.
7,(t1) ifadesini, v, tizerinde 1. umbilik nokta ise (4.1.7) denkleminden elde

ederiz ve Ay nin siirekliligi

0= R = o(y,(t2)) = limR — Aa(7,(t)) # 0

ile celigir.
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Bu ytizden v, {izerinde hi¢ umbilik nokta yoktur.
Gortiliir ki M tam oldugu i¢in V¢ € R igin v, geodezigi tammhidir. Dahasi

R # 0 olmasi durumunda da baz1 t € R i¢in
acos(V1 — R?t) + bsin(vV1 — R*t) =0

olmas1 da A nin siirekliligi ile celisiyor.

U kiimesini, p noktasini iceren umbilik olmayan noktalarin baglantili bilegeni
olarak alalim.

Belirli 3, 3, i¢in

—00 < ff; < fy <00
oldugunda
(z,y) € (—00,00) x (b1, F2)
tarafindan parametrelendirilebilen (bir 6nceki sebepten) U agik kiimesinden dolay

immersiyon (4.1.6) denkleminden

R
11— Rr2"0

P(z,y) = cos(V1 — R2x)w (y) + sin(V1 — R2x)ws(y) + (y) (4.1.8)

olarak ifade edilebilir.

Yukarida ki tartigmalar ; tizerinde umbilik olmayan noktalarm var oldugunu
ispatlamamiz igin yeterlidir. Ashnda (4.1.7) esitliginden p,, € ~,, noktasini sege-
biliriz ki boylece

A2(pn) = % # R
elde edilir. Son olarak kompaktlik ile ilgili tartigmalardan p € ~; umbilik olmayan
noktasina {p,} in {px} altserisinin oldugu stylenebilir.

Tersine M ya serbest umbilik ya da total umbiliktir.

1
a:ﬁwo, U1:V1—R2’LU1, 02:\/1—R2w2

oldugunda (4.1.8) ifadesi

Vigy) = \/%Rz (Ra (y) + cos <mx> V1(y) + sin (\/1—7}321’) Vg (y))
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olarak yeniden yazlabilir. (4.1.2) ifadesinin ilk denklemi kullanarak ¢ ve 1,

ifadelerinden Gauss doniigiimii olan N hesaplanabilir. Boylece

<‘10»90>:17<90x’90x> :1’<N7N> = -1

ve bunlar ¢, ¢,, N ortogonal oldugu i¢in «, vy, ve ortogonal ve (a,a) = —1,
(v1,v1) = 1 ve (vg,v9) = 1 oldugunu gosterir.

Diger taraftan ¢, 1, ve N normaline dik oldugu igin < ¢, N > = 0 ifadesini

il?y )
kullanabiliriz.

Lo, Hq Ve s C*° smifindan fonksiyonlar ve «, v; ve vo L* uzayinda ise
o =pgP vy =mP vy =p,P
seklinde yazilabilir. Dahas1

(Rptg + cos(V'1 — R2x)puy + sin(vV1 — R2x)p,)?

<wy7wy >= 1_R2

pozitif oldugundan bu bize gosterir ki p, # 0 dir. Ve bu yiizden tanjant vek-
tor P ile «a regiiler egridir. a boyunca normal diizlemin ortonormal cati alani
{v1(y),v2(y)} dir. Son olarak M nin kompakthigindan « nin kompakthg goste-
rilir.

Tersi basit bir hesaplamayla gosterilir. Immersiyon kompakt oldugundan ve

R
1—-R?

R — Xy = (acos(+/(1 — R?)t) 4 bsin(+/(1 — R?)t) — )t

ifadesinden dolay1 R # 0 dir. ¢ € R igin
acos(V1 — R?t) + bsin(vV1 — R*t) =0

oldugunda v, tizerinde bir nokta var olmasi Ay nin siirekliligi ile geligir. Bu ytiz-

den yiizey, kiire etrafinda tamamen umbilik olmalidir.
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4.4. Ornekler

Basit baglantili 2-boyutlu monifold M iizerinde, II simetrik (2,0) tensor, I
Riemann metrigi verilsin. Eger I ve II, S? de-Sitter uzaymim Gauss ve Codozzi-
Mainnardi denklemlerini saglar ise, o zaman I ve II, sirasiyla birinci ve ikinci
temel form olmak tizere ¥ : M — S} uzayma giden sadece bir immersiyon vardir
(Greene, 1970). Ifadesinden yararlanarak asagidaki ornekleri ifade edecegiz.

Ik olarak sabit asal egriligi R = 1, umbilik ve umbilik olmayan noktalar ile S3

uzayinda tam baglantili yiizeylerin ailesini elde ederiz.

Ornek 4.4.1: 1. temel form
I, = da? + i (2+ (22 —2) h(y))” dy?
ve 2. temel form
I, = da® + i (2422 h(y)) 2+ (2% —2) h(y)) dy?

seklinde verilen ¥, tek immersiyonunu ve R? = M oldugunu diisiinelim. (sabit
bir ¢ i¢in

0<h(y)<ec<1

oldugu durumda tanimlanmayan
h:R—R
C* fonksiyonu oldugu durumda)
[=da®+ i(mQh(y) +2(1 — h(y)))*dy® > d2* + (1 — ¢)*dy?

ve dz? + (1 — ¢)dy? bir tam metriktir. Dolayisiyla

2+ 2%h(y)
21 (22— 2)h(y)

1 ve
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asal egrilikleri ile ¥, immersiyonu tamdir.

Boylece umbilik noktalarin kiimesi

Q= {(zy) [ hly) = 0}

Q) kiimesinin bog olmayabilecegi goziikiiyor.
Simdi de, sabit asal egriligi R > 1 ve umbilik ve umbilik olmayan noktalar ile

S} uzayindaki tam baglantili yiizeylerin ailesini insa edecegiz.

Ornek 4.4.2: h : R — R negatif olmayan C™ fonksiyonu baz1 noktalarda

tanimsiz ve R > 1 oldugu durumda sirasiyla 1. ve 2. temel formlar

(R3h () + (B~ 1) emx)2

1
Ipy = —da? du?
Rh = g0+ R2(R® — 1) y
Lo (1 fimTow 3 4 V1-mze 2
g, = de + <Ee R —|—(R2(j’i)2 (R h(y)+ (R — 1) e R dy

ile Up, tek immersiyonunu ve tekrar M = R? oldugunu diigiinelim.
1 1—1 9y
IR,h > ﬁ <d£2 +e 1=5722 dyz)

oldugu igin,

Rh(y) + (R* — 1)eV! " #"

Rve R
R3h(y) + (R? — 1)eV ' 72"

asal egrilikleri ile ¥;, immersiyonu tamdir.

Tekrardan umbilik noktalarin kiimesi

Q= {(zy) [ hly) = 0}

seklindedir.
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SONUC VE ONERILER

Bu calisma sirasinda, Oklid ve Lorentz uzayimndaki temel kavramlar ve teo-
remler verildi. De-Sitter 3-uzayindaki spacelike yiizeyler icin Hermitian ma-
tris modeli, goriinmez top modeli, slab modeli ve immersiyonun lax cifti gibi
bazi kavramlarin tanimlari ve metrikleri incelendi.  Ayrica bir immersiyonun
causal karakteristiginden bahsederek spacelike immersiyonlar ve sabit ortalama
egrilikli immersiyonlar iizerinde duruldu. Immersiyonun ortalama egriligi veril-
erek, integrallenebilirlik kosulu i¢in Gauss-Codazzi ve Gauss denklemi hesapland.
Hiperbolik Gauss doniigiimiiniin tanimi ve geometrik yorumu verilerek crnekler
incelendi. Sonra 3-boyutlu de-Sitter uzayinda sabit asal egrilikli tam spacelike
yiizeyler ile ilgili bir teorem verildi. Son olarak da S? uzaymnda tam baglantih
yiizeylerin ailesi elde edildi. De-Sitter uzayindaki spacelike yiizeyler i¢in incelenen

modeller ve ozellikler, bu uzayda null ya da timelike yiizeyler i¢in de incelenebilir.
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