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OZET
Yiiksek Lisans Tezi

UC BOYUTLU MINKOWSKI UZAYINDA LIGHTLIKE
DOGRULTMANLI REGLE YUZEYLERIN
EGRILIK TEORIiSi UZERINE

Tunahan TURHAN

Siileyman Demirel Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dal

Danisman: Dog¢. Dr. Nihat AYYILDIZ

Bu tez calismasi, dort boliimden olugsmaktadir.

Birinci boliimde, egrilik teorisinin tarihsel gelisimi ve bir uygulama alanindan

bahsedilmigtir.

Ikinci boliimde, Minkowski uzaymin cebirsel elemanlarmin tamtildigir temel

kavramlara yer verilmistir.

Ucgiincii boliim, ti¢c boyutlu Minkowski uzayimda lightlike dogrultmanl bir Lorentz
regle yiizeyin egrilik teorisi ile ilgilidir. Bu boliimde formiile edilen denklemler

dordiincii boliimiin temelini olugturmaktadir.

Dordiincii boliim, bir Lorentz regle yiizeyin egrilik teorisinin bir robot end-effector
hareketine nasil uygulandigimi gostermektedir. Ayrica bu boéliimde, {iciincii
boliimde elde edilen bir Lorentz regle yiizeyin egrilik teorisi, bir robot end-effector

hareketinin diferansiyel tzeliklerini belirlemek i¢in kullanildi.

Anahtar Kelimeler: Null cati, regle yiizey, Darboux c¢atisi, Frenet formiilleri,

striksiyon ¢izgisi, robot end-effector.
2010, 37 sayfa
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ABSTRACT
M.Sc. Thesis

ON CURVATURE THEORY OF RULED SURFACE WITH
LIGHTLIKE RULING IN THREE DIMENSIONAL
MINKOWSKI SPACE

Tunahan TURHAN

Siileyman Demirel University
Graduate School of Applied and Natural Sciences

Mathematics Department

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Nihat AYYILDIZ

This thesis is composed of four chapters.

In the first chapter, historical development of curvature theory and one its

application field are explained.

In the second chapter, basic definitions which are introduce algebraic elements of

Minkowski space are given.

Third chapter is related with curvature theory of Lorentzian ruled surfaces with
ligtlike ruling in three dimensional Minkowski space. The equations formulated

in this chapter are basis for developments in the chapter four.

Fourth chapter is shows how the curvature theory of a Lorentzian ruled surface
is applied to robot end-effector motion. Also, in this chapter, curvature theory
of Lorentzian ruled surface obtained in third chapter is used for determine

differential properties of a robot end-effector motion.

Key Words: Null frame, ruled surface, Darboux frame, Frenet formula,

striction line, Robot end-effector.
2010, 37 pages
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1. GIRIS

Egrilik teorisi, hareketli bir kati cisme gomiilmiis noktalar, dogrular ve
diizlemlerin yoriingelerinin temel geometrik 6zeliklerini aragtirir. Egrilik teorisi
aym zamanda, bir harekete maruz kalan hareketli bir kat1 cismin hiz ve ivme
dagilimiyla da ilgilidir. Egrilik teorisinden elde edilen sonuglar; diizlemsel,

kiiresel ve uzaysal mekanizmalarin sentezine ve analizine uygulanir.

Uzayda hareketli bir kat1 cisme sabitlenmis dogru bir regle yiizey meydana
getirir. Bir regle yiizey bir C* yiizeyin 6zel durumu oldugundan, bu yiizeyin
diferansiyel geometrisi vektor hesabinin geleneksel teknikleri kullanilarak
geligtirilir. McCarthy ve Roth (1981), wuzay kinematikleri igin ¢izgi
yoriingelerinin skalar egrilik teorisini elde etmek i¢in bu yaklagimi kullandi.
McCarthy ve Roth'un yaklagimi, Kruppa (1957) tarafindan verilen bir regle
yiizeyin analizine dayanmaktadir. Aym zamanda McCarthy (1987), bir regle
yiizeyin egrilik teorisinin hem skalar hem de dual formiillerini elde etti ve bu
iki formiil arasinda bagintilar verdi. Bu caligsma temel alinarak Ayyildiz ve
Yiicesan (2006), Minkowski ( Lorentz ) uzayinda null olmayan egriler i¢in ¢izgi
yoriingelerinin egrilik teorisinin skalar ve dual formiillerini elde ettiler. Egrilik
yoriingesi iizerine yapilan caligmalardan birisi de Ersoy ve Tosun (2008)
tarafindan, R? 3—boyutlu Minkowski uzayda Cartan gatili bir null egri boyunca
yonlendirilmig bir null dogrunun hareketi ile siki sikiya baglh null scrollarin
yoriingesi iizerinedir. Bu calismada ayni zamanda null scrollun baz egrisinin
jeodezik egriligi, jeodezik torsiyonu ve egrilikleri arasinda baz iligkiler elde edildi.
Lorentz uzayinda null egriler ve yiizeyler {iizerine yapilan calismalardan birisi
de Coken ve Ciftgi (2007) ye aittir. Bu galismada yazarlar {i¢ boyutlu Lorentz
uzayinda bir Cartan catili null egrinin Frenet catisi ile yiizeyin Darboux catisini

kargilagtirdilar.

Egrilik teorisi, uzay kat1 hareketini belirlemenin en gik ve en basit yoludur. Bu
nedenle, egrilik teorisi cesitli alanlara 1sik tutabilecek énemli bir analitik aractir.
Ornegin Ryuh ve Pennock (1989) bir robotik aracmn ani hareket ozeliklerini

belirlemek icin bir regle yiizeyin egrilik teorisini kullandilar.  Bir robot
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kolunun aparati olan end-effector hareketinin differansiyel ozelikleri egrilik
teorisinden elde edildi. Hareket ozelikleri end-effectore sabitlenmis bir noktanin
hizin1 ve ivmesini belirlemek icin kullanildi. Bu kinematik bilgi robot yoriinge

planlamasinda oldukca ¢nemlidir.

Bu calismada, ii¢ boyutlu Minkowski uzayda lightlike dogrultmanl bir Lorentz
regle yiizeyin egrilik teorisi verilmeye ¢alisildi. Burada bir Lorentz regle yiizeyin
seklini belirleyen egrilik fonksiyonlar1 i¢in bagimntilar elde edildi. Béylece bir
Lorentz regle yiizeyin egrilik teorisi, bir robot end-effector hareketinin yoriinge
planlamasi i¢in kullanildi. Bu metodla, bir egrinin geometrik modeli kullanilarak

bir regle yiizeyin nasil iiretilebilecegi gosterildi.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde {iciincii ve dordiincii boliimler igin gerekli olan temel kavramlara ve

teoremlere yer verilmistir.
2.1. Cebirsel Kavramlar
Tanim 2.1.1. I C R bir aralik olmak tizere

a: I — R3
s — a(s) = (au(s), aa(s), as(s))

seklinde tammmlanan siirekli fonksiyona R3® uzayinda bir egri denir

(Do Carmo, 1976).

I, R reel sayilar kiimesinin bir acik araligi olmak iizere « diferansiyellenebilir ise
a ya diferansiyellenebilir egri denir. Bu ¢alisma boyunca diferansiyellenebilir egri

yerine sadece egri ifadesi kullanilacaktir.

Tamim 2.1.2. o, R? tizerinde bir egri olsun. I arahigindaki V¢ sayisi icin,

o (1) = (S0 6), %02, 2 1)

teget vektoriine, egrinin «(t) noktasindaki hiz vektorii denir (O’Neill, 1997).

Tamm 2.1.3. o, R3 iizerinde bir egri olsun. V¢ € I igin o/(t) # 0 ise « egrisine

regiiler egri denir (O’Neill, 1997).

Tamim 2.1.4. o, ICR araliginda tanmiml, R3 de bir egri olsun. a, b € I olmak

/ o (1)t

reel sayisina t = a ve t = b noktalar1 arasindaki « egrisinin yay uzunlugu denir

(Hacisalihoglu, 2000).

lizere

Tanim 2.1.5. o, J C R araliginda tanmiml, R? {izerinde bir egri olsun. Vs € J
icin,
o/ (s)]] =1

3



ise a egrisine birim hizli, s parametresine de yay uzunlugu parametresi denir

(Hacisalihoglu, 2000).

Tanim 2.1.6. V' bir reel vektor uzayi olsun.

<,>:VxV->R

doniigiimii Va, b € R ve Yu, v, w € V i¢in
i) <u,v>=<v,u >,
i) < au+bv,w >=a < u,w>+b < v,w >,
<u,av+bw >=a < u,v>+b<u,w>
ozeliklerine sahip ise <, > doniisiimiine V' reel vektor uzay: iizerinde bir simetrik

bilineer form denir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.1.7. V reel vektor uzayi iizerinde bir simetrik bilineer form <, > olsun.
i) Yv € V vewv # 0 igin < v,v >> 0 ise <, > simetrik bilineer formuna pozitif
tanimli,

it) Yv € V ve v # 0 i¢in < v,v >< 0 ise <, > simetrik bilineer formuna negatif
tanimli,

i) Yv € V igin < wv,v >> 0 ise <,> simetrik bilineer formuna pozitif
yari-tanimli,

iw) Yo € V igin < v,v >< 0 ise <,> simetrik bilineer formuna negatif
yari-tanimli,

v) Yw € V igin < v,w >= 0 iken v = 0 olmak zorunda ise <, > simetrik bilineer

formuna non-dejenere, aksi halde dejeneredir denir (O’Neill, 1983).

Tanmim 2.1.8. V bir reel vektor uzay1 ve V' {izerinde simetrik bilineer doniigiim

<, > olsun. V uzaymin

RadV ={£e€V: <&uv>=0, YweV}

ile tanimli altuzayina, <, > simetrik bilineer déniigiimiine gére V' uzayinin radikal

uzay1 (veya null uzayi) denir (Duggal and Bejancu, 1996).

Tanim 2.1.9. V bir reel vektor uzay1 ve W da V vektor uzaymin altuzayi
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olsun. Bu durumda W x W iizerinde <, > doniisiimiintin kisitlanmisi da W
tizerinde simetrik bilineer formdur. Simetrik bilineer formun negatif oldugu en
biiyiik W altuzayimin boyutuna V' uzayi iizerinde, bilineer formun indeksi denir

(O’Neill, 1983).

Tanim 2.1.10. Bir V reel vektor uzay: iizerinde non-dejenere simetrik bilineer
forma V' reel vektor uzay: iizerinde bir skalar carpma denir. V iizerindeki bir
skalar carpma <,> ise (V,<,>) ikilisine skalar garpimli vektor uzayr denir

(O’Neill, 1983).

Tanim 2.1.11. Vv, w € V i¢in v # 0 ve w # 0 iken < v,w >= 0 ise v ve w

vektorleri diktir denir ve v_Lw geklinde gosterilir.

V reel vektor uzaymimn bir altuzayr W ise W+ = {v € V|vLW} olsun. W+
altuzayina V' vektor uzaymm dik altuzay1r denir. W+ altuzayr W uzayimnin dik

tiimleyeni olarak isimlendirelemez. Ciinkii W + W+ genellikle V vektor uzaymimn

tamami degildir (O’Neill, 1983).

Onerme 2.1.12. W bir V skalar carpim uzayinin altuzay1 olsun. O zaman,
i) boyW + boyW+= = boyV,

i) (WH=w

ii1) RadW = RadW+ =W NW+

ozelikleri vardir (Duggal and Bejancu, 1996).

Tamim 2.1.13. V bir skalar ¢arpim uzay1 olsun. V nin indeksi v olmak {izere

v = 1 ve boyV > 2 ise V skalar carpim uzaymma bir Lorentz uzayi denir

(O’Neill, 1983).

Tanim 2.1.14. (V, <, >) bir Lorentz uzay1 olsun. W C V' altuzay1 igin,

i) <,> |w: W x W — R porzitif tamimh ise W uzayimna spacelike altuzay,

it) <,> |w : W x W — R indeksi 1 olan non-dejenere ise W uzayma timelike
altuzay,

ii) <,> |lw : W x W — R dejenere ise W uzayma lightlike altuzay denir
(O’Neill, 1983).

Onerme 2.1.15. (W, <,>) reel n-boyutlu lightlike vektor uzay1 ve RadW da



W vektor uzayimin radikali olsun. Bu durumda radikal uzaya tiimleyen olan bir

altuzay nondejeneredir. Bu uzaya perde uzay denir ve S(W) ile gosterilir. O
halde
W = RadW LS(W)

dir (Duggal and Bejancu, 1996).

Teorem 2.1.16. Bir V' # {0} skalar ¢arpim uzay: bir ortonormal baza sahiptir
(O’Neill, 1983).

Teorem 2.1.17. V reel vektor uzay igin bir ortonormal baz {e,,e,, ...,e, } olsun.

e, =< e,, e, > olmak fizere Vv € V' vektori

n
v = E g, <w,e, > e,
i=1

olacak gekilde tek tiirlii yazilabilir (O’Neill, 1983).

Tanmim 2.1.18. R3) 3—boyutlu Oklid uzay ve u = (u,,u,,u,), v = (v,,v,,v,) € R3
olsun. R? iizerinde,

< U,V >= —U U F ULV, F ULV,

ile verilen skalar carpim gtz oniine alinarak elde edilen uzaya Minkowski 3—uzay
veya 3—boyutlu Minkowski uzay1 denir ve R? ile gosterilir. Burada tanimlanan

<, > metrige Lorentz metrigi (veya Minkowski metrigi) denir (Lopez, 2008).

Tamm 2.1.19. R?, 3—boyutlu Minkowski uzay olsun. u € R? olmak {izere,

i) < u,u >> 0 veya u =0 ise u vektoriine spacelike,

i1) < u,u >< 0 ise u vektoriine timelike,

iti) < w,u >= 0 ve u # 0 ise u vektoriine null (veya lightlike) dir denir

(Lopez, 2008).

Tanim 2.1.20. R3, 3—boyutlu Minkowski uzay ve u € R} olsun.

lull = VI< u,u>|

sayisina u vektoriiniin normu denir. Normu bir birim olan vektore birim vektor ve
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ortogonal birim vektorlerin kiimesine de ortonormal sistem denir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.1.21. R}, 3—boyutlu Minkowski uzay ve u = (uy,u,,u,),

_ 3
v = (v,,v,,v,) € R} olsun.

seklinde tanmimli x operatoriine R?, 3—boyutlu Minkowski uzaymnda Lorentz

anlaminda vektorel ¢carpim denir (Liu, 2008).

Teorem 2.1.22. R3, 3—boyutlu Minkowski uzayda iki vektor u ve v olmak iizere,
i) u ve v spacelike vektor ise u X v bir timelike vektordiir,

i1) u spacelike ve v timelike vektor ise u x v spacelike vektordiir,

i11) u spacelike ve v null vektor olmak tizere < w,v >= 0 ise u x v null vektor,
eger < u,v >#0 ise u x v spacelike vektordiir,

iv) u ve v null vektor ise u X v spacelike vektordiir,

v) u timelike ve v null vektor ise u x v spacelike vektordiir,

vi) u ve v timelike vektor ise u x v spacelike vektordiir (O’Neill, 1983).

Tamm 2.1.23. R?, 3—boyutlu Minkowski uzay olsun. z,y,z,w € R} olmak

izere,
<z Xy, zxw>=—(<z,z><y,w>—<z,w>< Y,z >)

ifadesine R?, 3—boyutlu Minkowski uzayinda Lagrange formiilii denir (Liu, 2008).
Tamim 2.1.24. a, R? de bir egri olsun. « egrisinin hiz vektorii o' olmak iizere,
i) o (t) hiz vektorii spacelike ise o egrisine spacelike,

ii) o (t) hiz vektorii timelike ise o egrisine timelike

denir (O’Neill, 1983).

Tamim 2.1.25. I/, R? nin bir acik alt kiimesi olsun. z : i — R3? bire bir regiiler

doniigiimiine bir koordinat sistemi denir (O’Neill, 1997).

Tamm 2.1.26. z : Y C R? — R? bir koordinat sistemi olsun. x7! : z(U) — U

ters fonksiyonu (1) nun her noktasinda siirekli ise z : U C R? — R3 doniigiimiine

7



uygun koordinat sistemi denir (O’Neill, 1997).

Tamim 2.1.27. M, R? uzaymin alt kiimesi olsun. M nin her p noktasi icin
goriintiisiit M de p noktasinin bir komsulugunu igine alan bir uygun koordinat

sistemi varsa M ye R? de bir yiizey denir (O’Neill, 1997).

Tamim 2.1.28. R?, 3—boyutlu Minkowski uzayinda bir yiizey M olsun. Her
p € M ve her u, € T,M ve v, € T,M igin

< Up,Vp >=0=1u, =0

onermesi saglaniyorsa M yiizeyine R} uzayinda bir non-dejenere yiizey denir
(Beem and Ehrlich, 1981). Bir bagka ifadeyle, M yiizeyinin non-dejenere yiizey

olmasi i¢in gerek ve yeter sart, yiizeyin normalinin null vektor alan1 olmamasidir.

Tamm 2.1.29. R?, 3—boyutlu Minkowski uzay ve M bir non-dejenere yiizey
olsun.

i) M yiizeyi iizerine indirgenmis metrik Lorentz metrigi ise M yiizeyine bir
timelike yiizey,

it) M yiizeyi iizerine indirgenmis metrik pozitif tamiml ise M yiizeyine bir

spacelike yiizey denir (Beem and Ehrlich, 1981).

Tanim 2.1.30. M, n-boyutlu bir yari-Riemann manifoldu olsun. v: I C R — M
diferansiyellenebilir egrisi;, 1 < m < n, < ~AO@),7yD@) >= 0,
i = 1,..m — 1 ve < 4™(#),y™ () >= =1 sartlarniu sagliyorsa, t

parametresine yari-yay parametresi denir (Ferrandez, Gimenez and Lucas, 2002).

Tanmim 2.1.31. M, boyutu n = m + 2 ve indeksi v, 0 < v < n, olan yani
metrigi indefinite olan bir yari-Riemann manifoldu olsun. M de lokal olarak
~v: I C R — M biciminde parametrelendirilmig bir C' egrisi verilsin. Eger C' nin
teget vektorii her noktada bir null vektor ise C' ye null ya da lightlike egri denir
(Duggal and Bejancu, 1996).

M, boyutu n = m + 2 ve indeksi v, 0 < v < n, olan bir yari-Riemann manifoldu
olsun. M de lokal olarak v : I C R — M bi¢iminde parametrelendirilmig bir C

egrisi verilsin. C' egrisinin teget demetini T'C' ile gosterilsin ve tipki non-dejenere
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durumda oldugu gibi TC* vektor demeti de
TC+ = PLEJCTPCL; T,Ct={¢, eT.M: <¢,,V,>=0,VV, €T.C}

olarak tammlansin. Buna gére TC* vektor demetinin ranki m + 1 dir. V,, bir
null vektor oldugundan T'C' teget demeti, TC+ vektor demetinin rank: 1 olan bir

alt vektor demetidir. O halde, TC* vektor demeti de TC' teget demetinin
TC+ =TCOLS(TCH)

olacak gekilde bir ortogonal tiimleyeni goz 6niine alinabilir. Buna goére; C' egrisinin
bir perde vektér demeti olarak adlandirilan S(7'C*t), ranki m olan bir

non-dejenere alt vektor demetidir. Boylece
TM |o= S(TCH)LS(TCH)*

olarak yazilabilir (Duggal and Bejancu, 1996).

Teorem 2.1.32. ', bir M yari-Riemann manifoldunun bir null egrisi olsun. O

zaman C' tizerinde her U C C koordinat komgulugunda
<+ (t),N >=1

ve

< N,N>=< N, X >=0VX € I'(S(TCH) |v)

sartlarin saglayan birtek N € I'(F |¢) kesitine sahip bir ve yalmiz bir E vektor
demeti vardir ve ranki 1 dir. Buna gore E vektor demeti, C' egrisinin S(TC*)
perde vektor demetine gore null transversal vektor demeti olarak adlandirilir ve
ntr(C) ile gosterilir. N vektor alani da C' egrisinin +/(¢) hiz vektoriine gore null

transversal vektor alanidir. Ayrica, C' egrisinin transversal vektor demeti

tr(C) = ntr(C)LS(TCF)



olarak tanimlanir. Dolayisiyla
TM |o=TC @ tr(C) = (TC & ntr(C))LS(TCH)

dir (Duggal and Bejancu, 1996).
2.2. R3, Uc¢ Boyutlu Minkowski Uzayinda Regle Yiizeyler

Tanim 2.2.1. R}, 3—boyutlu Minkowski uzaym F = {X,Y,Z =Y x X} ban
<X, X>=<Y Y >=0, <X, Y >=<Z,7Z>=1

sartlarim saglarsa F bazina bir null ¢at1 denir (Graves, 1979).

Bir dejenere egrinin Frenet formiilleri olduk¢a karmagiktir ve c¢ok sayida
egrilik fonksiyonu igermektedir. Non-dejenere halde keyfi bir parametre icin
Frenet formiillerini saglayan bir tek Frenet catisi oldugu bilinir. Ozel olarak yay
uzunlugu parametresi secilirse, genel egrilik fonksiyonlar1 elde edilebilir. Fakat
dejenere egriler icin bunlar gecerli degildir. Hatta, null egriler icin yay uzunlugu

parametresi kavramindan da soz edilemez (Ciftgi, 2004).

F catili o null egrisi, verilen bir k,=k, (s) pozitif fonksiyonu i¢in X = X (s) = ?—/

0

olmak tiizere agagidaki Frenet denklemlerini saglar:

X' = kX+kZ,
Y = —kY+k7Z

7 = —k,X—kY.

Burada k,, 1 <14 < 3, fonksiyonuna « egrisinin 7. egriligi denir (Graves, 1979).

Tanim 2.2.2. a, R? 3—boyutlu Minkowski uzaymda F = {X,Y, Z} null gatih

bir null egri olsun. R? 3—boyutlu Minkowski uzayimmda « egrisi boyunca,

(s, t) = a(s) +tY(s)
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ile parametrize edilmis non-dejenere regle yiizeye bir null scroll denir. Burada
« egrisine yiizeyin dayanak egrisi, Y vektoriine de yiizeyin dogrultmani denir

(Graves, 1979).

k, =1 ve k, = 0 olmak iizere (o, F) catili null egriye Cartan catil null egri, F
cat1 alanina da Cartan gatist denir. Eger, R? 3—boyutlu Minkowski uzaymda X,

Y ve Z vektorleri < X, X >=<YY >=0 ve

X = Z,
Y = k2,
7 = —kX-Y

ozeliklerini saglarsa
U(s,t) = als) +1Y(s)
regle yiizeyine bir B scroll denir (Graves, 1979).

Tanim 2.2.3. R? 3—boyutlu Minkowski uzaymda bir regle yiizeyin anadogrular
boyunca teget diizlemleri her noktada aym ise regle yiizeye acilabilirdir denir

(Balgetir, Bektag ve Ergiit, 2003).

Tanim 2.2.4. R? 3—boyutlu Minkowski uzayinda dayanak egrisi o ve anadogrusu

Y olan bir regle yiizey verilsin.

B(s) = als) — Y (s)

olmak iizere

<3V >=0

denklemini saglayan [ egrisine yiizeyin striksiyon ¢izgisi denir (Guggenheimer,

1977).
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3. UC BOYUTLU MINKOWSKI UZAYINDA LIGHTLIKE
DOGRULTMANLI LORENTZ REGLE YUZEYLER

Uc boyutlu Minkowski uzaymnda Lorentz metrigi indefinitedir. Bu yiizden
ii¢ boyutlu Minkowski uzayda regle yiizeyler, spacelike, timelike (Lorentz) veya

dejenere olabileceginden Oklid durumundan daha karmasik yapiya sahiptir.

Diferansiyel geometri agisindan null egrileri calismak 6zel bir ilgiye
sahiptir. Oklid geometrideki cogu klasik sonuclarin Minkowski geometrisinde bir
kargiligr vardir. Ashinda spacelike veya timelike egriler; pozitif tanimh
Oklid geometrisinde oldugu gibi benzer yaklagimla calisilabilir. Bununla birlikte
null egriler spacelike ve timelike egrilerden ¢ok farkl 6zeliklere sahiptir. Diger bir
deyisle null egri teorisi Oklid durumunda benzeri olmayan sonuclara sahiptir. Null
egrilerin  geometrisindeki zorluklar yay uzunlugunun sifir olmasindan
kaynaklanir. Boyle bir durumda alisilmis yolla teget vektorii birimlestirmek
miimkiin degildir. Bu islem icin teget vektoriin tiirevini birimlestiren ve

yari-yay olarak isimlendirilen yeni bir parametre kullanmak gerekir.

Bu boliim iki alt boliimden olugsmaktadir. Bu alt boliimlerden birincisi lightlike
dogrultmanlh Lorentz regle yiizeylere ayrilmigtir. Burada, lightlike dogrultmanh
Lorentz regle yiizeyin Darboux ¢atisi olugturularak degisimi incelenmigtir. Buna
bagh olarak Lorentz regle yiizeyi karakterize eden egrilik fonksiyonlari elde
edilmistir. Daha sonra Lorentz regle yiizeyin baz egrisinin catisi ile yiizeyin

Darboux ¢atis1 arasinda bagintilar elde edilmigtir.

Ikinci alt boliim ise merkezi normal Lorentz yiizeye ayrilmistir. Burada light-
like dogrultmanli Lorentz regle yiizeyin asli normalinin hareketiyle olugturulan

merkezi normal Lorentz yiizeyin egrilik fonksiyonlar: elde edilmistir.
3.1. Lightlike Dogrultmanli Lorentz Regle Yiizeyler
R3 ii¢ boyutlu Minkowski uzayinda

a: ICR — R}
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null egrisi verilsin. Eger

<T,T> = <NN> = <T W>=<N,W >=0,
<T,N> = <WW> =1, W=NxT

sartlar saglanirsa F = {T, N, W} bazina R? {i¢ boyutlu Minkowski uzaymda «a
egrisinin bir null ¢atis1 denir. Boyle bir durumda o egrisine F ile ¢atilanmigtir
denir. Null egrilerin catilar1 tek degildir. Ustelik catilar bir egrinin
parametrizasyonlar: altinda degigir. Bu yiizden null egriler icin egri ile cat1 bir-

likte verilir.

o egrisi T = Z—i olmak tizere F = {T', N, W} catisiyla verilsin. O zaman N ve W
vektor alanlarn  «  egrisi  iizerinde, swrasiyla, ntr(a) ve S(Ta’t)
vektor demetlerini tanimlar. Boylece, F catisina gore o egrisinin Frenet

denklemleri elde edilebilir. Buna gore 17" vektorit F = {T, N, W} catisina gore
T' =aT + bN + cW
bi¢iminde yazilir. Bu ifadede a, b ve ¢ katsayilari, sirasiyla,

a = <T' N>=k,
b = <T' . T>=0,

c = <T W >=k,

seklinde bulunur. O halde
T =kT+ kW (3.1)

bi¢iminde yazilir. Benzer yolla, N’ ve W’ vektorleri de
N' = —k,N + kW (3.2)

ve

W' = —ksT — ko N (3.3)

13



bigiminde elde edilir. (3.1), (3.2) ve (3.3) denklemleri matris formunda

T kL, 0 K, T
N | =] 0 —k &k N (3.4)
w’ —k, —k, 0 W

seklinde yazilir. Burada k;, 1 < i < 3, fonksiyonlarmma F = {7, N, W} catisina
gore « egrisinin egrilik fonksiyonlar1 denir. Eger, k, = 0 olursa s

parametresine distinguished parametresi denir. Bu durumda F = {T, N, W}

catisina da distinguished Frenet catis1 denir (Duggal and Bejancu, 1996).

a: I CR— R} F = {T,N,W} catih bir null egri olsun. Buna gore, R? iig
boyutlu Minkowski uzayimnda bir lightlike dogrultmanli M Lorentz regle yiizey

X : IxR — R}
(t,v) — X(t,v)=at)+vV(t)

bigiminde ifade edilir. Burada « egrisi M Lorentz regle yiizeyinin dayanak egrisi,
V (t) vektorii de M Lorentz regle yiizeyi meydana getiren bir null vektordiir. Bu
V(t) null vektorti, Y € T,,;)M ve <Y, T ># 0 bicimindeki bir Y vektorii i¢in, o

egrisinin teget vektorii 7' olmak {izere

1 <YY >

= Y —
v <Y,T>{ 2<Y, T >

Ty

bi¢iminde bulunur. Boylece M yiizeyinin spacelike birim normal vektorii
U=V xT olmak iizere R? ii¢ boyutlu Minkowski uzaymm {T,V,U} baz, a(t)

noktasinda yiizeyin Darboux catisidir. Bu gat1

<TT> = <VV> = <VU> = <T,U> =0
<TV> = <UU> =1

sartlarini saglar. O halde {7',V,U} dogrultman iigliisiiniin birinci mertebeden
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degisimi hesaplanabilir. Bunun i¢in 7" vektorii {T',V, U} Darboux catisina gore

T'=a,T+bV +cU

biciminde yazilabileceginden; a,, b, ve ¢, katsayilari, sirasiyla,

a, = <T.V >=k,,
b, = <T' T>=0,
c, = <T U>=k,

bi¢iminde bulunur. Buna gore 7" vektorii

T =k, T+ kU

seklinde yazilir. Benzer yolla,

V'=a,T + b,V +c,U

olmak iizere

a, = <V V>=0,
b, = <V T >=—gg,

¢, = <V U>=r,

seklinde bulunur. Boylece

V==K,V +1,U

bi¢ciminde yazilir. Son olarak

U'=aT+bV+cU
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seklinde yazilirsa,

a, = <U,V>=—-1,
b, = <U\T>=—ry,

¢, = <U,U>=0

elde edilir. O halde
U = 740 — K,V

olur. Boylece {7, V, U} Darboux ¢atisinin degisimi matris formunda

T’ Kg 0 Ky T
V| = 0 —kKy Ty V (3.5)
U’ —Ty —kn O U

bi¢giminde yazilir. Burada kg4, k, ve 7, fonksiyonlarma, sirasiyla, o egrisinin

jeodezik egriligi, normal egriligi ve jeodezik torsiyonu denir.

Dogrultman boyunca direktrise gore striksiyon c¢izgisinin yeri p reel degerli bir
parametre olmak {izere

B(s) =als)—pV(s) (3.6)

bi¢iminde verilir. p parametresini belirlemek icin

< B (s),V'(s) >=0 (3.7)

ile verilen striksiyon ¢izgisinin tanimi kullanilacaktir. (3.6) denkleminin tiirevi
aliirsa

/6, — Oé/ _NIV_MV/

elde edilir. Bu denklemde T' = o esitligi kullanilirsa

f=T—uyV—puV' (3.8)
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elde edilir. (3.8) denklemi (3.7) denkleminde yerine yazilirsa
<TV'>—p/ <V, V' >—-pu<V' V' >=0

elde edilir. Boylece
- <T\V'>
H=vivs

elde edilir. Elde edilen esitlikte V' = —k,V + 7,U oldugu kullanilirsa

<T,—k,V+71,U >
< —kgV + 14U, =KV +7,U >

M:

esitliginden
p=-— (3.9)

dir.

Aymi zamanda striksiyon cizgisinin {7, V,U} dogrultman {igliisiine gore birinci

mertebeden konum degisimi de

B =\T+\V+\U

bi¢iminde ifade edilir. Buna gore

A, o= <3V >,
A, = <[B.T>,

A, = <pBU>

oldugundan

B=(<BV>T+(<pB,T>V+(<p,U>U (3.10)

bigiminde yazilir. (3.10) denkleminde birinci parantezdeki katsayiy1 hesaplamak
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i¢in (3.8) denklemi kullanilirsa,
<BVo>s=<T—-pyV—-puV',v> (3.11)

esitliginden

<B.V>=1

elde edilir. (3.10) denkleminde ikinci parantezdeki katsayiy1 hesaplamak icin (3.8)

ve (3.5) denklemleri kullanilirsa
<pT>=<T—pV—pV' T >

esitliginden

< 5/5T >= —/L/ + Hkg

bulunur. Burada (3.9) denklemi gtz 6niine alinirsa

I€2
<B\T>=—y — -2 (3.12)

olur. (3.10) denkleminde iigiincii parantezdeki katsayiy1 hesaplamak igin (3.8) ve

(3.5) denklemleri kullanilirsa
<BU>=<T—-pyV—puV' U> (3.13)

esitliginden

K
<pBU>=-~
Ty

elde edilir. O halde; Q =1, T =1/ + j—§ ve A = i—z olmak iizere (3.11), (3.12) ve
(3.13) denklemlerinden
8 = QT —TV + AU (3.14)

bigiminde yazilir. Burada €2, I' ve A fonksiyonlar1 X (¢, ) Lorentz regle yiizeyini
karakterize eder. Bu fonksiyonlara X(¢,r) Lorentz regle yiizeyinin egrilik

fonksiyonlar: denir.

18



Eger /3 egrisi null kabul edilir ve (3.14) denklemi g6z 6niine alinirsa

K2 K2

<T- <,/+—g>v+@U,T— (M’+—~;’>V+@U>:O
T T
g

g Tg Tg

esitliginden
2

! __ ’{g

M_Q_Tg

bulunur. Boylece, bu esitligin her iki yani integre edilirse

1 2

K
=—= —gdt—i-c
2) T

olur. Burada c integral sabitidir. Buna gore (3.6) denklemi

Bls)=als) ~(~5 [ dt+ oV (5

bi¢iminde yazilir.

Simdi yiizeyin {T,V,U} Darboux catisi ile « egrisinin {7, N, W} null gatisi
arasindaki iligki incelenecektir.

Bunun i¢in ilk olarak (3.1) ve (3.5) denklemleri kargilagtirilirsa

kgD + kU = kT + kE,W (3.15)

bulunur. (3.15) denkleminin her iki yam U ile i¢ ¢arpilirsa

kg <T,U>+k, <UU>=k <T,U > +k, <W,U >

esitliginden
<W,U >= "= (3.16)

ol BN

ve V' ile i¢ gcarpilirsa

kg <T,V >4k, <UV >=k <T,V > +k, <W,V >
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esitliginden,
kg — k,

< W,V >= k

(3.17)

2
bulunur.  Diger taraftan < 7' N > katsayis1 igin (3.1) denkleminden
yararlanilirsa

<T' N >=<kT+k,W,N >

esitliginden

<T N >=k (3.18)

bulunur. < U, N > katsaysi i¢in (3.5) denkleminin birinci satir1 ve (3.18)
denklemi kullanihirsa

Ky — k

<UN >= —% (3.19)

bulunur. Son olarak < V. N > katsayisini1 belirlemek icin Lagrange formiilii
kullanilirsa

o (kg—ky)?
<V,N> = — 5= (3.20)

elde edilir. Boylece (3.16), (3.17), (3.19) ve (3.20) denklemlerinden

T 1 0 0 T
Ko—k, )2 Kg—k

N | = ——N(né’k;n)n) 1 -fch 1% (3.21)
/@g—kl Ko

174 L U

elde edilir. Burada (3.16) denklemi ve Lagrange formiilii g6z 6niine alinirsa

<WU>=<VxXT, NxT>=1

esitliginden

Kn =k,

bulunur. Boylece v egrisinin {7, N, W} null gatisi ile yiizeyin {T', V, U} Darboux
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catis1 arasindaki iligki matris formunda

T 1 0 0 T
N — . (592_];;1)2 1 — "”vg;"h V4
W (| U

2

bigiminde verilir. Tersine, yiizeyin {7, V, U} Darboux catisi, v egrisinin {7, N, W'}

null catisina gore

T 1 0 0 T
— (“97k1)2 Kg—ky
V= 2k2 1 k. N
U e (| W
2

bi¢iminde ifade edilir.
3.2. Merkezi Normal Lorentz Yiizey

Simdi 8 egrisini dayanak egrisi kabul eden ve dogrultmani1 U olan merkezi normal
Lorentz yiizey goz oniine alinsin. Merkezi normal Lorentz yiizey, s ve v reel

parametreler olmak iizere
X, (s,v) = B(s) +vU (s)
denklemiyle verilir. Bu yiizeyin striksiyon ¢izgisinin yeri
B, (s) = B(s) — p,U(s) (3.22)

biciminde ifade edilir. Boylece merkezi normal Lorentz yiizey icin, striksiyon

¢izgisinin tanim kullanilirsa
/
< B (s),U'(s) >=0 (3.23)
olur. (3.22) denkleminin s ye gore tiirevi alinirsa

By (s) = B'(s) = i, (8)U(s) = p1,, (s)U"(s) (3.24)



elde edilir. (3.24) denklemi (3.23) denkleminde yerine yazilirsa

< B'(s) = iy, ()U(5) = p1,, (s)U'(s), U’ (s) >= 0

esitliginden
< B'(s),U'(s) >
)= BELU
< U'(s),U'(s) >

(3.25)
elde edilir. (3.14) ve (3.5) denklemleri (3.25) denkleminde kullanilirsa

2
Ky — 26,Tg

By = AT ok

bulunur.

Merkezi normal Lorentz yiizeyin striksiyon ¢izgisinin birinci mertebeden konum
degisimi (3.24) denkleminde verilmisti. Ayrica merkezi normal Lorentz yiizeyin
striksiyon ¢izgisinin birinci mertebeden konum degisimi {7, N, W} null ¢atisina
gore

ﬂ;:aT—l—bN—I—cW

bi¢giminde ifade edilir. Burada a, b ve ¢ katsayilari, sirasiyla,

a = <BL,N>,
/
b = <pB,,T>,

c = <p,W>

olup
B =(<B, ,N>T+(<B,,T>N+ (<G, W>W (3.26)

seklinde yazilir.

(3.26) denkleminde birinci parantezdeki katsayiyr hesaplamak icin (3.19)

denklemi, (3.5) denkleminin tigiincii satir1 ve (3.24) denklemi kullanilirsa
<B ,N>= <p' —pU—-p,U,N>
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esitliginden

—k,)? K —k
e AR
2
elde edilir. Benzer gekilde (3.26) denkleminde ikinci parantezdeki katsayiyi
hesaplamak igin (3.19) denklemi, (3.5) denklemi ve (3.24) denklemi kullanilirsa

<pB . T>= <f —pU—pU,T>

esitliginden
2

Ry

<P T >=p ky— =~
By Hy 2 272

elde edilir.  Son olarak (3.26) denkleminde {igiincii parantezdeki katsayiy:
hesaplamak igin (3.19) denklemi, (3.5) denklemi ve (3.24) denklemi kullanilirsa

<P W>= <f —pU—pU W >

esitliginden

<p W>:@—;/ + o — by w k —K—g
U’ Tg U k U 2 27—2

elde edilir. Boylece, (3.24) denklemi,

\Il — '%9 kl
k:2
secilirse
o= WA - GAY) WA - )+, Ty +
FU = ,uUk‘g — %A2
ve

1
Ay =A—p +W (uUkQ —§Az>

olmak iizere

B, =Q, T+T,N+A,W
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bigiminde yazilir. Burada €2, I', and A, fonksiyonlar1 X, (s,r) merkezi nor-
mal Lorentz yiizeyini karakterize eder. Bu fonksiyonlar X, (s, ) merkezi normal

Lorentz yiizeyinin egrilik fonksiyonlar: olarak isimlendirilir.

Simdi, lightlike dogrultmanli Lorentz regle yiizey ve bu yiizeyin asli norma-
linin olugturdugu merkezi normal Lorentz yiizey ile ilgili bir 6rnek asagidaki gibi

verilebilir.

Ornek 3.1. R3, ii¢ boyutlu Minkowski uzayimda

a: ICR — RS

s — «afs) = (s,sins, —coss)
null egrisi
T = (1,coss,sins), N =(—1,sins,—coss) ve W = (—1,sin s—cos s, — sin s—cos s)
olmak tizere F = {T', N, W} null catis1 ile birlikte verilsin. Bu gat1

<TT> = <N,N> = <T/W>=<N,W >=0,
<T,N> = <WW> =1, W=NxT

ozeliklerini saglar. Boylece F catisina gore « egrisinin Frenet denklemleri

T = —-T-W,
N' = N-W,
W' = T+ N

bigiminde elde edilir. Diger taraftan dayanak egrisi a(s) = (s,sins, —coss) ve

dogrultman vektorii V' = (—1, —sin s, cos s) olan

X(s,t) = (s,sins, —coss) +t(—1, —sin s, cos s)
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Lorentz regle yiizeyi goz oniine alinsin. Buna gore yiizeyin Darboux catisi

T = (1,coss,sins), V =(—1,—sins,coss), ve U = (1,sin s+ cos s, sin s — cos s)

olacak sekilde olugturulur. Bu tiglii

<TT> = <VV> = <VU> = <T,U> = 0
<T)V>= <UU> =1

ozeliklerini saglar. Buna gore X(s,t) Lorentz regle yiizeyin {T,V,U} Darboux

catisinin degisimi

T = T-U,
Vi = -V -U,
U = T+V

bi¢iminde elde edilir.

Sekil 3.1. X(s,t) Lorentz regle yiizeyi.

a egrisinin {7, N, W} null ¢atis1 ile yiizeyin {7, V, U} Darboux ¢atis1 arasindaki
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iligki (3.21) denkleminden matris formunda

T 1 00 T

N |=]-212 %

w -2 0 1 U
bi¢iminde bulunur. Buna gore X(s,t) Lorentz regle yiizeyinin dagilma
parametresi

ve egrilik fonksiyonlar1 da (3.11), (3.12) ve (3.13) denklemlerinden
A=-1,T=1ve Q=1

seklinde bulunur.

Simdi Darboux gatisindaki U vektoriiniin hareketi ile olugturulan

X, (s,t) = (s,sins, —coss) + t(1,sins + cos s,sin s — cos s)

merkezi normal Lorentz yiizeyi gz 6niine alinsin.

Sekil 3.2. X, (s,t) Merkezi normal Lorentz yiizey.

Buna gore a(s) = (s,sin s, — cos s) egrisinin x, jeodezik egriligi, x,, normal egriligi
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ve T, jeodezik torsiyonu, sirasiyla,

kg=1, kp=—-1ver,=—1

bigiminde elde edilir. Sonug olarak X, (s,t) merkezi normal Lorentz yiizeyin

dagilma parametresi

0=-1

ve egrilik fonksiyonlar: da

seklinde bulunur.
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4. UC BOYUTLU MINKOWSKI UZAYDA BiR ROBOT
END-EFFECTORUN HAREKETI

Bu boliim robot yoriinge planlamasi igin {i¢iincii boliim de verilen bir Lorentz regle
yiizeyin egrilik teorisinin uygulamas: olacaktir. Ilk énce, bir robot yoriingesinin
bir Lorentz regle yiizey kullanilarak nasil temsil edilebilecegi tartigildi. Daha
sonra bir Lorentz regle yiizeyin egrilik teorisi, bir robot end-effector hareketinin

diferansiyel denklemini belirlemek i¢in kullanildi.

Sekil 4.1. Robot yoriingesi

Bir tipik robot yoriingesi Sekil 4.1 de gosterilmigtir. Robot end-effectoriin yeri ve
yonii, arac merkez noktasi ve ara¢ catisi kullanilarak tamamiyla belirlenir. Arag
catist; 0 yon vektorii, N normal vektor ve A yaklagim vektoriinden olusur. Arag

merkez noktasi arag catisinin orjini olarak secilebilir.
4.1. Bir Robot Yoriingesinin Temsili

Sekil 4.2, Sekil 4.1 deki robot yoriingesinin bir Lorentz regle yiizeyi kullanarak
nasil temsil edilebilecegini gosterir. Ug regle yiizey arac kontrol noktasi ile ¢izilen

ortak bir direktrisi paylagirken ara¢ catisinin ii¢ vektoriintin herbiri bir Lorentz
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regle yiizey meydana getirir.

Direktris

Y tizeyin Normali

Sekil 4.2. Lorentz regle yiizey

Robot yoriingesini temsil etmek igin ii¢ Lorentz regle yiizeyini de kullanmak
gerekmez, birini kullanmak yeterlidir. Sekil 4.2 de gosterildigi gibi 0 yon
vektorii ile meydana gelen Lorentz regle yiizey, yoriingeyi temsil eden ytiizey olarak

secilebilir.
4.2. Referans Catilar1

End-effector hareketi calismalarinda dort énemli referans ¢atisi vardir. Bu catilar
arag catisi, yiizey catisi, Darboux catisi ve null catidir. Arac¢ catisi, Darboux
catis1 ve null catidan daha once bahsedilmisti. Yiizey catisi ise 0 yon vektorii ile

tammlanir. Yiizey normali S, ve yiizey binormali S, olmak iizere { 0, S,, S,}

ticliisii
0 =V,
1 <Y)Y >
S = ——— Y- —_"—"V YeT, M, <Y,V >#0,
’ <Y,V>{ 2<Y,V > b Y €T 7
S = 5,x0
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bi¢iminde tanimhdir. Bu cati

<0 = <65,8 > = <0,9, > = <65,8 > = 0,

0>
<0,8,> = <S8.,5 > =1

sartlarm saglar. { 0, A, N} arag catis1 da 0 = V olmak tizere agagidaki sartlar:

saglayacak bicimde segilebilir:

ol
l
|

0> = <A A> = <AN> = <0 N> =0,
> < >

<
< = 1, N= Ax0.

(=]
s
=
=

Y I

O halde { 0, A, N} arac catis1 ile { 0, S, S,} yiizey catis1 arasindaki bagmti

matris formunda

0 1 0 0 0
Al=| <485 > <AS > 1 S, (4.1)
N <N,S,> <N,S > 0 S,

bi¢iminde verilir.

{0,8,,S,} yiizey catist ile {T,V,U} Darboux catis1 arasindaki bagnt1 matris

formunda
0 0 1 0 T
S | =10 <S5,T> -1 vV (4.2)
S, 1 <S5, V> <5,U> U

bi¢iminde elde edilir. Eger (4.2) denklemi (4.1) de kullamlirsa { 0, A, N} arac
catis1 ve {T',V, U} Darboux catisi arasindaki bagint

0 01 0 T
Al=1]11 1 1% (4.3)
N 0L I, ||U
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seklinde yazilabilir. Burada

I, = <S,A+T>+<AS ><8,T>
l, = <S,U>—-<AS, >
I, = <N,S,>+<N,S, ><8,T>

I, = —<N,S >

bi¢imindedir.

4.3. Robot End-Effector Hareketinin Birinci Mertebeden Diferansiyel
Ozelikleri

Robot end-effector hareketi, ara¢ merkez noktasinin lineer hareketi ve arag
catisinin hareketi ile tanimlanir. Bu boliimde, ara¢ merkez noktasinin ve arag
catisinin diferansiyel ozelikleri;

i) 3. Boliim de verilen Lorentz regle yiizeyin egrilik teorisine

i1) 4.2 de verilen dort referans gatisi arasindaki iligkiler

kullanilarak caligilmigtar.

a egrisi ara¢ merkez noktasinin yeri oldugundan (3.8) denklemi yeniden

diizenlenirse ara¢ merkez noktasinin birinci mertebeden konum degisimi
o =8 +pV+pv! (4.4)

biciminde elde edilir.

(3.14) ve (3.5) denklemleri (4.4) denkleminde kullanilirsa
o =T — (T — ' + Ku)V + (A + pury)U (4.5)

bulunur. o teget vektorii

ol = LD =LA L, — pegly, — LA — gl
B l

Ay

4
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ve

Az_/ﬁg—lQ+A

olmak iizere

O/ = Ala + Z + AQN (46)
bigiminde { 0, A, N} arac catisinin lineer birlesimi olarak yazilabilir.

Boylece { 0, A, N} arac catismin birinci mertebeden diferansiyel ozelikleri icin

(4.3) denkleminin tiirevi alinir ve bulunan ifadede (3.5) denklemi kullanilirsa,

0 0 —Kg Tq T
d | —
s A= =y U —=lkg—lkx, L+, Vv
N =g U —lmg— Uk, U+ 1Ty U

elde edilir. Burada

I = <S;,Z+T>+<Sb,Z'+T’>+(<Z',Sn>+<Z,S; >)< S, T >
+<AS, > (<8, T>+<8,T>)

n?

I = <S;,U>+<Sb,U>—<Z/,Sn>—<Z,Sjl>

I = <N,S,>+(<N,S, >+<N,8 >)<S,T>+
<N,S, > (<8, T>+<85,T >)

! = —<N,S,>-<N,8 >

dir.

Ornek 4.1. X(s,t) = (s,sins, —coss) + t(—1, —sins, cos s) lightlike dogrult-

manli Lorentz regle yiizeyi goz oniine almsin. Buna gore {0, S, , S, } yiizey iigliisii

0 = (—1,—sins,coss),
S, = (1,—coss,—sins),
S = (l,sins —coss,—sins — cos s)
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seklinde belirlenir. Burada { 0, S, , S,} tigliisii

<0,0>=<85,,8, > = <0,8 >=<8,,5, > = 0,
<0,5,> = <S5,.,5 >=1

sartlarim saglar. Benzer sekilde, { 0, A, N} arac catist da 0 = V' olmak {izere

0 = (—1,—sins,coss),
A = (5,3coss+4sins, 3sins — 4cos s),
N = (—3,—coss— 3sins,3coss — sins)

seklinde belirlenebilir. Burada { 0, A, N'} arac¢ catisi

k=l
(]
BN
|

=
=

> < >
> = < > = 1, N= Ax0

=l
|

<
<
sartlarini saglar.

O halde { 0, A, N} arag catisi ile { 0, S, S,} yiizey catis1 arasindaki baginti

matris formunda

0 1 0 0 0
Al=]-8 -4 1 S,
N 4 1 0 S

biciminde verilir.
Benzer olarak { 0, S,, S,} yiizey gatisi ile {T,V,U} Darboux catis1 arasindaki

baginti matris formunda

0 01 0 T
S |=]0 -2 -1||V
S 1 -2 2| |U

bigimindedir. Eger (4.8) denklemi (4.7) de kullamhrsa { 0, A, N} ve {T,V,U}
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arasindaki baginti

|
I
—
|
[\
[\]
<

N 0 2 —-1||U

seklinde elde edilir. Diger taraftan { 0, A, N} arac catisinin birinci mertebeden
diferansiyel 6zelikleri i¢in (4.9) denkleminin tiirevi alinir ve bulunan ifade de (3.5)

denklemi kullanilirsa

0 0 —1 -1 T
d | _
£A—202 V

N 1 1 =2 U

elde edilir.
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