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ÖZET

Yüksek Lisans Tezi

ÜÇ BOYUTLU MINKOWSKI UZAYINDA LIGHTLIKE

DO¼GRULTMANLI REGLE YÜZEYLER·IN

E¼GR·IL·IK TEOR·IS·I ÜZER·INE

Tunahan TURHAN

Süleyman Demirel Üniversitesi

Fen Bilimleri Enstitüsü

Matematik Anabilim Dal¬

Dan¬̧sman: Doç. Dr. Nihat AYYILDIZ

Bu tez çal¬̧smas¬, dört bölümden oluşmaktad¬r.

Birinci bölümde, e¼grilik teorisinin tarihsel geli̧simi ve bir uygulama alan¬ndan

bahsedilmi̧stir.

·Ikinci bölümde, Minkowski uzay¬n¬n cebirsel elemanlar¬n¬n tan¬t¬ld¬¼g¬ temel

kavramlara yer verilmi̧stir.

Üçüncü bölüm, üç boyutlu Minkowski uzay¬nda lightlike do¼grultmanl¬bir Lorentz

regle yüzeyin e¼grilik teorisi ile ilgilidir. Bu bölümde formüle edilen denklemler

dördüncü bölümün temelini oluşturmaktad¬r.

Dördüncü bölüm, bir Lorentz regle yüzeyin e¼grilik teorisinin bir robot end-e¤ector

hareketine nas¬l uyguland¬¼g¬n¬ göstermektedir. Ayr¬ca bu bölümde, üçüncü

bölümde elde edilen bir Lorentz regle yüzeyin e¼grilik teorisi, bir robot end-e¤ector

hareketinin diferansiyel özeliklerini belirlemek için kullan¬ld¬.

Anahtar Kelimeler: Null çat¬, regle yüzey, Darboux çat¬s¬, Frenet formülleri,

striksiyon çizgisi, robot end-e¤ector.

2010, 37 sayfa
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ABSTRACT

M.Sc. Thesis

ON CURVATURE THEORY OF RULED SURFACE WITH

LIGHTLIKE RULING IN THREE DIMENSIONAL

MINKOWSKI SPACE

Tunahan TURHAN

Süleyman Demirel University

Graduate School of Applied and Natural Sciences

Mathematics Department

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Nihat AYYILDIZ

This thesis is composed of four chapters.

In the �rst chapter, historical development of curvature theory and one its

application �eld are explained.

In the second chapter, basic de�nitions which are introduce algebraic elements of

Minkowski space are given.

Third chapter is related with curvature theory of Lorentzian ruled surfaces with

ligtlike ruling in three dimensional Minkowski space. The equations formulated

in this chapter are basis for developments in the chapter four.

Fourth chapter is shows how the curvature theory of a Lorentzian ruled surface

is applied to robot end-e¤ector motion. Also, in this chapter, curvature theory

of Lorentzian ruled surface obtained in third chapter is used for determine

di¤erential properties of a robot end-e¤ector motion.

Key Words: Null frame, ruled surface, Darboux frame, Frenet formula,

striction line, Robot end-e¤ector.

2010, 37 pages
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ederim.

Tunahan TURHAN

ISPARTA, 2010

iv
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Şekil 3:1: X(s; t) Lorentz regle yüzeyi.......................................................... 25
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1: G·IR·IŞ

E¼grilik teorisi, hareketli bir kat¬ cisme gömülmüş noktalar, do¼grular ve

düzlemlerin yörüngelerinin temel geometrik özeliklerini araşt¬r¬r. E¼grilik teorisi

ayn¬ zamanda, bir harekete maruz kalan hareketli bir kat¬ cismin h¬z ve ivme

da¼g¬l¬m¬yla da ilgilidir. E¼grilik teorisinden elde edilen sonuçlar; düzlemsel,

küresel ve uzaysal mekanizmalar¬n sentezine ve analizine uygulan¬r.

Uzayda hareketli bir kat¬ cisme sabitlenmi̧s do¼gru bir regle yüzey meydana

getirir. Bir regle yüzey bir C1 yüzeyin özel durumu oldu¼gundan, bu yüzeyin

diferansiyel geometrisi vektör hesab¬n¬n geleneksel teknikleri kullan¬larak

geli̧stirilir. McCarthy ve Roth (1981), uzay kinematikleri için çizgi

yörüngelerinin skalar e¼grilik teorisini elde etmek için bu yaklaş¬m¬ kulland¬.

McCarthy ve Roth�un yaklaş¬m¬, Kruppa (1957) taraf¬ndan verilen bir regle

yüzeyin analizine dayanmaktad¬r. Ayn¬ zamanda McCarthy (1987), bir regle

yüzeyin e¼grilik teorisinin hem skalar hem de dual formüllerini elde etti ve bu

iki formül aras¬nda ba¼g¬nt¬lar verdi. Bu çal¬̧sma temel al¬narak Ayy¬ld¬z ve

Yücesan (2006), Minkowski ( Lorentz ) uzay¬nda null olmayan e¼griler için çizgi

yörüngelerinin e¼grilik teorisinin skalar ve dual formüllerini elde ettiler. E¼grilik

yörüngesi üzerine yap¬lan çal¬̧smalardan birisi de Ersoy ve Tosun (2008)

taraf¬ndan, R31 3�boyutlu Minkowski uzayda Cartan çat¬l¬bir null e¼gri boyunca

yönlendirilmi̧s bir null do¼grunun hareketi ile s¬k¬ s¬k¬ya ba¼gl¬ null scrollar¬n

yörüngesi üzerinedir. Bu çal¬̧smada ayn¬ zamanda null scrollun baz e¼grisinin

jeodezik e¼grili¼gi, jeodezik torsiyonu ve e¼grilikleri aras¬nda baz¬ili̧skiler elde edildi.

Lorentz uzay¬nda null e¼griler ve yüzeyler üzerine yap¬lan çal¬̧smalardan birisi

de Çöken ve Çiftçi (2007) ye aittir. Bu çal¬̧smada yazarlar üç boyutlu Lorentz

uzay¬nda bir Cartan çat¬l¬null e¼grinin Frenet çat¬s¬ile yüzeyin Darboux çat¬s¬n¬

kaŗs¬laşt¬rd¬lar.

E¼grilik teorisi, uzay kat¬hareketini belirlemenin en ş¬k ve en basit yoludur. Bu

nedenle, e¼grilik teorisi çeşitli alanlara ¬̧s¬k tutabilecek önemli bir analitik araçt¬r.

Örne¼gin Ryuh ve Pennock (1989) bir robotik arac¬n ani hareket özeliklerini

belirlemek için bir regle yüzeyin e¼grilik teorisini kulland¬lar. Bir robot
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kolunun aparat¬ olan end-e¤ector hareketinin di¤eransiyel özelikleri e¼grilik

teorisinden elde edildi. Hareket özelikleri end-e¤ectore sabitlenmi̧s bir noktan¬n

h¬z¬n¬ve ivmesini belirlemek için kullan¬ld¬. Bu kinematik bilgi robot yörünge

planlamas¬nda oldukça önemlidir.

Bu çal¬̧smada, üç boyutlu Minkowski uzayda lightlike do¼grultmanl¬bir Lorentz

regle yüzeyin e¼grilik teorisi verilmeye çal¬̧s¬ld¬. Burada bir Lorentz regle yüzeyin

şeklini belirleyen e¼grilik fonksiyonlar¬ için ba¼g¬nt¬lar elde edildi. Böylece bir

Lorentz regle yüzeyin e¼grilik teorisi, bir robot end-e¤ector hareketinin yörünge

planlamas¬için kullan¬ld¬. Bu metodla, bir e¼grinin geometrik modeli kullan¬larak

bir regle yüzeyin nas¬l üretilebilece¼gi gösterildi.
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2: TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde üçüncü ve dördüncü bölümler için gerekli olan temel kavramlara ve

teoremlere yer verilmi̧stir.

2:1: Cebirsel Kavramlar

Tan¬m 2:1:1: I � R bir aral¬k olmak üzere

� : I ! R3

s ! �(s) = (�1(s); �2(s); �3(s))

şeklinde tan¬mlanan sürekli fonksiyona R3 uzay¬nda bir e¼gri denir

(Do Carmo, 1976).

I, R reel say¬lar kümesinin bir aç¬k aral¬¼g¬olmak üzere � diferansiyellenebilir ise

� ya diferansiyellenebilir e¼gri denir. Bu çal¬̧sma boyunca diferansiyellenebilir e¼gri

yerine sadece e¼gri ifadesi kullan¬lacakt¬r.

Tan¬m 2:1:2: �, R3 üzerinde bir e¼gri olsun. I aral¬¼g¬ndaki 8t say¬s¬için,

�
0
(t) = (

d�1
dt
(t);

d�2
dt
(t);

d�3
dt
(t))�(t)

te¼get vektörüne, e¼grinin �(t) noktas¬ndaki h¬z vektörü denir (O�Neill, 1997).

Tan¬m 2:1:3: �, R3 üzerinde bir e¼gri olsun. 8t 2 I için �0(t) 6= 0 ise � e¼grisine

regüler e¼gri denir (O�Neill, 1997).

Tan¬m 2:1:4: �, I�R aral¬¼g¬nda tan¬ml¬, R3 de bir e¼gri olsun. a; b 2 I olmak

üzere Z b

a

jj�0(t)jjdt

reel say¬s¬na t = a ve t = b noktalar¬aras¬ndaki � e¼grisinin yay uzunlu¼gu denir

(Hac¬saliho¼glu, 2000).

Tan¬m 2:1:5: �, J � R aral¬¼g¬nda tan¬ml¬, R3 üzerinde bir e¼gri olsun. 8s 2 J

için,

jj�0(s)jj = 1
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ise � e¼grisine birim h¬zl¬, s parametresine de yay uzunlu¼gu parametresi denir

(Hac¬saliho¼glu, 2000).

Tan¬m 2:1:6: V bir reel vektör uzay¬olsun.

<;>: V � V ! R

dönüşümü 8a, b 2 R ve 8u, v, w 2 V için

i) < u; v >=< v; u >;

ii) < au+ bv; w >= a < u;w > +b < v; w >;

< u; av + bw >= a < u; v > +b < u;w >

özeliklerine sahip ise <;> dönüşümüne V reel vektör uzay¬üzerinde bir simetrik

bilineer form denir (O�Neill, 1983).

Tan¬m 2:1:7: V reel vektör uzay¬üzerinde bir simetrik bilineer form <;> olsun.

i) 8v 2 V ve v 6= 0 için < v; v >> 0 ise <;> simetrik bilineer formuna pozitif

tan¬ml¬,

ii) 8v 2 V ve v 6= 0 için < v; v >< 0 ise <;> simetrik bilineer formuna negatif

tan¬ml¬,

iii) 8v 2 V için < v; v >� 0 ise <;> simetrik bilineer formuna pozitif

yar¬-tan¬ml¬,

iv) 8v 2 V için < v; v >� 0 ise <;> simetrik bilineer formuna negatif

yar¬-tan¬ml¬,

v) 8w 2 V için < v;w >= 0 iken v = 0 olmak zorunda ise <;> simetrik bilineer

formuna non-dejenere, aksi halde dejeneredir denir (O�Neill, 1983).

Tan¬m 2:1:8: V bir reel vektör uzay¬ve V üzerinde simetrik bilineer dönüşüm

<;> olsun. V uzay¬n¬n

RadV = f� 2 V : < �; v >= 0; 8v 2 V g

ile tan¬ml¬altuzay¬na, <;> simetrik bilineer dönüşümüne göre V uzay¬n¬n radikal

uzay¬(veya null uzay¬) denir (Duggal and Bejancu, 1996).

Tan¬m 2:1:9: V bir reel vektör uzay¬ ve W da V vektör uzay¬n¬n altuzay¬
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olsun. Bu durumda W � W üzerinde <;> dönüşümünün k¬s¬tlanm¬̧s¬ da W

üzerinde simetrik bilineer formdur. Simetrik bilineer formun negatif oldu¼gu en

büyük W altuzay¬n¬n boyutuna V uzay¬üzerinde, bilineer formun indeksi denir

(O�Neill, 1983).

Tan¬m 2:1:10: Bir V reel vektör uzay¬üzerinde non-dejenere simetrik bilineer

forma V reel vektör uzay¬üzerinde bir skalar çarpma denir. V üzerindeki bir

skalar çarpma <;> ise (V;<;>) ikilisine skalar çarp¬ml¬ vektör uzay¬ denir

(O�Neill, 1983).

Tan¬m 2:1:11: 8v, w 2 V için v 6= 0 ve w 6= 0 iken < v;w >= 0 ise v ve w

vektörleri diktir denir ve v?w şeklinde gösterilir.

V reel vektör uzay¬n¬n bir altuzay¬W ise W? = fv 2 V j v?Wg olsun. W?

altuzay¬na V vektör uzay¬n¬n dik altuzay¬denir. W? altuzay¬W uzay¬n¬n dik

tümleyeni olarak isimlendirelemez. Çünkü W +W? genellikle V vektör uzay¬n¬n

tamam¬de¼gildir (O�Neill, 1983).

Önerme 2:1:12: W bir V skalar çarp¬m uzay¬n¬n altuzay¬olsun. O zaman,

i) boyW + boyW? = boyV ,

ii)
�
W?�? = W

iii) RadW = RadW? = W \W?

özelikleri vard¬r (Duggal and Bejancu, 1996).

Tan¬m 2:1:13: V bir skalar çarp¬m uzay¬olsun. V nin indeksi � olmak üzere

� = 1 ve boyV � 2 ise V skalar çarp¬m uzay¬na bir Lorentz uzay¬ denir

(O�Neill, 1983).

Tan¬m 2:1:14: (V;<;>) bir Lorentz uzay¬olsun. W � V altuzay¬için,

i) <;> jW : W �W ! R pozitif tan¬ml¬ise W uzay¬na spacelike altuzay,

ii) <;> jW : W �W ! R indeksi 1 olan non-dejenere ise W uzay¬na timelike

altuzay,

iii) <;> jW : W � W ! R dejenere ise W uzay¬na lightlike altuzay denir

(O�Neill, 1983):

Önerme 2:1:15: (W;<;>) reel n-boyutlu lightlike vektör uzay¬ ve RadW da

5



W vektör uzay¬n¬n radikali olsun. Bu durumda radikal uzaya tümleyen olan bir

altuzay nondejeneredir. Bu uzaya perde uzay denir ve S(W ) ile gösterilir. O

halde

W = RadW?S(W )

d¬r (Duggal and Bejancu, 1996).

Teorem 2:1:16: Bir V 6= f0g skalar çarp¬m uzay¬bir ortonormal baza sahiptir

(O�Neill, 1983).

Teorem 2:1:17: V reel vektör uzay¬için bir ortonormal baz fe1 ; e2 ; :::; eng olsun.

"
i
=< e

i
; e

i
> olmak üzere 8v 2 V vektörü

v =
nX
i=1

"
i
< v; e

i
> e

i

olacak şekilde tek türlü yaz¬labilir (O�Neill, 1983).

Tan¬m 2:1:18: R3, 3�boyutlu Öklid uzay ve u = (u1 ; u2 ; u3), v = (v1 ; v2 ; v3) 2 R3

olsun. R3 üzerinde,

< u; v >= �u1v1 + u2v2 + u3v3

ile verilen skalar çarp¬m göz önüne al¬narak elde edilen uzaya Minkowski 3�uzay

veya 3�boyutlu Minkowski uzay¬denir ve R31 ile gösterilir. Burada tan¬mlanan

<;> metri¼ge Lorentz metri¼gi (veya Minkowski metri¼gi) denir (Lopez, 2008).

Tan¬m 2:1:19: R31, 3�boyutlu Minkowski uzay olsun. u 2 R31 olmak üzere,

i) < u; u >> 0 veya u = 0 ise u vektörüne spacelike,

ii) < u; u >< 0 ise u vektörüne timelike,

iii) < u; u >= 0 ve u 6= 0 ise u vektörüne null (veya lightlike) d¬r denir

(Lopez, 2008).

Tan¬m 2:1:20: R31; 3�boyutlu Minkowski uzay ve u 2 R31 olsun.

kuk =
p
j< u; u >j

say¬s¬na u vektörünün normu denir. Normu bir birim olan vektöre birim vektör ve

6



ortogonal birim vektörlerin kümesine de ortonormal sistem denir (O�Neill, 1983).

Tan¬m 2:1:21: R31, 3�boyutlu Minkowski uzay ve u = (u1 ; u2 ; u3),

v = (v1 ; v2 ; v3) 2 R31 olsun.

u� v =

0@�
������ u2 u3

v2 v3

������ ;
������ u3 u1

v3 v1

������ ;
������ u1 u2

v1 v2

������
1A

şeklinde tan¬ml¬ � operatörüne R31; 3�boyutlu Minkowski uzay¬nda Lorentz

anlam¬nda vektörel çarp¬m denir (Liu, 2008).

Teorem 2:1:22: R31, 3�boyutlu Minkowski uzayda iki vektör u ve v olmak üzere,

i) u ve v spacelike vektör ise u� v bir timelike vektördür,

ii) u spacelike ve v timelike vektör ise u� v spacelike vektördür,

iii) u spacelike ve v null vektör olmak üzere < u; v >= 0 ise u � v null vektör,

e¼ger < u; v >6=0 ise u� v spacelike vektördür,

iv) u ve v null vektör ise u� v spacelike vektördür,

v) u timelike ve v null vektör ise u� v spacelike vektördür,

vi) u ve v timelike vektör ise u� v spacelike vektördür (O�Neill, 1983).

Tan¬m 2:1:23: R31, 3�boyutlu Minkowski uzay olsun. x; y; z; w 2 R31 olmak

üzere,

< x� y; z � w >= �(< x; z >< y;w > � < x;w >< y; z >)

ifadesine R31, 3�boyutlu Minkowski uzay¬nda Lagrange formülü denir (Liu, 2008).

Tan¬m 2:1:24: �, R31 de bir e¼gri olsun. � e¼grisinin h¬z vektörü �
0
olmak üzere,

i) �
0
(t) h¬z vektörü spacelike ise � e¼grisine spacelike,

ii) �
0
(t) h¬z vektörü timelike ise � e¼grisine timelike

denir (O�Neill, 1983).

Tan¬m 2:1:25: U ; R2 nin bir aç¬k alt kümesi olsun. x : U ! R3 bire bir regüler

dönüşümüne bir koordinat sistemi denir (O�Neill, 1997).

Tan¬m 2:1:26: x : U � R2 ! R3 bir koordinat sistemi olsun. x�1 : x(U) ! U

ters fonksiyonu x(U) nun her noktas¬nda sürekli ise x : U � R2 ! R3 dönüşümüne

7



uygun koordinat sistemi denir (O�Neill, 1997).

Tan¬m 2:1:27: M , R3 uzay¬n¬n alt kümesi olsun. M nin her p noktas¬ için

görüntüsü M de p noktas¬n¬n bir komşulu¼gunu içine alan bir uygun koordinat

sistemi varsa M ye R3 de bir yüzey denir (O�Neill, 1997).

Tan¬m 2:1:28: R31, 3�boyutlu Minkowski uzay¬nda bir yüzey M olsun. Her

p 2M ve her up 2 TpM ve vp 2 TpM için

< up; vp >= 0) up = 0

önermesi sa¼glan¬yorsa M yüzeyine R31 uzay¬nda bir non-dejenere yüzey denir

(Beem and Ehrlich; 1981). Bir başka ifadeyle, M yüzeyinin non-dejenere yüzey

olmas¬için gerek ve yeter şart, yüzeyin normalinin null vektör alan¬olmamas¬d¬r.

Tan¬m 2:1:29: R31, 3�boyutlu Minkowski uzay ve M bir non-dejenere yüzey

olsun.

i) M yüzeyi üzerine indirgenmi̧s metrik Lorentz metri¼gi ise M yüzeyine bir

timelike yüzey,

ii) M yüzeyi üzerine indirgenmi̧s metrik pozitif tan¬ml¬ ise M yüzeyine bir

spacelike yüzey denir (Beem and Ehrlich; 1981).

Tan¬m 2:1:30: M , n-boyutlu bir yar¬-Riemann manifoldu olsun. 
 : I � R!M

diferansiyellenebilir e¼grisi; 1 � m � n; < 
(i)(t); 
(i)(t) >= 0,

i = 1; :::;m � 1 ve < 
(m)(t); 
(m)(t) >= �1 şartlar¬n¬ sa¼gl¬yorsa, t

parametresine yar¬-yay parametresi denir (Ferrandez, Gimenez and Lucas, 2002).

Tan¬m 2:1:31: M; boyutu n = m + 2 ve indeksi �; 0 < � < n; olan yani

metri¼gi inde�nite olan bir yar¬-Riemann manifoldu olsun. M de lokal olarak


 : I � R! M biçiminde parametrelendirilmi̧s bir C e¼grisi verilsin. E¼ger C nin

te¼get vektörü her noktada bir null vektör ise C ye null ya da lightlike e¼gri denir

(Duggal and Bejancu, 1996).

M; boyutu n = m+ 2 ve indeksi �; 0 < � < n; olan bir yar¬-Riemann manifoldu

olsun. M de lokal olarak 
 : I � R ! M biçiminde parametrelendirilmi̧s bir C

e¼grisi verilsin. C e¼grisinin te¼get demetini TC ile gösterilsin ve t¬pk¬non-dejenere
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durumda oldu¼gu gibi TC? vektör demeti de

TC? = [
P2C

T
P
C?; T

P
C? = f�

P
2 T

P
M : < �

P
; V

P
>= 0; 8V

P
2 T

P
Cg

olarak tan¬mlans¬n. Buna göre TC? vektör demetinin rank¬m + 1 dir. V
P
bir

null vektör oldu¼gundan TC te¼get demeti, TC? vektör demetinin rank¬1 olan bir

alt vektör demetidir. O halde, TC? vektör demeti de TC te¼get demetinin

TC? = TC?S(TC?)

olacak şekilde bir ortogonal tümleyeni göz önüne al¬nabilir. Buna göre; C e¼grisinin

bir perde vektör demeti olarak adland¬r¬lan S(TC?); rank¬ m olan bir

non-dejenere alt vektör demetidir. Böylece

TM jC= S(TC?)?S(TC?)?

olarak yaz¬labilir (Duggal and Bejancu, 1996).

Teorem 2:1:32: C, bir M yar¬-Riemann manifoldunun bir null e¼grisi olsun. O

zaman C üzerinde her U � C koordinat komşulu¼gunda

< 
0(t); N >= 1

ve

< N;N >=< N;X >= 0 8X 2 �(S(TC?) jU)

şartlar¬n¬sa¼glayan birtek N 2 �(E jC) kesitine sahip bir ve yaln¬z bir E vektör

demeti vard¬r ve rank¬1 dir. Buna göre E vektör demeti, C e¼grisinin S(TC?)

perde vektör demetine göre null transversal vektör demeti olarak adland¬r¬l¬r ve

ntr(C) ile gösterilir. N vektör alan¬da C e¼grisinin 
0(t) h¬z vektörüne göre null

transversal vektör alan¬d¬r. Ayr¬ca, C e¼grisinin transversal vektör demeti

tr(C) = ntr(C)?S(TC?)
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olarak tan¬mlan¬r. Dolay¬s¬yla

TM jC= TC � tr(C) = (TC � ntr(C))?S(TC?)

dir (Duggal and Bejancu, 1996).

2:2: R31, Üç Boyutlu Minkowski Uzay¬nda Regle Yüzeyler

Tan¬m 2:2:1: R31, 3�boyutlu Minkowski uzay¬n F = fX; Y; Z = Y �Xg baz¬

< X;X >=< Y; Y >= 0, < X; Y >=< Z;Z >= 1

şartlar¬n¬sa¼glarsa F baz¬na bir null çat¬denir (Graves, 1979).

Bir dejenere e¼grinin Frenet formülleri oldukça karmaş¬kt¬r ve çok say¬da

e¼grilik fonksiyonu içermektedir. Non-dejenere halde key� bir parametre için

Frenet formüllerini sa¼glayan bir tek Frenet çat¬s¬oldu¼gu bilinir. Özel olarak yay

uzunlu¼gu parametresi seçilirse, genel e¼grilik fonksiyonlar¬elde edilebilir. Fakat

dejenere e¼griler için bunlar geçerli de¼gildir. Hatta, null e¼griler için yay uzunlu¼gu

parametresi kavram¬ndan da söz edilemez (Çiftçi, 2004).

F çat¬l¬� null e¼grisi, verilen bir k0=k0(s) pozitif fonksiyonu için X = X(s) = �0

k0

olmak üzere aşa¼g¬daki Frenet denklemlerini sa¼glar:

X 0 = k1X + k2Z;

Y 0 = �k1Y + k3Z;

Z 0 = �k3X � k2Y .

Burada k
i
; 1 � i � 3, fonksiyonuna � e¼grisinin i: e¼grili¼gi denir (Graves, 1979).

Tan¬m 2:2:2: �, R31 3�boyutlu Minkowski uzay¬nda F = fX; Y; Zg null çat¬l¬

bir null e¼gri olsun. R31 3�boyutlu Minkowski uzay¬nda � e¼grisi boyunca

 (s; t) = �(s) + tY (s)
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ile parametrize edilmi̧s non-dejenere regle yüzeye bir null scroll denir. Burada

� e¼grisine yüzeyin dayanak e¼grisi, Y vektörüne de yüzeyin do¼grultman¬ denir

(Graves, 1979).

k2 = 1 ve k1 = 0 olmak üzere (�;F) çat¬l¬null e¼griye Cartan çat¬l¬null e¼gri, F

çat¬alan¬na da Cartan çat¬s¬denir. E¼ger, R31 3�boyutlu Minkowski uzay¬nda X,

Y ve Z vektörleri < X;X >=< Y; Y >= 0 ve

X 0 = Z;

Y 0 = k3Z;

Z 0 = �k3X � Y

özeliklerini sa¼glarsa

 (s; t) = �(s) + tY (s)

regle yüzeyine bir B scroll denir (Graves, 1979).

Tan¬m 2:2:3: R31 3�boyutlu Minkowski uzay¬nda bir regle yüzeyin anado¼grular¬

boyunca te¼get düzlemleri her noktada ayn¬ ise regle yüzeye aç¬labilirdir denir

(Balgetir, Bektaş ve Ergüt, 2003).

Tan¬m 2:2:4: R31 3�boyutlu Minkowski uzay¬nda dayanak e¼grisi � ve anado¼grusu

Y olan bir regle yüzey verilsin.

�(s) = �(s)� �Y (s)

olmak üzere

< �0; Y 0 >= 0

denklemini sa¼glayan � e¼grisine yüzeyin striksiyon çizgisi denir (Guggenheimer,

1977).
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3: ÜÇ BOYUTLU MINKOWSKI UZAYINDA LIGHTLIKE

DO¼GRULTMANLI LORENTZ REGLE YÜZEYLER

Üç boyutlu Minkowski uzay¬nda Lorentz metri¼gi inde�nited¬r. Bu yüzden

üç boyutlu Minkowski uzayda regle yüzeyler, spacelike, timelike (Lorentz) veya

dejenere olabilece¼ginden Öklid durumundan daha karmaş¬k yap¬ya sahiptir.

Diferansiyel geometri aç¬s¬ndan null e¼grileri çal¬̧smak özel bir ilgiye

sahiptir. Öklid geometrideki ço¼gu klasik sonuçlar¬n Minkowski geometrisinde bir

kaŗs¬l¬¼g¬ vard¬r. Asl¬nda spacelike veya timelike e¼griler; pozitif tan¬ml¬

Öklid geometrisinde oldu¼gu gibi benzer yaklaş¬mla çal¬̧s¬labilir. Bununla birlikte

null e¼griler spacelike ve timelike e¼grilerden çok farkl¬özeliklere sahiptir. Di¼ger bir

deyi̧sle null e¼gri teorisi Öklid durumunda benzeri olmayan sonuçlara sahiptir. Null

e¼grilerin geometrisindeki zorluklar yay uzunlu¼gunun s¬f¬r olmas¬ndan

kaynaklan¬r. Böyle bir durumda al¬̧s¬lm¬̧s yolla te¼get vektörü birimleştirmek

mümkün de¼gildir. Bu i̧slem için te¼get vektörün türevini birimleştiren ve

yar¬-yay olarak isimlendirilen yeni bir parametre kullanmak gerekir.

Bu bölüm iki alt bölümden oluşmaktad¬r. Bu alt bölümlerden birincisi lightlike

do¼grultmanl¬Lorentz regle yüzeylere ayr¬lm¬̧st¬r. Burada, lightlike do¼grultmanl¬

Lorentz regle yüzeyin Darboux çat¬s¬oluşturularak de¼gi̧simi incelenmi̧stir. Buna

ba¼gl¬ olarak Lorentz regle yüzeyi karakterize eden e¼grilik fonksiyonlar¬ elde

edilmi̧stir. Daha sonra Lorentz regle yüzeyin baz e¼grisinin çat¬s¬ ile yüzeyin

Darboux çat¬s¬aras¬nda ba¼g¬nt¬lar elde edilmi̧stir.

·Ikinci alt bölüm ise merkezi normal Lorentz yüzeye ayr¬lm¬̧st¬r. Burada light-

like do¼grultmanl¬Lorentz regle yüzeyin asli normalinin hareketiyle oluşturulan

merkezi normal Lorentz yüzeyin e¼grilik fonksiyonlar¬elde edilmi̧stir.

3:1: Lightlike Do¼grultmanl¬Lorentz Regle Yüzeyler

R31 üç boyutlu Minkowski uzay¬nda

� : I � R ! R31
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null e¼grisi verilsin. E¼ger

< T; T > = < N;N > = < T;W >=< N;W >= 0;

< T;N > = < W;W > = 1; W = N � T

şartlar¬sa¼glan¬rsa F = fT;N;Wg baz¬na R31 üç boyutlu Minkowski uzay¬nda �

e¼grisinin bir null çat¬s¬denir. Böyle bir durumda � e¼grisine F ile çat¬lanm¬̧st¬r

denir. Null e¼grilerin çat¬lar¬ tek de¼gildir. Üstelik çat¬lar bir e¼grinin

parametrizasyonlar¬alt¬nda de¼gi̧sir. Bu yüzden null e¼griler için e¼gri ile çat¬bir-

likte verilir.

� e¼grisi T = d�
ds
olmak üzere F = fT;N;Wg çat¬s¬yla verilsin. O zaman N ve W

vektör alanlar¬ � e¼grisi üzerinde, s¬ras¬yla, ntr(�) ve S(T�?)

vektör demetlerini tan¬mlar. Böylece, F çat¬s¬na göre � e¼grisinin Frenet

denklemleri elde edilebilir. Buna göre T 0 vektörü F = fT;N;Wg çat¬s¬na göre

T 0 = aT + bN + cW

biçiminde yaz¬l¬r. Bu ifadede a, b ve c katsay¬lar¬, s¬ras¬yla,

a = < T 0; N >= k1 ;

b = < T 0; T >= 0;

c = < T 0;W >= k2

şeklinde bulunur. O halde

T 0 = k1T + k2W (3.1)

biçiminde yaz¬l¬r. Benzer yolla, N 0 ve W 0 vektörleri de

N 0 = �k1N + k3W (3.2)

ve

W 0 = �k3T � k2N (3.3)
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biçiminde elde edilir. (3:1), (3:2) ve (3:3) denklemleri matris formunda

26664
T 0

N 0

W 0

37775 =
26664

k1 0 k2

0 �k1 k3

�k3 �k2 0

37775
26664
T

N

W

37775 (3.4)

şeklinde yaz¬l¬r. Burada ki, 1 � i � 3; fonksiyonlar¬na F = fT;N;Wg çat¬s¬na

göre � e¼grisinin e¼grilik fonksiyonlar¬ denir. E¼ger, k1 = 0 olursa s

parametresine distinguished parametresi denir. Bu durumda F = fT;N;Wg

çat¬s¬na da distinguished Frenet çat¬s¬denir (Duggal and Bejancu, 1996).

� : I � R ! R31; F = fT;N;Wg çat¬l¬bir null e¼gri olsun. Buna göre, R31 üç

boyutlu Minkowski uzay¬nda bir lightlike do¼grultmanl¬M Lorentz regle yüzey

X : I � R ! R31
(t; �) ! X(t; �) = �(t) + �V (t)

biçiminde ifade edilir. Burada � e¼grisiM Lorentz regle yüzeyinin dayanak e¼grisi,

V (t) vektörü de M Lorentz regle yüzeyi meydana getiren bir null vektördür. Bu

V (t) null vektörü, Y 2 T�(t)M ve < Y; T >6= 0 biçimindeki bir Y vektörü için, �

e¼grisinin te¼get vektörü T olmak üzere

V =
1

< Y; T >
fY � < Y; Y >

2 < Y; T >
Tg

biçiminde bulunur. Böylece M yüzeyinin spacelike birim normal vektörü

U = V � T olmak üzere R31 üç boyutlu Minkowski uzay¬n fT; V; Ug baz¬, �(t)

noktas¬nda yüzeyin Darboux çat¬s¬d¬r. Bu çat¬

< T; T > = < V; V > = < V;U > = < T;U > = 0

< T; V > = < U;U > = 1

şartlar¬n¬ sa¼glar. O halde fT; V; Ug do¼grultman üçlüsünün birinci mertebeden
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de¼gi̧simi hesaplanabilir. Bunun için T 0 vektörü fT; V; Ug Darboux çat¬s¬na göre

T 0 = a1T + b1V + c1U

biçiminde yaz¬labilece¼ginden; a1 ; b1 ve c1 katsay¬lar¬, s¬ras¬yla,

a1 = < T 0; V >= �g;

b1 = < T 0; T >= 0;

c1 = < T 0; U >= �n

biçiminde bulunur. Buna göre T 0 vektörü

T 0 = �gT + �nU

şeklinde yaz¬l¬r. Benzer yolla,

V 0 = a2T + b2V + c2U

olmak üzere

a2 = < V 0; V >= 0;

b2 = < V 0; T >= ��g;

c2 = < V 0; U >= � g

şeklinde bulunur. Böylece

V 0 = ��gV + � gU

biçiminde yaz¬l¬r. Son olarak

U 0 = a3T + b3V + c3U

15



şeklinde yaz¬l¬rsa,

a3 = < U 0; V >= �� g;

b3 = < U 0; T >= ��n;

c3 = < U 0; U >= 0

elde edilir. O halde

U 0 = �� gT � �nV

olur. Böylece fT; V; Ug Darboux çat¬s¬n¬n de¼gi̧simi matris formunda

26664
T 0

V 0

U 0

37775 =
26664

�g 0 �n

0 ��g � g

�� g ��n 0

37775
26664
T

V

U

37775 (3.5)

biçiminde yaz¬l¬r. Burada �g; �n ve � g fonksiyonlar¬na, s¬ras¬yla, � e¼grisinin

jeodezik e¼grili¼gi, normal e¼grili¼gi ve jeodezik torsiyonu denir.

Do¼grultman boyunca direktrise göre striksiyon çizgisinin yeri � reel de¼gerli bir

parametre olmak üzere

� (s) = � (s)� �V (s) (3.6)

biçiminde verilir. � parametresini belirlemek için

< �0 (s) ; V 0(s) >= 0 (3.7)

ile verilen striksiyon çizgisinin tan¬m¬kullan¬lacakt¬r. (3:6) denkleminin türevi

al¬n¬rsa

�0 = �0 � �0V � �V 0

elde edilir. Bu denklemde T = �0 eşitli¼gi kullan¬l¬rsa

�0 = T � �0V � �V 0 (3.8)
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elde edilir. (3:8) denklemi (3:7) denkleminde yerine yaz¬l¬rsa

< T; V 0 > ��0 < V; V 0 > �� < V 0; V 0 >= 0

elde edilir. Böylece

� =
< T; V 0 >

< V 0; V 0 >

elde edilir. Elde edilen eşitlikte V 0 = ��gV + � gU oldu¼gu kullan¬l¬rsa

� =
< T;��gV + � gU >

< ��gV + � gU;��gV + � gU >

eşitli¼ginden

� = ��g
� 2
g

(3.9)

d¬r.

Ayn¬zamanda striksiyon çizgisinin fT; V; Ug do¼grultman üçlüsüne göre birinci

mertebeden konum de¼gi̧simi de

�0 = �1T + �2V + �3U

biçiminde ifade edilir. Buna göre

�1 = < �0; V >;

�2 = < �0; T >;

�3 = < �0; U >

oldu¼gundan

�0 = (< �0; V >)T + (< �0; T >)V + (< �0; U >)U (3.10)

biçiminde yaz¬l¬r. (3:10) denkleminde birinci parantezdeki katsay¬y¬hesaplamak
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için (3:8) denklemi kullan¬l¬rsa,

< �0; V >=< T � �0V � �V 0; V > (3.11)

eşitli¼ginden

< �0; V >= 1

elde edilir. (3:10) denkleminde ikinci parantezdeki katsay¬y¬hesaplamak için (3:8)

ve (3:5) denklemleri kullan¬l¬rsa

< �0; T >=< T � �0V � �V 0; T >

eşitli¼ginden

< �0; T >= ��0 + ��g

bulunur. Burada (3:9) denklemi göz önüne al¬n¬rsa

< �0; T >= ��0 �
�2g
� 2g

(3.12)

olur. (3:10) denkleminde üçüncü parantezdeki katsay¬y¬hesaplamak için (3:8) ve

(3:5) denklemleri kullan¬l¬rsa

< �0; U >=< T � �0V � �V 0; U > (3.13)

eşitli¼ginden

< �0; U >=
�g
� g

elde edilir. O halde; 
 = 1; � = �0 +
�2g
�2g
ve � = �g

�g
olmak üzere (3:11); (3:12) ve

(3:13) denklemlerinden

�0 = 
T � �V +�U (3.14)

biçiminde yaz¬l¬r. Burada 
, � ve � fonksiyonlar¬X(t; �) Lorentz regle yüzeyini

karakterize eder. Bu fonksiyonlara X(t; �) Lorentz regle yüzeyinin e¼grilik

fonksiyonlar¬denir.
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E¼ger � e¼grisi null kabul edilir ve (3:14) denklemi göz önüne al¬n¬rsa

< T �
�
�0 +

�2g
� 2g

�
V +

�g
� g
U; T �

�
�0 +

�2g
� 2g

�
V +

�g
� g
U >= 0

eşitli¼ginden

�0 = �
�2g
2� 2g

bulunur. Böylece, bu eşitli¼gin her iki yan¬integre edilirse

� = �1
2

Z
�2g
� 2g
dt+ c

olur. Burada c integral sabitidir. Buna göre (3:6) denklemi

� (s) = � (s)� (�1
2

Z
�2g
� 2g
dt+ c)V (s)

biçiminde yaz¬l¬r.

Şimdi yüzeyin fT; V; Ug Darboux çat¬s¬ ile � e¼grisinin fT;N;Wg null çat¬s¬

aras¬ndaki ili̧ski incelenecektir.

Bunun için ilk olarak (3:1) ve (3:5) denklemleri kaŗs¬laşt¬r¬l¬rsa

�gT + �nU = k1T + k2W (3.15)

bulunur. (3:15) denkleminin her iki yan¬U ile iç çarp¬l¬rsa

�g < T;U > +�n < U;U >= k1 < T;U > +k2 < W;U >

eşitli¼ginden

< W;U >=
�n
k2

(3.16)

ve V ile iç çarp¬l¬rsa

�g < T; V > +�n < U; V >= k1 < T; V > +k2 < W;V >
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eşitli¼ginden,

< W;V >=
�g � k1
k2

(3.17)

bulunur. Di¼ger taraftan < T 0; N > katsay¬s¬ için (3:1) denkleminden

yararlan¬l¬rsa

< T 0; N >=< k1T + k2W;N >

eşitli¼ginden

< T 0; N >= k1 (3.18)

bulunur. < U;N > katsay¬s¬ için (3:5) denkleminin birinci sat¬r¬ ve (3:18)

denklemi kullan¬l¬rsa

< U;N >= ��g � k1
�n

(3.19)

bulunur. Son olarak < V;N > katsay¬s¬n¬ belirlemek için Lagrange formülü

kullan¬l¬rsa

< V;N > = � (�g�k1 )2
�n(k2+�n)

(3.20)

elde edilir. Böylece (3:16), (3:17), (3:19) ve (3:20) denklemlerinden

26664
T

N

W

37775 =
26664

1 0 0

� (�g�k1 )2
�n(k2+�n)

1 ��g�k1
�n

�g�k1
k2

0 �n
k2

37775
26664
T

V

U

37775 (3.21)

elde edilir. Burada (3:16) denklemi ve Lagrange formülü göz önüne al¬n¬rsa

< W;U >=< V � T;N � T >= 1

eşitli¼ginden

�n = k2

bulunur. Böylece � e¼grisinin fT;N;Wg null çat¬s¬ile yüzeyin fT; V; Ug Darboux
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çat¬s¬aras¬ndaki ili̧ski matris formunda

26664
T

N

W

37775 =
26664

1 0 0

� (�g�k1 )2
2k2
2

1 ��g�k1
k2

�g�k1
k2

0 1

37775
26664
T

V

U

37775
biçiminde verilir. Tersine, yüzeyin fT; V; UgDarboux çat¬s¬, � e¼grisinin fT;N;Wg

null çat¬s¬na göre

26664
T

V

U

37775 =
26664

1 0 0

(�g�k1 )2
2k2
2

1
�g�k1
k2

��g�k1
k2

0 1

37775
26664
T

N

W

37775
biçiminde ifade edilir.

3:2: Merkezi Normal Lorentz Yüzey

Şimdi � e¼grisini dayanak e¼grisi kabul eden ve do¼grultman¬U olan merkezi normal

Lorentz yüzey göz önüne al¬ns¬n. Merkezi normal Lorentz yüzey, s ve � reel

parametreler olmak üzere

X
U
(s; �) = �(s) + �U (s)

denklemiyle verilir. Bu yüzeyin striksiyon çizgisinin yeri

�
U
(s) = �(s)� �

U
U (s) (3.22)

biçiminde ifade edilir. Böylece merkezi normal Lorentz yüzey için, striksiyon

çizgisinin tan¬m¬kullan¬l¬rsa

< �0
U
(s); U 0(s) >= 0 (3.23)

olur. (3:22) denkleminin s ye göre türevi al¬n¬rsa

�0
U
(s) = �0(s)� �0

U
(s)U(s)� �

U
(s)U 0(s) (3.24)
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elde edilir. (3:24) denklemi (3:23) denkleminde yerine yaz¬l¬rsa

< �0(s)� �0
U
(s)U(s)� �

U
(s)U 0(s); U 0(s) >= 0

eşitli¼ginden

�
U
(s) =

< �0(s); U 0(s) >

< U 0(s); U 0(s) >
(3.25)

elde edilir. (3:14) ve (3:5) denklemleri (3:25) denkleminde kullan¬l¬rsa

�
U
=
�2g � 2�n� g
4� g�n

bulunur.

Merkezi normal Lorentz yüzeyin striksiyon çizgisinin birinci mertebeden konum

de¼gi̧simi (3:24) denkleminde verilmi̧sti. Ayr¬ca merkezi normal Lorentz yüzeyin

striksiyon çizgisinin birinci mertebeden konum de¼gi̧simi fT;N;Wg null çat¬s¬na

göre

�0
U
= aT + bN + cW

biçiminde ifade edilir. Burada a, b ve c katsay¬lar¬, s¬ras¬yla,

a = < �0
U
; N >;

b = < �0
U
; T >;

c = < �0
U
;W >

olup

�0
U
= (< �0

U
; N >)T + (< �0

U
; T >)N + (< �0

U
;W >)W (3.26)

şeklinde yaz¬l¬r.

(3:26) denkleminde birinci parantezdeki katsay¬y¬ hesaplamak için (3:19)

denklemi, (3:5) denkleminin üçüncü sat¬r¬ve (3:24) denklemi kullan¬l¬rsa

< �0
U
; N >= < �0 � �0

U
U � �

U
U 0; N >
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eşitli¼ginden

< �0
U
; N >=

(�g � k1)
2

k2
2

(
�
U

2
�

�2g
4� 2g

)� (�g � k1)

k2
(
�g
� g
� �0

U
) + �

U
� g + 1

elde edilir. Benzer şekilde (3:26) denkleminde ikinci parantezdeki katsay¬y¬

hesaplamak için (3:19) denklemi, (3:5) denklemi ve (3:24) denklemi kullan¬l¬rsa

< �0
U
; T >= < �0 � �0

U
U � �

U
U 0; T >

eşitli¼ginden

< �0
U
; T >= �

U
k2 �

�2g
2� 2g

elde edilir. Son olarak (3:26) denkleminde üçüncü parantezdeki katsay¬y¬

hesaplamak için (3:19) denklemi, (3:5) denklemi ve (3:24) denklemi kullan¬l¬rsa

< �0
U
;W >= < �0 � �0

U
U � �

U
U 0;W >

eşitli¼ginden

< �0
U
;W >=

�g
� g
� �0

U
+

�
�g � k1
k2

��
�
U
k2 �

�2g
2� 2g

�

elde edilir. Böylece, (3:24) denklemi,

	 =
�g � k1
k2

seçilirse



U
= 	2(

�
U

2
� 1

4
�2)�	(�� �0

U
) + �

U
� g + 1;

�
U
= �

U
k2 � 1

2
�2

ve

�
U
= �� �0

U
+	

�
�
U
k2 �

1

2
�2

�
olmak üzere

�0u = 
U
T + �

U
N +�

U
W
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biçiminde yaz¬l¬r. Burada 

U
, �

U
and �

U
fonksiyonlar¬X

U
(s; �) merkezi nor-

mal Lorentz yüzeyini karakterize eder. Bu fonksiyonlar X
U
(s; �) merkezi normal

Lorentz yüzeyinin e¼grilik fonksiyonlar¬olarak isimlendirilir.

Şimdi, lightlike do¼grultmanl¬ Lorentz regle yüzey ve bu yüzeyin asli norma-

linin oluşturdu¼gu merkezi normal Lorentz yüzey ile ilgili bir örnek aşa¼g¬daki gibi

verilebilir.

Örnek 3.1. R31, üç boyutlu Minkowski uzay¬nda

� : I � R ! R31
s ! �(s) = (s; sin s;� cos s)

null e¼grisi

T = (1; cos s; sin s) ; N = (�1; sin s;� cos s) ve W = (�1; sin s�cos s;� sin s�cos s)

olmak üzere F = fT;N;Wg null çat¬s¬ile birlikte verilsin. Bu çat¬

< T; T > = < N;N > = < T;W >=< N;W >= 0;

< T;N > = < W;W > = 1; W = N � T

özeliklerini sa¼glar. Böylece F çat¬s¬na göre � e¼grisinin Frenet denklemleri

T 0 = �T �W;

N 0 = N �W;

W 0 = T +N

biçiminde elde edilir. Di¼ger taraftan dayanak e¼grisi �(s) = (s; sin s;� cos s) ve

do¼grultman vektörü V = (�1;� sin s; cos s) olan

X(s; t) = (s; sin s;� cos s) + t (�1;� sin s; cos s)
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Lorentz regle yüzeyi göz önüne al¬ns¬n. Buna göre yüzeyin Darboux çat¬s¬

T = (1; cos s; sin s) ; V = (�1;� sin s; cos s); ve U = (1; sin s+cos s; sin s�cos s)

olacak şekilde oluşturulur. Bu üçlü

< T; T > = < V; V > = < V;U > = < T;U > = 0

< T; V > = < U;U > = 1

özeliklerini sa¼glar. Buna göre X(s; t) Lorentz regle yüzeyin fT; V; Ug Darboux

çat¬s¬n¬n de¼gi̧simi

T 0 = T � U;

V 0 = �V � U;

U 0 = T + V

biçiminde elde edilir.

Şekil 3.1. X(s; t) Lorentz regle yüzeyi.

� e¼grisinin fT;N;Wg null çat¬s¬ile yüzeyin fT; V; Ug Darboux çat¬s¬aras¬ndaki
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ili̧ski (3:21) denkleminden matris formunda

26664
T

N

W

37775 =
26664
1 0 0

�2 1 2

�2 0 1

37775
26664
T

V

U

37775
biçiminde bulunur. Buna göre X(s; t) Lorentz regle yüzeyinin da¼g¬lma

parametresi

� = �1
2

ve e¼grilik fonksiyonlar¬da (3:11); (3:12) ve (3:13) denklemlerinden

� = �1, � = 1 ve 
 = 1

şeklinde bulunur.

Şimdi Darboux çat¬s¬ndaki U vektörünün hareketi ile oluşturulan

X
U
(s; t) = (s; sin s;� cos s) + t(1; sin s+ cos s; sin s� cos s)

merkezi normal Lorentz yüzeyi göz önüne al¬ns¬n.

Şekil 3:2. X
U
(s; t) Merkezi normal Lorentz yüzey.

Buna göre �(s) = (s; sin s;� cos s) e¼grisinin �g jeodezik e¼grili¼gi, �n normal e¼grili¼gi
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ve � g jeodezik torsiyonu, s¬ras¬yla,

�g = 1; �n = �1 ve � g = �1

biçiminde elde edilir. Sonuç olarak X
U
(s; t) merkezi normal Lorentz yüzeyin

da¼g¬lma parametresi

� = �1

ve e¼grilik fonksiyonlar¬da

�
U
= �3

4
, �

U
= �1

4
ve 


U
= �9

4

şeklinde bulunur.
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4: ÜÇ BOYUTLU MINKOWSKI UZAYDA B·IR ROBOT

END-EFFECTORÜN HAREKET·I

Bu bölüm robot yörünge planlamas¬için üçüncü bölüm de verilen bir Lorentz regle

yüzeyin e¼grilik teorisinin uygulamas¬olacakt¬r. ·Ilk önce, bir robot yörüngesinin

bir Lorentz regle yüzey kullan¬larak nas¬l temsil edilebilece¼gi tart¬̧s¬ld¬. Daha

sonra bir Lorentz regle yüzeyin e¼grilik teorisi, bir robot end-e¤ector hareketinin

diferansiyel denklemini belirlemek için kullan¬ld¬.

O

A

N

z

x
y

Araç Çatısı
AMN
End­Effector

Şekil 4:1: Robot yörüngesi

Bir tipik robot yörüngesi Şekil 4:1 de gösterilmi̧stir. Robot end-e¤ectorün yeri ve

yönü, araç merkez noktas¬ve araç çat¬s¬kullan¬larak tamam¬yla belirlenir. Araç

çat¬s¬; 0 yön vektörü, N normal vektör ve A yaklaş¬m vektöründen oluşur. Araç

merkez noktas¬araç çat¬s¬n¬n orjini olarak seçilebilir.

4:1: Bir Robot Yörüngesinin Temsili

Şekil 4:2, Şekil 4:1 deki robot yörüngesinin bir Lorentz regle yüzeyi kullanarak

nas¬l temsil edilebilece¼gini gösterir. Üç regle yüzey araç kontrol noktas¬ile çizilen

ortak bir direktrisi paylaş¬rken araç çat¬s¬n¬n üç vektörünün herbiri bir Lorentz
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regle yüzey meydana getirir.

Direktris

O

A

N

Sn

βz

x
y

Yüzeyin Normali

Şekil 4:2: Lorentz regle yüzey

Robot yörüngesini temsil etmek için üç Lorentz regle yüzeyini de kullanmak

gerekmez, birini kullanmak yeterlidir. Şekil 4:2 de gösterildi¼gi gibi 0 yön

vektörü ile meydana gelen Lorentz regle yüzey, yörüngeyi temsil eden yüzey olarak

seçilebilir.

4:2: Referans Çat¬lar¬

End-e¤ector hareketi çal¬̧smalar¬nda dört önemli referans çat¬s¬vard¬r. Bu çat¬lar

araç çat¬s¬, yüzey çat¬s¬, Darboux çat¬s¬ ve null çat¬d¬r. Araç çat¬s¬, Darboux

çat¬s¬ve null çat¬dan daha önce bahsedilmi̧sti. Yüzey çat¬s¬ise 0 yön vektörü ile

tan¬mlan¬r. Yüzey normali Sn ve yüzey binormali Sb olmak üzere f 0; Sn ; Sbg

üçlüsü

0 = V;

S
b
=

1

< Y; V >
fY � < Y; Y >

2 < Y; V >
V g Y 2 T�(t)M; < Y; V >6= 0;

Sn = S
b
� 0
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biçiminde tan¬ml¬d¬r. Bu çat¬

< 0; 0 > = < S
b
; S

b
> = < 0; Sn > = < S

b
; Sn > = 0;

< 0; S
b
> = < Sn ; Sn > = 1

şartlar¬n¬sa¼glar. f 0; A; Ng araç çat¬s¬da 0 = V olmak üzere aşa¼g¬daki şartlar¬

sa¼glayacak biçimde seçilebilir:

< 0; 0 > = < A;A > = < A;N > = < 0; N > = 0;

< 0; A > = < N;N > = 1; N = A� 0:

O halde f 0; A; Ng araç çat¬s¬ ile f 0; Sn ; Sbg yüzey çat¬s¬aras¬ndaki ba¼g¬nt¬

matris formunda26664
0

A

N

37775 =
26664

1 0 0

< A; S
b
> < A; Sn > 1

< N;S
b
> < N;Sn > 0

37775
26664
0

Sn

S
b

37775 (4.1)

biçiminde verilir.

f 0; Sn ; Sbg yüzey çat¬s¬ile fT; V; Ug Darboux çat¬s¬aras¬ndaki ba¼g¬nt¬matris

formunda 26664
0

Sn

S
b

37775 =
26664
0 1 0

0 < Sn ; T > �1

1 < S
b
; V > < S

b
; U >

37775
26664
T

V

U

37775 (4.2)

biçiminde elde edilir. E¼ger (4:2) denklemi (4:1) de kullan¬l¬rsa f 0; A; Ng araç

çat¬s¬ve fT; V; Ug Darboux çat¬s¬aras¬ndaki ba¼g¬nt¬

26664
0

A

N

37775 =
26664
0 1 0

1 l1 l2

0 l3 l4

37775
26664
T

V

U

37775 (4.3)
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şeklinde yaz¬labilir. Burada

l1 = < S
b
; A+ T > + < A; Sn >< Sn ; T >

l2 = < S
b
; U > � < A; Sn >

l3 = < N;S
b
> + < N;Sn >< Sn ; T >

l4 = � < N;Sn >

biçimindedir.

4:3: Robot End-E¤ector Hareketinin Birinci Mertebeden Diferansiyel

Özelikleri

Robot end-e¤ector hareketi, araç merkez noktas¬n¬n lineer hareketi ve araç

çat¬s¬n¬n hareketi ile tan¬mlan¬r. Bu bölümde, araç merkez noktas¬n¬n ve araç

çat¬s¬n¬n diferansiyel özelikleri;

i) 3: Bölüm de verilen Lorentz regle yüzeyin e¼grilik teorisine

ii) 4:2 de verilen dört referans çat¬s¬aras¬ndaki ili̧skiler

kullan¬larak çal¬̧s¬lm¬̧st¬r.

� e¼grisi araç merkez noktas¬n¬n yeri oldu¼gundan (3:8) denklemi yeniden

düzenlenirse araç merkez noktas¬n¬n birinci mertebeden konum de¼gi̧simi

�0 = �0 + �0V + �V 0 (4.4)

biçiminde elde edilir.

(3:14) ve (3:5) denklemleri (4:4) denkleminde kullan¬l¬rsa

�0 = T � (�� �0 + �g�)V + (� + �� g)U (4.5)

bulunur. �0 te¼get vektörü

�1 =
�0l4 � l4�� l4l1 + l3l2 � ��gl4 � l3�� �� gl3

l4
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ve

�2 =
�� g � l2 +�

l4

olmak üzere

�0 = �10 + A+ �2N (4.6)

biçiminde f 0; A; Ng araç çat¬s¬n¬n lineer birleşimi olarak yaz¬labilir.

Böylece f 0; A; Ng araç çat¬s¬n¬n birinci mertebeden diferansiyel özelikleri için

(4:3) denkleminin türevi al¬n¬r ve bulunan ifadede (3:5) denklemi kullan¬l¬rsa,

d

ds

26664
0

A

N

37775 =
26664

0 ��g � g

�l2� g l0
1
� l1�g � l2�n l0

2
+ l1� g

�l4� g l0
3
� l3� g � l4�n l0

4
+ l3� g

37775
26664
T

V

U

37775
elde edilir. Burada

l0
1
= < S 0

b
; A+ T > + < S

b
; A

0
+ T 0 > +(< A

0
; Sn > + < A; S 0

n
>) < Sn ; T >

+ < A; Sn > (< S 0
n
; T > + < Sn ; T >)

l0
2
= < S 0

b
; U > + < S

b
; U > � < A

0
; Sn > � < A; S 0

n
>

l0
3
= < N

0
; S

b
> +(< N

0
; Sn > + < N;S 0

n
>) < Sn ; T > +

< N;Sn > (< S 0
n
; T > + < Sn ; T

0 >)

l0
4
= � < N

0
; Sn > � < N;S 0

n
>

dir.

Örnek 4.1. X(s; t) = (s; sin s;� cos s) + t (�1;� sin s; cos s) lightlike do¼grult-

manl¬Lorentz regle yüzeyi göz önüne al¬ns¬n. Buna göre f0; Sn ; Sbg yüzey üçlüsü

0 = (�1;� sin s; cos s);

S
b
= (1;� cos s;� sin s);

Sn = (1; sin s� cos s;� sin s� cos s)
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şeklinde belirlenir. Burada f 0; Sn ; Sbg üçlüsü

< 0; 0 >=< S
b
; S

b
> = < 0; Sn >=< S

b
; Sn > = 0;

< 0; S
b
> = < Sn ; Sn >= 1

şartlar¬n¬sa¼glar. Benzer şekilde, f 0; A; Ng araç çat¬s¬da 0 = V olmak üzere

0 = (�1;� sin s; cos s);

A = (5; 3 cos s+ 4 sin s; 3 sin s� 4 cos s);

N = (�3;� cos s� 3 sin s; 3 cos s� sin s)

şeklinde belirlenebilir. Burada f 0; A; Ng araç çat¬s¬

< 0; 0 > = < A;A > = < A;N > = < 0; N > = 0;

< 0; A > = < N;N > = 1; N = A� 0

şartlar¬n¬sa¼glar.

O halde f 0; A; Ng araç çat¬s¬ ile f 0; Sn ; Sbg yüzey çat¬s¬aras¬ndaki ba¼g¬nt¬

matris formunda 26664
0

A

N

37775 =
26664
1 0 0

�8 �4 1

4 1 0

37775
26664
0

Sn

S
b

37775
biçiminde verilir.

Benzer olarak f 0; Sn ; Sbg yüzey çat¬s¬ ile fT; V; Ug Darboux çat¬s¬aras¬ndaki

ba¼g¬nt¬matris formunda26664
0

Sn

S
b

37775 =
26664
0 1 0

0 �2 �1

1 �2 �2

37775
26664
T

V

U

37775
biçimindedir. E¼ger (4:8) denklemi (4:7) de kullan¬l¬rsa f 0; A; Ng ve fT; V; Ug
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aras¬ndaki ba¼g¬nt¬ 26664
0

A

N

37775 =
26664
0 1 0

1 �2 2

0 2 �1

37775
26664
T

V

U

37775
şeklinde elde edilir. Di¼ger taraftan f 0; A; Ng araç çat¬s¬n¬n birinci mertebeden

diferansiyel özelikleri için (4:9) denkleminin türevi al¬n¬r ve bulunan ifade de (3:5)

denklemi kullan¬l¬rsa

d

ds

26664
0

A

N

37775 =
26664
0 �1 �1

2 0 2

1 1 �2

37775
26664
T

V

U

37775
elde edilir.
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