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KONĐK METRĐK UZAYLAR VE BU UZAYLARDA SABĐT NOKTA 

TEOREMLERĐ 

 
Mustafa Cemil BĐŞGĐN 

Erciyes Üniversitesi, Fen Bilimleri Enstitüsü 
Yüksek Lisans Tezi, Haziran 2010 

Tez Danışmanı: Yrd. Doç. Dr. Abdulcabbar SÖNMEZ 

 

ÖZET 

 

Bu tezde ilk olarak konikler tanımlanıp bunların bazı özellikleri incelenecektir. 

Ardından bu tanımdan faydalanarak metrik uzayların genellemesi olan konik metrik 

uzaylar tanımlanıp metrik uzaylarda geçerli olan bazı özelliklerin konik metrik 

uzaylarda da geçerli olduğu gösterilecektir. 

 

Đkinci olarak konik metrik uzaylarda büzülme dönüşümleri için sabit nokta teoremleri 

ispatlanacaktır. 

 

Üçüncü olarak bazı koşullar altında iki dönüşüm için ortak sabit nokta ve periyodik 

nokta teoremleri ispatlanacaktır.  

 

Son olarak konikler üzerindeki normallik şartı ihmal edilerek sabit nokta ve ortak sabit 

nokta teoremleri ispatlanacaktır. 

 

Anahtar Kelimeler: Konik, Konik Metrik, Sabit Nokta, Ortak Sabit Nokta, Periyodik 

nokta 
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CONE METRIC SPACES AND FIXED POINT THEOREMS ON THIS SPACES 

 
Mustafa Cemil BĐŞGĐN 

Erciyes University, Graduate School of Natural and Applied Sciences 
M.Sc. Thesis, June 2010 

Thesis Supervisor: Assist. Prof. Abdulcabbar SÖNMEZ 

 

ABSTRACT 

 

In this thesis firstly we introduce cones and consider some properties of cones. After 

with the aid of this definition we introduce cone metric spaces, which generalize metric 

spaces and we demonstrate some properties of cone metric spaces are current, which 

hold true on metric spaces. 

 

Secondly we prove fixed point theorems of contractive mappings on cone metric spaces. 

 

Thirdly under some conditions we prove common fixed point and periodic point 

theorems for two maps on cone metric spaces. 

 

Lastly we prove fixed point and common fixed point theorems by omitting normality of 

cones.  

 

Keywords: Cone, Cone Metric, Fixed Point, Common Fixed Point, Periodic point  
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SĐMGELER 

 

        R    : Reel sayılar kümesi 
        
       2R   : Kompleks sayılar kümesi 
        
       N    : Doğal sayılar kümesi 
        
       oP   : P  koniğinin içi 
 

( )]1,0[RC : ]1,0[  aralığından R ye sürekli fonksiyonlar kümesi 

 

( )]1,0[2
RC : ]1,0[  aralığından R ye ikinci mertebeden sürekli türevlere sahip fonksiyonlar 

kümesi 

    

   )(Xf  : X  kümesinin f  fonksiyonu altındaki görüntüsü 

   

 )(xDF  : F  fonksiyonunun x  değişkenine göre birinci mertebeden türevi 



1. BÖLÜM 

 
GĐRĐŞ 

 

Reel veya kompleks sayılar teorisinde bir çok netice bu sayıların cebirsel özelliklerine 

bağlıdır. Mesela n

nzazaa +++ ...10  polinomu kompleks sayıların toplamı ve çarpımı 

yardımıyla teşkil edildiğinden burada yatan temel fikir cebirseldir. Bununla beraber 

Analizde bir çok netice reel veya kompleks sayıların cebirsel yapısına bağlı değildir. 

Mesela limit ve süreklilik kavramları topolojik kavramlardır. Çünkü limit ve süreklilik 

R  veya 2R  deki topolojiye göre tarif edilir. Tariflerde esas olan husus da R  veya 2R  

de iki nokta arasındaki uzaklık kavramına dayanır. 

Đşte bu nedenle reel veya kompleks sayılar teorisindeki birçok sonucu elde etmemizi 

sağlayan uzaklık kavramını, daha genel hale getirmeyi ve onu herhangi bir soyut 

kümenin elemanlarına uygulamayı düşündüğümüzde aşikâr olarak metrik uzaylar 

teorisine girmiş oluruz.  

Metrik fonksiyonları +→ RXxXd :  şeklinde tanımlanan fonksiyonlardır. Burada R  

özel bir Banach uzayıdır. O halde herhangi bir Banach uzayında +R  nın yerine geçecek 

ve konik olarak adlandırılacak bir küme tanımlanıp metrik uzaylar genelleştirilebilir. Bu 

genelleştirme yardımıyla metrik uzaylarda geçerli olan özelliklerin konik metrik 

uzaylarda da geçerli olacağı görülebilir. 

 

Sabit nokta teorisinin temeli olan sabit nokta problemi de şu şekilde ifade edilebilir. X  

bir küme A  ve B  de φ≠∩ BA  olacak şekilde X  in boştan farklı iki alt kümesi olsun. 

BAf →:  dönüşümünü göz önüne alalım. Ax∈  için ne zaman xxf =)(  olur.  Đşte  bu 

sorunun cevabı matematikte, verilen bir dönüşüm için kök bulma problemi ile 

eşdeğerdir. Bu teori analiz, topoloji ve geometrinin güzel bir karışımıdır. Bu teori 
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yalnızca matematiğe değil biyoloji, kimya, ekonomi, mühendislik, oyun teorisi ve fiziğe 

de uygulanabilir. Sabit nokta teorisi  

1-) Topolojik sabit nokta teorisi 

2-) Metrik sabit nokta teorisi 

3-) Ayrık sabit nokta teorisi 

şeklinde üç esas kısma ayrılabilir. 

 

Bu çalışmada sadece reel sayılara tanımlanan metrik fonksiyonu yerine reel sayılardan 

daha genel olan sıralı Banach uzaylarına konik metrik olarak isimlendirilen fonksiyon 

tanımlanacak ve bu tanımdan faydalanarak bu uzaylarda belli özellikleri taşıyan 

fonksiyonlar için sabit nokta teorisi incelenecektir. 



2. BÖLÜM 

 

GENEL BĐLGĐLER VE YARDIMCI TEOREMLER 

 

Bu bölümde ilk olarak metrik uzaylar tanıtılacak ve bu uzaylarda yakınsak bir dizi ile 

Cauchy dizisinin tanımı verilecektir. Đkinci olarak vektör uzayı kavramı tanımlanıp bu 

uzay üzerinde norm tanımlanacaktır. Son olarak sıralı Banach uzaylarında +R  nın yerine 

geçebilecek bir alt küme tanımlanıp metrik uzayın genellemesi olan konik metrik uzay 

tanımlanacak ve metrik uzaylarda geçerli olan bazı özelliklerin konik metrik uzaylarda 

da geçerli olduğu gösterilecektir. 

 

2.1. Metrik Uzaylar 

 

Tanım 2.1.1. 

X  boştan farklı bir küme ve ),(),(,: yxdyxRXxXd a+→  bir dönüşüm olsun. Eğer  

Xzyx ∈∀ ,,  için 

        M1) 0),( >yxd  ve yxyxd =⇔= 0),(      

        M2) ),(),( xydyxd =  

        M3) ),(),(),( zydyxdzxd +≤  ( Üçgen eşitsizliği ) 

şartları sağlanıyorsa d  ye X üzerinde bir metrik ve ),( dX  ikilisine de metrik uzay 

denir. Burada (M1)-(M3) aksiyomlarına metrik aksiyomları denir. (M3) aksiyomunu 

tekrar uygulayarak Xzzzyx n ∈∀ ,...,,,, 21  için 

),(...),(),(

.

.

.

),(),(),(

),(),(),(

211

2211

11

yzdzzdzxd

yzdzzdzxd

yzdzxdyxd

n+++≤

++≤

+≤
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yazılabilir. Bu ifadeye genelleştirilmiş üçgen eşitsizliği denir. 

 

Örnek 2.1.1. 

RX =  olmak üzere yxyxRXxXd −→ + a),(,:  şeklinde tanımlı d  dönüşümü R  

üzerinde bir metriktir. Bu metriğe R  üzerinde mutlak değer metriği denir. 

 

Tanım 2.1.2. 

),( dX  bir metrik uzay, Xxn ,)( de bir dizi ve Xx ∈0  olsun. Eğer 0>∀ε  için 0nn >  

olduğunda ε<),( 0xxd n  olacak şekilde ε  değerine bağlı bir 0n  doğal sayısı varsa )( nx  

dizisi 0x  noktasına yakınsıyor denir.  

0lim xxn
n

=
→∞

 veya )(0 ∞→→ nxxn  

şekillerinden biri ile gösterilir. 

 

Tanım 2.1.3. 

),( dX  metrik uzay ve Xxn ,)(  de bir dizi olsun. 0>∀ε  için 0, nnm >  olduğunda 

ε<),( mn xxd  olacak şekilde ε  değerine bağlı bir 0n  doğal sayısı varsa )( nx  dizisine X  

de bir Cauchy dizisi denir. 

 

Tanım 2.1.4. 

Bir ),( dX  metrik uzayında ki her Cauchy dizisi X  içinde bir limite sahip ise ),( dX  

uzayına tam metrik uzay denir. 

 

2.2. Vektör Uzayları 

 

Tanım 2.2.1 

V  boş olmayan, üzerinde vektörel toplama diyeceğimiz bir toplama ve skalerle ( Reel 

sayılarla ) çarpım tanımlanmış bir küme olsun. Simgesel olarak, vektörel toplama ve 

skalerle çarpım işlemleri, 

Vyx ∈,  için Vyx ∈+  

Rr∈  ve Vx∈  için Vrx∈ şeklinde tanımlı olsun. V  kümesi vektörel toplama ve 

skalerle çarpım işlemlerine göre kapalı olsun. Eğer  Vzyx ∈∀ ,,  ve Rba ∈∀ ,  için 
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        V1) )()( zyxzyx ++=++  

        V2) xxx =+=+ 00  olacak şekilde bir V∈0  vardır. 

        V3) 0** =+=+ xxxx  olacak şekilde bir Vx ∈*  vardır. 

        V4) xyyx +=+  

        V5) ayaxyxabxaxxba +=++=+ )(,)(  

        V6) )()( bxaxab =  

        V7) R∈1  için xx =1  

şartları sağlanıyorsa V ye R  üzerinde bir vektör uzayı denir. Burada V∈0  sıfır 

vektörüdür. 

 

2.3. Normlu Vektör Uzayları 

 

Tanım 2.3.1. 

X , R  cismi üzerinde bir vektör uzayı olsun. xxRX a,:. +→  dönüşümü  

Xyx ∈∀ ,  ve Ra∈∀  için 

        N1) 00 =⇔= xx  

        N2) xaax =  

        N3) yxyx +≤+  

özelliklerini sağlıyorsa bu dönüşüme X  üzerinde bir norm ( ).,X  ikilisine de normlu 

vektör uzayı denir. 

Bir  ( ).,X  normlu vektör uzayında Xxxx n ∈∀ ,...,, 21  için 

nn xxxxxx +++≤+++ ...... 2121  

özelliği sağlanır. 

 

Tanım 2.3.2. 

( ).,X  normlu uzayı içinde bir dizi )( nx  ve Xx ∈0  olsun. Eğer  

0lim 0 =−
→∞

xxn
n

 

ise )( nx  dizisi 0x  noktasına yakınsıyor denir. 0lim xxn
n

=
→∞

 yada )(0 ∞→→ nxxn  

şekillerinden biri ile gösterilir. 
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Tanım 2.3.3. 

( ).,X  normlu bir uzay ve bunun içinde bir dizi )( nx  olsun. 0>∀ε  için 0, nnm >  

olduğunda ε<− mn xx  olacak şekilde ε  değerine bağlı bir 0n  doğal sayısı varsa )( nx  

dizisine bir Cauchy dizisi denir. 

 

Tanım 2.3.4. 

Bir ( ).,X  normlu uzayında ki her Cauchy dizisi X  içinde bir noktaya yakınsıyorsa bu 

( ).,X  normlu uzayına tam normlu uzay veya Banach uzayı denir. 

 

2.4. Konikler 

[ )∞=+ ,0R  olmak üzere Rba ∈,  için '''' ≤  bağıntısı  

+∈−⇔≤ Rabba  

şeklinde tanımlanabilir. O halde Banach uzaylarında +R  yerine geçebilecek uygun bir 

alt küme tanımlanabilirse bu uzaylarda sıralama yapılabilir. 2R  de kordinatları negatif 

olmayan vektörleri pozitif vektörler olarak adlandırabiliriz. Bu tip vektörler geometrik 

olarak 2R  de bir konik oluştururlar [1]. 

 

Tanım 2.4.1. 

E  her zaman reel Banach uzayı olsun. EP ⊆  koniği 0≥∀λ  için PP ⊆λ  ve 

{ }0)( =−∩ PP  olacak şekilde kapalı ve konveks bir P  kümesidir. Verilen bir P  koniği 

için E  Banach uzayı üzerindeki '''' ≤  bağıntısını Eyx ∈∀ ,  için  

Pxyyx ∈−⇔≤  

şeklinde tanımlayacağız. Burada yx <  ile yx ≤  fakat yx ≠  olduğu kastedilecektir. 

Ayrıca oP boştan farklı olmak üzere yx <<  ile oPxy ∈−  olduğu 

anlaşılacaktır. Exn ,)(  de bir dizi olmak üzere Nn∈∀  için 1+≤ nn xx  veya 1+≥ nn xx  ise 

)( nx  dizisine monotondur denir. Bir EM ⊆  kümesi verilsin. Eğer Mx∈∀  için yx ≤  

olacak şekilde en az bir Ey∈  varsa M  kümesine üstten sınırlıdır denir. Benzer şekilde 

alttan sınırlı olma durumu da tanımlanabilir [2]. 
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P  koniği yardımıyla yapılan sıralama kısmi sıralama olmasına rağmen R  üzerindeki 

tam sıralama yapısının bir çok özelliğine sahiptir. Yani 

        i-) Ex∈∀  için xx ≤  

        ii-) Ezyx ∈∀ ,,  için zxzyyx ≤⇒≤∧≤  

        iii-) Eyyxx ∈∀ 2121 ,,,  için 21212211 yyxxyxyx +≤+⇒≤∧≤  

        iv-) Pyx ∈,  ve +∈Rba,  ise Pbyax ∈+  

özellileri vardır [1]. 

 

Tanım 2.4.2. 

E  reel Banach uzayı ve EP ⊆  olsun. P  koniktir ⇔  

        i) P  kapalı, boştan farklı, { }0≠P  

        ii-) +∈Rba, olmak üzere PbyaxPyx ∈+⇒∈,  

        iii-) Px∈  ve Px∈− ise 0=x  

şartları sağlanır [3]. 

 

Tanım 2.4.3. 

E  bir reel Banach uzayı ve EP ⊆  bir konik olsun. Bir 0>K  vardır öyle ki Eyx ∈∀ ,  

için yx ≤≤0  olması yKx ≤  olmasını gerektiriyorsa P  koniğine normaldir denir. 

Yukarıda ki şartı sağlayan en küçük pozitif K  sayısına P  normal koniğinin normal 

sabiti denir [3]. 

 

Tanım 2.4.5. 

Eğer üstten sınırlı ve artan her dizi yakınsak ise P  koniğine düzgün konik denir. Yani 

bazı Ey∈  değerleri için )( nx  dizisi  

yxxx n ≤≤≤≤≤ ......21  

ise bu taktirde bir Ex ∈0  vardır öyle ki 0lim 0 =−
→∞

xxn
n

 olur. Buna denk olarak alttan 

sınırlı ve azalan her dizi yakınsak ise P  ye düzgün konik denir [3]. 

 

Lemma 2.4.1. 

Her düzgün konik normaldir [4]. 
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Đspat 

Kabul edelim ki P  normal olmayan düzgün konik olsun. 1≥∀n  için Pts nn ∈, olmak 

üzere Pst nn ∈−  alalım. P  normal olmadığından 1≥∀n  için  

nnnn stnts ≤⇒≤ 2  

yazılabilir. Burada 1≥∀n  için 
n

n
n

t

t
y =  ve 

n

n
n

t

s
x =  olarak alalım. P  bir konik 

olduğundan (ii) şartı gereği  P
t

st
xy

n

nn
nn ∈

−
=−  olacaktır. Burada 1=ny  ve 

2n
t

s
x

n

n

n ≥=  olup ∑
∞

=1
2

1

n

ny
n

 yakınsak ve P  kapalı olduğundan bir Py∈  vardır 

öyleki ∑
∞

=

=
1

2

1

n

n yy
n

 (Normlu yakınsak her seri yakınsak olduğundan) yazılabilir. Diğer 

taraftan 

y
xx

x
x

xx ≤≤++≤+≤≤ ...
322

0
2
3

2
2

12
2

11  

olup P  düzgün konik olduğundan her artan ve üstten sınırlı dizi yakınsaktır. Yani 

∑
∞

=1
2

1

n

nx
n

 yakınsaktır. Diğer taraftan yakınsak her seride genel terimin limiti sıfıra 

gideceğinden 0
1

lim
2

=
→∞ n
n

x
n

 olur. Norm fonksiyonu sürekli olduğundan  

0
1

lim
1

lim
22

==
→∞→∞

n
n

n
n

x
n

x
n

 

olup 2nxn ≥  olacağından bu bir çelişkidir. O halde her düzgün konik normaldir. 

 

Lemma 2.4.2. 

1<K  normal sabitine sahip normal konik yoktur [4]. 

 

Đspat 

1, <KP  normal sabitine sahip normal konik olsun. Sıfırdan farklı Px∈  ve 10 << ε  

olacak şekildeki ε  değerleri için ε−<1K  olsun. xKxxx ≤−⇒≤− )1()1( εε  olup 

bu bir çelişkidir. O halde 1≥K  olmalıdır. 
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Örnek 2.4.1. 

[ ]1,0RCE =  supremum normu ile verilsin. { }0: ≥∈= fEfP  alalım. O zaman 1, =KP  

normal sabitli normal koniktir. 

Şimdi elemanları E  de olan alttan sınırlı ve azalan bir dizi E  de yakınsak olmasın  

0...32 ≥≥≥≥ xxx  

( 1=x ve [ )1,0∈x için limitler farklıdır.) olabileceğinden Lemma 2.4.1. in tersi doğru 

değildir [4]. 

 

Önerme 2.4.1. 

1>∀k  için kK >  olacak şekilde normal sabitli normal konik vardır [4]. 

 

Đspat 

1>k  verilsin. 













 −∈∈+= 1,
1

1,,:
k

xRbabaxE reel vektör uzayını supremum normu 

ile ve { } EbabaxP ⊆≥≤+= 0,0:  kümesini göz önüne alalım. Öncelikle P  nin 

düzgün konik olduğunu gösterelim. Çünkü Lemma 2.4.1. gereği her düzgün konik 

normaldir. )( nn bxa +  artan ve üstten sınırlı bir dizi olsun. Yani bir Edcx ∈+  vardır 

öyle ki 




 −∈∀ 1,
1

1
k

x  için 

dcxbxabxabxa nn +≤+≤≤+≤+ ...2211  

olur. Burada )( na  ve )( nb  R  de iki dizidir. Dolayısıyla buradan  

dbb ≤≤≤ ...21   ve  caa ≥≥≥ ...21  

elde edilir. R  de monoton ve sınırlı her dizi yakınsak olacağından )( na  ve )( nb  dizileri 

yakınsaktır. O halde aan →  ve bbn →  olacak şekilde Rba ∈,  vardır. O zaman 

Pbax ∈+  olup baxbxa nn +→+  olur. Üstten sınırlı ve artan her dizi yakınsak 

olacağından P  düzgün dolayısıyla da normaldir. Lemma 2.4.2. gereği Egf ∈∀ ,  için 

bir 1≥K  sayısı vardır öyle ki fKgfg ≤⇔≤≤0  olur. Şimdi kK >  olduğunu 

gösterelim. Đlk olarak Pkkxxf ∈+−=)(  ve Pkxg ∈=)(  için Pkxxgxf ∈−=− )()(  

olacağına dikkat edelim. Bundan dolayı fg ≤≤0  ise KfKgk =≤=  olur. Diğer 
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taraftan kx
k

kxf +






 +−=
1

)(  ve kxg =)(  olduğu zaman Pxgxf ∈)(),(  ve 

Pxgxf ∈− )()(  olup kg =  ve 
2

11
1

kk
f +−=  ise 1

1
−+=>=

k
kfkgk  olup bu 

ise kK >  olduğunu gösterir. 

 

Aşağıda ki örnekte normal olmayan konik varlığı gösterilecektir. 

 

Örnek 2.4.2. 

( )
∞∞

+== '2 ,]1,0[ fffCE R normu ile verilsin. 1≥∀k  için { }0: ≥∈= fEfP  

koniğini göz önüne alalım. kxxg 2)( =  ve xxf =)(  olsun. O zaman fg ≤≤0  ve 

2=f , 12 += kg  elde edilir. gfk <  olduğundan k , P  nin normal sabiti değildir. 

Bundan dolayı P  normal olmayan bir koniktir. 

 

Önerme 2.4.2. 

E  reel Banach uzayı ve EP ⊆  bir konik olsun. Pa∈  alalım. Eğer aa λ≤  ve 10 << λ  

ise 0=a  dır [5]. 

 

Đspat 

Paaaaaa ∈−−=−=−⇒≤ )1()1( λλλλ  yazılabilir. Diğer taraftan Pa∈  ve 

0)1( >−λ  ise Pa∈− )1( λ  olur. Konik tanımının (iii) özelliğinden 0)1( =− aλ  ve 

0)1( ≠−λ  olacağından 0=a  elde edilir. 

 

2.5. Konik Metrik Uzaylar 

 

Tanım 2.5.1. 

φ≠X  ve EXxXd →:  bir dönüşüm olsun. Eğer d  dönüşümü Xzyx ∈∀ ,,  için 

        i-) ),(0 yxd<  ve yxyxd =⇔= 0),(  

        ii-) ),(),( xydyxd =  

        iii-) ),(),(),( yzdzxdyxd +≤  
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şartlarını sağlarsa d  ye X  üzerinde konik metrik, ),( dX  ikilisine de konik metrik uzay 

denir [3]. 

Bu tanımdan konik metrik uzayların, metrik uzayların bir genellemesi olduğu açıktır. 

 

Örnek 2.5.1. 

{ } RXyxEyxPRE =≥∈== ,0,:),(,2  ve EXxXd →:  dönüşümü 0≥α  olmak 

üzere ( )yxyxyxd −−= α,),(  ile tanımlansın. Bu taktirde ),( dX  konik metrik  

uzaydır [3]. 

 

Tanım 2.5.2. 

),( dX  konik metrik uzay, Xxn ,)( de bir dizi ve Xx∈  olsun. c<<0  olacak şekilde ki 

her Ec∈  için Nn ∈∃ 0  vardır öyleki 0nn >∀  için cxxd n <<),(  ise )( nx  dizisi x  

değerine yakınsaktır denir.  

xxn
n

=
→∞

lim  veya )( ∞→→ nxxn  

şeklinde gösterilir [3]. 

 

Tanım 2.5.3. 

),( dX  konik metrik uzay ve Xxn ,)( de bir dizi olsun. Eğer c<<0  olacak şekilde ki 

her Ec∈  için Nn ∈∃ 0  vardır öyleki 0, nnm ≥∀  için cxxd mn <<),(  ise )( nx  dizisine 

X  de bir Cauchy dizisi denir [3]. 

 

Tanım 2.5.4. ),( dX  konik metrik uzay olsun. Eğer X  de alınan her Cauchy dizisi yine 

X  de yakınsak ise ),( dX  metrik uzayına tam konik metrik uzay denir [3]. 

 

Tanım 2.5.5. 

),( dX  konik metrik uzay olsun. Eğer X  de alınan her )( nx  dizisinin X de yakınsak 

olacak şekilde bir )(
in
x alt dizisi varsa X e dizisel kompakt konik metrik uzay denir [3]. 
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Lemma 2.5.1. 

),( dX  konik metrik uzay olsun. oPc∈∀  için δ<x  olduğunda oPxc ∈−  olacak 

şekilde 0>δ  vardır. 

 

Đspat 

oPc∈  olduğundan { } PcxEx ⊆<−∈ δ:  olacak şekilde 0>δ  vardır. 

δ<=−− xcxc )(  olup oPxc ∈−  olur. 

 

Lemma 2.5.2. 

Eğer n

o aPc ≤∈ 0,  ve )(0 ∞→→ nan  ise bir Nn ∈0  vardır öyleki 0nn >∀  için      

can <<  olur. [5] 

 

Đspat 

c<<0  verilsin. Simetrik bir ϑ  komşuluğu seçelim öyleki Pc ⊆+ϑ  olsun. 

0→na olduğundan bir Nn ∈0  vardır öyleki 0nn >∀  için ϑϑ −=∈na  yazabiliriz. 

Bunun anlamı 0nn >∀  için Pcc ⊆+∈−
+ ϑϑ  olmasıdır. O halde can <<  olur. 

 

Lemma 2.5.3. 

),( dX  konik metrik uzay ve P  normal K  sabiti ile normal konik olsun. Xxn ,)(  de 

bir dizi olmak üzere 

)(0),()( ∞→→⇔∞→→ nxxdnxx nn  

olur [3]. 

 

Đspat 

)(⇒ Kabul edelim ki )( ∞→→ nxxn  olsun. 0>ε  değerini c<<0  olacak şekildeki 

Ec∈  için ε<cK  olarak seçelim. cnxxn <<⇔∞→→ 0)(  olacak şekildeki her 

Ec∈  için Nn ∈∃ 0  vardır öyleki 0nn >∀  için cxxd n <<),(  olur. P  normal K  sabitli 

normal konik olduğundan  

ε<≤⇔<< cKxxdcxxd nn ),(),(  
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elde edilir. Bu ise )(0),( ∞→→ nxxd n  olmasıdır. 

)(⇐ )(0),( ∞→→ nxxd n  olsun. Lemma 2.5.2. den dolayı c<<0  olacak şekildeki her 

Ec∈  için bir Nn ∈0  vardır öyleki 0nn >∀  için cxxd n <<),(  olur. Bu ise 

)( ∞→→ nxxn  olduğunu gösterir. 

 

Lemma 2.5.4. 

EP ,  reel Banach uzayında içi boştan farklı bir konik olsun. Eğer oPc∈  ise Nm∈∀  

için oP
m

c
∈  olur. 

 

Đspat 

oPc∈  olsun bu takdirde { } PcxExc ⊂<−∈∈ ε:  olacak şekilde bir 0>ε  sayısı 

vardır. O halde  Nm∈∀  için { } PP
m

cxEx
mm

c
⊂⊂<−∈∈

1
:

1
ε   olur. Yani  

PP
mmm

c
yEy

m
cx

m
Ex

mm

c
⊂⊂









<−∈=






 <−∈∈

1
:

11
:

1 ε
ε  olacak şekilde 

0>
m

ε
 vardır. Bu ise oP

m

c
∈  olduğunu gösterir. 

 

Lemma 2.5.5. 

),( dX  konik metrik uzay olmak üzere aşağıdaki özellikler sağlanır.  

i-) Eğer vu ≤  ve wv <<  ise wu <<   

ii-) Nn∈∀  için nn yx ≤≤0  ve yyxx n
n

n
n

==
→∞→∞

lim,lim  ise yx ≤≤0   

iii-) Eğer nn bxxd ≤≤ ),(0  ve 0→nb  ise xxn →  olur [6]. 

 

Lemma 2.5.6. 

),( dX  konik metrik uzay ve Xxn ,)( de bir dizi olsun. Eğer )( nx  dizisi yakınsak ise 

)( nx  bir Cauchy dizisidir [3]. 
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Đspat 

)( ∞→→ nxxn  olsun. Bu taktirde c<<0  olacak şekildeki her Ec∈  için Nn ∈∃ 0  

vardır öyleki 0nn >∀  için 
2

),(
c

xxd n <<  yazılabilir. Bu taktirde 

c<<0  olacak şekildeki her Ec∈  için  Nn ∈∃ 0  vardır öyleki 0, nmn >∀  için 

cxxdc
cc

xxdxxdxxd mnmnmn <<⇒=+<<+≤ ),(
22

),(),(),(  

elde edilir ki bu ise )( nx  dizisinin Cauchy dizisi olmasıdır. 

 

Lemma 2.5.7. 

),( dX  konik metrik uzay, P  normal K  sabiti ile normal konik ve Xxn ,)(  de bir dizi 

olsun.  

)( nx  Cauchy ),(0),( ∞→→⇔ nmxxd mn  

olur [3]. 

 

Đspat 

)(⇒ Xxn ,)(  de bir Cauchy dizisi olsun. 0>ε  değerini c<<0  olacak şekildeki Ec∈  

için ε<cK  olarak seçelim. )( nx  Cauchy dizisi olduğundan bir Nn ∈0  vardır öyleki 

0, nnm >∀  için cxxd mn <<),(  yazılabilir. P  normal K  sabiti ile normal konik 

olduğundan  

ε<≤⇔≤ cKxxdcxxd mnmn ),(),(  

elde edilir. Bu ise ),(0),( ∞→→ nmxxd mn  olmasıdır. 

)(⇐ ),(0),( ∞→→ nmxxd mn  olsun. Lemma 2.5.2.  den dolayı c<<0  olacak şekildeki 

her Ec∈  için Nn ∈∃ 0  vardır öyleki 0, nmn >∀  için cxxd mn <<),(  olur. Bu ise )( nx  

dizisinin Cauchy dizisi olmasıdır. 

 

Lemma 2.5.8. 

),( dX  konik metrik uzay, P  normal K  sabiti ile normal konik ve )( nx  ile )( ny X de 

iki dizi olsun Eğer )( ∞→→ nxxn  ve )( ∞→→ nyyn  ise bu taktirde 

),(),( yxdyxd nn →  olur [3]. 
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Đspat 

0>ε  için c<<0  olacak şekildeki Ec∈  değerini 
24 +

<
K

c
ε

 olarak seçelim. Hipotez 

gereği )( ∞→→ nxxn  ve )( ∞→→ nyyn  olacağından 

11 ,,,0 nnNnEccxxn >∀∈∃∈∀<<⇔→  için cxxd n <<),(  

22 ,,,0 nnNnEccyyn >∀∈∃∈∀<<⇔→  için cyyd n <<),(  

yazabiliriz. { } 021, nnnmaks =  alınırsa 0nn >∀  için  

cyxdyydyxdxxdyxd nnnn 2),(),(),(),(),( +≤++≤  …(1) 

cyxdyydyxdxxdyxd nnnnnn 2),(),(),(),(),( +≤++≤  …(2) 

(1) ve (2) ifadeleri birlikte düşünülürse ccyxdyxd nn 42),(),(0 ≤+−≤  olur. P  normal 

K  sabitli normal konik olduğundan 

ε<+≤++−≤− cKccyxdyxdyxdyxd nnnn )24(22),(),(),(),(  

elde edilir ki bu ise ),(),( yxdyxd nn →  olmasıdır. 

 

 

 

 

 



3. BÖLÜM 

 
BÜZÜLME DÖNÜŞÜMLERĐ VE SABĐT NOKTA TEOREMLERĐ 

 
3.1. Büzülme (Daralma) Dönüşümleri 

 
Tanım 3.1.1. 

Bir ),( dX  konik metrik uzayı üzerinde büzülme dönüşümü Rkk ∈<≤ ,10  ve 

Xyx ∈∀ ,  için  

),())(),(( yxkdyfxfd ≤  

şartını sağlayan XXf →:  fonksiyonudur. Bu şekildeki k  değerlerinin en küçüğüne 

Lipschitz sabiti denir. Büzülme dönüşümleri bazen Lipschitz dönüşümleri olarak 

adlandırılır. Eğer yukarda ki şart 10 ≤< k  olacak şekildeki reel k  değerleri için 

sağlanırsa bu dönüşüme genişlemeyen dönüşüm denir.  

 

3.2. Sabit Nokta Teoremleri 

 

Tanım 3.2.1. 

),( dX  konik metrik uzay ve XXMT →⊆:  bir dönüşüm olsun. xxT =)(  

denkleminin çözümüne T  dönüşümünün sabit noktası denir. 

XXMF →⊆:  dönüşümünün kökünün bulunması sabit nokta problemi olarak değişik 

yollarla ifade edilebilir. Bunlar 

        i-) )(:)( xFxxT −=  

        ii-) RwxwFxxT ∈−= ,)(:)(  

        iii-) ( ) )()(:)( 1
xFxDFxxT

−−=  ( Newton metodu ) 

şeklindedir. 
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Teorem 3.2.1. 

),( dX  tam konik metrik uzay ve P  normal K  sabitli normal konik olsun. Kabul eldim 

ki XXT →:  dönüşümü büzülme koşulunu sağlasın. Yani )1,0[∈k  olmak üzere 

Xyx ∈∀ ,  için  

),())(),(( yxkdyTxTd ≤  

olsun. Bu taktirde T , X  de bir tek sabit noktaya sahiptir. Ve Xx∈∀  için ))(( xT n  

iterasyon dizisi bu sabit noktaya yakınsar [3]. 

 

Đspat 

Xx ∈0  keyfi bir nokta olsun. Bu takdirde ))(( xT n  iterasyon dizisini  

...,)()(,...,)()(,)( 0
1

10
2

1201 xTxTxxTxTxxTx n

nn

+
+ =====  

şeklinde oluşturalım. Buradan  

),(...),(),())(),((),( 0121
2

111 xxdkxxdkxxkdxTxTdxxd n

nnnnnnnn ≤≤≤≤= −−−−+  

elde edilir. Bu yüzden mn >  için  

),(
1

),()...(

),(...),(),(),(

0101
21

1211

xxd
k

k
xxdkkk

xxdxxdxxdxxd

m
mnn

mmnnnnmn

−
≤+++≤

+++≤

−−

+−−−

 

yazılabilir. P  normal K  sabitli normal konik olduğundan 

),(
1

),(),(
1

),( 0101 xxd
k

k
Kxxdxxd

k

k
xxd

m

mn

m

mn −
≤⇒

−
≤  

elde edilir. Bu ise ∞→nm,  için 0),( →mn xxd  olmasını gerektirir. Bundan dolayı )( nx  

bir Cauchy dizisidir. Hipotez gereği X  tam olduğundan bir Xp∈  vardır öyleki 

)( ∞→→ npxn  olur. Şu halde  

),(),()),(())(),(()),(( 1 pxdpxkdpxTdpTxTdppTd nnnn ++≤+≤  

yazılabilir. P  normal K  sabitli normal konik olduğundan 

[ ]),(),()),(( 1 pxdpxdkKppTd nn ++≤  

olup ifadenin sağ tarafı ∞→n  için sıfıra gideceğinden 0)),(( =ppTd  olacaktır. O 

halde norm fonksiyonunun özelliğinden ppT =)(  elde edilir. Bundan dolayı Tp,  

dönüşümü için bir sabit noktadır. Eğer Xr∈  noktası T  dönüşümü için bir diğer sabit 

nokta ise o zaman 
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),())(),((),( rpkdrTpTdrpd ≤=  

olacaktır. Önerme 2.4.2. gereğince 0),( =rpd  olup bu ise konik metrik özelliğinden 

rp =  olmasını gerektirir. O halde sabit nokta tektir. Ayrıca burada alınan Xx ∈0  

noktası keyfi bir nokta olduğundan Xx∈∀  için ))(( xT n  iterasyon dizisi bu sabit 

noktaya yakınsar. 

 

Önerme 3.2.1. 

),( dX  tam konik metrik uzay ve P  normal K  sabitli normal konik olsun. c<<0  

olacak şekildeki Ec∈  ve Xx ∈0  için  

{ }cxxdXxcxB ≤∈= ),(:),( 00  

olsun. Kabul eldim ki XXT →:  dönüşümü büzülme koşulunu sağlasın. Yani )1,0[∈k  

olmak üzere Xyx ∈∀ ,  için  

),())(),(( yxkdyTxTd ≤  

olsun. Ayrıca  

ckxxTd )1()),(( 00 −≤  

şartı sağlansın. Bu taktirde T  dönüşümü ),( 0 cxB  de tek sabit noktaya sahiptir [3]. 

 

Đspat 

Burada ),( 0 cxB  nin tam olduğunu ve ),( 0 cxBx∈∀  için ),()( 0 cxBxT ∈  olacağını 

göstermek yeterlidir. Kabul edelim ki )( nx , ),( 0 cxB  de bir Cauchy dizisi olsun. Bu 

taktirde )( nx , X  de bir Cauchy dizisidir. X  tam olduğundan xxn →  olacak şekilde bir 

Xx∈  vardır.  

),(),(),(),( 00 xxdcxxdxxdxxd nnn +≤+≤  

yazılabilir. xxn →  olması 0),( →xxd n  olmasını gerektirdiğinden, )( ∞→n  için 

cxxd ≤),( 0  olur. O halde ),( 0 cxBx∈  olu ki bu ise ),( 0 cxB  nin tam olduğunu gösterir. 

),( 0 cxBx∈∀  için 

ckcckxxkdckxTxTdxTxdxTxd =+−≤+−≤+≤ )1(),()1())(),(())(,())(( 00000  

olur. O halde ),()( 0 cxBxT ∈  elde edilir. 
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Önerme 3.2.2. 

),( dX  tam konik metrik uzay ve P  normal K  sabitli normal konik olsun. Kabul eldim 

ki XXT →:  dönüşümü bazı Nn∈  değerleri için )1,0[∈k  olmak üzere Xyx ∈∀ ,  

için  

),())(),(( yxkdyTxTd nn ≤  

şartını sağlasın. Bu taktirde XT ,  de tek sabit noktaya sahiptir [3]. 

 

Đspat 

Teorem 3.2.1.  den  dolayı nT  dönüşümü Xp∈  gibi  tek  sabit  noktaya  sahiptir. Fakat  

)())(())(( pTpTTpTT nn ==  olacağından nTpT ,)(  dönüşümü için bir sabit noktadır. 

Sabit nokta tek olacağından ppT =)(  olup Tp ,  için bir sabit noktadır. T  nin sabit 

noktası aynı zamanda nT  içinde bir sabit nokta olacağından bu nokta tektir. 

 

Teorem 3.2.2. 

),( dX  dizisel kompakt konik metrik uzay ve P  düzgün konik olsun. Kabul eldim ki 

yx ≠  olacak şekilde ki Xyx ∈∀ ,  için  

),())(),(( yxdyTxTd <  

olsun. Bu taktirde XT ,   de tek sabit noktaya sahiptir [3]. 

 

Đspat 

Seçilen bir Xx ∈0  noktası için ))(( xT n  iterasyon dizisini 

...,)()(,...,)()(,)( 0
1

10
2

1201 xTxTxxTxTxxTx n

nn

+
+ =====  

şeklinde oluşturalım. Bazı Nn∈  değerleri için nn xx =+1  ise Txn ,  için bir sabit 

noktadır. Bu ise ispatı tamamlar. Bu yüzden kabul eldim ki Nn∈∀  için nn xx ≠+1  olsun. 

),( 1 nnn xxdd +=  

şeklinde bir dizi oluşturalım. 

nnnnnnnn dxxdxTxTdxxdd =<==< +++++ ),())(),((),(0 11121  

olur ki bu )( nd  dizisinin azalan ve alttan 0  ile sınırlı bir dizi olduğunu gösterir. P  

düzgün konik olduğundan bir Ed ∈*  vardır öyle ki )(* ∞→→ nddn  olur.  
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Diğer taraftan X  dizisel kompakt olduğundan )( nx  dizisinin bir )(
in
x alt dizisi vardır 

öyle ki Xx ∈*  için )(* ∞→→ in nxx
i

 olur. Ayrıca  

,...2,1,),())(),(( ** =< ixxdxTxTd
ii nn  

yazılabilir. Bu yüzden PK ,  nin normal sabiti olmak üzere  

)(0),())(),(( ** ∞→→< inn nxxdKxTxTd
ii

 

elde edilir. Bundan dolayı  

)()()( * ∞→→ ixTxT
in

 

olur. Benzer olarak  

)()()( *22 ∞→→ ixTxT
in

 

olur. O halde  

.

.

.

)())(),(())(),((

)()),(()),((

**22

**

∞→→

∞→→

ixTxTdxTxTd

ixxTdxxTd

ii

ii

nn

nn

 

elde edilir. Bu nedenle  

)),(()),(( *** xxTddxxTdd
iii nnn =→=  

olacağı açıktır. Şimdi de **)( xxT =  olduğunu gösterelim. Eğer **)( xxT ≠  ise 0* ≠d  

olur. Buradan da  

*
1

2**2*** lim))(),((lim))(),(()),(( ddxTxTdxTxTdxxTdd
iii n

i
nn

i
===>= +→∞→∞

 

olur ki bu bir çelişkidir. O halde **)( xxT =  olup Tx ,*  nin sabit noktasıdır. Sabit 

noktanın tekliği hipotez gereği açıktır. 

 

Teorem 3.2.3. 

),( dX  tam konik metrik uzay ve P  normal K  sabitli normal konik olsun. Kabul 

edelim ki XXT →:  dönüşümü büzülme koşulunu sağlasın. Yani 





∈
2

1
,0k  olmak 

üzere Xyx ∈∀ ,  için  

))),(()),((())(),(( yyTdxxTdkyTxTd +≤  
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olsun. O zaman T  , X  de tek sabit noktaya sahiptir. Ve Xx∈∀  için ))(( xT n  iterasyon 

dizisi bu sabit noktaya yakınsar [3]. 

 

Đspat 

Keyfi bir Xx ∈0  noktası için ))(( xT n  iterasyon dizisini  

...,)()(,...,)()(,)( 0
1

10
2

1201 xTxTxxTxTxxTx n

nn

+
+ =====  

şeklinde oluşturalım. Buna göre  

)),(),((

))),(()),((())(),((),(

11

1111

−+

−−−+

+=

+≤=

nnnn

nnnnnnnn

xxdxxdk

xxTdxxTdkxTxTdxxd
 

elde edilir. Bundan dolayı  

)1,0[
1

,),(...),(),(
1

),( 01111 ∈
−

=≤≤=
−

≤ −−+
k

k
hxxdhxxhdxxd

k

k
xxd n

nnnnnn  

yazılabilir. Şimdi mn >  için  

),(
1

),()...(

),(...),(),(),(

0101
21

1211

xxd
h

h
xxdhhh

xxdxxdxxdxxd

m
mnn

mmnnnnmn

−
≤+++≤

+++≤

−−

+−−−

 

olur ki P  normal K  sabitli normal konik olduğundan 

),(
1

),( 01 xxd
h

h
Kxxd

m

mn −
≤  

elde edilir. O halde ∞→nm,  için 0),( →mn xxd  olacağından )( nx , X de bir Cauchy 

dizisidir. Diğer taraftan hipotez gereği X  tam olduğundan bir Xp∈  vardır öyle ki 

)( ∞→→ npxn  olur. Buna göre  

)),(())),(()),(((

)),(())(),(()),((

pxTdppTdxxTdk

pxTdxTpTdppTd

nnn

nn

++≤

+≤
 

olur. Gerekli düzenlemeler yapılırsa  

)),(),((
1

)),(( 11 pxdxxkd
k

k
ppTd nnn ++ +

−
≤  

elde edilir. P  normal K  sabitli normal konik olduğundan 

( )),(),(
1

)),(( 11 pxdxxdk
k

k
KppTd nnn ++ +

−
≤  

olur. Đfadenin sağ tarafı ∞→n  için sıfıra yaklaşacağından 0)),(( =ppTd  olup norm 

ve konik metrik fonksiyonlarının özelliği gereği ppT =)(  elde edilir.  
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Bu ise p  noktasının T  dönüşümü için bir sabit nokta olduğunu gösterir. Eğer Xr∈  

noktası T  nin diğer bir sabit noktası ise  

0))),(()),((())(),((),(0 =+≤=≤ rrTdppTdkrTpTdrpd  

rp

rpd

=

= 0),(
 

olur ki bu ise sabit noktanın tek olduğunu gösterir. Ayrıca burada alınan Xx ∈0  noktası 

keyfi bir nokta olduğundan Xx∈∀  için ))(( xT n  iterasyon dizisi bu sabit noktaya 

yakınsar. 

 

Teorem 3.2.4. 

),( dX  tam konik metrik uzay ve P  normal K  sabitli normal konik olsun. Kabul 

edelim ki XXT →:  dönüşümü büzülme koşulunu sağlasın. Yani 





∈
2

1
,0k  olmak 

üzere Xyx ∈∀ ,  için  

))),(()),((())(),(( xyTdyxTdkyTxTd +≤  

olsun. O zaman T  , X  de tek sabit noktaya sahiptir. Ve Xx∈∀  için ))(( xT n  iterasyon 

dizisi bu sabit noktaya yakınsar [3]. 

 

Đspat 

Keyfi bir Xx ∈0  noktası için ))(( xT n  iterasyon dizisini  

...,)()(,...,)()(,)( 0
1

10
2

1201 xTxTxxTxTxxTx n

nn

+
+ =====  

şeklinde oluşturalım. Buna göre  

)),(),((

)),(),((

))),(()),((())(),((),(

11

11

1111

−+

−+

−−−+

+≤

+=

+≤=

nnnn

nnnn

nnnnnnnn

xxdxxdk

xxdxxdk

xxTdxxTdkxTxTdxxd

 

olur. Gerekli düzenlemeler yapılırsa 

)1,0[,),(...),(),(
1

),( 01111 ∈≤≤=
−

≤ −−+ hxxdhxxhdxxd
k

k
xxd n

nnnnnn  

elde edilir. O halde mn >  için  

),(
1

),()...(

),(...),(),(),(

0101
21

1211

xxd
h

h
xxdhhh

xxdxxdxxdxxd

m
mnn

mmnnnnmn

−
≤+++≤

+++≤

−−

+−−−
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olur ki P  normal K  sabitli normal konik olduğundan 

),(
1

),( 01 xxd
h

h
Kxxd

m

mn −
≤  

elde edilir. O halde ∞→nm,  için 0),( →mn xxd  olacağından )( nx  X  de bir Cauchy 

dizisidir. Diğer taraftan hipotez gereği X  tam olduğundan bir Xp∈  vardır öyle ki 

)( ∞→→ npxn  olur. Buna göre  

),()),(),()),(((

),()),()),(((

)),(())),(()),(((

)),(())(),(()),((

11

11

pxdpxdpxdppTdk

pxdpxdxpTdk

pxTdpxTdxpTdk

pxTdxTpTdppTd

nnn

nnn

nnn

nn

++

++

+++≤

++=

++≤

+≤

 

olup gerekli düzenlemeler yapılırsa 

( )),()),(),((
1

1
)),(( 11 pxdpxdpxdk

k
ppTd nnn ++ ++

−
=  

elde edilir. Diğer taraftan P  normal K  sabitli normal konik olduğundan 

( )[ ]),(),(),(
1

1
)),(( 11 pxdpxdpxdk

k
KppTd nnn ++ ++

−
≤  

yazılabilir. Đfadenin sağ tarafı ∞→n  için sıfıra yaklaşacağından 0)),(( =ppTd  olup 

norm ve konik metrik fonksiyonlarının özelliği gereği ppT =)(  elde edilir. Bu ise p  

noktasının T  dönüşümü için bir sabit nokta olduğunu gösterir. Eğer Xr∈  noktası T  

nin diğer bir sabit noktası ise 

),(2

)),(),((

))),(()),((())(),((),(

rpkd

prdrpdk

prTdrpTdkrTpTdrpd

=

+≤

+≤=

 

olur. Önerme 2.4.2. gereğince 0),( =rpd  olup bu ise konik metrik özelliğinden rp =  

olmasını gerektirir. O halde sabit nokta tektir. Ayrıca burada alınan Xx ∈0  noktası 

keyfi bir nokta olduğundan Xx∈∀  için ))(( xT n  iterasyon dizisi bu sabit noktaya 

yakınsar. 

 

Burada ki teoremler metrik uzaylarda büzülme dönüşümleri için sabit nokta teoremlerini 

konik metrik uzaylara genellemiştir. 

 

Şimdi bununla ilgili bir örnek verelim. 
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Örnek 3.2.1. 

2RE =  ve { } 20,:),( RyxyxP ⊂≥=   normal konik olsun. 

{ } { }10:),0(10:)0,( ≤≤∪≤≤= xxxxX  olmak üzere EXxXd →:  dönüşümü  








 ++==








 −−=






 −−=

yxyxxydyxd

yxyxyxdyxyxyxd

3

2
,

3

4
))0,(),,0(()),0(),0,((

3

2
,)),0(),,0((,,

3

4
))0,(),0,((

 

şeklinde tanımlansın. Bu takdirde ),( dX  tam konik metrik uzaydır. XXT →:  

dönüşümü ),0())0,(( xxT =  ve 






= 0,
2

)),0((
x

xT  ile verilsin. O zaman T  dönüşümü 

Xyyxx ∈∀ ),(),,( 2121  için )1,0[
4

3
∈=k  olmak üzere  

)),(),,(())),(()),,((( 21212121 yyxxkdyyTxxTd ≤  

büzülme dönüşümü şartını sağlar. O halde X∈)0,0(   noktası T  nin tek sabit noktasıdır. 

Diğer taraftan T  nin X  deki Öklid metriğine göre büzülme dönüşümü olmadığı  

görülür [3]. 

 

 
 



4. BÖLÜM 

 

ORTAK SABĐT NOKTA VE PERĐYODĐK NOKTA TEOREMLERĐ 

 

Bu bölümde bazı şartları sağlayan dönüşümler için ortak sabit nokta ve periyodik nokta 

teoremleri ifade ve ispat edilecektir. 

 

4.1. Ortak Sabit Nokta Teoremleri 

 

Tanım 4.1.1. 

XXgf →:,  dönüşümleri verilsin. Eğer bazı Xx∈  değerleri için )()( xgxfw ==  ise 

o zaman x , f  ve g  nin çakışık noktası, w  da f  ve g  nin çakışma noktasıdır [7]. 

 

Tanım 4.1.2. 

XXgf →:,  dönüşümleri verilsin. Eğer xxgxf == )()(  olacak şekilde Xx∈  noktası 

varsa bu noktaya f  ve g  nin ortak sabit noktası denir [7]. 

 

Tanım 4.1.3. 

Xx∈∀  için )()( xgxf =  olduğunda ))(())(( xggxgf =  oluyorsa XXgf →:,  

dönüşümlerine zayıf bağdaşabilir dönüşümler denir [8]. 

 

Tanım 4.1.4. 

XXgf →:,  dönüşümlerini göz önüne alalım. )()( XgXf ⊆  ve Xx ∈∀ 0 için 

Xxn ,)(  de bir dizi olmak üzere )()( 1−= nn xfxg  olsun. Bu şekilde tanımlanan ))(( nxf  

dizisine gf −  dizisi denir [9]. 
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Önerme 4.1.1. 

XXgf →:,  dönüşümleri zayıf bağdaşan dönüşümler olsunlar. Eğer f  ve g , 

)()( xgxfw ==  olacak şekilde tek çakışma noktasına sahip ise w , f  ve g  için tek 

ortak sabit noktadır [7]. 

 

Đspat 

)()( xgxfw ==  ve f  ile g  zayıf bağdaşan dönüşümler olduğundan  

)())(())(()( wgxggxgfwf ===  

yazılabilir. O zaman )()( wgwf =  noktası f  ve g  nin çakıştığı noktadır. Fakat f  ve 

g  yalnız w   noktasında çakıştığından )()( wgwfw ==  olmalıdır. O halde w , f  ile g  

dönüşümlerinin ortak sabit noktasıdır. Eğer Xz∈  noktası f  ile g  nin diğer bir ortak 

sabit noktası ise )()( zgzfz ==  olup z , f  ile g  nin çakıştığı noktadır. Bu nokta tek 

olacağından wz =  olur ki bu ise ortak sabit noktanın tek olduğunu gösterir. 

 

Teorem 4.1.1. 

),( dX  konik metrik uzay ve P  normal K  sabiti ile verilen normal konik olsun. Kabul 

eldim ki XXgf →:,  dönüşümleri )1,0[∈k  olmak üzere Xyx ∈∀ ,  için  

))(),(())(),(( ygxgkdyfxfd ≤  

koşulunu sağlasın. Eğer )()( XgXf ⊆   ve XXg ,)(  in tam alt uzayı ise f  ve g , X de 

tek çakışma noktasına sahiptir. Ayrıca f  ve g  zayıf bağdaşabilir ise f  ile g  tek ortak 

sabit noktaya sahiptir [7]. 

 

Đspat 

Xx ∈0  keyfi bir nokta olsun. X  de bir 1x  noktası seçelim öyle ki )()( 01 xfxg =  olsun. 

Bunu )()( XgXf ⊆  olduğundan yapabiliriz. Bu şekilde devam edilirse X  de seçilen 

bir nx  elemanı için bir 1+nx  elemanı bulunabilir öyle ki )()( 1 nn xfxg =+  olur. O halde  

 

))(),((...))(),((

))(),(())(),(())(),((

0121
2

111

xgxgdkxgxgdk

xgxgkdxfxfdxgxgd

n

nn

nnnnnn

≤≤≤

≤=

−−

−−+
 

 

elde edilir. O zaman mn >  için 
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))(),((
1

))(),(()...(

))(),((...))(),(())(),(())(),((

0101
21

1211

xgxgd
k

k
xgxgdkkk

xgxgdxgxgdxgxgdxgxgd

m
mnn

mmnnnnmn

−
≤+++≤

+++≤

−−

+−−−

 

elde edilir. P  normal K  sabiti ile verilen normal konik olduğundan 

))(),((
1

))(),(( 01 xgxgd
k

k
Kxgxgd

m

mn −
≤  

olup bu ise ∞→nm,  için 0))(),(( →mn xgxgd  olmasıdır. O halde )(,))(( Xgxg n  de 

bir Cauchy dizisidir. Hipotez gereğince )(Xg  tam olduğundan )(Xg  de bir q  elemanı 

vardır öyle ki )(,)( ∞→→ nqxg n  olur. Sonuç olarak X  de bir p  noktası bulunabilir 

öyle ki qpg =)(  olur. Ayrıca  

)),(())(),(())(),(())(),(( 111 qxgkdpgxgkdpfxfdpfxgd nnnn −−− =≤=  

olup  P  normal K  sabiti ile verilen normal konik olduğundan 

)),(())(),(( 1 qxgdKkpfxgd nn −≤  

elde edilir. Đfadenin sağ tarafı ∞→n  için sıfıra gideceğinden )(),()( ∞→→ npfxg n  

olur. Diğer taraftan konik metrik uzaylarda yakınsak dizinin limiti tek olacağından 

qpf =)(  olur. Şimdi f  ve g  nin çakışma noktasının tek olduğunu gösterelim. Başka 

bir Xr∈  noktası için )()( rgrf =  olsun. O halde  

))(),(())(),(())(),(( pgrgkdpfrfdpgrgd ≤=  

olup önerme 2.4.2. gereğince 0))(),(( =pgrgd  ve dolayısıyla )()( pgrg =  olur. 

Önerme 4.1.1. gereğince f  ve g  tek ortak sabit noktaya sahiptir ve bu nokta Xq∈  

noktasıdır. 

 

Örnek 4.1.1. 

{ }0,:),(,2 ≥∈== yxEyxPRE  olmak üzere ERxRd →: , ( )yxyxyxd −−= α,),(  

)0( >α  şeklinde tanımlansın. 







=

≠
+=

0,

0,
1)(

x

xx
xf

γ
β
α

   ve  




=

≠
=

0,

0,
)(

x

xx
xg

γ
α

 

şeklinde f  ve g  dönüşümleri tanımlayalım. Burada 1≥β  ve 0≠γ  olsun. Buna göre 









−

+
−

+
= yxyxyfxfd

1
,

1
))(),((

2

β
α

β
α

 ve ( )yxyxygxgd −−= 2,))(),(( αα  
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şeklinde olacaktır. Burada 1≥β  olacağından ( ]1,0
1

∈=
β

k  alınırsa  

))(),(())(),(( ygxgkdyfxfd ≤  

eşitsizliği sağlanır. Ayrıca burada  )()( XgXf ⊆  ve )(Xg  tam olduğundan f  ve g  

tek çakışma noktasına sahiptir. Bu örnekte f  ve g çakışma noktaları olan 0 noktasında 

değişimli değildirler. Bundan dolayı zayıf bağdaşan değillerdir. O halde f  ve g  nin 

ortak sabit noktası yoktur [7]. 

 

Teorem 4.1.2. 

),( dX  konik metrik uzay ve P  normal K  sabiti ile verilen normal konik olsun. Kabul 

eldim ki XXgf →:,  dönüşümleri 





∈
2

1
,0k  olmak üzere Xyx ∈∀ ,  için  

)))(),(())(),((())(),(( ygyfdxgxfdkyfxfd +≤  

koşulunu sağlasın. Eğer )()( XgXf ⊆   ve XXg ,)(  in tam alt uzayı ise f  ve g , X de 

tek çakışma noktasına sahiptir. Ayrıca f  ve g  zayıf bağdaşabilir ise f  ile g  tek ortak 

sabit noktaya sahiptir [7]. 

 

Đspat 

Xx ∈0  keyfi bir nokta olsun. X  de bir 1x  noktası seçelim öyle ki )()( 01 xfxg =  olsun. 

Bunu )()( XgXf ⊆  olduğundan yapabiliriz. Bu şekilde devam edilirse X  de seçilen 

bir nx  elemanı için bir 1+nx  elemanı bulunabilir öyle ki )()( 1 nn xfxg =+  olur. O halde 

)))(),(())(),(((

)))(),(())(),((())(),(())(),((

11

1111

−+

−−−+

+=

+≤=

nnnn

nnnnnnnn

xgxgdxgxgdk

xgxfdxgxfdkxfxfdxgxgd
 

olur. Gerekli düzenlemeler yapılırsa  

)1,0[
1

,))(),(())(),(( 11 ∈
−

=≤ −+
k

k
hxgxghdxgxgd nnnn  

elde edilir. Bu şekilde devam edilirse 

))(),((...))(),(())(),(( 0111 xgxgdhxgxghdxgxgd n

nnnn ≤≤≤ −+  

olur. O halde mn >  için  
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))(),((
1

))(),(()...(

))(),((...))(),(())(),(())(),((

01

01
21

1211

xgxgd
h

h

xgxgdhhh

xgxgdxgxgdxgxgdxgxgd

m

mnn

mmnnnnmn

−
≤

+++≤

+++≤
−−

+−−−

 

yazılabilir. P  normal K  sabiti ile verilen normal konik olduğundan 

))(),((
1

))(),(( 01 xgxgd
h

h
Kxgxgd

m

mn −
≤  

elde edilir. Eşitsizliğin sağ tarafı ∞→m  için sıfıra gideceğinden ∞→nm,  için 

0))(),(( →mn xgxgd  olur. O halde )(,))(( Xgxg n  de bir Cauchy dizisidir. Hipotez 

gereğince )(Xg  tam olduğundan )(Xg  de bir q  elemanı vardır öyle ki 

)(,)( ∞→→ nqxg n  olur. Sonuç olarak X  de bir p  noktası bulunabilir öyle ki 

qpg =)(  olur. Ayrıca 

)))(),(())(),(()(),(((

)))(),(()(),(((

)))(),(()(),((())(),(())(),((

1

1

111

pgxgdxgpfdxgxgdk

pgpfdxgxgdk

pgpfdxgxfdkpfxfdpfxgd

nnnn

nn

nnnn

++≤

+=

+≤=

−

−

−−−

 

yazılabilir. Gerekli düzenlemeler yapılırsa 

)))(),(())(),(((
1

))(),(( 1 pgxgdxgxgd
k

k
pfxgd nnnn +

−
≤ −  

olur. P  normal K  sabiti ile verilen normal konik olduğundan 

( ) )(0))(),(())(),((
1

1
))(),(( 1 ∞→→+

−
≤ − npgxgdxgxgd

k
Kpfxgd nnnn  

olacağından )(,0))(),(( ∞→→ npfxgd n  olur. Konik metrik uzaylarda limitin 

tekliğinden )(,)()( ∞→=→ nqpfxg n  olacaktır. O halde qpgpf == )()(  olur. 

Şimdi f  ve g  dönüşümlerinin tek çakışma noktası olduğunu gösterelim. Bir Xr∈  

için )()( rgrf =  olsun. O halde  

0)))(),(())(),((())(),(())(),((0 =+≤=≤ pgpfdrgrfdkpfrfdpgrgd  

olur. Bu takdirde 0))(),(( =pgrgd  ve dolayısıyla )()( pgrg =  olur. f  ve g  zayıf 

bağdaşabilir ise Önerme 4.1.1. gereğince f  ve g  tek ortak sabit noktaya sahiptir. Ve 

bu nokta Xq∈  noktasıdır. 
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Teorem 4.1.3. 

),( dX  konik metrik uzay ve P  normal K  sabiti ile verilen normal konik olsun. Kabul 

eldim ki XXgf →:,  dönüşümleri 





∈
2

1
,0k  olmak üzere Xyx ∈∀ ,  için  

)))(),(())(),((())(),(( xgyfdygxfdkyfxfd +≤  

koşulunu sağlasın. Eğer )()( XgXf ⊆   ve XXg ,)(  in tam alt uzayı ise f  ve g , X de 

tek çakışma noktasına sahiptir. Ayrıca f  ve g  zayıf bağdaşabilir ise f  ile g  tek ortak 

sabit noktaya sahiptir [7]. 

 

Đspat 

Xx ∈0  keyfi bir nokta olsun. X  de bir 1x  noktası seçelim öyle ki )()( 01 xfxg =  olsun. 

Bunu )()( XgXf ⊆  olduğundan yapabiliriz. Bu şekilde devam edilirse X  de seçilen 

bir nx  elemanı için bir 1+nx  elemanı bulunabilir öyle ki )()( 1 nn xfxg =+  olur. O halde 

)))(),(())(),(((

))(),((

)))(),(())(),(((

)))(),(())(),((())(),(())(),((

11

11

11

1111

−+

−+

−+

−−−+

+≤

=

+=

+≤=

nnnn

nn

nnnn

nnnnnnnn

xgxgdxgxgdk

xgxgkd

xgxgdxgxgdk

xgxfdxgxfdkxfxfdxgxgd

 

elde edilir. Gerekli düzenlemeler yapılırsa 

)1,0[
1

,))(),(())(),(( 11 ∈
−

=≤ −+
k

k
hxgxghdxgxgd nnnn  

olur. Bu şekilde devam edilirse 

))(),((...))(),(())(),(( 0111 xgxgdhxgxghdxgxgd n

nnnn ≤≤≤ −+  

yazılabilir. Buna göre mn >  için  

))(),((
1

))(),(()...(

))(),((...))(),(())(),(())(),((

01

01
21

1211

xgxgd
h

h

xgxgdhhh

xgxgdxgxgdxgxgdxgxgd

m

mnn

mmnnnnmn

−
≤

+++≤

+++≤
−−

+−−−

 

yazılabilir. P  normal K  sabiti ile verilen normal konik olduğundan 

))(),((
1

))(),(( 01 xgxgd
h

h
Kxgxgd

m

mn −
≤  

elde edilir. Eşitsizliğin sağ tarafı ∞→m  için sıfıra gideceğinden ∞→nm,  için 

0))(),(( →mn xgxgd  olur. O halde )(,))(( Xgxg n  de bir Cauchy dizisidir. Hipotez 
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gereğince )(Xg  tam olduğundan )(Xg  de bir q  elemanı vardır öyle ki 

)(,)( ∞→→ nqxg n  olur. Sonuç olarak X  de bir p  noktası bulunabilir öyle ki 

qpg =)(  olur. Ayrıca 

)))(),(())(),(())(),(((

)))(),(())(),(((

)))(),(())(),(((

))(),(())(),((

1

1

11

1

−

−

−−

−

++≤

+=

+≤

=

nnnn

nn

nn

nn

xgxgdxgpfdpgxgdk

xgpfdpgxgdk

xgpfdpgxfdk

pfxfdpfxgd

 

yazabiliriz. Gerekli düzenlemeler yapılırsa 

)))(),(())(),(((
1

))(),(( 1−+
−

≤ nnnn xgxgdpgxgd
k

k
pfxgd  

elde edilir. P  normal K  sabiti ile verilen normal konik olduğundan 

( ) )(0))(),(())(),((
1

))(),(( 1 ∞→→+
−

≤ − nxgxgdpgxgd
k

k
Kpfxgd nnnn  

olacağından )(,0))(),(( ∞→→ npfxgd n  olur. Konik metrik uzaylarda limitin 

tekliğinden )(,)()( ∞→=→ nqpfxg n  olacaktır. O halde qpgpf == )()(  olur. 

Şimdi f  ve g  dönüşümlerinin tek çakışma noktası olduğunu gösterelim. Bir Xr∈  

için )()( rgrf =  olsun. O halde 

))(),((2)))(),(())(),((())(),(())(),(( pgrgkdrgpfdpgrfdkpfrfdpgrgd =+≤=  

olur. Önerme 2.4.2. gereğince 0))(),(( =pgrgd  ve dolayısıyla )()( pgrg =  olur. f  ve 

g  zayıf bağdaşabilir ise Önerme 4.1.1. gereğince f  ve g  tek ortak sabit noktaya 

sahiptir ve bu nokta Xq∈  noktasıdır. 

 

Teorem 4.1.4. 

),( dX  konik metrik uzay, P  normal K  sabitli normal konik ve XXgf →:,  

dönüşümleri de )()( XgXf ⊆  şartını sağlasınlar. Kabul eldim ki )1,0[,, ∈γβα  ve 

1<++ γβα  olmak üzere Xyx ∈∀ ,  için 

))(),(())(),(())(),(())(),(( ygxgdygyfdxgxfdyfxfd γβα ++≤  

koşulu sağlansın. Ayrıca f  ve g  zayıf bağdaşabilir dönüşümler olsunlar. Eğer )(Xf  

veya )(Xg , X  in tam alt uzayı iseler f  ve g , X  de tek ortak noktaya sahiptir. Ve 

Xx∈∀  başlangıç noktası için gf −  dizisi bu ortak sabit noktaya yakınsar [9]. 

 



 32 

Đspat 

Keyfi bir Xx ∈0  noktası için gf −  dizisi olan ))(( nxf  dizisinin )(Xf  de bir Cauchy 

dizisi olduğunu gösterelim. Eğer bazı Nn∈  değerleri için )()( 1−= nn xfxf  ise o zaman 

nm >  olacak şekilde ki Nm∈∀  için )()( nm xfxf =  olup ))(( nxf  bir Cauchy 

dizisidir. O halde kabul edelim ki Nn∈∀   için )()( 1−≠ nn xfxf  olsun. Şu halde 

))(),(())(),(())(),((

))(),(())(),(())(),(())(),((

111

1111

−−+

++++

++=

++≤

nnnnnn

nnnnnnnn

xfxfdxfxfdxfxfd

xgxgdxgxfdxgxfdxfxfd

γβα

γβα
 

yazılabilir. Gerekli düzenlemeler yapılırsa 

)1,0[
1

,))(),((.))(),((
1

))(),(( 111 ∈
−
+

==
−
+

≤ −−+ α
γβ

α
γβ

kxfxfdkxfxfdxfxfd nnnnnn  

elde edilir. Bu şekilde devam edilirse 

))(),((...))(),(())(),(( 0111 xfxfdkxfxfkdxfxfd n

nnnn ≤≤≤ −+  

olur. O halde mn >  için  

))(),((
1

))(),(()...(

))(),((...))(),(())(),(())(),((

01

01
21

1211

xfxfd
k

k

xfxfdkkk

xfxfdxfxfdxfxfdxfxfd

m

mnn

mmnnnnmn

−
≤

+++≤

+++≤
−−

+−−−

 

olur. P  normal K  sabitli normal konik olduğundan  

))(),((
1

))(),(( 01 xfxfd
k

k
Kxfxfd

m

mn −
≤  

yazılabilir. Burada ∞→m  için eşitsizliğin sağ tarafı sıfıra gideceğinden ∞→nm,  için 

0))(),(( →mn xfxfd  olur. O halde ))(( nxf  bir Cauchy dizisidir. Varsayım gereği 

)(Xf  tam olduğundan bir )()( XgXfp ⊂∈  bulunabilir öyle ki pxf n →)(  ve 

pxg n →)(  olur. pqg =)(  olacak şekilde bir Xq∈  noktası seçelim. )()( qgqf =  

olduğunu gösterelim.  

))(),(())(),(())(),(())(),(( qgxgdqgqfdxgxfdqfxfd nnnn γβα ++≤  

yazılabilir. Bu ifadenin her iki tarafının ∞→n  için limiti alınırsa  

)),((),()),((),())(,( pqfdppdpqfdppdqfpd βγβα =++≤  

elde edilir. Önerme 2.4.2. gereği 0))(,( =qfpd  olur. Bu ise pqgqf == )()(  olmasıdır. 

f  ile g nin zayıf bağdaşan dönüşümler olmasından pqgqf == )()(  ise  

)())(())(()( pgqggqgfpf ===  
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olur. Şimdi de ppgpf == )()(  olduğunu gösterelim. Eğer ppf ≠)(  ise  

))(),((

))(),(())(),(())(),(())(),((0

qfpfd

qgpgdqgqfdpgpfdqfpfd

γ
γβα

=

++≤<
 

olur ki )1,0[∈γ  olmasından dolayı bu bir çelişkidir. O halde ppgpf == )()(  

olmalıdır. O zaman Xp∈  noktası f  ve g  dönüşümlerinin ortak sabit noktasıdır. 

Şimdi bu noktanın tek olduğunu gösterelim. Kabul eldim ki bir Xr∈  noktası için 

rrgrf == )()(  olsun. O halde  

),())(),((

))(),(())(),(())(),(())(),((),(0

prdpgrgd

pgrgdpgpfdrgrfdpfrfdprd

γγ
γβα

==

++≤=≤
 

elde edilir. Önerme 2.4.2. gereği 0),( =prd  olur ki bu ise rp =  olmasıdır. O halde 

ortak sabit nokta tektir. Ayrıca burada alınan Xx ∈0  noktası keyfi bir nokta olduğundan 

Xx∈∀  için gf −  dizisi bu ortak sabit noktaya yakınsar. 

 

Bu teoremde XIg =  alınırsa aşağıda ki önerme elde edilir. 

 

Önerme 4.1.2. 

),( dX  tam konik metrik uzay, P  normal K  sabitli normal konik ve XXf →:  bir 

dönüşüm olsun. Kabul eldim ki )1,0[,, ∈γβα  ve 1<++ γβα  olmak üzere Xyx ∈∀ ,  

için 

),()),(()),(())(),(( yxdyyfdxxfdyfxfd γβα ++≤  

koşulu sağlansın. O zaman Xf ,  de tek sabit noktaya sahiptir. Ayrıca Xx∈∀  

başlangıç noktası için ))(( xf n  dizisi bu sabit noktaya yakınsar [9]. 

 

Bu önermede sırasıyla 0== βα  ve 0, == γβα  alınırsa bölüm 3 de ispatlanan 

teoremler elde edilir. 

 

Teorem 4.1.5. 

),( dX  tam konik metrik uzay ve P  normal K  sabiti ile normal konik olsun. Kabul 

edelim ki XXgf →:,  dönüşümleri 0,, ≥γβα  ve 122 <++ γβα  olmak üzere 

Xyx ∈∀ ,  için  

)))(,())(,(()))(,())(,((),())(),(( xfydygxdygydxfxdyxdygxfd ++++≤ γβα  
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şartını sağlasın. O zaman f  ve g , X  de tek ortak sabit noktaya sahiptir. Ayrıca f  nin 

her sabit noktası g  ninde bir sabit noktasıdır. Ve bunun terside doğrudur [10]. 

 

Đspat 

Xx ∈0  keyfi bir nokta olmak üzere )( nx  dizisini )( 212 nn xfx =+  ve )( 1222 ++ = nn xgx  

,...2,1,0=n  şeklinde tanımlayalım. Şu halde  

),()(),()(

)))(,())(,((

)))(,())(,((),(

))(),((),(

2212122

212122

121222122

1222212

+++

++

+++

+++

++++=

++

++≤

=

nnnn

nnnn

nnnnnn

nnnn

xxdxxd

xfxdxgxd

xgxdxfxdxxd

xgxfdxxd

γβγβα

γ

βα
 

elde edilir. Gerekli düzenlemeler yapılırsa 

)1,0[
1

,),(),(
1

),( 1221222212 ∈
−−
++

==
−−
++

≤ ++++ γβ
γβα

γβ
γβα

kxxkdxxdxxd nnnnnn  

olur. Benzer olarak  

),(.),( 12222232 ++++ ≤ nnnn xxdkxxd  

yazılabilir. O halde Nn∈∀  için  

),(...),(.),(.),( 10
1

1
2

121 xxdkxxdkxxdkxxd n

nnnnnn

+
−+++ ≤≤≤≤  

elde edilir. Şimdi mn >  için  

),(
1

),()...(

),(...),(),(),(

01

01
21

1211

xxd
k

k

xxdkkk

xxdxxdxxdxxd

m

mnn

mmnnnnmn

−
≤

+++≤

+++≤
−−

+−−−

 

yazılabilir. P  normal K  sabiti ile normal konik olduğundan  

),(
1

),( 01 xxd
k

k
Kxxd

m

mn −
≤  

olur. Eşitsizliğin sağ tarafı ∞→m   için sıfıra yakınsayacağından ∞→nm,  için 

0),( →mn xxd  olur. Bu ise )( nx  dizisinin X  de bir Cauchy dizisi olduğunu gösterir. 

Hipotez gereği X  tam olduğundan bir Xp∈  vardır öyle ki )( ∞→→ npxn  olur. 

Şimdi ppg =)(  olduğunu gösterelim. 
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)),())(,(),((

)))(,(),((),(),(

)),())(,((

)))(,(),((),(),(

))(),((),())(,(),())(,(

122

122212

122

122212

2121212

+

++

+

++

+++

+++

+++≤

++

+++≤

+=+≤

nn

nnnn

nn

nnnn

nnnn

xpdpgpdpxd

pgpdxxdpxdxpd

xpdpgxd

pgpdxxdpxdxpd

pgxfdxpdpgxdxpdpgpd

γ

βα

γ

βα

 

elde edilir. Burada gerekli düzenlemeler yapılırsa 

( )),(),((),(),(.),(
1

1
))(,( 122122212 +++ ++++

−−
≤ nnnnnn xpdpxdxxdpxdxpdpgpd γβα

γβ
 

eşitsizliği elde edilir. P  normal K  sabiti ile normal konik olduğundan 

 

[ ]),(),(),(),(),(
1

))(,( 111 +++ ++++
−−

≤ nnnnnn xpdpxdxxdpxdxpd
K

pgpd γγβα
γβ

 

yazılabilir. Her iki tarafın ∞→n   için limiti alınırsa eşitsizliğin sağ tarafı sıfıra 

yaklaşacağından 0))(,( =pgpd  olur ki norm ve konik metrik özelliğinden ppg =)(  

olur. Şimdi ppf =)(  olduğunu gösterelim. 

))(,()(

)))(,())(,(()))(,())(,((),(

))(),(())(,(

pfpd

pfpdpgpdpgpdpfpdppd

pgpfdpfpd

βα
γβα

+≤

++++≤

=

 

olup Önerme 2.4.2. gereğince 0))(,( =pfpd  olur. Bu ise ppf =)(  olmasıdır. Şimdi 

de ortak sabit noktanın tek olduğunu gösterelim. Bunun için kabul eldim ki Xq∈   

noktası için qqgqf == )()(  olsun. Bu takdirde 

),()2(

)))(,())(,(()))(,())(,((),(

))(),((),(

qpd

pfqdqgpdqgqdpfpdqpd

qgpfdqpd

γα
γβα

+=

++++≤

=

 

elde edilir. O halde  Önerme 2.4.2. gereğince 0),( =qpd  olup bu ise qp =  olmasını 

gerektirir. O halde ortak sabit nokta tektir. 

 

Önerme 4.1.3. 

),( dX  tam konik metrik uzay ve P  normal K  sabiti ile normal konik olsun. Kabul 

edelim ki XXf →:  dönüşümü 0,, ≥γβα  , 122 <++ γβα  ve qp,  sabit pozitif 

sayılar olmak üzere Xyx ∈∀ ,  için  
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)))(,())(,(()))(,())(,((),())(),(( xfydyfxdyfydxfxdyxdyfxfd pqqpqq ++++≤ γβα
 

şartını sağlasın. O zaman f , X  de tek sabit noktaya sahiptir. 

 

Đspat 

Teorem 4.1.5. de pff =  ve qfg =  alınırsa ispat benzer şekilde yapılır. 

 

Önerme 4.1.4. 

),( dX  tam konik metrik uzay ve P  normal K  sabiti ile normal konik olsun. Kabul 

edelim ki XXf →:  dönüşümü 0,, ≥γβα  ve 122 <++ γβα  olmak üzere Xyx ∈∀ ,  

için  

)))(,())(,(()))(,())(,((),())(),(( xfydyfxdyfydxfxdyxdyfxfd ++++≤ γβα  

şartını sağlasın. O zaman f  , X  de tek  sabit noktaya sahiptir. 

 

Đspat 

Önerme 4.1.3. de 1== qp  alınarak ispat yapılır. 

 

Önerme 4.1.5. 

),( dX  tam konik metrik uzay ve P  normal K  sabiti ile normal konik olsun. Kabul 

edelim ki XXf →:   dönüşümü { }5,4,3,2,1∈∀i  için 0≥ia   ve  ∑
=

<
5

1

1
i

ia  olmak üzere 

Xyx ∈∀ ,  için  

))(,(.))(,(.))(,(.))(,(.),(.))(),(( 54321 xfydayfxdayfydaxfxdayxdayfxfd ++++≤  

şartını sağlasın. O zaman f  , X  de tek  sabit noktaya sahiptir. 

 

Đspat 

)))(,())(,(()))(,())(,((),())(),(( xfydyfxdyfydxfxdyxdyfxfd ++++≤ γβα  

)))(,())(,(()))(,())(,((),())(),(( yfxdxfydxfxdyfydxydxfyfd ++++≤ γβα  

yazılabileceğinden burada 

2))(,( mxfxd =  ve 3))(,( myfyd =  

olarak alınırsa 
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332232 )( mamamm +=+β  olarak alınırsa 

β

β

−+=
+
+

−+=

+
−++−+

=
+
+

=

)()( 32

32

2332
32

32

232333323222

32

3322

aa
mm

mama
aa

mm

mamamamamama

mm

mama

 

yazılabilir. Burada gerekli düzenlemeler yapılırsa 
2

32 aa +
=β  olarak bulunur. Benzer 

şekilde 
2

54 aa +
=γ  ve 1a=α  olarak alınırsa ispat Önerme 4.1.4. deki gibi yapılır. 

 

Önerme 4.1.6. 

),( dX  tam konik metrik uzay ve P  normal K  sabiti ile normal konik olsun. Kabul 

edelim ki XXf →:   dönüşümü 0, ≥βα  ve 12 <+ βα  olmak üzere Xyx ∈∀ ,  için   

)))(,())(,((),())(),(( yfydxfxdyxdyfxfd ++≤ βα  

koşulunu sağlasın. Bu takdirde f  , X  de tek  sabit noktaya sahiptir. 

 

Đspat 

Önerme 4.1.4. de 0=γ  alınırsa ispat benzer olarak yapılır. 

 

4.2. Periyodik Nokta Teoremleri 

Açık olarak bir p  noktası f  dönüşümünün sabit noktası ise Nn∈∀  için nf  

dönüşümünün de sabit noktasıdır. Çünkü ppf =)(  ise 

ppfpfpffpf nnn ===== −− )(...)())(()( 11  

olur. Buna karşın bunun tersi her zaman doğru değildir. Örneğin ]1,0[=X  ve 

xxf −=1)(  şeklinde tanımlanırsa 
2

1
=x  noktası f  fonksiyonunun tek sabit noktasıdır. 

Fakat f  fonksiyonunun her çift yinelemesi birim dönüşüm olur ki bu dönüşüm için 

]1,0[  aralığındaki her nokta bir sabit noktadır [10]. 

 

Tanım 4.2.1. 

XXf →:  bir dönüşüm olmak üzere { }xxfXx =∈ )(:  kümesine f  dönüşümünün 

sabit noktalarının kümesi denir. Ve )( fF  ile gösterilir [10]. 
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Tanım 4.2.2. 

Nn∈∀  için )()( nfFfF =  ise f  dönüşümü (P) özelliğine sahiptir denir. Eğer 

)()()()( nn gFfFgFfF ∩=∩  ise f ve g  dönüşümleri (Q) özelliğine sahiptir 

denir.[10] 

 

Teorem 4.2.1. 

),( dX  konik metrik uzay ve P  normal K  sabiti ile normal konik olsun. XXf →:  

dönüşümü  

i-) Xx∈∀  ve 10 <≤ k   veya 

ii-) Kesin eşitsizlik ile 1=k  ve Xx∈∀  için xxf ≠)(  olduğunda 

))(,())(),(( 2 xfxkdxfxfd ≤  

şartını sağlasın. Eğer φ≠)( fF  ise ,f  (P) özelliğine sahiptir [10]. 

 

Đspat 

1>n  olarak alalım. Eğer 1=n  ise bu önemsizdir. Kabul eldim ki (i) şartı sağlansın. 

)( nfFp∈  keyfi bir eleman olsun. Bu takdirde 

))(,(...))(),((

))(),((

)))(()),((())(,(

122

1

121

pfpdkpfpfdk

pfpfkd

pffpffdpfpd

nnn

nn

nn

≤≤≤

≤

=

−−

−

−−

 

elde edilir. P  normal K  sabiti ile normal konik olduğundan 

))(,())(,( pfpdKkpfpd n≤  

yazılabilir. 10 <≤ k  olduğundan ∞→n  için sağ taraf sıfıra yaklaşır. O halde  

ppfpfpd =⇒= )(0))(,(  

olur. Bu ise )( fFp∈  olduğunu gösterir. Bundan dolayı )()( fFfF n ⊂  olur. Diğer 

taraftan )()( nfFfF ⊂  olduğu açıktır. O halde )()( nfFfF =  olur. Yani ,f  (P) 

özelliğine sahiptir. Şimdi 

Kabul eldim ki ,f  (ii) şartını sağlasın. Burada ppf ≠)(  ve 1=k  için (i) ifadesinden 

))(,())(,( pfpdpfpd <  

olacaktır ki bu bir çelişkidir. O halde her durumda  ppf =)(  olup )()( nfFfF =  

sağlanır. 
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Teorem 4.2.2. 

),( dX  tam konik metrik uzay ve P  normal K  sabiti ile normal konik olsun. Kabul 

edelim ki XXgf →:,  dönüşümleri 0,, ≥γβα  ve 122 <++ γβα  olmak üzere 

Xyx ∈∀ ,  için  

)))(,())(,(()))(,())(,((),())(),(( xfydygxdygydxfxdyxdygxfd ++++≤ γβα  

koşulunu sağlasın. O zaman f ve g  (Q) özelliğine sahiptir [10]. 

 

Đspat 

Teorem 4.1.5. gereğince f  ve g , X  de ortak sabit noktaya sahiptir. 

)()( nn gFfFp ∩∈  olsun. Şimdi  

[ ]
[ ]

[ ]
[ ]),())(),((

))(,()),(()),((

))(),(())(),((

)(),(())(),(())(),((

)))(()),((())(,(

1

11

11

111

1

ppdpgpfd

pgpdppfdppfd

pfpgdpgpfd

pgpgdpfpfdpgpfd

pggpffdpgpd

n

nn

nnnn

nnnnnn

nn

++

++≤

++

++≤

=

−

−−

+−

+−−

−

γ

βα

γ

βα

 

elde edilir. Gerekli düzenlemeler yapılırsa  

1
1

,)),(())(,( 1 <
−−
++

=≤ −

γβ
γβα

kppfkdpgpd n  

olur. Bu şekilde devam edilirse 

)),((...)),(()),(())(,( 221 ppfdkppfdkppfkdpgpd nnn ≤≤≤≤ −−  

elde edilir. P  normal K  sabiti ile normal konik olduğundan  

))(,())(,( pfpdKkpgpd n≤  

olur. Burada 1<k  olduğundan ∞→n  için sağ taraf sıfıra gider. O halde ppg =)(  elde 

edilir. Teorem 4.1.5. gereği g  nin her sabit noktası f  ninde bir sabit noktası 

olacağından ppf =)(  olup bu ise )()()()( nn gFfFgFfF ∩=∩  olduğunu gösterir. 



5. BÖLÜM 

 

NORMALLĐK ŞARTININ ĐHMAL EDĐLME DURUMU 

 

Örnek 2.4.2. de olduğu gibi normal olmayan konikler de vardır. Bu bölümde konikler 

için normallik şartı ihmal edilerek bazı şartları sağlayan dönüşümler için sabit nokta ve 

ortak sabit nokta teoremleri ispatlanacaktır. 

 

5.1. Normallik Şartı Gerektirmeyen Konikler Đçin Sabit Nokta Teoremleri 

 

Teorem 5.1.1. 

),( dX  tam konik metrik uzay ve XXT →:  dönüşümü büzülme dönüşümü koşulunu 

sağlasın. Yani )1,0[∈k  olmak üzere Xyx ∈∀ ,  için  

),())(),(( yxkdyTxTd ≤  

olsun. O zaman XT ,  de tek sabit noktaya sahiptir. Ayrıca Xx∈∀  için ))(( xT n  

iterasyon dizisi bu sabit noktaya yakınsar [4]. 

 

Đspat 

Xx ∈0  keyfi bir nokta olsun. Bu takdirde ))(( xT n  iterasyon dizisini  

...,)()(,...,)()(,)( 0
1

10
2

1201 xTxTxxTxTxxTx n

nn

+
+ =====  

şeklinde oluşturalım. Buradan  

),(...),(),())(),((),( 0121
2

111 xxdkxxdkxxkdxTxTdxxd n

nnnnnnnn ≤≤≤≤= −−−−+  

elde edilir. Bu yüzden mn >  için  

),(
1

),()...(

),(...),(),(),(

0101
21

1211

xxd
k

k
xxdkkk

xxdxxdxxdxxd

m
mnn

mmnnnnmn

−
≤+++≤

+++≤

−−

+−−−
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yazılabilir. O halde 

∞→m  için 0),(
1 01 →
−

xxd
k

km
 olacağından Lemma 2.5.2. gereğince oPc∈   için 

Nn ∈∃ 1  vardır öyle ki  1nm >∀    için cxxd
k

km
<<

−
),(

1 01   olur. O halde 1, nmn >∀  için  

cxxdcxxd
k

k
xxd mn

m

mn <<⇒<<
−

≤ ),(),(
1

),( 01  

elde edilir. Bu yüzden )( nx  ,  X  de bir Cauchy dizisidir. Hipotez gereğince ),( dX  tam 

konik metrik uzay olduğundan bir Xp∈  vardır öyle ki )( ∞→→ npxn  olur. O halde 

seçilen bir Nn ∈2  için 2nn >  olduğunda  

2
),(

c
pxd n <<  

olur. Bu takdirde  

c
cc

pxdpxkd

pxTdxTpTdppTd

nn

nn

=+<<

+≤

+≤

+

22

),(),(

)),(())(),(())),((

1  

elde edilir. Bu ifade oPc∈∀  için sağlanacağından 2nn >∀  ve 1≥∀m  için  

m

c
ppTd <<)),((  

yazılabilir. O halde 1≥∀m  için PppTd
m

c
∈− )),((  , )(0 ∞→→ m

m

c
 ve P  kapalı 

olduğundan PppTd ∈− )),((  olur. Fakat PppTd ∈)),((  olup koniğin (iii) özelliği 

gereği 0)),(( =ppTd  olur ki bu ppT =)(  olmasını gerektirir. O halde Xp∈  noktası 

T  dönüşümünün sabit noktasıdır. Eğer Xr∈  noktası T  dönüşümü için bir diğer sabit 

nokta ise o zaman 

),())(),((),( rpkdrTpTdrpd ≤=  

olacaktır. Önerme 2.4.2. gereğince 0),( =rpd  olup bu ise konik metrik özelliğinden 

rp =  olmasını gerektirir. O halde sabit nokta tektir. Ayrıca burada alınan Xx ∈0  

noktası keyfi bir nokta olduğundan Xx∈∀  için ))(( xT n  iterasyon dizisi bu sabit 

noktaya yakınsar. 
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Teorem 5.1.2. 

),( dX  tam konik metrik uzay ve XXT →:  dönüşümü 





∈
2

1
,0k  olmak üzere 

Xyx ∈∀ ,  için  

))),(()),((())(),(( yyTdxxTdkyTxTd +≤  

büzülme koşulunu sağlasın. O zaman XT ,  de tek sabit noktaya sahiptir. Ayrıca 

Xx∈∀  için ))(( xT n  iterasyon dizisi bu sabit noktaya yakınsar [4]. 

 

Đspat 

Keyfi bir Xx ∈0  noktası için ))(( xT n  iterasyon dizisini  

...,)()(,...,)()(,)( 0
1

10
2

1201 xTxTxxTxTxxTx n

nn

+
+ =====  

şeklinde oluşturalım. Buna göre  

)),(),((

))),(()),((())(),((),(

11

1111

−+

−−−+

+=

+≤=

nnnn

nnnnnnnn

xxdxxdk

xxTdxxTdkxTxTdxxd
 

elde edilir. Bundan dolayı  

)1,0[
1

,),(...),(),(
1

),( 01111 ∈
−

=≤≤=
−

≤ −−+
k

k
hxxdhxxhdxxd

k

k
xxd n

nnnnnn  

yazılabilir. Şimdi mn >  için  

),(
1

),()...(

),(...),(),(),(

0101
21

1211

xxd
h

h
xxdhhh

xxdxxdxxdxxd

m
mnn

mmnnnnmn

−
≤+++≤

+++≤

−−

+−−−

 

yazılabilir. ∞→m  için 0),(
1 01 →
−

xxd
h

hm
 olacağından Lemma 2.5.2. gereğince oPc∈   

için Nn ∈∃ 1  vardır öyle ki  1nm >∀    için cxxd
h

hm
<<

−
),(

1 01   olur. O halde 1, nmn >∀  

için  

cxxdcxxd
h

h
xxd mn

m

mn <<⇒<<
−

≤ ),(),(
1

),( 01  

 

elde edilir. Bu yüzden )( nx  ,  X  de bir Cauchy dizisidir. Hipotez gereğince ),( dX  tam 

konik metrik uzay olduğundan bir Xp∈  vardır öyle ki )( ∞→→ npxn  olur. Bir 

Nn ∈2  seçeli öyle ki 2nn >∀  için  
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k

kc
xxd nn

2

)1(
),( 1

−
<<+   ve  

2

)1(
),( 1

kc
pxd n

−
<<+  

olsun. Bundan dolayı 2nn >∀  için  

),())),(()),(((

)),(())(),(()),((

1 pxdppTdxxTdk

pxTdxTpTdppTd

nnn

nn

+++≤

+≤
 

elde edilir. Burada gerekli düzenlemeler yapılırsa 

c
cc

pxdxxkd
k

ppTd nnn =+<<+
−

≤ ++
22

)),(),((
1

1
)),(( 11  

olur. Bu ifade oPc∈∀  için sağlanacağından 2nn >∀  ve 1≥∀m  için  

m

c
ppTd <<)),((  

yazılabilir. O halde 1≥∀m  için PppTd
m

c
∈− )),((  , )(0 ∞→→ m

m

c
 ve P  kapalı 

olduğundan PppTd ∈− )),((  olur. Fakat PppTd ∈)),((  olup koniğin (iii) özelliği 

gereği 0)),(( =ppTd  olur ki bu ppT =)(  olmasını gerektirir. O halde Xp∈  noktası 

T  dönüşümünün sabit noktasıdır. Eğer Xr∈  noktası T  dönüşümü için bir diğer sabit 

nokta ise o zaman  

0))),(()),((())(),((),(0 =+≤=≤ rrTdppTdkrTpTdrpd  

rp

rpd

=

= 0),(
 

olur ki bu ise sabit noktanın tek olduğunu gösterir. Ayrıca burada alınan Xx ∈0  noktası 

keyfi bir nokta olduğundan Xx∈∀  için ))(( xT n  iterasyon dizisi bu sabit noktaya 

yakınsar. 

 

Teorem 5.1.3. 

),( dX  tam konik metrik uzay ve XXT →:  dönüşümü 





∈
2

1
,0k  olmak üzere 

Xyx ∈∀ ,  için  

))),(()),((())(),(( xyTdyxTdkyTxTd +≤  

büzülme koşulunu sağlasın. O zaman XT ,  de tek sabit noktaya sahiptir. Ayrıca 

Xx∈∀  için ))(( xT n  iterasyon dizisi bu sabit noktaya yakınsar [4]. 
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Đspat 

Keyfi bir Xx ∈0  noktası için ))(( xT n  iterasyon dizisini  

...,)()(,...,)()(,)( 0
1

10
2

1201 xTxTxxTxTxxTx n

nn

+
+ =====  

şeklinde oluşturalım. Buna göre  

)),(),((

)),(),((

))),(()),((())(),((),(

11

11

1111

−+

−+

−−−+

+≤

+=

+≤=

nnnn

nnnn

nnnnnnnn

xxdxxdk

xxdxxdk

xxTdxxTdkxTxTdxxd

 

olur. Gerekli düzenlemeler yapılırsa 

)1,0[,),(...),(),(
1

),( 01111 ∈≤≤=
−

≤ −−+ hxxdhxxhdxxd
k

k
xxd n

nnnnnn  

elde edilir. O halde mn >  için  

),(
1

),()...(

),(...),(),(),(

0101
21

1211

xxd
h

h
xxdhhh

xxdxxdxxdxxd

m
mnn

mmnnnnmn

−
≤+++≤

+++≤

−−

+−−−

 

yazılabilir. ∞→m  için 0),(
1 01 →
−

xxd
h

hm
 olacağından Lemma 2.5.2. gereğince oPc∈   

için Nn ∈∃ 1  vardır öyle ki  1nm >∀    için cxxd
h

hm
<<

−
),(

1 01   olur. O halde 1, nmn >∀  

için  

cxxdcxxd
h

h
xxd mn

m

mn <<⇒<<
−

≤ ),(),(
1

),( 01  

 

elde edilir. Bu yüzden )( nx  ,  X  de bir Cauchy dizisidir. Hipotez gereğince ),( dX  tam 

konik metrik uzay olduğundan bir Xp∈  vardır öyle ki )( ∞→→ npxn  olur. Bir 

Nn ∈2  seçeli öyle ki 2nn >∀  için 

3

)1(
),(

kc
pxd n

−
<<  

olsun. O halde 2nn >∀  için 

),()),(),()),(((

),())),(()),(((

)),(())(),(()),((

11

1

pxdpxdpxdppTdk

pxdxpTdpxTdk

pxTdxTpTdppTd

nnn

nnn

nn

++

+

+++≤

++≤

+≤

 

olur. Gerekli düzenlemeler yapılırsa 
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[ ] c
ccc

pxdpxdpxdk
k

ppTd nnn =++<<++
−

≤ ++
333

),()),(),((
1

1
)),(( 11  

elde edilir. Bu ifade oPc∈∀  için sağlanacağından 2nn >∀  ve 1≥∀m  için  

m

c
ppTd <<)),((  

yazılabilir. O halde 1≥∀m  için PppTd
m

c
∈− )),((  , )(0 ∞→→ m

m

c
 ve P  kapalı 

olduğundan PppTd ∈− )),((  olur. Fakat PppTd ∈)),((  olup koniğin (iii) özelliği 

gereği 0)),(( =ppTd  olur ki bu ppT =)(  olmasını gerektirir. O halde Xp∈  noktası 

T  dönüşümünün sabit noktasıdır. Eğer Xr∈  noktası T  dönüşümü için bir diğer sabit 

nokta ise o zaman 

),(2

)),(),((

))),(()),((())(),((),(

rpkd

prdrpdk

prTdrpTdkrTpTdrpd

=

+≤

+≤=

 

olur. Önerme 2.4.2. gereğince 0),( =rpd  olup bu ise konik metrik özelliğinden rp =  

olmasını gerektirir. O halde sabit nokta tektir. Ayrıca burada alınan Xx ∈0  noktası 

keyfi bir nokta olduğundan Xx∈∀  için ))(( xT n  iterasyon dizisi bu sabit noktaya 

yakınsar. 

 

Tanım 5.1.1. 

E  sıralı Banach uzayı ve EP ⊂  bir konik olsun. Azalmayan bir PP→:ϕ  fonksiyonu 

için  

        i-) 0)0( =ϕ  ve  { }0,)(0 −∈<< Pwwwϕ  

        ii-) oPw∈  olması oPww ∈− )(ϕ  olmasını gerektirir. 

        iii-) { }0−∈∀ Pw  için 0)(lim =
→∞

wn

n
ϕ  

şartları sağlanırsa PP→:ϕ  fonksiyonuna ϕ -dönüşümü denir [8]. 

 

Teorem 5.1.4. 

),( dX  konik metrik uzay , P  bir konik ve XXgf →:,  dönüşümleri ϕ - çift 

dönüşümler olsun. Yani bir ϕ  dönüşümü vardır öyle ki Xyx ∈∀ ,  için  

))(),((())(),(( ygxgdyfxfd ϕ≤  
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olsun. Kabul eldim ki f  ve g  dönüşümleri zayıf bağdaşan ve )()( XgXf ⊆  olsun. 

Eğer )(Xf  veya )(Xg  uzaylarından en az biri tam ise f  ve g , X  de tek ortak sabit 

noktaya sahiptir. Ayrıca Xx∈∀  için gf −  dizisi olan ))(( nxf  dizisi bu noktaya 

yakınsar [8]. 

 

Đspat 

Keyfi bir Xx ∈0  noktası alalım. ))(( nxf  dizisinin )(Xf  uzayında Cauchy dizisi 

olduğunu gösterelim. Bazı Nn∈  değerleri için )()( 1−= nn xfxf  ise nm >  olacak 

şekildeki Nm∈∀  için )()( mn xfxf =  olacağından ))(( nxf  bir Cauchy dizisidir. Kabul 

eldim ki Nn∈∀  için )()( 1−≠ nn xfxf  olsun. Buna göre 

)))(),((()))(),((())(),(( 111 −++ =≤ nnnnnn xfxfdxgxgdxfxfd ϕϕ  

olur. Bu şekilde devam edilirse  

))(),(((...))(),((())(),(( 0111 xfxfdxfxfdxfxfd n

nnnn ϕϕ ≤≤≤ −+  

elde edilir. Sabit bir c<<0  ve bir 0>δ  sayısı seçelim öyle ki { }δδ <∈= yEyB :),0(  

olmak üzere oPBcc ⊂+− ),0()( δϕ  olsun. Ayrıca bir Nn ∈0  seçelim öyle ki 0nm >∀  

için ),0())(),((( 01 δϕ Bxfxfdm ∈  olsun. O zaman 0nm >∀  için 

)())(),(()()))(),((( 101 ccxfxfdccxfxfd mm

m ϕϕϕ −<<⇒−<< +  

elde edilir. Şimdi 0, nnm >∀  için  

cxfxfd nm <<+ ))(),(( 1 …(1) 

olduğunu gösterelim. Eğer nm =  ise (1) ifadesi bir önceki sonuç gereği doğrudur. 

Kabul eldim ki (1) ifadesi bazı mn ≥  değerleri için sağlansın. O zaman 

c

xfxfdcc

xgxgdcc

xfxfdxfxfdxfxfd

nm

nm

nmmmnm

<<

+−<<

+−<<

+≤

+

++

++++

)))(),((()(

)))(),((()(

))(),(())(),(())(),((

1

21

2112

ϕϕ

ϕϕ
 

olur. Bu yüzden (1) ifadesi n  yerine 1+n  alındığında da sağlanır. O halde tümevarım 

gereğince mn ≥∀  için (1) ifadesi sağlanır. Bundan dolayı ))(( nxf  bir Cauchy dizisidir.  

Hipotez gereği )(Xf  veya )(Xg  tam olduğundan bir )()( XgXfp ⊂∈  vardır öyle ki 

pxf n →)(  ve pxg n →)(  olur. pqg =)(  olacak şekilde bir Xq∈  seçelim.  
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)()( qgqf =  olacağını gösterelim. Sabit bir c<<0  ve bir Nn ∈0  seçelim öyle ki 

2
))(,(

c
xfpd n <<  ve 

2
))(),((

c
xgpgd n <<  

olsun. Bu takdirde 

c
cc

qgxgdxfpd

qgxgdxfpd

qfxfdxfpdqfpd

nn

nn

nn

=+<<

+≤

+≤

+≤

22

))(),(())(,(

)))(),((())(,(

))(),(())(,())(,(

ϕ
 

elde edilir. Bundan dolayı Nm∈∀  için 
m

c
qfpd <<))(,(  yazılabilir. Burada 

)(0,))(,( ∞→→∈− m
m

c
Pqfpd

m

c
 ve P  kapalı olduğundan Pqfpd ∈− ))(,(  olur. 

Ayrıca Pqfpd ∈))(,(  olacağından koniğin (iii) özelliği gereği 0))(,( =qfpd  olup bu 

ise pqf =)(  olduğunu gösterir. Yani )()( qgpqf ==  olup ,p  f  ve g  nin çakıştığı 

noktadır. Şimdi zayıf bağdaşabilme kavramını kullanarak Xp∈  noktasının ortak sabit 

nokta olduğunu gösterelim. 

)())(())(()()()( pgqggqgfpfqgqf ===⇒=  

elde edilir. Şimdi )()( pgppf ==  olduğunu gösterelim. Eğer ppg ≠)(  ise  

))(),(())(),(()))(),((())(),(( pfqfdpgqgdpgqgdpfqfd =<≤ϕ  

olur ki bu bir çelişkidir. Bu ise )()( pgppf ==  olduğunu gösterir. O zaman Xp∈  

noktası f  ve g nin ortak sabit noktasıdır. Xr∈  f  ve g  nin bir diğer ortak sabit 

noktası olsun. Şu halde  

),())(),(()))(),((())(),((),( rpdrgpgdrgpgdrfpfdrpd =<≤= ϕ  

olacağından bu bir çelişkidir. O halde ortak sabit nokta tekdir. Ayrıca burada alınan 

Xx ∈0  noktası keyfi bir nokta olduğundan Xx∈∀  için ))(( nxf  iterasyon dizisi bu 

sabit noktaya yakınsar. 

 

Teorem 5.1.4. de  )1,0[∈k  olmak üzere kww =)(ϕ alınırsa Teorem 4.1.1. elde edilir. 
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Şimdi bir genelleme yapalım 

),( dX  tam konik metrik uzay ve P  bir konik olsun. Kabul edelim ki XXgf →:,  

dönüşümleri EDCBA ,,,,  ler negatif olmayan reel sayılar olmak üzere Xyx ∈∀ ,  için  

))(),(())(),((

))(),(())(),(())(),(())(),((

xfygEdyfxgDd

yfygCdxfxgBdygxgAdyfxfd

++

++≤
 

şartını sağlasın. Bu takdirde 

1-) Ig =  alınırsa  

i-) 1,0 <==== AEDCB  için Teorem 5.1.1. 

ii-) 
2

1
,0 <==== CBEDA  için Teorem 5.1.2. 

iii-) 
2

1
,0 <==== EDCBA  için Teorem 5.1.3. 

elde edilir. Ayrıca  

2-) f  ve g  zayıf bağdaşan ise 

i-) 1,0 <==== AEDCB  için Teorem 4.1.1. 

ii-) 
2

1
,0 <==== CBEDA  için Teorem 4.1.2. 

iii-) 
2

1
,0 <==== EDCBA  için Teorem 4.1.3. 

elde edilir [11]. 
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