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KONIiK METRIK UZAYLAR VE BU UZAYLARDA SABIT NOKTA
TEOREMLERI

Mustafa Cemil BISGIN
Erciyes Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii
Yiiksek Lisans Tezi, Haziran 2010
Tez Damsmanz: Yrd. Dog. Dr. Abdulcabbar SONMEZ

OZET

Bu tezde ilk olarak konikler tanimlanip bunlarin bazi 6&zellikleri incelenecektir.
Ardindan bu tanimdan faydalanarak metrik uzaylarin genellemesi olan konik metrik
uzaylar tanimlanip metrik uzaylarda gecerli olan bazi oOzelliklerin konik metrik

uzaylarda da gecerli oldugu gosterilecektir.

Ikinci olarak konik metrik uzaylarda biiziilme déniisiimleri i¢in sabit nokta teoremleri

ispatlanacaktir.

Ucgiincii olarak bazi kosullar altinda iki déniisiim icin ortak sabit nokta ve periyodik

nokta teoremleri ispatlanacaktir.

Son olarak konikler lizerindeki normallik sart1 ihmal edilerek sabit nokta ve ortak sabit

nokta teoremleri ispatlanacaktir.

Anahtar Kelimeler: Konik, Konik Metrik, Sabit Nokta, Ortak Sabit Nokta, Periyodik

nokta
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CONE METRIC SPACES AND FIXED POINT THEOREMS ON THIS SPACES

Mustafa Cemil BISGIN
Erciyes University, Graduate School of Natural and Applied Sciences
M.Sc. Thesis, June 2010
Thesis Supervisor: Assist. Prof. Abdulcabbar SONMEZ

ABSTRACT
In this thesis firstly we introduce cones and consider some properties of cones. After
with the aid of this definition we introduce cone metric spaces, which generalize metric
spaces and we demonstrate some properties of cone metric spaces are current, which
hold true on metric spaces.

Secondly we prove fixed point theorems of contractive mappings on cone metric spaces.

Thirdly under some conditions we prove common fixed point and periodic point

theorems for two maps on cone metric spaces.

Lastly we prove fixed point and common fixed point theorems by omitting normality of

cones.

Keywords: Cone, Cone Metric, Fixed Point, Common Fixed Point, Periodic point
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SIMGELER

R : Reel sayilar kiimesi

R* : Kompleks sayilar kiimesi

N : Dogal sayilar kiimesi
P? : P koniginin i¢i

Cp ([0,1]): [0,1] araligindan R ye siirekli fonksiyonlar kiimesi

C: ([0,1]): [0,1] araligindan R ye ikinci mertebeden siirekli tiirevlere sahip fonksiyonlar

kiimesi

f(X) : X kiimesinin f* fonksiyonu altindaki goriintiisii

DF(x) : F fonksiyonunun x degiskenine gore birinci mertebeden tiirevi



1. BOLUM
GIRIS

Reel veya kompleks sayilar teorisinde bir ¢ok netice bu sayilarin cebirsel 6zelliklerine
baghdir. Mesela a,+a,z+...+a,z" polinomu kompleks sayilarin toplami ve ¢arpimi

yardimiyla teskil edildiginden burada yatan temel fikir cebirseldir. Bununla beraber
Analizde bir ¢ok netice reel veya kompleks sayilarin cebirsel yapisina bagli degildir.
Mesela limit ve siireklilik kavramlari topolojik kavramlardir. Ciinkii limit ve siireklilik
R veya R* deki topolojiye gore tarif edilir. Tariflerde esas olan husus da R veya R’
de iki nokta arasindaki uzaklik kavramina dayanur.

Iste bu nedenle reel veya kompleks sayilar teorisindeki birgok sonucu elde etmemizi
saglayan uzaklik kavramini, daha genel hale getirmeyi ve onu herhangi bir soyut
kiimenin elemanlarina uygulamay: diisiindiiglimiizde asikdr olarak metrik uzaylar
teorisine girmis oluruz.

Metrik fonksiyonlar1 d: XxX — R, seklinde tanimlanan fonksiyonlardir. Burada R
0zel bir Banach uzayidir. O halde herhangi bir Banach uzayinda R, nin yerine gececek

ve konik olarak adlandirilacak bir kiime tanimlanip metrik uzaylar genellestirilebilir. Bu
genellestirme yardimiyla metrik uzaylarda gegerli olan o6zelliklerin konik metrik

uzaylarda da gecerli olacag1 goriilebilir.

Sabit nokta teorisinin temeli olan sabit nokta problemi de su sekilde ifade edilebilir. X

bir kiime 4 ve B de AN B # ¢ olacak sekilde X in bostan farkli iki alt kiimesi olsun.
f:A— B doniisiimiinii gdz 6niine alalim. x € 4 i¢in ne zaman f(x)=x olur. Iste bu

sorunun cevabir matematikte, verilen bir doniisim i¢cin kok bulma problemi ile

esdegerdir. Bu teori analiz, topoloji ve geometrinin giizel bir karigimidir. Bu teori



yalnizca matematige degil biyoloji, kimya, ekonomi, miithendislik, oyun teorisi ve fizige
de uygulanabilir. Sabit nokta teorisi

1-) Topolojik sabit nokta teorisi

2-) Metrik sabit nokta teorisi

3-) Ayrik sabit nokta teorisi

seklinde ii¢ esas kisma ayrilabilir.

Bu calismada sadece reel sayilara tanimlanan metrik fonksiyonu yerine reel sayilardan
daha genel olan siral1 Banach uzaylarina konik metrik olarak isimlendirilen fonksiyon
tanimlanacak ve bu tanimdan faydalanarak bu uzaylarda belli 6zellikleri tasiyan

fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisi incelenecektir.



2. BOLUM
GENEL BILGILER VE YARDIMCI TEOREMLER

Bu bdliimde ilk olarak metrik uzaylar tanitilacak ve bu uzaylarda yakinsak bir dizi ile
Cauchy dizisinin tanimi verilecektir. ikinci olarak vektdr uzayr kavrami tanimlanip bu

uzay iizerinde norm tanimlanacaktir. Son olarak sirali Banach uzaylarinda R, nin yerine

gecgebilecek bir alt kiime tanimlanip metrik uzayin genellemesi olan konik metrik uzay
tanimlanacak ve metrik uzaylarda gecerli olan baz1 6zelliklerin konik metrik uzaylarda

da gecerli oldugu gosterilecektir.
2.1. Metrik Uzaylar

Tanmm 2.1.1.
X bostan farkli bir kiime ve d : XxX - R, , (x,y) > d(x,y) bir donlisiim olsun. Eger
Vx,y,z€ X igin

M1) d(x,y)>0 ve d(x,y)=0=x=y

M2) d(x,y)=d(y,x)

M3) d(x,z)<d(x,y)+d(y,z) (Ucgen esitsizligi )
sartlar1 saglaniyorsa d ye X iizerinde bir metrik ve (X,d) ikilisine de metrik uzay
denir. Burada (M1)-(M3) aksiyomlarina metrik aksiyomlar1 denir. (M3) aksiyomunu

tekrar uygulayarak Vx,y,z,,z,,....,z, € X i¢in

d(x,y)<d(x,z)+d(z,y)
<d(x,z,)+d(z,,z,)+d(z,,y)

<d(x,z)+d(z,z,)+...+d(z,,))



yazilabilir. Bu ifadeye genellestirilmis liggen esitsizligi denir.

Ornek 2.1.1.
X =R olmak tizere d: XxX >R, , (x,y)— |x— y| seklinde tanimhi d doniistimii R

tizerinde bir metriktir. Bu metrige R {izerinde mutlak deger metrigi denir.

Tanmim 2.1.2.

(X,d) bir metrik uzay, (x,), X de bir dizi ve x, € X olsun. Eger V& >0 icin n> n,
oldugunda d(x,,x,) <& olacak sekilde & degerine baglh bir n, dogal sayist varsa (x,)
dizisi x, noktasina yakinsiyor denir.

limx, =x, veya x, = x, (n — )

n—>0

sekillerinden biri ile gosterilir.

Tanim 2.1.3.
(X,d) metrik uzay ve (x,),X de bir dizi olsun. V& >0 i¢in m,n>n, oldugunda
d(x,,x,) < ¢ olacak sekilde ¢ degerine bagli bir n, dogal sayis1 varsa (x,) dizisine X

de bir Cauchy dizisi denir.

Tamm 2.1.4.
Bir (X,d) metrik uzaymda ki her Cauchy dizisi X iginde bir limite sahip ise (X,d)

uzayina tam metrik uzay denir.
2.2. Vektor Uzaylan

Tanm 2.2.1
V' bos olmayan, iizerinde vektorel toplama diyecegimiz bir toplama ve skalerle ( Reel
sayilarla ) carpim tanimlanmig bir kiime olsun. Simgesel olarak, vektorel toplama ve
skalerle ¢arpim islemleri,

x,yeV i¢in x+yeV
reR ve xeV icin rx eV seklinde tanimhi olsun. J kiimesi vektorel toplama ve

skalerle carpim islemlerine gore kapali olsun. Eger Vx,y,zeV ve Va,be R i¢in



V1) (x+y)+z=x+(y+2)
V2) x+0=0+x = x olacak sekilde bir 0 € V' vardir.
V3) x+x =x" +x=0 olacak sekilde bir x" € V' vardur.
V4) x+y=y+x
VS) (a+b)x=ax+bx ,a(x+y)=ax+ay
V6) (ab)x = a(bx)
V7) 1eR igin Ix=x
sartlar1 saglaniyorsa V'ye R {lizerinde bir vektdr uzayr denir. Burada OelV sifir

vektoriidiir.
2.3. Normlu Vektor Uzaylan

Tanim 2.3.1.

X, R cismi iizerinde bir vektor uzayi olsun. |||| X >R, x> ||x|| dontisimii
Vx,ye X ve VaeR igin

N1 |x|=0x=0

N2) ]| = el x|

N3) [+ o <[ + o

ozelliklerini sagliyorsa bu doniisiime X {izerinde bir norm (X ol ) ikilisine de normlu

vektor uzayi denir.

Bir (X , ) normlu vektdr uzaymnda Vx,,x,,...,x, € X icin

|, +x, + . x,

<[+ x|+ -+

xl‘l

ozelligi saglanir.

Tanim 2.3.2.
(x,

) normlu uzayi i¢inde bir dizi (x,) ve x, € X olsun. Eger

lim||x — x0|| =0
n—>0

ise (x,) dizisi x, noktasma yakimsiyor denir. limx, =x, yada x, = x, (n > )

n—>0

sekillerinden biri ile gosterilir.



Tanim 2.3.3.
(x,

) normlu bir uzay ve bunun i¢inde bir dizi (x,) olsun. Ve >0 i¢in m,n > n,

oldugunda |x, —xm” < ¢ olacak sekilde & degerine bagl bir n, dogal sayis1 varsa (x,)

dizisine bir Cauchy dizisi denir.

Tanim 2.3.4.

Bir (X , ) normlu uzayinda ki her Cauchy dizisi X ig¢inde bir noktaya yakinsiyorsa bu

(X ol ) normlu uzayina tam normlu uzay veya Banach uzay1 denir.

2.4. Konikler

R, = [O,oo) olmak iizere a,b € R i¢in ''<"' bagintisi
a<b&sb-aeR,

seklinde tanimlanabilir. O halde Banach uzaylarinda R, yerine gecebilecek uygun bir

alt kiime tanimlanabilirse bu uzaylarda siralama yapilabilir. R* de kordinatlar1 negatif

olmayan vektorleri pozitif vektorler olarak adlandirabiliriz. Bu tip vektorler geometrik

olarak R? de bir konik olustururlar [1].

Tanim 2.4.1.

E her zaman reel Banach uzayr olsun. Pc E konigi VA>0 i¢cin APC P ve
PN(-P)= {0} olacak sekilde kapali ve konveks bir P kiimesidir. Verilen bir P konigi
icin £ Banach uzay1 lizerindeki ""'<'" bagmtisin1 Vx, y € E i¢in
x<ysy—-xelP

seklinde tanimlayacagiz. Burada x<y ile x<y fakat x# y oldugu kastedilecektir.
Ayrica  P’bostan  farkli  olmak tlizere x<<y ile y-xeP’ oldugu
anlagilacaktir. (x,), £ de bir dizi olmak lizere Vne N i¢in x, <x,,, veya x, >2x,,, ise
(x,) dizisine monotondur denir. Bir M < E kiimesi verilsin. Eger Vxe M i¢in x<y
olacak sekilde en az bir y € E varsa M kiimesine Ustten sinirlidir denir. Benzer sekilde

alttan sinirli olma durumu da tanimlanabilir [2].



P konigi yardimiyla yapilan siralama kismi siralama olmasina ragmen R {iizerindeki
tam siralama yapisinin bir ¢cok 6zelligine sahiptir. Yani

i-) Vxe FE i¢in x<x

ii-) Vx,y,ze E icin x<y A y<z=>x<z

iii-) Vx,,x,, v, 0, €E igin x, <y, AX, <y, = X, +xX, <Xy, +),

iv-) x,ye P ve a,beR, ise ax+bye P

ozellileri vardir [1].

Tanim 2.4.2.

E reel Banach uzayi ve P < E olsun. P koniktir <
i) P kapali, bostan farkli, P # {0}
ii-) a,b € R, olmak lizere x,y € P = ax+bye P
iii-) xe P ve —xe P ise x=0

sartlar1 saglanir [3].

Tamm 2.4.3.
E bir reel Banach uzay1 ve P < E bir konik olsun. Bir K >0 vardir dyle ki Vx,ye FE

icin 0<x<y olmasi ||x|| <K || y|| olmasin1 gerektiriyorsa P konigine normaldir denir.

Yukarida ki sart1 saglayan en kiiciik pozitif K sayisina P normal koniginin normal

sabiti denir [3].

Tanim 2.4.5.

Eger iistten sinirli ve artan her dizi yakinsak ise P konigine diizgiin konik denir. Yani
bazi y € E degerleri icin (x,) dizisi
X<x, <. fx,<..Jy

n

ise bu taktirde bir x, € £ vardir 6yle ki 1im||xn —x0|| =0 olur. Buna denk olarak alttan

sinirli ve azalan her dizi yakinsak ise P ye diizgiin konik denir [3].

Lemma 2.4.1.

Her diizgiin konik normaldir [4].



Ispat

Kabul edelim ki P normal olmayan diizgiin konik olsun. Vn>1 i¢in s,,¢, € P olmak
tizere ¢, —s, € P alalim. P normal olmadigindan Vz >1 i¢in

s, <t, = e <,

ve X, =21 olarak alalm. P bir konik

n

yazilabilir. Burada Vr2>1 icin y, _ b

n

=1 ve

oldugundan (ii) sarti geregi y, —x =t”;s"eP olacaktir. Burada

n

Y

n

s | .
x,||= t” >n” olup Z_z v, || yakinsak ve P kapali oldugundan bir ye P vardir
n n=l1 n
Oyleki Ziz v, =y (Normlu yakinsak her seri yakinsak oldugundan) yazilabilir. Diger
n=1 n
taraftan
0<x le+%£xl+%+;c—§£...£y

olup P diizglin konik oldugundan her artan ve lstten smirh dizi yakinsaktir. Yani

< . . e
Z—zxn yakinsaktir. Diger taraftan yakinsak her seride genel terimin limiti sifira
n=1 1

gideceginden limi2 x, =0 olur. Norm fonksiyonu siirekli oldugundan
n—>0 n

.1
lim—-x,(=0
n—v n

o1
11m—2
n—>»0 n

xﬂ

>n” olacagindan bu bir geliskidir. O halde her diizgiin konik normaldir.

olup ||x,

Lemma 2.4.2.

K <1 normal sabitine sahip normal konik yoktur [4].

Ispat

P,K <1 normal sabitine sahip normal konik olsun. Sifirdan farkli xe P ve 0<¢<1
olacak sekildeki & degerleri icin K <l1—¢ olsun. (I-¢g)x<x=(1- 8)||x|| <K ||x|| olup

bu bir geliskidir. O halde K >1 olmalidir.



Ornek 2.4.1.

E=C, [0,1] supremum normu ile verilsin. P = { feE: f> 0} alalim. O zaman P,K =1

normal sabitli normal koniktir.

Simdi elemanlar1 £ de olan alttan sinirli ve azalan bir dizi £ de yakinsak olmasin
x2xt2x’2..20

(x=1ve xe [O,I)i(;in limitler farklidir.) olabileceginden Lemma 2.4.1. in tersi dogru

degildir [4].

Onerme 2.4.1.

Vk >1 i¢in K >k olacak sekilde normal sabitli normal konik vardir [4].

Ispat
k>1 verilsin. E = {ax +b:a,beR,xe {1 —%,1}} reel vektor uzayimi supremum normu

ile ve P={ax+b:a£0,b20}gE kiimesini gz Oniine alalim. Oncelikle P nin
diizgiin konik oldugunu gosterelim. Ciinkii Lemma 2.4.1. geregi her diizgiin konik

normaldir. (a,x+b,) artan ve Ustten siurlt bir dizi olsun. Yani bir ex+d € E vardir
Oyle ki Vx e [1 —%,1} i¢in

ax+b <a,x+b,<..<ax+b <cx+d
olur. Burada (a,) ve (b,) R de iki dizidir. Dolayisiyla buradan

b<b,<..<d ve a =2a,2..2c

elde edilir. R de monoton ve sinirl her dizi yakinsak olacagindan (a,) ve (b,) dizileri
yakinsaktir. O halde a, >a ve b, > b olacak sekilde a,be R vardir. O zaman
ax+beP olup a,x+b, —>ax+b olur. Ustten smirh ve artan her dizi yakinsak
olacagindan P diizgiin dolayisiyla da normaldir. Lemma 2.4.2. geregi Vf,g e E icin
bir K >1 sayis1 vardir dyle ki 0< g £f<:>||g||£K||f|| olur. Simdi K >k oldugunu
gosterelim. 1k olarak f(x)=-kx+keP ve g(x)=keP icin f(x)—g(x)=—kxeP

olacagina dikkat edelim. Bundan dolay1 0< g < f ise k :|| g|| <K || f || =K olur. Diger
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taraftan f(x)= —(k +%jx +k ve g(x)=k oldugu zaman f(x),g(x)eP ve

f)-g(x)e P olup | =k ve |f]=1-—+-5 ise k=[g]> k|| =k+- -1 olup bu

2

ise K >k oldugunu gosterir.
Asagida ki drnekte normal olmayan konik varlig1 gosterilecektir.

Ornek 2.4.2.
E=C,([0,1]),

f||=||f||m +Hf'Hwnormu ile verilsin. Vk>1 icin P= {feE:fZO}

konigini géz oniine alalm. g(x)=x>* ve f(x)=x olsun. O zaman 0<g<f ve

I71=2.

Bundan dolayr P normal olmayan bir koniktir.

g|=2k+1 elde edilir. k||f]<|g| oldugundan &, P nin normal sabiti degildir.

Onerme 2.4.2.
E reel Banach uzay1 ve P < E bir konik olsun. a € P alalim. Eger a < la ve 0 <A <1

ise a =0 dir [5].

Ispat

a<Aa=>Aa-a=a(A-1)=—(1-A)ae P yazilabilir. Diger taraftan aeP ve
(1-4)>0 ise (1-A)ae P olur. Konik tanimin (iii) 6zelliginden (1-A)a=0 ve
(1-1)#0 olacagindan a =0 elde edilir.

2.5. Konik Metrik Uzaylar

Tamm 2.5.1.
X #¢ ve d: XxX — E bir doniisiim olsun. Eger d donilisimii Vx, y,z € X i¢in

i) 0<d(x,y) ve d(x,y)=0x=y
ii-) d(x,y)=d(y,x)
iii-) d(x,y)<d(x,z)+d(z,y)
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sartlarint saglarsa d ye X iizerinde konik metrik, (X,d) ikilisine de konik metrik uzay
denir [3].

Bu tanimdan konik metrik uzaylarin, metrik uzaylarin bir genellemesi oldugu agiktir.

Ornek 2.5.1.
E=R*,P={(x,y)€E:x,y>0}, X=R ve d:XxX - E doniisimii & >0 olmak

,a|x— y|) ile tanmimlansin. Bu taktirde (X,d) konik metrik

lizere d(x,y)= Qx -y

uzaydir [3].

Tanim 2.5.2.

(X,d) konik metrik uzay, (x,) , X de bir dizi ve x € X olsun. 0 << c olacak sekilde ki
her ce E i¢cin Jn, € N vardir dyleki Vn>n, igin d(x, ,x)<<c ise (x,) dizisi x
degerine yakinsaktir denir.

limx, =x veya x, & x(n — ©)

n—x0

seklinde gosterilir [3].

Tamim 2.5.3.
(X,d) konik metrik uzay ve (x,), X de bir dizi olsun. Eger 0<<c olacak sekilde ki

her ce £ i¢in 3n, € N vardir 6yleki Vm,n>n, i¢in d(x,,x,)<<c ise (x,) dizisine

X de bir Cauchy dizisi denir [3].

Tamm 2.5.4.(X,d) konik metrik uzay olsun. Eger X de alinan her Cauchy dizisi yine

X de yakinsak ise (X,d) metrik uzayina tam konik metrik uzay denir [3].

Tamim 2.5.5.
(X,d) konik metrik uzay olsun. Eger X de alinan her (x,) dizisinin X de yakinsak

olacak sekilde bir (x, ) alt dizisi varsa X e dizisel kompakt konik metrik uzay denir [3].
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Lemma 2.5.1.

(X,d) konik metrik uzay olsun. Vce P’ i¢in ||x||<5 oldugunda c¢—xe P’ olacak

sekilde 0 > 0 vardir.

Ispat
ce P’  oldugundan {x ek: ||x - c|| <0 }g P olacak sekilde o6>0  vardir.

||(c -X)— c|| = ||x|| <0 olup ¢—xe P’ olur.

Lemma 2.5.2.
Eger ce P’ ,0<a, ve a, >0 (n—>x) ise bir nye N vardir dyleki Vn>n, igin

a, <<c olur. [5]

Ispat
0<<c verilsin. Simetrik bir 9 komsulugu segelim &yleki c+9< P olsun.

a, = 0 oldugundan bir n, e N vardir dyleki Vn>n, i¢in a, € $=—-9 yazabiliriz.

Bunun anlam1 Vn > n, icin ¢, $ € c+3 < P olmasidir. O halde a, <<c olur.

Lemma 2.5.3.
(X,d) konik metrik uzay ve P normal K sabiti ile normal konik olsun. (x,), X de
bir dizi olmak iizere

x, >x(n—>xo)=d(x,x) > 0(n—>o0)

nd

olur [3].

Ispat

(=) Kabul edelim ki x, & x(n— ) olsun. £ >0 degerini 0<<c olacak sekildeki
ceE icin K ||c|| < ¢ olarak secelim. x, = x(n —> )< 0<<c olacak sekildeki her
ceE i¢in dn, € N vardir 6yleki Vn >n, i¢in d(x,,x)<<c olur. P normal K sabitli
normal konik oldugundan

d(x,,x)<<c < ||d(xn ,x)” < K||c|| <&
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elde edilir. Buise d(x,,x) = 0 (n — o) olmasidir.

(<) d(x,,x) >0 (n—> o) olsun. Lemma 2.5.2. den dolay1 0 << ¢ olacak sekildeki her

ceE i¢in bir nyeN vardir 6yleki Vn>n, icin d(x,,x)<<c olur. Bu ise

x, = x(n — o) oldugunu gosterir.

Lemma 2.5.4.

P, E reel Banach uzayinda i¢i bostan farkli bir konik olsun. Eger ¢ € P° ise Vme N

...
icin — e P’ olur.
m

Ispat
c € P’ olsun bu takdirde ce {x ek: ||x - c|| < g}c P olacak sekilde bir £ >0 sayisi

vardir. O halde Vme N igin ‘e 1 {x ekE: ||x — c|| < g}c iP c P olur. Yani
m m m

iE{lxeE:i||x—c||<ig}={yeE:Hy—i
m \m m m m

< i} c lP c P olacak sekilde
m m

£ . < .
— >0 vardir. Buise — € P’ oldugunu gosterir.
m m

Lemma 2.5.5.

(X,d) konik metrik uzay olmak tizere agsagidaki 6zellikler saglanir.
i-) Eger u<v ve v<<wise u<<w

ii-)Vne N i¢in 0<x, <y ve limx, =x,limy =y ise 0<x<y

n—>0 n

iii-) Eger 0<d(x,,x)<b, ve b, >0 ise x, = x olur [6].

Lemma 2.5.6.
(X,d) konik metrik uzay ve (x,), X de bir dizi olsun. Eger (x,) dizisi yakinsak ise

(x,) bir Cauchy dizisidir [3].
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Ispat

x, = x(n— o) olsun. Bu taktirde 0<<c olacak sekildeki her ce £ i¢in In, e N
vardir 6yleki Vn > n, i¢in d(x,,x) <<§ yazilabilir. Bu taktirde
0 << ¢ olacak sekildeki her ce E i¢in 3n, € N vardir 6yleki Vn,m > n, igin

d(x,,x )<d(x,,x)+d(x,,x) <<%+% —e=d(x,,x, ) <<c

elde edilir ki bu ise (x,) dizisinin Cauchy dizisi olmasidir.

Lemma 2.5.7.
(X,d) konik metrik uzay, P normal K sabiti ile normal konik ve (x,), X de bir dizi
olsun.

(x,) Cauchy <d(x,,x,)—> 0(m,n— )

olur [3].

Ispat

(=) (x,), X de bir Cauchy dizisi olsun. &€ >0 degerini 0<<c olacak sekildeki ce E
icin K ||c|| < ¢ olarak segelim. (x,) Cauchy dizisi oldugundan bir n, € N vardir dyleki

Vm,n>n, i¢in d(x,,x,)<<c yazilabilir. P normal K sabiti ile normal konik

n?

oldugundan
|, x,,)

<ce ||d(xn,xm)|| < K||c|| <&

elde edilir. Buise d(x,,x,) — 0(m,n — o) olmasidir.

(<) d(x,,x,) > 0(m,n — o) olsun. Lemma 2.5.2. den dolay1 0 <<c olacak sekildeki
her ce E icin 3n, € N vardir dyleki Vn,m >n, icin d(x,,x,)<<c olur. Buise (x,)

dizisinin Cauchy dizisi olmasidir.

Lemma 2.5.8.

(X,d) konik metrik uzay, P normal K sabiti ile normal konik ve (x,) ile (y,) X de
iki dizi olsun Eger x, >x(n—>w©) ve y, —y(m—>o) ise bu taktirde

d(x,,y,)—>d(x,y) olur [3].
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Ispat

>0 i¢in 0<<c olacak sekildeki ¢ € E degerini ||c|| < 4K8 5 olarak secelim. Hipotez
+

geregi x, = x(n — ) ve y, = y(n — o) olacagindan

x, >x=0<<c,VeeE,In e N,Vn>n, i¢gin d(x,,x)<<c

y, > y<=0<<c,VeeE,In, e N,Vn>n, i¢in d(y,,y)<<c
yazabiliriz. maks{n,,n,}=n, alimrsa Vn > n, igin
d(x,,y,)<d(x,x)+d(x,y)+d(y,,y)<d(x,y)+2c ...(1)
d(x,y)<d(x,,x)+d(x,,y,)+d(y,,y)<d(x,,y,)+2c ...(2)
(1) ve (2) ifadeleri birlikte diistiniilirse 0<d(x,,y,)—d(x,y)+2c <4c olur. P normal
K sabitli normal konik oldugundan

ld(x,, ) —d(x, p)| <|d(x,.,) - d(x,p) +2d|+[2d] < (4K +2)|c]| < £

elde edilir ki bu ise d(x,,y,) — d(x,y) olmasidir.



3. BOLUM

BUZULME DONUSUMLERI VE SABIT NOKTA TEOREMLERI
3.1. Biiziilme (Daralma) Doniisiimleri

Tanim 3.1.1.
Bir (X,d) konik metrik uzayr iizerinde biiziilme doniisimi 0<k<1,keR ve
Vx,y € X i¢in
d(f(x), f(y)) < kd(x,y)
sartin1 saglayan f:X — X fonksiyonudur. Bu sekildeki k& degerlerinin en kiigiigiine

Lipschitz sabiti denir. Biiziilme doniisiimleri bazen Lipschitz doniisiimleri olarak
adlandirilir. Eger yukarda ki sart 0<k <1 olacak sekildeki reel k& degerleri igin

saglanirsa bu doniisiime genigslemeyen doniigiim denir.
3.2. Sabit Nokta Teoremleri

Tanim 3.2.1.
(X,d) konik metrik uzay ve T:M c X —> X bir doniisim olsun. 7T(x)=x

denkleminin ¢oziimiine 77 doniisiimiiniin sabit noktas1 denir.
F:M c X > X doniisimiiniin kokiinlin bulunmasi sabit nokta problemi olarak degisik
yollarla ifade edilebilir. Bunlar
ir) T(x)=x—-F(x)
ii-) 7'(x) =x—wF(x), weR
iii-) 7(x):= x—(DF(x))" F(x) ( Newton metodu )
seklindedir.
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Teorem 3.2.1.

(X,d) tam konik metrik uzay ve P normal K sabitli normal konik olsun. Kabul eldim
ki 7:X > X doniistimii biiziilme kosulunu saglasin. Yani k €[0,1) olmak {izere
Vx,y e X i¢in

d(T(x),T(y)) < kd(x, y)
olsun. Bu taktirde 7, X de bir tek sabit noktaya sahiptir. Ve Vxe X i¢in (T"(x))

iterasyon dizisi bu sabit noktaya yakinsar [3].

Ispat
x, € X keyfi bir nokta olsun. Bu takdirde (7" (x)) iterasyon dizisini

X, =T(x)), %, =T(x) =T (x,)500s X, = T(x,) = T"" (x,)...
seklinde olusturalim. Buradan

d(er—l > xn ) = d(T(xn )’ T(xn—l )) S kd (xn > xn—l ) S kzd(xn—l >

X, ,)<..<k"d(x,x,)
elde edilir. Bu yiizden n > m igin

dx,,x,)<d(x,x, )+d(x, ,x,,)+..+d(x,,,x,)

m

1-k

S HE 4+ ) (3, X)) < ——d(x,, %)

yazilabilir. P normal K sabitli normal konik oldugundan

k" k"
d(x,,x,) Sﬁd(xl,xo) = [d(x,.x,)| < KE”d(xl,xo)”

elde edilir. Buise m,n — oo i¢in d(x,,x, ) = 0 olmasii gerektirir. Bundan dolay1 (x,)
bir Cauchy dizisidir. Hipotez geregi X tam oldugundan bir pe X vardir oyleki
x, = p(n— o) olur. Su halde
d(T(p),p)<d(T(x,),T(p))+d(T(x,), p) < kd(x,,p)+d(x,,,p)
yazilabilir. P normal K sabitli normal konik oldugundan
ld((p), )| < K[k x,, p)] +]d 5,0, P
olup ifadenin sag tarafi n — oo i¢in sifira gideceginden ||d (T(p), p)|| =0 olacaktir. O

halde norm fonksiyonunun ozelliginden 7(p)= p elde edilir. Bundan dolayr p, T

doniisiimii icin bir sabit noktadir. Eger » € X noktas1 7' doniisiimii i¢in bir diger sabit

nokta ise 0 zaman
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d(p,r)=d(T(p),T(r))<kd(p,r)
olacaktir. Onerme 2.4.2. geregince d(p,r)=0 olup bu ise konik metrik 6zelliginden
p =r olmasmi gerektirir. O halde sabit nokta tektir. Ayrica burada alman x,€ X
noktast keyfi bir nokta oldugundan Vxe X i¢in (7"(x)) iterasyon dizisi bu sabit

noktaya yakinsar.

Onerme 3.2.1.

(X,d) tam konik metrik uzay ve P normal K sabitli normal konik olsun. 0<<c¢
olacak sekildeki ce E ve x, € X igin

B(x,,c)= {x eX:d(x,x))< c}
olsun. Kabul eldim ki 7: X — X doniisiimii biiziilme kosulunu saglasin. Yani £ €[0,1)

olmak {izere Vx,y e X i¢in

d(T(x),T(y)) < kd(x, )
olsun. Ayrica
d(T(x,),x,)<(1-k)c

sart1 saglansin. Bu taktirde 7 doniisiimii B(x,,c) de tek sabit noktaya sahiptir [3].

Ispat
Burada B(x,,c) nin tam oldugunu ve Vxe B(x,,c) i¢in T(x)e B(x,,c) olacagini
gostermek yeterlidir. Kabul edelim ki (x,), B(x,,c) de bir Cauchy dizisi olsun. Bu
taktirde (x,), X de bir Cauchy dizisidir. X tam oldugundan x, — x olacak sekilde bir
x € X vardir.
d(x,,x)<d(x,,x)+d(x),x,)<c+d(x,,x)

yazilabilir. x, - x olmast d(x,,x) >0 olmasmi gerektirdiginden, (n—o0) icin
d(x,,x)<c olur. O halde x € B(x,,c) olu ki bu ise B(x,,c) nin tam oldugunu gosterir.
Vx € B(x,,c) igin

d(x,T(x))<d(x,,T(x,))+d(T(x,),T(x))<(1=k)c+kd(x,,x)<(1-k)c+kc=c

olur. O halde T'(x) € B(x,,c) elde edilir.
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Onerme 3.2.2.

(X,d) tam konik metrik uzay ve P normal K sabitli normal konik olsun. Kabul eldim
ki T:X —> X donilisimli bazi1 ne N degerleri i¢in k €[0,]) olmak lizere Vx,ye X
i¢in

d(T"(x),T"(y)) < kd(x,y)

sartin1 saglasin. Bu taktirde 7', X de tek sabit noktaya sahiptir [3].

Ispat
Teorem 3.2.1. den dolayr 7" doniisiimii p € X gibi tek sabit noktaya sahiptir. Fakat
T"(T(p))=T(T"(p))=T(p) olacagindan T'(p),T" donlisimii i¢in bir sabit noktadir.

Sabit nokta tek olacagindan 7(p)=p olup p,T igin bir sabit noktadir. 7 nin sabit

noktasi ayn1 zamanda 7" iginde bir sabit nokta olacagindan bu nokta tektir.

Teorem 3.2.2.
(X,d) dizisel kompakt konik metrik uzay ve P diizgiin konik olsun. Kabul eldim ki

x # y olacak sekilde ki Vx,y e X i¢in

d(T(x),T(y)) <d(x,y)
olsun. Bu taktirde 7, X de tek sabit noktaya sahiptir [3].

Ispat
Secilen bir x, € X noktasi i¢in (7" (x)) iterasyon dizisini

X, =T(x)), %, =T(x) =T*(x,)500s X, = T(x,) = T"" (x,)5...

n+l

seklinde olusturalim. Bazi ne N degerleri icin x,, =x, ise x,,I icin bir sabit

noktadir. Bu ise ispat1 tamamlar. Bu yiizden kabul eldim ki Vrn e N i¢in x,,, # x, olsun.

n+l
dn = d(xn+l H xn)
seklinde bir dizi olusturalim.

O < dn+l = d(x xn+l) = d(T(an)’T(xn )) < d(x xn) = dn

n+2° n+l?

olur ki bu (d,) dizisinin azalan ve alttan 0 ile smirli bir dizi oldugunu gosterir. P

diizgiin konik oldugundan bir d” € E vardir yle ki d, —d" (n — ) olur.
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Diger taraftan X dizisel kompakt oldugundan (x,) dizisinin bir (x, ) alt dizisi vardir
dyleki x € X igin x, —x" (n, = o0) olur. Ayrica
d(T(xni),T(x*)) < d(xni,x*) ,i1=12,...
yazilabilir. Bu ylizden K, P nin normal sabiti olmak iizere
(T x,). ()

elde edilir. Bundan dolay1

\ < KHd(xnl_ ,x*)H -0 (n, - )

T(x,)—>T(x") (i > o)
olur. Benzer olarak
T>(x,) > T>(x) (i > o)
olur. O halde
d(T(x,),x,)—>d(T(x),x") (i — )
d(T*(x,),T(x,)) = d(T*(x"),T(x")) (i =)

elde edilir. Bu nedenle

d,=d(T(x,),x,)—> d =d(T(x"),x")
olacag agiktir. Simdi de 7(x")=x" oldugunu gosterelim. Eger T(x")#x" ise d” #0
olur. Buradan da

d"=d(T(x),x")>d(T*(x),T(x) =limd(T*(x,),T(x,)) =limd, , =d’
olur ki bu bir geliskidir. O halde T(x')=x" olup x ,T nin sabit noktasidir. Sabit
noktanin tekligi hipotez geregi agiktir.
Teorem 3.2.3.
(X,d) tam konik metrik uzay ve P normal K sabitli normal konik olsun. Kabul

edelim ki 7:X — X donilisiimii biiziilme kosulunu saglasin. Yani £ e [O,%) olmak

lizere Vx,y e X igin

d(T(x),T(y)) < k(d(T(x),x)+d(T(y),y))



21

olsun. O zaman 7 , X de tek sabit noktaya sahiptir. Ve Vx e X i¢in (7"(x)) iterasyon

dizisi bu sabit noktaya yakinsar [3].

Ispat
Keyfi bir x, € X noktasi igin (7" (x)) iterasyon dizisini

x =T(x),x, =T(x) = Tz(xo)a---axnﬂ =T(x,)= Tn+l(x0):---
seklinde olusturalim. Buna gore

d(x,,,%,) =d(T(x,),T(x,,) <k(d(T(x,),x,) +d(T(x,,),x,,))
=k(d(x,,,x,)+d(x,,x,))

n+l?

n+l2
elde edilir. Bundan dolay1

xn)S%d(xn,xn_l) =hd(x,,x, )<..<h"d(x,x,) , h zﬁe[o,l)

d(x

n+l?

yazilabilir. Simdi n > m igin

d(xn’ xm) S d(xn’ xnfl) + d('xn—l 7x1172) +...+ d('xm+1 > xm)

m

1-h

< +R"7 + AR (X, x,) < d(x,,x,)

olur ki P normal K sabitli normal konik oldugundan
hm
1-h

ld(x,,x,)|< K ld Cx,, x|

elde edilir. O halde m,n — o icin d(x,,x,)— 0 olacagindan (x,),X de bir Cauchy
dizisidir. Diger taraftan hipotez geregi X tam oldugundan bir p e X vardir dyle ki

x, = p (n—> o) olur. Buna gore

d(T(p), p) <d(T(p),T(x,))+d(T(x,),p)
<k(d(T(x,),x,)+d(T(p),p)+d(T(x,),p)

olur. Gerekli diizenlemeler yapilirsa

d(T(p),msﬁ(kd(xm,xn>+d(xm,p»

elde edilir. P normal K sabitli normal konik oldugundan

+]d(x,., p))

ldT(p). p)| SKé(knd(x,m,xn)

olur. ifadenin sag tarafi n — oo igin sifira yaklasacagindan ||d (T(p), p)” =0 olup norm

ve konik metrik fonksiyonlarinin 6zelligi geregi 7'(p) = p elde edilir.
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Bu ise p noktasmin 7 doniistimii igin bir sabit nokta oldugunu gosterir. Eger r € X
noktast 7' nin diger bir sabit noktasi ise
0<d(p,r)=d(T(p),T(r)<k(d(T(p),p)+d(I(r),r))=0
d(p,r)=0
p=r
olur ki bu ise sabit noktanin tek oldugunu gosterir. Ayrica burada alman x, € X noktasi
keyfi bir nokta oldugundan Vxe X i¢in (7"(x)) iterasyon dizisi bu sabit noktaya

yakinsar.

Teorem 3.2.4.

(X,d) tam konik metrik uzay ve P normal K sabitli normal konik olsun. Kabul
edelim ki 7:X — X donilistimii biiziilme kosulunu saglasin. Yani £ e [O,%) olmak

lizere Vx,y e X igin
d(T(x),T(y)) < k(d(T(x), ) +d(T(y),x))
olsun. O zaman 7 , X de tek sabit noktaya sahiptir. Ve Vx e X i¢in (7"(x)) iterasyon

dizisi bu sabit noktaya yakinsar [3].

Ispat

Keyfi bir x, € X noktasi igin (7" (x)) iterasyon dizisini

X, =T(x,), %, =T(x)=T>(x))ser X, =T(x,)=T""(x,),...

n+l
seklinde olusturalim. Buna gore
d(x,,,x,) =d(T(x,),T(x,,)) < k(d(T(x,),x,) +d(T(x,,),x,))
=k(d(x,,,x,,)+d(x,,x,))
< k(d(x xn)+d(xn’xn—l))

n+l?

n+l2

olur. Gerekli diizenlemeler yapilirsa
d(x,,,x,) S%d(xn,xn_l) =hd(x,,x,,)<..<h"d(x,x,), he[0,])

elde edilir. O halde n > m igin

d(xn’ xm) S d(xn’ xnfl) + d('xn—l 7x1172) +...+ d('xm+1 > xm)

m

1-h

< +R"7 + AR (X, x,) < d(x,,x,)
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olur ki P normal K sabitli normal konik oldugundan
hm
|dGr,x,)]| < K7 ld (i)

elde edilir. O halde m,n — « i¢in d(x,,x,) — 0 olacagindan (x,) X de bir Cauchy
dizisidir. Diger taraftan hipotez geregi X tam oldugundan bir p e X vardir dyle ki

x, = p (n— o) olur. Buna gore

d(T(p), p) <d(T(p),T(x,)+d(T(x,),p)
<k(d(T(p),x,)+d(T(x,), ) +d(T(x,), p)
=k(d(T(p)x,) +d(x,,, P)+d(x,.,, p)
<Sk(d(T(p), p)+d(x,, p)+d(x,,, p))+d(x,,, p)

olup gerekli diizenlemeler yapilirsa

1

d(T(p), p) = E(k(d(xn ,p)+d(x,0, p)+d(x,,, P))

elde edilir. Diger taraftan P normal K sabitli normal konik oldugundan
1
la@(p).p)|< K[k, P+, 0. )+, )]

yazilabilir. Ifadenin sag tarafi n — o icin sifira yaklasacagindan ||d (T(p), p)” =0 olup

norm ve konik metrik fonksiyonlarinin 6zelligi geregi 7(p)= p elde edilir. Bu ise p

noktasinin 7' doniisiimii i¢in bir sabit nokta oldugunu gdosterir. Eger » € X noktas1 T

nin diger bir sabit noktasi ise

d(p,r)=d(T(p),T(r))<k(d(T(p),r)+d(T(r),p))
<k(d(p,r)+d(r,p))
=2kd(p,r)

olur. Onerme 2.4.2. geregince d(p,r)=0 olup bu ise konik metrik 6zelliginden p =r

olmasinit gerektirir. O halde sabit nokta tektir. Ayrica burada aliman x, € X noktasi

keyfi bir nokta oldugundan Vxe X i¢in (7"(x)) iterasyon dizisi bu sabit noktaya

yakinsar.

Burada ki teoremler metrik uzaylarda biiziilme doniisiimleri i¢in sabit nokta teoremlerini

konik metrik uzaylara genellemistir.

Simdi bununla ilgili bir 6rnek verelim.
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Ornek 3.2.1.
E=R’>ve P= {(x,y) X,y 2 O}C R* normal konik olsun.

X = {(x,O) 0<x< l}u {(O, x):0<x< 1} olmak lizere d : XxX — E doniisiimii

2o
'3

b

d((x,0),(»,0)) = G'X — Y}|x— y|j , d((0,x),(0,)) = (Ix -y

d((x.0).(0, 1)) = d((0, ). (x0)) = [gx Fyx +§y}

seklinde tanimlansin. Bu takdirde (X,d) tam konik metrik uzaydir.7:X — X

dontgimi 7((x,0))=(0,x) ve T ((O,x))=(§,0j ile verilsin. O zaman 7 donilisiimi

V(x,x,),(y,y,)€X i¢in k = % €[0,1) olmak iizere

d(T((x, %)), T((¥>3,)) < kd ((x,,%,), (1, ,))

biiziilme doniisiimii sartin1 saglar. O halde (0,0) € X noktas1 7' nin tek sabit noktasidir.

Diger taraftan 7 nin X deki Oklid metrigine gore biiziilme doniisiimii olmadig

goriiliir [3].



4. BOLUM

ORTAK SABIT NOKTA VE PERiYODIiK NOKTA TEOREMLERI

Bu boéliimde bazi sartlar1 saglayan doniisiimler i¢in ortak sabit nokta ve periyodik nokta

teoremleri ifade ve ispat edilecektir.

4.1. Ortak Sabit Nokta Teoremleri

Tanim 4.1.1.
f,g:X —> X doniisiimleri verilsin. Eger bazi x € X degerleri icin w= f(x) = g(x) ise

ozaman x, f ve g nin ¢akisik noktasi, w da f ve g nin ¢akisma noktasidir [7].

Tamim 4.1.2.
f,g:X — X doniistimleri verilsin. Eger f(x) = g(x)=x olacak sekilde x € X noktas1

varsa bu noktaya f ve g nin ortak sabit noktas1 denir [7].

Tamm 4.1.3.
Vxe X i¢in f(x)=g(x) oldugunda f(g(x))=g(g(x)) oluyorsa f,g: X —>X

doniisiimlerine zay1f bagdasabilir doniisiimler denir [8].

Tamm 4.1.4.
f,g:X —> X doniislimlerini géz oOniline alalm. f(X)c g(X) ve Vx,e X igin
(x,), X de bir dizi olmak iizere g(x,)= f(x, ) olsun. Bu sekilde tanimlanan (f(x,))

dizisine f — g dizisi denir [9].
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Onerme 4.1.1.
f,g:X > X doniisiimleri zayif bagdasan donilistimler olsunlar. Eger [ ve g,

w= f(x)=g(x) olacak sekilde tek cakisma noktasina sahip ise w, f ve g i¢in tek

ortak sabit noktadir [7].

Ispat

w= f(x)=g(x) ve f ile g zayif bagdasan doniisiimler oldugundan
Jw)=f(g(x)=g(g(x) = g(w)

yazilabilir. O zaman f(w)=g(w) noktas1 f ve g nin ¢akistig1 noktadir. Fakat f ve

g yalmiz w noktasinda ¢akistigindan w= f(w) = g(w) olmalidir. O halde w, f ile g

doniisiimlerinin ortak sabit noktasidir. Eger z € X noktas1 f ile g nin diger bir ortak

sabit noktasi ise z= f(z)=g(z) olup z, f ile g nin c¢akistigi noktadir. Bu nokta tek

olacagindan z =w olur ki bu ise ortak sabit noktanin tek oldugunu gosterir.

Teorem 4.1.1.

(X,d) konik metrik uzay ve P normal K sabiti ile verilen normal konik olsun. Kabul
eldimki f,g:X — X donilisiimleri £ €[0,1) olmak lizere Vx,y e X igin

d(f(x), f(y)) <kd(g(x),g(y))
kosulunu saglasin. Eger f(X)c g(X) ve g(X), X intam altuzayiise f ve g, X de
tek cakigsma noktasina sahiptir. Ayrica f ve g zayif bagdasabilir ise f ile g tek ortak

sabit noktaya sahiptir [7].

Ispat
x, € X keyfi bir nokta olsun. X de bir x, noktas1 segelim dyle ki g(x,) = f(x,) olsun.
Bunu f(X)c g(X) oldugundan yapabiliriz. Bu sekilde devam edilirse X de segilen

bir x, elemani i¢in bir x,,; eleman: bulunabilir 6yle ki g(x,,,) = f(x,) olur. O halde

d(g(x,.),g(x,)=d(f(x,), f(x,,) <kd(g(x,),g(x,,))
< kzd(g(xn—l)9 g(x,,)) <. <k"d(g(x,),g(x,))

elde edilir. O zaman n > m igin
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d(g(x,),g(x,)) <d(g(x,),g(x, ) +d(g(x, ), g(x,,)) +...+ d(g(x,.) &(x,))

S HET L+ EM)d (g(x,), 8(x,)) < ‘ d(g(x,),g(x,))

1-k

elde edilir. P normal K sabiti ile verilen normal konik oldugundan

|d(g(x,), g(x,))| < K %Hd (g(x), g(x)))|

olup bu ise m,n — o icin d(g(x,),g(x,)) — 0 olmasidir. O halde (g(x,)),g(X) de
bir Cauchy dizisidir. Hipotez geregince g(X) tam oldugundan g(X) de bir ¢ elemani
vardir 0yle ki g(x,) — ¢g,(n — ) olur. Sonug olarak X de bir p noktast bulunabilir
oyle ki g(p)=gq olur. Ayrica

d(g(x,), f(p)=d(f(x,.), f(p)) < kd(g(x,.),&(p)) = kd(g(x,.,),q)

olup P normal K sabiti ile verilen normal konik oldugundan
|d(e(x,), f(p))| < Kk|d (g(x,.), )]

elde edilir. Ifadenin sag tarafi n—> o igin sifira gideceginden g(x,)—> f(p),(n —> )
olur. Diger taraftan konik metrik uzaylarda yakinsak dizinin limiti tek olacagindan
f(p)=q olur. Simdi f ve g nin ¢akigsma noktasinin tek oldugunu gosterelim. Baska
bir » € X noktasiicin f(r)=g(r) olsun. O halde

d(g(r),g(p) =d(f(r), f(p)) < kd(g(r),g(p))
olup Onerme 2.4.2. geregince d(g(r),g(p))=0 ve dolayisiyla g(r)=g(p) olur.
Onerme 4.1.1. geregince f ve g tek ortak sabit noktaya sahiptir ve bu nokta g € X

noktasidir.

Ornek 4.1.1.

E=R’ ,P={(x,y)eE:x,yZO} olmak lizere d:RxR—> E, d(x,y)=Qx—y x—y|)

,a
(a > 0) seklinde tanimlansin.
a
——x ,x#0 ax ,x#0
S(x)=1 pg+1 ve g(X)Z{
,x=0
/4 , x=0
seklinde f ve g doniisiimleri tanimlayalim. Burada £ >1 ve y # 0 olsun. Buna gore

2
o

pF+1

o

J— 2 p—
,B+lx V, ,a |x y|)

d(f(x),f(») =( |x—y|j ve d(g(x).g(») =(afx—y
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seklinde olacaktir. Burada f>1 olacagindan k = 1 (0,1] alinirsa

d(f(x), f(y)) <kd(g(x),g(»))
esitsizligi saglanir. Ayrica burada f(X)c g(X) ve g(X) tam oldugundan f ve g
tek cakisma noktasina sahiptir. Bu 6rnekte f ve g c¢akisma noktalari olan 0 noktasinda
degisimli degildirler. Bundan dolay1 zayif bagdasan degillerdir. O halde f ve g nin

ortak sabit noktas1 yoktur [7].

Teorem 4.1.2.

(X,d) konik metrik uzay ve P normal K sabiti ile verilen normal konik olsun. Kabul

eldimki f,g: X — X donlistimleri k [O, %) olmak iizere Vx,y e X i¢in

d(f(x), f () <k(d(f(x),g(x)+d(f(),&(1)))
kosulunu saglasin. Eger f(X)c g(X) ve g(X), X intam altuzayiise f ve g, X de

tek cakigsma noktasina sahiptir. Ayrica f ve g zayif bagdasabilir ise f ile g tek ortak

sabit noktaya sahiptir [7].

Ispat
X, € X keyfi bir nokta olsun. X de bir x, noktas1 segelim dyle ki g(x,) = f(x,) olsun.
Bunu f(X)c g(X) oldugundan yapabiliriz. Bu sekilde devam edilirse X de segilen

bir x, elemani i¢in bir x,,, eleman: bulunabilir dyle ki g(x,,,) = f(x,) olur. O halde
d(g(x,.1),&(x,)) = d(f (x,), f(x,,)) <k(d(f(x,),g(x,)) +d(f(x,,),&(x,)))
=k(d(g(x,,),g(x,) +d(g(x,),g(x,.))

olur. Gerekli diizenlemeler yapilirsa

d(g(x,.).g(x,) < hd(g(x,).g(x, ), h = % c[0)

elde edilir. Bu sekilde devam edilirse

d(g(x,.),8(x,)) < hd(g(x,),g(x,,)) <...<h"d(g(x,),g(x,))

olur. O halde n > m ig¢in
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d(g(x,),g(x,)) < d(g(x,), g(x,,) +d(g(x,.), 8(x,,)) +... +d(g(x,,,),&(x,))
SR+ hM)d(g(x), g(x,))

m

<

ST, 48 g(x)

yazilabilir. P normal K sabiti ile verilen normal konik oldugundan
hm
1-h

|d(g(x,), g(x,))]| < K ——[d(g(x,),g(x,)

elde edilir. Esitsizligin sag tarafi m — oo icin sifira gideceginden m,n — oo igin
d(g(x,),g(x,))—0 olur. O halde (g(x,)), g(X) de bir Cauchy dizisidir. Hipotez
geregince g(X) tam oldugundan g(X) de bir g eleman1 vardir Oyle ki
g(x,) > q,(n—> o) olur. Sonu¢ olarak X de bir p noktasi bulunabilir dyle ki

g(p) =q olur. Ayrica

d(g(x,), f(p) =d(f(x,), f(P) <k(d(f(x,),&(x,,) +d(f(p),g(P)))
=k(d(g(x,), g(x, ) +d(f(p),g(p)))
<k(d(g(x,) g(x, ) +d(f(p),g(x,))+d(g(x,),g(p)))

yazilabilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa

d(g(x,). f(p) < é(d(g(m,g(xm D +d(g(x,).g(p))

olur. P normal K sabiti ile verilen normal konik oldugundan

(e e). (] < K (e g D+l x, g (o)) - 01 >0

olacagindan d(g(x,), f(p))—>0,(n > o) olur. Konik metrik uzaylarda limitin
tekliginden g(x,)—> f(p)=¢q ,(n — ) olacaktir. O halde f(p)=g(p)=¢q olur.
Simdi f ve g doniisiimlerinin tek cakisma noktast oldugunu gosterelim. Bir r e X
icin f(r)=g(r) olsun. O halde

0<d(g(r),g(p) =d(f(r),f(P) <k(d(f(r),g(r)+d(f(p).g(p))=0
olur. Bu takdirde d(g(r),g(p))=0 ve dolayisiyla g(r)=g(p) olur. f ve g zayif
bagdasabilir ise Onerme 4.1.1. geregince f ve g tek ortak sabit noktaya sahiptir. Ve

bu nokta ¢ € X noktasidir.
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Teorem 4.1.3.

(X,d) konik metrik uzay ve P normal K sabiti ile verilen normal konik olsun. Kabul

eldmki f,g: X — X donlistimleri k [O, %) olmak iizere Vx,y e X i¢in

d(f (), f(¥) <k(d(f(x),g(¥)+d(f(y),g(x)))
kosulunu saglasin. Eger f(X)c g(X) ve g(X), X intam altuzayiise f ve g, X de

tek cakigsma noktasina sahiptir. Ayrica f ve g zayif bagdasabilir ise f ile g tek ortak

sabit noktaya sahiptir [7].

Ispat
X, € X keyfi bir nokta olsun. X de bir x, noktas1 segelim dyle ki g(x,) = f(x,) olsun.
Bunu f(X)c g(X) oldugundan yapabiliriz. Bu sekilde devam edilirse X de segilen

bir x, elemani i¢in bir x,,, eleman: bulunabilir 6yle ki g(x,,,) = f(x,) olur. O halde

d(g(x,,),8(x,)=d(f(x,), f(x,0) <k(d(f(x,),g(x, ) +d(f(x,,),&(x,)))
=k(d(g(x,.1),g(x,)) +d(g(x,),g(x,)))
=kd(g(x,,),8(x,.))
Sk(d(g(x,.),8(x,)) +d(g(x,),g(x,.)))

elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa

ﬂgumxgn»smaamxguH»Jﬁjégem»

olur. Bu sekilde devam edilirse

d(g(x,.,),8(x,)) < hd(g(x,),g(x,,)) <...< h"d(g(x,),g(x,))
yazilabilir. Buna gére n >m igin

d(g(x,)g(x,)) <d(g(x,),g(x,))+d(g(x,,),g(x, ) +...+d(g(x,.), g(,))
SR+ L+ hMd(g(x), g(x,))

<M d(g(x). g

1-h

yazilabilir. P normal K sabiti ile verilen normal konik oldugundan

|d(g(x,), g(x,))| < K %Hd (g(x),2(x,)

elde edilir. Esitsizligin sag tarafi m — o igin sifira gideceginden m,n — oo igin

d(g(x,),g(x,))—0 olur. O halde (g(x,)), g(X) de bir Cauchy dizisidir. Hipotez
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geregince g(X) tam oldugundan g(X) de bir g eleman1 vardir Oyle ki
g(x,) > q,(n—> ) olur. Sonu¢ olarak X de bir p noktasi bulunabilir dyle ki

g(p) =q olur. Ayrica

d(g(x,), f(p)=d(f(x,),f(p))
<k(d(f(x,.).g(p)+d(f(p).g(x,))
=k(d(g(x,),g(p)+d(f(p).g(x,,))
<k(d(g(x,),g(p)+d(f(p)g(x,)+d(g(x,),g(x,)))

yazabiliriz. Gerekli diizenlemeler yapilirsa

A2, f (P)) < (A5, g (P + (85,2,

elde edilir. P normal K sabiti ile verilen normal konik oldugundan

(g, £ o) < K (x| +|a 5, ). 85, D)= 0 (1> )

olacagindan d(g(x,), f(p))—>0,(n > o) olur. Konik metrik uzaylarda limitin
tekliginden g(x,) —> f(p)=¢q ,(n —> ) olacaktir. O halde f(p)=g(p)=¢q olur.
Simdi f ve g donisiimlerinin tek cakisma noktasi oldugunu gosterelim. Bir » e X
icin f(r)=g(r) olsun. O halde

d(g(r),g(p))=d(f(r), f(p)) <k(d(f(r),g(p))+d(f(p).&(r))) =2kd(g(r),g(p))
olur. Onerme 2.4.2. geregince d(g(r),g(p)) =0 ve dolayisiyla g(r) = g(p) olur. f ve
g zayif bagdasabilir ise Onerme 4.1.1. geregince f ve g tek ortak sabit noktaya

sahiptir ve bu nokta ¢ € X noktasidir.

Teorem 4.1.4.
(X,d) konik metrik uzay, P normal K sabitli normal konik ve f,g: X —>X

doniistimleri de f(X)c< g(X) sartin1 saglasinlar. Kabul eldim ki «,f,y €[0,1) ve
a+ f+y <1 olmak iizere Vx,y € X i¢in

d(f(x), f(¥) < ad(f(x),g(x)+ Bd(f (), &)+ 1d(g(x), ()
kosulu saglansin. Ayrica f ve g zayif bagdasabilir doniistimler olsunlar. Eger f(X)
veya g(X), X in tam alt uzay: iseler f ve g, X de tek ortak noktaya sahiptir. Ve

Vx € X baslangi¢ noktasi i¢cin f — g dizisi bu ortak sabit noktaya yakinsar [9].



32

Ispat

Keyfi bir x, € X noktas1 i¢in f — g dizisi olan (f(x,)) dizisinin f(X) de bir Cauchy
dizisi oldugunu gosterelim. Eger baz1 n € N degerleri i¢in f(x,) = f(x,,) ise o zaman
m>n olacak sekilde ki VmeN ic¢in f(x,)=f(x,) olup (f(x,)) bir Cauchy

dizisidir. O halde kabul edelim ki Vne N i¢in f(x,)# f(x, ) olsun. Su halde

d(f(x,0), f(x,) < ad(f(x,,),8(x,,)) + fd(f(x,),g(x,)) + 1 (g(x,.,), &(x,))
=ad(f(x,.), f(x,) + pd(f (x,), f(x, D))+ 1 (f(x,), [ (x,1))

yazilabilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa

A0 G ) < L) f ) =R (P, f ) k=22 L o))
elde edilir. Bu sekilde devam edilirse

d(f(x,0), f(x,) <kd(f(x,), f(x,)) <. SE"d(f(x), f(x,))
olur. O halde n>m ig¢in

d(f(x,), f(x,)) <d(f(x,), f () +d(f(x,0), [ (x,)) + o+ d (f(x,0), (%))
S K 4 kA (), £(5))

< (/). S ()

olur. P normal K sabitli normal konik oldugundan

ld(f G ()| < K %Hd (f G f(x)]

yazilabilir. Burada m — o i¢in esitsizligin sag tarafi sifira gideceginden m,n — o igin
d(f(x,)),f(x,))—0 olur. O halde (f(x,)) bir Cauchy dizisidir. Varsayim geregi
f(X) tam oldugundan bir pe f(X)c g(X) bulunabilir 6yle ki f(x,)—>p ve
g(x,) = p olur. g(g)=p olacak sekilde bir g e X noktas: secelim. f(g)=g(q)
oldugunu gosterelim.

d(f(x,), (@) < ad(f(x,),g(x,))+ pd(f(q),g(9) +rd(g(x,).(q))

yazilabilir. Bu ifadenin her iki tarafinin #» — oo i¢in limiti alinirsa

d(p, f(9))<ad(p,p)+ pd(f(q),p)+yd(p,p)=pd(f(q),p)
elde edilir. Onerme 2.4.2. geregi d(p, f(q)) =0 olur. Buise f(q)=g(g)=p olmasidur.

f ile gnin zayif bagdasan doniisiimler olmasindan f(q)=g(g)= p ise
f(p)=f(g(q)=g(g(9)=2g(p)
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olur. Simdi de f(p)=g(p)= p oldugunu gosterelim. Eger f(p)# p ise

0<d(f(p),f(9)<ad(f(p).g(p)+ pd(f(4).8(q))+rd(g(p).&(4))
=1d(f(p), f(9))

olur ki y€[0,]) olmasindan dolayr bu bir ¢eliskidir. O halde f(p)=g(p)=p
olmalhidir. O zaman pe X noktast f ve g doniisiimlerinin ortak sabit noktasidir.

Simdi bu noktanin tek oldugunu gdsterelim. Kabul eldim ki bir » € X noktast i¢in

f(r)=g(r)=r olsun. O halde

0<d(r,p)=d(f(r),f(p)<ad(f(r),g(r)+pd(f(p),g(p))+rd(g(r),g(p))
= (g(r),g(p))=p(r, p)

elde edilir. Onerme 2.4.2. geregi d(r,p)=0 olur ki bu ise p=r olmasidir. O halde
ortak sabit nokta tektir. Ayrica burada alinan x, € X noktasi keyfi bir nokta oldugundan

Vx e X i¢in f — g dizisi bu ortak sabit noktaya yakinsar.

Bu teoremde g =/, alinirsa asagida ki onerme elde edilir.

Onerme 4.1.2.
(X,d) tam konik metrik uzay, P normal K sabitli normal konik ve f: X — X bir

doniisiim olsun. Kabul eldim ki o, f,y €[0,]) ve o+ f+y <1 olmak lizere Vx,ye X
i¢in

d(f(x), f(y) < ad(f(x),x)+ pd(f(y),y)+rd(x,)
kosulu saglansin. O zaman f , X de tek sabit noktaya sahiptir. Ayrica Vxe X

baslangi¢ noktast icin (f”(x)) dizisi bu sabit noktaya yakinsar [9].

Bu oOnermede sirastyla a=£=0 ve a=£,y=0 almirsa bolim 3 de ispatlanan

teoremler elde edilir.

Teorem 4.1.5.

(X,d) tam konik metrik uzay ve P normal K sabiti ile normal konik olsun. Kabul
edelim ki f,g: X —> X dOnisimleri «,f,y>0 ve a+2f+2y<1 olmak iizere
Vx,y € X i¢in

d(f(x),g(») < ad(x,y) + B(d(x, f(x) +d(y,g(¥))+ r(d(x,g(») +d(y, f(x))



34

sartin1 saglasin. O zaman f ve g, X de tek ortak sabit noktaya sahiptir. Ayrica f nin

her sabit noktas1 g ninde bir sabit noktasidir. Ve bunun terside dogrudur [10].

Ispat
x, € X keyfi bir nokta olmak lizere (x,) dizisini x,,, = f(x,,) ve x,,,, =g(x,,,,)

n=0,1,2,... seklinde tanimlayalim. Su halde

d (X115 %,,,) =d(f(x,,),8(x,,,1))
Sad(x,,,%,,,)+ Bd(x,,, [(x,,) +d(xy,.1,8(%5,,1)))
+y(d(xy,,8(x,,.)) +d(xy,,, f(X,,))

=(a+ B+y)d(xy,,%,,,) +(B+7)d(xy,.15%,,,5)

elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa

A (i) S P G, ) = b (3 5,0) o =P 0
1-p-y 1-p-r
olur. Benzer olarak

d(Xy,030X,00) Sk (X5, %5,,1)
yazilabilir. O halde Vn e N igin

d(x,,.,x,.,)<kd(x,x,)<kd(x,,x)<.<k™d(x,x)

n2 n—1°
elde edilir. Simdi n > m igin
dx,,x,)<d(x,x, )+d(x, ,x,,)+..+d(x,..,x,)

S K 4 ) (3, %)

<

d(x.)

yazilabilir. P normal K sabiti ile normal konik oldugundan

|, x,,)

km
SKTrﬂM@W%m

olur. Esitsizligin sag tarafi m —> oo igin sifira yakinsayacagindan m,n — oo igin
d(x,,x,)—>0 olur. Buise (x,) dizisinin X de bir Cauchy dizisi oldugunu gosterir.
Hipotez geregi X tam oldugundan bir pe X vardir 6yle ki x, - p (n > ) olur.

Simdi g(p) = p oldugunu gosterelim.
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d(p,g(p)) <d(p,x,,.,) +d(xy,,,8(P) = d(p,x,,,) +d(f(xy,),8(P))
<d(p,Xy,0) +0d(xy,, p)+ B(d(xy,, X,,,0) +d (P, 2(P)))
+7(d(x,,,8(P) +d(p,x,,.1))
Sd(p,Xy,0) +0d(xy,, p)+ B(d(Xy,, X,,,0) +d (P, 8(P)))
+y(d(x,,, p)+d(p,g(p))+d(p,x,,.1))

elde edilir. Burada gerekli diizenlemeler yapilirsa

(d(psxy) + @.d(x,, P)+ Bd(Xy,, %00 + 7(d (X, p) +d(P,X,0)

1
d(p,g(p))ﬁl_ﬁ_y

esitsizligi elde edilir. P normal K sabiti ile normal konik oldugundan

ld(p,g(p)) < lla(p,x,.0)|+aldx,, )|+ Bld(x,. x,. )|+ dx,. 2|+ Ad (P, x,.)]

K
1=~y
yazilabilir. Her iki tarafin n— o i¢in limiti alinirsa esitsizligin sag tarafi sifira

yaklasacagindan ||d (p,g( p))” =0 olur ki norm ve konik metrik 6zelliginden g(p)=p

olur. Simdi f(p) = p oldugunu gosterelim.

d(p, f(p)=d(f(p).g(p))
<ad(p,p)+Bd(p, f(p)+d(p,g(p))+y(d(p,g(p)+d(p,f(p)))
<(a+p)d(p,f(p))

olup Onerme 2.4.2. geregince d(p, f(p))=0 olur. Buise f(p)=p olmasidir. Simdi
de ortak sabit noktanin tek oldugunu gdsterelim. Bunun i¢in kabul eldim ki ge X

noktasi i¢in f(g) = g(q) =q olsun. Bu takdirde

d(p,q)=d(f(p).g(q)
<ad(p,q)+ pd(p, f(p)+d(q,2(9))+r(d(p,g(q)+d(q,f(p)))
=(a+2y)d(p,q)

elde edilir. O halde Onerme 2.4.2. geregince d(p,q)=0 olup bu ise p=g olmasim

gerektirir. O halde ortak sabit nokta tektir.

Onerme 4.1.3.

(X,d) tam konik metrik uzay ve P normal K sabiti ile normal konik olsun. Kabul
edelim ki f: X — X donisimi «,f,7>0 , a+2f+2y<1 ve p,q sabit pozitif

sayilar olmak ilizere Vx,y € X i¢in
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d(f*(x), 1) < ad(x, y) + p(d(x, f 7 () +d(y, LN+ 7 (d(x, 2 (0) +d(p, f7(x))

sartin1 saglasin. O zaman f, X de tek sabit noktaya sahiptir.

Ispat
Teorem 4.1.5.de f = f? ve g= f? alinirsa ispat benzer sekilde yapilir.

Onerme 4.1.4.

(X,d) tam konik metrik uzay ve P normal K sabiti ile normal konik olsun. Kabul
edelimki f: X > X donlisimi a,f,y >0 ve a+2+2y <1 olmak iizere Vx,y e X
i¢in

d(f(x), f () < ad(x,y)+ p(d(x, f(x)+d(y, f(¥) +y(d(x, [ () +d(y, f(x))
sartin1 saglasin. O zaman f , X de tek sabit noktaya sahiptir.

Ispat
Onerme 4.1.3. de p =g =1 alinarak ispat yapalir.

Onerme 4.1.5.

(X,d) tam konik metrik uzay ve P normal K sabiti ile normal konik olsun. Kabul

5

edelimki f: X — X donilisimi Vie {1,2,3,4,5} icin @, 20 ve Zai <1 olmak tizere
i=1

Vx,y € X i¢in

d(f(x), f(¥)<a,.d(x,y)+a,d(x, f(x)+a;.d(y, f () +a,d(x, f(¥) +as.d(y, f(x))

sartin1 saglasin. O zaman f , X de tek sabit noktaya sahiptir.

Ispat
d(f(x), f(y) < ad(x,y)+ pd(x, f(x)+d(y, fF)) +y(d(x, f(¥) +d(y, f(x))
d(f(y), f () <ad(y,x)+ pd(y, f(D)+d(x, f(x)+y(d(y, f(x)+d(x, [ ()
yazilabileceginden burada
d(x, f(x))=m, ve d(y, [ (y)) = m,

olarak alinirsa



37

B(m, +m,) =a,m, + a;m, olarak alinirsa

_ a,m, +a,m, _ a,m, +a,m; —a,m, +a;m; +a,m, —a;m,

m, +my m, +m,

=(a,+a)—p

a,m, + a.m
_ My T asm,
=(a,+ay)—

m, +m,

yazilabilir. Burada gerekli diizenlemeler yapilirsa /3 =azT+a3 olarak bulunur. Benzer

sekilde y = % ve a =a, olarak almirsa ispat Onerme 4.1.4. deki gibi yapulir.

Onerme 4.1.6.

(X,d) tam konik metrik uzay ve P normal K sabiti ile normal konik olsun. Kabul

edelimki f: X - X doniisimi o, >0 ve a+2f <1 olmak lizere Vx,y e X igin

d(f(x), f ()< ad(x,y)+ pd(x, f(x)+d(y, f (1))
kosulunu saglasin. Bu takdirde f , X de tek sabit noktaya sahiptir.

Ispat

Onerme 4.1.4. de y =0 alinirsa ispat benzer olarak yapalir.

4.2. Periyodik Nokta Teoremleri
Acik olarak bir p noktasi f donilisiimiiniin sabit noktasi ise Vne N icin f”
doniisiimiiniin de sabit noktasidir. Ciinkli f(p)= p ise

=" )= (p)=..=f(p)=p

olur. Buna karsmn bunun tersi her zaman dogru degildir. Ornegin X =[0,1] ve
f(x)=1-x seklinde tanimlanirsa x =% noktast f fonksiyonunun tek sabit noktasidir.

Fakat f fonksiyonunun her ¢ift yinelemesi birim doniisiim olur ki bu doniisiim i¢in

[0,1] araligindaki her nokta bir sabit noktadir [10].

Tamm 4.2.1.
f:X —> X bir donlisim olmak iizere {x eX: f(x) =x} kiimesine f doniislimiiniin

sabit noktalarinin kiimesi denir. Ve F(f) ile gosterilir [10].
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Tamim 4.2.2.

VneN i¢in F(f)=F(f") ise f donlsimi (P) 6zelligine sahiptir denir. Eger
F()NnF(g)=F(f")NnF(g") ise fve g donisiimleri (Q) 0zelligine sahiptir
denir.[10]

Teorem 4.2.1.

(X,d) konik metrik uzay ve P normal K sabiti ile normal konik olsun. f: X — X
doniistimi
i-) Vxe X ve 0<k <1 veya
ii-) Kesin esitsizlik ile £ =1 ve Vx e X i¢in f(x)# x oldugunda
d(f(x), f*(x)) < kd(x, f (x))
sartin1 saglasin. Eger F(f)#¢ ise f, (P) 6zelligine sahiptir [10].

Ispat
n>1 olarak alalim. Eger n=1 ise bu 6nemsizdir. Kabul eldim ki (i) sart1 saglansin.

p € F(f") keyfi bir eleman olsun. Bu takdirde

d(p, f(p)=d(f(f" (P). /(S (P)))
<kd(f"(p).f"(P))
<kd(f"*(p), S (p) ... <k"d(p, [(P))

elde edilir. P normal K sabiti ile normal konik oldugundan

ld(p, f(p))| < Kk"|d(p, f(p))

yazilabilir. 0 <k <1 oldugundan n — oo i¢in sag taraf sifira yaklagir. O halde

ld(p. f(p))|=0= f(p)=p

olur. Bu ise p € F(f) oldugunu gosterir. Bundan dolayr F(f")c F(f) olur. Diger

taraftan F(f)c F(f") oldugu aciktir. O halde F(f)=F(f") olur. Yani f, (P)

ozelligine sahiptir. Simdi

Kabul eldim ki f, (ii) sartin1 saglasin. Burada f(p)# p ve k=1 ig¢in (i) ifadesinden
d(p, f(p) <d(p,f(p))

olacaktir ki bu bir ¢eligkidir. O halde her durumda f(p)=p olup F(f)=F(f")

saglanir.
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Teorem 4.2.2.

(X,d) tam konik metrik uzay ve P normal K sabiti ile normal konik olsun. Kabul
edelim ki f,g: X —> X dOnisiimleri «,f,y>0 ve a+2f+2y<1 olmak iizere
Vx,y e X i¢in

d(f(x),g(») < ad(x,y) + B(d(x, f(x)+d(y,g(¥))+7(d(x,g(») +d(y, f(x))
kosulunu saglasin. O zaman f ve g (Q) 6zelligine sahiptir [10].

Ispat
Teorem 4.1.5. geregince f ve g, X de ortak sabit noktaya sahiptir.

peF(f")NF(g") olsun. Simdi

d(p.g(p)=d(f(f"(p)).(&"(P)
<ad(f" (p).g" (PN + Bld(f " (p), /" (p) +d(g" (p).g" (p)]
wlarm (o) g™ (o) +d (e (o), £ (p)
<ad(f"(p), p)+ BlAS" (), p)+d(p,2(p)]
+las (o) g(p)+d(p, p)]

elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa

d(p,g(p) <kd(f"(p).p) , k =Of+—ﬂ+7 <1
-B-r

olur. Bu sekilde devam edilirse

d(p.g(p) <kd(f""(p),P)<K*d(f"(p),p) <...<k"d(f(p), P)

elde edilir. P normal K sabiti ile normal konik oldugundan

ld(p.g(p))| < Kk"d(p, f(p))

olur. Burada & <1 oldugundan n — o igin sag taraf sifira gider. O halde g(p)= p elde

edilir. Teorem 4.1.5. geregi g nin her sabit noktast f ninde bir sabit noktasi

olacagindan f(p)=p olupbuise F(f)NF(g)=F(f")nF(g") oldugunu gosterir.



5. BOLUM
NORMALLIK SARTININ iIHMAL EDiLME DURUMU

Ornek 2.4.2. de oldugu gibi normal olmayan konikler de vardir. Bu béliimde konikler
icin normallik sart1 thmal edilerek bazi sartlar1 saglayan doniisiimler i¢in sabit nokta ve

ortak sabit nokta teoremleri ispatlanacaktir.
5.1. Normallik Sarti Gerektirmeyen Konikler Icin Sabit Nokta Teoremleri

Teorem 5.1.1.

(X,d) tam konik metrik uzay ve 7: X — X doniisiimii biizilme doniisiimii kosulunu
saglasin. Yani £ €[0,1) olmak lizere Vx,y e X icin

d(T(x),T(y)) < kd(x,y)
olsun. O zaman 7, X de tek sabit noktaya sahiptir. Ayrica Vxe X i¢in (7"(x))

iterasyon dizisi bu sabit noktaya yakinsar [4].

Ispat
X, € X keyfi bir nokta olsun. Bu takdirde (7" (x)) iterasyon dizisini

X, =T(x)), %, =T(x)=T>(xy)s0e0r X, =T(x,)=T""(x,),...

n+l

seklinde olusturalim. Buradan

d(xn+1’xiz) = d(T('xn)’ T('xn—l )) S kd(x xn—l) < kzd('xn—l’xn—z) <.= knd(xl’xo)

elde edilir. Bu yiizden n>m igin

dx,x,)<d(x,x, )+d(x,,x,,)+..+d(x,,,x,)

<K K"+ KM (x,x,) Slk_—kd(xl,xo)
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yazilabilir. O halde

m

m— 0 igin ﬁd(xl,xo)—>0 olacagindan Lemma 2.5.2. geregince ce P’ i¢in

m

dn, € N vardir 6yleki Vm >n, igin d(x,,x,) <<c olur. O halde Vn,m > n, igin

m

d(x,,x,)< d(x,x,)<<c=d(x,,x,)<<c

1-k
elde edilir. Bu yiizden (x,) , X de bir Cauchy dizisidir. Hipotez geregince (X,d) tam
konik metrik uzay oldugundan bir p € X vardir 6yle ki x, - p(n— ) olur. O halde

secilen bir n, € N i¢in n > n, oldugunda
c
dx ,p)<<—
(%, P) << 3

olur. Bu takdirde

d(T(p),p) <d(T(p),T(x,))+d(T(x,),p)
<kd(x,,p)+d(x,,,p)

c ¢
<<K—+—=c
2 2
elde edilir. Bu ifade Vc € P’ i¢in saglanacagindan Vr>n, ve Vm 21 igin

d(T(p), p) << —
m

yazilabilir. O halde Vm>1 i¢in ——d(T(p),p)eP , = —0(m—>) ve P kapal
m m

oldugundan —d(7(p),p)e P olur. Fakat d(T(p),p)€ P olup konigin (iii) ozelligi
geregi d(T(p), p)=0 olur ki bu T(p)=p olmasim gerektirir. O halde p € X noktasi

T doniisiimiiniin sabit noktasidir. Eger » € X noktast 7 doniisiimii i¢in bir diger sabit

nokta ise o zaman

d(p,r)=d(T(p),T(r)) <kd(p,r)
olacaktir. Onerme 2.4.2. geregince d(p,r)=0 olup bu ise konik metrik 6zelliginden
p =r olmasin gerektirir. O halde sabit nokta tektir. Ayrica burada alman x,€ X
noktast keyfi bir nokta oldugundan Vxe X i¢in (7"(x)) iterasyon dizisi bu sabit

noktaya yakinsar.
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Teorem 5.1.2.

. . 1
(X,d) tam konik metrik uzay ve 7:X — X donlsimi ke[o,zj olmak iizere

Vx,y € X i¢in
d(T(x),T(y)) < k(d(T(x),x)+d(T(y),))
biiziilme kosulunu saglasin. O zaman 7, X de tek sabit noktaya sahiptir. Ayrica

Vx e X i¢in (T"(x)) iterasyon dizisi bu sabit noktaya yakinsar [4].

Ispat
Keyfi bir x, € X noktasi igin (7" (x)) iterasyon dizisini

X =T(x)), %, =T(x)=T*(xy)s0e0r X, =T (x,)=T""(x,),...
seklinde olusturalim. Buna gore

d(x,,,%,) =d(T(x,),T(x,,)) <k(d(T(x,),x,) +d(T(x,,),x,,))
=k(d(x,,,x,)+d(x,,x,,))

n+l2

elde edilir. Bundan dolay1

k

d(x xn)S%d(xn,xnl)zhd(xn,xnI)S...Sh"d(xl,xo) , hzﬁe[O,l)

n+l?

yazilabilir. Simdi n>m i¢in

d(‘xrﬁxm) < d('xrﬁxn—l) + d('xn—l ’xn—Z) +..t+ d(x1n+l9xn1)

<SR 4+ R (%, %) Slh—hd(xl,xo)

m

P d(x,,x,) = 0 olacagindan Lemma 2.5.2. geregince c € P’

yazilabilir. m — oo i¢in "

m

icin 3n, € N vardir 6yle ki Vm >n, igin lh—hd(xl,xo) <<c¢ olur. O halde Vn,m >n,
i¢in

d(x,, <
(xl‘l xﬂl) l_h

d(x,,x))<<c=d(x,,x,)<<c

elde edilir. Bu yiizden (x,) , X de bir Cauchy dizisidir. Hipotez geregince (X,d) tam
konik metrik uzay oldugundan bir pe X vardir 6yle ki x, - p(n—o0) olur. Bir

n, € N seceli dyle ki Vn >n, igin
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c(1-k)

d(x,,,x,)<< T ve d(x,,,p)<< L_k)

2

olsun. Bundan dolay1 Vn > n, i¢in

d(T(p), p) <d(T(p),T(x,))+d(T(x,),p)
<k(d(T(x,),x,)+d(T(p),p))+d(x,,,, )

elde edilir. Burada gerekli diizenlemeler yapilirsa
| c c
d(T(p),p) <——(kd(x,,,x,) +d(x,,,p) <<+ =c
1-k 2 2
olur. Bu ifade Vc € P° igin saglanacagindan Vr>n, ve Vm 21 igin

d(T(p), p) << —
m

yazilabilir. O halde Vm >1 igin - d(T(p),p)eP , RN 0(m —> ») ve P kapal
m m

oldugundan —d(T(p),p)e P olur. Fakat d(T(p),p)€ P olup konigin (iii) ozelligi
geregi d(T(p), p) =0 olur ki bu T(p) = p olmasim gerektirir. O halde p € X noktasi

T doniisiimiiniin sabit noktasidir. Eger » € X noktast 7' doniisiimii i¢in bir diger sabit

nokta ise o zaman
0<d(p,r)=d(T(p),T(r)) <k(d(T(p),p)+d(T(r),r))=0
d(p,r)=0
p=r
olur ki bu ise sabit noktanin tek oldugunu gosterir. Ayrica burada alman x, € X noktasi
keyfi bir nokta oldugundan Vxe X ic¢in (7"(x)) iterasyon dizisi bu sabit noktaya

yakinsar.

Teorem 5.1.3.

(X,d) tam konik metrik uzay ve 7:X — X doniisiimii ke[O,%) olmak {izere

Vx,y € X i¢in
d(T(x),T(y)) < k(d(T(x),y)+d(T(y),x))

biiziilme kosulunu saglasin. O zaman 7, X de tek sabit noktaya sahiptir. Ayrica

Vx e X i¢in (T"(x)) iterasyon dizisi bu sabit noktaya yakinsar [4].
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Ispat
Keyfi bir x, € X noktasi igin (7" (x)) iterasyon dizisini

X =T(x)), %, =T(x)=T(xy)sr X, =T(x,)=T""(x,),...
seklinde olusturalim. Buna gore

d(%,.,%,) = d(T(x,),T(%,) < k(d(T(x,),%,) +d(T(%,,),x,))
= k(d(xn+l 4 xn—l) + d(xn 2 xn ))
<k(d(x,,,x,)+d(x,,x,))

n+l2

n+l2

olur. Gerekli diizenlemeler yapilirsa

A8y, S (3,0%,) = (3,,3,) <. S WA (3 3,) L HE[0)

elde edilir. O halde n >m igin

d(xn b xm) S d(xn > xnfl) + d(xn—l ’ xan) t..t+ d(xm-H > xm)

m

<KW +R"7 + AR (X, x,) < -

d(x,,x,)

m

P d(x,,x,) = 0 olacagindan Lemma 2.5.2. geregince c € P’

yazilabilir. m — oo i¢in "

m

P d(x,,x,)<<c olur. O halde Vn,m >n,

icin dn, € N vardir 6yle ki Vm >n, i¢in

i¢in
m

hd(xl,x0)<< c=>d(x,,x,)<<c

d(xn,xm)é1

elde edilir. Bu yiizden (x,) , X de bir Cauchy dizisidir. Hipotez geregince (X,d) tam
konik metrik uzay oldugundan bir pe X vardir 6yle ki x, &> p(n— o) olur. Bir
n, € N seceli oyle ki Vn >n, igin

c(1-k)

d(x,,p)<<

n

olsun. O halde Vn > n, i¢in

d(T(p), p) <d(T(p),T(x,)+d(T(x,), p)
<k(d(T(x,), p)+d(T(p),x,)) +d(x,,,P)
<Sk(d(T(p),p)+d(x,, p)+d(x,,, p))+d(x,,, p)

olur. Gerekli diizenlemeler yapilirsa
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1 C C C
d(T(p)p) < (K@, p)+d(x,, P+, P << S5+ S =c

elde edilir. Bu ifade V¢ € P’ i¢in saglanacagindan Vr>n, ve Vm >1 igin
c
d(T(p),p)<<—
m

yazilabilir. O halde Vm >1 igin c_ d(T(p),p)eP , LN 0(m —> o) ve P kapali
m m

oldugundan —d(T(p),p)e P olur. Fakat d(T(p),p)e P olup konigin (ii1) 6zelligi
geregi d(T(p), p) =0 olur ki bu T'(p)= p olmasini gerektirir. O halde p € X noktasi

T doniigiimiiniin sabit noktasidir. Eger » € X noktast 7' doniisiimil i¢in bir diger sabit

nokta ise 0 zaman

d(p,r)=d(T(p),T(r))<k(d(T(p),r)+d(T(r),p))
<k(d(p,r)+d(r,p))
=2kd(p,r)

olur. Onerme 2.4.2. geregince d(p,r)=0 olup bu ise konik metrik dzelliginden p =r
olmasinit gerektirir. O halde sabit nokta tektir. Ayrica burada aliman x, € X noktasi

keyfi bir nokta oldugundan Vxe X icin (7"(x)) iterasyon dizisi bu sabit noktaya

yakinsar.

Tanim 5.1.1.

E sirali Banach uzay1 ve P — E bir konik olsun. Azalmayan bir ¢ : P — P fonksiyonu
i¢in

i) (0)=0 ve O<p(w)<w , weP—{O}

ii-) we P’ olmast w—@(w) € P’ olmasii gerektirir.

iii-) Vwe P—{0} icin lim " (w) =0

sartlar1 saglanirsa ¢ : P — P fonksiyonuna ¢ -doniisiimii denir [8].

Teorem 5.1.4.
(X,d) konik metrik uzay , P bir konik ve f,g:X — X dOniisiimleri ¢- cift

doniigiimler olsun. Yani bir ¢ donilistimii vardir dyle ki Vx, y € X igin

d(f(x), f(¥) < p(d(g(x),g(»))
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olsun. Kabul eldim ki f ve g doniisiimleri zayif bagdasan ve f(X)c< g(X) olsun.
Eger f(X) veya g(X) uzaylarindan en az biri tam ise f ve g, X de tek ortak sabit
noktaya sahiptir. Ayrica Vxe X i¢in f —g dizisi olan (f(x,)) dizisi bu noktaya

yakinsar [8].

Ispat
Keyfi bir x, € X noktas: alalim. (f(x,)) dizisinin f(X) uzaymda Cauchy dizisi
oldugunu gosterelim. Bazi ne N degerleri icin f(x,)= f(x,,) ise m>n olacak
sekildeki Vm e N i¢in f(x,)= f(x,) olacagmdan (f(x,)) bir Cauchy dizisidir. Kabul
eldimki Vne N i¢in f(x,)# f(x,,) olsun. Buna gore
d(f (50, /() < (A (g(x,), 8(x,)) = 9(d (£ (x,). /(%))

olur. Bu sekilde devam edilirse

d(f (xS () <od(f(x,), f(x,0)) .. <" (d(f(x)), /(%))
elde edilir. Sabit bir 0 << ¢ ve bir § > 0 sayisi se¢elim Oyle ki B(0,0) = {y ekE: || y|| <o }

olmak tizere c—¢(c)+ B(0,6) < P° olsun. Ayrica bir n, € N segelim 6yle ki Vm > n,
icin @" (d(f(x,), f(x,)) € B(0,5) olsun. O zaman Vm > n, igin

O™ (A (), [ (%)) << =€) = d( (%), [ (%,) << = p(c)
elde edilir. Simdi Vm,n > n, icin

d(f(x,): [ (x,)) <<c...(1)

oldugunu gosterelim. Eger m=n 1ise (1) ifadesi bir onceki sonu¢ geregi dogrudur.

Kabul eldim ki (1) ifadesi baz1 n > m degerleri i¢in saglansin. O zaman

A0 (). S (5,1 ) S A, f () + A (e f (5,0)
<<= @)+ p(d(g(x,.).8(x,.,))
<<= @)+ pd(f(x,)./(x,.))

<<c

olur. Bu yiizden (1) ifadesi n yerine n+1 alindiginda da saglanir. O halde tiimevarim

geregince Vn > m icin (1) ifadesi saglanir. Bundan dolay:r (f(x,)) bir Cauchy dizisidir.
Hipotez geregi f(X) veya g(X) tam oldugundan bir p € f(X) < g(X) vardir dyle ki

f(x,)—> p ve g(x,) = p olur. g(q)= p olacak sekilde bir g € X segelim.
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f(q)=g(q) olacagim gosterelim. Sabit bir 0<<c ve bir n,e N segelim Oyle ki

d(p.f(x,)) << ve d(g(p). g(x,) << 3

olsun. Bu takdirde

d(p, f(@)<d(p, f(x,)+d(f(x,), f(q))
<d(p, f(x,))+e(d(g(x,),2(q)))
<d(p,f(x,)+d(g(x,),g(q))

c c
<K—+—=c
2 2
elde edilir. Bundan dolay1 Vme N icin d(p, f(q))<< < yazilabilir. Burada
m

C _d(p,f(@)eP,< 50(m—w») ve P kapali oldugundan —d(p, f(¢)) € P olur.
m m

Ayrica d(p, f(q)) € P olacagindan konigin (iii) 6zelligi geregi d(p, f(q)) =0 olup bu
ise f(g)= p oldugunu gosterir. Yani f(q)=p=g(q) olup p, f ve g nin gakistig1
noktadir. Simdi zayif bagdasabilme kavramini kullanarak p € X noktasinin ortak sabit

nokta oldugunu gosterelim.

f(@)=g@=71(p)=r(g(q)=gel@)=2g(p)
elde edilir. Simdi f(p) = p = g(p) oldugunu gosterelim. Eger g(p) # p ise
d(f(q),f(p) < p(d(g(q).g(p)) <d(g(q),g(p)) =d(f (). (P))
olur ki bu bir ¢eligkidir. Bu ise f(p)=p=g(p) oldugunu gosterir. O zaman p e X
noktast f ve gnin ortak sabit noktasidir. » € X f ve g nin bir diger ortak sabit

noktasi olsun. Su halde

d(p,r)=d(f(p), f(r)<ed(g(p),g(r) <d(g(p),g(r)) =d(p,r)
olacagindan bu bir ¢eliskidir. O halde ortak sabit nokta tekdir. Ayrica burada alinan
X, € X noktasi keyfi bir nokta oldugundan Vx e X i¢in (f(x,)) iterasyon dizisi bu

sabit noktaya yakinsar.

Teorem 5.1.4. de k €[0,1) olmak iizere ¢(w)=kw alinirsa Teorem 4.1.1. elde edilir.
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Simdi bir genelleme yapalim
(X,d) tam konik metrik uzay ve P bir konik olsun. Kabul edelim ki f,g: X > X

dontisiimleri 4, B,C, D, E ler negatif olmayan reel sayilar olmak lizere Vx,y e X icin

d(f(x), f(y) < Ad(g(x),g(y))+ Bd(g(x), f(x)+Cd(g(»), f(»)
+Dd(g(x), f(¥)+Ed(g(y), f(x))

sartin1 saglasin. Bu takdirde

1-) g =1 alimirsa
i)y B=C=D=E=0, A< i¢in Teorem 5.1.1.

ii-) A=D=E=0, B=C<% icin Teorem 5.1.2.

iii-) A=B=C=0, D=E<% icin Teorem 5.1.3.

elde edilir. Ayrica
2-) f ve g zayif bagdasan ise
i) B=C=D=E=0, A< i¢in Teorem 4.1.1.

ii-) A=D=E=0, B:C<% icin Teorem 4.1.2.

iii-) A=B=C=0, D:E<% icin Teorem 4.1.3.

elde edilir [11].
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