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OZET

Dogadaki olaylar1 aciklamak i¢in en etkin ve sistematik yol Diferansiyel
Denklem dilini kullanmaktir. Fizik, Kimya, Biyoloji, Astroloji, Miihendislik, Ekonomi
ve diger pek ¢ok Uygulamali Bilimler, Diferansiyel Denklemlerin 6nemli uygulama
alanlaridir. Bunun diginda, matematigin kendi i¢inde de diferansiyel denklemlerin
onemli bir yeri vardir.

Diferansiyel Denklemler ve koordinat sistemleri birbirleri ile yakindan
iliskilidirler. Ozellikle denklemlerin ¢dziimlerinin bulunmasi denklemlerin koordinat
sistemlerinde uygun ifade edilmelerine bagldir.

Calismanin  I. Bolimiinde Egrisel Koordinatlar ve Ortogonal Koordinat
Sistemleri hakkinda  genel kavramlar ile  Gradyent, Diverjans, Rotasyonel ve
Laplasyen ifadeleri verilmistir.

II. Bolimde Ozel Ortogonal Koordinat Sistemleri tanitilarak ozellikleri
irdelenmistir.

III. Boliimde Helmholtz Denklemi tanitilmis, Stackel Matris ve Helmholtz
Denkleminin Basit Ayristirmasi irdelenmistir.

IV. Béliimde Helmholtz Denkleminin Ozel Koordinat Sistemlerinde Coziimii
verilmigtir.

Anahtar Kelimeler: Egrisel Koordinatlar, Helmholtz Denklemi, Ayristirma.
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SUMMARY

In order to explain the events in the nature, the most effective and systematic
way is to use the language of Differential Equation. Physics, Chemistry, Biology,
Astrnomy, Engineering, Economics and many other practical Applied Sciences are the
important fields for application of Differential Equation. A part from these, differential
equation have an important place in mathematics itself.

Differential Equations and coordinate systems are closely related to each other.
Especialy, finding the solutions of equations depens on the appropriate expression of the
equations in coordinate systems.

In the first chapter of this study, the general concepts about Curvilinear
Coordinates ant Orthogonal Coordinate Sysstems are given and the terms Gradient,
Divergence, Rotational and Laplacian are determined.

In the second chapter, Special Orthogonal Coordinate Systems are given and
their characteristics are studied.

In the third chapter, Helmholtz Equations is given and the Basic Separation of
Helmholtz Equations and Stackel Matrix are studied.

In the fourth chapter, The Solution of the Helmholtz Equation in Special
Coordinate Systems are given.

Key words: Curvilinear Coordinates, Helmholtz Equation, Separation.
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L.BOLUM

1.1 GIRIS

Matematik dogay1 anlama ve anlatmada ¢ok yararl bir dildir. Ornegin bugiin
insanlarin goézlerinin ve saglarmin rengi gibi somut &zelliklerinin incelenmesi, gok
cisimlerinin hareketlerinden atom alti parcaciklarinin hareketlerinin agiklamasi gibi
olaylar ve kavramlar matematik dili ile ifade edilirler. Doga ile matematik arasindaki
iliskiyi aciklamak dogadaki diizenin bilinmesi ve bu diizenin nasil calistiginin
anlagilmast  veya doga sisteminin matematiksel olarak modellenmesi agisindan
onemlidir.

Matematiksel model s6z konusu oldugunda genellikle diferansiyel denklem veya
diferansiyel denklem sistemleri ile karsilasiriz. Matematiksel modellerle formiile edilen
ve diferansiyel denklemlere doniistiiriilebilen olaylarin analizi genellikle  bu
diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii olan fonksiyonlarin incelenmesi ile yapilir.

Diferansiyel denklemlerin matematiksel ifadeleri denklemlerin karakterize
edildigi koordinat sistemleri ile yakindan ilgilidir. Bir denklem bir koordinat sisteminde
uzun ve karmagsik matematik ifadelerle belirtildigi  halde, uygun bir koordinat
sisteminde ayni1 denklem daha 6zlii bir bigimde ifade edilebilir ve ¢oziimleri tam olarak
elde edilir. Fizik, Mihendislik ve Uygulamali Bilimlerde sik¢a karsilastigimiz
denklemlerden Laplace, Poisson, Difizyon ve Dalga Denklemleri gibi denklemler
benzer karaktere sahip denklemlerdir. Bu denklemler Helmholtz Denklemi olarak
bilinen ve c¢oziimlerini inceleyebildigimiz bir 6zel denkleme donistiiriilebilen
denklemlerdir.

V’¢+k’¢p=0 Helmholtz Denkleminin gesitli koordinat sistemlerinde yapilan
¢Ozlimleri, yukarida belirtilen denklemlerin ¢oziimlerinin bulunmasi ve bu ¢dziimlerin
analizi a¢isindan 6nemlidir.

Bu ¢alismada on bir koordinat sistemi incelenmis ve bu sistemlerde Helmholtz

Diferansiyel Denkleminin ayristirmasi yapilarak ¢oziimleri bulunmustur.



KOORDINAT SISTEMLERI

1.2.Egrisel Koordinatlar

(x,y,z) Birnoktanin koordinatlari olmak iizere,

f (x,y,2z), f,(x,y,2), f;(X,y,z) verilmis bolgede X,y,z nin siirekli fonksiyonlar:

olsun.

W= (xy.2), ul=f(xy.z), u=f(xy.2) (12.1)
denklemleri de x,y,z ye gore ¢oziilerek

x=g (W), y=g(uted), =g (uul) (122)

yazilabilsin. Ayrica g,,g,,g, fonksiyonlari da u',u’,u’ iin fonksiyonlari olsun. O
zaman bolge i¢indeki koordinatlart (x,y,z) olan her P noktasina bir (ul,uz,u3)

deger takimi karsilik gelir. Bu u',u’,u’ fonksiyonlarma P noktasmin egrisel

koordinatlari, (1.2.1) ve (1.2.2) denklemlerine koordinat déniisiimii denklemleri denir.
Her (x,y,z) deger takimimna tek bir (ul,uz,u3) deger takimi veya her
(ul,uz,u3) deger takimina tek bir (x,y,z) deger takimi kars1 gelmesi i¢in u',u’,u’ i

X,y,z nin siirekli ve tiirevi alinabilen fonksiyonlar, x,y,z yide u',u’,u’ iin siirekli

ve tiirevi almabilen fonksiyonlar1 olarak kabul ediyoruz. Bununla beraber bir¢cok
hallerde bu kosullarin saglanmadigi 6zel noktalar da bulunur.

Her P noktasindan koordinat yiizeyleri denilen
u' =c,, u’=c, v’ =c, (1.2.3)
yiizeyleri gecer. Burada c,,c,,c, birer sabiti gostermektedir. Bu li¢ yiizey ikiser ikiser
koordinat egrileri denilen ii¢ egri boyunca kesisirler. Sekil (1.2.1) ve Sekil (1.2.2)
Her koordinat yiizeyi iizerinde bir koordinat sabit, diger ikisi degiskendir.
Ornegin u' =¢, yiizeyi iizerinde her yerdeu', sabit ¢, degerine esit oldugu halde u’

ile u’ noktadan noktaya degisik degerler alir. Bir yiizey sabit olan koordinatin adi ile

adlandirilir.



Sekil (1.2.1) Sekil (1.2.2)

Baslangic noktasin1 degisken P (x, Y, z) noktasina birlestiren r=xi+ y}+ zk
yer vektorii (1.2.2) bagmtilar1 yardim ile u',u’,u’ degiskenlerinin fonksiyonu
olarak

;z;(ul,uz,u3) (1.2.4)

seklinde yazilir. T fonksiyonun u' e gore kismi tiirevi, u> ve u’ sabit tutularak, yani

—

P noktas1 u' egrisi iizerinde degistirilerek elde edilir. — , u' egrisine P noktasinda

1

teget olan bir vektordiir. Buna gdre u' in P noktasindaki tegeti dogrultusundaki birim

vektori e: ile gosterilirse,

I
- aul
e = = - (1.2.5)
o'
olur. Eger
or
ile gosterilirse
L

(1.2.7)



elde edilir. Benzer sekilde e ile e; sirasiile u' ve u’ egrilerinin P noktasindaki

tegetleri yoniindeki birim vektorleri gdsterirse

or or
Pl 52}13 (1.2.8)
olmak uzere
or - or -
arzzhzez El;zhﬁn (1.2.10)

seklinde yazilir. h,,h,,h, biiyiikleri metrik katsayilar olarak adlandirilir. 51,52,63 birim
vektorlerinin ydnleri sirasi ile artan u',u’,u’ yonlerindedir. Sekil(1.2)
Vu', P noktasinda u'= ¢, ylizeyinin normali dogrultusunda bir vektordiir.

u' =c¢, yiizeyi normali dogrultusundaki birim vektériinii Ei ile gosterirsek,

Fi =t (1.2.11)

‘Vu]‘

yazilabilir. Benzer sekilde u’=c, ve u’=c, yizeylerinin normalleri

dogrultusundaki birim vektorleri E: ve E; ile gosterilirse

T2 .3
Brml ve Ei=ob (1.2.12)
‘Vu2 ‘Vu3

yazilir. Gerek 61,82,53 birim vektdrlerinin, gerekse El,E2,E3 birim vektorlerinin
yonleri bu vektdr takimlari bir sag el vektor sistemi meydana getirecek sekilde secilir.

Egrisel sistemin her keyfi P noktasinda, u',u’,u’ koordinat egrilerinin tegetleri

yoniinde olan (ei,ex,es) digeri  u'=c, u’=c, u’=c, koordinat

ylizeylerinin normalleri yoniinde olan (EI,EZ,ES) gibi iki sag el birim vektor takimi

vardir. Genel olarak (51,32,53) ile (E1,Ez,E3) vektor takimlar1 birbirinden farklidir.

Ancak egrisel koordinat sistemi ortogonal olursa bu iki vektor takimi 6zdes olur.

Her keyfi A vektorii a,,a,,a;veya A ,A,, A, bilesenleri olmak iizere

A=ae +a,e:+a,e; (1.2.13)



A=AE +A,E:+AE; (1.2.14)
seklinde (51,52,53) veya (El,Ez, E;) baz vektorleri cinsinden yazilabilir.

(é1,éz,é3) ve (El,EZ,E3) vektor takimlar1 ayri ayrn {i¢ boyutlu uzaymn genel
olarak birbirinden farkli iki bazin1 olustururlar.

Keyfi bir A vektoriinii genel olarak biiyiikliikleri birim olmayan

;u_rl,;_rz,ai_i (1.2.15)
veya

Vu',Vu?, vy’ (1.2.16)

baz vektorleri cinsinden yazmak miimkiindiir. (1.2.15) ve (1.2.16) baz vektorlerine

{initer baz vektodrleri denir. Bu baz vektorleri cinsinden A vektorii

~ or or or — —

A=c, PR =0, +C, 0L, +C4 0L (1.2.17)

A=C,Vu'+C,Vu* +C,Vu’ =C,B, +C,B, + C,B, (1.2.18)
seklinde yazilabilir. Burada

— o — o —or

a, :E a, :auz O%ﬁ (1219)

B =Vu', B,=Vu’, B,=Vu’ (1.2.20)

dir. C,,C,,C, bilesenlerine A vektoriiniin kovaryant, ¢,,C,,c; bilesenlerine de A

vektoriiniin kontravaryant bilesenleri denir.

Kartezyen koordinatlarda yay uzunlugunun denklemini;

ds® =dx’ +dy’ +dz’ (1.2.21)

seklinde ifade edilir. Egrisel koordinatlarda d r igin diferansiyel tanimindan,

dr = %du‘ +%du2 +%du3 — o, du' + a, du? + a, du’ (1.2.22)

elde edilir. d r nin bu degerini (1.2.22) de yerine yazilirsa;



3 3
ds’ =) > g,du'du’ (1.2.23)
i=l j=I

elde edilir. Burada

g, =aia (1.2.24)
dir. g; ye metrik katsayilari denir. g;=g; dir. Yani g; simetriktir. (1 .2.24)
bagintisi, temel kuadratik form veya metrik form olarak adlandirilir.

Eger 1 ile j nin farkli degerleri ¢in g;=0 ise o zaman koordinat sistemi

ortogonaldir. Ortogonal koordinat sistemleri i¢in,

- - 2 2 2
g. :ﬁﬁ: 6_X + ﬁ + ﬂ =h12 (1.2_25)
ou' ou' ou. ou. ou.

dir. Burada 1=1,2,3 degerleri i¢in ayr1 ayr1 iic denklem elde edilir. Bu baginti

h,,h,,h; metrik katsayilarinin hesaplanmasinda kullanilir.



1.3. Ortogonal Koordinat Sistemleri
1.4.

Eger koordinat egrileri her P(X,y,z) noktasinda bibirine dik ise u',u’,u’

egrisel koordinatlar1 ortogonaldir denir.

enenes  (1.2.5)

de tammlanan birim vektdrler ve s,,s,,s;; u',u’,u’ iin

pozitif yoniinde koordinat egrileri boyunca 6l¢iilen yay uzunluklarini gostermek tizere

ds* =ds’ +ds,” +ds,’
seklinde yazilir. Bu ifade h,,h,,h, metrik katsayilar1 cinsinden
ds’=h(du') +h,* (du?) +h (du’)

seklinde yazilir. Ayrica dik koordinat sistemleri igin,

or or or
=l e

or [ or or
“oulou? o’

Zhl_é],(hzgz X h353)

=hh,h, ¢ (e:xe3)
= h,h,h,
dir.
or or or

(€u1,€u2,€u3) vektor takimi [Q’W’ﬁ

J vektor  takimi

sistemler oldugundan ortogonal koordinat sistemleri i¢in

—, 1for or 1 e,
Vu =—| —x— |= =—
J\auw* " 6u’ ) hh,h, h,

gfz%{ézxfg}}_i_{mgxhgjz%

dir.

(1.3.1)

(13.2)

(1.3.3)

ille ters

(1.3.4)

(1.3.5)

(1.3.6)



Bu bagmtilar kullanilarak 51,52,53 vektorleri i¢in,

e, =h,h,Vu’xu’

e, =h,h Vi’ xu' (1.3.7)
e: = hlhzﬁu1 xu’

bagintilar1 bulunur.



1.4. Gradyent, Diverjans, Rotasyonel Laplasyen’in Ortogonal Egrisel

Koordinatlardaki ifadeleri

Bir f skaler fonksiyonun Gradyenti bir vektdrdiir. Gradyent vektoriiniin
(e1,¢2,e3) bazindaki bilesenleri f,,f,,f, ise

Vf="fe +f,e +f,e; (1.4.1)
seklinde ifade edilir.

f ,f,,f, bilesenleri nin egrisel koordinatlar cinsinden ifadesi r; u',u,u’ iin
fonksiyonu olmak iizere

-~ or or 0

dr=-L du' + -2 du’ + 2L du® =h,e,du’ +h,e,du’ +h,e,du’ (1.4.2)
aul auZ 3
dir. Ayrica
df = Vfdr (1.4.3)

bagintisindan (1.4.1) ve (1.4.2) bagintilarini kullanarak

df =h,fdu' + h,f,du’ +h,f,du’ (1.4.4)
elde edilir. Diger taraftan f fonksiyonu (u',u’,u’) egrisel koordinatlarmin bir skaler
fonksiyonu oldugu dikkate alinarak
df :(ﬁfu—;ldu1 +6(1—;2du2 -i-ai—;du3 (1.4.5)

3

yazilir. (1.3.4),(1.3.5),(1.3.6) ve (1.4.5) bagmtilarindan

c_Lof

=—— i=1,2,3 1.4.6
1 hi aul 1 ( )

elde edilir. Bu degerler (1.3. 1) bagintisinda yerine konulursa f in gradyenti

vi-o o e of e of (147)
h,ou h,o0u” h;du
seklinde elde edilir. Burada % islemcisinin dik egrisel koordinatlardaki ifadesi
6_61 0 e O e 0 (1.4.8)

TN H TN S A
h,éu' h,ou’ h,ou

olarak bulunur.
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Egrisel koordinatlardaki bilesenleri A,,A,,A; olan

A=A +A,e+A e (1.4.9)
vektor fonksiyonunun diverjansini hesaplamak i¢in (1.4.7) bagintisini kullanarak

VE=V(Aei+Ac+A ) (1.4.10)

den

(A,h;h,) (1.4.11)

Ve, = hh
T hh, Sur (1ahs)
18
Ve, = h.h 1.4.12
© = hoh, o (h) (1.4.12)
10
Vs = 9 (hnh
= T hhuh, S (i)

seklini alir. Boylece keyfi bir A vektoriiniin egrisel koordinatlardaki diverjansi

= 1 0 0 P
VA= hlh2h3 [Q(Alhﬁll ) +W(A2h3h])+$(A3h]h2 )} (1413)

formunda elde edilir. Benzer sekilde keyfi bir A vektdriiniin  rotastyoneli igin

(1.3.4),(1.3.5),(1.3.6) bagmtilarindan

= - ez O €3 0
VX(Alel) = h3h1 E( lhl)—l_mﬁ(Alhl)
= - 63 0 (& 0
Vx(A = —(A —-——1 (A 1.4.14
X( 262 hlhz au2 ( 2 2) h2h3 61,13 ( 2 2) ( )
Vx(A,8)= 2 (An)-— (an)
3 h3h2 au3 373 h3hl aul 3703

elde edilir. Bu bagintilardan yararlanarak A vektoriiniin dik egrisel koordinatlardaki

rotasyoneli;



=~ e [0 0
VxA = hI];z [Q(Aﬁh)—ﬁ(Azhz ):|+

es [ 0 0
o AR (AR

olarak bulunur. (1.4.15) ifadesini;
her hye:  hyes
I L)

ou' ol ou’
Ah, Ah, A,

-~ 1

VxA =
hlh2h3

seklinde de yazabiliriz. (1.4.8) bagintisindan yararlanilarak f skaler fonksiyonunun

ortogonal egrisel koordinatlardaki Laplasyeninin ifadesi;

vzfzhhlh {%{hflm §1J+£2[hﬁhl ;fzj+£3[hflhz ;;H (1.4.17)
1772773 1 2 3

olarak bulunur.

Bu koordinat sisteminde hacim eleman;

dV =h,h,h,du'du’dv’ (1.4.18)
Yiizey elemani;

dS=h h,du'du’ (1.4.19)

olarak bulunur.
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ILBOLUM

OZEL ORTOGONAL KOORDINAT SiISTEMLERI

Uzay degisik amaglar i¢in farkl sekilde koordinatlandirilabilir. Kartezyen koordinat
sistemi  genel olarak matematigin bir ¢ok dalinda kullanilmakla birlikte bazi
matematiksel denklemlerin sade ve basit bi¢imde ifadeleri bu sistemde yazilamayabilir.
Baska bir deyisle kartezyen koordinat sistemindeki bazi biiyiikliiklerin hesaplanmasi
baska koordinat sistemlerinde daha sade bi¢cimde yazilabilir. Fizik veya Miihendislik
alanlarinda kullanilan denklemlerin ¢oziimleri i¢in Kartezyen koordinatlar yeterli
olmayabilir. Farkli koordinat sistemleri bilim alaninda ilerlemeyi hizlandiran en 6nemli
etkenlerden biridir.

Bu boliimde on bir koordinat sistemi incelenerek bazi 6zellikleri verilmistir.

2.1. Kartezyen koordinatlar

s |

Sekil (2.1.1)
Kartezyen koordinatlar;
u =X —00 < X < +00

u =y —00 <y <+®© (2.1.1)
u =z —00 < Z < +00
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seklinde ifade edilir. Kartezyen koordinat sisteminde herhangi bir P(X, y,z) noktasinin
yer vektorii,

r=xi+yj+zk (2.1.2)
olarak yazilir.

Metrik katsayilar; (1.2.23), (1.2.24) , (1.2.25) bagntilarindan,

h1:?:1 h2:%:1 h3:?:1 gijzsg'hzij ,j=1,2,3 (2'1'3)
X 7z
dir.
[ gij} matrisi ve bu matrisin determinanti;
1 00
[gij} =0 1 0f, det[giJZI (2.1.5)
0 0 1
seklindedir.

Bu koordinat sisteminde,

Yay elemant;
(ds)’ =(dx)* +(dy)” +(dz)’ (2.1.6)
Hacim elemanu;

dV = dxdydz (2.1.7)

Alan elemant;

dA = dxdy (2.1.8)

% operatorti;

V=—i+—j+—k (2.1.9)

seklinde verilir.

f=f (x,y,z)bir skaler fonksiyon ve E de kartezyen koordinatlardaki skaler

bilegenleri E ,E ,E, olan bir vektor olmak tizere



f fonksiyonunun Gradyenti;
of - of- of -

gradf =Vf="—i+—j+—Kk
ox oy oz

E vektoriiniin Diverjanst;

divE =V.E= +

OE, OE, 0E

_+_
ox oy 0z

E vektoriiniin Rotasyoneli;

RotE = VxE =

§)|Q) -
R =

sl
el

J
9
0y

X Ey
f fonksiyonunun Laplasyeni;
o’f of of
=—+t—+—
0x~ 0y 0Oz

Vit

olarak ifade edilir.

14

(2.1.10)

(2.1.11)

(2.1.12)

(2.1.13)
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2.2. Dairesel Silindirik Koordinatlar

Sekil (2.2.1)

P(x,y,z) noktasimn xy diizlemindeki izdiisiimii P' olsun.

p 0<p<w
¢ 0<@p<oo (2.2.1)
z

—00<Z<©

1
2
3

e e <

koordinatlarina P noktasinin silindirik koordinatlar1 denir. Kartezyen koordinatlar

silindirik koordinatlara,

X =pCcosQ®
y=psin@ (2'2'2)
z=7

bagintilar1 ile baglhdir.

Bu koordinatlarla Kartezyen Koordinatlar arasinda
pP=AX"+Y", gozarctan(lj, z=z2 (2.2.3)
X

bagintilar1 vardir.
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P(x,y,z) noktasinin r=xi+yj+zk yer vektoriiniin silindirik koordinatlardaki
ifadesi,
I =pcosQi+p.singj+zk (2.2.4)

ise; bu koordinat sisteminde metrik katsayilar ve p,@,z nin artan yondeki birim

vektorleri
h =2 h, =25 - h, =% =1 (22.5)
op op 0z
ve
é1 = ép =COoS (pf+ sin (pj
€ =€p =—sin@i+cos Q] (2.2.6)

—

es=e. =k
dir.

Diger taraftan (1.2.23), (1.2.24) , (1.2.25) bagmntilarmin yardim ile bu
koordinat sisteminde,

81=8n=L 8,=P Ve 8,=8;=8,=8s=8y,=8;,=0 (22.7)

dir. [ gij} matrisi ve bu matrisin determinanti;

0 O
p> 0], det[gij]ﬁo (2.2.8)
0 1

[gu} =

(=

olarak bulunur.

Silindirik koordinat sisteminde

Yay elmant;

(ds)2 = (dr)2 +p’ (d\u)2 +(dz)2 (2.2.9)
Hacim elemanu;

dV = pdpdodz (2.2.10)

Alan eleman;

dA =pdp.de (2.2.11)
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% operatort;

§=—ep+——e¢+a—ez (2.2.12)

seklindedir.
f=f ( p,(p,z) bir skaler fonksiyon ve E de silindirik koordinatlardaki skaler

bilesenleri E 0o Egs E, olan bir vektdr olmak iizere

f fonksiyonunun Gradyenti;
gr71f=§.f=§ép+l§é¢+ﬁéz (2.2.13)
op p Op 0z

E vektdriiniin Diverjanst;
0E, E, 10E, 0E
—+— +

VE=divE=—2+ 2 (2.2.14)
op p pop Oz

E vektoriiniin Rotasyoneli;

€ Py €

oE=vxE=1 L 2 2 (2.2.15)
plop Op Oz
E, pE, E,

f fonksiyonunun Laplasyeni;

_82f lof 1 o0 f of

= +t——t———+— 2.2.16
apz p ap p2 a(P2 822 ( )

V3o

olarak elde edilir.
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2.3.  Eliptik Silindirik Koordinatlar

Es 7 N

-

::':

| . l '?-jbb; :
o S i
7/

"E/ [
Ve oo N

Sekil (2.3.1)

u' =7 0<p<o
u=y 0<w<2m (2.3.1)
u =7 0<z<+w

koordinatlarina Eliptik Silindirik koordinatlar1 denir. Kartezyen koordinatlar Eliptik

Silindirik koordinatlara

a € R elipsin odak uzunlugu olmak iizere

x =acoshrcosy

y =asinhzsiny (2.3.2)
z=72

bagntilari ile baghdir.
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Bu koordinatlarla Kartezyen koordinatlar arasinda

2 2
* + 'y =1
acoshn asinhzg

2 2
[ Y J +(Lj —1 (23.3)
acosy asiny

7Z=7

bagintilar1 vardir.

P noktasinin r = xi+ yj+ zk yer vektortintin Eliptik Silindirik koordinatlardaki

ifadesi
r=acosh7cosyi+asinh7siny j+ zk (2.3.4)

ise; metrik katsayilar ve 7,¥,z nin artan yondeki birim vektorleri;

or , N or , N or
h, =|—]|=a(cosh” 7—cos 2 h, =|—/|=a(cosh” n—cos 2 h,=|—|=1 (2.3.5
1 ‘877‘ ( n Vj) 2 dy ( n W) 37 o2 ( )
ve
-~ - sinhpcos l//;+ coshiysinl//j
Gl=¢,6 = 1
(coshzn—coszl//)2
Ezzgy/=smh7ycosy/1+cosh77s11nl//1 (2.3.6)
(cosh2 n—cos’ g//)E
es=e, =k
dir.

Diger taraftan (1.2.23), (1.2.24), (1.2.25)bagmntilarmin yardimi ile bu

koordinat sisteminde

g,=g,=2’ (Coshzﬂ—cosz ‘/’) gy =1,

(2.3.7)
8 =838y =83 =8;=8;,=0
dir. [ gij] matrisi ve bu matrisin determinanti;
a’ (cosh2 n—cos’ w) 0 0
[gd = 0 a’ (cosh2 17 —cos’ 1//) 0], (2.3.8)

0 0 1
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det[gij] :az(coshzn—cosza//) (2.3.9)
olarak bulunur.

Bu koordinat sisteminde

Yay elemant;

(ds)" =a* (cosh”n—cos” )| (dn)"+(dy)’ | +(dz)’ (2.3.10)
Hacim elemanu;

dV =a’(cosh’ —cos’ y ) dndydz (2.3.11)
Alan eleman;

dA = [a“ (cosh? 77— cos ) (cosh® 77— cos’ z//)}; dndy (23.12)
V operatorii;
V= : 1iéq+ : : ¢ +23¢ (2.3.13)

a(c:osh277—coszw)E on a(coshzn—cos2 l//)i

seklindedir.

f=f (77,!//,2) bir skaler fonksiyon ve E eliptik silindirik koordinatlardaki

skaler bilesenleri Eq ,E,,E, olan bir vektor olmak tizere

84

f fonksiyonunun gradyenti;

gradf =V .f = ! l[g—fé,ﬁ;—fév,}?& (2.3.14)
a (cosh2 n—cos’ 1//)E g vV g
E vektdriiniin Diverjanst,
= o= 1 o ) s\
divE=V.E= 3 (cosh 17 —cos z//)2 +E,
a[cosh? s —cos”y 2 17 (23.15)

0 2 oE
+— h*n-cos’w)? +E, |+—=
5 {(cos 77 —cos 1//) W} 5 }

7 z
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E vektoriiniin Rotasyoneli;

1
(cosh2 n-cos’ \u)

rotE =

[cosh2 n-cos’ \If}; en [cosh2 n-cos’ \V}; ey
0 0

on oy
1

E, (cosh2 n-cos’ w)E E, (cosh2 n-—cos’ \|/)E

—_

f fonksiyonunun Laplasyeni

Vi = 1

a [cosh2 n-

olarak elde edilir.

{de d’f } d’f

+ +
coszw] dn’ dy’| dz’

(2.3.17)
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2.4. Parabolik Silindirik Koordinatlar

y
e Yakid 7= Jakd

Sekil (2.4.1)

1

u =u 0<p<+00
w=v —00 <V < 400 (2.4.1)
u3:Z —0 < Z < 400

koordinatlarina  Parabolik Silindirik Koordinatlar denir. Kartezyen koordinatlar

Parabolik Silindirik koordinatlara

)
y=puv (2.4.2)
z=17

bagintilar1 ile baghdir.
Bu koordinatlarla kartezyen koordinatlar arasinda
x> =,L12(,uz—2x)
y' =v? (v +2x) (2.4.3)

7Z=7
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bagintilar1 vardir.

P(x,y,zZ)  noktasinin r=xi+ y3 +2zk yer vektoriinlin parabolik silindirik

koordinatlardaki ifadesi

P ()i i ok

ise; metrik katsayilar ve x,v,z nin artan yondeki birim vektorleri

m_%4¢w# b= o= (s ) =
ve
]
(w2 )
il
(s v2)?
A
dir.

(2.4.4)

(2.4.5)

(2.4.6)

Diger taraftan (1.2.23), (1.2.24) , (1.2.25) bagmtilarmin yardimi ile bu

koordinat sisteminde

g1 = 8x» :/12 +v2, g5 =1
€ =853=8 =83 =83, =83, =0

bulunur. [ gij} matrisi ve bu matrisin determinanti;

@>Hvi 00
[g;]=| 0 #+v 0, det|g|=p"+V
0 0o 1

dir.
Bu koordinat sisteminde,

Yay elemant,
(ds)" = (s +v7)[ ()" +(dv)’ |+(dz)

Hacim elemanu;

(2.4.7)

(2.4.8)

(2.4.9)



24

dV = (1 +v*)dudvdz (2.4.10)
Alan eleman;

dA = (17 +v*)dudv (2.4.11)
V operatorii;

Ve G %45, (2.4.12)
(,u2+v2)5 ou (u2+vz)5 ov oz
dir.
f =f(u,v,z) bir skaler fonksiyon ve E parabolik silindirik koordinatlardaki

skaler bilesenleri E ,E ,E, bir vektor olmak tizere

f fonksiyonunun Gradyenti;

- Alof - of- | of-
gradf:Vf:(,u2 +v2) 2 {aeﬂ +Eev}+gez (2.4.13)

E vektoriinlin Diverjanst;

divﬁzﬁz(ﬂzm)i{%[(ﬂuw)i+Eﬂ}+£[(ﬂz+w)i+lzv}}+@§; (24.14)

E vektoriiniin Rotasyoneli;

rotE=(u2 +vz)_l — — — (2.4.15)

f fonksiyonunun Laplasyeni ;
1 [82f azf} o’f
+ +

2.4.16
aﬂZ av2 aZZ ( )

Vf =

/12+V2

olarak elde edilir.
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2.5. Kiiresel Koordinatlar

Sekil (2.5.1)

Bir P(x,y,z) noktasinin  kiiresel koordinatlari, r; P noktasinin baslangi¢

noktasina uzakligi. 0 :OP =1 vektoriiniin Z ekseni ile yaptigi aci, y ; r vektoriiniin XY

diizlemi tlizerindeki izdiisiimiiniin ox ekseni ile yaptigi ag1 olmak iizere;

u'=r 0<r<oo
u’=0 0<f<r (2.5.1)
uw =y 0<wy <27
koordinatlarina kiiresel koordinatlar denir. Kartezyen koordinatlar kiiresel
koordinatlara
X =rsinfcosy
y=rsindsiny (2.5.2)

z=rcosd
bagintilari ile baghdir.

Bu koordinatlarla kartezyen koordinatlar arasinda,
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1

4y}

z

X’ +y’+z° =1’ tan 0 = tany =2 (2.5.3)
X

bagntilart vardir.

P(x,y,z) noktasiin r=xi+yj+zk yer vektorinin kiresel koordinatlar
uizerindeki ifadesi;

;=rsinecosw;JrrsinGsinw}chosOE (2.4.4)

ise; metrik katsayilar ve r,0,y nin artan yondeki birim vektorleri

—

h1=2—; =1 h2=§—; =r h3=% =1.5in0 (2.5.5)
ve
el :Er :sinﬁcoswf+ sin Hsinw5+ cos Ok
€2 = ey = cos O cosyi+cos Osiny j—sin Ok (2.5.6)
e :EW = —rsin@sim//;Jrrsianosy/]
dir.

Diger taraftan (1.2.23), (1.2.24) , (1.2.25) bagmtilarmmn yardimi ile bu
koordinat sisteminde
2

g1 = 833 =1 gy =T =838 78378378 = 0 (2-5'7)

olarak bulunur. [ gij] matrisi ve bu matrisin determinanti;
0

1 0
[gij}= 0 r* 0], det[giJZr (2.5.8)
0 0 1

dir.
Bu koordinat sisteminde,

Yay elemant;
(ds)2 =(dr)2 +r2(d19)2 +r2.sin26’(dg//)2 (2.5.9)
Hacim elmani;

dV =1’ sin fdrdOd (2.5.10)
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Alan eleman;

dA =rdrd0d y (2.5.11)

% operatort;

= 0- 10- 1 0 -
6 t+t—————¢C
or r o6 r.sin@ oy

(2.5.12)

f=f (r, 6,\|/) bir skaler fonksiyon ve E de kiiresel koordinatlardaki skaler
bilesenleri E_,E,,E, bir vektor olmak tizere

f fonksiyonunun Gradyenti;

gradf =vg=g 1o 1T oy (2.5.13)
or r o6 rsiné oy

E vektoriinilin Diverjanst;

- JoE
divE=VE=Lr 2 (1 ooty 1 &y (2.5.14)
o r r 06 r rsinf oy

E vektdriiniin Rotasyoneli;

e el é.,rsin@
0 0 0

ROE=VXE=——|— — — (2.5.15)
r'sind|or 06 oy
E, E,;r E,rsing
f fonksiyonunun Laplasyeni
2 2 2
sz:a—f+2§+%a—f2+cozeﬁ+ - ‘1 - _8f2 (2.5.16)
o~ ror r o6 r° 060 r°sin“ 0oy

olarak ifade edilir.
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2.6. Prolate Kiiresel Koordinatlar

Sekil (2.6.1)

0<p<ow

1
2
3

e e <

n
0 0<O<7z (2.6.1)
14

0<y<2rm@

koordinatlarina Prolate Kiiresel Koordinatlar denir. Kartezyen koordinatlar prolate
kiiresel koordinatlara
aeR elipsin odak uzunlugu olmak iizere;
x =asinhzysinfdcosy
y =asinh7sin @siny (2.6.2)
z=acoshncosd

bagintilari ile baghdir.
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Bu koordinatlarla kartezyen koordinatlar arasinda

x> y’ z’ -1

2 . 2 2 . 2 2 2 -

a’sinh”7 a’sinh"7 a”cosh’7 (2.6.3)
X2 y2 z’

1

a’sin’@ a’sin’@ a‘cos’
bagintilar1 vardir.

P(x,y,z) noktasinin r=xi+ y} +zk yer vektoriiniin prolate koordinatlardaki
ifadesi,
r = asinhzsin @ cosyi+asinh 77 sin @siny j+a cosh 77 cos Ok (2.6.4)

ise metrik katsayilar ve 7,0,y nin artan yondeki birim  vektorleri

1 1 T
h, = o =a(sinh’ @+sin’@)> h, = o =a(sinh®@+sin’0)* h, = o =a-sinhz-sind (2.6.7)
on oy 0z
ve
S 3 coshzsindcos t//f+ cosh77sin @sin g//j+ sinh 77 cos 0k
1=Cp = 1
(sinh? @ +sin’ 9"
< —e sinh 77 cos € cos 1//?—1— sinh 77 cos @ sin W]—coshnsin 0k
2 =C9 = 1

(2.6.5)
(sinh2 6 +sin” 49)5

e =¢e, =—sinyi+cosy ]

dir.
Diger taraftan (1.2.23), (1.2.24) , (1.2.25) bagntilarmin yardim ile,

g,=g,=2" (Sinh2 0+sin’ 6) g,, =a’sinh’ nsin® O

(2.6.8)
81, =855 =85 =85 =83 =85, =0
bulunur. [ gij} matrisi ve bu matrisin determinanti;
a’ (sinh2 0+sin’ 0) 0 0
[gij] = 0 a’ (sinh2 0+sin’ 0) 0 : (2.6.9)
0 0 a’sinh’ 77sin” @

det[gij] =a’ -(sinh2 n +sin’ (9)sinh 7.sin @
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olarak bulunur.
Bu koordinat sisteminde;

Yay elemant;
(ds)2 =a’ (sinh2 0 +sin’ 6)[(dn)2 + (d@)2 } +a’sinh’ nsin’ 6(d\|1)2 (2.6.10)
Hacim elman;

dV =a’(sinh® 0 +sin’ 0)asinh 7 sin ddndody (2.6.11)
Alan elemant;

dA =a’ (sinh® 0+sin’ 0)dndo (2.6.12)

% operatoru;

= 1 0 -~ 1 0 -~
V- 3yt T2
a(sinh2 6 +sin” 6)2 d a(sinh2 6 +sin” 9)2 (2.6.13)
1 o -
+— ; €y
asinhnsind oy

seklindedir.
f=f (77,6?,1//) bir skaler fonksiyon ve E parabolik kiiresel koordinatlardaki
skaler bilesenleri E .E,E, bir vektor olmak tizere,

f fonksiyonunun Gradyenti;

1 of - of - N 1 8fé
asinhznsind Oy

gradf = Vf = v (2.6.14)

1
a (sinh2 0 +sin’ 9)2
E vektdriiniin Diverjanst;

1
a (sinh2 1 +sin® 9)

1 1
- LE (sinh2 n+sin’ 9)2 sinhpE |+ .1 9 (sinh2 0 +sin’ 6)2 sindE,
sinhn On "1 sin@ 06

divE=VE=—=

(2.6.15)
1 GE,

+
asinh7sin@ Oy
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E vektoriiniin Rotasyoneli;

1

RotE = VXE = - : - -
a (smh2 0 +sin’ 9) sinh77sin &

—_

1
(sinh2 6 +sin’ 49)E e, (sinh2 6 +sin” 9)5 es  sinhzsinfe,
9 9 o
on 06 oy
1 1

E, (sinh2 n +sin’ 0)5 E, (sinh2 n +sin’ 6’)E E, sinh7-sin @

(2.6.16)

f fonksiyonunun Laplasyeni ;

2 2
Vi = —— 21 — at;+coth77§+af2+cot6?ﬂ
a (smh 0 +sin 0) on on 00 00
1 S (2.6.17)
+ 2 2 2 2
a“sinh” @+sin” 0 Oy

olarak ifade edilir.
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2.7. Oblate Kiiresel Koordinatlar

2
Ge Jabil L 6=0
22
\ -"'H.E
P-Jabit :
| g s
' ., y
|
y-0 i
¥ |
x ¢ ! [
R '
f=x = Sabit,
Sekil (2.7.1)
u' =7 0<n<ow
u =0 0<f<rx (2.7.1)
u3 =y 0< V< 2r

koordinatlarina  Oblate Kiiresel Koordinatlar denir. Kartezyen koordinatlar oblate

kiiresel koordinatlara, a € R elipsin odak uzunlugu olmak tizere;

x =acoshzsinfcosy
y =acoshzsin@siny (2.7.2)

z =asinhncosd

bagntilar1 ile baghdir.
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Bu koordinatlarla kartezyen koordinatlar arasinda,

x> y’ z’ -1

2 2 2 2 2 o2 o

a“cosh®7 a”cosh®n a”sinh”7 (2.7.3)
x> y2 z’

_ -1
a’sin’@ a’sin’@ a’cos’é

bagintilar1 vardir.

P(x,y,z) = noktasinin r=xi+ yj +zk yer vektoriiniin Oblate Kiiresel
Koordinatlardaki ifadesi
r =acosh#7sincosyi+acoshzsin@siny j+asinh 7 cosd (2.7.4)

ise; metrik katsayilar ve 77,6,y nin artan yondeki birim vektorleri,

1 1
h, = orl_ a(cosh’n—sin’ 0)?, h, = ol a(cosh’ 7 —sin’ 0)?, h, = orl_ acoshz.sing (2.7.5)
on 06 oy

\

- sinh 7 sin @ cos l//;-l— sinh7sin @sin y/j +sinh 7 cos ok

1
(cosh? 77 —sin” 9)?

< 3 coshncosé?cosy/f+coshncosé?sint/fj—sinhnsine
2 =09 =

: (2.7.6)
(cosh? 17 —sin? 6)?
es =e, =—sin 1//Y+ cosy/j
dir.
Diger taraftan (1.2.23), (1.2.24) , (1.2.25) bagmtilarmin yardimi ile bu
koordinat sisteminde,

g, =gy =a’(sinh’ 0+sin’0) g, =a’-sinh’n-sin’ 0 (2.7.7)

ve [ gij} matrisi ve bu matrisin determinanti;

a’(cosh’ 7 —sin’ @) 0 0
[gij} = 0 a’(cosh’® 7 —sin’ @) 0 S
0 0 a’cosh’77sin’ @ |’ (278)

det [gij] =a’ (sinh2 n +sin’ 6’) sinh77sin @

olarak bulunur.
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Bu koordinat sisteminde,

Yay elemant;
(ds)* =a’(cosh’ n—sin® 0)[(dn)* +(d0)*]+a’ cosh’ nsin® O(dy)’
Hacim elmani;
dV =a’(cosh® 77 —sin® @) cosh7sin & dndOdy
Alan elemant;

dA =a’(cosh’ 7 —sin’ 8)dndé

v operatori;
V- ! 054 ! _95,
2 2 gy 077 2 . 5y 00
a(cosh” 77 —sin” 8)? a(cosh”™ 77 —sin” 8)?
1 0 -

+ - Cy
acoshnsind oy

seklinde verilir.

(2.7.9)

(2.7.10)

(2.7.11)

(2.7.12)

f=f(17,0,y) ve E Obleyt Kiiresel koordinatlardaki skaler bilesenleri

E,.E,,E, bir vektor olmak iizere,

f fonksiyonunun Gradyenti;

gradf = V. = 1 N AL 1

a[(cosh® 77 —sin® 6)]?
E vektoriiniin Diverjansi,

1

divE =VE= —
a(cosh™ 7 —sin” )

1
{ ! i{(coshz n—sin’ 0)5 cosh 77EJ+ .1 5 a%[(cosh2 n—sin’ 6’)

cosh#n on sin
1 oE,

+
acoshnsind oy

+ K ey/
on 00 acoshzsind = Oy

(2.7.13)

1
2 sin QEQ}}

(2.7.14)



E vektoriiniin Rotasyoneli;

rotE = !
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a(cosh” 77 —sin” @) cosh 77sin &

1

o
on

1
2 2 9
E, (cosh” 7 —sin” 0)*

f fonksiyonunun Laplasyeni ;

) 1 o
\% ¢: 2 2 ) 2
a“(cosh”n—sin” @) | On

1 o’f

+
a’ cosh’ .sin” @ Oy*

olarak ifade edilir.

0

00

1

(cosh? 7 —sin* @)2e, a,(cosh’n—sin’@)2es coshrnsinbe,

9
oy

1
E,(cosh’ 77 —sin® §)2 E, coshzsin &

+tanhn—+
77877

2

06

+cot¢9ﬁ
00

(2.7.15)

(2.7.16)
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2.8. Parabolik Koordinatlar

o
pe okt -0
’ pe sl
('.!'
7
] //
| 1%
' Al
e '
e
/ f
r,@ Ry 15 [! y
‘if i #-l' I 'l
-1-
) | ! ﬁu
LS
I 11\
Ir , | I"-
AN i
Aedabit e
R j*i'&k.t
Sekil (2.8.1)
Sekil (2.8.1)
u'=p 0< <o
uw=v 0<v<owo (2.8.1)
u =y 0<wy<2r

koordinatlarina ~ Parabolik Koordinatlar denir. Kartezyen koordinatlar parabolik

koordinatlara
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X = [V COSY

y = uvsiny
=5l

bagintilar1 ile baghdir.
Bu koordinatlarla kartezyen koordinatlar arasinda,
X +y =4 (/12 —22)
x> +y’=v’ (V2 + 22)

tam//:X

X

bagintilar1 vardir.

(2.8.2)

(2.8.3)

P(x,y,z) noktasinn r = xi+ yj+ zk yer vektoriiniin Parabolik Koordinatlardaki

ifadesi,
”_ ~ . e 1 2 2\1.
r—,uvcosy/1+,uvsmwj+§(,u -V )k

ise; metrik katsayilar ve x, v,y nin artan yondeki birim vektorleri;

or = or = or
h, =|—|= (> +v*)?, h, =|—|=(g*+v*)?, h,=|—=uv
P (/u ) A P (/u ) P H
ve
- - vcosyﬁ—i—vsim//}tul;
elzey: 1
(7 +v?)?
- = ,ucosy/f+,usinl//3—vlz
€ =¢Cy = 1
(w2 +v2)
e =EW =—sin lﬁ+ cos w}
dir.

(2.8.4)

(2.8.5)

(2.8.6)

Diger taraftan (1.2.23), (1.2.24) , (1.2.25) bagmtilarmm yardimi ile bu

koordinat sisteminde,
2 2 2.2
g =8p =MtV , gu=UV

ve [ gu} matrisi ve bu matrisin determinanti;

(2.8.7)
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w+v: 0 0 L
[g,]=| 0  #+v? 0 | det[gij}:% (2.8.8)
0 0 wv?

olarak bulunur.
Bu koordinat sisteminde

Yay elemant;

(ds)" = (s +v)[ (du)* +(dv)’ |+ 42" (dyr) (2.8.9)
Hacim elman;

dV = (g +v* ) uvdudvdy (2.8.10)
Alan elemant;

dA = (4 +v*)dudv (2.8.11)

v operatort;

eu+———¢e, (2.8.12)

seklindedir.
f=f(uv,p) bir skaler fonksiyon ve E Parabolik Koordinatlardaki skaler
bilesenleri E EE, bir vektor olmak iizere

f fonksiyonunun Gradyenti;

1 {8f~ afé} e, oOf

gradf =V.f = +—L— (2.8.13)
(w2 )

E vektoriinilin Diverjanst;

1 1
GV =VE— %{li{y(ﬂz o) Eu}lai[v(ﬂz ) Evﬂ+— %, (2819
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E vektoriiniin Rotasyoneli;

RotE=VxE=— | |
a(cosh” 7 —sin” @) cosh7sin
1 1
(1 +v)2e, (1 +v*)e. uve, (2.8.15)
9 90 2
ou ov oy
1 1
2 2\2 2 AD)
E (u+v?)? E(u +v')? E, uv
f fonksiyonunun Laplasyeni;
2 2 2
o [Ff 1o @t tat], 1 of 2510
W +n | oy puou oOv: vov| uv oy

olarak ifade edilir.
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2.9. Konikal Koordinatlar

Sekil (2.9.1)

u'=r 0<r<ow
uw' =0 b’ <6 <c’ (2.9.1)
=1 0< A% <b?

koordinatlarina Konikal Koordinatlar denir. Kartezyen koordinatlar konikal

koordinatlara
(X)2 z(@jz ( )2 _ 2 (92 _bz)(bz _}\’2) (Z)Z _ 2 (Cz _92)(02 _}\42) (2 . 2)
be Y bz(cz—bz) cz(cz—bz) o

bagintilar1 ile baglhdir.

Bu koordinatlarla kartezyen koordinatlar arasinda,

X’ +y*+7° =1’

X2 y2 ZZ X2 y2 ZZ

e e ) W el (292)
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bagintilar1 vardir.

P(x,y,z) noktasinin r=xi+ y§+ zk yer vektoriiniin Konikal Koordinatlar

uizerindeki ifadesi,

;z(rﬂ.ﬂJh{rz(@zbz)(bzﬂz)];}{rz(cz02)(c2/12)J '

b.c bz(c2 —b2) ¢’ (02 —bz)

N | —

(2.9.4)

ise; metrik katsayilar ve w4, v,y nin artan yondeki birim vektorleri,

_[ v (0 -2) )J;’ L _|or] [ (6 - 2%)

or :
o T @) ol (bz/’tz)(czﬂz)] (293)

ov

=1, h,=

) =

[(i:f%;[“@; ) o)

AP (e K o
R )
((azr_g’f)(‘j‘)gz)T (29.6b)

+1[r2<c2ez><cwz>]i(zr<c2eZ)(M)}E

¢’ (02 —bz)
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ey

€3 =€ =

{(bzr_2 f) (6?2_)12)12 (2962)
PP )

e
dir.

Diger taraftan (1.2.23), (1.2.24) , (1.2.25) bagmtlarmin yardimi ile bu

koordinat sisteminde,

r2(092—/12) rz(gz_ﬂz)
g, =1 gzzz(ez_bz)(cz_ez)’ g33:(b2_22)(cz_12) (2'9'7)
dir. [ gij] matrisi ve bu matrisin determinanti;
1 0 0
(0 -7

I:gij} =0 (02 _E)z)(cz _)92) 0 (2'9'8)

. . 2 (92 —/12)

_ (b7 27)(e?=27),

2(p2 _ 52

det[ g, |= Gy (2.9.9)

olarak bulunur.
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Bu koordinat sisteminde

Yay elemant;

(ds)’ =(dr)"+r* (€’ bz)[( (a0 (a2) ] (2.9.10)

7 -b)(C-0°) (0 -2)(c-2)

Hacim elmani;

vy [(vr—zf)(f—)mf i 221}

Alan eleman;

ane| OE) P (2.9.12)
- (Hz_bz)(cz_ez) T o
v operatort;
ﬁzgér + : _ 95, : 95, (2.9.13)

{(ezrzg)@fZ)ez)T 86 [(bzrz(@{)(cfz)f)y )

f=f (r, 49,/1) bir skaler fonksiyon ve E Konikal Koordinatlardaki skaler
bilesenleri E ,E,,E, bir vektor olmak lizere,

f fonksiyonunun Gradyenti;

gradt=ve=e 1
- orle-ay (2.9.14)
{(ez_bz)i(cz_ez)i L %}

E vektoriinlin Diverjanst;

L= == 1d 1
divE = VE== r—za(rzEr)+ 7

1

{(92 b (=0 .%[(92 2y Eg}t(b2 (- )i%[(ez 2y E}} (29.15)
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E vektoriiniin Rotasyoneli;

(2.9.16)
ROtE :§XE i [(92 _bz)(cz —492)(b2 —/12)((:2 —12)];
(0°-27)

N S T e

— o

L Eovpe-e) (Ber)(e-s)
9 9 9
| or 06 oy

E, E, (0’ —/12); E, (67 —12);

r (ez_bz);(cz_ez); (bz_lz);(cz_lz);

f fonksiyonunun Laplasyeni;

of 20f 1 o’f of
sz Zy-i';g-i'rz(ez—_iz)[(gz —bz)(C2 _02)802 —9[292 —(b2 +C2 )]E

(b2_/12)(c2_/12)2;€ #2247~ (v? +cz)]%} (2.9.17)

olarak ifade edilir.
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2.10. Elipsoidal Koordinatlar

e SQbJ L

Sekil (2.10.1)

2a; elipsin asal eksen uzunlugu,  2b; elipsin yedek eksen uzunlugu, c elipsin

odak uzunlugu olmak tizere

¢’ <n<owo’

1
2
3

e e ¢

"
0 b’ <’ <¢? (2.10.1)
A 0<A*<b’

koordinatlarina  Elipsoidal Koordinatlar denir. Kartezyen koordinatlar

elipsoidal
koordinatlara,
- o1 2 2_(772—b2)((92—b2)(b2—12)
O I e e
R o
Cz (02 _bz)
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bagintilar1 ile baghdir.

Bu koordinatlarla kartezyen koordinatlar arasinda

2 2 2

=+ 2y b2 + 2Z 7=1

non - n=c

2 ¥ .

a2ttt =1 (2.10.2)
2 ¥ 2

FER SR ERCy
bagintilar1 vardir.

P(x,y,z) noktasmim r=xi+ yj+ zk yer vektorliniin Elipsiodal Koordinatlardaki

ifadesi,
T e
(2.10.3)

ise metrik katsayilar ve 77,0, 4 nin artan yondeki birim vektorleri;

R R,
S —xﬁ)(ez—wf
v | (b))
N e e e = )
(o)
o = O
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(779] T+1[(’72 ~b%) (6% -b%)(b? /12)};{(772 -b%)(6>-b%) (b’ 2/1)}3

- be ) 2 bz(cz—bz) | bz(c2—b2)
()
ol G o ) S
(=re=1)
E G )t s
o221
(92_1,?(02_292)2 -
o e N o e O
)
dir.

Diger taraftan (1.2.23), (1.2.24) , (1.2.25) bagmtlarmin yardimi ile bu

koordinat sisteminde

i 0 Y (e [ N U i
) ETEeee) BT )
(2.10.6)

dir. [ gij} matrisi ve bu matrisin determinanti;
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0 0 ey
det[g, = (n*=07)(n* —2)(6" -2%)
() () (0 ) (&~ 0°) (5" ) (& )

olarak bulunur.
Bu koordinat sisteminde,

Yay elemant;

(@ [E:f,%ﬁ:xﬂwmﬁzﬁ;i” ))]we)
[((E pi _iig]w

[ sl a)y (el

(2.10.7)

(2.10.8)

(2.10.9)

2
J dnd@da (2.10.10)

(2.10.11)
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v operatori;

V- 1 95,4 ! _ 0

f=1f (77,(9,/1) bir skaler fonksiyon ve E Konikal Koordinatlardaki skaler

bilesenleri E E,E, bir vektor olmak tizere,

f fonksiyonunun Gradyenti;

e e Rl =
br'- )(77_1) (alling (2.10.13)
N (bz_ﬂz)(cz_ﬂz) EE %
(w7 -22) (e -27)| ~aa
E vektoriiniin Diverjanst;
L= == nz—bzénz—czé A
divE=V.E== ((772_‘92)((772_12)) _77{(77 -0 )2(77 -4 )2 En}
e G AT PR
oo ol of i ]
Gl A PR
-2 e -2) o (=2 (0*-2) Ei}
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E vektoriiniin Rotasyoneli;

[(772 ~b?)(* —c*)(0* - b*)(c* - 07)(b* - 22) (< _/12)];

o7 o)

rotE =

(F=v) =) | (@) (e-e) | | () (e -2
o 9 o
on 00 EY)

ae“ez—bﬁipf—eﬁigg} (2.10.16)

olarak ifade edilir.
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2.11. Parabolidial Koordinatlar

Sekil (2.11.1)

u'=p b< <o
uw=v 0O<v<c (2.11.1)
w=1 c<A<b

koordinatlarina Parabolidial Koordinatlar denir. Kartezyen koordinatlar parabolidial

koordinatlara,
(x)" = (bic)(ﬂ—b)(b—v)(b—l) (y) = (bic)(ﬂ—c)(c—v)(c—l) (2.11.2)
z=u+v+A-b-c u>b>A>c>v>0

bagntilart ile baghdir.

Bu koordinatlarla kartezyen koordinatlar arsinda,
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XZ yZ
:—4 —
ﬂ—b+ﬂ—c (z=1)
S A 2.112
b—v+c—v__ (z—v) (2.11.2)
2 2
~ T —4(z-2)
b—4 A—c

bagintilar1 vardir.

P(x,y,z) noktasinin r=xi+ yj+ zk yer vektoriiniin Paraboloddial Koordinatlar

uizerindeki ifadesi,

4

;_((b_d(ﬂ—bXb—vxb—zﬂ;§+@bicﬁﬂ—cxc—vxc‘lﬂz3 (2.113)

+(,u+v+/1—b—c)f<

ise; metrik katsayilar ve x,v, A nin artan yondeki birim vektorleri,

et (=), Jed] W)(MT
M=o [(ﬂ—*ﬁ(ﬂ—‘)J " tav\ ((b_”ﬁ(c_v) (2.11.4)
X =M§|=C1—vxy—zqz
" ov] ((b-2)(2-¢)
g _;[@icﬁ —bXb—Vﬂb—ﬂﬂ2(®ic%b—VXb—ig1
(w—v)(u—z) 3
(#=b)(s=c)
4 i, q
Aty eelete-) ((bl_c)@—v)(c—z)]ﬁk -
“y-vxﬂ-zqz
(1=b)(p-c)



dir.
Diger taraftan (1.2.23), (1.2.24) , (1.2.25) bagmtilarnin yardimi ile bu

koordinat sisteminde,

), ey, (o))
T T R (T B (RN Ty (2119

I:gij}: 0 ('U_V)E

(b—v)(c—v) , (2.11.7)
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detfe] =g - (B=v)(H=1)(2v) : (2.11.8)

[(1=b)(n=c)(b=v)(c=v)(b=2)(r~c) ]

olarak bulunur.

f=£(7,0,1) ve E Parabolidial Koordinatlardaki skaler bilesenleri E EE;

bir vektor olmak tizere,

Yay elemant;

(dgz:{“*””(”‘ﬂfkquy+{Qﬁiﬁﬁi:iikdvy+{§%§%Mﬁifl}@zy(2419)

(1=b)(u=c)
Hacim Elemani;

dV=(“‘Vﬂuzq5£u¢vxzvq;

(1=b)(u-c)

Alan Elemani;

dA:((ZZ)(”l)j;[(“v)(’lv)f dudv (2.11.11)

% Operatori

() -},
[ D0 )] dudvda (2.11.10)

(2.11.12)

1 (2.11.13)
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E vektoriinlin Diverjanst;

aive = WP (Hmc) 0 [(ﬂ—v)i(u—z)QEﬂ}

(u=v)(u=-2) ou

(b v) (c- v)z 0 [(ﬂ_v);(g_v);]gv} (2.11.14)

(u- v)(/l v) ov

+(b—/1) (/1—0) 0 [(ﬂ_g);(ﬂ—v);EJ

(,u—i)(/”t—v) oA

E vektdriiniin Rotasyoneli;

1

o [0 (=) (b-v) () (- (A=)

RotE = VXE = (,U V)(,u /1)(2 v)

et [t e
% % % (2.11.15)
= = R

—V)T%:(bv)i(cv)ia_} (2.11.16)

(b
| (u-

olarak ifade edilir.
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III. BOLUM

OZEL KOORDINAT SISTEMLERINDE HELMHOLTZ DENKLEMININ
AYRISTIRILMASI VE STACKEL MATRISI

3.1. Helmholtz Denklemi
Fizik, Miihendislik ve Uygulamali Matematik alaninda karsilagilan diferansiyel

denklemlerden pek ¢ogu ¢ = ¢(x, y,Z, t) bir skaler fonksiyon ve k sabit olmak tizere
V2¢+k2¢:f(x,y,z,t) (3.1.1)
seklinde ifade edilebilir.

f (x, y,Z, t) =0 ise denklem Helmholtz veya Dalga Denklemi adin1 alir.

Ornegin;
V’¢=0; Laplace Denklemi (3.1.2)
V?¢=-k ; Poisson Denklemi (3. 1 .3)
) 1 o0¢ . .
V'¢=—— 1 Diifizyon Denklemi (3.1.4)
h” ot
10 :
V¢ =—— ; Dalga Denklemi (3.1.5)
c” ot
V’¢+k’¢=0; Helmholtz Denklemi (3. 1 .6)

denklemleri bu tiirden ifade edilen denklemlerdir.

Bu denklemlerin ortak ozellikleri lineer, ikinci dereceden ve kismi tiirevli
diferansiyel denklemler olmalaridir. Bu denklemler 6zel degerlerle ve ayristirmalarla
Helmbholtz Denklemine indirgenebilirler.Helmholtz Denkleminin ¢dziimleri yardimu ile

de bu denklemlerin ¢6ziimleri irdelenir.

3.2.Basit Ayristirma ve Stackel Matrisi
Eger

$=U"(u')U*(u*)U*(v*) (3.2.1)
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almmasi ile V’¢=0 denklemi ii¢ adi denkleme ayrilabilirse bu ayristirmaya basit
ayristirma denir.

Helmholtz Denklemi; ¢ skaler, f bir vektdr fonksiyonu ve V> bir skaler
laplasyen olmak {izere

Vé+k¢=0 (3.2.2)
ve

V2F+k’F=0 (3.2.3)
seklinde verilir.

k=0 i¢in Helmholtz Denklemi Laplace Denklemine doniisiir.

go L [0 o) o (hb o) o (hb o] g,
hohh,|du | b ou) oull h, 60’ ) ow\ h, ou
1
olmak iizere ¢:¢(u1,u2,u3) ve h h,h, =g>

i¢in
1 1 1
1 1 2 3
| 1 0 |g*dU 1 0| g>du 1 0| g?>dU
V=g e I Rl e R I BT - I (3'2'5)
U ou|g,du U”ou’| g,, du U’ ou’| g,, du
I
13 2 i
vig g2y L 0 1&g dU (3.2.6)
= U ou'| g, du
dir.
Boylece V’¢+k’p=0 seklinde ifade edilen Helmholtz Denklemi
1
<& 1 0| g dU s
2 - | — +k :O 327

seklinde yazilir. Burada k* zamani iceren terimlerin ayrilmasindan elde edilen ayirma
sabitidir. Bu denklem bazi koordinat sistemlerinde ayrilabilir. Helmholtz Denkleminin
basit ayrilabilmesi i¢in  bir koordinat sisteminin saglamasi gereken kosullar
inceleyelim.

Ug fonksiyonun garpimi olarak ifade edilen

¢:U1(u1)U2 (uz)U3(u3) (3.2.8)
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fonksiyonu (3.2.6) de yerine yazilirsa,

1310 g2 du' | o,
2 . +k“=0 3.29
8 Z;U' ou'| g. du ( )

elde edilir. (3.2.9) denklemi parantezin i¢indeki her nicelik bir tek bagimsiz degiskene

gore yazilamazsa denklem ayristiritlmaz. Bu kosul genel olarak saglanmayabilir.

1

1 2
Ciinkii g? ve g, ii¢c koordinatin fonksiyonlar olabilir. Fakat £ hin sabit oldugu 6zel
gii
durumlarda (3.2.9) denklemi

1
523: sabit dU T

0 (3.2.10)

l
i=1

olur. Burada toplamin her terimi bir bagimsiz degiskenin fonksiyonudur. Diger bir 6zel

durum

!
g f (ui) olmas durumundadir. Bu durumda (3.2.9)
&ii

g Z ( dlujj +k*=0 (3.2.11)

seklini alir. Bdylece toplamin her bir terimi yine sadece tek degiskenin bir

fonksiyondur.

1

2
Ayrilabilme i¢in en genel kosul £ qiniki fonksiyonun ¢arpimi olmasidir.

ii

Yani;

g_:fz(uz)Fz (u'v?) (3.2.12)
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kosulu basit ayirma i¢in gerekli kosuldur.

(3.2.12) Denklemi (3.2.9) denkleminde yerine yazilirsa,

%i ( d[uf] LK =0 (3.2.13)

=1

ifadesi elde edilir.

1
Burada g2, F, ve f, koordinat sistemi tarafindan belirtilir. ¢=U".U*>.U’ nin U’

fonksiyonlart koordinat sistemi ve ayirma sabitlerinin  her ikisinin de fonksiyonlari

olurlar.
Ayirma sabitleri ¢, =(k)2,a2,a3 ile gosterilirse f, ve F ler a lardan
bagimsiz iken (3.2.13) denkleminin U' leri « nin fonksiyonlaridir. (3.2.13)

Denkleminin ¢, ,,c; gore diferansiyellenebildigi kabul edilirse,
0|1 df. dU 0|1 df. du 0|1 d(.du’)| 2
F — f +FE — f +E — f +g2=0
' oa, {Ul du‘( Vo ﬂ > 0, {U2 du2[ > au? H e, {Uz du{ Caw ﬂ ¢

- A _ i 3
F 0 Ll d1 £ dU1 +F, 0 LZ d2 £, dU2 F, 0 Lz d3 £, dU3 0 (3.2.14)
oa,| U du du Oa, | U du du Oa,| U du du

i Y] i 2 3
F 0 Ll d1 £ dUl +F, 0 Lz d2 £, dU2 F, 0 Lz d3 £, dU3 0
Oa;| U du du Oa;| U du du Oa, | U™ du du

elde edilr.Denklem yeni notasyonlar kullanilarak daha kisa ve 6zlii olarak,

1
fiFd, (ul ) +1,Ed,, (u2 ) +EEd;, (u3 ) =g’
f,Ed, (u')+5,Ed, (u”)+fEg, (v')=0 (3.2.15)
fiFid (ul ) +1,Edy, (UZ ) +fEd, (u3 ) =0

varsa

yeo 1 01 dfa
%(u )_ fi(u )80{ {Ul du' [fl du’ H (3'2'16)

seklinde yazilir.
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(fF) ., (f,F) ve (fjF) nicelikleri icin ¢ (3.2.15) denklemleri igin

¢Oziilebilir. Bu sistemden elde edilen,

h b B
S=det[S]=|d & (3.2.17)
¢31 ¢32 ¢33

determinant1 ‘Stackel Determinant’ olarak adlandirilir.Bu determinantta Birinci satirin
elemanlar1 sadece u' in, ikinci siradakiler sadece u” nin ve ii¢lincii satirin elemanlari
sadece u’iin fonksiyonlaridir.

(3.2.15)sisteminin ¢oziimii M, ler  ‘Stackel Determinant’ mn birinci

stitunundaki ¢, elemanlarinin

¢22 ¢23 ¢12 ¢l3 ¢12 ¢13

M. = __ _ 3.2.18
bolde 4y e 4 Dol oy (218
seklinde kofaktorleri olmak tizere,
1
g’ M,
fF = _[¢22 By — by ~¢32] =g’
S S
1
g’ oM
f,F, :§[¢13-¢32 _¢12-¢33]=g2 SZI (3-2-19)
1
g’ M
fF, = _[¢12-¢23 _¢13-¢22] =g’ —
S S
dir. (3.2.12) ve (3.2.18) denklemleri karsilastirilirsa;
S
i =T 3.2.20
& =, (3.2.20)

il
oldugunu goriiliir. Bu basit ayrilabilme i¢in birinci kosuldur. Ayni zamanda (3.2.19)

denklemlerinden,
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g _¢ (uz){M (3.222)

veya

f, (u1 )[%] - f(uz)!%] - f(u3 )[%] (3.2.23)
bulunur. Bu sonug sadece,

1

2
%: £ (u') £, (v?)£ (u) (3.2.24)
olmasi ile miimkiindiir. (3.2.23) Denklemi Helmholtz Denkleminin basit ayrilabilmesi

igin ikinci kosuldur. Eger (3.2.19) ve (3.2.23) denklemleri verilen bir metrik

katsayilar1 kiimesi tarafindan saglanirsa, denklem bu koordinat sisteminde basit bir
sekilde ayrilabilir.
Kisaca  ii¢ boyutlu Euclidean uzayda, Helmholtz = Denkleminin basit

ayrilabilmesi i¢in gerekli ve yeterli kosullarin metrik katsayilarin

S :
L= — 1=1,2,3
5 Mil
1 (3.2.25)
2
E g ) (o) ()
kosullarimi saglanmasi gerektigini soyleyebiliriz.
Diger taraftan bir Stackel Matris
¢1 1 ¢]2 ¢l3
[S] = ¢ 9y (3.2.26)
¢3l ¢32 ¢33
seklinde ifade edilir.

Bu matrisin determinant1 S Stackel determinantidir. (3.2.8) da belirtildigi gibi
bir Stackel matris ve metrik katsayilar arasinda birebir uygunluk yoktur. ¢

elemanlarin1 uygun sekilde segmek miimkiindiir.
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IV. BOLUM

HELMHOTLZ DENKLEMININ
OZEL KOORDINAT SISTEMLERINDE COZUMU

Bu bolimde Helmholtz Denkleminin  on bir koordinat sisteminde ¢Oziimii

irdelenecektir.

4.1. Kartezyen Koordinatlarda Coziim

Boliim 3 (3.2.17) bagmtisindan bu koordinat sistemi i¢in Stackel Matris ve

determinanti;
0 -1 -1
[S]: 0 1 0 S=det[S]:1 (4.1.1)
1 0 1

seklinde yazilir, (3.2.18) bagintisindan,
M, =M, =M, =1 (4.1.2)

kofaktorleri elde edilir. (1 .2.25) Bagintisindan bu sistemdeki metrik katsayilari,

1
g1 =8» =83 =1 g =1 (4.1.3)

seklinde yazilarak  f,f,,f, degerleri ise (3.2.24) bagntisindan,

fi=1f,=1f=1 (4.1.4)
seklinde hesap edilir.

Bu durumda (3.2.13) Helmotz Denklemi;

a, =k*, U =X(X), U’ = Y(y), U’ = Z(z) (4.1.5)
olmak tizere

1 d(,.dU (<

| f = |+U . =0 4.1.6

fi dul [ 1 dul J+ J'Z_I:¢Ua] ( )

seklini alir. Bu denklem ayristirilirsa;
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d’X

o —(a, +a;,)X=0 (4.1.7)
2

@y =0 (4.18)
Y
2

jf_(kz va)Z=0 (4.1.9)
V4

seklinde ti¢ denklem elde edilir.
Eger a,=p’ vea,=q° alinirsa (4.1.7),(4.1.8),(4.1.9) denklemleri;

2

ix§—(p2+q2)X=0 (4.1.10)
d’Y

& +p’Y =0 (4.1.11)
2

7 K +q)z=0 4.1.12
Z2

seklini alir. Bu denklemlerin ¢6ziimleri ise sirasiyla;

X = AP B e (P (4.1.13)

Y = A, sin(py)+B, cos( py) (4.1.14)
1 1

Z = A,sin[(k* +q*)2z]+ B, cos[(k* +07)2 2] (4.1.15)

olarak bulunur.
Eger a,=-p° ve a;=—q° alnirsa (4.1.7),(4.1.8),(4.1.9) denklemleri:

2

X>2(+(p2+q2)X:O (4.1.16)
2

iyf—sz:O (4.1.17)
2

i—%+(k2—q2)2:0 (4.1.18)
z

seklini alir. Bu denklemlerin ¢oziimleri ise sirastyla;

1

1
X = A, sin[(p* +g*)2x]+B, cos[(k* +q*)2X] (4.1.19)

Y=A,e”+Be" (4.1.20)
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1 1
Z=A,sin[(k* —g*)?z]+B, cos[(k* —q*)? z] (4.1.21)
olarak bulunur.

Eger o, =a,=0 alnirsa (4.1.7),(4.1.8),(4.1.9) denklemleri;

2 2
20 (4.1.22)
dx dy
d’z
w+k22:0 (4.1.23)

seklini alir. Bu denklemlerin ¢oziimleri ise sirastyla;

X=A,+BX (4.1.24)
Y=A,+B,y (4.1.25)
Z=A,sin(kz)+B, cos(kz) (4.1.26)

olarak bulunur.
¢; z den bagimsiz ise (4.1.7),(4.1.8),(4.1.9) denklemleri,
d’X
dx?

d’y

2

~a,X=0 (4.1.27)

+(K+a,)Y =0 (4.1.28)

halini alir.

Eger «,=p° alinirsa (4.1.27) ve (4.1.28) denklemleri,

2
i;f _pX =0 (4.1.29)
Y
—+(p’+q°)Y =0 (4.1.30)

seklini alir. Bu denklemlerin ¢ézlimleri ise sirastyla;

X=Ae”+Be™ (4.1.31)

1 1
Y = A, sin[(k* + p*)? y]+B, cos[(k* + p*)2 y] (4.1.32)
dir.
Eger a,=-p° almirsa (4.1.27) ve (4.1.28) denklemleri
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d*’X

i +p’X=0

d’Y

2

+(k*-p)Y=0

seklini alir. Bu denklemlerin ¢ozlimleri ise sirastyla;
X = A, sin( px)+ B, cos( px)
1 1
Y = A, sin[(k” = p*)? y]+ B, cos[(k* - p*)* y]
Eger a, =0 almrsa (4.1.27) ve (4.1.28) denklemleri

d’X

dx? =0

d’y
dy2

+k’Y =0

seklini alir. Bu denklemlerin ¢éziimleri ise sirasiyla;
X=A +BXx
Y = A, sinky + B, cosky

dir.
¢ ;y ve z denbagimsiz ise (4.1.7),(4.1.8),(4.1.9) denklemleri

seklini alir. Bu denklemin ¢oziimii ise;
¢ =A, sinkx+ B, coskx

olarak bulunur.

(4.1.33)

(4.1.34)

(4.1.35)

(4.1.36)

(4.1.37)
(4.1.38)
(4.1.39)

(4.1.40)

(4.1.41)

(4.1.42)
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4.2. Dairesel Silindirik Koordinatlarda Co6ziim

Bolim 3 (3.2.17) bagintisindan bu koordinat sistemi i¢in Stackel Matris ve

determinanti;

[S]=]0 0|, S=det[S]=1 (4.2.1)

seklinde yazilir. (3.2.18) bagmtisindan,
M, =1 M, =— M, =1 (4.2.2)
P

kofaktorleri elde edilir. (1.2.25 ) Bagintisindan bu sistemdeki metrik katsayilari,

1

g, =1 g,= pz, g,=1 g’=p (4.2.3)
olarak bulunur. f,,f,,f; degerleri ise (3.2.24) bagmtisindan,

f=r f,=1 f,=I (42.4)
seklinde elde edilir.

Bu durumda (3.2.13) Helmotz Denklemi;

=k? U'=R(p) U'=¥(y) U =Z(z) (4.2.5)

olmak tlizere

fldd( j U 0 (4.2.6)

j=1

seklini alir. (4.2.6) denklemi ayrstirilirsa;

2
d%+ld—R—(ﬁ+ JRzO (4.2.7)
dp® pdp \p
2
¥ =0 (4.2.8)
2
i—%+(k2 +a,)2=0 (4.2.9)
V4

seklinde ti¢ denklem elde edilir.
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Bu denklemlerde eger a,=p° a,;=q° almisa; (4.2.7),(4.2.8),(4.2.9)

denklemleri,

2 2
d Ij+ld—R— ¢ +2 |R=0,
dr  p dr

2

dz?

+(k2+q2)Z:0

(4.2.10)

(4.2.11)

(4.2.12)

sekline doniisiir. (4.2.10),(4.2.11), (4.2.12) denklemlerin ¢Sziimleri ise sirasiyla;

R=AJ, (igp)+BJ_,(igp)
Y = A, sin py + B, cos py
1

Z=A, sin{(k2 +q2)E Z}+B3 cos{(k2 +q2); z}

olarak bulunur.

Eger o, =p”  a,=—q" alnirsa (4.2.8),(4.2.9),(4.2.10) denklemleri,

2 2
d 1§+ld—R+[q2—p—2}R=0
dp” pdp p
2
?1 \I:+p2‘P=O
v
2
j%+(k2—q2)Z:0
VA

seklini alir. Bu denklemlerin ¢ozlimleri ise sirastyla;
R=AJ,(ap)+BJ ,(ap)
Y = A, sin py + B, cos py
1 1
Z=A, sin[(k2 _qz)g Z} +B, cos[(k2 _qz)g Z}
olarak bulunur.

Eger @, =0 a,=q" alimrsa (4.2.8),(4.2.9),(4.2.10) denklemleri,

(4.2.13)

(4.2.14)

(4.2.15)

(4.2.16)

(42.17)

(4.2.18)

(4.2.19)

(4.2.20)

(42.21)
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2
R LR _gr=0 (4.2.22)
dp” pdp

2
¥ o (4.2.23)
dy

: 2 2
er(k +q’)Z=0 (4.2.23)

seklini alir. Bu denklemlerin ¢ézlimleri ise sirastyla;
R=AJ,(igp)+B,Y,(iqp) (4.2.23)
Y=A,+By (4.2.24)
1 1

Z=A, sin[(k2 +q° )E Z} +B, cos[(k2 + qz)E Z} (4.2.25)

olarak bulunur.

Eger a,=a, =0 alinirsa (4.2.7),(4.2.8),(4.2.9) denklemleri,

2
: %+ld—R=0 (4.2.26)
dp” pdp

2
d \I; =0 (4.2.27)
dy

2
%ngzo (4.2.28)

seklini alir. Bu denklemlerin ¢oziimleri ise sirastyla;

R=A +B/np (4.2.29)
¥Y=A,+By (4.2.30)
Z=A,sin(kz)+B, cos(kz) (4.2.31)

olarak bulunur.

@; z den bagimsiz ise (4.2.7),(4.2.8) , (4.2.9) ,denklemleri

2

jplj +%j—1;+(k2 —a,/ p*)R =0 (4.2.32)
2

%+a2\}' ~0 (4.2.33)
v

olarak bulunur.
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Eger o, =p” alimirsa (4.2.32), (4.2.33) denklemleri

2
d%+ld—R+(k2—p2/p2)R:0 (4.2.34)
dp® p dr
2
d II:+pz\P=0 (4.2.35)
dy
seklini alir. Bu denklemlerin ¢ozlimleri ise sirasiyla;
R=AJ,(Xp)+BJ_,(Xp) (4.2.36)
¥ = A, sin(py)+B,cos(py) (4.2.37)
elde edilir.

Eger a, =0 alimirsa (4.2.32), (4.2.33) denklemleri

2
d l§+ld—R+k2R=0 (4.2.38)
dp” pdp
2
¥ o (4.2.39)
dy
seklini alir. Bu denklemlerin ¢ozlimleri ise sirasiyla;
R=AJ,(kp)+B,Y,(kp) (4.2.40)
Y=A,+By (4.2.41)
elde edilir.

¢; v denbagimsizise (4.2.7) (4.2.8), (4.2.9) denklemleri

2
< Ii + LR R =0 (4.2.42)
dp” pdp
2
j—%+(k2 +a,)Z=0 (4.2.43)
Z

olarak yazilir.

Eger o, =q° alinirsa (4.2.42), (4.2.43) denklemleri;

2
IR TR pr=0 (4.2.44)
dp” pdp
2
d %+(k2 +q°)Z=0 (4.2.45)
Z

seklini alir. Bu denklemlerin ¢oziimleri ise sirasiyla;
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R =AJ,(igp)+BY,(igp)
Z=A,sin [(k2 + qz)l/2 Z} +B, cos [(k2 + qz)l/2 Z}
olarak bulunur.

Eger a,=—q° almrsa (4.2.42), (4.2.43) denklemleri;

R 1
d +—d—R+q2R=0

dp®  pdp
2

j—%+(k2 -q)Z2=0
Z

seklini alir. Bu denklemlerin ¢6ziimleri ise sirasiyla;
R=AJ,(gp)+B,Y,(qp)
Z=A,sin [(k2 -q° )1/2 z} + B, cos [(kz -q° )1/2 Z:|
olarak yazilir.
Eger o, =0 alirsa (4.2.42), (4.2.43) denklemleri;

d°R 1dR
N _

—+——=0
dp” pdp

2
d—%+k22=0
dz

seklini alir. Bu denklemlerin ¢6ziimleri ise sirastyla;
R=A+B, lnp
Z=A,sinkz+B, coskz

olarak bulunur.

¢; w vezdenbagimsizise (4.2.42), (4.2.43) denklemleri;

j;f +%j_,ﬁ+k2¢ =0

seklini alir ve bu denklemin ¢6zimii
$=AJ,(kp)+B)Y,(kp)

dir.

(4.2.46)

(4.2.47)

(4.2.48)

(4.2.49)

(4.2.50)

(4.2.51)

(4.2.52)

(4.2.53)

(4.2.54)

(4.2.53)

(4.2.54)

(4.2.53)
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4.3. Eliptik Silindirik Koordinatlarda Co6ziim

Bolim 3 (3.2.17) bagintisindan bu koordinat sistemi i¢in Stackel Matris ve

determinanti;

0 -1 -a’cosh’n
[S]= 1 a’cosh’y |, S=det[S]=a’(cosh’n—cos’y) (4.3.1)
1 0 1

seklinde yazilir. (3.2.18) bagintisindan
M, =M,, =1 M,, =a’(cosh’p—cos’y) (4.3.2)

kofaktorleri elde edilir. (1.2.25) bagintisindan bu sistemdeki metrik katsayilari;

1

g,=8,=S gy,=1 g?=a’(cosh’7—cos’y) (4.3.3)
olarak yazilir. f,f,,f; degerleri ise (3.2.24) bagintisindan yaralanilarak

f,=1f, =1, =1 (4.3.4)
seklinde bulunur.

(3.2.13) Helmotz Denklemi;
a,=k*, U =H(n), U'=¥(y), U'=Z(z) (4.3.5)

olmak iizere,
1 d(.dU o~
——— | f— |+ U . =0 4.3.6
fi dul[ 1 dulJ JZ=1:¢IJ J ( )

seklinde yazilir. Bu denklem ayristirilirsa;

d’H 2 o

e (a, +aa’ cosh’ ) H=0 (4.3.7)
2

g%+ (a, +aa’ cos’ y)¥ =0 (4.3.8)
2

i—%+(k2+a3)2=0 (4.3.9)
z

seklinde ti¢ denklem elde edilir.
Eger q=a,a’/4ve A=a,+aa’ /2 almrsa,  (4.3.7),(4.3.8), (4.3.9)

denklemleri;
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d’H

2

—(A+2qcosh2n)H=0

2

ki +(A+2qcos2y)¥Y =0

2

2

iT%Jr(kz +4q/a*)Z2=0

seklini alir. Bu denklemlerin ¢ézlimleri ise sirastyla;

H-= Alcem (|77, —Q) + B1 fem ('Ua_Q)

¥ =A,ce (v,—q)+B,fe (v,-q)

1

1
Z=A,sin[(k> +4q/a’ )2 2]+ B, cos[(k* +4q/a’ ) z]

olarak bulunur.

Eger q=-aa’/4vel=a,+aa’/2 almsa, (4.3.7),(4.3.8), (4.3.9)

denklemleri;

d*H
dn’

—(A-2qcosh2n)H=0

A’y

2

+(A—-2qcos2y)¥Y =0

dz—ZJr(k2 —4q/a2)Z=0

seklini alir.

dir.

Bu denklemlerin ¢oziimleri ise sirastyla;
H = Alcem (”79 q) + Bl fem (”75 q)

¥ =A,ce,(w,q)+B, fe,(v,q)

1 1

Z=A, sin[(k2 —4q/a’ )5 z]+ B, cos[(k2 —4q/a’ )E zZ]

Eger o, =a,=0 alinirsa, (4.3.7),(4.3.8), (4.3.9) denklemleri;

(4.3.10)
(43.12)

(4.3.13)

(4.3.14)

(4.3.15)

(4.3.16)

(43.17)
(4.3.18)

(4.3.19)

(4.3.20)

(4.3.21)

(4.3.22)
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2
H_ (4.3.23)
dn

2
¥ o (4.3.24)
dy
d’z

seklini alir. Bu denklemlerin ¢ézlimleri ise sirastyla;

H=A +B7 (4.3.26)
¥Y=A,+By (4.3.26)
Z = A,sin(kz)+ B, cos(kz) (4.3.27)

olarak bulunur.

Eger ¢; z den bagimsizise (4.3.7),(4.3.8), (4.3.9) denklemleri,

dzH 2.2 2

d_772_ (a, —k’a’cosh’ ) H=0 (4.3.28)
2

g—\i]jt (a, —k*a’*cosh’ p)¥ =0 (4.3.29)
%

seklini alir.
q=k’a’/4 ve A=a,—k’a’/2 i¢in (4.3.28), (4.3.29) denklemleri;

d*H

2

—(A—-2qcosh2n7)H=0 (4.3.30)

d
d’¥

2

+(A—-2qcosh2y)¥ =0 (4.3.31)

sekline doniisiir. Bu denklemlerin ¢oziimleri ise sirasiyla;
H=Ace,(in,q)+B, fe, (in,q) (4.3.32)
¥ :Azcem(Wa q)+B2 fem('//a q) (4333)

olarak bulunur.

Eger q=-k’a’/4 ve A=a,—k’a’/2 olarak alinirsa, (4.3.28), (4.3.29) denklemleri

d’H

2

—(A+2qcosh27)H =0 (4.3.34)
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d’¥

2

+(A+2qcosh2y)¥Y =0 (4.3.35)
seklini alir. Bu denklemlerin ¢ézlimleri ise sirastyla;
H=Ace (in,—q)+B,fe_(in,—q) (4.3.36)
¥ = Ace, (,~0) + B, fe, (v, —q) (4.3.37)
dir.
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4.4. Parabolik Silindirik Koordinatlarda Co6ziim

Bolim 3 (3.2.17) bagitisindan bu koordinat sistemi i¢in Stackel Matris ve

determinanti;
0 —1
[S]=|0 1 —v*|, S=det[S]=p’+V’ (4.4.1)
1 0 1

seklinde yazilir. (3.2.18) bagintisindan,
M, =M,, =1, M, =4 +V’ (4.4.2)

kofaktorleri elde edilir. (1.2.25) bagintisindan metrik katsayilari;

1

8 =g = H+V gy =1 g =+ (4.4.3)
seklinde yazilarak (3.2.24) bagntisindan;

f=f=f=1 (4.4.4)

1 2
degeri bulunur.

(3.2.13) Helmotz Denklemi;
a, =k U'=M(u) U*=N(v) U’'=Z(z) (4.4.5)

olmak iizere,

1 d du’ e
— | f=|+U . =0 4.4.6
f. du’ [ ' du' J+ ;qﬁ”% ( )

seklini alir. Bu denklem ayristirilirsa;

2

d 1\21 —(a, +a, 1 )M =0 (4.4.7)

d’N 5

ot (a,—a,v’ )N =0 (4.4.8)
2

d % +(k*+a,)Z=0 (4.4.9)
z

olarak {i¢ denklem elde edilir.
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Eger a,=q’(p+1/2) ve a,=q'/4 almrsa (4.4.7),(448), (44.9),

denklemleri,
d’M
du’

2

~[q°(p+1/2)+q > /14M =0

N+[q2(p+1/2)—q4v2/4]N:0

dv?

d%Jr(kz +q4/4)Z=O

seklini alir. Bu denklemlerin ¢ézlimleri ise sirastyla;
M = AW, (p,igqu) +BW,(p,iqu)
N= Azwe( p,qv)+ Bzwo( p,qv)

1

1
Z=A, sin[(k2 +q° /4)E 2]+ B, cos[(k2 +q° /4)E z]
olarak bulunur.
a,=—q’(p+1/2) ve a,=q'/4 almsa (4.4.7),

denklemleri,

2

1\:[ +[q*(p+1/2)—q*/ *4M =0
d’N
dv’
d’z

2
z

[ (p+1/2)+q*"?* /4N =0

+(k*+q"/4)2=0
seklini alir. Bu denklemlerin ¢ozlimleri ise sirasiyla;

M =AW, (p,qu)+BW,(p,qx)

N =AW, (p,iqv)+B,W,(p,iqv)

1 1

Z=A,sin[(k*+q*/4)? 2]+ B, cos[(k* +q* /4)? ]

olarak bulunur.

(4.4.8),

(4.4.10)

(4.4.11)

(4.4.12)

(4.4.13)

(4.4.14)

(4.4.15)

(4.4.9),

(4.4.16)

(4.4.17)

(4.4.18)

(4.4.19)

(4.4.20)

(4.4.21)

Eger , =0, ve o, =-q° alnirsa (4.4.7), (4.4.8), (4.4.9) denklemleri,
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2

— l\f M =0 (4.4.22)
y7,
2
((li—lj+q2v2N =0 (4.4.23)
v
2
‘:1 f +(k*=q*)Z=0 (4.4.24)
VA

seklini alir. Bu denklemlerin ¢ozlimleri ise sirasiyla;

1
M =p? [A1J1/4(q/*l2 /2)+ ]31‘]71/4(q,u2 /2)] (4~4-25)
1
N=v2[A,J,,(qv’/2)+B,J_,,(qv’/2)] (4.4.26)
1 1
Z=A,sin[(k* —g*)?z]+B, cos[(k* —q*)? Z] (4.4.27)

Eger ¢; z den bagimsiz ise, (4.4.7), (4.4.8), (4.4‘9)

d*M
a7 —(a, K> )M =0 (4.4.28)
°N
—+(a, +k*v*)N=0 (4.4.29)
A%

seklini alir.

Eger o, =q” alinirsa, (4.4.28), (4.4.29) denklemleri;

2

jﬂlj ~(q’ -k )M =0 (4.4.30)
2

d 1\21+(q2 +kV? )N =0 (4.4.31)
|4

seklini alir. Bu denklemlerin ¢oziimleri ise sirastyla;

M =\/iu[A,J,,(k,q,iz)+B,J_,,(k,q,iu)] (4-4-32)

1

N:VE[Az‘Jl/z(kaan)"‘Bszl/z(kaan)] (4-4-33)
olarak bulunur.

Eger @, =—q” alinirsa, (4.4.28), (4.4.29) denklemleri;
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d’M
du’

+(q2 +k2y2)M=O

d°N
dv?

~(q’ -k*V*)N=0

seklini alir. Bu denklemlerin ¢ézlimleri ise sirastyla;

1

M :ﬂE[AlJuz(k» q,1)+B,J_,(k,q, 1)]
N =\/E[A2J1/2(k, q,iv)+B,J_,,(k,q,iv)]

olarak bulunur.

Eger a, =0 alimirsa, (4.4.28), (4.4.29) denklemleri;

2
Cclil\f+k2y2M=0

Y7

2
((111:]+k2v2N:0

\%

seklini alir. Bu denklemlerin ¢ézlimleri ise sirastyla;

1

M :ﬂE[AlJm(k:Uz /2)+BJ_,,(ky’ /2)]

1

N=12[A,J,,(kv*/2)+B,J_,,,(kv*/2)]

dir.

(4.4.34)

(4.435)

(4.4.36)

(4.4.37)

(4.4.38)

(4.4.39)

(4.4.40)

(4.4.41)
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4.5. Kiiresel Koordinatlarda Co6ziim

Bolim 3 (3.2.17) bagitisindan bu koordinat sistemi i¢in Stackel Matris ve

determinanti;
1 -1/r 0
[S]=]0 1 —1/sin’@|, S=det[S]=1 (4.5.1)
0 0 1

seklinde yazilir. (3.2.18) bagintisindan,
M, =1, M, =1/r’, M, =1/(r’sin’ 0) (4.5.2)

kofaktorleri elde edilir. (1 .2.25) bagitisindan bu sistemdeki metrik katsayilari,

1

g,=1 g,=1" g, ,=r’sin@ g?>=r’sind (4.5.3)
olarak bulunur. f,,f,,f; degerleri ise (3.2.24) bagtisindan,

f=r’, f,=sing, f,=1 (4.5.4)
seklinde elde edilir.

(3.2.13) Helmotz Denklemi;

a, =k U =R(r) U’=0(0) U'=¥(y) (4.5.5)
olmak tizere,

1 d (. dU i

| f == |+ U . =0 4.5.6

f dul{ ! du‘j+ 2. (4.5.6)

seklini alir. (4.5.6) denklemi aynstirilirsa;

2
C;rlf %i—lj+(k2—a2/r2)R=0 (4.5.7)
2
39(? cotﬁj—(;)+(a2 —a,/sin’ )@ =0 (4.5.8)
4’y
d_(//za3\P =0 (459)

seklinde ti¢ denklem elde edilir.
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Eger a, =p(p+1) ve a,=q’ alinirsa (4.5.7), (4.5.8), (4.5.9) denklemleri;

2
ir§+%i—lj+[k2—p(p+l)/r2]R=0 (4.5.10)
2
;19(?+c0tl93—(;)+[p(p+1)—q2/sin2 0]©=0 (4.5.11)
2
a¥ =0 (4.5.12)

seklini alir. Bu denklemlerin ¢ozlimleri ise sirasiyla;

dir.

1
R=12[ A3,k +BJ ., (kn)] (4.5.13)
© = A,PJ(cos0)+ B, L] (cos 0) (4.5.14)
¥ = A, sinqy + B, cosqy (4.5.15)

¢; v denbagimsiz ise; (4.5.7), (4.5.8), (4.5.9) denklemleri;

d’R 2dR

— +;E+(k2—a2/r2)R:O (4.5.16)
2

d (?+cot6’d—®+a2®:o (4.5.17)
de do

olarak yazilir.

a, =p(p+1) olarak alinirsa; (4.5.16) ve (4.5.17) denklemleri;

d°R 2dR

= +;E+[k2—p(p+l)/r2]R=0 (4.5.18)
2

39®2+c0t93—2+p(p+1)®20 (4.5.19)

sekline doniigiir. Bu denklemlerin ¢oziimleri ise sirasiyla;

A
R=r2[ A3,k +BJ ., (kn)] (4.5.20)

© =A,P, (cosd)+B,L, (cos ) (4.5.21)

olarak bulunur. ¢; 6 ve y den bagimsiz ise (4.5.7), (4.5.8), (4.5.9) denklemleri;

d¢ 2dg
F+¥E+1<2¢: 0 (4.5.22)
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olarak yazilir. Denklemin ¢6ziimii ise;
¢=%[A1 sin (kr)+B, cos (kr)] (4.5.23)

dir.
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4.6. Prolate Kiiresel Koordinatlarda Co6ziim

Bolim 3 (3.2.17) bagitisindan bu koordinat sistemi i¢in Stackel Matris ve
determinanti;

a’sinh’n -1 1/sinh’7p

[S]=|-a’sin’6@ 1 —1/sinh’y (4.6.1)
0 0 1
S=det[S]=a’(cosh® 77 —sin” §) =a*(cos’ 77 —cos’ 0) (4.6.2)

seklinde yazilir. (3.2.18) bagintisindan,

_sinh’p+sin’ @
* sinh®7sin® @

M, =M, =1 M (4.6.3)

kofaktorleri elde edilir. (1.2.25) Bagintisindan bu sistemdeki metrik katsayzilari,

g, =g, =a’(sinh’7—sin’ @) g,, =a’(sinh’7sin’ O)

1 (4.6.4)
g2 =a’(sinh’ 77 —sin’ @)sinh 77 sin @
olarak bulunur. f,f,,f, degerleriise (3.2.24) bagintisindan,
f, =sinhp, f, =sind, f,=a (4.6.5)
olarak ifade edilir.
(3.2.13) Helmotz Denklemi;
a,=k’, U'=H(n), U’=0(0), U =¥(y) (4.6.6)

olmak iizere,
1 d(,.dU -
——— | f— [+ U . =0 4.6.7
fidul(]du'j ;% ! ( )

seklini alir. Bu denklem ayristirilirsa;

2

;1;21 + cothry—jI; + (kza2 sinh® 7 —a, —a, /sinh* ) H=0 (4.6.8)
2

39(9 +eotd ‘32'+ (K*a”sin’ 6+, ~a /sinh* )0 =0 (4.69)
2

d’¥ 2 =0 (4.6.10)

dy?
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seklinde ¢ denklem elde edilir.

Bu denklemlerde eger a,=p(p+1) ve a,=q° alinirsa;

(4.2.8),(4.2.9),(4.2.10) denklemleri;

2

d PZI +coth77;1—H+(k2a2 cosh’n—p(p+1)—q*/cosh’ 77)H =0 (4.6.11)
n n
2

dg(? +cot6’j—(3+(k2a2 sinh® 7 +p(p+1)—q’ /sinh® 77)@ =0 (4.6.12)
2

g\{:—qu‘P:O (4.6.13)
W

seklini alir. (4.6.11),(4.6.12),(4.6.13) denklemlerinin ¢oziimii;

H=A P} (ka,coshn)+B,L] (k.a,coshz) (4.6.14)
©=A,P}(ka,cos0)+B,L] (k.a,cosd) (4.6.15)
Y =A;sinqy +B;cosqy (4.6.16)

olarak bulunur.

¢; v den bagimsiz ise (4.6.8), (4.6.9), (4.6.10) denklemleri

2
> +(:0th77d—H+(k2a2 sinhzn—az)Hzo (4.6.17)
7 dn
2
d (?—co‘[¢9d—®—i-(l<2a3 sin’ @ +a,)® =0 (4.6.18)
do déo
olarak bulunur.

Eger a, =p(p+1) alinirsa (4.6.14) ve (4.6.15) denklemleri

2

d;+cothnj—;l+(k2a2 sinhzn—p(p+1))H:0 (4.6.19)
d’e do

—cotd—+(K’a’sin® +p(p+1))®=0 4.6.20
46 a0 p(p+D) (4.620)

seklini alir. Bu denklemlerin ¢éziimleri ise sirasiyla;

H=A,P,(ka,coshn)+B,L,(ka,coshn) (4.6.21)
© = A,P (ka,cos ) +B, L, (ka,cos 0) (4.6.22)

olarak bulunur.
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4.7. Oblate Kiiresel Koordinatlarda Coziim.

Bolim 3 (3.2.17) bagitisindan bu koordinat sistemi i¢in Stackel Matris ve

determinanti;

a’cosh’n -1 1/cosh’p

[S]=| —a’sin®¢ 1 ~—1/sinh’@ (4.7.1)
0 0 1
S=det[S]=a’(cosh’® 77 —sin” §) =a’(sin’ 77+ cos’ 6) (4.7.2)

seklinde yazilir. (3.2.18) bagintisindan

cosh® 7 —sin* @

M, =M, =1, M,, = (4.7.3)

cosh® 77sin” 6
kofaktorleri elde edilir. (1.2.25) Bagintisindan bu sistemdeki metrik katsayzilari,

g, =8y =a’(cosh’ 7 —sin’ @) g, =a’(cosh’ 77sin’ 6)

i (4.7.4)
g2 =a’(cosh’ 77 —sin’ @) cosh77sin @
olarak bulunur. f,,f,,f; degerleri ise (3.2.24) bagmtisindan
f, =coshny, f,=sinfd, f,=a (4.7.5)
seklinde elde edilir.
(3.2.13) Helmotz Denklemi;
a, =k’ U'=H(n) U'=0(0) U =¥(y) (4.7.6)

olmak tlizere
1 d dU’ ;
T [fd j UZ%aJ— (4.7.7)

seklini alir. Bu denklem ayristirilirsa;

2
d I;I + tanh77j—H+(k2a2 cosh’ 7—a, +a, / cosh’ 77)H =0 (4.7.8)
n n
2
29(? +cot 6’3—(3+ (-k*a’sin’ @+ a, —a, /sin> §)@ =0 (4.7.9)
d*¥

ot ¥=0 (4.7.10)
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seklinde ¢ denklem elde edilir.

Bu  denklemlerde eger  a,=ppp+l) o, =q° alinirsa;

(4.7.8),(4.7.9),(4.7.10) denklemleri,

dzH dH 2,2 2 2 2
2+tanh77d—+(k a“cosh”n—-p(p+1)+q°/cosh 77)H=0 (4.7.11)
n n

d2® d@ 2. 2 .2 2 -2

17 +cot6’@+(—k a’sin’@+p(p+1)—q°/sin 9)®=0 (4.7.12)
2

g\{;—qu‘P:O (4.7.13)
7

seklini alir. (4.7.11),(4.7.12), (4.7.13) denklemlerin ¢oziimleri ise sirasiyla;

H = A P (ika,isinh7)+B,L] (ika,isinh 7) (4.7.14)
© = A,P(ika,cos §) + B, L] (ika,cos 0) (4.7.15)
Y =A;sinqy + B, cosqQy (4.7.16)

olarak bulunur.

Eger ¢, den bagimsiz ise (4.7.8), (4.7.9), (4.7.10) denklemleri

2

3lg+tanhnj—H+(k2a2 coshzn—az)H:O (4.7.17)
n n
2

j§+cot63—2+(—k2a3 sin” 0+ a,)® =0 (4.7.18)

olarak yazilir.

Eger o, =p(p+1) almirsa (4.7.17),(4.7.17) denklemleri,

2

d P21+tanh77(;—H+(k2052 sinhzn—p(p+1))H:O (4.7.19)
n n
2

349@2) +cot 93—2+(—k2a2 sin® @+ p(p+ 1))@ =0 (4.7.20)

seklini alir. (4.7. 19) ve (4.7.20) denklemlerin ¢ozlimleri ise sirastyla
H=A P, (ika,isinhn)+B,L (ika,isinh7) (4.7.2 1)
© = A,P, (ika,cos 0) + B, L (ika,cos #) (4.7.22)

seklinde ifade edilir.
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4.8. Parabolik Koordinatlarda Coziim

Bolim 3 (3.2.17) bagmtisindan bu koordinat sistemi igin

determinanti;

2

w1 =1/
[S]=]v? 1 -=1/v?|, S=det[S]=p’+V?
0 0 1

seklinde yazilir. (3.2.18) bagintisindan,

2 2
W+v
M, =M, =1 M, = 2.2
v

Stackel Matris ve

(4.8.1)

(4.8.2)

kofaktorleri elde edilir. (1.2.25) Bagintisindan bu sistemdeki metrik katsayzilari,

1

g1 =8 =+, £33 = 1V, gE =1’ +v)uv
olarak bulunur. f,,f,,f, degerleri ise (3.2.24) bagintisindan,
f=pu f,=v f,=1
seklinde elde edilir.
(3.2.13) Helmotz Denklemi;

o, =k’, U'=M(u), U=N(v), U'=¥(y)

olmak tizere,
1 d(,.du -
——— | f— [+ U . =0
f, du‘[ 1 du'j JZ_:‘(IS” !

seklini alir. Bu denklem ayristirilirsa;

2
d M+ld—M+(k2,u2—a —a,/ 1M =0
2 2 3
dp”  w du
2
d I\jJrld—N+(k2v2+0{2—053/V2)N=0
dv vdv
2
d—l//z“r‘a}l//:()

seklinde ¢ denklem elde edilir.

(4.8.3)

(4.8.4)

(4.8.4)

(4.8.5)

(4.8.6)

(4.8.7)

(4.8.8)



88

Bu denklemlerde eger @, =q° ve «,=p’ almrsa; (4.8.6),(4.8.7),(4.8.8)

denklemleri,
d’M  1dM
o g T T M =0 (4.89)
2
3§+%3—Ij+(k2v2+q2—p2/v2)N=0 (4.8.10)
2
i 4 piy =0 (4.8.11)

seklini alir. (4.8.9),(4.8.10), (4.8.11) denklemlerin ¢Sziimleri ise sirastyla;

M=A,J (k,iqu)+B,J_,(k,iku) (4.8.12)

N=A,J (k,qv)+B,J_ (k,qv) (4.8.13)

Y =A;sinpy +B;cospy (4.8.14)
olarak bulunur.

¢; v denbagimsiz ise (4.8.6),(4.8.7),(4.8.8) denklemleri,

2

C(lil\f+li—M+(k2y2—a2)M:0 (4.8.15)
M dp
2

3 Ij+l(;—N(k2v2 +a,)N=0 (4.8.16)
14 v av

olarak yazilir.

Eger a, =q° ise (4.8.15) ve (4.8.16) denklemleri;

2

il\f+li—M+(k2y2—q2)M=0 (4.8.17)
uoopdu
2

35\2] Jr%(;—l\\/u(kzv2 +q*)N=0 (4.8.18)

seklini alir. Bu denklemlerin ¢oziimleri ise sirasiyla;

M =A,J,(K,qiz)+BY,(K,qiz)] (4.8.19)
N=A4,J,(k,qv)+B,Y,(k,qv) (4.8.20)

olarak bulunur.
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4.9. Konikal Koordinatlarda Coziim

Bolim 3 (3.2.17) bagitisindan bu koordinat sistemi i¢in Stackel Matris ve

determinanti;
1 -1/r? 0
S]=|0 o . 4.9.1
[ ]_ (02 bz)(cz 92) (ez_bz)(cz 92) ( e )
0 -A° 1
(b°=2%)(c*=2%) (b*=2%)(c*=2%) |
_ B 0> -1’
S—det[S] - (92 _bz)(cz —92)(b2 —/12)(02 _12) (4'9'2)
seklinde yazilir. (3.2.18) bagintisindan,
M, =det[S], M, =— ! —iz 1 (4.9.3)

2 (bz_iz)(cz_iz)’ M31

GGG

kofaktorleri elde edilir. (1.2.25 ) Bagintisindan bu sistemdeki metrik katsayilari,

(6> - 2%) r’(6* - 1%)
=1, g, = : = 4.9.4
S & (0°-b*)(c* -0 = (b*=27)(c* =A%) (494)
1 20092 _ 92
g’ = r@-4) 1 (4.9.5)

[(0°-b*)(c* - 0")(b* =27 )(’ =AM

olarak bulunur. f,,f,,f; degerleri ise (3.2.24) bagmtisindan,

1
fi=r", £=[(6"-b)(-0)]", f,=[(b"-2*)(* -] (4.9.6)
seklinde elde edilir.
(3.3.2) Helmotz Denklemi;

o =k U'=R(r) U*=0(F) U'=A(2) (4.9.7)

olmak iizere,

fldd [ )+UZ 0 =0 (4.9.8)
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seklini alir. Bu denklem ayristirilirsa;

2
Cclirlj +%C(11—I:+(k2—a2/r2)R:0 (4.9.9)

2
(07 -v)(¢’ —92)39@ 0[260° - (b* +c2)]‘;—2+[a292 ~a; |0=0 (4.9.10)

>

(b*=2%)(¢’ —zz)f—AM[uz — (b’ +c2)]%—[a212 —a; |A=0  (49.11)

/12
seklinde ii¢ denklem elde edilir.

Bu denklemlerde eger a, =p(p+1) ve a, =q(b’+c”) alinirsa;

(4.9.9),(4.9.10),(4.9.11) denklemleri,

2
C:ir1§+%i—1:+(k2—p(p+l)/r2)R:0 (4.9.12)
d’e

(92 —bz)(¢92 _Cz)

2 2 2 d® 2 2 2
d92+6[29 — (b +c )]@—[p(p+l)l9 —q(b*+c)]®@=0 (4.9.13)

d’A
/12 _b2 /12 A2
( NA"=c7) FPE

+0[ 247 - (b +cz)]%—[p(p+l)ﬂz —q(b* +c¢*)]JA =0 (4.9.14)

seklini alir. (4.9.12),(4.9.13), (4.9.14) denklemlerin ¢Sziimleri ise sirastyla;

R=1"[A ], (k) +BJ_ ., 0 (k)] (49.15)
©=AE!(0)+B,F!(0) (4.9.16)
A=E(A)+BFI(A) (4.9.17)

olarak bulunur.

Eger a,=a, =0 alimrsa, (4.9.9),(4.9.10),(4.9.11) denklemleri,

2

de+zd—R+k2r:0 (4.9.18)
dr™ r dr

d 2 2\1/2 ¢ .2 2\1/2 d®
—[(6*-b -6*)"?1—=0 4.9.19
1o ) (-7 ( )

dn_
dA

seklini alir. (4.2.10),(4.2.11), (4.2.12) denklemlerin ¢oziimleri ise sirasiyla;

d 2 42\U2,.2  423\1/2
107 =) = 2%)"] 0 (4.9.20)
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R :%[A1 sinkr + B, coskr] (4.9.21)

®=A,+B,sin" (Q’Ej (4.9.22)
b'c

A=A, +Bsin” (%Ej (4.9.22)
c

¢ ;0 ve A densagimsizise (4.9.9),(4.9.10),(4.9.11) denklemleri,

d’¢ 2d¢ ,
—+—+k¢=0 4.9.23
dr* r dr ¢ ( )
seklini alir. Bu denklemin ¢oziimii ise;
R =1/r[A, sin(kr)+B, cos(kr)] (4.9.24)

seklindedir.
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4.10. Elipsoidal Koordinatlarda Co6ziim

Boliim 3 (3.2.17) bagintisindan bu koordinat sistemi i¢in Stackel Matris ve

determinanti;
_ . 1 - _
7° =b)(° =¢) (" =b)7* =¢*) (" =b)n" -¢)
-0 -1 -0’
S|= 4.10.1
[ ] (ez_bz)(cz_ez) (ez_bz)(cz_gz) (ez_bz)(cz_gz) ( 1 )
At 1 A
(07 =A7)(* =A%) (b =AY (" =A%) (b* =A%) - A7) ]
det[S] = (1" =07 = A°)0" = 2°) (4.10.2)
(7” =b")(n* —c*)(@* —b*)(c* ) (b* — A*)(c* —”)(b* — A*)(c* — A7)
seklinde yazilir. (3.2.18) bagmtisindan;
M, = (62 _/12)
(0 —b*)(* —6*) (b2 — A7) - 1)
le = 2 2 2 (7722_2;2) 2 2 2 (4.103)
(" =b )7 —c")(b" —A7)(c" —47)
V)

M., =
RO S S R
kofaktorleri elde edilir. ( 1.2.25 ) Bagintisindan bu sistemdeki metrik katsayilari,

=0~ 2)
(n* =b*)(n* —¢*)
(-2’ -6

g

g, = @ b ) (4.10.4)
. (* =)0 =A%)
TN -2
g’= 2 12,2 (7722 _(292)(22 _2/12)(?2 _2/12) N2 424112 (4'10'5)
(7" =b7) (" —c™ )@ =b")(c" 6" )(b" —A7)(c" —17)]

olarak bulunur. f,,f,,f; degerleri ise (3.2.24) bagmtisindan,
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£ =[? - -cH]"
£, =[(@-b)c-6)]" (4.10.6)
£,=[® -2 -]
seklinde elde edilir.
(3.2.13) Helmotz Denklemi;

a,=k?, U =H(n), U*=0(0), U '=A(1) (4.10.7)
olmak tizere

1.d (. du')

T [fd j UZgzﬁljaJ— (4.10.8)

seklini alir. Bu denklem ayristirilirsa;

(n° =b*)(n* = ¢

(27 - (v’ +c2)]j—;l+[k2n4 tag’ v, |H=0  (4.10.9)

(92_b2)(c2 d @

+6[20°—( +cz)]3—2+[k294+a36’2+a2]®:0 (4.10.10)

d’A
b2 =A%) 2 - A2
( ) )M

/1[2,12—(b2+c)] +[k2/14+a3,12+a2]/\ 0 (4.10.11)

seklinde ¢ denklem elde edilir.
Bu denklemlerde eger a,=qb’+c’)ve  a,=-p(p+1) almnirsa;

(4. 10.9) , (4.10. 10) , (4. 10.1 1) denklemleri,

2 12\(2 A2 2 (2, A2 d_H
(7 =07 —e [2’7 (b7 +e )}dn (4.10.11)
Hk*n* —p(p+Dn* —q(b’ +c*)JH=0
2 12vp2 2 d’e ) de
(O =0NT =) g +o[26° -+ N ] 5 d6 (4.10.11)
Hk*0* —p(p+1)6* —q(b* +c*)]®=0
2 2 2 2 dzA 2 2 2 dA
(A2 D) (A* - (247 =(b* +¢ )]J (4.10.12)

+[kzl4 -pp+ l)ﬁ,2 + q(b2 +c? )A =
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seklini alir. (4.2.10),(4.2.11), (4.2.12) denklemlerin ¢oziimleri ise sirasiyla;

H=AE(k,7)+B,FI(k,7) (4.10.13)
© = A,E!(k,0)+B,Fi(k,0) (4.10.14)
A=AEN(K,2)+B,FI(k,2) (4.10.14)

dir.
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4.11. Paraboloidal Koordinatlarda Coziim

Boliim 3 (3.2.17) bagintisindan bu koordinat sistemi i¢in Stackel Matris ve

determinanti;
- | .
(#=c)(u=b) (u=c)(u=b) (u-c)(u-b)
B v -1 v
S s e A e s S (e e (4.111)
s 1 -1
L (b=2)(A-¢) (b=A)(A=c) (b-2)(A-c)]

(u=v)(u-2)(A-V)

BRI P77y e ooy s (1)
seklinde yazilir. (3.2.18) bagintisindan
B (A-V)
e v)b-2)(A-9)
_ (u-4)
Mo = o) o) (A -) )
M. = (u—v)

" (u=b)(u=c)(b-v)(c-v)

kofaktorleri elde edilir. (1.2.25 ) Bagintisindan bu sistemdeki metrik katsayilari,

g VIR ) Gy
(1=Db)(u—c) (b-v)(c-v) (b—A)(A-c)
g% _ (U=V)(u-A)(A-v) (4_11_5)

[(1=b)(e—e)b-V)(c—V)(b-A)(A-0)]"”
olarak bulunur. f,,f,,f; degerleri ise (3.2.24) bagintisindan,

1 1 1

1 1 1 1 1 1
f=(u-b)*(u-0), f,=(b-v)*(c-v)*, f;=(b-4)*(4-c)? (4.11.6)
seklinde elde edilir.
(3.2.13) Helmotz Denklemi;

o =k* U =M(u), U*=N(v), U'=A(4) (4.11.7)

olmak iizere;
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fl di [ j U‘Zd) a; = (4.11.8)

seklini alir. Bu denklem ayristirilirsa;

2

dM 1 dM
(=b)(u—c) r +5[2,u—(b+c)]a+[k2,u2+a3,u—a2]M:0 (4.11.9)

(b-v)(c- v)zzN —[2v —(b+c)] +[kV + v —a, IN=0 (4.11.10)
|4
d’A 1 dA oo o

(b-2)(A-c )d;t —7[22- b+ + KA +ad - A =0 (4.11.11)

seklinde ¢ denklem elde edilir.

Bu denklemlerde eger o, =(b+c)q ve a,=-p(p+1) alinirsa;

(4.1 1.9) , (4.1 1.10) , (4.1 1.1 1) denklemleri,

2

(,u—b)(,u—c)d 1\:[ +l[2,u—(b+c)]d—M+[k2,u2 +apu—a,M=0  (4.11.12)
dus 2 du

d*N

(o) (=) 4

d’A

(b-2) (A=)

seklini alir. (4.11.12),(4.11.13), (4.11.14) denklemlerin ¢oziimleri ise sirastyla;

+%[2V—(b+c)]((11—N+[k2V2+a3v—a2]N=O (4.11.13)
v

—%[21—(b+c)]3—2+[k2/12+a3/1—a2]A:0 (4.11.14)

M = A,BY(k, 4) + B,C2(K, ) (4.11.15)
N =A,BY(k,v)+B,C(k,v) (4.11.16)
A=ABY(k,2)+B,Cl(K, ) (4.11.17)

dir.
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TARTISMA

Literatiirde Helmhotz Diferansiyel Denklemlinin ¢dziimlerinin incelendigi Ozel
Ortogonal Koordinat Sistemleri genel olarak “Silindirik Koordinatlar”, “Ddnel
Koordinatlar”, ve Genel Koordinatlar olarak ii¢ ana baslikta incelenmektedir. Bu
basliklar altinda yapilan siniflandirmada ~ Silindirik Koordinatlar;

Dairesel Koordinatlar

Eliptik Silindirik Koordinatlar

Parabolik Koordinatlar
alt ana basliklar1 ile, Donel Koordinatlar;

Kiiresel Koordinatlar

Prolate Koordinatlar

Oblate Koordinatlar

Parabolik Koordinatlar
alt ana basliklari ile, Genel Koordinatlar;

Kiiresel Koordinatlar

Elipsoidal Koordinatlar

Parabolidal Koordinatlar
altinda smiflandirmaktadir.

Bu Koordinat sistemlerine ek olarak bazi 06zel koordinatlar ile ylizey
koordinatlar1 da incelenmekte, bu koordinat sistemlerinin de 6zel fonksiyonlarin aldigi

bi¢im arastirilmaktadir.
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SIMGELER DiZiNi

Bear Fonksiyonu.

: Mathieu Fonksiyonu.

Lame Fonksiyonu.

: Bessel Fonksiyonu.

: Metrik Katsayilar Matrisi.

Legendre Fonksiyonu.

: Weber Fonksiyonu.
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