
T.C. 
ERC�YES ÜN�VERS�TES� 

FEN  B�L�MLER� ENST�TÜSÜ 

 
MUTLAK MATR�S TOPLANAB�LME METODLARI 

 
Tezi Hazırlayan 
Mehmet YÜCEL 

 
Tezi Yöneten 

Doç. Dr. Hikmet ÖZARSLAN 

 
Matematik Anabilim Dalı 

Yüksek Lisans Tezi  

 
Haziran 2005 

KAYSER� 
 
 



 
 

 

 

i 



TE�EKKÜR 

 

Bu çalı�manın planlanması, yürütülmesi ve yazılmasında de�erli katkıları ile en büyük 

deste�i gördü�üm saygıde�er hocam Sayın Prof. Dr. Hüseyin BOR’a ve Sayın Doç. Dr. 

Hikmet  ÖZARSLAN’a, Sayın Ar�. Gör. Nedret Ö�DÜK’e  ve manevi destekleri için 

aileme sonsuz te�ekkürlerimi sunarım. 

                                                 

                                                                                                         Mehmet YÜCEL 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ii 



MUTLAK MATR�S TOPLANAB�LME METODLARI 

Mehmet Yücel 

Erciyes Üniversitesi, Fen Bilimleri Enstitüsü 

Yüksek Lisans Tezi, ,Haziran 2005  

Tez Danı�manı: Doç. Dr. Hikmet ÖZARSLAN 

 

ÖZET 

 

Bu tez be� bölümden olu�maktadır:  

Birinci bölümde, tezin içeri�i ile ilgili bir giri� yapıldı.  

�kinci bölümde, bazı temel tanımlar ve teoremler verildi. 

Üçüncü bölümde, 
knpN ,  toplanabilme metodu ile 

knqN ,  toplanabilme metodu 

arasındaki ili�ki incelendi.  

Dördüncü bölümde, 
knpN ,  toplanabilme metodu ile 

knpT ,  toplanabilme metodu 

arasındaki ili�ki incelendi, ortaya çıkan  uygulamalar ifade ve ispat edildi.  

Be�inci bölümde 
knpN ,  toplanabilme metodu ile 

k
T  toplanabilme metodu arasındaki 

ili�ki incelendi, ortaya çıkan sonuçlar ifade ve ispat edildi.  

 
Anahtar Kelimeler: Sonsuz seriler, 

k
T  toplanabilme, 

knpN ,  toplanabilme, 
knqN ,  

toplanabilme 
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ABSTRACT 

 

This thesis consists of five chapters: 

 In the first chapter, the introduction is given dealing with thesis.  

In the second chapter, some basic definitions and theorems are given.  

In the third chapter, the relation between the 
knpN , summability method and the 

knqN ,  summability method is examined.  

In the fourth chapter, the relation between the 
knpN , summability method and the 

knqT ,  summability method is examined, the results found is  explained and proved.  

In the fifth chapter, the relation between the 
knpN , summability method and the 

k
T  

summability method is examined, the results found is  explained and proved.  

 

Keywords: Infinite Series, 
k

T  summability, 
knpN ,  summability, 

knqN ,  

summability 
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       1.BÖLÜM  

 

G�R�� 

 

Son zamanlarda “bazı �artlar altında toplanabilme metotları arasındaki ili�kiler”, farklı 

matematikçiler tarafından incelenmi� ve bunlardan bir takım sonuçlar elde edilmi�tir. 

Biz bu çalı�mamızda 
knpN , ve 

knqN ,  toplanabilme metodlarının hangi �artlar altında 

birinin di�erini gerektirdi�ini inceledik. Ayrıca 
knpN ,  toplanabilen bir serinin hangi 

�artlar altında 
knpT ,  toplanabilir oldu�u, yine 

knpN , toplanabilen bir serinin 
k

T  

toplanabilir olması için hangi �artların sa�lanması gerekti�i gösterilmi�tir. Ortaya çıkan 

sonuç ve uygulamalar incelenmi�tir.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
 
 
 
 
 
     2. BÖLÜM   

 

TEMEL TANIMLAR VE LEMMALAR 

 

Bu bölümde, genel çalı�mamızda temel tanım ve teoremleri vererek i�e ba�layaca�ız. 

 

TANIM 2.1. F reel veya komplex sayıların bir cismi olsun ve n,v = 0,1,2,3,…, için 

∈nva  F olmak üzere bir T = ( )nva  sonsuz matrisi ve ( )ns de F de dir dizi olsun.Bu 

takdirde ( )ns dizisinden  ( )nt   dizisine bir dönü�üm  

  �
∞

=

=
0v

vnvn sat                                               (2.1) 

olarak tanımlansın. ( )nt   dizisine ( )ns  dizisinin T dönü�üm dizisi denir ve T ye de 

diziden-diziye bir dönü�üm denir. Bu dönü�ümün var olması için (2.1) deki sonsuz 

toplamın her n için yakınsak olması gerekir [1]. 

 

TANIM 2.2. Bir T = ( )nva , n,v = 0,1,2,…, matrisi verilmi� olsun. E�er T matrisi 

yakınsak her diziyi yakınsak bir diziye dönü�türüyor ve aynı zamanda limiti de 

koruyorsa, T matrisine regülerdir denir [2]. 

 

A�a�ıdaki teorem verilen bir T matrisinin regüler olması için gerek ve yeter �artları 

verir. 

 

TEOREM 2.3. Bir T = ( )nva , n,v = 0,1,2,…, matrisinin regüler olması için gerek ve 

yeter �artlar: 

(i) her v için 0lim =
∞→ nvn

a   

(ii) 1lim
0

=�
∞

=∞→
v

nvn
a            (2.2) 



(iii) her n için Ma
v

nv ≤�
∞

=0

 

 olacak �ekilde n den ba�ımsız bir M pozitif reel sayısının var olmasıdır [3]. 

 

Toplanabilme  teorisinde çok önemli yer te�kil eden Teorem 2.3 Silverman-Toeplitz 

teoremi olarak bilinir. 

 

TANIM 2.4. Reel yada komplex terimli bir B= ( )nvb  sonsuz matrisi ve � na serisi 

verilmi� olsun.  

  �
∞

=

=
0v

vnvn abt             (2.3) 

olacak �ekilde tanımlanan ( )nt  dizisine,  � na serisinin B-dönü�üm dizisi denir ve B ye 

seriden-diziye bir dönü�üm denir. Bu dönü�ümün tanımlı olması için (2.3) deki 

toplamın her n için yakınsak olması gerekir [1]. 

 

TANIM 2.5. Reel yada komplex terimli bir C= ( )nvc  sonsuz matrisi ve � na serisi 

verilmi� olsun.  

  �
∞

=

=
0v

vnvn act             (2.4) 

mevcut ve 

  �
∞

=

=
1n

n st  

ise, C ye seriden seriye dönü�üm, s sayısına da   � na serisinin C dönü�ümü ile 

genelle�tirilmi� toplam denir [1]. 

 

TANIM 2.6. Kısmi toplamlar dizisi ( )ns  olan bir � na serisi verilmi� olsun. Ayrıca 

( )ns  dizisinin T = ( )nva  matrisi yardımı ile olu�turulan ( )nt  dönü�üm dizisi, (2.1) deki 

�ekilde tanımlansın. E�er stnn
=

∞→
lim  ise,� na  serisine veya ( )ns  dizisine s de�erine T 

toplanabilirdir denir [3]. 

 



TANIM 2.7. Kısmi toplamlar dizisi ( )ns  olan bir � na serisi verilmi� olsun. Ayrıca 

( )ns  dizisinin T = ( )nva  matrisi yardımı ile olu�turulan ( )nt  dönü�üm dizisi, (2.1) deki 

�ekilde tanımlansın. E�er ( ) BVtn ∈  ise, � na  serisine veya ( )ns  dizisine mutlak T 

toplanabilir yada kısaca T  toplanabilir denir. E�er � na serisi, T  toplanabilir ise 

� na ∈  T   veya ( )ns  ∈ T  sembollerinden birisiyle gösterilir [4]. 

  

TANIM 2.8. Kısmi toplamlar dizisi ( )ns  olan bir � na serisi verilmi�  olsun. ( )ns  

dizisinin T = ( )nva  matrisi yardımı ile ( )nt  dönü�üm dizisi (2.1) deki �ekilde 

tanımlansın. E�er 1≥k  için 

           ∞<−�
∞

=
−

−

1
1

1

n

k
nn

k ttn                        (2.5) 

ise, � na  serisi 
k

T  toplanabilirdir denir [5].  

k=1 özel durumunda 
k

T  toplanabilirlik, T  toplanabilirlik ile aynıdır. 

 Özel olarak  T= )( nva  normal bir matris alalım. Bu durumda ( ))(sAn  dönü�üm 

dizisi 

 �
=

=
n

v
vnvn sasT

0

,)(     ...2,1,0=n  

�eklindedir. 

 )()()( 1 sTsTsT nnn −−=∆  

olmak üzere, 1≥k  için 

 �
∞

=

− ∞<∆
1

1 )(
n

k

n
k sTn  

ise, � na  serisi 
k

T  toplanabilirdir denir[6] 

  

Aksi bir �ey söylenmedikçe, ( )ns , � na serisinin kısmi toplamlar dizisini ve ( )np , 

                 ( )1,0,,
0

≥==∞→∞→= −−
=
� ipPnpP ii

n

v
vn        (2.6) 

olacak �ekilde pozitif sayıların bir dizisini gösterecektir. 

 



TANIM 2.9. Hepsi birden sıfır olmayan non-negatif reel sayıların bir ( )np  dizisi 

verilmi� olsun. ( )np ,  0>np , nn ppppP ++++= ...321    olacak �ekilde  pozitif 

sayıların bir dizisi olmak üzere ( )ns  dizisinden ( )nu  dizisine 

                      �
=

=
n

v
vv

n
n sp

P
u

0

1
         (2.7) 

ile verilen dönü�üme Riesz ortalaması yada Riesz dönü�ümü denir ve kısaca ( )npN ,  

ortalaması ya da dönü�ümü denir [3].  

(2.7) ile tanımlanan dönü�ümün matris elemanları 

    
�
�

�
�

�

>

≤
=

içinnv

içinnv
P
p

a n

v

nv

,0

,
                          (2.8) 

�eklinde ifade edilir [3]. 

TEOREM 2.10.  ( )npN ,  ortalamasının matrisinin regüler olması için gerek ve yeter 

�art ∞→n  için ∞→nP  olmasıdır [3]. 

TANIM 2.11. ( )nu , diziden diziye ( )npN ,  ortalamasını göstersin. Yani  

                   v

n

v
v

n
n sp

P
u �

=

=
0

1
            (2.9) 

olsun. E�er 

         sunn
=

∞→
lim                                                         

ise, � na serisi s de�erine ( )npN ,  toplanabilirdir denir [7]. 

 

TANIM 2.12. Hepsi birden sıfır olmayan non-negatif reel sayıların bir ( )np  dizisi 

verilmi� olsun. ( )np ,  0>np , nn ppppP ++++= ...321    olacak �ekilde bir dizi olsun. 

Kısmi toplamlar dizisi ( )ns  olan bir � na serisi ve bu  � na serisinin (2.7) de verilen 

( )nu  Riesz dönü�ümleri verilmi� olsun. E�er 



                         ∞<−�
∞

=
−

1
1

n
nn uu                    (2.10) 

ise, � na  serisine mutlak ( )npN ,  toplanabilir veya kısaca npN ,  toplanabilirdir denir 

[8]. 

 

TANIM 2.13. Kısmi toplamlar dizisi ( )ns  olan bir � na serisi verilmi� olsun. 

( )nu , ( )ns  dizisinin  (2.7) de verilen  Reisz dönü�ümü  olsun. E�er 1≥k  için 

                        ∞<−��
�

�
		



�
�

∞

=
−

−

1
1

1

n

k
nn

k

n

n uu
p
P

                                          (2.11) 

ise, � na serisine k indisli mutlak ( )npN ,  toplanabilir veya kısaca 
knpN ,  

toplanabilirdir denir [9].  

k=1 özel durumunda 
knpN ,  toplanabilirlik  npN ,  toplanabilirlik ile çakı�ır. 

 

TANIM 2.14. Kısmi toplamlar dizisi ( )ns  olan bir � na serisi verilmi�  olsun. ( )ns  

dizisinin T = ( )nva  matrisi yardımı ile ( )nt  dönü�üm dizisi (2.1) deki �ekilde 

tanımlansın. E�er 1≥k  için 

             ∞<−��
�

�
		



�
−

−∞

=
�

k
nn

k

n n

n tt
p
P

1

1

1

                                                                  (2.12) 

ise, � na  serisine 
knpT ,  toplanabilirdir denir[10]. 

 

TANIM 2.15. Kısmi toplamlar dizisi ( )ns  olan bir � na serisi verilmi� olsun. � na  

serisinin veya ( )ns  dizisinin  matris elemanları 

   
��

�
�

�

>

≤
+=

içinnv

içinnv
nanv

,0

,
1

1
                         (2.13) 

ile verilen T = ( )nva  matrisi yardımıyla elde edilen ( )nσ  dönü�üm dizisi  

                   �
=+

=
n

v
vn s

n 01
1σ                 (2.14) 



olarak tanımlansın. Bu �ekilde tanımlanan ortalamaya Cesàro ortalaması veya kısaca 

(C,1) ortalaması denir [3].  

(C,1) ortalaması regülerdir. (C,1) ortalamasının regüler olması ( )npN ,  ortalamasının bir 

sonucudur. Çünkü (C,1) ortalaması ( )npN ,  ortalamasında her n için 1≡np alarak elde 

edilir. Bu seçim için ( )npN ,  metodu da regüler olur. 

 
TANIM 2.16. Kısmi toplamlar dizisi ( )ns  olan bir � na serisi verilmi� olsun. ( )nσ , 

( )ns  dizisinin (2.14) de verilen (C,1) dönü�ümü olmak üzere,  e�er 

                           ∞<−�
∞

=
−

1
1

n
nn σσ                     (2.15) 

ise,   � na serisine mutlak (C,1) toplanabilir veya kısaca 1,C  toplanabilirdir denir. 

TANIM 2.17. Kısmi toplamlar dizisi ( )ns  olan bir � na serisi verilmi� olsun. ( )nσ , 

( )ns  dizisinin (2.14)  de  verilen (C,1) dönü�ümü olsun. E�er 1≥k  için 

                        ∞<−�
∞

=
−

−

1
1

1

n

k
nn

kn σσ                   (2.16) 

ise, � na serisine k indisli mutlak (C,1) toplanabilir veya kısaca 
k

C 1,  toplanabilirdir 

denir [11]. (2.16) de ifade edilen 
k

C 1,  toplanabilirlik k=1 özel durumunda 1,C  

toplanabilirlik ile çakı�ır. 

 
TANIM 2.18. A ve B iki toplanabilme metodu olsun. A toplanabilen her dizi, aynı 

de�ere B toplanabiliyorsa A ya B yi gerektiriyor denir ve A ⊆ B ile gösterilir [3]. 

 

TANIM 2.19. Bir ( )nx  dizisi verilsin. E�er� nn xa  serisi bir metoda göre 

toplanabiliyor fakat � na  serisi aynı metoda göre toplanamıyorsa ( )nx  dizisine 

� na serisi için toplanabilme çarpanı denir [12] . 

 

TANIM 2.20.  (Hölder E�itsizli�i) 



0,...,,,0,...,,ve1
11

,1 2121 ≥≥=+> nn bbbaaa
qp

p   olsun. Bu taktirde 

         
qn

k

q
k

pn

k

n

k

p
kkk baba

1

1

1

1 1

�
�

�
	



�
�
�

�
	



�≤ �� �
== =

                   (2.17) 

dur . 

 
TANIM 2.21. (Minkowski E�itsizli�i) 

0,...,,,0,...,,,1 2121 ≥≥≥ nn bbbaaap   olsun. Bu taktirde 

         ( )
pn

k

p
k

pn

k

p
k

ppn

k
kk baba

1

1

1

1

1

1

�
�

�
	



�+�
�

�
	



�≤�
�
�

�
	
	



�
+ ���

===

                                                   (2.18) 

dır . 

LEMMA 2.22. 1≥k  ve )( nvaA =  sonsuz bir matris olsun. ( )kk llA ,∈  olması için 

gerekli �art, bütün 0, ≥vn  için 

 )1(Oanv =  

olmasıdır [13]. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
 
 
 

3. BÖLÜM  

 

knpN , ve
knqN ,  TOPLANAB�LME METODLARI  �LE �LG�L� 

TEOREMLER 
 

Bu bölümde ele alınan iki toplanabilme metodunun, birinin di�erini gerektirmesi için 

hangi �artların gerek ve yeter �art oldu�unu veren bir teoremi ifade ve ispat edece�iz.  

 

TEOREM 3.1.  ( )np  ve ( )nq  pozitif diziler  ve 1≥k  olsun. 
knpN ,  toplanabilen her 

serinin 
knqN ,  toplanabilir olması için 

  )1(O
pQ
Pq

nn

nn =                         (3.1) 

�artının sa�lanması gereklidir[14]. E�er 

  )1(O
Pq
pQ

nn

nn =              (3.2) 

�artı da sa�lanıyorsa, (3.1) �artı aynı zamanda yeterlidir[15]. 
 

�SPAT :  

YETERL�L�K : � na  serisinin  ( )npN ,  ortalaması nt  olsun. Bu takdirde küçük bir 

hesaplama neticesinde 

 ( ) v

n

v
vn

n

n

v
vv

n
n aPP

P
sp

P
t ��

=
−

=

−==
0

1
0

11
         (3.3) 

elde ederiz. � na  serisinin 
knpN ,  toplanabilir olması demek, 

 �
∞

=
−

−

∞<∆��
�

�
		



�

1
1

1

n

k
n

k

n

n t
p
P

           (3.4) 

olmasıdır. Di�er taraftan, 

 nnn ttt −=∆ −− 11   



          ( )1−−−= nn tt  

          �
=

−
−

≥−=
n

v
vv

nn

n nPa
PP
p

1
1

1

1, ,   )0( 1 =−P                    (3.5) 

oldu�undan (3.5) de n yerine (n-1) alırsak, 

 �
−

=
−

−−

−
− −=∆

1

1
1

21

1
2

n

v
vv

nn

n
n Pa

PP
p

t  

bulunur. Buradan da 

 1
1

1
1 −

−

=
− ∆−=� n

n

nn
n

v
vv t

p
PP

aP                       (3.6) 

 2
1

21
1

1
1 −

−

−−
−

=
− ∆−=� n

n

nn
n

v
vv t

p
PP

aP            (3.7) 

(3.6) dan (3.7) ifadesi çıkarılır ise, 

 
�


�

�
�
�

∆+∆−= −
−

−−
−

−

−
2

1

21
1

1

1

1
n

n

nn
n

n

nn

n
n t

p
PP

t
p
PP

P
a          (3.8) 

     ( )1,2
1

2
1 ≥∆+∆−= −

−

−
− nt

p
P

t
p
P

n
n

n
n

n

n          (3.9) 

elde ederiz. E�er  � na  serisinin  ( )nqN ,  ortalaması nT  ise, benzer olarak 

 ( ) v

n

v
vn

n

n

v
vv

n
n aQQ

Q
sq

Q
T ��

=
−

=

−==
0

1
0

11
       (3.10) 

elde ederiz. Böylece (3.5) deki benzer dü�ünceyi kullanarak, 

 �
=
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v
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n
n nQa
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q

T
1

1
1

1 1, , ( )01 =−Q       (3.11) 

elde ederiz. (3.9) da elde etti�imiz va  de�erini (3.11) de yerine koyarsak, 
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knpN ,  toplanabilen her serinin 
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toplanabilir olması demek, ( )kk llA ,∈   olması demektir. Böylece Lemma 2.22 dan 

dolayı 
knkn qNpN ,, �  olması için gerekli �art, A matrisinin sınırlı olmasıdır. Özel 

olarak bunun diagonal elemanlarının sınırlı olması gerekir. Bu da bize (3.1) �artının 

gereklili�ini verir. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
 
 
 
 

4. BÖLÜM  

 

knpT , ve
knpN ,  TOPLANAB�LME METODLARI �LE �LG�L� TEOREMLER 

 

Bu bölümde, 
knpN , toplanabilir bir serisinin hangi �artlar altında 
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toplanabilirli�i ile ilgili iki teorem ifade ve ispat edece�iz. 
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elde ederiz. Teoremi ispatlamak için 1≥k  olmak üzere Minkowski  e�itsizli�inden 
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bulunur. (4.1) , (4.5) �artlarını kullanırsak, 
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elde edilir. Son olarak 4t  için, (4.6) �artını uygularsak, 
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bulunur. Bu da teoremin ispatını tamamlar. �imdi  1≥k  olmak üzere 
knpN ,  

toplanabilme metodu ile 
knqT ,  toplanabilme metodu arasındaki ili�kiyi inceleyen bir 

teoremi ifade ve ispat edelim. 
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�artları sa�lanması gereklidir [10]. 
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olur ki bu da (4.9) �artıdır. �imdi (4.10) �artını göstermek için (4.7) deki ifadeyi 
yazarsak 
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e�itli�inden )( 1−= vv POP  elde edilir ki bu ifadeyi (4.11) de yerine yazarsak 

 )1(
1

1
,1

1

OA
q
Q

p
P m

vn

k

vn

k

n

nk
v

v

v =��
�

�
		



�
∆ �

+

+=
−

−

ε  

bulunur. Bu da bize (4.10) �artının gereklili�ini gösterir. Böylece ispatımız 

tamamlanmı� olur. 

�imdi elde etti�imiz sonuçları içeren uygulamaları inceleyelim. 
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�artları yeterlidir [10]. 

 

�SPAT : Bu teoremin ispatını yapmak için Teorem 4.1 in �artlarının sa�landı�ını 
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(4.19) ifadesinde (4.12) kabulünü yazarsak 
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elde ederiz. �imdi (4.20) ifadesini (4.1) de yerine yazarsak  
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buluruz. Öncelikle Teorem 4.1 in �artlarından (4.3) �artının sa�landı�ını gösterelim. 

Bunun için önce (4.3) ifadesinde (4.20) yi yerine yazarsak 
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elde edilir. �imdi de (4.4) �artını göstermeden önce ( )1,1 −−∆ vnv A  ifadesini elde edersek 
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bulunur. �imdi (4.4) �artını göstermek içinde ( )1,1 −−∆ vnv A  de�erini yerine yazarsak 
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elde edilir. (4.24) ve (4.25) de elde etti�imiz e�itlikleri (4.23) de yerine yazarsak 
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�artlarının  sa�lanması gereklidir [10]. 
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yazarsak 



( )� �
∞

+=

∞

=

−

−

−

−
− =��

�

�
		



�
==

1

1

1

1

,1
1 )1(

vn vn

k

v

vk
v

n
k
n

k
n

k

v
k

vvn
k

n
k

v O
Q
vq

O
QQ

qn
QAnf εεε  

elde edilir. �imdi (5.4) �artını elde etmek için (5.20) de elde etti�imiz e�itli�i yerine 

koyarsak  
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elde edilir ki böylece  ispatımız tamamlanmı� olur. 
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dir[16]. 



�SPAT : Sonuç (5.3) de 1=np  alırsak  (5.4) ve (5.15) �artları (5.22) ve (5.23) ile aynı 

olur. (4.16) �artını ispatlamak için (5.23) ve (5.24) �artlarını kullanırsak     
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elde edilir. Buda ispatımızı tamamlar. 
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