
 1 

GENELLEŞTİRİLMİŞ {{{{ }}}}nG
  FIBONACCI DİZİSİNİ KULLANARAK 

k2  MERTEBELİ {{{{ }}}})2( k

nG  GENELLEŞTİRİLMİŞ FIBONACCI MATRİS 

DİZİSİNİN TEŞKİL EDİLMESİ 

 

 

 

 

Tuğba BÜYÜKHATİPOĞLU 

 

 

 

 

YÜKSEK LİSANS  TEZİ 

MATEMATİK 

 

 

 

 

GAZİ ÜNİVERSİTESİ 

FEN BİLİMLERİ ENSTİTÜSÜ 

 

 

 

 

ŞUBAT 2006 

ANKARA 

 

 



 2 

GENELLEŞTİRİLMİŞ {{{{ }}}}nG
  FIBONACCI DİZİSİNİ KULLANARAK 

k2  MERTEBELİ {{{{ }}}})2( k

nG  GENELLEŞTİRİLMİŞ FIBONACCI MATRİS 

DİZİSİNİN TEŞKİL EDİLMESİ 

 

 

 

 

Tuğba BÜYÜKHATİPOĞLU 

 

 

 

 

YÜKSEK LİSANS TEZİ 

MATEMATİK 
 

 

 

 

GAZİ ÜNİVERSİTESİ 

FEN BİLİMLERİ ENSTİTÜSÜ 

 

 

 

 

ŞUBAT 2006 

ANKARA 

 

 

 



 3 

 



 4 

GENELLEŞTİRİLMİŞ {{{{ }}}}nG
  FIBONACCI DİZİSİNİ KULLANARAK 

k2  MERTEBELİ {{{{ }}}})2( k

nG  GENELLEŞTİRİLMİŞ FIBONACCI MATRİS 

DİZİSİNİN TEŞKİL EDİLMESİ  

 (Yüksek Lisans Tezi) 

 

 

Tuğba BÜYÜKHATİPOĞLU 

 

 

GAZİ ÜNİVERSİTESİ 

FEN BİLİMLERİ ENSTİTÜSÜ 

Şubat 2006 

 

ÖZET 

 

Bu çalışmada; her n 0≥≥≥≥  tamsayısı için nnn qWpWW ++++==== ++++++++ 12 , aW ====0 , bW ====1  

(burada ,a  ,b  ,p  q  keyfi tamsayılar) rekürans bağıntısı ile tanımlanan {{{{ }}}}nW  

dizisinde 1====q  olması durumunda terimleri 11 −−−−++++ ++++==== nnn GpGG , aG ====0 , bG ====1  

rekürans bağıntısından elde edilen genelleştirilmiş Fibonacci dizisi {{{{ }}}}nG ’i 

kullanarak k2  mertebeli {{{{ }}}})2( k

nG  genelleştirilmiş Fibonacci matris dizisi teşkil 

edildi. Bu matris dizisi ile ilgili bazı sonuçlar verildi. 
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SİMGELER VE KISALTMALAR 

 

Bu çalışmada kullanılmış bazı simgeler, açıklamaları ile birlikte aşağıda 

sunulmuştur. 

  

Simgeler    Açıklama 
 
 
{{{{ }}}}nF          Fibonacci dizisi  

{{{{ }}}}nL                                          Lucas dizisi                                                         

{{{{ }}}}nP                                          Pell  dizisi 

{{{{ }}}}nq                                          Modify Pell  dizisi  

{{{{ }}}}nQ                                         Pell-Lucas dizisi 

{{{{ }}}}nG                                         Genelleştirilmiş Fibonacci dizisi 

{{{{ }}}})2( k

nG                                      k2  mertebeli genelleştirilmiş Fibonacci matris dizisi 

{{{{ }}}})2( k

nF                                     k2  mertebeli Fibonacci matris dizisi 

{{{{ }}}})2( k

nL                                      k2  mertebeli Lucas matris dizisi 

{{{{ }}}})2( k

nP                                      k2  mertebeli Pell matris dizisi 

{{{{ }}}})2( k

nq                                      k2 mertebeli Modify Pell matris dizisi 

{{{{ }}}})2( k

nQ                                     k2  mertebeli Pell-Lucas matris dizisi 

nF                                            n -inci Fibonacci sayısı 

 nL                                           n -inci Lucas sayısı 

nP                                            n -inci Pell sayısı 

nq                                             n -inci Modify Pell sayısı 
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Simgeler Açıklama 
 
 

nQ                                            n -inci Pell-Lucas sayısı 

 

nf                                            n -inci Fermat sayısı 
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1. GİRİŞ  
 

Bu çalışmada her n  tamsayısı için, 
 

nnn qWpWW += ++ 12  
 

rekürans bağıntısı ile tanımlanan { }nW  dizisinin aşağıdaki özel durumlarını göz 

önüne alacağız. Burada ,a  ,b  ,p  q  keyfi tamsayılar olmak üzere, aW =0 , bW =1   

dir. 

 

1. ,1=p  ,1=q  ,0=a  1=b  için { }nF  ile gösterilen Fibonacci dizisi,  

2. ,1=p  ,1=q  ,2=a  1=b  için { }nL  ile gösterilen Lucas dizisi,                                                         

3. ,2=p  ,1=q  ,0=a  1=b  için { }nP  ile gösterilen  Pell  dizisi,  

4. ,2=p  ,1=q  ,1=a  1=b  için { }nq  ile gösterilen Modify Pell  dizisi,  

5. ,2=p  ,1=q  ,2=a  2=b  için { }nQ  ile gösterilen Pell-Lucas dizisi,  

 

Bu dizilerin ortak özelliği 1=q olmasıdır. 1=q olması durumunda { }nG  ile 

gösterilen ve genelleştirilmiş Fibonacci dizisi denilen,  

 

11 −+ += nnn GpGG                                                                            [1.1] 

 

şeklindeki diziyi  göz önüne alacağız. Burada aG =0  ve bG =1 ’dir. 

{ }nG  dizisinin negatif terimleri Eş. 1.1’deki rekürans bağıntısı kullanılarak aşağıdaki 

gibi bulunabilir; 

   

nnn pGGGpGGGpGGG −−−+−−−− −=−=−= )1()1(102011 ,...,,
 

 

Buarada n  tamsayısına değerler vererek aşağıdaki sayıları bulabiliriz. 
 

n  : …  -6       -5     -4     -3   -2   -1     0   1     2     3      4      5      6 … 

nF :  … -8        5     -3      2   -1    1     0    1     1     2      3      5      8 … 
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nL  : …18     -11      7     -4    3   -1     2    1     3     4      7    11     18 … 

nP : ... -70     29    -12      5   -2    1     0    1     2     5    12    29     70… 

nq : ... -239    99    -41    17   -7    3    -1    3    7    17    41    99    239… 

nQ : … 198    -82    34    -14    6    -2    2    2    6    14    34    82   198 … 

 

Bu şekilde genel olarak,  
 

nG−  =  




−

− +

,)1(

,)1( 1

n

n

n

n

G

G
   

0

0

≠

=

a

a
  

ise

ise
           [1.2] 

 

yazılabilir. 
 

Biz burada genelleştirilmiş { }nG  Fibonacci dizisini kullanarak k2  mertebeli 

genelleştirilmiş Fibonacci matris dizisi { })2( k

nG  ve onun özelliklerini inceleyeceğiz. 
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2. LİNEER REKÜRANSLAR 
 

Bu bölümde ileride kullanacağımız bazı tanımları ve temel kavramları vereceğiz. 
 

2.1. Tanım  
 

0F = 0 ve 1F  = 1 olmak üzere 1+nF = nF + 1−nF   n ≥ 1 şeklinde tanımlanan rekürans 

bağıntılarından elde edilen sayılara Fibonacci sayıları denir. Bu rekürans bağıntısının 

ürettiği tamsayılar dizisine Fibonacci dizisi denir ve { }nF   ile gösterilir. Burada nF , 

n -inci  Fibonacci sayısını gösterir, (4-19). 

 

2.2. Tanım  
 

0L = 2 ve 1L  = 1 olmak üzere 1+nL = nL + 1−nL   n ≥ 1 şeklinde tanımlanan rekürans 

bağıntılarından elde edilen sayılara Lucas Sayıları denir. Bu rekürans bağıntısının 

ürettiği tamsayılar dizisine Lucas Dizisi denir ve { }nL   ile gösterilir. Burada nL , n -

inci  Lucas sayısını gösterir, (2, 5, 24). 

 

2.3. Tanım 
 

0P = 0 ve 1P  = 1 olmak üzere 1+nP = 2 nP + 1−nP   n ≥ 1 şeklinde tanımlanan rekürans 

bağıntılarından elde edilen sayılara Pell sayıları denir. Bu rekürans bağıntısının 

ürettiği tamsayılar dizisine Pell dizisi denir ve { }nP   ile gösterilir. Burada nP , n -inci  

Pell sayısını gösterir, (1, 4, 20-26). 

 

2.4. Tanım 
 

0q = 1 ve 1q  = 1 olmak üzere 1+nq = 2 nq + 1−nq   n ≥ 1 şeklinde tanımlanan rekürans 

bağıntılarından elde edilen sayılara Modify-Pell sayıları denir. Bu rekürans 

bağıntısının ürettiği tamsayılar dizisine Modify-Pell dizisi denir ve { }nq   ile 

gösterilir. Burada nq , n -inci  Modify-Pell sayısını gösterir, (1, 4, 20-26). 
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2.5. Tanım 
 

0Q = 2 ve 1Q  = 2 olmak üzere 1+nQ = 2 nQ + 1−nQ   n ≥ 1 şeklinde tanımlanan rekürans 

bağıntılarından elde edilen sayılara Pell-Lucas sayıları denir. Bu rekürans 

bağıntısının ürettiği tamsayılar dizisine Pell-Lucas dizisi denir ve { }nQ   ile gösterilir. 

Burada nQ , n -inci  Pell-Lucas sayısını gösterir, (2, 4, 20-26). 

 

2.1. Teorem 
 

nF , n -inci  Fibonacci sayısı olsun. ( )51
2

1
+=α   ve   ( )51

2

1
−=β  olmak üzere  

 

βα

βα

−

−
=

nn

nF

 
 

dir. 
  

Bu formüle Fibonacci sayıları için Binet formülü denir, (1-4, 8-15). 
 

İspat  

 

İspatımızı n  üzerinde tümevarım yöntemi ile yapalım. 
 

1=n  için  =1F 1
11

=
−

−

βα

βα
 olduğundan ispat açık olarak doğrudur. 

2=n  için 
 

=2F
βα

βαβα

βα

βα

−

+−
=

−

− ))((22

  

                         = βα +  

                         = ( )51
2

1
+ + ( )51

2

1
−  

                         =1 
 

dir. 
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Şimdi 2>= kn  için doğru olduğunu kabul edelim. Yani  

 

=kF
βα

βα

−

− kk

  

 

olsun. Buna göre 1+= kn  için doğru olduğunu göstermeliyiz. 
 

=+1kF 1−+ kk FF =
βα

βα

−

− kk

+
βα

βα

−

− −− 11 kk

 

                           =
βα

ββαα

−

+−+ −− )()( 11 kkkk

 
 

Bununla beraber 12 += αα  olup 11 −+ += kkk ααα ’dir. Aynı zamanda 12 += ββ  

olup 11 −+ += kkk βββ  ’dir. Bu durumda, 

 

=+1kF
βα

βα

−

− ++ 11 kk

 
 

dir. Böylelikle 1+= kn  için ifade doğru olup ispat tamamlanmış olur. 
 

2.2. Teorem 
  

nL ; n -inci  Lucas sayısı olsun. ( )51
2

1
+=α   ve   ( )51

2

1
−=β  olmak üzere 

  

nn

nL βα +=  
 

dir.  
 

Bu formüle Lucas sayıları için Binet formülü denir, (1-5, 24). 
 

İspat 

  

İspatımızı n  üzerinde tümevarım yöntemi ile yapalım. 
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1=n  için  11
1 βα +=L  

                       = ( )51
2

1
+ + ( )51

2

1
−  =1  

 

olduğundan ifade açık olarak doğrudur. 
 

2=n  için  
 

=2L 22 βα +   

      = ( ) 2]51
2

1
[ + + ( ) 2]51

2

1
[ −  

      =3  
 

dir. Bu durumda 2>= kn  için doğru olduğunu kabul edelim.Yani  
 

=kL kk βα +  
 

olsun. Şimdi 1+= kn  için doğru olduğunu gösterelim. 
 

=+1kL 1−+ kk LL = kk βα + + 11 −− + kk βα  

                           = )( 1−+ kk αα + )( 1−+ kk ββ  
 

Bununla beraber 12 += αα  olup 11 −+ += kkk ααα ’dir. Benzer şekilde 12 += ββ  

olup 11 −+ += kkk βββ ’dir. Bu durumda, 

 

=+1kL 11 ++ + kk βα  
 

dir. Böylelikle 1+= kn  için ifade doğru olup ispat tamamlanmış olur. 
 

2.3. Teorem 
  

nF ; n -inci  Fibonacci sayısı ve ( )51
2

1
+=α  olmak üzere, 

 

α=+

∞→
n

n

n F

F 1lim
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dır, (1-4, 10-20). 
 

İspat  

 

1+nF = nF + 1−nF   olmak üzere, 

 

== +

∞→
n

n

n F

F
x 1lim )(lim 1

n

nn

n F

FF −

∞→

+
 

                     = )1(lim 1

n

n

n F

F −

∞→
+  

                     =1+
n

n

n F

F 1lim −

∞→
 

                     =1+

1

1
lim

−

∞→

n

n
n

F

F
 

                     =1+

1

lim

1

−
∞→

n

n

n F

F
=1+

x

1

 

 

olup, buradan =x 1+
x

1
 yada 012 =−− xx buluruz. Bu denklemin kökü, 

 

( ) α=+= 51
2

1
x

 
 

olduğundan buradan, 
 

α=+

∞→
n

n

n F

F 1lim
 

 

buluruz. 
 

Şimdi Fibonacci ve Lucas sayılarının bazı özelliklerini verelim, (1-26). 
 

1.   1≥n  için  
5

n

nF
α

= ,   

2.  n

nn LL )1(22
2 −−= , 
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3.  22
112 nnn FFF += ++ , 

4.  n

nnn LLL )1(112 −−= ++ , 

5.  nF5  = 1+nL  + 1−nL , 

6.  n

nnn FFF )1(2
11 −=−+− , 

7.  12
11 )1(5 −

+− −=− n

nnn LLL , 

8.  nmnm

n

nm LFFF =−+ −+ )1( , 

9.  mnnm

n

nm LFFF =−− −+ )1( , 

10.  ∑
=

+ −=
n

k

nk FF
1

2 1, 

11.  ∑
=

+ −=
n

k

nk LL
1

2 3 , 

12.  1−+= nn

n
FFαα   ve  1−+= nn

n
FFββ , 

13.  ∑
=

+
−

−+ 







=

k

j

jr

jk

n

j

nrkn FFF
j

k
F

0
1   ve ∑

=
+

−
−+ 








=

k

j

jr

jk

n

j

nrkn LFF
j

k
L

0
1 , 

14.  1
),(),(

≡≡
nm

n

nm

m
 (mod2) ise ( ) ),(, nmnm FFF =  ve ( ) ),(, nmnm LLL = , 

15.  5lim =
∞→

n

n

n F

L
, 

16.  n

n

n FF
1)1( +

− −= ,  

17.  n

n

n LL
1)1( +

− −= , 

18.  







=









+

−

1

1

11

10

nn

nn

n

FF

FF
, 

19. nF2  = nF nL , 

20. nL  = 1+nF  + 1−nF , 

21. 2
nL  - 5 2

nF  = 4 ( )n1− . 
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2.4. Teorem 
 

Eğer a , b ; 0>> ba  olacak şekilde tamsayılar ise ve Euclid Algoritmasını 

kullanarak a  ile b ’ nin en büyük ortak bölenini n  adımda hesaplamak gerekirse, o 

zaman ( )51
2

1
+=α  olmak üzere 1−> n

b α ’dir, (1-6, 20). 

 

İspat 

  

010 rr <<  olmak üzere 0ra = , 1rb =  olsun. 

 

2110 rqrr +=                120 rr <<  

3221 rqrr +=                230 rr <<  

4332 rqrr +=                340 rr <<  

M  

nnnn rqrr += −−− 112        10 −<< nn rr  

nnn qrr =−1                   2≥nq  

 

Şimdi 1≥nr  ve 12 =F  olduğundan 2Frn ≥  dir. 221 ≥≥− nn rr  ve  23 =F  olduğundan 

31 Frn ≥−  dir. 

 

Eğer 21 −≤≤ nj  ise 21211 +++++ +≥+= jjjjjj rrrqrr  dir. Bu durumda jnj Fr −++ ≥ 11  ve 

jnj Fr −+ ≥2  olup bu yüzden jnjnj FFr −−+ +≥ 1  ise jnj Fr −+≥ 2 . Özellikle 11 +≥= nFrb  

olup sonuçta 1−> n
b α  olur. 

 

2.1. İkili Lineer Reküranslar 
 

Fibonacci ve Lucas sayıları aşağıdaki gibi genelleştirilebilir: A ve B sıfırdan farklı  

042 ≠−= BAD  olacak şekilde aralarında relatif asal tamsayılar olmak üzere,  
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00 =u ,  11 =u , 21 −− −= nnn BuAuu        2≥n  için, 

20 =v ,  Av =1 , 21 −− −= nnn BvAvv        2≥n  için 

 

şeklinde tanımlanan { }nu  ve { }nv  dizilerini göz önüne alıyoruz. 

 

Eğer 1=A , 1−=B  olarak alınırsa nn Fu =  yani n -inci Fibonacci Sayısı ve  nn Lv =  

yani n -inci Lucas Sayısı olur. 

 

( )DA +=
2

1
α  ve ( )DA −=

2

1
β   02 =+− BAtt  denleminin kökleridir. Bu 

durumda, 0≥n  için 

 

βα

βα

−

−
=

nn

nu    ve  nn

nv βα +=    

      

olur. 
 

Bu eşitlikler Binet formülleri olarak bilinirler. { }nu  ve { }nv  ikili lineer reküranslar 

olarak bilinirler. 

 

Daha önce yazdığımız Fibonacci ve Lucas sayılarının formülleri ikili lineer 

reküranslara genelleştirilebilir. Bunların bazılarını aşağıdaki gibi verebiliriz: (1-26). 

 

1.  n

nn BDuv 422 =−  

2.  =nu2 nnvu  

3.  n

nn Bvv 22
2 −=  

4.  22
112 nnn Buuu −= ++  

5.  n

nnn ABvvv −= ++ 112  

6.  12
11

−
+− −=− n

nnn Buuu  

7.  12
11

−
+− =− n

nnn DBvvv  
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8.  nmnm

n

nm vuuBu =+ −+  

9.  mnnm

n

nm vuuBu =− −+  

10.  1−+= nn

n
Buuαα   ve  1−+= nn

n
Buuββ  

11.  ( ) ),(, nmnm uuu =  

12.  1
),(),(

≡≡
nm

n

nm

m
 (mod2) ise   ( ) ),(, nmnm vvv =  

13.  Eğer B=1 ise 







=









+

−

1

1

1

10

nn

nn

n

uu

uu

A
. 

 

Fibonacci ve Lucas sayılarından başka bazı ikili lineer reküranslar için aşağıdaki özel 

durumları göz önüne alabiliriz. Eğer 3=A , 2=B , 1=D  ise bu durumda 2=α  ve 

1=β  buluruz. Bununla beraber  

 

12 −= n

nu  ve   12 += n

nv  
 

olur. Burada { }nu  Mersenne dizisi, { }nv  Fermat dizisi olarak adlandırılır. nf  n -inci 

Fermat sayısını göstermek üzere  

   

nvfn 2
=

 
 

dir. 
 

Eğer 2=A , 1=B , 228 ==D  ise bu durumda 21+=α  ve 

21−=β buluruz. Burada  { }nu  dizisi için, 

 

00 =u , 11 =u , 212 −− += nnn uuu   2≥n  
 

olur. Bu dizi Pell dizisi olarak bilinir. Burada nu  n -inci Pell sayısı olarak 

adlandırılır.  
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{ }nu  dizisine benzer olarak,  

 

20 =v , 21 =v , 212 −− += nnn vvv   2≥n  
 

rekürans bağıntısının ürettiği dizi { }nv  ile gösterilsin. Bu sayılar Pell-Lucas sayıları 

olarak adlandırılır. 
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3. FIBONACCI MATRIS DİZİLERİ 
 

Bu bölümde genelleştirilmiş { }nG  Fibonacci dizisini kullanarak k2 mertebeli 

genelleştirilmiş Fibonacci matris dizisi { })2( k

nG  ve onun özelliklerini inceleyeceğiz. 

 

3.1. Teorem 
  

{ }nG  genelleştirilmiş Fibonacci dizisi olsun. O takdirde  

  

γ=+

∞→
n

n

n G

G 1lim
 

 

dır. Burada 
2

42 ++
=

pp
γ  ’dir. 

 

İspat  

 

11 −+ += nnn GpGG  olmak üzere, 

 

== +

∞→
n

n

n G

G
x 1lim )(lim 1

n

nn

n G

GpG −

∞→

+
 

                      = )(lim 1

n

n

n G

G
p −

∞→
+  

                      = p +
n

n

n G

G 1lim −

∞→
 

                      = p +

1

1
lim

−

∞→

n

n
n

G

G
 

                      = p +

1

lim

1

−
∞→

n

n

n G

G
= p +

x

1

 

 

olup, buradan =x p+
x

1
 yada 012 =−− pxx buluruz. 
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 Bu denklemin kökü, 
 

γ=
++

=
2

42
pp

x
 

 

olduğundan buradan, 
 

γ=+

∞→
n

n

n G

G 1lim
 

 

buluruz. 
 

3.2. Teorem 
  

{ }nG  genelleştirilmiş Fibonacci dizisi ve  

 









=

01

1p
A

 
 

olmak üzere  
 









=

−

+

1

1

nn

nnn

GG

GG
A

 
 

dir. 
 

İspat 

 

11 −+ += nnn GpGG  olduğundan açık olarak aşağıdaki eşitliği yazabiliriz; 

  

















=









−

+

1

1

01

1

n

n

n

n

G

Gp

G

G
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Burada  
 









=

01

1p
A

 
 

dersek, o zaman  
 









=

−

+

1

1

nn

nnn

GG

GG
A

 
 

olduğunu tümevarım yöntemi ile gösterelim. 
 

1=n  için 
  









=

01

12

GG

GG
A

 
 

olup { }nG  dizisinin tanımından 00 =G , 11 =G , pG =2  olduğundan 

 









=

01

12

GG

GG
A

 
 

dir. 
 

kn =  için  iddia doğru olsun. Dolayısıyla, 
 









=

−

+

1

1

kk

kkk

GG

GG
A

 
 

olur. 
 

1+= kn  için doğru olduğunu gösterelim.  
 

==+ AAA kk 1









−

+

1

1

kk

kk

GG

GG









01

1p
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                    = 








+

+

−

++

kkk

kkk

GGpG

GGpG

1

11

 
 

dir. 
 

Genelleştirilmiş Fibonacci sayısının tanımından 11 −+ += nnn GpGG  olup 

 

21 ++ =+ kkk GGpG  

11 +− =+ kkk GGpG  
 

dir. Bulunan bu eşitlikleri yerine koyarsak, 
 









=

+

+++

kk

kkk

GG

GG
A

1

121

 
 

olup ispat tamamlanır. 
 

3.1 {{{{ }}}})2( k

nG  Genelleştirilmiş Fibonacci Matris Dizisinin Oluşturulması 

 

Genelleştirilmiş  { }nG  Fibonacci dizisinin yardımıyla k2 mertebeli genelleştirilmiş 

Fibonacci matris dizisi { })2( k

nG ’yı tanımlayacağız. 2  mertebeli )2(
nG matrisini 

aşağıdaki şekilde tanımlayalım. 

 

)2(
nG  = 









−

+

1

1

nn

nn

GG

GG
          ( n 0≥   için  ) 

 

Bu durumda  
                

p
)2(

nG  + )2(
1−nG  = p 









−

+

1

1

nn

nn

GG

GG
+ 









−−

−

21

1

nn

nn

GG

GG
 

                  = 








+

++

nn

nn

GG

GG

1

12  

                  = )2(
1+nG  
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olup buradan { })2(
nG  genelleştirilmiş Fibonacci matris dizisini elde edeceğiz. O halde 

bu dizi aşağıdaki rekürans bağıntısını sağlar.  

 

)2(
1+nG  =  p

)2(
nG  + )2(

1−nG              (n 0≥  için)             [3.1] 

 

Burada,  
 

)2(
0G  = 









−10

01

GG

GG
             )2(

1G  = 








01

12

GG

GG

 
 

olup Eş. 3.1 dizinin elemanlarını geriye doğru genişletmek için kullanılabilir. Yani,  
 

)2(
1−G = )2(

1G - p
)2(

0G , )2(
2−G = )2(

0G - p )2(
1−G , …, )2(

)1( +− nG = )2(
)1( −− nG - p

)2(
nG−         (n 0≥ ) 

 

Böylece, 
  

)2(
1−G  = 









−−

−

21

10

GG

GG
             )2(

2−G  = 








−−

−−

32

21

GG

GG
 , …, 

 

dir. Genel olarak,  
 

)2(
nG−  = 











+−−

−−−

)1(

)1(

nn

nn

GG

GG
                                 (n 0≥ ) 

 

Şimdi ise 4  mertebeli genelleştirilmiş Fibonacci matrisi )4(
nG  aşağıdaki gibi 

tanımlayalım. 

 

)4(
nG  = 











−

+

)2(
1

)2(

)2()2(
1

nn

nn

GG

GG
                                 ( n 0≥ )    

 
 

 

 

 



 27 

Bu durumda  
 

p
)4(

nG + )4(
1−nG = p 











−

+

)2(
1

)2(

)2()2(
1

nn

nn

GG

GG
+ 











−−

−

)2(
2

)2(
1

)2(
1

)2(

nn

nn

GG

GG
                           

                     = 










+

++

)2()2(
1

)2(
1

)2(
2

nn

nn

GG

GG
   

                     = )4(
1+nG     

 

olup buradan 4 mertebeli { })4(
nG  genelleştirilmiş Fibonacci matris dizisini elde 

edeceğiz. Bu dizi aşağıdaki rekürans bağıntısını sağlar. 

 

)4(
1+nG  =  p

)4(
nG  + )4(

1−nG           ( n 0≥ )              [3.2]   

                                                           

Burada 
 

)4(
0G  = 











−
)2(

1
)2(

0

)2(
0

)2(
1

GG

GG
             )4(

1G  = 









)2(

0
)2(

1

)2(
1

)2(
2

GG

GG

 
  

olup Eş. 3.2 dizinin terimlerini geriye doğru genişletmek için kullanılabilir. Yani, 
 

)4(
1−G = )4(

1G - p
)2(

0G , )4(
2−G = )4(

0G - p )4(
1−G , …, )4(

)1( +− nG = )4(
)1( −− nG - p

)4(
nG−            (n 0≥ )  

   

Böylece   
 

)4(
1−G  = 











−−

−

)2(
2

)2(
1

)2(
1

)2(
0

GG

GG
             )4(

2−G  = 










−−

−−

)2(
3

)2(
2

)2(
2

)2(
1

GG

GG
  , …, 

 

dir. Genel olarak,  
 

)4(
nG−  = 














+−−

−−−

)2(
)1(

)2(

)2()2(
)1(

nn

nn

GG

GG
                                        (n 0≥   )  

  

Böylece k2  mertebeli )2( k

nG   genelleştirilmiş Fibonacci matrisi bir bloklara ayrılmış 

matristir. Yani, 
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)2( k

nG  = 












−−

−−

−

+

)2(
1

)2(

)2()2(
1

11

11

kk

kk

nn

nn

GG

GG
                                (n 0≥ , k ≥ 1) 

   

ve  
 

p
)2( k

nG + )2(
1

k

nG − = p 












−−

−−

−

+

)2(
1

)2(

)2()2(
1

11

11

kk

kk

nn

nn

GG

GG
+ 













−−

−−

−−

−

)2(
2

)2(
1

)2(
1

)2(

11

11

kk

kk

nn

nn

GG

GG
  

                  = 












−−

−−

+

++

)2()2(
1

)2(
1

)2(
2

11

11

kk

kk

nn

nn

GG

GG
 

                  = )2(
1

k

nG +  
  

dir. 
 

Buradan k2  mertebeli { })2( k

nG  genelleştirilmiş Fibonacci matris dizisini elde 

edeceğiz. Bu dizi aşağıdaki rekürans bağıntısı ile tanımlıdır. 

 

)2(
1

k

nG +  =  p
)2( k

nG  +  )2(
1

k

nG −       ( n 0≥ , k ≥  1 )                           [3.3] 

 

ve   
 

)2(
0

k

G  = 












−−

−−

−
)2(

1
)2(

0

)2(
0

)2(
1

11

11

kk

kk

GG

GG
              )2(

1

k

G  = 












−−

−−

)2(
0

)2(
1

)2(
1

)2(
2

11

11

kk

kk

GG

GG

 
 

olup Eş. 3.3 dizinin terimlerini geriye doğru genişletmek için kullanılabilir. 
  

)2(
1

k

G− = )2(
1

k

G - p
)2(

0

k

G , )2(
2

k

G− = )2(
0

k

G - p
)2(

1

k

G− ,…, )2(
)1(

k

nG +− = )2(
)1(

k

nG −− - p
)2( k

nG−   (n 0≥ , k ≥ 1)   

 

Böylece  
 

)2(
1

k

G−  = 












−−

−−

−−

−

)2(
2

)2(
1

)2(
1

)2(
0

11

11

kk

kk

GG

GG
       )2(

2

k

G−  = 












−−

−−

−−

−−

)2(
3

)2(
2

)2(
2

)2(
1

11

11

kk

kk

GG

GG
 , … , 

 

olup  genel olarak, 
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)2( k

nG−  = 













−−

−−

+−−

−−−

)2(
)1(

)2(

)2()2(
)1(

11

11

kk

kk

nn

nn

GG

GG
                (n 0≥ , k ≥ 1  )              [3.4] 

 

Biz { })2( k

nG   matris dizisinin özel durumlarını göz önüne alacağız. Bunlar, 

  

1. ,1=p  ,0=a  1=b  olduğunda k2  mertebeli { })2( k

nF  Fibonacci matris dizisidir. 

2. ,1=p  ,2=a  1=b  olduğunda k2  mertebeli { })2( k

nL    Lucas matris dizisidir. 

3. ,2=p  ,0=a  1=b  olduğunda k2  mertebeli { })2( k

nP    Pell matris dizisidir. 

4. ,2=p  ,1=a  1=b  olduğunda k2  mertebeli { })2( k

nq  Modify Pell matris dizisidir. 

5. ,2=p  ,2=a  2=b  olduğunda k2  mertebeli { })2( k

nQ  Pell-Lucas matris dizisidir. 

 

Şimdi Eş. 1.2 ve Eş. 3.4’ü  kullanarak k2  mertebeli { })2( k

nG  genelleştirilmiş 

Fibonacci matris dizisinin bir temel özelliğini elde edeceğiz. 

 

3.3. Teorem 
 

{ })2( k

nG , k2  mertebeli genelleştirilmiş Fibonacci matris dizisi  aşağıdaki özellikleri 

sağlar. 

 

1.  00 == aG  ise )2( k

nG−  = k

k

k EGE n

n

2

)2(

2

1)1( +−                               [3.5] 

2. 00 ≠= aG  ise )2( k

nG−  = k

k

k EGE n

n

2

)2(

2
)1(−                                                  [3.6] 

 

Burada, 
 

kE
2

 = 










− −−

−−

11

11

22

22

0

0

kk

kk

E

E

 
 

ve 1=k  için  
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








−
=

01

10
2E

 
 

olmak üzere  12
0 −k , 12 −k  mertebeli sıfır matrisidir. 

 

İspat 

  

Eş. 3.5’i tümevarım ile göstereceğiz. 
 

Eğer 1=k  ve 00 == aG  ise,  

 

)2(
nG−  = 











+−−

−−−

)1(

)1(

nn

nn

GG

GG
  

   = 1)1( +− n










−

−

+

−

1

1

nn

nn

GG

GG
     

   = 1)1( +− n 
















−
















− −

+

01

10

01

10

1

1

nn

nn

GG

GG
 

   = 2
)2(

2
1)1( EGE n

n+−   

       

Böylece 1=k  için iddia doğrudur. 
 

2=k  iken, 
 

)4(
nG−  = 














+−−

−−−

)2(
)1(

)2(

)2()2(
)1(

nn

nn

GG

GG
  

         = 1)1( +− n












−

−

+

−

2
)2(
122

)2(
2

2
)2(

22
)2(
12

EGEEGE

EGEEGE

nn

nn      

        = 1)1( +− n





















−


















−
−

+

22

22

)2(
1

)2(

)2()2(
1

22

22

0

0

0

0

E

E

GG

GG

E

E

nn

nn
 

        = 4
)4(

4
1)1( EGE n

n+−   










−
=

22

22
4 0

0

E

E
E

 
 

O halde 2=k  iken iddia doğrudur. 
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Eş. 3.5’in 1−= mk  için doğru olduğunu kabul edelim ve mk =  için doğru 

olduğunu  ispatlayalım. 

 

1−= mk  için doğru ise,  
 

)2( 1−

−

m

nG  = 1

1

1 2

)2(

2

1)1( −

−

−

+− m

m

m EGE n

n        

)2( m

nG− =













−−

−−

+−−

−−−

)2(
)1(

)2(

)2()2(
)1(

11

11

mm

mm

nn

nn

GG

GG
   

    = 1)1( +− n















−

−

−

−

−−

−

−

−

−

−−

−

−

+

−

1

1

11

1

1

1

1

11

1

1

2

)2(
122

)2(

2

2

)2(

22

)2(
12

m

m

mm

m

m

m

m

mm

m

m

EGEEGE

EGEEGE

nn

nn      

          = 1)1( +− n
























−























− −−

−−

−−

−−

−−

−−

−

+

11

11

11

11

11

11

22

22

)2(
1

)2(

)2()2(
1

22
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O halde mk =  iken iddia doğrudur. 
 

Eş. 3.6’de benzer şekilde ispatlanabilir. 
 

3.1. Sonuç 
 

{ }nF , Fibonacci dizisi  ve 
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dir. 
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İspat 

 

Eş. 3.5’de nG− = nF− , ,1=p  0=a  ve 1=b  alınarak ispat hemen görülür. 

 

3.2. Sonuç 
 

{ }nL , Lucas dizisi ve 
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dir. 
 

İspat 

 

Eş. 3.6’de nG− = nL− , ,1=p  2=a  ve 1=b  alınarak ispat hemen görülür. 

 

3.3. Sonuç 
 

{ }nP ,  Pell dizisi ve  
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dir. 
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İspat 

  

Eş. 3.5’de nG− = nP− , ,2=p  0=a  ve 1=b  alınarak ispat kolayca görülür. 

 

3.4. Sonuç 
 

{ }nq , Modify Pell dizisi ve  
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olmak üzere, 
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dir. 
 

İspat  

 

Eş. 3.5’de nG− = nq− , ,2=p  1=a  ve 1=b  alınarak ispat tamamlanır. 

 

3.5. Sonuç 
  

{ }nQ , Pell-Lucas dizisi ve  
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İspat 

 

Eş. 3.6’de nG− = nQ− , ,2=p  2=a  ve 2=b  alınarak ispat tamamlanır. 

. 

3.4. Teorem 
  

{ })2( k

nG  dizisi için aşağıdaki toplam formülü geçerlidir. 

  

∑
=
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i

k

G
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1
( )2( k

nG  + )2(
1

k

nG +  - )2(
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k

G  )   (n ≥ 1,k ≥ 1)                               [3.7] 

 

İspat  

 

Gerçekten  
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eşitliğini elde ederiz. Buradan  
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1
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olduğu kolayca görülür. Böylece ispat tamamlanmış olur. 
  

3.6. Sonuç 
 

{ }nF , Fibonacci dizisi olmak üzere, 
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=
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F
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eşitliği sağlanır. 
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İspat 

  

Eş. 3.7’de ,1=p  0=a  ve 1=b  alınarak ispat kolayca elde edilir. 

 

3.7. Sonuç 
  

{ }nL , Lucas dizisi olmak üzere, 
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L
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eşitliği sağlanır. 
 

İspat  

 

Eş. 3.7’de ,1=p  2=a  ve 1=b  alınarak ispatlanabilir. 

 

3.8. Sonuç 
 

{ }nP , Pell  dizisi olmak üzere, 
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k
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eşitliği sağlanır. 
 

İspat  

 

Eş. 3.7’de 2=p , 0=a  ve 1=b  alınarak ispat kolayca elde edilir. 

 

3.9. Sonuç 
 

{ }nq , Modify Pell dizisi olmak üzere, 
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dir. 
 

İspat  

 

Eş. 3.7’de 2=p , 1=a  ve 1=b  alınarak ispatlanabilir. 

 

3.10. Sonuç 
 

{ }nQ , Pell-Lucas dizisi olmak üzere, 

 

∑
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dir. 
 

İspat 

  

Eş. 3.7’de 2=p , 2=a  ve 2=b  alınarak ispat hemen görülür. 

 

3.5. Teorem 
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dir. Burada kI
2

; k2  mertebeli birim matris, k2
0 ; k2  mertebeli sıfır matrisidir. 

 

İspat  
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            = 
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yazarız. Böylece istenilen gösterilmiş olur. 
 

3.11. Sonuç 
 

{ }nF , Fibonacci dizisi olmak üzere, 
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eşitliği sağlanır. 
 

İspat 

 

Eş. 3.8’de ,1=p  0=a  ve 1=b  alınarak ispat elde edilir. 

 

3.12. Sonuç 
 

{ }nL , Lucas dizisi olmak üzere, 
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dir. 
 

İspat 

 

Eş. 3.8’de ,1=p  2=a  ve 1=b  alınarak ispat hemen görülür. 
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3.13. Sonuç 
 

{ }nP , Pell dizisi olmak üzere, 
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eşitliği sağlanır. 
 

İspat 

  

Eş. 3.8’de ,2=p  0=a  ve 1=b  alınarak ispatlanabilir. 

 

3.14. Sonuç 
 

{ }nq , Modify Pell dizisi olmak üzere, 
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İspat 

  

Eş. 3.8’de ,2=p  1=a  ve 1=b  alınarak ispatlanabilir. 

 

3.15. Sonuç 
  

{ }nQ , Pell-Lucas dizisi olmak üzere, 
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İspat 

  

Eş. 3.8’de ,2=p  2=a  ve 2=b  alınarak ispat hemen görülür. 

 

3.6. Teorem 
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İspat 
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yazarız. Böylece 
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eşitliğini elde ederiz. 
 

3.16. Sonuç 
 

{ }nF , Fibonacci dizisi olmak üzere, 
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eşitliği sağlanır. 
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İspat  

 

Eş. 3.9’de ,1=p  0=a  ve 1=b  alınarak ispatlanabilir. 

 

3.17. Sonuç 
 

{ }nL , Lucas dizisi olmak üzere, 
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eşitliği sağlanır. 
 

İspat  

 

Eş. 3.9’de ,1=p  2=a  ve 1=b  alınarak ispat hemen görülür. 

 

3.18. Sonuç 
 

{ }nP , Pell   dizisi olmak üzere, 
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eşitliği sağlanır. 
 

İspat 

  

Eş. 3.9’de ,2=p  0=a  ve 1=b  alınarak ispatlanabilir. 

 

3.19. Sonuç 
 

{ }nq , Modify Pell dizisi olmak üzere, 
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İspat 

 

Eş. 3.9’de ,2=p  1=a  ve 1=b  alınarak ispat kolayca görülür. 

 

3.20. Sonuç 
 

{ }nQ , Pell-Lucas dizisi olmak üzere, 

 

∑
=

−

n

i

i

k

Q
1

)2(
12 = 

2

1
( )2(

2

k

nQ  - )2(
0

k

Q  )                     (n ≥ 1, k ≥ 1) 

 

İspat 

  

Eş. 3.9’de ,2=p  2=a  ve 2=b  alınarak ispatlanabilir. 

 

3.7. Teorem 
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G
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G )            (n ≥ 1, k ≥ 1)              [3.10] 

 

İspat 
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eşitliğini elde ederiz. 
  

Buradan 
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olduğu görülür. 
        

3.21. Sonuç 
 

{ }nF , Fibonacci dizisi olmak üzere, 
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İspat 

  

Eş. 3.10’de ,1=p  0=a  ve 1=b  alınarak ispatlanabilir. 

 

3.22. Sonuç 
 

{ }nL , Lucas dizisi olmak üzere, 
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İspat 

  

Eş. 3.10’de  ,1=p  2=a  ve 1=b  alınarak ispatlanabilir. 

 

3.23. Sonuç 
  

{ }nP , Pell dizisi olmak üzere, 
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İspat 

  

Eş. 3.10’de ,2=p  0=a  ve 1=b  alınarak ispat hemen görülür. 
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3.24. Sonuç 
 

{ }nq , Modify Pell dizisi olmak üzere, 
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İspat  

 

Eş. 3.10’de ,2=p  1=a  ve 1=b  alınarak ispat kolayca görülür. 

 

3.25. Sonuç 
 

{ }nQ , Pell-Lucas dizisi olmak üzere, 
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İspat 

  

Eş. 3.10’de ,2=p  2=a  ve 2=b  alınarak ispat hemen görülür. 

 

3.8. Teorem 
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İspat  

 

Daha önce bulduğumuz, 
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eşitliklerini kullanalım. 
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Böylece 
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eşitliğini elde ederiz ki bu da ispatımızı tamamlar. 
 

3.26. Sonuç 
 

{ }nF , Fibonacci dizisi olmak üzere, 

 

∑
=

−
n

i

i

i k

F
2

1

)2()1( = )2(
12

k

nF −   - )2(
1

k

F  + )2(
0

k

F      (n ≥ 1, k ≥ 1) 

 

İspat 

  

Eş. 3.11’de ,1=p  0=a  ve 1=b  alınarak ispat hemen görülür. 

 

3.27. Sonuç 
 

{ }nL , Lucas dizisi olmak üzere, 

 

∑
=

−
n

i

i

i k

L
2

1

)2()1( = )2(
12

k

nL −   - )2(
1

k

L  + )2(
0

k

L      (n ≥ 1, k ≥ 1) 
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İspat 

  

Eş. 3.11’de ,1=p  2=a  ve 1=b  alınarak ispatlanabilir. 

 

3.28. Sonuç 
  

{ }nP , Pell dizisi olmak üzere, 

 

∑
=

−
n

i

i

i k

P
2

1

)2()1( = 
2

1
( )2(

12

k

nP +  - )2(
2

k

nP  - )2(
1

k

P  + )2(
0

k

P  )         (n ≥ 1, k ≥ 1) 

 

İspat  

 

Eş. 3.11’de ,2=p  0=a  ve 1=b  alınarak ispat kolayca görülür. 

 

3.29. Sonuç 
 

{ }nq , Modify Pell   dizisi olmak üzere, 

 

∑
=

−
n

i

i

i k

q
2

1

)2()1( = 
2

1
( )2(

12

k

nq +  - )2(
2

k

nq  - )2(
1

k

q  + )2(
0

k

q  )            (n ≥ 1, k ≥ 1) 

 

İspat 

  

Eş. 3.11’de ,2=p  1=a  ve 1=b   alınarak ispatlanabilir. 

 

3.30. Sonuç 
 

{ }nQ , Pell-Lucas   dizisi olmak üzere, 

 

∑
=

−
n

i

i

i k

Q
2

1

)2()1( = 
2

1
( )2(

12

k

nQ +  - )2(
2

k

nQ  - )2(
1

k

Q  + )2(
0

k

Q  )         (n ≥ 1, k ≥ 1) 

 

İspat  

 

Eş. 3.11’de ,2=p  2=a  ve 2=b  alınarak ispat hemen görülür. 



 46 

4. SONUÇ VE ÖNERİLER 
 

Bu çalışmada { }nW  dizisinin özel durumu olan { }nG  genelleştirilmiş Fibonacci dizisi 

göz önüne alınarak { })2( k

nG  genelleştirilmiş Fibonacci matris dizisi elde edildi. Benzer 

düşünce ile { }nW  dizisi kullanılarak yeni matris dizilerinin oluşturulması ile ilgili 

yeni çalışmalar yapılabilir. 
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