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OZET

Bu caliyjmada; her n >0 tamsays1 icin W, = pW, ., +qW, , W, =a, W, =b
(burada a, b, p, q keyfi tamsayilar) rekiirans bagintis1 ile tammmlanan {W"}
dizisinde ¢ =1 olmas1 durumunda terimleri G,,, = pG, +G,_,, G, =a, G, =b
rekiirans bagintisindan elde edilen genellestirilmis Fibonacci dizisi {Gn }’i

kullanarak 2* mertebeli {G,(,Zk’} genellestirilmis Fibonacci matris dizisi teskil

edildi. Bu matris dizisi ile ilgili bazi sonuclar verildi.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullamilmis bazi simgeler, agiklamalar1 ile birlikte asagida

sunulmustur.

Simgeler Aciklama

{F,} Fibonacci dizisi

.} Lucas dizisi

{r.} Pell dizisi

{o.} Modify Pell dizisi

{o.} Pell-Lucas dizisi

6.} Genellestirilmis Fibonacci dizisi
,(,zk)} 2" mertebeli genellestirilmis Fibonacci matris dizisi
,fzk)} 2" mertebeli Fibonacci matris dizisi
(,,zk)} 2" mertebeli Lucas matris dizisi
| 2% mertebeli Pell matris dizisi

{qf”} 2% mertebeli Modify Pell matris dizisi
,(,Zk)} 2" mertebeli Pell-Lucas matris dizisi

F, n -inci Fibonacci sayisi

L, n-inci Lucas sayisi

P, n -inci Pell sayis1

q, n -inci Modity Pell sayis1



Simgeler Aciklama

Q, n -inci Pell-Lucas sayisi

fa n -inci Fermat sayist
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1. GIRIS
Bu calismada her n tamsayisi i¢in,

Wn+2 = pW

n+l

+qW,

rekiirans bagintis1 ile tanimlanan {Wn} dizisinin asagidaki 6zel durumlarini goz

Oniine alacagiz. Burada a, b, p, q keyfi tamsayilar olmak tizere, W, =a, W, =b

dir.

1. p=1, g=1, a=0, b=1 icin {F,} ile gosterilen Fibonacci dizisi,
2. p=1, g=1, a=2, b=1 icin {Ln} ile gosterilen Lucas dizisi,

3. p=2, g=1, a=0, b=1icin {P, } ile gosterilen Pell dizisi,

4. p=2, qg=1, a=1, b=1 icin {g, } ile gosterilen Modify Pell dizisi,

5.p=2, g=1, a=2, b=2igin {Q, } ile gosterilen Pell-Lucas dizisi,

Bu dizilerin ortak 6zelligi ¢ =1olmasidir. g =1olmas1 durumunda {Gn} ile

gosterilen ve genellestirilmis Fibonacci dizisi denilen,
Gn+1 :pGn+Gn—l [11]

seklindeki diziyi goz Oniine alacagiz. Burada G, =a ve G, =b’dir.

{Gn} dizisinin negatif terimleri Es. 1.1°deki rekiirans bagintis1 kullanilarak asagidaki

gibi bulunabilir;

G,=G,-pG,,G,=G, - pG—l""’G—(n+l) = G—(n—l) -pG_,

Buarada n tamsayisina degerler vererek asagidaki sayilari bulabiliriz.

n:..-6 S5 04 -3 -2 -1 0
F:..-8 5 3 2-11 0

1 2 3 4 5 6.
j 11

2 3 5 8..
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.18 -1 7 4 3 -1 21 3 4 7 11 18..
P:..-70 29 -12 5 -2 1 O 1 2 5 12 29 70...
q,:...-239 99 -41 17 -7 3 -1 3 7 17 41 99 239..
Q,:...198 -82 34 -14 6 -2 2 2 6 14 34 82 198..

L~

Bu sekilde genel olarak,

- [1.2]

B -D"'G,, a=0 ise
B -D"G,, a#0 ise

yazilabilir.

Biz burada genellestirilmis {Gn} Fibonacci dizisini kullanarak 2° mertebeli

genellestirilmis Fibonacci matris dizisi {Gflzk) } ve onun Ozelliklerini inceleyecegiz.
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2. LINEER REKURANSLAR
Bu boliimde ileride kullanacagimiz bazi tanimlari ve temel kavramlari verecegiz.
2.1. Tamim

F,=0ve F, =1 olmak iizere F, = F,+ F,_, n21 seklinde tanimlanan rekiirans

bagintilarindan elde edilen sayilara Fibonacci sayilart denir. Bu rekiirans bagintisinin

tirettigi tamsayilar dizisine Fibonacci dizisi denir ve {Fn} ile gosterilir. Burada F,

n-inci Fibonacci sayisini gosterir, (4-19).

2.2. Tanim

L,=2ve L =1 olmak iizere L ,,= L + L, _, n=1 seklinde tanimlanan rekiirans

bagintilarindan elde edilen sayilara Lucas Sayilari denir. Bu rekiirans bagintisinin

tirettigi tamsayilar dizisine Lucas Dizisi denir ve {Ln} ile gosterilir. Burada L, , n-

inci Lucas sayisini gosterir, (2, 5, 24).

2.3. Tanim

P,=0ve P, =1 olmak iizere P

n+l

=2P + P_, n21 seklinde tanimlanan rekiirans

bagintilarindan elde edilen sayilara Pell sayilar1 denir. Bu rekiirans bagintisinin

tirettigi tamsayilar dizisine Pell dizisi denir ve {Pn} ile gosterilir. Burada P,, n-inci

n°

Pell sayisin1 gosterir, (1, 4, 20-26).

2.4. Tanim

q,=1 ve g, =1 olmak lizere q,,,=2¢q,+ g,, n=1 seklinde tanimlanan rekiirans

bagintilarindan elde edilen sayilara Modify-Pell sayilar1 denir. Bu rekiirans

bagintisinin {irettigi tamsayilar dizisine Modify-Pell dizisi denir ve {qn} ile

gosterilir. Burada ¢, , n-inci Modify-Pell sayisim gosterir, (1, 4, 20-26).
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2.5. Tamim

0,=2ve Q, =2 olmak iizere Q,,,=2Q,+ Q,, n21 seklinde tanimlanan rekiirans
bagintilarindan elde edilen sayilara Pell-Lucas sayilar1 denir. Bu rekiirans

bagintisinin iirettigi tamsayilar dizisine Pell-Lucas dizisi denir ve {Qn} ile gosterilir.

Burada Q,, n-inci Pell-Lucas sayisim gosterir, (2, 4, 20-26).

2.1. Teorem

F,, n-inci Fibonacci sayist olsun. o = %(1 ++/5 ) ve f= %(1 —5 ) olmak iizere

F %P
a-p
dir.

Bu formiile Fibonacci sayilar1 i¢in Binet formiilii denir, (1-4, 8-15).
fspat

Ispatimiz1 n iizerinde tiimevarim yontemi ile yapalim.

1 pl
n=1icin F, = o -p =1 oldugundan ispat agik olarak dogrudur.

n=2 icin

_a’-p _(@-Pa+p
a-f a-f
=a+pf

=%ﬁ+J3+%ﬁ—Ja

=1

r,

dir.
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Simdi n =k > 2 i¢in dogru oldugunu kabul edelim. Yani

. :ak—ﬁk
‘ -B

(44

olsun. Buna gore n =k +1 i¢in dogru oldugunu gostermeliyiz.

k k k-1 k-1
a" =g a -p
Fo,=F+F_ = +

a-p a-pf
=(a,k +ak_l)_(,8k +IBk—1)
a-p

Bununla beraber &> = +1 olup a""' =a* +a" " dir. Aym1 zamanda B° = S +1

olup ' = g* + B*' dir. Bu durumda,

dir. Boylelikle n =k +1 icin ifade dogru olup ispat tamamlanmais olur.

2.2. Teorem

L,; n-inci Lucas sayis1 olsun. & = %(1 +4/5 ) ve f= %(1 —5 ) olmak iizere
L =a"+p"
dir.

Bu formiile Lucas sayilar1 icin Binet formiilii denir, (1-5, 24).
Ispat

Ispatimiz1 n iizerinde tiimevarim yontemi ile yapalim.
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n=1ligin L, =a'+p'

=%(1+\/§)+%(1—\/§)=1

oldugundan ifade acik olarak dogrudur.

n=2 icin

L =a"+p’
L () -5 )
=3

dir. Bu durumda n =k > 2 i¢in dogru oldugunu kabul edelim.Yani
L =a" +p"
olsun. Simdi n =k +1 i¢in dogru oldugunu gosterelim.

L.,=L+L_=ad +p+a""+p""
=@ +a )+ (B + B

Bununla beraber @® = +1 olup a*™ =a" +a"™'dir. Benzer sekilde B> = f+1

olup "' = g* + " dir. Bu durumda,

Lk+1 — ak+1 +IBk+l

dir. Boylelikle n =k +1 icin ifade dogru olup ispat tamamlanmais olur.

2.3. Teorem

n°

- . 1
F ; n-inci Fibonacci sayisi ve & = 5(1 ++/5 ) olmak iizere,

n+l



dir, (1-4, 10-20).
Ispat

F.,=F + F,_, olmak iizere,

F +F
x =lim—2L = [im(——=1)

n

F
=lim(1+—2+
( F )

F
=1+41lim—=L
n—oo Fn
. 1
=l+lim——
Fn—l
=1+ ! =] l
. F, X
lim
e Fn—l

olup, buradan x = 1+l yada x* — x—1=0buluruz. Bu denklemin kokii,
X

x=%(1+\/§)=0{

oldugundan buradan,

n+l

lim— =«
n—oo Fn

buluruz.

Simdi Fibonacci ve Lucas sayilarinin bazi 6zelliklerini verelim, (1-26).

I. n2licin F, =

&Q

2. L, =L -2(-1",

16



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16

17

18.

. F

= F?

2n+1 n+l

+F?,

L2n+1 = LnLn+1 - (_1)n ’

. SFE, =L, + L

n+1 n—12

F_F. - Fn2 = (=",

n

L L

n+l Li = 5(_1)n_1 >
Fm+n + (_1)nFm—n = FW!LV! ’

FWH—n - (_1)nFm—n = FnLWl ’

sz :Fn+2_1’

k=1

sz = Ln+2 _3’
k=1

o' =aF, +F,_ ve f"=pF +F,_,

k(KN ' k(CkY .
Fkn+r = z(jJFn]Fnk—_ljFH-j ve Lkn+r = Z( ']F"]Fnk—_l]LH'j ’
=0

Jj=0

m n

(m,n) - (m,n) =1 (mod2) ise (F,.F,)= F,,,, ve (L,.L,)= L,
lim = 5,
n—oo Fn

) F_n — (_1)n+l Fn,

. L, =CD)""L,,
(o 1}” _(F,,_l Fj
11 F, F.)
F, =F L,
L =F, +F_,

17
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2.4. Teorem

Eger a, b; a>b>0 olacak sekilde tamsayilar ise ve Euclid Algoritmasini

kullanarak a ile »’ nin en biiyiik ortak bolenini n adimda hesaplamak gerekirse, o

1
zaman @& = E(l + \/g) olmak iizere b > "' dir, (1-6, 20).

Ispat

0<r <r, olmak lizere a =1y, b =r, olsun.

Iy =hq,+1 O<r,<n
n=nq, tr O<r<r,
n,=nq,+r, O<r, <rn
’;1—2 :m—lqn—l+’;1 O<rn <rn—l
nl—l:rnqn qn22

Simdi r, 21 ve F, =1 oldugundan r, 2 F, dir. r,_, 2 2r, 22 ve F, =2 oldugundan

r,_, 2 F; dir.

dir. Bu durumda r;,, 2 F,,,_; ve

Eger 1< jsn—-21ise r,=r,q;, t 1,27+,

2F_ ise ;2 F,, ;. Ozellikle b=1r, > F,

n+l

olup bu yiizden r; 2 F,

n+l—j

Vi j +F_;

n—1

olup sonugta b > " olur.

2.1. ikili Lineer Rekiiranslar

Fibonacci ve Lucas sayilar1 asagidaki gibi genellestirilebilir: A ve B sifirdan farkli

D = A*> —4B # 0 olacak sekilde aralarinda relatif asal tamsayilar olmak iizere,
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u, =0, u, =1, u,=Au, ,—Bu,_, n 2?2 igin,

vw=2, vw=A,v,=Av,  —Bv,, n =2 igin

seklinde tanimlanan {un} ve {vn} dizilerini gdz Oniine aliyoruz.

Eger A=1, B =-1 olarak alinirsa u, = F, yani n-inci Fibonacci Sayisive v =L

yani n-inci Lucas Sayisi olur.

o= %(A + \/B) ve f= %(A - \/5) t*—At+B=0 denleminin kokleridir. Bu

durumda, n =0 i¢in

n n

u, = i ve v, =a"+ "

"= e p

olur.

Bu esitlikler Binet formiilleri olarak bilinirler. {un} ve {vn} ikili lineer rekiiranslar

olarak bilinirler.

Daha once yazdigimiz Fibonacci ve Lucas sayilarinin formiilleri ikili lineer

rekiiranslara genellestirilebilir. Bunlarin bazilarin1 asagidaki gibi verebiliriz: (1-26).

1. v2:—Du’ =4B"

2. u,, =u,y

n n-n
—_ 1,2 _ n
3. v,,=v,—2B

2 2
4. u,, ., =u Bu

n+l n

_ n
5. v2n+1 =V vn+1 - AB

n

2 _ n—1
6. u,_u, —u, =—B

2 _ n—-1
7. v, v, —Vv,=DB
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n —_—
8 u,,, +Bu, =uy

n

n —
9' um+n - B um—n - unvm
10. " =oau, +Bu, , ve B" = pu,+Bu,

11. (um,un) = Ui

m n

. =1 (mod2) ise V)=
) = Gy = (odDise (v, )= v,

- . O 1 ’ un—l un
13. Eger B=1 ise = .
1 A un uVH-l

Fibonacci ve Lucas sayilarindan bagka bazi ikili lineer rekiiranslar i¢in asagidaki 6zel
durumlar goz Oniine alabiliriz. Eger A=3, B=2, D=1 ise bu durumda o =2 ve

B =1 buluruz. Bununla beraber

u,=2"-1ve v, =2"+1

n

olur. Burada {un} Mersenne dizisi, {vn} Fermat dizisi olarak adlandirilir. f, n-inci

Fermat sayisin1 gostermek iizere

fn :Vzn

dir.
Eger A=2, B=l1, DZ\/§=2\/5 ise bu durumda a=1+\/5 ve

S =1—+/2 buluruz. Burada {u,} dizisi icin,

uy=0,u,=1,u,=2u, , +u, , nz2

olur. Bu dizi Pell dizisi olarak bilinir. Burada u, n-inci Pell sayis1 olarak

adlandirilir.
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{un} dizisine benzer olarak,
Vo=2,v,=2,v, =2y, _ +v, , n=2

rekiirans bagintisinin irettigi dizi {vn} ile gosterilsin. Bu sayilar Pell-Lucas sayilar

olarak adlandirilir.



22

3. FIBONACCI MATRIS DiZIiLERI

Bu bolimde genellestirilmis {Gn} Fibonacci dizisini kullanarak 2* mertebeli

genellestirilmis Fibonacci matris dizisi {Gflzk) } ve onun Ozelliklerini inceleyecegiz.

3.1. Teorem

{Gn} genellestirilmis Fibonacci dizisi olsun. O takdirde

+4p° +4

dir. Burada y = P “dir.

Ispat
G,., = pG,+G,_, olmak iizere,

G G,+G
x = lim it = fim( e "

n—e (5 n—oo
n

)

n

G
=lim(p +—
lim(p G, )

=p+lim Gy
p n—oo Gn

= +1imL
PTG

olup, buradan x = p+l yada x* — px—1=0buluruz.
X



Bu denklemin koki,

oldugundan buradan,

. G
lim—L =y
buluruz.

3.2. Teorem

{Gn} genellestirilmis Fibonacci dizisi ve

dir.
Ispat

G,., = pG,+G,_, oldugundan agik olarak asagidaki esitligi yazabiliriz;

ol



Burada

dersek, o zaman

An_ Gn+1 Gn
|G G

n n—1
oldugunu tiimevarim yontemi ile gosterelim.

n =1 icin
A: G2 Gl
Gl GO
olup {Gn} dizisinin tammindan G, =0, G, =1, G, = p oldugundan
A: G2 Gl
Gl GO
dir.

n =k icin iddia dogru olsun. Dolayisiyla,

olur.

n =k +1 icin dogru oldugunu gosterelim.

AR Z AR A = G G p 1
G, G|l O

24
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_ {p G +Gy Gk+l:|
rG,+G, G,

dir.
Genellestirilmis Fibonacci sayisinin tanimindan G, ., = pG, +G,_, olup

PG, +G, =G,
PG, +G,, =Gy,

dir. Bulunan bu esitlikleri yerine koyarsak,

Ak+l — |:Gk+2 Gk+1:|
Gk+1 Gk

olup ispat tamamlanir.
3.1 {Gflzk)} Genellestirilmis Fibonacci Matris Dizisinin Olusturulmasi

Genellestirilmis {Gn} Fibonacci dizisinin yardimiyla 2* mertebeli genellestirilmis

Fibonacci matris dizisi {G;zk)}’YI tanimlayacagiz. 2 mertebeli G\~  matrisini

asagidaki sekilde tanimlayalim.

G, G
G,j”:("“ j (n >0 igin )

Gn Gn—l
Bu durumda
PGP+ G2 =p |G Gy G O
Gﬂ Gn—l Gn—l Gn—2
— Gn+2 Gn+1
Gn+1 Gn

=G(2)

n+l
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olup buradan {G;z)} genellestirilmis Fibonacci matris dizisini elde edecegiz. O halde

bu dizi asagidaki rekiirans bagintisini saglar.

G’ = pG? +GY (n >0 igin) [3.1]
Burada,

G(Z): Gl Go G(2): Gz G1

0 G, G, ! G, G,

olup Es. 3.1 dizinin elemanlarin1 geriye dogru genisletmek i¢in kullanilabilir. Yani,

2 _ 2 (2) 2 _ 2 (2) 2 R (2)
Gi=G"-pG,Gy=G- pGy, ..., G =6~ p G, (n=0)

Boylece,
B P
-1 -2 -2 -3
dir. Genel olarak,
G G
G = ( o J (n>0)
G—n G—(n+1)

Simdi ise 4 mertebeli genellestirilmis Fibonacci matrisi G'* asagidaki gibi

tanimlayalim.

(2) (2)
G(4) — Gn+1 Gn ( n 2 0)
n G}’(12) G(Z)



Bu durumda

G(Z) G(Z) G(Z) G(E)
p G +Gl=p ( ’Z; o |t o ?2)1
G Gn—l Gn—l Gn 2

27

olup buradan 4 mertebeli {Gfl‘”} genellestirilmis Fibonacci matris dizisini elde

edecegiz. Bu dizi asagidaki rekiirans bagintisini saglar.

G = pGY+GY (n>0) [3.2]
Burada
G(4) _ GI(Z) G(()Z) G(4) _ G§2) GI(Z)

"l 6? "le? 6P

olup Es. 3.2 dizinin terimlerini geriye dogru genisletmek icin kullanilabilir. Yani,

GV=G"-p G, GY=G"-p G, ..., G, =G - p G (n=0)
Boylece
er=(g @) e )
-1 2 -2 -3
dir. Genel olarak,
G =[G§§> Gci;élijl)] (>0 )

Béylece 2% mertebeli G2 genellestirilmis Fibonacci matrisi bir bloklara ayrilmis

matristir. Yani,



G?) = (

ve

p G +G2) =p [

dir.

2+ )
Gn+1 n

2+ )
Gn n-1

G(Z*")

n+l

2
GVL
2N
n+2

G(Zk“)

n+l

|

-G

n+l

(zk—]) (zk—l
GVL GVL
(zk—])]-l-[ (zk—l
Gn—l Gn—l
2
n+l
2

n

(>0,k>1)
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Buradan 2" mertebeli {G;zk )} genellestirilmis Fibonacci matris dizisini elde

edecegiz. Bu dizi asagidaki rekiirans bagintisi ile tanimlidir.

G<2k>

ve

25
GO

{

25 2"
p Gn + Gn—l

G(zk—l) G(zk—l)
1 0

G(zk—l) G(zk—l)
0

-1

|

(n=20,k=1)

G? = (

G(zk—l) G(zk—l)
2 1

G(zk—l) G(zk—l)
1 0

|

[3.3]

olup Es. 3.3 dizinin terimlerini geriye dogru genisletmek icin kullanilabilir.

25 _ ~25 25 A~ _~0H
G, =G '-pG, ", G '=Gy - p

Boylece

@ _
G, =

2k 1y (2% 1y
[GO G—l

k1 (k1
G—l G—Z

olup genel olarak,

|

25
G—l

(2/(—]) (zk—l)
2 _ (G—l G
-2 = k-1 k-1 > .
2" 2"
G—2 G—3

5 _
,...,G_(M)—G

26y
(n-1) ~

p G (n=0,k>1)
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. G(zk l) G(zk 1)
G?*) = { “n-h - Fom (n>0,k>1) [3.4]

. k . . . . . .. . . .o -
Biz {G,(l2 )} matris dizisinin 6zel durumlarin1 géz Oniine alacagiz. Bunlar,

1. p=1, a=0, b=1 oldugunda 2" mertebeli { )} Fibonacci matris dizisidir.

F*
2. p=1, a=2, b=1 oldugunda 2* mertebeli {L(nzk)} Lucas matris dizisidir.
e

3. p=2, a=0, b=1 oldugunda 2* mertebeli |P )} Pell matris dizisidir.

n

4. p=2, a=1, b=1 oldugunda 2* mertebeli g | Modify Pell matris dizisidir.

5. p=2, a=2, b=2 oldugunda 2 mertebeli {Qizk)} Pell-Lucas matris dizisidir.

Simdi Es. 1.2 ve Es. 3.4’t kullanarak 2" mertebeli {Glﬁzk)} genellestirilmis

Fibonacci matris dizisinin bir temel 6zelligini elde edecegiz.
3.3. Teorem

{G,‘lzk)}, 2" mertebeli genellestirilmis Fibonacci matris dizisi asagidaki ozellikleri

saglar.

. Gy=a=0ise G2’ = (-)""E G E, [3.5]
2.Gy=a#0ise G2 = (-1)"E, G E, [3.6]
Burada,

ve k =1 icin



0 1
E, =
-1 0

olmak iizere 0., 25" mertebeli sifir matrisidir.

Ispat
Es. 3.5’1 tiimevarim ile gosterecegiz.

Eger k=1 ve G, =a =0 ise,

G(Z) — [G—(n—l) G—n j
- G—n G—(n+1)
— (_1)n+1 - Gn—l Gn
Gn - Gn+1

0 1YG, G, YO0 I
=" -1 oG, G )-1 0

=(-)""E,G,"E,
Boylece k =1 i¢in iddia dogrudur.

k =2 iken,

(2) (2)

G(4) _ G—(n—l) G—n
-n (2) (2)
G—n G—(n+l)

- EzGﬁ)lEz EzGISZ)Ez
E,GPE, -E,GVE,

n+l
[0 EYaE 6 o,
= (_1)n+1 E4G’§4) E4
E4 — 02 EZ
—E, 02

O halde k =2 iken iddia dogrudur.

— (_1) n+l

E,
0,

)
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Es. 3.5’in k=m—-1 i¢in dogru oldugunu kabul edelim ve k=m icin dogru

oldugunu ispatlayalim.
k =m—1 icin dogru ise,

G = (-)"E,.G"E

(zm—l ) (zm—] )
G(Z'"):[G—(n—l) G, }

2m—1

—n G(zm—l) G(zm—])

—n —(n+1)

= (_1) n+l

E G(zm—l ) E _ E
2m—l n Zm—l

Oy By Gﬁ/ln_l)
= (_l)VH—l —E 0 G(zm—l)

Zm—l Zm—l

_ n+l @@m
=(-)"E,G"E,

o [0 B
» \-E,. 0

U
O halde k = m iken iddia dogrudur.
Es. 3.6’de benzer sekilde ispatlanabilir.
3.1. Sonug

{Fn }, Fibonacci dizisi ve

olmak tizere,
@Y _ n+l 2%
F) = (-)"EF"'E,

dir.

@ @
- Eszl Gn_1 Eszl Eszl Gn E

2/11—[

E,., ]
0,



Ispat
Es.3.5’de G_,=F_,, p=1, a=0 ve b =1 alnarak ispat hemen goriiliir.
3.2. Sonug¢

{Ln }, Lucas dizisi ve

olmak tizere,

1) = (-1)'E,L}E,

dir.

Ispat

Es.3.6°de G_,=L_,, p=1, a=2 ve b =1 aliarak ispat hemen goriiliir.
3.3. Sonug¢

{P}, Pell dizisi ve

olmak tizere,
@5 _ n+l 2%y
P = (=D Ezk P, Ezk

dir.
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Ispat
Es.3.5’de G_,=P,, p=2, a=0 ve b =1 alarak ispat kolayca goriiliir.
3.4. Sonug

{g.}, Modify Pell dizisi ve

g = 0 Ep
2m - E 0 .

olmak iizere,

@Y _ n+l 2%)
q_., = (_1) Ezk q, EZ"
dir.

Ispat

Es.3.5°de G_,=q_,, p=2, a=1 ve b=1 alinarak ispat tamamlanir.
3.5. Sonug

{Qn }, Pell-Lucas dizisi ve

2 - F e Osz1
olmak iizere,

0% = (-1)"E, 0 E,

dir.



Ispat

Es.3.6’de G_,=0Q_,, p=2, a=2 ve b=2 alinarak ispat tamamlanir.

3.4. Teorem

{G,(lzk)} dizisi icin agagidaki toplam formiilii gecerlidir.
ZGi(Zk) :i(G,(LZk) + Gfli/;) _ G(()zk) _ Gl(zk) ) (1‘121,1{21)
i=1 p

Ispat
Gercekten

n+l n—1

SCA S RN ety
p; 2=>G6" -G

i=2 i=0
n+l

_ H 25 25 25
=G, +G -Gy - G

n+l

k k k k k k k
=GP+ G4 L+ G -G -GG - G

esitligini elde ederiz. Buradan

1 k 1 k k k k
26 = (G + G- G- G

n+l
i=1

oldugu kolayca goriiliir. Boylece ispat tamamlanmais olur.

3.6. Sonug

{Fn }, Fibonacci dizisi olmak iizere,

MFEY=FE - FY (n>1,k>1)

i=1

esitligi saglanir.
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Ispat
Es.3.7°’de p =1, a=0 ve b =1 alinarak ispat kolayca elde edilir.
3.7. Sonug

{Ln }, Lucas dizisi olmak tizere,

n

N =1r2) - 1P (nx1,k=1)

n+2
i=1

esitligi saglanir.

Ispat

Es.3.7’de p=1, a=2 ve b =1 alnarak ispatlanabilir.
3.8. Sonug

{P.}, Pell dizisi olmak iizere,

Zn:PIKZk) _ %(P;Z” + P2 - PP Py (mx1,k21)

n+l
i=1

esitligi saglanir.

Ispat

Es.3.7’de p=2, a=0 ve b=1 alinarak ispat kolayca elde edilir.
3.9. Sonug

{g.}. Modify Pell dizisi olmak iizere,

1 k 1 k k k k
S0 = L e g g g w2
i=1
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dir.

Ispat

Es.3.7’de p=2, a=1 ve b =1 alinarak ispatlanabilir.
3.10. Sonug

{Qn }, Pell-Lucas dizisi olmak tizere,

1 k 1 k k k k
Yo = @7+ 0k -0 -0 =l k2D
i=1

dir.
Ispat
Es.3.7’de p=2, a=2 ve b =2 alinarak ispat hemen goriiliir.

3.5. Teorem

n—1
k+1 k+l I k I k
G =G> >(’; Ozj (n21,k>1) [3.8]

2 2

dir. Burada 7, ; 2% mertebeli birim matris, 0, 2% mertebeli sifir matrisidir.

fspat
e 21y
G(ZHI) —_ Gn+1 Gn
n - (zk—]) G(zk—l)
n n-1
G(zk—l) G(zk—l) p[ I
—| n n-1 2k 2k
- (zk—l) (zk—l)
Gn—l Gn—2 Izk Ozk



k-1 k-1 n-2
= [Géz : Géz )] (plzk Izk j
GY 'GPV )1y 0y

n-1
= G(zkﬂ) pIZk 12/‘
: I, 0,

2 2
yazariz. Boylece istenilen gosterilmis olur.
3.11. Sonug

{Fn }, Fibonacci dizisi olmak iizere,

n—1
k+1 k+1 Ik Ik
F? )= * 2 n>1,k>1
n 1 Ik 0 . ( )

2
esitligi saglanir.
Ispat

Es. 3.8°de p=1, a=0 ve b =1 alinarak ispat elde edilir.
3.12. Sonug

{Ln }, Lucas dizisi olmak tizere,

n-1
k+1 k+1 I k I k
=10 >( 2 Zj n>1,k>1)
I, 0,
dir.
jspat

Es.3.8°de p=1, a=2 ve b =1 alinarak ispat hemen goriiliir.
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3.13. Sonug

{P }, Pell dizisi olmak iizere,

n-1
k+1 k+1 21 k I k
P* ) =pC >(12 ozj (n>1,k>1)

2 2
esitligi saglanir.

Ispat

Es. 3.8°de p=2, a=0 ve b =1 alinarak ispatlanabilir.

3.14. Sonug

{g. }. Modify Pell dizisi olmak iizere,

n-1
k+1 k+1 21 k I k
9, =4 >(,2 Ozj (n21,k21)

2 2
dir.

Ispat

Es. 3.8°de p=2, a=1 ve b =1 alarak ispatlanabilir.

3.15. Sonug

{Qn }, Pell-Lucas dizisi olmak iizere,
e

n—1
a2 j (m>1,k>1)

dir.
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Ispat

Es. 3.8°de p=2, a=2 ve b =2 alinarak ispat hemen goriiliir.

3.6. Teorem
ZG@ GZ -G (>1,k>1)

Ispat

ZG(Z) ZG@ zGak
_ ZG(Zk _ ZGéz‘Zk)

i=0

k k k k
=GP+ G4+ G GG -G -GP-

_ 25 2"
- G2n - Go

yazariz. Boylece
ZGQ) <2>_G(§2>)

esitligini elde ederiz.
3.16. Sonug

{Fn }, Fibonacci dizisi olmak iizere,

ZF;,“ F& - F® (n=1,k>1)

i=1

esitligi saglanir.
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[3.9]

25 25
- G2(n—2) - G2(n—1)
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Ispat
Es.3.9’de p=1, a=0 ve b=1 alinarak ispatlanabilir.
3.17. Sonug

{Ln }, Lucas dizisi olmak tizere,

S8 =180 - 1 (n21,k21)

i1
esitligi saglanir.

Ispat

Es.3.9’de p=1, a=2 ve b =1 alinarak ispat hemen goriiliir.
3.18. Sonug

{P.}, Pell dizisi olmak iizere,

yope)= %(P;j“ - P m>1,k>1)

i1
esitligi saglanir.

Ispat

Es.3.9’de p=2, a=0 ve b =1 alinarak ispatlanabilir.
3.19. Sonug

{g.}. Modify Pell dizisi olmak iizere,

Z k 1 k k
> as)= 5<q§i’ -q8)) (n>1,k>1)
i=1



Ispat
Es.3.9’de p=2, a=1 ve b=1 alinarak ispat kolayca goriiliir.
3.20. Sonug

{Qn }, Pell-Lucas dizisi olmak tizere,

ZQ@)__(Q(Z) <2*)) n>1,k>1)

Ispat
Es.3.9’de p=2, a=2 ve b =2 alinarak ispatlanabilir.

3.7. Teorem
ZG(zk (G - G™) n>1,k>1)

Ispat

EDNEEDWSHED AT
i=1
-1

n
_ 2" 2"
- ZGZHI - ZGZHI
i=1

i=0

_ <2*> 2" 24 2" 2 A5 2"
=G+ G+t Gz<n_1>+1 +G,, .-G, Gy -G -

2n+1

— G(Zk

2n+l

G
esitligini elde ederiz.

Buradan

2" <2 ) 2
ZG 2n+l - Gl )
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[3.10]

24
- G2(n—1)+1
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oldugu goriiliir.
3.21. Sonug

{Fn }, Fibonacci dizisi olmak iizere,

n

M ED=FZ) - FY m>1,k>1)

i=1
Ispat
Es. 3.10’de p=1, a=0 ve b =1 alinarak ispatlanabilir.

3.22. Sonug

{Ln }, Lucas dizisi olmak tizere,

n

M2 =1L2) - L (n>1,k>1)

i=1
Ispat
Es.3.10°de p =1, a=2 ve b =1 alinarak ispatlanabilir.
3.23. Sonug

{Pn }, Pell dizisi olmak tizere,

> PP = %(P;jjf - P n>1,k>1)
i=1

Ispat

Es. 3.10°de p=2, a=0 ve b=1 alinarak ispat hemen goriiliir.



3.24. Sonug

{g.}, Modify Pell dizisi olmak iizere,

Zq“k ——(qéiii- a®) >1,k>1)

Ispat
Es. 3.10°de p=2, a=1 ve b=1 alinarak ispat kolayca goriiliir.
3.25. Sonug

{Qn }, Pell-Lucas dizisi olmak tizere,

ZQ“ - (081 - 0 (21 k1)

Ispat
Es. 3.10’de p=2, a=2 ve b=2 alinarak ispat hemen goriiliir.

3.8. Teorem

2n
> (-D'G? = ! —(GZ)-G¥ -G+ Gy @m=1,k21)
p

Ispat

Daha 6nce buldugumuz,

< k 1 k
2.6y = p(Géiﬁl G*") (n>1,k>1)

i=1

ZG“ %(G(“ -Gy n=1,k>1)
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esitliklerini kullanalim.
n . k k k k k k
D ED'GE =-GP + G =GP +G - L+ (=DM G
i=1
=>68- Y68
i=1 i=1
1 25 25 1 25 25
=;(G2n+1_G1 )_;(GZn + Gy )

_ 2" 25 25 2
- ;(G2n+l_G2n 'Gl +Go )

yazariz.

Boylece

2n . k 1 k k k k

> DG = (G- 68 - G+ G
i=1 p

esitligini elde ederiz ki bu da ispatimiz1 tamamlar.

3.26. Sonug

{Fn }, Fibonacci dizisi olmak iizere,

2n . k k k k

DY FP =Fr) - F® + R (n21,k21)
i=1

Ispat
Es.3.11°de p=1, a=0 ve b =1 alinarak ispat hemen goriiliir.
3.27. Sonug

{Ln }, Lucas dizisi olmak tizere,

n k k k
DEY L =L - L+ LY (a1, k1)
i=1



Ispat
Es.3.11°de p=1, a=2 ve b =1 alinarak ispatlanabilir.
3.28. Sonug

{Pn }, Pell dizisi olmak tizere,

Z< DR = S - PE P e B 21Kz

Ispat
Es.3.11’de p=2, a=0 ve b =1 alinarak ispat kolayca goriiliir.
3.29. Sonug

{g.}. Modify Pell dizisi olmak iizere,

2n ; . 1 ‘
2E'g =D - - g e (n21,k21)
Ispat
Es.3.11°de p=2, a=1 ve b=1 alinarak ispatlanabilir.
3.30. Sonug

{Qn }, Pell-Lucas dizisi olmak iizere,

Z< D'o* = (Qéiﬁl- Y0 4 0%y (m21,k21)

i=1
jspat

Es.3.11’de p=2, a=2 ve b=2 alinarak ispat hemen goriiliir.
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4. SONUC VE ONERILER

Bu ¢alismada {Wn} dizisinin 6zel durumu olan {Gn} genellestirilmis Fibonacci dizisi

g6z Oniine alinarak {Gflzk)} genellestirilmis Fibonacci matris dizisi elde edildi. Benzer
diisiince ile {Wn} dizisi kullanilarak yeni matris dizilerinin olusturulmasi ile ilgili

yeni ¢aligsmalar yapilabilir.
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