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ÖZET

Bu yüksek lisans tezi üç bölümden oluşmaktad¬r.

Birinci bölümde Dual say¬lar, Dual vektörlerin uzay¬(D�Modul), Regle

yüzeyler ve e¼grilikler ile ilgi baz¬temel kavram ve teoremler verilmi̧stir.

·Ikinci bölümde öncelikle regle yüzeyler ile ilgili baz¬ özellikler verilmi̧s,

regle yüzeylerin paralel regle yüzeylerle ili̧skisi ortaya konulmuştur.

Üçüncü bölümde ise Paralel Regle yüzeylerin Blaschke ve Darboux üçyü-

zlüleri kullan¬larak ani dönme ve ani h¬zlar¬ aras¬ndaki ba¼g¬nt¬lar incelen-

mi̧stir.
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SUMMARY

This master thesis consists of three chapters.

In the �rst chapter, we give some basic concepts such as dual num-

bers,ruled and parallel ruled surfaces and curvatures.

In the second chapter, �rst we give the some properties of ruled surface;

relations between ruled surfaces and parallel surfaces.

Finally, we have stated the instantenous and the instantenous velocities

for Darboux and Blaschke trihedrons on parallel ruled surfaces.
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Bölüm 1

TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde çal¬̧smaya esas olan tan¬m ve teoremler referans gösterilmemi̧s

olanlar hariç, (Hac¬saliho¼glu, 2004), (Hac¬saliho¼glu, 1983) ve (Hac¬saliho¼glu,

2000) kaynaklar¬ndan al¬nm¬̧st¬r.

1.1 Dual Say¬lar

Reel say¬lar cümlesi (+) toplama ve (:) çarpma i̧slemlerine göre bir cisimdir.

Reel say¬lar cümlesi R ile gösterilir.

Tan¬m 1.1.1: 8 a,a 2 R olmak üzere bir A = a; a) ikilisine bir s¬ral¬

ikili denir.

Bu şekilde tan¬mlanan s¬ral¬ikililerin R� R cümlesi D ile gösterilsin.

D = f(a; a) : a; a 2 Rg

üzerinde iki iç i̧slem ve bir eşitlik şu şekilde tan¬mlan¬r:

Tan¬m 1.1.2: A = (a; a) ve B =
�
b; b
�
olmak üzere

� : D� D �! D

1
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iç i̧slemi

A�B = (a; a)�
�
b; b
�
=
�
a+ b; a+ b

�
şeklinde tan¬mlan¬r ve D deki toplama olarak adland¬r¬l¬r.

Tan¬m 1.1.3: A = (a; a) ve B =
�
b; b
�
olmak üzere

� : D� D �! D

iç i̧slemi

A�B = (a; a)�
�
b; b
�
=
�
a � b; ab+ ab

�
(1.1)

şeklinde tan¬mlan¬r ve D �deki çarpma olarak adland¬r¬l¬r.

Tan¬m 1.1.4: A = (a; a) ve B =
�
b; b
�
2 D için

a = b , a = b

ise A ile B eşittir denir ve A = B şeklinde gösterilir.

Tan¬m 1.1.5: R reel say¬lar cümlesi olmak üzere

D = R� R

cümlesi üzerinde toplama, çarpma ve eşitlik i̧slemleri yukar¬daki gibi tan¬m-

lanm¬̧s ise D cümlesine dual say¬lar sistemi ve her (a; a)2D eleman¬na bir

dual say¬denir.

Teorem 1.1.1: (D; �; �) üçlüsü birimli ve de¼gi̧simli bir halkad¬r.

Bu halkan¬n toplamaya göre birim eleman¬ (0; 0), çarpmaya göre birim

eleman¬ise, (1; 0) d¬r.

Teorem 1.1.2: (D; �; �) üçlüsü bir cisim de¼gildir.

Tan¬m 1.1.6: A 6= (0; a) ve X = (x; x) olmak üzere

A�X = B

denkleminin bir tek çözümü vard¬r. Gerçekten Tan¬m 1.1.3. den

(ax; ax+ ax) =
�
b; b
�
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ve Tan¬m 1.1.4. den

X =

�
b

a
;
ab� ab
a2

�
(1.2)

olur ve dolay¬s¬yla X 2 D elde edilir. X dual say¬s¬na, B nin A ya bölümü

denir.

Teorem 1.1.3: Dual say¬lar halkas¬, R reel say¬lar cismine izomorf bir

alt cümleyi, alt cisim olarak kapsar (Hac¬saliho¼glu, 1983).

Bu teoremin bir sonucu olarak, reel say¬lar cümlesine izomorf olan,

f(a; 0) : a; 0 2 Rg

dual say¬lar cümlesinin herbir eleman¬, izomorfu olan reel say¬ile gösterilebilir.

K¬saca,

(a; 0) �= a ve (1; 0) �= 1

olarak al¬nabilir. Genel olarak bu notasyonu kullanaca¼g¬z ve ayr¬ca \�"

ve \�" i̧slemleri yerine \ + " ve \ � " i̧saretlerini tercih edece¼giz.

D halkas¬nda, (0; 1) dual say¬s¬dual birim olarak adland¬r¬l¬r ve

" = (0; 1)

ile gösterilir. Çarpma i̧sleminin tan¬m¬na göre,

"� " = "2 = (0; 0) �= 0 (1.3)

oldu¼gu kolayca görülebilir.

Teorem 1.1.4: Her A = (a; a) dual say¬s¬,

A = a+ "a ; " = (0; 1)

şeklinde yaz¬labilir.

Tan¬m 1.1.7: Bir A = a + "a 2 D dual say¬s¬ndaki �a�reel say¬s¬na A

n¬n reel k¬sm¬, �
�
a�reel say¬s¬na da A n¬n dual k¬sm¬denir.
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Tan¬m 1.1.8: (0; 1) = 1 dual say¬s¬na D deki çarpma i̧sleminin birim

eleman¬veya D deki reel birim denir.

Teorem 1.1.5: ·Iki dual say¬n¬n çarp¬m¬s¬f¬r ise, çarpanlardan biri s¬f¬r

olmak zorunda de¼gildir.

Tan¬m 1.1.9: Z = x + "x dual say¬s¬n¬n modül de¼geri diye jxj reel

say¬s¬na denir ve

jZj = jx+ "xj

= jxj

ile gösterilir.

1.2 Dual Vektörlerin Uzay¬(D - Modül)

D� D� D = D3 = f(A1; A2; A3) : A1; A2; A3 2 D g

cümlesinin her bir eleman¬bir büyük harf ile gösterilirse,

A 2 D3 için A = (A1; A2; A3) veya A = (Ai) ; (i = 1; 2; 3) notasyonlar¬n-

dan birisi kullan¬labilir.

Bu cümle içinde aşa¼g¬daki tan¬mlar¬verelim.

Tan¬m 1.2.1: Her A = (Ai), B = (Bi) 2 D3 için

A = B () Ai = Bi ; (i = 1; 2; 3)

Tan¬m 1.2.2: Her A=(Ai), B=(Bi) 2 D3 için, (i = 1; 2; 3) ;

+ : D3 � D3 �! D3

iç i̧slemi

A+B = (Ai +Bi)

şeklinde tan¬mlan¬r. Burada, A+B ye D3 de A ile B nin toplam¬denir.
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Tan¬m 1.2.3: � 2 D ve A2 D3 için,

� : D� D3 �! D3

d¬̧s i̧slemi

�:A = ( �Ai) , (i = 1; 2; 3)

şeklinde tan¬mlan¬r. Burada �:A ya A n¬n � skalar¬ile çarp¬m¬denir.

Teorem 1.2.1: (D3;+; �) sistemi D halkas¬üzerinde bir modüldür.

Tan¬m 1.2.4: (D3;+; �) üçlüsüne D-Modül ve bunun elemanlar¬olan s¬ral¬

dual üçlülere, dual vektörler diyece¼giz ve
�!
A = (Ai) şeklinde gösterece¼giz.

Teorem 1.2.2: �!a ; �!a 2 R3 (R3 üç boyutlu reel vektör uzay¬n¬göster-

mektedir) olmak üzere D-Modül de her bir
�!
A dual vektörü

�!
A = �!a + "�!a ; " = (0; 1) 2 D

şeklinde yaz¬labilir.

D-Modülün toplamaya göre birim eleman¬,

!
0 =

!
0 + "

!
0

şeklinde gösterilir. Buna s¬f¬r dual vektörü denir.

Tan¬m 1.2.5:
�!
A = �!a + "�!a ve �!B =

�!
b + "

�!
b dual vektörlerinin eşitli¼gi,

�!
A =

�!
B () �!a = �!b ve �!a =

�!
b (1.4)

ile verilir. Bu tan¬m 1.2.1 ile eş anlaml¬d¬r.

Tan¬m 1.2.6: Her
�!
A ,
�!
B 2 D-Modül için,

h; i : D3 � D3 �! D��!
A;
�!
B
�
�!

D�!
A;
�!
B
E
=
D�!a ;�!b E+ "(D�!a ;�!b E+��!a ;�!b �)

(1.5)

ile tan¬mlanan h; i fonksiyonuna D-Modülde bir iç çarp¬m fonksiyonu denir.
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Tan¬m 1.2.7: Bir
�!
A = �!a + "�!a dual vektörünün normu diye




�!A


 = �D�!A;�!AE� 1
2
=

0@k�!a k ;
D�!a ;�!a E
k�!a k

1A ; �!a 6= !
0 (1.6)

dual say¬s¬na denir.

Tan¬m 1.2.8: Normu reel birime kaŗs¬l¬k gelen (1; 0) dual say¬s¬olan dual

vektöre birim dual vektör denir.

Teorem 1.2.3:
�!
A 6=

�!
0 ;
�!
a
�
2 D-Modül olmak üzere,

her
�!
A 2 D-Modül için,

�!
A 0 =

�!
A


�!A


 (1.7)

birim dual vektörüne,
�!
A dual vektörünün ekseni denir.

Teorem 1.2.4 (E. Study):
�!
A = �!a + "�!a , �!a 6= ~0 olmak üzere D-Modül

de denklemi, 


�!A


 = (1; 0)
olan birim dual kürenin dual noktalar¬, R3 deki yönlü do¼grulara birebir kaŗs¬l¬k

gelir

Birim dual küre üzerindeki bir A dual noktas¬n¬merkeze birleştiren birim

dual yer vektörü,
�!
A = �!a + "�!a

ise Teorem 1.2.4. den dolay¬, çizgiler uzay¬nda bir tek yönlü do¼gruya kaŗs¬l¬k

gelir. Burada �!a 2 R3 vektörü, bu yönlü do¼grunun do¼grultman vektörü,
�!
a 2 R3 vektörü ise, X bu do¼grunun üzerinde bir nokta ve O bir başlang¬ç

noktas¬olmak üzere,
�!
a =

��!
OX ^ �!a (1.8)

ile belirlenen bir moment vektörüdür. Bu vektöre, çizgiler uzay¬ndaki do¼gru-

nun başlang¬ca göre vektörel momenti denir.
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Tan¬m 1.2.9 (Taylor Aç¬l¬m¬): Z = x+ "x 2 D olmak üzere

f(Z) = f(Z0) +
Z � Z0
1!

f p(Z0) +
(Z � Z0)2

2!
f pp(Z0)

+:::+
(Z � Z0)n

n!
f (n)(Z0) + :::

serisine f dual fonksiyonunun Z0 2 D noktas¬ndaki Taylor aç¬l¬m¬denir.

Bu tan¬m gere¼gince, f dual fonksiyonunun Z0 = 0 noktas¬ndaki Taylor

aç¬l¬m¬

f(x+ "x) = f(x) + "xf p(x)

şeklini al¬r. O halde, f(x + "x) = cos(x + "x) ve f(x + "x) = sin(x + "x)

dual fonksiyonlar¬n¬n 0 = (0; 0) dual noktas¬ndaki Taylor aç¬l¬mlar¬;

cos(x+ "x) = cosx� "x sinx

sin(x+ "x) = sin x+ "x cosx

olarak elde edilir.

Tan¬m 1.2.10: D-Modül de aç¬,
�!
A ve

�!
B birer birim dual vektör olmak

üzere,

cos� =
D�!
A;
�!
B
E

ifadesi ile verilir. � = ' + "
�
' dual say¬s¬na

�!
A ile

�!
B birim dual vektörleri

aras¬ndaki dual aç¬denir.

Tan¬m 1.2.11: Her
�!
A;

�!
B 2 D-Modül dual vektörlerinin d¬̧s çarp¬m¬

� : D3 � D3 �! D3

şeklinde bir iç i̧slemdir ve

�!
A�

�!
B = �!a ��!b + "

�
�!a �

�!
b +

�!
a �
�!
b

�
(1.9)

olarak tan¬mlan¬r.
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Teorem 1.2.5:
�!
A ,
�!
B gibi iki has dual vektörün d¬̧s çarp¬m¬s¬f¬r ise bu

dual vektörlerin eksenleri çak¬̧s¬kt¬r.

Tan¬m 1.2.12: Uzayda herhangi a; b; c vektörlerinin bir vektörel ve bir

skalar çarp¬m¬n¬n birleşimi olan

ha; b ^ ci

skalar de¼gerine bu üç vektörün karma çarp¬m¬denir. Bu karma çarp¬m

ha; b ^ ci = det(a; b; c)

d¬r (Kaya, R., 1996).

Dual anlamda:
�!
A ,
�!
B ,
�!
C 2 D - Modül dual vektörlerinin karma çarp¬m¬

f : D3 � D3 � D3 �! D

şeklinde bir dönüşümdür ve

f(
�!
A;
�!
B ;
�!
C ) = h�!A��!B ;�!C i

= h�!a ^ �!b ;�!c i+ "
�
h�!a ^ �!b ;�!c i+ h�!a ^

�!
b ;�!c i+ h�!a ^ �!b ;�!c i

�
(1.10)

olarak tan¬mlan¬r.

Tan¬m 1.2.13:
�!
A ,
�!
B ,

�!
C 2 D - Modül has dual vektörler ve

�i = ci + "ci 2 D, 1 � i � 3, olmak üzere

�1
�!
A + �2

�!
B + �3

�!
C =

�!
0 =) 8�i = 0

ise
�!
A ,

�!
B ,
�!
C has dual vektörleri lineer ba¼g¬ms¬zd¬r denir.

Tan¬m 1.2.14:
�!
A ,

�!
B ,

�!
C 2 D - Modül ve �i = ci + "ci 2 D; ci 6= 0,

1 � i � 3 için,

�1
�!
A + �2

�!
B + �3

�!
C =

�!
0
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eşitli¼gi en az bir �i 6= 0 için sa¼glan¬yorsa,
�!
A ,

�!
B ,

�!
C dual vektörleri lineer

ba¼g¬ml¬d¬r denir.

Tan¬m 1.2.15:
�!
A1,

�!
A2,

�!
A3 birim dual vektörlerinin R3 deki temsil ettik-

leri yönlü do¼grular bir noktada dik olarak kesi̧sirlerse
�!
A1,

�!
A2 ve

�!
A3 birim dual

vektörlerine ortonormal dual vektörler denir.

Tan¬m 1.2.16: Elemanlar¬dual say¬lar olan bir Amatrisine dual matris

denir ve

A = [Aij] ; Aij = aij + "aij; aij; aij 2 R

şeklinde gösterilir.

Tan¬m 1.2.17: D - Modül ün bir S alt cümlesi aşa¼g¬daki iki özelli¼ge

sahipse D - Modül ün bir baz¬ad¬n¬al¬r :

(i) S lineer ba¼g¬ms¬zd¬r.

(ii) SP fSg = D - Modül dür.

Yani, 8 �!A 2 D - Modül eleman¬S deki sonlu say¬da eleman¬n bir lineer

kombinasyonudur.

Tan¬m 1.3.1: En, n-boyutlu Öklid uzay¬nda (n� 1)-boyutlu bir yüzey

veya (n� 1)-yüzey diye En deki boş olmayan birM cümlesine denir, öyleki

bu M cümlesi

M = fx�U � En j f : U dif:bilir! R, f(x) = c; U aç¬k alt cümleg

8P 2M için rf jp 6= 0, biçiminde tan¬mlan¬r.

Tan¬m 1.3.2: M1 ve M2, En in iki hiperyüzeyi ve M1 in birim normal

vektör alan¬,

N1 =

nX
ai
@

@xi
; ai 2 C1(M;R)

olsun. E¼ger, bir r 2 R sabit say¬s¬ve 8P 2M1 için

f(P ) = (p1 + ra1(P ); :::; pn + ran(P ))
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olacak şekilde bir f : M1 ! M2 fonksiyonu bulunabilirse, M2 ye M1 in

paralel hiperyüzeyi denir.

Tan¬m 1.3.3: Bir do¼grunun bir e¼gri boyunca herhangi bir biçimde belir-

lenen hareketiyle oluşturulan yüzeye regle yüzey denir.

Başka bir tan¬mla, M � E3 yüzeyi verilsin. 8P 2M noktas¬ndan geçen,

E3 ünM de kalan bir do¼grusu varsaM bir regle yüzey ve P 2M noktas¬n-

dan geçen veM de kalan do¼gruya daM nin bir do¼grultman¬denir. Bir di¼ger

tan¬m¬ise; bir r e¼grisinin bir noktas¬ndan geçen l do¼grusu r e¼grisi üzerinde

hareket etmesiyle elde edilen yüzeye regle yüzey denir. Bu durumda verilen

l do¼grusu regle yüzeyin anado¼grusu ve r e¼grisi de regle yüzeyin dayanak

e¼grisi olarak adland¬r¬l¬r.

E3, 3-boyutlu Öklid uzay¬nda f0g � I � R olmak üzere diferensiyel-

lenebilir birim h¬zl¬bir e¼gri

r : I ! E3

t! r(t) = (r1 (t) ; r2 (t) ; r3 (t))

olsun. Her t 2 I için r(t) noktas¬ndaki Tr(t) te¼get vektörü ile anado¼grunun

do¼grultman vektörü lineer ba¼g¬ms¬z olacak şekilde

l : R! E3

v ! l(v) = (r1(t) + va1(t); r2(t) + va2(t); r3(t) + va3(t))

do¼grusunu seçelim. Burada 1 � i � 3 olmak üzere ai(t) 2 R skalarlar¬r(t)

noktas¬ndaki anado¼grunun do¼grultman vektörün bileşenleridir.

l do¼grusunun r e¼grisi boyunca hareket etmesiyle, (I � R; ') parametrizas-

yonu ile verilen bir

' : I � R ! E3

(t; v) ! '(t; v) = (r1(t) + va1(t); r2(t) + va2(t); r3(t) + va3(t))

regle yüzeyi elde edilir. Ba¼g¬ms¬z bir parametreye ba¼gl¬ (11) say¬daki (R)

do¼grular¬n¬n cümlesine regle yüzey veya ¬̧s¬n yüzeyi denir.
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Tan¬m 1.3.4: Bir '(t; v) regle yüzeyinde komşu iki do¼grultman¬n or-

tak dikmesinin esas do¼grultman üzerindeki aya¼g¬na bo¼gaz (merkez veya

striksiyon) noktas¬denir.

Tan¬m 1.3.5: Bir '(t; v) regle yüzeyinin anado¼grusu dayanak e¼grisi

boyunca yüzeyi oluştururken bo¼gaz noktalar¬n¬n geometrik yerine regle yüzeyin

bo¼gaz (striksiyon) çizgisi (e¼grisi) ad¬verilir.

Regle yüzeyin dual vektörel ifadesi:

Bir regle yüzey, bir t parametresine ba¼gl¬
�!
X =

�!
X (t) birim dual vektörel

fonksiyonu olmak üzere
�!
X = �!x (t) + "�!x (t)

birim dual vektörüne 


�!X


 = 


��!OX


 = (1; 0)
birim dual küresi üzerinde bir dual X noktas¬ kaŗs¬l¬k gelir. Biliniyorki;

bu noktaya da R3 de bir
�!
X do¼grusu kaŗs¬l¬k gelir. Böylece t parametresi

de¼gi̧stikçe
��!
OX =

�!
X (t) = �!x (t) + "�!x (t)

birim dual vektörü birim dual küre üzerinde bir e¼gri çizer. Bu e¼griye de R3

de bir regle yüzey kaŗs¬l¬k gelir.

X dual e¼grisine regle yüzeyin dual küresel resmi denir. Birim dual küre

üzerinde
�!
X =

�!
X (t) dual e¼grisinin

d� = d'+ "d'

dual yay elementi için

d�2 =
D
d
�!
X; d

�!
X
E
=
D�!
X p;

�!
X p
E
dt2

yaz¬labilir. Tan¬m 1.1.4 den yukar¬daki ifade

d�2 = hd�!x ; d�!x i ve d'd' =
D
d�!x ; d�!x

E
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şeklinde elde edilir. d� dual büyüklü¼gü bilindi¼gi gibi
�!
X (t) ve

�!
X (t+dt) komşu

birim dual vektörler aras¬ndaki dual aç¬, yani bu iki birim dual vektörün birim

dual küre üzerindeki uç noktalar¬n¬n dual k¬s¬mlar¬na
�!
X (t) ve

�!
X (t+dt) birim

dual vektörlerine regle yüzeyde kaŗs¬l¬k gelen komşu iki anado¼gru aras¬ndaki

aç¬ile bu komşu iki anado¼gru aras¬ndaki en k¬sa uzakl¬k kaŗs¬l¬k gelir.D
d
�!
X; d

�!
X
E
= hd�!x ; d�!x i+ 2"

D
d�!x ; d�!x

E
+ "2

D
d
�!
x ; d

�!
x
E

dual ifadesi, iç çarp¬m olmas¬nedeniyle koordinat de¼gi̧simlerine kaŗs¬de¼gi̧smezdir.

Bu nedenle,

hd�!x ; d�!x i ve
D
d�!x ; d�!x

E
reel büyüklükleri de koordinat de¼gi̧simlerine kaŗs¬de¼gi̧smezdir. Dolay¬s¬yla

onlar¬n oran¬regle yüzeyin en basit (yani en küçük mertebeden) diferensiyel

de¼gi̧smezi olur.

Tan¬m 1.3.6:

1

d
=

D
d�!x ; d�!x

E
hd�!x ; d�!x i =

d':d'

d':d'
=
d'

d'
(1.11)

ifadesindeki
1

d
büyüklü¼güne regle yüzeyin t parametresine ait olan

�!
X anado¼grusu

boyunca da¼g¬lma parametresi veya dral i denir. Başka bir deyi̧sle; reg-

le yüzeyin komşu iki anado¼grusu aras¬ndaki en k¬sa uzakl¬¼g¬n bu iki komşu

anado¼gru aras¬ndaki aç¬ya oran¬na regle yüzeyin da¼g¬lma parametresi (drali)

denir.

Tan¬m 1.3.7:
�!
R1 =

�!
R1(s) bir regle yüzeyi ve bir dual aç¬

� = � + "� = sbt

olsun. O zaman [R�1] regle yüzeyi,

�!
R�1(s) =

�!
R1 cos� +

�!
R3 sin�

biçiminde bir birim vektörüyle ifade edersek, [R�1] regle yüzeyine [R1] regle

yüzeyinin paralel regle yüzeyi denir (Nizamo¼glu, Ş. ; 1986).
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1.3 E¼grilikler

Tan¬m 1.4.1: E¼gri üzerindeki bir P noktas¬e¼griyi çizerken T;N;B vektörleri

de¼gi̧sirler, dolay¬s¬yla küresel göstergeleri oluşutururlar. E¼grinin T;N;B üç

ayakl¬s¬n¬n her s an¬nda, bir eksen etraf¬nda, ani helis hareketi yapt¬¼g¬kabul

edilir. Bu eksene e¼grinin s paremetresine kaŗs¬l¬k gelen � (s) noktas¬ndaki

Darboux veya ani dönme ekseni denir. Bu eksenin yön ve do¼grultusunu

veren vektör,

W = �T + �B = N ^N p =

���������
T N B

0 1 0

�� 0 �

���������
B ile W aras¬ndaki aç¬� ile gösterilirse

� = kWk cos�

� = kWk sin�

dir. W vektörü yönündeki birim vektör C ise

kWk =
p
� 2 + �2 � 0

olmak üzere,

C =
�


�!W


T + �


�!W


B

olur. � ile � n¬n yerleri de¼gi̧stirilirse,

C = sin�T + cos�B

oldu¼gu görülür.

Tan¬m 1.4.2:
�!
W = �!w 0 + "

�!
w 0 dual vektörüne (

�!
X 1;

�!
G;
�!
N ) Darboux

hareketli üçyüzlüsünün ani dönme vektörü ad¬n¬verelim. Dual vektörümüzü
�!
X 1;

�!
G;
�!
N nin lineer bileşenleri cinsinden

�!
W = A1

�!
X 1 + A2

�!
G + A3

�!
N
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yazal¬m. Burada

�!
X p
1 =

�!
W ^ �!X 1

=
�
A1
�!
X 1 + A2

�!
G + A3

�!
N
�
^ �!X 1

= �A2
�!
N + A3

�!
G

ve �!
G p =

�!
W ^ �!G

=
�
A1
�!
X 1 � A2

�!
G + A3

�!
N
�
^ �!G

= A1
�!
N + A3

�!
X 1

ve benzer olarak

�!
N p =

�!
W ^ �!N

=
�
A1
�!
X 1 + A2

�!
G + A3

�!
N
�
^ �!N

= �A1
�!
G + A2

�!
X 1

olur. Burada
�!
X 1;

�!
G;
�!
N ile

�!
X p
1;
�!
G p;

�!
N p vektörlerini iç çarparsak A1; A2; A3

katsay¬lar¬

A1 =
D�!
G p;

�!
N
E

A2 =
D�!
N p;

�!
X 1

E
A3 =

D�!
X p
1;
�!
G
E

elde edilir. Bu de¼gerler

�!
W = A1

�!
X 1 + A2

�!
G + A3

�!
N

vektöründe yerine yaz¬l¬rsa

�!
W = �!w 0 + "

�!
w 0

=
D�!
G p;

�!
N
E�!
X 1 +

D�!
N p;

�!
X 1

E�!
G +

D�!
X p
1;
�!
G
E�!
N

(1.12)

bulunur. Burada �!w 0 vektörü ani dönme vektörü,
�!
w 0 vektörümüz ise ani

h¬z vektörü olarak tan¬mlan¬r (U¼gurlu, H., H., 1997).
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Tan¬m 1.4.3: E3 de bir � e¼grisi boyunca (
�!
T ;
�!
N ;
�!
B ) ortonormal bir

sistem teşkil ediyorsa, (
�!
T ;
�!
N ;
�!
B ) üçyüzlüsüne Frenet üçyüzlüsü denir.

Tan¬m 1.4.4: M � E3 , M yüzey; � M üzerinde bir e¼gri ve e¼grinin bir

noktadaki te¼geti �p olsun. Bu te¼geti birinci bileşen
�!
X 1 olarak al¬r ve e¼grinin

normalini
�!
N olarak al¬rsak, bu iki vektöre de dik olacak şekilde

�!
G =

�!
N ^�!X 1

seçti¼gimizde (
�!
X 1;

�!
G =

�!
N ^ �!X 1;

�!
N ) biçiminde oluşan ortonormal sisteme

Darboux üçyüzlüsü denir.

Tan¬m 1.4.5: M � E3 ve (�;M) M üzerinde bir şerit olsun.
�!
R 1, bu

yüzeyin do¼grultman vektörü ve
�!
R 2, do¼grultman¬n o noktadaki normali olmak

üzere
�!
R 1 ve

�!
R 2 vektörlerinin oluşturdu¼gu düzleme dik üçüncü vektör

�!
R 3 =

�!
R 1 ^

�!
R 2 olsun. (

�!
R 1;

�!
R 2;

�!
R 3) ortonormal üçyüzlüsüne bir Blaschke

üçyüzlüsü denir.

Tan¬m 1.4.6: �;E3 de bir e¼gri olsun. � n¬n Darboux üçyüzlüsü (
�!
X1;

�!
G;
�!
N )

olmak üzere,

�g =
D�!
X1

p;
�!
G
E

(1.13)

e¼grili¼gine geodezik e¼grilik denir.

Tan¬m 1.4.7: �;E3 de bir e¼gri olsun. � n¬n Darboux üçyüzlüsü (
�!
X1;

�!
G;
�!
N )

olmak üzere,

�n =
D�!
X1

p;
�!
N
E

(1.14)

e¼grili¼gine normal e¼grilik denir.

Tan¬m 1.4.8: �;E3 de bir e¼gri olsun. � n¬n Darboux üçyüzlüsü (
�!
X1;

�!
G;
�!
N )

olmak üzere,

� g =
D�!
G p;

�!
N
E

(1.15)

e¼grili¼gine geodezik torsiyon veya geodezik burulma denir.

Tan¬m 1.4.9: M e¼grisi (I; �) Koordinat komşulu¼gu ile verilmi̧s olsun.

a; b 2 I olmak üzere, a dan b ye M e¼grisinin yay uzunlu¼gu diye, e¼grinin
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� (a) ve � (b) noktalar¬aras¬ndaki uzunlu¼guna kaŗs¬l¬k gelen

aZ
b

k�p (t)k dt ; t 2 I

reel say¬s¬na denir.



Bölüm 2

PARALEL REGLE

YÜZEYLER

2.1 Regle Yüzeyler

Bu k¬s¬mda, Blaschke üçyüzlüsü, Blaschke ve Darboux üçyüzlüleri aras¬ndaki

ba¼g¬nt¬lar ve Regle yüzeylerin ani h¬zlar¬ele al¬nm¬̧st¬r.

2.1.1 Blaschke Üçyüzlüsü

Tan¬m 1.3.3 den bo¼gaz çizgisinin yay uzunlu¼gu s olmak üzere [R1] regle

yüzeyini
�!
R 1 =

�!r 1 (s) + "
�!
r (s) (2.1)

dual birim vektörüyle ifade ederiz.

17
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Küresel
�!
R 1 (t) e¼grisinin dual uzunlu¼gu için

S1 =
aR
b

k�pk dt

=
R 


�!R p

1




 dt
=

R q�!
R p2
1 dt

ve buradan

S1 =
R rD�!

R p
1;
�!
R p
1

E
dt

=
R
Pdt

=
R
(p+ "p) dt

dir.
�!
R 3 (t) e¼grisinin dual uzunlu¼gu için de

S3 =
R q�!

R p2
3 dt

=
R D�!

R p
3;
�!
R p
3

E
=

R
Qdt

=
R
(q + "q) dt

elde edilir. Böylece

Z
pdt;

Z
pdt;

Z
qdt;

Z
qdt

integralleri regle yüzeyinin integral invaryant¬olurlar.

Regle yüzeyine ba¼gl¬olmak üzere (
�!
R 1;

�!
R 2;

�!
R 3) üçyüzlüsünü ele alal¬m.

P =

q
�!
R p2 (2.2)
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olmak üzere,
�!
R =

�!
R 1

�!
R 2 =

�!
R p

P�!
R 3 =

�!
R 1 �

�!
R 2

(2.3)

den ibarettirler.
�!
R 1;

�!
R 2 ve

�!
R 3 ün geometrik yorumuna bakal¬m.

�!
R birim dual vektör oldu¼gundan,D�!

R;
�!
R
E
=



�!R


 = 


�!R 1




 = 1 (2.4)

dir. (2.3) den
�!
R 2 yerine eşitini yazarsak,D�!
R 2;

�!
R 2

E
=

*�!
R p

P
;

�!
R p

P

+
=

1

P 2

D�!
R p;

�!
R p
E
= 1 (2.5)

olur. (2.4) ün t ye göre türevini al¬rsak,

hD�!
R;
�!
R
Eip

=
D�!
R p;

�!
R
E
+
D�!
R;
�!
R p
E
= 2

D�!
R p;

�!
R
E
= 0

ve buradan, D�!
R p;

�!
R
E
= 0 (2.6)

elde ederiz (Blaschke, W., 1949).

Birbirine yak¬n
�!
R ve

�!
R +

�!
R � gibi iki do¼grunun dik olarak kesi̧smesi içinD�!
R;
�!
R �
E
= 0 (2.7)

olmas¬şart¬ndan faydalanarak,D�!
R 3;

�!
R
E
= 0

bulunur. Ayr¬ca D�!
R 3;

�!
R +

�!
R pdt

E
=

D�!
R 3;

�!
R pdt

E
= 0
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olur. Dolay¬s¬yla,D�!
R 3;

�!
R 3

E
=

D�!
R 1 �

�!
R 2;

�!
R 1 �

�!
R 2

E
=




�!R 1 �
�!
R 2




2
=

D�!
R 1;

�!
R 1

ED�!
R 2;

�!
R 2

E
�
D�!
R 1;

�!
R 2

ED�!
R 2;

�!
R 1

E
= 1�

D�!
R;
�!
R p
E2

P

d¬r ve (2.6) daki eşitlikten
D�!
R;
�!
R p
E
nin de¼gerini yerine yazarsak,

D�!
R 3;

�!
R 3

E
= 1

bulunur. Görüldü¼gü üzere,


�!R 1




 =



�!R 2




 =



�!R 3




 = 1 (2.8)

dir.

(
�!
R 1;

�!
R 2;

�!
R 3) üçyüzlüsü ortonormal dual vektördür. Bu üçyüzlünün

�!
R 1;

�!
R 2;

�!
R 3 do¼grular¬n¬n

�!x kesi̧sme noktas¬, �!R 1 üzerindedir ve bu nokta komşu

do¼grultmana en k¬sa uzakl¬¼ga sahiptir.
�!
R 3 do¼grusu

�!
R 1 do¼grultman¬na dik

yüzeyin bo¼gaz noktas¬ndaki te¼getidir.
�!
R 2 ise yüzeyin bo¼gaz noktas¬ndaki

normalidir.
�!
R 1 ve

�!
R 2 den geçen düzlem asimtot düzlemini verir.

Şimdi bu üçyüzlümüzün türev denklemlerini inceleyecek olursak,

�!
Rk

p =
P
akl
�!
R l (2.9)

denklemini kullanarak,

�!
R p
1 = a11

�!
R 1 + a12

�!
R 2 + a13

�!
R 3

�!
R p
2 = a21

�!
R 1 + a22

�!
R 2 + a23

�!
R 3

�!
R p
3 = a31

�!
R 1 + a32

�!
R 2 + a33

�!
R 3
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lineer denklem sistemi yaz¬l¬r. Şimdi regle yüzeyine ba¼gl¬olmak üzere
�!
R k

vektörünün katsay¬lar¬için aşa¼g¬daki,

akl =
D�!
R p
kl;
�!
R l

E
(2.10)

ba¼g¬nt¬s¬n¬kullanabiliriz.
�!
R k ve

�!
R l ortonormal dual vektörlerinin iç çarp¬mlar¬n¬al¬rsak,D�!

Rk;
�!
R l

E
= 0 ; k 6= lD�!

Rk;
�!
R l

E
= 1 ; k = l

(2.11)

olur.
D�!
Rk;

�!
R l

E
ba¼g¬nt¬s¬n¬n türevini al¬rsak,D�!
Rk;

�!
R l

Ep
=

D�!
R p
k;
�!
R l

E
+
D�!
Rk;

�!
R p
l

E
=

DP
akl
�!
R l;

�!
R l

E
+
DP

alk
�!
R k;

�!
R k

E
=

P
akl

D�!
R l;

�!
R l

E
+
P
akl

D�!
R k;

�!
R k

E
= 0

buluruz.
�!
R k ve

�!
R l ler birim dual vektör olduklar¬ndan,

D�!
R l;

�!
R l

E
= 1 veD�!

R k;
�!
R k

E
= 1 dir. O haldeD�!

Rk;
�!
R l

Ep
=

P
akl +

P
alk = 0 (2.12)

veya

alk = �alk

dir. (2.12) den dolay¬,

a11 + a11 = 0 ) a11 = 0

a22 + a22 = 0 ) a22 = 0

a33 + a33 = 0 ) a33 = 0

ve
a12 + a21 = 0 ) a12 = �a21
a13 + a31 = 0 ) a13 = �a31
a23 + a32 = 0 ) a23 = �a32
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oldu¼gu görülür. Buldu¼gumuz bu eşitlikleri, (2.9) daki lineer denklem siste-

minde yerine yazarsak

�!
R p
1 = a12

�!
R 2 + a13

�!
R 3 = a12

�!
R 2 � a31

�!
R 3

�!
R p
2 = a21

�!
R 1 + a23

�!
R 3 = a23

�!
R 3 � a12

�!
R 1

�!
R p
3 = a31

�!
R 1 + a32

�!
R 2 = a31

�!
R 1 � a23

�!
R 2

şeklindedir. Bu katsay¬lar¬bulmak için (2.10) eşitli¼ginden faydalanal¬m.D�!
R p
1;
�!
R 2

E
=

D
a12
�!
R 2 + a13

�!
R 3;

�!
R 2

E
= a12

dir. Ayr¬ca (2.3) den dolay¬
�!
R p
1 eşitli¼gini yerine yazarsak,D�!

R p
1;
�!
R 2

E
=

D
P
�!
R 2;

�!
R 2

E
= P

olur. O halde

a12 = P

bulunur. Benzer yolla
�!
R p
1 ile

�!
R 3 ü iç çarparsak,D�!

R p
1;
�!
R 3

E
=

D
a12
�!
R 2 + a13

�!
R 3;

�!
R 3

E
= a13

ve (2.3) den
�!
R p
1 nün eşitini yerine yazar ve (2.11) eşitli¼gini gözönünde bu-

lundurursak, D�!
R p
1;
�!
R 3

E
=

D
P
�!
R 2;

�!
R 3

E
= P

D�!
R 2;

�!
R 3

E
= P:0

= 0

oldu¼gunu görürüz. O halde

a13 = 0

elde edilir. Benzer yolla a23 ün eşitini bulal¬m. Bunun için

a23 =
D�!
R p
2;
�!
R 3

E
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ve (2.3) den önce
�!
R 2 eşitinin türevini al¬rsak,

�!
R p
2 =

��!
R p

P

�p
=

�
�!
R p 1

P

�p
=

�!
R pp 1

P
+
�!
R p
�
1

P

�p
olur ve di¼ger taraftan (2.3) gere¼gince,

�!
R 3 =

�!
R 1 �

�!
R 2

=

�!
R ��!R p

P

olmas¬dolay¬s¬yla,

a23 =
D�!
R p
2;
�!
R 3

E
=

* 
�!
R pp
�
1

P

�
+
�!
R p
�
1

P

�p!
;

�!
R ��!R p

P

+

= det

��!
R;
�!
R p;

�!
R pp

P 2

�
+ det

��!
R p;

�!
R;
�!
R p

P

��
1

P

�p

= det

��!
R;
�!
R p;

�!
R pp

P 2

�
+
0

P

�
1

P

�p

= det

��!
R;
�!
R p;

�!
R pp

P 2

�
bulunur. a23 yerine Q yaz¬l¬rsa,

a23 = Q = det

��!
R;
�!
R p;

�!
R pp

P 2

�
(2.13)

ifadesi
�!
R 3 dual e¼grinin dual uzunlu¼gu için integral invaryantt¬r. akl matrisi

ters simetrik matristir. Bu yüzden (2.12) den dolay¬,

a12 = P =) a21 = �P

a13 = 0 =) a31 = 0

a23 = Q =) a32 = �Q
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dir. O halde buldu¼gumuz bu katsay¬lar¬türev formülleri için yazd¬¼g¬m¬z lineer

denklem sisteminde yerlerine yazarsak,

�!
R p
1 = P

�!
R 2

�!
R2

p = �P�!R 1 +Q
�!
R 3

�!
R p
3 = �Q�!R 2

(2.14)

elde ederiz.

Şimdi
�!
R 1;

�!
R 2;

�!
R 3 birim dual vektörlerini reel ve dual k¬s¬mlar¬na ay¬r¬p,

(2.14) deki denklemde yerine yazal¬m. O zaman

�!
R p
1 = P

�!
R 2

= (p+ "p)
��!r 2 + "�!r 2�

= p�!r 2 + "
�
p
�!
r 2 + p

�!r 2
�

ve
�!
R p
1 = �!r p1 + "

�!
r p1

olaca¼g¬ndan, Tan¬m 1.1.4 den

�!r p1 = p�!r 2 (2.15)

bulunur. Benzer yolla,
�!
R p
2

�!
R p
2 = �P�!R 1 +Q

�!
R 3

eşitli¼ginde P;Q;
�!
R 1 ve

�!
R 3 reel ve dual k¬s¬mlar¬ile birlikte yaz¬l¬rsa

�!r p2 + "
�!
r2
p = � (p+ "p)

��!r 1 + "�!r 1�+ (q + "q)��!r 3 + "�!r 3�
= �p�!r 1 + q�!r 3 + "

�
�p�!r 1 � p�!r 1 + q�!r 3 + q

�!
r 3

�
bulunur ve Tan¬m 1.1.4 den,

�!r p2 = �p�!r 1 + q�!r 3 (2.16)
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olur. Benzer yolla,
�!
R p
3 = �Q�!R 2

eşitli¼gi reel ve dual k¬s¬mlar¬ile birlikte yaz¬l¬r ve düzenlenirse,

�!r p3 + "
�!
r p3 = � (q + "q)

��!r 2 + "�!r 2�
= �q�!r 2 + "

�
�q�!r 2 � q�!r 2

�
ve Tan¬m 1.1.4 den,

�!r p3 = �q�!r 2 (2.17)

olur. Buna göre �!r 1;�!r 2;�!r 3 Blaschke vektörlerinin türevlerini �!r 1;�!r 2;�!r 3
cinsinden lineer olarak yazarsak,

�!r p1 = p�!r 2
�!r p2 = �p�!r 1 + q�!r 3
�!r p3 = �q�!r 2

(2.18)

elde edilir.

2.1.2 Blaschke ve Darboux Üçyüzlüleri Aras¬ndaki Ba¼g¬n-

t¬lar

Bo¼gaz çizgisinin yay uzunlu¼gu s olmak üzere [R1] regle yüzeyini
�!
R1 =

�!r1 (s) + "
�!
r 1 (s) dual birim vektörleriyle temsil edelim. [R1] regle

yüzeyinin bo¼gaz çizgisi (x) olsun. Bo¼gaz çizgisi üzerindeki her x noktas¬n-

daki, Blaschke üçyüzlüsü (�!r 1; �!r 2; �!r 3) ve Darboux üçyüzlüsü

(�!x 1 = �!x p;�!n � �!x 1 = �!g ;�!n ) olmak üzere, bunlar ars¬nda ba¼g¬nt¬lar vard¬r.

Şekil 1 den aralar¬ndaki ba¼g¬nt¬y¬
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2r

1x

g

α

3r

1r

n

Şekil 1

görebiliriz.
�!x 1 vektörünü �!r 1 ve �!r 3 reel bileşenleri cinsinden aralar¬ndaki aç¬y¬�

kabul ederek yazal¬m.

Yukar¬daki şekilde görüldü¼gü üzere, � yüzey e¼grisinin üzerindeki bir P

noktas¬ndan geçmek üzere, �!r 1 ve �!r 3 vektörlerinin oluşturdu¼gu düzlemde

bulunan birim vektör �!x 1 olsun. �!x 1 vektörüne dik ve P noktas¬ndan geçen

ve
�!r 2 = �!n (2.19)

eşitli¼gini sa¼glayan birim vektör �!n olsun. Yine P noktas¬ndan geçen, �!x 1 ile
�!n birim vektörlerine dik olan üçüncü birim vektör de �!g (�!g = �!x 1^�!n ) dir.

Şekil 1 den görüldü¼gü üzere

sin� =
q

k�!x 1k

veya

q = sin� k�!x 1k

d¬r. Ayr¬ca

cos� =
p

k�!x 1k
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ya da

p = cos� k�!x 1k

yaz¬l¬r. �!x 1 vektörü birim dual vektör oldu¼gundan, k�!x 1k = 1 dir. Buradan

q = sin�

p = cos�

olacakt¬r, o halde

q2 + p2 = sin�2 + cos�2

= 1
(2.20)

elde edilir. �!x 1 lineer bileşenler cinsinden

�!x 1 = q�!r 1 + p�!r 3 (2.21)

şeklinde yaz¬l¬r. �!x 1 vektörü yard¬m¬ile �!g Darboux vektörünün eşitini bu-

lal¬m.

�!g = �!n ^ �!x 1

oldu¼gunu biliyoruz. �!x 1 in eşitini yerine yazarsak,

�!g = �!n ^ (q�!r 1 + p�!r 3)

= q (�!n ^ �!r 1) + p (�!n ^ �!r 3)

burada (2.19) dan �!n nin eşitini yazarsak

�!g = q (�!r 2 ^ �!r 1) + p (�!r 2 ^ �!r 3)

= q (��!r 3) + p (�!r 1)

= p�!r 1 � q�!r 3

(2.22)

elde edilir. �!x 1;�!g ;�!n Darboux vektörlerinin �!r 1;�!r 2;�!r 3 Blaschke vektörleri

cinsinden eşitleri aşa¼g¬daki gibi

�!x 1 = q�!r 1 + p�!r 3
�!g = p�!r 1 � q�!r 3
�!n = �!r 2

(2.23)
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olur.

Şimdi (�!r 1;�!r 2;�!r 3) Blaschke üçyüzlüsüyle (�!x 1;�!g ;�!n ) Darboux üçyüz-

lüsü aras¬ndaki ili̧skiyi ifade edelim: Bir � e¼grisi alal¬m ve bu e¼grinin herhangi

bir P noktas¬ndaki te¼geti �!r 1 olsun. P noktas¬ndan geçen ve �!r 1 vektörüne

dik olan vektör �!r 2 dir; yine P noktas¬ndan geçmek üzere �!r 1 ve �!r 2 nin

vektörel çarp¬m¬ndan oluşan üçüncü vektör de (�!r 3 = �!r 1 ^ �!r 2) dir.

(2.23) eşitliklerden faydalanarak,�!r 1;�!r 2;�!r 3 Blaschke vektörlerini�!x 1;�!g ;
�!n Darboux vektörleri cinsinden yazal¬m.
�!x 1 ve�!g nin eşitliklerinden yararlanarak lineer denklem çözümü yaparsak,

q�!x 1 = q2�!r 1 + p q�!r 3
p�!g = p2�!r 1 � q p�!r 3

olur ve taraf tarafa toplarsak,

q�!x 1 + p�!g = (q2 + p2)�!r 1

dir. (2.20) den

�!r 1 = q�!x 1 + p�!g (2.24)

elde edilir. �!r 3 vektörünün eşitli¼gini benzer yolla gösterecek olursak

p�!x 1 = p q�!r 1 + p2�!r 3
�q�!g = �q p�!r 1 + q2�!r 3

ve taraf tarafa toplad¬¼g¬m¬z zaman,

p�!x 1 � q�!g =
�
q2 + p2

��!r 3
olur. (2.20) deki eşitli¼gi yerine yazarsak,

�!r 3 = p�!x 1 � q�!g (2.25)

bulunur. Ayr¬ca (2.19) dan �!r 2 = �!n dir.
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�!r 1;�!r 2;�!r 3 Blaschke vektörleri ile �!x 1;�!g ;�!n Darboux vektörleri aras¬nda

�!r 1 = q�!x 1 + p�!g
�!r 2 = �!n
�!r 3 = p�!x 1 � q�!g

(2.26)

eşitliklerini buluruz.
�!x 1;�!g ;�!n vektörlerinin türev denklemlerini kendileri cinsinden lineer bile-

şenleri olarak yazal¬m. Önce katsay¬lar¬n¬n elde edili̧sini inceleyelim.

�!x p1 = a1
�!x 1 + a2�!g + a3�!n

eşitli¼gini �!x 1 ile iç çarparsak, (2.7) ve (2.8) den
�!x p1;�!x 1� = a1 h�!x 1;�!x 1i+ a2 h�!g ;�!x 1i+ a3 h�!n ;�!x 1i

= a1

bulunur. Ayr¬ca 
�!x p1;�!x 1� = 0

oldu¼gundan

a1 = 0

elde edilir. Ayn¬denklemi �!g ile iç çarparsak,


�!x p1;�!g � = a1 h�!x 1;�!g i+ a2 h�!g ;�!g i+ a3 h�!n ;�!g i

veya eşitli¼gi (2.7) ve (2.8) den,
�!x p1;�!g � = a1:0 + a2:1 + a3:0

= a2

olur. Tan¬m 1.4.6 dan

�!x p1;�!g � nin eşitini yerine yazarsak,

a2 = �g
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bulunur. Ayn¬denklemi �!n ile iç çarparsak,


�!x p1;�!n � = a1 h�!x 1;�!n i+ a2 h�!g ;�!n i+ a3 h�!n ;�!n i

veya denklemi (2.7) ve (2.8) den,
�!x p1;�!n � = a1:0 + a2:0 + a3:1

= a3

ve Tan¬m 1.4.7 den

�!x p1;�!n � = �n de¼gerini yazarsak,

a3 = �n

katsay¬s¬bulunur. Buldu¼gumuz de¼gerleri �!x p1 = a1�!x 1+a2�!g +a3�!n eşitli¼ginde

yerine yazarsak,

�!x p1 = �n
�!n + �g�!g (2.27)

elde edilir.
�!g p lineer bileşenler cinsinden

�!g p = b1
�!x 1 + b2�!g + b3�!n

şeklinde yaz¬l¬r. Bu denklemi s¬ras¬yla �!x 1;�!g ;�!n ile iç çarpal¬m. (2.7) ve

(2.8) den

h�!g p;�!x 1i = b1 h�!x 1;�!x 1i+ b2 h�!g ;�!x 1i+ b3 h�!n ;�!x 1i

= b1

olur.

[h�!g ;�!x 1i]p =

�!g p;�!x 1�+ 
�!g ;�!x p1� = 0

yaz¬l¬r. Tan¬m 1.4.6 dan 
�!x p1;�!g � = �g
dir. Dolay¬s¬yla, 
�!g p;�!x 1� = � 
�!x p1;�!g � = ��g
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ve

b1 = ��g

elde edilir. �!g ile iç çarparsak, (2.7) ve (2.8) den,

h�!g p;�!g i = b1 h�!x 1;�!g i+ b2 h�!g ;�!g i+ b3 h�!n ;�!g i

= b2

ve (2.6) eşitli¼ginden h�!g p;�!g i = 0 oldu¼gu için,

b2 = 0

bulunur. Benzer yolla �!n ile iç çarparsak, (2.7) ve (2.8) den

h�!g p;�!n i = b1 h�!x 1;�!n i+ b2 h�!g ;�!n i+ b3 h�!n ;�!n i

= b3

ve Tan¬m 1.4.8 eşitli¼ginden

h�!g p;�!n i = � g

dolay¬s¬yla,

b3 = � g

olarak bellidir. Katsay¬lar¬yerlerine yazarsak,

�!g p = ��g�!x 1 + � g�!n (2.28)

olur.
�!n p lineer bileşenler cinsinden

�!n p = c1
�!x 1 + c2�!g + c3�!n

şeklinde gösterelim ve �!x 1 ile iç çarparak, (2.7) ve (2.8) eşitliklerini gözönünde

bulundurursak,

h�!n p;�!x 1i = c1 h�!x 1;�!x 1i+ c2 h�!g ;�!x 1i+ c3 h�!n ;�!x 1i

= c1
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bulunur. (2.7) eşitli¼ginden ortonormal vektörler için,

[h�!n ;�!x 1i]p =

�!n p;�!x 1�+ 
�!n ;�!x p1� = 0

ve böylece 
�!n p;�!x 1� = � 
�!n ;�!x p1� = � 
�!x p1;�!n �
dir. Tan¬m 1.4.7 den


�!x p1;�!n � = �n eşitli¼gini kullan¬rsak,
c1 = ��n

elde edilir. �!n p lineer denklemimizi �!g ile iç çarparsak, (2.7) ve (2.8) den

h�!n p;�!g i = c1 h�!x 1;�!g i+ c2 h�!g ;�!g i+ c3 h�!n ;�!g i

= c2

yaz¬labilir. Ortonormal vektörler için (2.7) deki eşitlik yard¬m¬yla,

[h�!n ;�!g i]p =

�!n p;�!g �+ 
�!n ;�!g p� = 0

ve 
�!n p;�!g � = � 
�!n ;�!g p� = � 
�!g p;�!n �
oldu¼gu görülür. Tan¬m 1.4.8 den h�!g p;�!n i = � g eşitli¼gini kullan¬rsak,

c2 = �� g

olur. Benzer yolla �!n p ile �!n iç çarp¬l¬rsa, (2.7) ve (2.8) den

h�!n p;�!n i = c1 h�!x 1;�!n i+ c2 h�!g ;�!n i+ c3 h�!n ;�!n i

= c3

d¬r. (2.6) eşitli¼ginden h�!n p;�!n i = 0 oldu¼gundan

c3 = 0
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bulunur. �!n p lineer denkleminde buldu¼gumuz c1; c2; c3 katsay¬lar¬ yerlerine

yazarsak,

�!n p = ��n�!x 1 � � g�!g (2.29)

elde edilir. O halde �!x p1;�!g p;�!n p vektörlerini lineer denklen sistemi olarak

yazarsak,
�!x p1 = �n

�!n + �g�!g
�!g p = ��g�!x 1 + � g�!n
�!n p = ��n�!x 1 � � g�!g

(2.30)

şeklindedir. �n; � g; �g büyüklükleri s¬ras¬yla (x) bo¼gaz çizgisinin normal e¼gri-

li¼gi, geodezik torsiyonu ve geodezik e¼grili¼gi anlam¬na gelir. Şimdi de (2.18) ve

(2.26) daki eşitliklerden faydalanarak regle yüzeyine bagl¬p; p; q; q invaryant-

lar¬ile �n; � g; �g büyüklükleri aras¬ndaki ba¼g¬nt¬lar¬bulal¬m.

(2.26) dan �!r 1 vektörünün türevini al¬rsak,

�!r p1 = qp�!x 1 + q�!x p1 + pp�!g + p�!g p (2.31)

şeklindedir. (2.18) ve (2.31) deki ba¼g¬nt¬lar¬birbirine eşitlersek,

qp�!x 1 + q�!x p1 + pp�!g + p�!g p = p�!r 2

ve (2.19) daki �!r 2 nin eşitli¼gini yerine yazarsak,

p�!n = qp�!x 1 + q
�
�g
�!g + �n�!n

�
+ pp�!g + p

�
��g�!x 1 + � g�!n

�
= �!x 1

�
qp � p�g

�
+�!g

�
q�g + p

p�+�!n (q�n + p� g)
bulunur. Bu eşitli¼gin iki taraf¬ndaki �!x 1;�!g ve �!n vektörlerinin katsay¬lar¬n¬

birbirine eşitlersek,

qp � p�g = 0 ve q�g + p
p = 0

ve buradan

�g =
qp

p
ve �g = �p

p

q
(2.32)
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bulunur. (2.32) deki iki eşitliklerde gerekli i̧slemler yap¬l¬rsa,

�2g (p
2 + q2) = qp2 + pp2

elde edilir. (2.20) den p2 + q2 nin eşitini yerine yazarsak,

�2g = qp2 + pp2 (2.33)

bulunur.

(2.26) eşitli¼ginin her iki taraf¬n¬n türevini al¬rsak,

�!r p2 = �!n p

ve böylece (2.16) ve (2.29) daki eşitlikleri yerine yazarsak,

�p�!r 1 + q�!r 3 = �n
�!x 1 � � g�!g

olur. Bu son eşitli¼gin sol taraf¬ndaki �!r1 ve �!r3 vektörlerinin yerine (2.26) daki

eşitlerini yazar ve ortak çarpan parantezine al¬rsak,

�p(q�!x 1 + p�!g ) + q(p�!x 1 � q�!g ) = ��n�!x 1 � � g�!g

(�pq + qp)�!x 1 � (qq + pp)�!g = ��n�!x 1 � � g�!g

oldu¼gu görülür. Bu eşitli¼gin iki taraf¬ndaki �!x 1 ve �!g vektörlerinin kat-

say¬lar¬n¬birbirine eşitlersek,

�n = pq � qp (2.34)

ve

� g = pp+ qq (2.35)

bulunur.

Daha önce elde etti¼gimiz (2.34), (2.35) den �n ve � g eşitliklerinin karelerini

al¬p toplarsak,

�2n + �
2
g = (pq � qp)2 + (qq + pp)2

= p2p2 + q2q2 + q2p2 + p2q2

= (p2 + q2) (q2 + p2)
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ve (2.20) göz önünde bulundurulursa q2 + p2 in eşitini yerine yazarsak,

�2n + �
2
g = p

2 + q2 (2.36)

elde ederiz.

[R1] :
�!
R 1 (s) =

�!r1 + "
�!
r 1 regle yüzeyi üzerindeki (x) =

�!x = x (s) strik-

siyon çizgisi üzerinde bir nokta x olsun. �!x 1;�!g ;�!n ve �!r i (i = 1; 2; 3) vektör-

lerinin vektörel momentleri (1.8) den dolay¬

�!
x 1 = �!x ^ �!x 1
�!
g = �!x ^ �!g
�!
n = �!x ^ �!n
�!
r i = �!x ^ �!r i i = 1; 2; 3

(2.37)

şeklindedir.

[R1] regle yüzeyimizin her x noktas¬n¬Blaschke (
�!
R 1;

�!
R 2;

�!
R 3) ve Darboux

(
�!
X 1;

�!
G;
�!
N ) üçyüzlüleri ile ili̧skilendirek,

�!
X 1 vektörünü

�!
R 1 ve

�!
R 3 bileşenleri

cinsinden yaz¬p, (2.21) deki eşitli¼ge benzer olarak lineer bileşenler cinsinden

yaz¬l¬rsa,
�!
X 1 = q

�!
R 1 + p

�!
R 3

olmal¬d¬r.
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2R

1R

3R

α

1X
G

N

φ

Şekil 2
�!
G =

�!
N ^�!X 1 oldu¼gunu biliyoruz. Eşitlikte

�!
X 1 dual birim vektörü yerine

�!
R 1 ve

�!
R 3 Blaschke vektörleri cinsinden de¼gerini yazarsak,

�!
G =

�!
N ^ �!X 1

=
�!
N ^

�
q
�!
R 1 + p

�!
R 3

�
= q

��!
N ^ �!R 1

�
+ p

��!
N ^ �!R 3

�
ve dolay¬s¬yla Darboux ve Blaschke üçyüzlülerinin normalleri birbirine eşit

oldu¼gundan
�!
N =

�!
R 2

dir.
�!
N yerine eşitini yazar ve ortonormal vektörler olduklar¬n¬ gözönünde

bulundurursak,
�!
G = q

��!
R 2 ^

�!
R 1

�
+ p

��!
R 2 ^

�!
R 3

�
= p

�!
R 1 � q

�!
R 3

olur.
�!
X 1;

�!
G ve

�!
N Darboux vektöleri

�!
X 1 = q

�!
R 1 + p

�!
R 3

�!
G = p

�!
R 1 � q

�!
R 3

�!
N =

�!
R 2

(2.38)
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şeklinde yaz¬l¬r.

(2.38) lineer denklem sistemininin çözümünden
�!
R 1;

�!
R 2 ve

�!
R 3 kolayca

hesaplanabilir.
�!
X 1 ve

�!
G vektörlerinin eşitliklerinin her iki yan¬n¬p ve q ile

çarparak
�!
R 1;

�!
R 2 ve

�!
R 3 vektörleri

�!
X 1;

�!
G ve

�!
N vektörlerini cinsinden hesap-

layal¬m.

q
�!
X 1 = q2

�!
R 1 + p q

�!
R 3

p
�!
G = p2

�!
R 1 � p q

�!
R 3

buradan (2.20) göz önüne al¬n¬rsa

q
�!
X 1 + p

�!
G = (q2 + p2)

�!
R 1

=
�!
R 1

veya
�!
R 1 = q

�!
X 1 + p

�!
G

elde edilir. Benzer yolla
�!
R 3 dual birim vektörünü;

p
�!
X 1 = p q

�!
R 1 + p

2�!R 3

�q�!G = �p q�!R 1 + q
2�!R 3

ifadesini taraf tarafa toplarsak,

p
�!
X 1 � q

�!
G = (q2 + p2)

�!
R 3

=
�!
R 3

olur veya
�!
R 3 = p

�!
X 1 � q

�!
G

bulunur.
�!
R 1;

�!
R 2;

�!
R 3 vektörlerini

�!
R 1 = q

�!
X 1 + p

�!
G

�!
R 2 =

�!
N

�!
R 3 = p

�!
X 1 � q

�!
G

(2.39)

şeklinde yazar¬z. Yani Blaschke vektörleri, Darboux vektörleri cinsinden

yaz¬lm¬̧s olur.
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�!
X p
1;
�!
G p;

�!
N p vektörlerini

�!
X 1;

�!
G;
�!
N dual vektörleri cinsinden yazal¬m.

�!
X 1

birim dual vektörünü
�!
X 1 =

�!x 1 + "
�!
x 1

olarak yazar¬z. (2.37) den
�!
x 1 dual vektörünün eşitini yerine yazarsak

�!
X 1 =

�!x 1 + " (�!x ^ �!x 1)

olur. Bu eşitli¼gin türevini al¬rsak

�!
X p
1 = �!x p1 + " (�!x p ^ �!x 1) + "

��!x ^ �!x p1�
d¬r. �!x 1 = �!x p ve (2.27) den �!x p1 yerine eşitini yazarsak,

�!
X p
1 = �n

�!n + �g�!g + " (�!x 1 ^ �!x 1) + "
��!x ^ ��n�!n + �g�!g ��

= �n
�!n + �g�!g + ":0 + "�n (�!x ^ �!n ) + "�g (�!x ^ �!g )

ve (2.37) den

�!
X p
1 = �n

�!n + �g�!g + "�n
�!
n + "�g

�!
g

= �g

��!g + "�!g �+ �n ��!n + "�!n �
= �g

�!
G + �n

�!
N

elde edilir.

Benzer yolla,
�!
G birim dual vektörünün eşitini gösterirsek

�!
G = �!g + "�!g

(2.37) den
�!
g dual vektörünün eşitini yazarsak

�!
G = �!g + " (�!x ^ �!g )

olur.
�!
G eşitli¼ginin türevini ald¬¼g¬m¬zda

�!
G p = �!g p + "

��!x p ^ �!g �+ " ��!x ^ �!g p�
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yaz¬l¬r. �!x 1 = �!x p ve (2.28) den �!g p yerine eşitini yaz¬l¬rsa,

�!
G p = ��g�!x 1 + � g�!n + "�!n + "

��!x ^ ���g�!x 1 + � g�!n ��
= ��g�!x 1 + � g�!n + "�!n � "�g (�!x ^ �!x 1) + "� g (�!x ^ �!n )

veya (2.37) den (�!x ^ �!x 1) ve (�!x ^ �!n ) eşitlerini yerlerine yazarsak,

�!
G p = ��g�!x 1 + � g�!n + "�!n � "�g

�!
x 1 + "� g

�!
n

= ��g�!x 1 � "�g
�!
x 1 + � g

�!n + "�!n + "� g
�!
n

= ��g
�!
X 1 + (� g + ")

�!n + "� g
�!
n

= 0

bulunur. (1.3) den "2
�!
n ifadesini ekledi¼gimizde, eşitli¼gi bozmayacakt¬r. Gerekli

düzenlemeleri yap¬p, ortak çarpan parantezine al¬rsak,

�!
G p = ��g

�!
X 1 + ("+ � g)

�!n + "� g
�!
n + "2

�!
n

= ��g
�!
X 1 + ("+ � g)

��!n + "�!n �
= ��g

�!
X 1 + ("+ � g)

�!
N

elde edilir. Benzer yolla
�!
N = �!n + "�!n

birim dual vektöründe (2.37) den
�!
n yerine eşitini yazd¬¼g¬m¬zda,

�!
N = �!n + " (�!x ^ �!n )

olur ve eşitli¼gin her iki taraf¬n¬n türevini al¬rsak,

�!
N p = �!n p + "

��!x p ^ �!n �+ " ��!x ^ �!n p�
ve buradan da �!x 1 = �!x p ve (2.29) dan �!n p yerine eşitini yazarsak,

�!
N p = ��n�!x 1 � � g�!g + " (�!x 1 ^ �!n ) + " [�!x ^ (��n�!x 1 � � g�!g )]

= ��n�!x 1 � � g�!g + "�!n � "�n (�!x ^ �!x 1)� "� g�!g (�!x ^ �!g )
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bulunur. "2
�!
g ifadesini ekledi¼gimizde eşitli¼gi bozmayacakt¬r. Gerekli düzen-

lemeleri yap¬p ortak çarpan parantezine ald¬¼g¬m¬zda,

�!
N p = ��n

�!
X 1 � (� g + ")�!g � "� g�!g � "2

�!
g

= ��n
�!
X 1 � (� g + ")

��!g + "�!g �
= ��n

�!
X 1 � (� g + ")

�!
G

oldu¼gunu görürüz.
�!
X p
1;
�!
G p ve

�!
N p Darboux vektörleri cinsinden

�!
X p
1 = �g

�!
G + �n

�!
N

�!
G p = ��g

�!
X 1 + ("+ � g)

�!
N

�!
N p = ��n

�!
X 1 � (� g + ")

�!
G

(2.40)

yaz¬l¬r. Bu sistemi matris formunda yazacak olursak,26664
�!
X p
1

�!
G p

�!
N p

37775 =
26664

0 �g �n

��g 0 (� g + ")

��n � (� g + ") 0

37775
26664
�!
X p
1

�!
G p

�!
N p

37775
olur. (2.14) eşitli¼ginde

�!
R p
1;
�!
R p
2;
�!
R p
3 vektörlerini

�!
R 1;

�!
R 2;

�!
R 3 Blaschke vek-

törleri cinsinden �!
R p
1 = P

�!
R 2

�!
R p
2 = �P�!R 1 +Q

�!
R 3

�!
R p
3 = �Q�!R 2

yaz¬labilece¼gini göstermi̧stik. Dolay¬s¬yla bu eşitlikleri lineer matris formunda

yazacak olursak, 26664
�!
R p
1

�!
R p
2

�!
R p
3

37775 =
26664

0 P 0

�P 0 Q

0 �Q 0

37775
26664
�!
R 1

�!
R 2

�!
R 3

37775
olur.



41

2.1.3 Regle Yüzeylerin Ani H¬zlar¬

E0(
�!
X;
�!
Y ;
�!
Z ) sabit eksenli sistemin merkezi olarak belirtilsin.

E1(
�!
X 1;

�!
G;
�!
N ) ve E2(

�!
R 1;

�!
R 2;

�!
R 3) eksen sistemleri, sabit sisteme göre hareketli

olan eksen sistemleri olsun. Matris formunu hesaba katarsak, Darboux E1

ölçüsünün hareketinin ani dönme vektörleri, E0 sabit ölçüsü ile ilgili olarak

bulal¬m.

Hareket halinde olan (E1=E0) ani h¬z¬n¬(ani dönme vektörü)

�!
� 1=0 =

�!
W 10 + "

�!
W 10

E1 in E0 sabit eksenli sistemle ani h¬z¬, (
�!
X 1;

�!
G;
�!
N ) Darboux vektörlerinin

bileşenleri cinsinden Tan¬m 1.4.2 den

�!
� 1=0 =

D�!
N ;
�!
G p
E�!
X 1 +

D�!
X 1;

�!
N p
E�!
G +

D�!
G;
�!
X p
1

E�!
N

dir. (2.40) dan
�!
X p
1;
�!
G p;

�!
N p vektörlerinin eşitlerini yazarsak,

�!
� 1=0 =

D�!
N ;��g

�!
X 1 + ("+ � g)

�!
N
E�!
X 1 +

D�!
X 1;��n

�!
X 1 � (� g + ")

�!
G
E�!
G

+
D�!
G; �g

�!
G + �n

�!
N
E�!
N

olur. ·Iç çarp¬m¬n lineerlik özelli¼gini kullan¬rsak,

�!
� 1=0 =

hD�!
N ;
�!
X 1

E
+ (� g + ")

D�!
N ;
�!
N
Ei�!
X 1+

h
�g

D�!
G;
�!
G
E
+ �n

D�!
G;
�!
N
Ei�!
N

+
h
��n

D�!
X 1;

�!
X 1

E
� (� g + ")

D�!
X 1;

�!
G
Ei�!
G

ve bu eşitlikte (
�!
X 1;

�!
G;
�!
N )Darboux üçyüzlüsü ortonormal bir sistem oldu¼gun-

dan,

�!
� 1=0 = [0 + (� g + ") 1]

�!
X 1 + [��n1� (� g + ") 0]

�!
G +

�
�g1 + �n0

��!
N

= (� g + ")
�!
X 1 � �n

�!
G + �g

�!
N

ve böylece,

�!
� 1=0 =

�!
W 10 + "

�!
W 10 = (� g + ")

�!
X 1 � �n

�!
G + �g

�!
N (2.41)
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oldu¼gu görülür. Ani dönme vektöründeki
�!
X 1;

�!
G;
�!
N dual birim vektörlerini

reel ve dual k¬s¬mlar¬yla birlikte yazarsak,

�!
� 1=0 = (� g + ")

��!x 1 + "�!x 1�� �n ��!g + "�!g �+ �g ��!n + "�!n �
= � g

�!x 1 � �n�!g + �g�!n + "
�
� g
�!x 1 +

�!
x 1 � �n

�!
g + �g

�!
n
�

=
�!
W 10 + "

�!
W 10

(2.42)

oldu¼gundan
�!
W 10 = � g

�!x 1 � �n�!g + �g�!n�!
W 10 = � g

�!x 1 +
�!
x 1 � �n

�!
g + �g

�!
n

(2.43)

elde edilir.

Hareket halindeki (E2=E0) ani h¬z¬n¬Tan¬m 1.4.2 den faydalanarak,

(
�!
R 1;

�!
R 2;

�!
R 3) Blaschke vektörleri cinsinden tan¬mlarsak,

�!
� 2=0 =

�!
W 20 + "

�!
W 20

=
D�!
R 3;

�!
R p
2

E�!
R 1 +

D�!
R 1;

�!
R p
3

E�!
R 2 +

D�!
R 2;

�!
R p
1

E�!
R 3

d¬r. (2.14) den
�!
R p
1;
�!
R p
2;
�!
R p
3 vektörlerinin eşitlerini yazarsak,

�!
� 2=0 =

D�!
R 3;�P

�!
R 1 +Q

�!
R 3

E�!
R 1 +

D�!
R 1;�Q

�!
R 2

E�!
R 2 +

D�!
R 2; P

�!
R 2

E�!
R 3

=
h
�P

D�!
R 3;

�!
R 1

E
+Q

D�!
R 3;

�!
R 3

Ei�!
R 1 +

h
�Q

D�!
R 1;

�!
R 2

Ei�!
R 2

+
h
P
D�!
R 2;

�!
R 2

Ei�!
R 3

olur ve (
�!
R 1;

�!
R 2;

�!
R 3) ortonormal dual vektörler olduklar¬ndan,

�!
� 2=0 = [P:0 +Q:1]

�!
R 1 + [�Q:0]

�!
R 2 + [P:1]

�!
R 3

= Q
�!
R 1 + P

�!
R 3

(2.44)

bulunur.
�!
� 2=0 ani h¬z vektörünü reel ve dual k¬s¬mlara ay¬r¬rsak,

�!
� 2=0 = (q + "q)

��!r 1 + "�!r 1�+ (p+ "p)��!r 3 + "�!r 3�
= q�!r 1 + p�!r 3 + "

�
q
�!
r 1 + q

�!r 1 + p
�!
r 3 + p

�!r 3
�

=
�!
W 20 + "

�!
W 20

(2.45)
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ve böylece ani h¬z vektörünün reel ve dual k¬s¬mlar¬

�!
W 20 = q�!r 1 + p�!r 3
�!
W 20 = q

�!
r 1 + q

�!r 1 + p
�!
r 3 + p

�!r 3
(2.46)

olarak bellidir (U¼gurlu, H., H., 1997).

Burada
�!
� 1=0 ve

�!
� 2=0 dual vektörleri birim de¼gillerdir. Ani h¬z vek-

törlerinin birim vektörlerini
�!
G i olarak al¬p, birim vektörlerini elde etmeye

çal¬̧sal¬m. (1.7) den

�!
G i =

�!
� i=0q�!
� 2i=0

(i = 1; 2) (2.47)

şeklinde birim vektörleri elde edilir.
�!
� 1=0 in birim dual vektörü için

�!
G 1 =

�!
� 1=0q�!
� 21=0

=

�!
W 10 + "

�!
W 10s�

�!
W 10 + "

�!
W 10

�2
d¬r. Tan¬m 1.2.8 dual birim vektör tan¬m¬ndan,

�!
G 1 =

�!
W 10


�!W 10




 + "
0BB@

�!
W 10


�!W 10




 �
�
�!
W 10;

�!
W 10

�



�!W 10




2
�!
W 10


�!W 10





1CCA

=
� g
�!x 1 � �n�!g + �g�!np
� 2g + �

2
n + �

2
g

+"

 
� g
�!x 1 +

�!
x 1 � �n

�!
g + �g

�!
np

� 2g + �
2
n + �

2
g

� �� gp
� 2g + �

2
n + �

2
g

� g
�!x ��n �!g + �g�!np
� 2g + �

2
n + �

2
g

!
(2.48)



44

elde edilir. Benzer yolla
�!
� 2=0 birim dual vektörleri için

�!
G 2 =

�!
� 2=0q�!
� 22=0

=

�!
W 20 + "

�!
W 20s�

�!
W 20 + "

�!
W 20

�2
d¬r. Tan¬m 1.2.8 deki dual birim vektör tan¬m¬ndan

�!
G 2 =

�!
W 20


�!W 20




 + "
0BB@

�!
W 20


�!W 20




 �
�
�!
W 20;

�!
W 20

�



�!W 20




2
�!
W 20


�!W 20





1CCA

=
q�!r 1 + p�!r 3p

p2 + q2

+"

 
q
�!
r 1 + q

�!r 1 + p
�!
r 3 + p

�!r 3p
p2 + q2

� qq+ppp
p2+q2

q�!r 1+p�!r 3p
p2+q2

!
(2.49)

bulunur.
�!
� i=0 ani h¬z vektörünün dralini �i ile gösterirsek,

�!
� i=0 =

�!
W i0 + "

�!
W i0

olmak üzere, Tan¬m 1.3.6 tan¬m gere¼gince,

�i =
h�!W i0

�!
;W i0i

h�!W i0;
�!
W i0i

(2.50)

ve i = 1 için �1 e bakacak olursak,

�1 =
h�!W 10

�!
;W 10i

h�!W 10;
�!
W 10i

d¬r. (2.43) den

�1 =

D
� g
�!x 1 � �n�!g + �g�!n ; � g�!x 1 +

�!
x 1 � �n

�!
g + �g

�!
n
E



� g
�!x 1 � �n�!g + �g�!n ; � g�!x 1 � �n�!g + �g�!n

�



45

olur ve buradan da�!x ;�!g ;�!n birim dual vektörler olduklar¬ndan uygun hesapla-

malarla

�1 =
� g

� 2g + �
2
n + �

2
g

(2.51)

oldu¼gunu görürüz. Benzer yolla i = 2 için �2 yi Tan¬m 1.3.6 Dral tan¬m¬ndan,

�2 =

�!
W 20

�!
W 20

�!
W 2

20

d¬r ve (2.46) dan

�2 =

D
q�!r 1 + p�!r 3; q

�!
r 1 + q

�!r 1 + p
�!
r 3 + p

�!r 3
E

hq�!r 1 + p�!r 3; q�!r 1 + p�!r 3i

=
qq + ppp
p2 + q2

bulunur. (2.35) ve (2.36) eşitliklerini yerlerine yazarsak,

�2 =
� g

�2n + �
2
g

(2.52)

elde edilir.
�!
W 10 ve

�!
W 20 vektörleri (2.42) ve (2.45) vektörlerinin reel k¬s¬mlar¬d¬r.

�!
W 10

ve
�!
W 20 vektörleri ise (

�!x 1;�!g ;�!n ) ve (�!r 1;�!r 2;�!r 3) üçlülerinin ani dönme

vektörleridir. Hareket halindeki striksiyon ve x noktas¬ndaki h¬z vektörleri

(2.42) ve (2.45) in dual k¬s¬mlar¬
�!
W 10 ve

�!
W 20 dir (U¼gurlu, H., H., 1997).

2.2 Paralel Regle Yüzeyler

2.2.1 Paralel Regle Yüzeyin P � ve Q� ·Invartantlar¬yla

·Ili̧skisi

[R�1] regle yüzeyini ve Blaschke üçyüzlüsünü gözönünde bulundurarak,
�!
R 1 =

�!
R 1(s) regle yüzeyi ve � = � + "� = sbt bir dual aç¬s¬tan¬mlayal¬m.
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Paralel regle yüzeyi,

�!
R �
1 =

�!
R 1 cos� +

�!
R 3 sin� (2.53)

birim dual vektörü ile gösterebiliriz (Blaschke, W., 1949).

[R�1] ; regle yüzeyini gözönüne alarak, (2.53) denkleminin türevini al¬rsak,

�!
R �p
1 =

�!
R p
1 cos� +

�!
R p
3 sin�

d¬r. (2.14) den
�!
R p
1 ve

�!
R p
3 de¼gerlerini yerlerine yazarsak,

�!
R �p
1 = P

�!
R 2 cos� + (�Q

�!
R 2) sin�

bulunur. Denklemi kendisi ile iç çarpar, (2.8) den
�!
R 2 nin birim dual vektör

olu¼gunu gözönünde bulundurarak gerekli i̧slemleri yaparsak,q�!
R �p2
1 =

q�!
R 2
2 (P cos��Q sin�)

2

= (P cos��Q sin�)

olur. Buna göre,
�!
R �
1 ¬n türev denklemini kullanarak

�!
R �
2 =

�!
R �p
1q�!
R �p2
1

=

�!
R 2 (P cos��Q sin�)
(P cos��Q sin�) =

�!
R 2 (2.54)

elde ederiz.
�!
R �
1;
�!
R �
2 ve

�!
R �
3 ortonormal dual bir sistem oldu¼gundan

�!
R �
3 =

�!
R �
1 ^

�!
R �
2 dir. Bu eşitlikde

�!
R �
1 yerine (2.53) deki eşitini ve

�!
R �
2 yerine

(2.54) deki eşitini yazal¬m.

�!
R �
3 =

��!
R 1 cos� +

�!
R 3 sin�

�
^ �!R 2

= cos�
��!
R 1 ^

�!
R 2

�
^+sin�

��!
R 3 ^

�!
R 2

�
bulunur. (

�!
R 1;

�!
R 2;

�!
R 3) üçyüzlüsü ortonormal bir sistem oldu¼gundan,

�!
R �
3 = cos�

�!
R 3 � sin�

�!
R 1 (2.55)
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oldu¼gunu görürüz. Elde etti¼gimiz bu eşitlikleri lineer denklem sistemi olarak

yazarsak,

�!
R �
1 =

�!
R 1 cos� +

�!
R 3 sin� (2.56)

�!
R �
2 =

�!
R 2

�!
R �
3 =

�!
R 3 cos��

�!
R 1 sin�

olarak belirtilir. Ayr¬ca aç¬klamalardan yola ç¬karak (2.2) ve (2.13) ba¼g¬n-

t¬lar¬n¬gözönüne alarak P � ve Q� invaryantlar¬n¬n eşitliklerine bakal¬m. Pa-

ralel regle yüzeyler için integral invaryantlar¬n

P � =

q�!
R �p2
1 (2.57)

ve

Q� =

��!
R �
1;
�!
R �p
1 ;
�!
R �pp
1

�
�!
R �p2
1

(2.58)

olduklar¬ aç¬kt¬r. (2.53) den
�!
R �
1 in eşitini yazal¬m ve daha sonra türevini

alal¬m,
�!
R �p
1 =

�!
R p
1 cos� +

�!
R p
3 sin�

ve (2.14) den
�!
R p
1 ve

�!
R p
3 ba¼g¬nt¬lar¬n¬n eşitini yerine yazarsak,

�!
R �p
1 =

�
P
�!
R 2

�
cos� +

�
�Q�!R 2

�
sin�

= P
�!
R 2 cos��Q

�!
R 2 sin�

ya da
�!
R �p
1 =

�!
R 2 (P cos��Q sin�) (2.59)

olur. (2.57) den
�!
R �p2
1 nin eşitini (2.59) dan yazarsak,

P � =

q
(P cos��Q sin�)2

buradan da

P � = P cos��Q sin� (2.60)
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elde edilir. (2.59) daki denklemin türevini alarak
�!
R �pp
1 nin eşitini bulal¬m.

�!
R �pp
1 =

��!
R �p
1

�p
=
h
(P cos��Q sin�)�!R 2

ip
= (P cos��Q sin�)�!R p

2

(2.61)

ve (2.14) deki eşitlikten
�!
R p
2 nin eşitini (2.61) de yerine yazarsak

�!
R �pp
1 = (P cos��Q sin�)

�
�P�!R 1 +Q

�!
R 3

�
(2.62)

eşitli¼gini buluruz.
�!
R �
1,
�!
R �p
1 ve

�!
R �pp
1 eşitlerini (2.53), (2.59) ve (2.62) ba¼g¬n-

t¬lar¬n¬(2.58) deki Q� denkleminde yerine yazarsak,

Q� =

��!
R �
1;
�!
R �p
1 ;
�!
R �pp
1

�
�!
R �p2
1

=
[(
�!
R1 cos�+

�!
R3 sin�);(P cos��Q sin�)

�!
R2;(P cos��Q sin�)(�P

�!
R1+Q

�!
R3)]

(P cos��Q sin�)2

=

h
(P cos��Q sin�)2

��!
R 1 cos� +

�!
R 3 sin�

�
;
�!
R 2;

�
�P�!R 1 +Q

�!
R 3

�i
(P cos��Q sin�)2

=
h��!
R 1 cos� +

�!
R 3 sin�

�
;
�!
R 2;

�
�P�!R 1 +Q

�!
R 3

�i
ve Tan¬m 1.2.12 den

Q� =
D��!
R 1 cos� +

�!
R 3 sin�

�
^ �!R 2;

�
�P�!R 1 +Q

�!
R 3

�E
=

D
cos�

�!
R 3 + sin�

�
��!R 1

�
;
�
�P�!R 1 +Q

�!
R 3

�E
= Q cos�

D�!
R 3;

�!
R 3

E
+ P sin�

D�!
R 1;

�!
R 1

E
olur.

�!
R 1;

�!
R 2;

�!
R 3 ortonormal birim vektörler olduklar¬ndan,

Q� = Q cos� + P sin� (2.63)

elde edilir. O halde P � ve Q� büyüklüklerini � aç¬s¬ile ili̧skilendirdi¼gimizde

P � = P cos��Q sin� (2.64)

Q� = P sin� +Q cos�
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ba¼g¬nt¬lar¬bulunur.

P ve Q ba¼g¬nt¬lar¬invaryantt¬rlar ve

� = � + "� = sbt

dual aç¬s¬olmak üzere [R�1] regle yüzeyinin P
� ve Q� büyüklükleri de ayn¬za-

manda invaryantt¬r. Böylece s parametresi de [R1] regle yüzeyinin invaryant

parametresidir. (2.64) deki büyüklüklerin reel ve dual k¬s¬mlar¬n¬Tan¬m 1.2.9

daki Taylor aç¬l¬m¬yard¬m¬yla bulal¬m. P �; Q�; P ve Q dual say¬lar¬aşa¼g¬daki

gibidir;

P � = p� + "p�; Q� = q� + "q�; P = p+ "p; Q = q + "q; (2.65)

(2.60) daki eşitli¼ginde Tan¬m 1.2.9 daki sin� ve cos� nin aç¬l¬mlar¬n¬yazarsak,

P � = p� + "p�

= (p+ "p)
�
cos � � "� sin �

�
� (q + "q)

�
sin � + "� cos �

�
= p cos � � q sin � + "

�
p cos � � q sin � � �p sin � � �q cos �

�
d¬r. Reel ve dual k¬s¬mlar¬n eşitli¼ginden,

p� = p cos � � q sin � (2.66)

p� = p cos � � q sin � � �p sin � � �q cos �

elde edilir. Tan¬m 1.2.9 dan faydalanarak (2.66) n¬n bulunuşuna benzer yolla

(2.64) deki Q� eşitli¼gini reel ve dual k¬s¬mlar¬na ay¬ral¬m.

Q� = q� + "q�

= P sin� +Q cos�

= (p+ "p)
�
sin � + "� cos �

�
� (q + "q)

�
cos � � "� sin �

�
= p sin � � q cos � + "

�
p sin � + q cos � + � (p cos � � q sin �)

�
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reel ve dual k¬s¬mlar¬n eşitli¼ginden,

q� = p sin � � q cos � (2.67)

q� = p sin � + q cos � + � (p cos � � q sin �)

şeklinde buluruz. E¼ger � = 0 seçilirse (2.66) daki eşitlikler

p� = p (2.68)

ve

p� = p� �q (2.69)

bulunur. Benzer şekilde � = 0 al¬n¬rsa (2.67) daki ba¼g¬nt¬lar

q� = q (2.70)

ve

q� = q + �p (2.71)

bulunur. Ayn¬i̧slemler birde � = 0 seçilerek tekrarlan¬rsa

p� = p cos � � q sin � (2.72)

q� = p sin � + q cos �

p� = p cos � � q sin �

q� = p sin � + q cos �

olacakt¬r.

2.2.2 Paralel Regle Yüzeylerin E¼grilikleri

[R�1] regle yüzeyinin (x
�) striksiyon çizgisinin geometrik yerini bulal¬m.

Paralel regle yüzey olma ba¼g¬nt¬s¬ndan,

f : [R1] ! [R�1]

P ! f(P ) = P + ra(P )
(2.73)
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dir.

Paralel regle yüzey tan¬m¬gere¼gince, paralel regle yüzeyin bo¼gaz çizgisini

x� ve �!r 2 yi yüzeyin normali olarak al¬rsak,

�!x � = �!x + ��!r 2 (2.74)

şeklinde yazar¬z. Bu eşitli¼gin s parametresine göre türevini al¬rsak,

d�!x �
ds

=
dx

ds
+
d�

ds
�!r 2 + �

d�!r 2
ds

olur, yani
�!x �p = �!x p + �p�!r 2 + ��!r p2

bulunur. Burada �!x p = �!x 1 = q�!r 1 + p�!r 3 oldu¼gu göz önüne al¬n¬r ve (2.16)

da �!r p2 nin eşitini yerine yazarsak,

�!x �p = �!x 1 + �p�!r 2 + � (�p�!r 1 + q�!r 3)

= (q � �p)�!r 1 + (p+ �q)�!r 3 + �p�!r 2
(2.75)

veya
�!x �p = �!x �1 = q��!r �1 + p��!r �3 (2.76)

oldu¼gundan, Tan¬m 1.3.7 den (2.56) daki eşitlikleri reel ve dual k¬s¬mlara

ay¬rd¬¼g¬m¬zda
�!r �1 = cos ��!r 1 + sin ��!r 3
�!r �2 = �!n �
�!r �3 = � sin ��!r 1 + cos ��!r 3

(2.77)

elde edilece¼gi aç¬kt¬r. Bu denklemleri (2.76) denkleminde yerine yazarsak,

�!x �p = (q� cos � � p� sin �)�!r 1 + (q� sin � + p� cos �)�!r 3

dir. Bu eşitli¼gi (2.75) ba¼g¬nt¬s¬ile eşitlersek,

(q � �p) = q� cos � � p� sin �

(p+ �q) = q� sin � + p� cos �
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ve burada � = 0 al¬rsak
q� = q � �p

p� = p+ �q
(2.78)

oldu¼gunu görürüz. (2.66) ve (2.67) eşitliklerinde � = 0 ald¬¼g¬m¬zda (2.69) ve

(2.71) den

p� = p� �q

q� = q + �p

oldu¼gunu biliyoruz. (2.78) ile (2.69) ve (2.71) birlikte ele al¬rsak,

� = �� (2.79)

elde ederiz. (2.74) denkleminde (2.79) kullan¬l¬rsa

�!x � = �!x � ��!r 2 (2.80)

olarak striksiyon çizgisinin geometrik yerini buluruz. �!x � striksiyon çizgisi

üzerindeki herbir x� noktas¬bir [R�1] regle yüzeyinin Darboux ve Blaschke

üçyüzlülerine kaŗs¬l¬k gelir.

E¼ger (�!r �1;�!r �2;�!r �3) ve (�!x �1 = �!x �p;�!g � = �!n � ^ �!x �1;�!n �) s¬ras¬yla taban

üçlüleri ise o zaman birim baz vektörleri ve bunlar¬n s parametresine göre

türevleri aras¬ndaki ba¼g¬nt¬ya bakal¬m. [R�1] regle yüzeyinin x
� bo¼gaz çizgisini

s� yay uzunlu¼guna göre belirtti¼gimizde

�!x �p = d�!x �
d�!s � :

d�!s �
d�!s = q��!r �1 + p��!r �3 (2.81)

olur. Öyleyse

d�!s �
d�!s =

��
d�!s �
d�!s ;

d�!s �
d�!s

��1=2
= [hq��!r1 + p��!r3 ; q��!r1 + p��!r3 i]1=2

= [hq��!r1 ; q��!r1 i+ hq��!r1 ; p��!r3 i+ hp��!r3 ; q��!r1 i+ hp��!r3 ; q��!r3 i]

=
p
q�2 + p�2

(2.82)
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buluruz. q�2 + p�2 ifadesine A dersek

p
A =

ds�

ds
=
p
q�2 + p�2 (2.83)

veya

A = q�2 + p�2 (2.84)

dir. (2.69) ve (2.71) deki ba¼g¬nt¬lar¬(2.84) denkleminde yerine yazarsak,

A = q�2 + p�2

=
�
q + �p

�2
+
�
p� �q

�2
= q2 + p2 + 2� (qp� pq) + �2 (p2 + q2)

(2.85)

bulunur. (2.20) den q2 + p2 in eşitini, (2.33) ve (2.36) eşitliklerinde yerlerine

yazarsak,

A = 1 + 2��n + �
2 �
�2n + �

2
g

�
(2.86)

elde edilir. �!x �1 nü s� parametresi cinsinden ifade edersek,

�!x �1 =
d�!x �
ds�

=
d�!x �
ds

ds

ds�
=
d�!x �
ds

1p
A
=
�!x �1p
A

ve (2.75) den s parametresine göre �!x �1 nin eşitini yerine yazarsak,

�!x �1 =
�!x �1p
A
=
q��!r �1 + p��!r �3p

A

olur. Buradan,
�!x �1 =

q�p
A
�!r �1 +

p�p
A
�!r �3

buluruz. Benzer yolla s� parametresi cinsinden �!g � ¬n eşitini gösterelim.

(�!x �1;�!g �;�!n �) Darboux üçyüzlüsü ortonormal bir üçyüzlüdür. Buradan,

�!g � = �!n � ^ �!x �1

olacakt¬r. (2.19) ve (2.56) dan

�!r �2 = �!n � (2.87)
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eşitini ve s� parametresi cinsinden buldu¼gumuz �!x �1 ifadesini,

�!g � = �!r �2 ^
�
q�p
A
�!r �1 +

p�p
A
�!r �3
�

=
q�p
A
(�!r �2 ^ �!r �1) +

p�p
A
(�!r �2 ^ �!r �3)

olur ve (�!r �1;�!r �2;�!r �3) ortonormal bir sistem oldu¼gundan dolay¬

�!g � = p�p
A
�!r �1 �

q�p
A
�!r �3

elde ediriz. �!x �1;�!g �;�!n � vektörlerini �!r �1;�!r �2;�!r �3 vektörleri cinsinden

�!x �1 =
q�p
A
�!r �1 +

p�p
A
�!r �3

�!g � =
p�p
A
�!r �1 �

q�p
A
�!r �3

�!n � = �!r �2

(2.88)

şeklinde yazar¬z. Şimdi bu denklem sistemi yard¬m¬ ile lineer denklem sis-

teminin çözümünden �!r �1;�!r �2;�!r �3 Blaschke vektörlerini �!x �1;�!g �;�!n � Darboux

vektörleri cinsinden yazal¬m.
�!r �1 için (2.88) deki birinci ve ikinci eşitlikleri s¬rayla q� ve p� invaryantlar¬

ile çarparsak,

q��!x �1 =
q�2p
A
�!r �1 +

p�q�p
A
�!r �3

p��!g � =
p�2p
A
�!r �1 �

q�p�p
A
�!r �3

ve taraf tarafa toplarsak,

q��!x �1 + p��!g � =
�
q�2 + p�2p

A

�
�!r �1

olacakt¬r. (2.83) den q�2 + p�2 n¬n eşitini yazarsak

p
A�!r �1 = q��!x �1 + p��!g �
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d¬r. Her iki taraf¬
p
A ile bölersek,

�!r �1 =
q�p
A
�!x �1 +

p�p
A
�!g �

buluruz. �!r �1 ¬n elde edili̧sine benzer yolla �!r �3 ¬n eşitini bulal¬m. (2.88) deki
�!x �1 ve �!g � s¬ras¬yla p� ve (�q�) ile çarparsak

p��!x �1 =
q�p�p
A
�!r �1 +

p�2p
A
�!r �3

�q��!g � = �p
�q�p
A
�!r �1 +

q�2p
A
�!r �3

ve taraf tarafa toplarsak,

p��!x �1 � q��!g � =
�
q�2 + p�2p

A

�
�!r �3

olur. (2.83) den q�2 + p�2 y¬denklemde yerine yazarsak,

p
A�!r �1 = p��!x �1 � q��!g �

buluruz. Her iki taraf¬
p
A ile bölersek,

�!r �3 =
p�p
A
�!x �1 �

q�p
A
�!g �

elde ederiz. (�!r �1;�!r �2;�!r �3) üçyüzlüsünü lineer denklem sistemi şeklinde yaz-

d¬¼g¬m¬zda,
�!r �1 =

q�p
A
�!x �1 +

p�p
A
�!g �

�!r �2 = �!n �

�!r �3 =
p�p
A
�!x �1 �

q�p
A
�!g �

(2.89)

şeklinde olur.
�!x �1;�!g �;�!n � Darboux vektörlerinin türevlerini Darboux vektörleri cinsin-

den gösterece¼giz. �!x �p1 ;�!g �p;�!n �p leri �!x �1;�!g �;�!n � lerin lineer bileşenleri cinsin-
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den yazarsak,
�!x �p1 = a1�!x �1 + a2�!g � + a3�!n �
�!g �p = b1�!x �1 + b2�!g � + b3�!n �
�!n �p = c1�!x �1 + c2�!g � + c3�!n �

şeklinde olur. �!x �p1 s¬ras¬yla �!x �1;�!g �;�!n � ile iç çarpal¬m.
�!x �p1 ;�!x �1� = ha1�!x �1 + a2�!g � + a3�!n �;�!x �1i

= a1 h�!x �1;�!x �1i+ a2 h�!g �;�!x �1i+ a3 h�!n �;�!x �1i

ve �!x �1;�!g �;�!n � ortonormal dual birim vektörler olduklar¬ndan,


�!x �p1 ;�!x �1� = a11 + a20 + a30 = a1

olur. (2.6) dan birim dual vektör için

�!x �p1 ;�!x �1� = 0 oldu¼gunu biliyoruz.

Buradan

a1 = 0

bulunur. Benzer şekilde
�!x �p1 ;�!g �� = ha1�!x �1 + a2�!g � + a3�!n �;�!g �i

= a1 h�!x �1;�!g �i+ a2 h�!g �;�!g �i+ a3 h�!n �;�!g �i

ve �!x �1;�!g �;�!n � ortonormal dual vektörler olduklar¬ndan,


�!x �p1 ;�!g �� = a2

d¬r. Tan¬m 1.4.6 dan

�!x �p1 ;�!g �� = ��g olup,

a2 = �
�
g

olur. Ayr¬ca
�!x �p1 ;�!n �� = ha1�!x �1 + a2�!g � + a3�!n �;�!n �i

= a1 h�!x �1;�!n �i+ a2 h�!g �;�!n �i+ a3 h�!n �;�!n �i
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�!x �1;�!g �;�!n � ortonormal dual birim vektörler olduklar¬ndan,


�!x �p1 ;�!n �� = a3

yaz¬l¬r. Tan¬m 1.4.7 den

�!x �p1 ;�!n �� = ��n olup

a3 = �
�
n

ve böylece a1; a2; a3 ün eşitini lineer denklem sistemindeki �!x �p1 denkleminde

yerlerine yazarsak,
�!x �p1 = ��g�!g � + ��n�!n �

elde edilir. Bu eşitlik s� parametresine göre ili̧skilendirilmi̧stir. s parametre-

siyle ili̧skisine bakarsak,

�!x �p1 =
d�!x �1
ds�

=
d�!x �1
ds

ds

ds�
=
d�!x �1
ds

1p
A

ve
d�!x �1
ds

=
p
A
d�!x �1
ds�

yani
�!x �p1 =

p
A
�
��g
�!g � + ��n�!n �

�
elde edilir. Benzer yolla �!g �p s¬ras¬yla �!x �1;�!g �;�!n � ile iç çarp¬l¬rsa,

h�!g �p;�!x �1i = hb1�!x �1 + b2�!g � + b3�!n �;�!x �1i

= b1 h�!x �1;�!x �1i+ b2 h�!g �;�!x �1i+ b3 h�!n �;�!x �1i

ve �!x �1;�!g �;�!n � ler ortonormal dual birim vektörler olduklar¬ndan,

h�!g �p;�!x �1i = b1

olur. Ayr¬ca

[h�!g �;�!x �1i]
p
=

�!g �p;�!x �1�+ 
�!g �;�!x �p1 � = 0
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ve 
�!g �p;�!x �1� = � 
�!g �;�!x �p1 �
d¬r. Tan¬m 1.4.6 dan 
�!g �p;�!x �1� = ���g
ve

b1 = ���g

bulunur. Benzer yolla

h�!g �p;�!g �i = hb1�!x �1 + b2�!g � + b3�!n �;�!g �i

= b1 h�!x �1;�!g �i+ b2 h�!g �;�!g �i+ b3 h�!n �;�!g �i
�!x �1;�!g �;�!n � ortonormal dual vektörler olduklar¬ndan,

h�!g �p;�!g �i = b2

d¬r. (2.6) dan birim dual vektör için h�!g �p;�!g �i = 0 olup

b2 = 0

bulunur. Ayr¬ca

h�!g �p;�!n �i = hb1�!x �1 + b2�!g � + b3�!n �;�!n �i

= b1 h�!x �1;�!n �i+ b2 h�!g �;�!n �i+ b3 h�!n �;�!n �i

d¬r. �!x �1;�!g �;�!n � ortonormal dual vektörler olduklar¬ndan,

h�!g �p;�!n �i = b10 + b20 + b31 = b3

olacakt¬r. Tan¬m 1.4.8 den h�!g �p;�!n �i = � �g olup,

b3 = �
�
g

ve böylece b1; b2; b3 ün eşitini lineer denklem sistemindeki �!g �p denkleminde

yerlerine yazarsak,
�!g �p = ���g�!x �1 + � �g�!n �
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elde edilir. Bu eşitlik s� parametresine göre ili̧skilendirilmi̧stir. s parametre-

siyle ili̧skisine bakarsak, �!x �p nin s parametresiyle ili̧skisine benzer yolla

�!g �p = d�!g �
ds�

=
d�!g �
ds

ds

ds�
=
d�!g �
ds

1p
A

ve
d�!g �
ds

=
p
A
d�!g �
ds�

buradan
�!g �p =

p
A
�
���g�!x �1 + � �g�!n �

�
d¬r. Benzer yolla �!n �p s¬ras¬yla �!x �1;�!g �;�!n � ile iç çarp¬l¬rsa,

h�!n �p;�!x �1i = hc1�!x �1 + c2�!g � + c3�!n �;�!x �1i

= c1 h�!x �1;�!x �1i+ c2 h�!g �;�!x �1i+ c3 h�!n �;�!x �1i

yaz¬l¬r. �!x �1;�!g �;�!n � ortonormal dual vektörler olduklar¬ndan,

h�!n �p;�!x �1i = c1

elde edilir. Tan¬m 1.4.7 den

�!x �p1 ;�!n �� = ��n olaca¼g¬ndan

[h�!n �;�!x �1i]
p
=

�!n �p;�!x �1�+ 
�!n �;�!x �p1 � = 0

ya da 
�!n �p;�!x �1� = � 
�!n �;�!x �p1 �
olur ve buradan 
�!n �p;�!x �1� = ���n
veya

c1 = ���n

bulunur. Ayr¬ca

h�!n �p;�!g �i = hc1�!x �1 + c2�!g � + c3�!n �;�!g �i

= c1 h�!x �1;�!g �i+ c2 h�!g �;�!g �i+ c3 h�!n �;�!g �i
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i̧sleminde �!x �1;�!g �;�!n � ortonormal dual birim vektörler olduklar¬ndan,

h�!n �p;�!g �i = c2

olur. Tan¬m 1.4.8 den h�!g �p;�!n �i = � �g oldu¼gundan

[h�!n �;�!g �i]p =

�!n �p;�!g ��+ 
�!n �;�!g �p� = 0

ya da 
�!n �p;�!g �� = � 
�!n �;�!g �p�
yazd¬¼g¬m¬zda 
�!n �p;�!x �1� = �� �g
ve buradan

c2 = �� �g

buluruz. Benzer olarak

h�!n �p;�!n �i = hc1�!x �1 + c2�!g � + c3�!n �;�!n �i

= c1 h�!x �1;�!n �i+ c2 h�!g �;�!n �i+ c3 h�!n �;�!n �i
�!x �1;�!g �;�!n � ortonormal dual vektörler olduklar¬ndan,

h�!n �p;�!n �i = c3

olur. (2.6) dan birim dual vektör için

c3 = 0

d¬r. c1; c2; c3 ün eşitini lineer denklem sistemindeki �!n �p denkleminde yerine

yazarsak,
�!n �p = ���n�!x �1 � � �g�!g �

elde edilir. Bu eşitlik s� parametresine göre ili̧skilendirilmi̧stir. s parametre-

siyle ili̧skisine bakarsak, �!g �p nin s parametresiyle ili̧skisine benzer yolla

�!n �p = d�!n �
ds�

=
d�!n �
ds

ds

ds�
=
d�!n �
ds

1p
A
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ve
d�!n �
ds

=
p
A
d�!n �
ds�

�!n �p =
p
A
�
���n�!x �1 � � �g�!g �

�
eşitli¼gi elde edilir.
�!x �p1 ;�!g �p;�!n �p eşitlerini s� parametresine göre ili̧skilendirdi¼gimiz zaman

�!x �p1 = ��g
�!g � + ��n�!n �

�!g �p = ���g�!x �1 + � �g�!n �
�!n �p = ���n�!x �1 � � �g�!g �

(2.90)

lineer denklemlerini ve �!x �p1 ;�!g �p;�!n �p vektörlerinin s parametresine göre ili̧s-

kilendirdi¼gimiz zaman da

�!x �p1 =
p
A
�
��g
�!g � + ��n�!n �

�
�!g �p =

p
A
�
���g�!x �1 + � �g�!n �

�
�!n �p =

p
A
�
���n�!x �1 � � �g�!g �

� (2.91)

lineer denklemlerini elde ederiz.
�!r �p1 ;�!r �p2 ;�!r �p3 vektörlerini s parametresine göre ili̧skilendirelim. (2.38)

ba¼g¬nt¬s¬nda
�!
R �p
1 = P

��!R �
2

d¬r
�!
R �
1 =

�!r �1 + "
�!
r �1 eşitli¼ginin türevini al¬p, P

� ve
�!
R �
2 reel ve dual k¬s¬mlar¬

ile birlikte yazarsak,

�!r �p1 + "
�!
r �p1 = (p� + "p�)

��!r �2 + "�!r �2�
= p��!r �2 + "

�
p��!r �2 + p�

�!
r �2

�
+ "2

�
p�
�!
r �2

�
olur. Burada (1.3) den

�!r �p1 + "
�!
r �p1 = p

��!r �2 + "
�
p��!r �2 + p�

�!
r �2

�
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bulunur ve dual say¬lar¬n eşitli¼ginden,

�!r �p1 = p��!r �2

elde edilir. (2.38) deki eşitliklerden

�!
R �p
2 = �P �

�!
R �
1 +Q

��!R �
3

dir.
�!
R �
2 =

�!r �2 + "
�!
r �2 eşitli¼ginin türevini al¬p,

�!
R �
1;
�!
R �
3; P

�; Q� de¼gerlerini reel

ve dual k¬s¬mlar¬ile birlikte, (1.3) den eşitini yerine yazarsak,

�!r �p2 + "
�!
r �p2 = � (p� + "p�)

��!r �1 + "�!r �1�+ (q� + "q�)��!r �3 + "�!r �3�
= �p��!r �1 + q��!r �3 + "

�
�p��!r �3 � p�

�!
r �3 + q

��!r �3 + q�
�!
r �3

�
elde ederiz. Burada

�!r �p2 = �p��!r �1 + q��!r �3

olur. Benzer yolla (2.38) den

�!
R �p
3 = �Q�

�!
R �
2

dir.
�!
R �
3 =

�!r �3 + "
�!
r �3 eşitli¼gin türevini al¬p, Q

� ve
�!
R �
2 reel ve dual k¬s¬mlar¬

ile birlikte yaz¬l¬rsa,

�!r �p3 + "
�!
r �p3 = � (q� + "q�)

��!r �2 + "�!r �2�
= �q��!r �2 � "

�
q��!r �2 + q�

�!
r �2

�
� "2

�
q�
�!
r �2

�
olur. Burada (1.3) den

�!r �p3 + "
�!
r �p3 = �q��!r �2 � "

�
q��!r �2 + q�

�!
r �2

�
ve dual say¬lar¬n eşitli¼ginden,

�!r �p3 = �q��!r �2
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elde edilir. Böylece
�!r �p1 = p��!r �2
�!r �p2 = �p��!r �1 + q��!r �3
�!r �p3 = �q��!r �2

(2.92)

yaz¬l¬r.

Di¼ger taraftan,
h�!
R 1

i
regle yüzeyinin (x) striksiyon çizgisi üzerindeki her

bir x noktas¬nda (�!r 1;�!r 2;�!r 3) Blaschke ile (�!x 1 = �!x p;�!g = �!n ^ �!x 1;�!n )

Daboux üçyüzlüleri ile (�!x �1 = �!x �p;�!g � = �!n � ^ �!x �1;�!n �) üçyüzlüsü aras¬nda

ili̧ski vard¬r. Bu ili̧skiyi gösterecek olursak, (2.88) deki

�!x �1 =
q�p
A
�!r �1 +

p�p
A
�!r �3

eşitli¼gine (2.66), (2.67) ve (2.77) eşitliklerinden p�; q�;�!r �1 ve �!r �3 de¼gerlerini

yerine yazarsak,

�!x �1 =
p sin � + q cos � + � (p cos � � q sin �)p

A
(cos ��!r 1 + sin ��!r 3)

+
p cos � � q sin � � � (p sin � + q cos �)p

A
(� sin ��!r 1 + cos ��!r 3)

d¬r ve burada gerekli sadeleştirmeler yap¬l¬rsa,

�!x �1 =
�
q + �p

�
p
A

�!r 1 +
�
p+ �q

�
p
A

�!r 3

olur. Benzer yolla (2.88) deki �!g � eşitli¼ginde (2.66), (2.67) ve (2.77) eşitlik-

lerinden p�; q�;�!r �1 ve �!r �3 de¼gerlerini yerine yazarsak,

�!g � =
p cos � � q sin � � � (p sin � + q cos �)p

A
(cos ��!r 1 + sin ��!r 3)

� p sin � + q cos � + � (p cos � � q sin �)p
A

(� sin ��!r 1 + cos ��!r 3)

d¬r, burada gerekli düzenleme yap¬l¬rsa,

�!g � =
�
p� �q

�
p
A

�!r 1 �
�
q + �p

�
p
A

�!r 3
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elde edilir. (2.87) den �!n � = �!r �2 = �!r 2 oldu¼gunu biliyoruz. Böylece

�!x �1 =

�
q + �p

�
p
A

�!r 1 +
�
p+ �q

�
p
A

�!r 3

�!g � =

�
p� �q

�
p
A

�!r 1 �
�
q + �p

�
p
A

�!r 3
�!n � = �!r 2

(2.93)

eşitlikleri elde edilir.
�!x �1;�!g �;�!n � vektörlerini e¼grilikler ve �!x 1;�!g ;�!n bileşenleri cinsinden yaza-

l¬m. (2.93) de elde etti¼gimiz eşitliklerde (2.23) eşitliklerini kullanarak

�!x �1 =
�
q + �p

�
p
A

(q�!x 1 + p�!g ) +
�
p+ �q

�
p
A

(p�!x 1 � q�!g )

olur. Bu eşitlikde gerekli düzenleme yap¬l¬rsa

�!x �1 =
1 + � (pq � qp)p

A
�!x 1 +

� (pp+ qq)p
A

�!g

bulunur. (2.34) ve (2.35) eşitliklerindeki e¼grilikleri yazarsak,

�!x �1 =
1 + ��np

A
�!x 1 +

�� gp
A
�!g

elde edilir. (2.93) de elde etti¼gimiz �!g � ifadesinde (2.23) eşitliklerini kullan¬r-

sak,

�!g � =
�
p� �q

�
p
A

(q�!x 1 + p�!g )�
�
q + �p

�
p
A

(p�!x 1 � q�!g )

bulunur.Burada gerekli düzenlemeyi yaparsak,

�!g � = �� (pp+ qq)p
A

�!x 1 +
1 + � (pq � qp)p

A
�!g

olur ve (2.34), (2.35) eşitliklerindeki e¼grilikleri yazarsak,

�!g � = � �� gp
A
�!x 1 +

1 + ��np
A

�!g

elde edilir. Ayr¬ca (2.87) den �!n � = �!r �2 = �!r 2 ve (2.23) den de �!r 2 = �!n dir.

Dolay¬s¬yla
�!n � = �!n
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olur. Böylece
�!x �1 =

1 + ��np
A

�!x 1 +
�� gp
A
�!g

�!g � = � �� gp
A
�!x 1 +

1 + ��np
A

�!g

�!n � = �!n

(2.94)

eşitlikleri elde edir.

[R1] regle yüzeyinin striksiyon çizgisi üzerindeki �n; �g; � g büyüklükleri ile

��n; �
�
g; �

�
g leri aras¬ndaki ba¼g¬nt¬lar¬bulal¬m. (2.87) de

�!r �2 = �!n �

eşitli¼ginin her iki taraf¬n¬nda türevini al¬rsak,

�!r �p2 = �!n �p

olur. Burada (2.91) ve (2.92) den�!n �p ve�!r �p2 eşitliklerinin de¼gerlerini yerlerine

yazarsak,

�p��!r �1 + q��!r �3 =
p
A
�
���n�!x �1 � � �g�!g �

�
olur. (2.89) dan �!r �1 ve �!r �3 yerine eşitlerini yazarsak,

p
A
�
���n�!x �1 � � �g�!g �

�
= �p�

�
q�p
A
�!x �1 +

p�p
A
�!g �
�
+ q�

�
p�p
A
�!x �1 �

q�p
A
�!g �
�

=
1p
A
[(q�p� � p�q�)�!x �1 � (p�p� + q�q�)�!g �]

bulunur ve burada dual say¬lar¬n eşitli¼ginden ayn¬katsay¬l¬dual vektörlerin

katsay¬lar¬da birbirine eşit olacakt¬r. Dolay¬s¬yla

�
p
A��n =

1p
A
(q�p� � p�q�)

ve

��n =
�q�p� + p�q�

A
(2.95)
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olacakt¬r. Ayn¬zamanda

�
p
A� �g = �

1p
A
(p�p� + q�q�)

ve

� �g =
p�p� + q�q�

A
(2.96)

oldu¼gu görülür. Burada (2.95) deki eşitlikte (2.66), (2.67) eşitliklerinden p�; q�

¬n de¼gerlerini yazarsak

��n =
1

A

�
(p cos � � q sin �)

�
p sin � + q cos � + � (p cos � � q sin �)

��
� 1
A

�
(p sin � + q cos �)

�
p cos � � q sin � � � (p sin � + q cos �)

��
d¬r. Gerekli düzlenlemeler yap¬l¬rsa

��n =
1

A

�
pq � pq + �

�
p2 + q2

��
olur. (2.34) ve (2.36) dan

��n =
�n + �

�
�2n + �

2
g

�
A

(2.97)

elde edilir. Benzer yolla (2.96) eşitli¼ginde (2.66), (2.67) eşitliklerinden p�; q�

de¼gerlerini yerine yazarsak,

� �g =
1

A

�
(p cos � � q sin �)

�
p cos � � q sin � � � (p sin � + q cos �)

��
+
1

A

�
(p sin � + q cos �)

�
p sin � + q cos � + � (p cos � � q sin �)

��
ve gerekli hesaplamalar yap¬l¬rsa

� �g =
1

A

�
pp cos2 � + pp sin2 � + qq cos2 � + qq sin2 �

�
olur. Böylece

� �g =
pp+ qq

A
(2.98)
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ve (2.35) den

� �g =
� g
A

(2.99)

buluruz. Benzer yolla (2.89) daki �!r �1 eşitli¼ginin türevi al¬n¬rsa

�!r �p1 =
q�pp
A
�!x �1 +

q�p
A
�!x �p1 +

p�pp
A
�!g � + p�p

A
�!g �p

ve (2.91) deki türev denklemlerini yerine yazarsak,

�!r �p1 =
q�pp
A
�!x �1 +

q�p
A

�p
A
�
��g
�!g � + ��n�!n �

��
+
p�pp
A
�!g � + p�p

A

�p
A
�
���g�!x �1 + � �g�!n �

��
ve (2.92) den,

�!r �p1 = p��!r �2

d¬r.Bu iki ifadeyi birbirine eşitlersek,

q�pp
A
� p���g = 0 )

p
A��g =

q�p

p�

ve
p�pp
A
+ q���g = 0 )

p
A��g = �

p�p

q�

yaz¬l¬r. S¬ras¬yla iki eşitli¼gide p� ve q� ile çarp¬p, orant¬n¬n özelli¼ginden paylar

ile paylar¬ve paydalar ile paydalar¬toplad¬¼g¬m¬z zaman sonuç yine ��g ye eşit

olaca¼g¬ndan,
p
A��g =

p�q�p � p�pq�
A

(2.100)

elde ederiz. (2.100) eşitli¼ginde (2.50) ve (2.51) deki p� ve q� de¼gerlerini yerine

yazarsak

p
A��g = 1

A

h�
p cos �-q sin �-� (p sin �+q cos �)

� �
p sin �+q cos � + � (p cos �-q sin �)

�pi
� 1
A

h�
p cos �-q sin �-� (p sin � + q cos �)

�p �
p sin � + q cos � + � (p cos �-q sin �)

�i
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d¬r. Burada gerekli i̧slemleri yap¬p, sadeştirme yaparsak,

p
A��g =

p qp � ppq
A

+ �
A

�
ppp � ppp + qqp � qqp + � (pqp � ppq)

�
olur. (2.32), (2.34) ve (2.35) ifadeleri kullan¬l¬rsa,

p
A��g = �g +

�

A

"
� pg + �

�
� g
�n

�p#
(2.101)

elde edilir.



Bölüm 3

PARALEL REGLE

YÜZEYLERDE AN·I HIZLAR

3.1 Paralel Regle Yüzeyler ·Ile Regle

Yüzeylerin Ani H¬zlar¬Aras¬ndaki

·Ili̧skiler

[R1] regle yüzeyine paralel olan Tan¬m 1.3.9 ile belirlenmi̧s [R�1] regle yüzeyini

gözönüne alal¬m.

Dual vektörlerin vektörel momentleri için

�!
x �1 =

�!x ���!x �1
�!
g � = �!x ���!g � �!

n � = �!x ���!n �

�!
r �i =

�!x ���!r �i (i = 1; 2; 3)

(3.1)

formülleri geçerlidir.

[R�1] paralel regle yüzeyinin striksiyon çizgisinin x
� striksiyon noktas¬nda

s¬ras¬yla, (
�!
X �
1;
�!
G �;

�!
N �) ve (

�!
R �
1;
�!
R �
2;
�!
R �
3) Darboux ve Blaschke üçyüzlüleri

vard¬r. Varolan bu üçyüzlülerin dual birim vektörleri aras¬nda (2.88) den

69
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(3.1) e kadar olan eşitlikler kullan¬larak, Darboux ve Blaschke üçyüzlüleri

aras¬ndaki ba¼g¬nt¬lar¬hesaplamaya çal¬̧saca¼g¬z.(3.1) deki

�!
X �
1 =

�!x �1 + "
�!
x �1

eşitli¼ginde �!x �1 de¼gerini yerine yazarsak

�!
X �
1 =

�!x �1 + " (�!x ���!x �1)

ve buradan (2.88) deki eşitlikten �!x �1 eşitini yerine yazarsak

�!
X �
1 =

q�p
A
�!r �1 +

p�p
A
�!r �3 + "

�
�!x ��

�
q�p
A
�!r �1 +

p�p
A
�!r �3
��

=
q�p
A
�!r �1 +

p�p
A
�!r �3 + "

q�p
A
(�!x ���!r �1) + "

p�p
A
(�!x ���!r �3)

bulunur. (3.1) deki eşitlikten (�!x ���!r �1) ve (�!x ���!r �3) yerine de¼gerlerini yazar-

sak

�!
X�
1 =

q�p
A
�!r �1 +

p�p
A
�!r �3 + "

q�p
A

�!
r �1 + "

p�p
A

�!
r �3

=
q�p
A

��!r �1 + "�!r �1�+ p�p
A

��!r �3 + "�!r �3�
=

q�p
A

�!
R �
1 +

p�p
A

�!
R �
3

elde edilir. Benzer yolla
�!
G � eşitini bulal¬m. Buna göre

�!
G � = �!g � + "�!g �

olup, (3.1) deki eşitlikten
�!
g � de¼gerini yerine yazarsak

�!
G � = �!g � + " (�!x ���!g �)

olur ve (2.88) deki eşitlikten �!g � de¼gerini yerine yazarsak

�!
G � =

p�p
A
�!r �1 �

q�p
A
�!r �3 + "

�
�!x ��

�
p�p
A
�!r �1 �

q�p
A
�!r �3
��

=
p�p
A
�!r �1 �

q�p
A
�!r �3 + "

p�p
A
(�!x ���!r �1)� "

q�p
A
(�!x ���!r �3)
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oldu¼gu görülür. (3.1) eşitliklerinden (�!x ���!r �1) ve (�!x ���!r �3) de¼gerleri yerler-

ine yaz¬l¬r ve uygun hesaplamalar yap¬l¬rsa

�!
G � =

p�p
A
�!r �1 �

q�p
A
�!r �3 + "

p�p
A

�!
r �1 � "

q�p
A

�!
r �3

=
p�p
A

��!r �1 + "�!r �3�� q�p
A

��!r �3 + "�!r �3�
=

p�p
A

�!
R �
1 �

q�p
A

�!
R �
3

elde edilir. Benzer yolla
�!
N � eşitini bulal¬m. Buna göre

�!
N � = �!n � + "�!n �

ve (3.1) eşitliklerinden
�!
n � de¼gerini yazarsak

�!
N � = �!n � + " (�!x ���!n �)

bulur ve (2.88) deki eşitlikten �!n � = �!r �2 oldu¼gu kullan¬l¬rsa

�!
N � = �!r �2 + "

�!
r �2

=
�!
R �
2

elde edilir. Böylece

�!
X �
1 =

q�p
A

�!
R �
1 +

p�p
A

�!
R �
3 (3.2)

�!
G � =

p�p
A

�!
R �
1 �

q�p
A

�!
R �
3

�!
N � =

�!
R �
2

eşitlikleri yaz¬l¬r.

(
�!
R �
1;
�!
R �
2;
�!
R �
3) Blaschke üçyüzlüsü vektörlerini (

�!
X �
1;
�!
G �;

�!
N �)Darboux üçyü-

zlüleri cinsinden yazal¬m. Buna göre

�!
R �
1 =

�!r �1 + "
�!
r �1
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eşitli¼ginde (3.1) deki eşitlikten
�!
r �1 de¼gerini yerine yazarsak

�!
R �
1 =

�!r �1 + " (�!x � ^ �!r �1)

olur. (2.89) daki eşitlikten �!r �1 de¼gerini yerine yazarsak,
�!
R �
1 =

q�p
A
�!x �1 +

p�p
A
�!g � + "

�
�!x � ^

�
q�p
A
�!x �1 +

p�p
A
�!g �
��

=
q�p
A
�!x �1 +

p�p
A
�!g � + " q

�
p
A
(�!x � ^ �!x �1) + "

p�p
A
(�!x � ^ �!g �)

ve buradan (3.1) deki eşitlikten (�!x � ^ �!x �1) ve (�!x �^�!g �) yerine eşitini yazarsak
�!
R �
1 =

q�p
A
�!x �1 +

p�p
A
�!g � + " q

�
p
A

�!
x �1 + "

p�p
A

�!
g �

=
q�p
A

��!x �1 + "�!x �1�+ p�p
A

��!g � + "�!g ��
�!
R �
1 =

q�p
A

�!
X �
1 +

p�p
A

�!
G �

elde edilir. (3.2) den
�!
R �
2 =

�!
N � dir. Son olarak benzer yolla

�!
R �
3 eşitini

bulal¬m. Buna göre
�!
R �
3 =

�!r �3 + "
�!
r �3

ve (3.1) deki eşitlikten faydalanarak

�!
R �
3 =

�!r �3 + " (�!x � ^ �!r �3)

olur. Böylece (2.89) daki eşitlikten �!r �3 ¬n de¼gerini yerine yazarsak
�!
R �
3 =

p�p
A
�!x �1 �

q�p
A
�!g � + "

�
�!x � ^

�
p�p
A
�!x �1 �

q�p
A
�!g �
��

=
p�p
A
�!x �1 �

q�p
A
�!g � + " p

�
p
A
(�!x � ^ �!x �1)� "

q�p
A
(�!x � ^ �!g �)

dir ve (3.1) deki eşitlikten (�!x � ^ �!x �1) ve (�!x � ^ �!g �) yerine eşitini yazarsak
�!
R �
3 =

p�p
A
�!x �1 �

q�p
A
�!g � + " p

�
p
A

�!
x �1 � "

q�p
A

�!
g �

=
p�p
A

��!x �1 + "�!x �1�� q�p
A

��!g � + "�!g ��
=

q�p
A

�!
X �
1 �

p�p
A

�!
G �
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buluruz. Buna göre

�!
R �
1 =

q�p
A

�!
X �
1 +

p�p
A

�!
G � (3.3)

�!
R �
2 =

�!
N �

�!
R �
3 =

q�p
A

�!
X �
1 �

p�p
A

�!
G �

şeklinde yazar¬z.

(
�!
X �
1;
�!
G �;

�!
N �) ve (

�!
R �
1;
�!
R �
2;
�!
R �
3) vektörlerinin türev fomüllerini kendileri

cinsinden (2.90), (2.91), (2.92) eşitlikleri ve (3.1) yard¬m¬yla bulmaya cal¬̧sa-

ca¼g¬z.
�!
X �
1 =

�!x �1 + "
�!
x �1

eşitli¼ginde (3.1) kullan¬l¬rsa

�!
X �
1 =

�!x �1 + " (�!x ���!x �1)

d¬r. Eşitli¼gin her iki taraf¬n¬n türevini al¬rsak

�!
X �p
1 =

�!x �p1 + "
��!x �p��!x �1�+ " ��!x ���!x �p1 �

ve �!x �p = �!x �1 oldu¼gundan

�!
X �p
1 =

�!x �p1 + " (�!x �1��!x �1) + "
��!x ���!x �p1 �

yaz¬l¬r. (2.90) daki türev formüllerini yerine yazarsak

�!
X �p
1 = �

�
g
�!g � + ��n�!n � + "

��!x �� ���g�!g � + ��n�!n ���
olup, ortonormal vektörlerin d¬̧s çarp¬mlar¬

�!
X �p
1 = �

�
g
�!g � + ��n�!n � + "��g (�!x ���!g �) + "��n (�!x ���!n �)
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şeklindedir. (3.1) eşitli¼ginden (�!x ���!g �) ve (�!x ���!n �) eşitlerini yerine yazarsak

�!
X �p
1 = ��g

�!g � + ��n�!n � + "��g
�!
g � + "��n

�!
n �

= ��g

��!g � + "�!g ��+ ��n ��!n � + "�!n ��
= ��g

�!
G � + ��n

�!
N �

elde ederiz. (2.91) deki denklemlere benzer yolla s� parametresiyle buldu¼gu-

muz bu denklemleri s parametresi ile ili̧skilendirdi¼gimizde

�!
X �p
1 =

p
A
�
��g
�!
G � + ��n

�!
N �
�

oldu¼gu görülür. Benzer yolla

�!
G � = �!g � + "�!g �

eşitli¼ginde (3.1) deki eşitlikten
�!
g � ¬n de¼gerini yazarsak

�!
G � = �!g � + "(�!x ���!g �)

d¬r. Eşitli¼gin türevini al¬rsak

�!
G �p = �!g �p + "(�!x �p��!g �) + "(�!x ���!g �p)

olur. (2.90) daki eşitlikten �!g �p nin ve �!x �p = �!x �1 in de¼gerini yerine yazarsak

�!
G �p = ���g�!x �1 + � �g�!n � + "(�!x �1��!g �) + "

�
x��(���g�!x �1 + � �g�!n �)

�
ve dolay¬s¬yla (�!x �1;�!g �;�!n �) ortonormal bir sistem oldu¼gundan

�!
G �p = ���g�!x �1 + � �g�!n � + "�!n � � "��g (�!x ���!x �1) + "� �g(�!x ���!n �)
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bulunur. (3.1) eşitli¼ginden (�!x ���!x �1) ve (�!x ���!n �) ¬n de¼gerleri yerine yaz¬l¬rsa

�!
G �p = ���g�!x �1 + � �g�!n � + "�!n � � "��g�!x �1 + "� �g�!n �

= ���g�!x �1 � "��g�!x �1 + � �g�!n � + "� �g�!n � + "�!n �

= ���g(�!x �1 + "
�!
x �1) + �

�
g(
�!n � + "�!n �) + "�!n �

= ���g
�!
X �
1 + �

�
g

�!
N � + "�!n �

olur. "2
�!
n � ifadesini eşitli¼ge ilave edersek, (1.3) den dolay¬eşitli¼gimizin de¼geri

de¼gi̧smez. Buna göre

�!
G �p = ���g

�!
X �
1 + �

�
g

�!
N � + "�!n � + "2�!n �

= ���g
�!
X �
1 + �

�
g

�!
N � + "

��!n � + "�!n ��
= ���g

�!
X �
1 + �

�
g

�!
N � + "

�!
N �

= ���g
�!
X �
1 +

�
� �g + "

��!
N �

olacakt¬r. (2.91) deki denklemlere benzer yolla s� parametresiyle buldu¼gumuz

bu denklemleri s parametresi ile ili̧skilendirdi¼gimizde

�!
G �p =

p
A
�
���g

�!
X �
1 +

�
� �g + "

��!
N �
�

elde edilir. Benzer yolla,
�!
N � ¬n eşitini gösterelim.

�!
N � = �!n � + "�!n �

eşitli¼ginde (3.1) deki eşitlikten
�!
n � ¬n de¼gerini yerine yarsak

�!
N � = �!n � + "(�!x ���!n �)

ve her iki taraf¬n türevini al¬rsak

�!
N �p = �!n �p + "(�!x �p��!n �) + "(�!x ���!n �p)

olur. (2.90) daki türev formüllerini ve �!x �p = �!x �1 oldu¼gunu yerine yazarsak

�!
N �p = ���g�!x �1 � � �g�!g � + "(�!x �1��!n �) + "

��!x ��(���g�!x �1 � � �g�!g �)�
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ve buradan da �!x �1 ile �!n � ortonormal vektörler oldu¼gundan

�!
N �p = ���g�!x �1 � � �g�!g � � "�!g � � "��n (�!x ���!x �1)� "� �g(�!x ���!g �)

d¬r. (3.1) deki eşitlikten (�!x ���!x �1) ve (�!x ���!g �) de¼gerlerini yazarsak

�!
N �p = ���n�!x �1 � � �g�!g � � "�!g � � "��n

�!
x �1 � "� �g

�!
g �

= ���n(�!x �1 + "
�!
x �1)� � �g(�!g � + "

�!
g �)� "�!g �

= ���n
�!
X �
1 � � �g

�!
G � � "�!g �

oldu¼gunu görürüz. Burada
�!
N �p dual vektörünü

�!
X �
1 ve

�!
G � vektörleri cinsin-

den yazabiliriz. (�"2�!g �) ilave edilirse, (1.3) den (�"2�!g �) eşitli¼gin de¼gerini

de¼gi̧stirmez. Buna göre

�!
N �p = ���n

�!
X �
1 � � �g

�!
G � � "�!g � � "2�!g �

= ���n
�!
X �
1 � � �g

�!
G � � "(�!g � + "�!g �)

= ���n
�!
X �
1 �

�
� �g + "

��!
G �

elde edilir. (2.91) deki denklemlere benzer yolla s� parametresiyle buldu¼gu-

muz bu denklemleri s parametresi ile ili̧skilendirdi¼gimizde

�!
N �p =

p
A
�
���n

�!
X �
1 �

�
� �g + "

��!
G �
�

elde edilir.

Buna göre

�!
X �p
1 =

p
A
�
��g
�!
G � + ��n

�!
N �
�

(3.4)
�!
G �p =

p
A
�
���g

�!
X �
1 +

�
� �g + "

��!
N �
�

�!
N �p = �

p
A
�
��n
�!
X �
1 +

�
� �g + "

��!
G �
�
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olarak yaz¬l¬r. (3.4) eşitli¼gindeki lineer denklem sistemini matris formunda

yazacak olursak,26664
�!
X �p
1

�!
G �p

�!
N �p

37775 = pA
���������
0 ��g ��n

���g 0 � �g + "

���n �
�
� �g + "

�
0

���������

26664
�!
X �
1

�!
G �

�!
N �

37775 (3.5)

şeklindedir.

Şimdi benzer yolla
�!
R �
1;
�!
R �
2;
�!
R �
3 vektörlerinin türev denklemlerini bulal¬m.

�!
R �
1 =

�!r �1 + "
�!
r �1

d¬r ve (3.1) deki eşitlikten
�!
r �1 ¬n de¼gerini yerine yazarsak,

�!
R �
1 =

�!r �1 + "(�!x ���!r �1)

ve her iki taraf¬n türevini al¬rsak

�!
R �p
1 =

�!r �p1 + "(�!x �p��!r �1) + "(�!x ���!r �p1 )

olur. (2.92) deki eşitlikten �!r �p1 ve �!x �p = �!x �1 de¼gerlerini yerine yazarsak
�!
R �p
1 = p��!r �2 + "(�!x �1��!r �1) + " [�!x ��(p��!r �2)]

= p��!r �2 + "(x�1��!r �1) + "p�(�!x ���!r �2)

bulunur. (3.1) deki eşitlikten �!x ���!r �2 ¬n de¼gerini yerine yazarsak
�!
R �p
1 = p��!r �2 + "p�

�!
r �2 + "(

�!x �1��!r �1)

= p�(�!r �2 + "
�!
r �2) + "(

�!x �1��!r �1)

olur. (2.76) göz önüne al¬n¬r ve x� bo¼gaz çizgisi için �!x �1 ¬n s� parametresi

cinsinden de¼geri yerine yaz¬l¬rsa,

�!
R �p
1 = p�

�!
R �
2 + " [(q

��!r �1 + p��!r �3)��!r �1]

= p�
�!
R �
2 + "q

�(�!r �1��!r �1) + "p�(�!r �3��!r �1)
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d¬r. (�!r �1;�!r �2;�!r �3) üçyüzlüsü ortonormal bir üçyüzlü oldu¼gu kullan¬l¬rsa

�!
R �p
1 = p�

�!
R �
2 + "q

�0 + "p��!r �2

= p�
�!
R �
2 + "p

��!r �2

bulunur. (1.3) den "2p��!r �2 = 0 d¬r, yukar¬daki eşitlikte "2p��!r �2 de¼geri kul-

lan¬l¬rsa

�!
R �p
1 = p�

�!
R �
2 + "p

��!r �2 + "2p�
�!
r �2

= p�
�!
R �
2 + "p

�(�!r �2 + "
�!
r �2)

= p�
�!
R �
2 + "p

��!R �
2

= P �
�!
R �
2

elde edilir. Benzer yolla
�!
R �p
2 nin eşitini gösterirsek

�!
R �
2 =

�!r �2 + "
�!
r �2

ve eşitlikte (3.1) den
�!
r �2 ¬n de¼gerini yerine yazarsak

�!
R �
2 =

�!r �2 + " (�!x ���!r �2)

olur. Her iki taraf¬n türevini al¬rsak

�!
R �p
2 =

�!r �p2 + "(�!x �p��!r �2) + "(�!x ���!r �p2 )

yaz¬l¬r. (2.92) deki eşitlikten �!r �p2 de¼gerini ve (2.76) dan �!x �p = �!x �1 nin eşitini

yerine yazarsak

�!
R �p
2 = �p��!r �1 + q��!r �3 + "(�!x �1��!r �2) + " [�!x ��(�p��!r �1 + q��!r �3)]

= �p��!r �1 + q��!r �3 + " [(q��!r �1 + p��!r �3) ^ �!r �2]

�"p�(�!x ���!r �1) + "q�(�!x ���!r �3)
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olur. (3.1) deki eşitlikten ve (�!r �1;�!r �2;�!r �3) üçyüzlüsü ortonormal bir sistem

oldu¼gundan

�!
R �p
2 = �p��!r �1 + q��!r �3 + "q� (�!r �1��!r �2) + "p� (�!r �3��!r �2)� "p�

�!
r �1 + "q

��!r �3

= �p��!r �1 � "p�
�!
r �1 + q

��!r �3 + "q�
�!
r �3 � "p��!r �1 + "q��!r �3

= �p��!R �
1 + q

��!R �
3 � "p��!r �1 + "q��!r �3

d¬r. Eşitli¼gi
�!
R �
1 ve

�!
R �
3 bileşenleri cinsinden yazabilmek için

�
�"2p��!r �1

�
ve�

"2q�
�!
r �3

�
ilave edelim. Bu durumda

�!
R �p
2 = �p��!R �

1 + q
��!R �

3 � "p��!r �1 + "q��!r �3 � "2p�
�!
r �1 + "

2q�
�!
r �3

= �p��!R �
1 + q

��!R �
3 � "p�

��!r �1 + "�!r �1�+ "q� ��!r �3 + "�!r �3�
= �p��!R �

1 + q
��!R �

3 � "p�
�!
R �
1 + "q

��!R �
3

= � (p� + "p�)�!R �
1 + (q

� + "q�)
�!
R �
3

= �P ��!R �
1 +Q

��!R �
3

elde edilir. Benzer yolla
�!
R �p
3 nin eşitini gösterelim.

�!
R �
3 =

�!r �3 + "
�!
r �3

olup, (3.1) den
�!
r �3 ¬n de¼gerini yerine yazarsak

�!
R �
3 =

�!r �3 + "(�!x ���!r �3)

bulunur. Eşitli¼gin her iki taraf¬n¬n türevini al¬rsak

�!
R �p
3 =

�!r �p3 + "(�!x �p��!r �3) + "(�!x ���!r �p3 )
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olur. (2.92) deki eşitlikten �!r �p3 , (2.76) dan �!x �p = �!x �1 oldu¼gunu ve (�!x �1��!r �2)

ifadesini yerine yazarsak,

�!
R �p
3 = �q��!r �2 + " [(q��!r �1 + p��!r �3)��!r �3]� "q�

�!
r �2

= �q��!r �1 + "q�(�!r �1��!r �3) + "p�(�!r �3��!r �3)� "q�
�!
r �2

elde edilir. �!r �1;�!r �2;�!r �3 vektörleri ortonormal oldu¼gundan,

�!
R �p
3 = �q��!r �2 + "q�(��!r �2) + "p�0� "q�

�!
r �2

= �q��!r �2 � "q��!r �2 � "q�
�!
r �2

ve (�"2q��!r �2) ifadesini eşitli¼ge eklersek

�!
R �p
3 = �q��!r �2 � "q��!r �2 � "q�

�!
r �2 � "2q�

�!
r �2

= ��!r �2 (q� + "q�)� "
�!
r �2 (q

� + "q�)

= �Q�(�!r �2 + "
�!
r �2)

= �Q��!R �
2

bulunur. Bu durumda

�!
R �p
1 = P �

�!
R �
2 (3.6)

�!
R �p
2 = �P ��!R �

1 +Q
��!R �

3

�!
R �p
3 = �Q��!R �

2

yaz¬l¬r. Bu denklem sistemini matris formunda yazarsak26664
�!
R �p
1

�!
R �p
2

�!
R �p
3

37775 =
���������
0 P � 0

�P � 0 Q�

0 �Q� 0

���������

26664
�!
R �
1

�!
R �
2

�!
R �
3

37775 (3.7)

elde edilir.
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Belirli sabit eksen sisteminde olan E0(
�!
X;
�!
Y ;
�!
Z ) sabit eksenli sistemine

nazaran hareketli eksen sistemleri E�1(
�!
X �
1;
�!
G �;

�!
N �) ve E�2(

�!
R �
1;
�!
R �
2;
�!
R �
3) olsun.

Hareket s¬ras¬nda (E�1=E0) ve (E
�
2=E0) hareketinin ani h¬zlar¬n¬Darboux ve

Blaschke vektörleri cinsinden bulal¬m. (2.41) eşitli¼ginde

�!
� 1=0 =

�!
W 10 + "

�!
W 10 = (� g + ")

�!
X 1 � �n

�!
G + �g

�!
N

oldu¼gunu biliyoruz: Tan¬m 1.4.2 gere¼gince

�!
� �1=0 =

D�!
N �;

�!
G �p
E�!
X �
1 +

D�!
X �
1;
�!
N �p
E�!
G � +

D�!
G �;

�!
X �p
1

E�!
N �

olarak tan¬mlan¬r. (3.4) eşitliklerinden
�!
X �p
1 ;
�!
G �p;

�!
N �p de¼gerlerini yerine yazarsak

�!
� �1=0 =

D�!
N �;

p
A
�
���g

�!
X �
1 +

�
� �g + "

��!
N �
�E�!
X �
1

+
D�!
X �
1;
p
A
�
���n

�!
X �
1 �

�
� �g + "

��!
G �
�E�!
G �

+
D�!
G �;

p
A
�
��g
�!
G � + ��n

�!
N �
�E�!
N �

=
h
�
p
A��g

D�!
N �;

�!
X �
1

E
+
p
A
�
� �g + "

� D�!
N �;

�!
N �
Ei�!
X �
1

+
h
�
p
A��n

D�!
X �
1;
�!
X �
1

E
�
p
A
�
� �g + "

� D�!
X �
1;
�!
G �
Ei�!
G �

+
hp
A��g

D�!
G �;

�!
G �
E
+
p
A��n

D�!
G �;

�!
N �
Ei�!
N �

olur.
�!
X �
1;
�!
G �;

�!
N � vektörleri ortonormal vektörler olduklar¬kullan¬l¬rsa,

�!
� �1=0 =

h
�
p
A��g0 +

p
A
�
� �g + "

�
1
i�!
X �
1

+
h
�
p
A��n1�

p
A
�
� �g + "

�
0
i�!
G �

+
hp
A��g1 +

p
A��n0

i�!
N �

veya

�!
� �1=0 =

p
A
�
� �g + "

��!
X �
1 �

p
A��n

�!
G � +

p
A��g

�!
N �

=
p
A
h�
� �g + "

��!
X �
1 � ��n

�!
G � + ��g

�!
N �
i
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elde edilir.

Benzer yolla (
�!
R �
1;
�!
R �
2;
�!
R �
3) Blaschke üçyüzlüsünün ani h¬z¬n¬bulal¬m. Tan¬m

1.4.2 gere¼gince

�!
� �2=0 =

D�!
R �
3;
�!
R �p
2

E�!
R �
1 +

D�!
R �
1;
�!
R �p
3

E�!
R �
2 +

D�!
R �
2;
�!
R �p
1

E�!
R �
3

biçiminde tan¬mlan¬r. (3.5) eşitli¼gindeki
�!
R �p
1 ;
�!
R �p
2 ;
�!
R �p
3 türev de¼gerlerini yerine

yazarsak,

��2=0 =
D�!
R �
3;�P �

�!
R �
1 +Q

��!R �
3

E�!
R �
1 +

D�!
R �
1;�Q�

�!
R �
2

E�!
R �
2 +

D�!
R �
2; P

��!R �
2

E�!
R �
3

=
h
�P �

D�!
R �
3;
�!
R �
1

E
+Q�

D�!
R �
3;
�!
R �
3

Ei�!
R �
1

�Q�
D�!
R �
1;
�!
R �
3

E�!
R �
2 + P

�
D�!
R �
2;
�!
R �
2

E�!
R �
3

ve burada
�!
R �
1;
�!
R �
2;
�!
R �
3 vektörleri ortonormal vektörler oldu¼gundan

�!
� �2=0 = [�P �:0 +Q�:1]�!R �

1 � 0:Q
�!
R �
2 + 1:P

��!R �
3

= Q�
�!
R �
1 + P

��!R �
3

bulunur.

(
�!
X �
1;
�!
G �;

�!
N �) Darboux ve (

�!
R �
1;
�!
R �
2;
�!
R �
3) Blaschke üçyüzlülerinin ani h¬z

vektörlerinin, s¬ras¬yla

�!
� �1=0 =

p
A
h�
� �g + "

��!
X �
1 � ��n

�!
G � + ��g

�!
N �
i

(3.8)

ve
�!
� �2=0 = Q

��!R �
1 + P

��!R �
3 (3.9)

oldu¼gu görülür.
�!
X �
1;
�!
G �;

�!
N � Darboux vektörlerini � g; �n; �g e¼grilikleri ve

�!
X �
1;
�!
G �;

�!
N � Dar-

boux vektörleri bileşenleri cinsinden bulal¬m.

�!
X �
1 =

�!x � + "�!x �1
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olup, (3.1) deki eşitlikten
�!
x �1 ¬n de¼gerini yerine yarsak,

�!
X �
1 =

�!x �1 + " (�!x ���!x �1)

ve (2.80) eşitli¼ginden �!x � ¬n de¼gerini yerine yazd¬¼g¬m¬zda,

�!
X �
1 = �!x �1 + "

�
(�!x � "��!r 2)��!x �1

�
= �!x �1 + " (�!x ��!x �1)� "�(�!r 2��!x �1)

d¬r. (2.87) ve (2.94) eşitliklerinden �!r �2 = �!n � = �!r 2 de¼gerini yazarsak

�!
X �
1 = �!x �1 + " (�!x ��!x �1)� "� (�!n ���!x �1)

= �!x �1 + " (�!x ��!x �1)� "��!g �

olur. (2.94) eşitliklerinden �!x �1 ve �!g � de¼gerlerini yerine yazarsak

�!
X �
1 =

1 + ��np
A

�!x 1 +
�� gp
A
�!g + "

�
�!x �

�
1 + ��np

A
�!x 1 +

�� gp
A
�!g
��

�"�
�
� �� gp

A
�!x 1 +

1 + ��np
A

�!g
�

=
1 + ��np

A
�!x 1 +

�� gp
A
�!g + "1 + ��np

A
(�!x ��!x 1) + "

�� gp
A
(�!x ��!g )

+"�
2 � gp
A
�!x 1 � "�

�
1 + ��n

�
p
A

�!g

olur. (3.1) eşitli¼gindeki (�!x ��!x 1) ve (�!x ��!g ) de¼gerlerini yerine yazarsak
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�!
X �
1 =

1 + ��np
A

�!x 1 + "
1 + ��np

A

�!
x 1 + "

�
2
� gp
A
�!x 1 +

�� gp
A
�!g + "� � gp

A

�!
g

� "
�
�
1 + ��n

�
p
A

�!g

=
1 + ��np

A

��!x 1 + "�!x 1�+ �� gp
A

��!g + "�!g �+ "�2� gp
A
�!x 1 � "

�
�
1 + ��n

�
p
A

�!g

=
1 + ��np

A

�!
X 1 +

�� gp
A

�!
G + "

�
2
� gp
A
�!x 1 � "�

�
1 + ��n

�
p
A

�!g

buluruz. Eşitli¼gi
�!
X �
1 ve

�!
G � dual birim vektörleri cinsinden yazabilmek için 

"2
�
2
� gp
A

�!
x 1

!
ve

 
�"2

�
�
1 + ��n

�
p
A

�!
g

!
ifadelerini ilave edelim. O zaman

�!
X �
1 = 1+��np

A

�!
X 1 +

��gp
A

�!
G + " �

2
�gp
A

�!x 1 + "2 �
2
�gp
A

�!
x 1 � "�

(1+��n)p
A

�!g � "2 �(1+��n)p
A

�!
g

=
1 + ��np

A

�!
X 1 +

�� gp
A

�!
G + "

�
2
� gp
A

��!x 1 + "�!x 1�� "��1 + ��n�p
A

��!g + "�!g �
=

1 + ��np
A

�!
X 1 +

�� gp
A

�!
G + "

�
2
� gp
A

�!
X 1 � "�

�
1 + ��n

�
p
A

�!
G

=
1 + ��n + "�

2
� gp

A

�!
X 1 +

�� g � "�
�
1 + ��n

�
p
A

�!
G

olur. Benzer yolla
�!
G � ¬n eşitini bulal¬m.

�!
G � = �!g � + "�!g �

ifadesinde (3.1) deki eşitlikten
�!
g � ¬n de¼gerini yerine yazarak

�!
G � = �!g � + " (�!x ���!g �)

olur. Bu denklemde (2.80) eşitli¼ginden �!x � ¬n de¼gerini yerine yazarsak
�!
G � = �!g � + "

���!x � "��!r 2���!g ��
= �!g � + " (�!x ��!g �)� "� (�!r 2��!g �)
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bulunur. (2.56) ve (2.87) eşitliklerinden �!r 2 = �!r �2 = �!n � de¼gerini yerine

yazarsak
�!
G �
1 =

�!g � + " (�!x ��!g �) + "��!x �1

ve (2.94) eşitliklerinden �!x �1 ve �!g � de¼gerlerini yerine yazarsak

�!
G � = � ��gp

A

�!x 1 + 1+��np
A

�!g + "
h�!x ��� ��gp

A

�!x 1 + 1+��np
A

�!g
�i

+"�
�
1+��np

A

�!x 1 + ��gp
A

�!g
�

= � �� gp
A
�!x 1 +

1 + ��np
A

�!g + "��� gp
A
(�!x ��!x 1) + "

�
2
� gp
A
�!g

+"
1 + ��np

A
(�!x ^ �!g ) + "1 + ��np

A
�!x 1

olur. (3.1) eşitli¼gindeki (�!x ��!x 1) ve (�!x ��!g ) de¼gerlerini yerine yazarsak

�!
G � = � �� gp

A
�!x 1 +

1 + ��np
A

�!g + "
�
�
1 + ��n

�
p
A

�!x 1 + "
�
2
� gp
A
�!g

�" �� gp
A

�!
x 1 + "

1 + ��np
A

�!
g

= � �� gp
A

��!x 1 + "�!x 1�+ 1 + ��np
A

��!g + "�!g �+ "��1 + ��n�p
A

�!x 1

+"�
2 � gp
A
�!g

= � �� gp
A

�!
X 1 +

1 + ��np
A

�!
G + "�

�
1 + ��n

�
p
A

�!x 1 + "�
2 � gp
A
�!g

d¬r. (1.3) kullanarak

 
+"2�

�
1 + ��n

�
p
A

�!
x 1

!
ve
�
+"2�

2 � gp
A

�!
g

�
son eşitli¼ge
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eklenirse

�!
G � = � �� gp

A

�!
X 1 +

1 + ��np
A

�!
G + "�

2 � gp
A
�!x 1 + "�

�
1 + ��n

�
p
A

�!g

+"2�

�
1 + ��n

�
p
A

�!
x 1 + "

2�
2 � gp
A

�!
g

= � �� gp
A

�!
X 1 +

1 + ��np
A

�!
G + "�

�
1 + ��n

�
p
A

(�!x 1 + "
�!
x 1)

+"�
2 � gp
A
(�!g + "�!g )

olur. Gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa

�!
G � =

�� g � "�
�
1 + ��n

�
p
A

�!
X 1 +

1 + ��n + "�
2
� gp

A

�!
G

bulunur. Benzer yolla
�!
N � dual birim vektörü

�!
N � = �!n � + "�!n �

oldu¼gundan, (3.1) deki eşitlikten
�!
n � ¬n de¼gerini yerine yazarsak,

�!
N � = �!n � + "(�!x ���!n �)

olur. Bu eşitli¼ge (2.80) eşitli¼ginden �!x � ¬n de¼gerini yerine yazarsak

�!
N � = �!n � + "

�
(�!x � "��!r 2)��!n �

�
= �!n � + "(�!x ��!n �)� "�(�!r 2��!n �)

bulunur. (2.56), (2.89) eşitliklerinden �!r 2 = �!r �2 = �!n � de¼gerini yerine

yazarsak
�!
N � = �!n + "(�!x ��!n )� "�(�!n ��!n )
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veya
�!
N � = �!n + " (�!x ��!n )

olur. �!x ��!n = �!n oldu¼gu kullan¬l¬rsa

�!
N � =

�!
N

elde edilir.

O halde buldu¼gumuz bu denklemleri lineer denklem sistemi olarak yazarsak,

�!
X �
1 =

1 + ��n + "�
2
� gp

A

�!
X 1 +

�� g � "�
�
1 + ��n

�
p
A

�!
G

�!
G � =

��� g + "�
�
1 + ��n

�
p
A

�!
X 1 +

1 + ��n + "�
2
� gp

A

�!
G

�!
N � =

�!
N

(3.10)

şeklinde gösteririz.

(3.8) deki ifade de (2.94), (2.97) ve (2.99) ba¼g¬nt¬lar¬n¬(3.10) ile ili̧skilen-

dirdi¼gimizde,
�!
� �1=0 dual vektörünü

�!
X 1;

�!
G;
�!
N vektörleri cinsinden yazabiliriz.

(3.8) deki
�!
� �1=0 =

p
A
h�
� �g + "

��!
X �
1 � ��n

�!
G � + ��g

�!
N �
i
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eşitli¼ginde (2.94), (2.99) ve (3.10) ba¼g¬nt¬lar¬ndaki eşitlikleri yazarsak,

�!
� �1=0 =

p
A
�� g
A
+ "
�"1 + ��n + "�2� gp

A

�!
X 1 +

�� g � "�
�
1 + ��n

�
p
A

�!
G

#

+
p
A��g

�!
N �

p
A

 
�n + �

�
�2n + �

2
g

�
A

! 
��� g + "�

�
1 + ��n

�
p
A

�!
X 1

!

�
p
A

 
�n + �

�
�2n + �

2
g

�
A

! 
+
1 + ��n + "�

2
� gp

A

�!
G

!

=
� �g
A
+ "
� h�

1 + ��n + "�
2
� g

��!
X 1 +

�
�� g � "�

�
1 + ��n

���!
G
i

+
p
A��g

�!
N � (�n+�(�

2
n+�

2
g))

A

h�
��� g + "�

�
1 + ��n

���!
X 1

i
�(�n+�(�

2
n+�

2
g))

A

h�
1 + ��n + "�

2
� g

��!
G
i

ve gerekli sadeleştirmeleri yap¬p,
�!
X 1;

�!
G;
�!
N vektörlerinin parantezine al¬rsak,

�!
� �1=0 =

h� g
A

�
1 + 2��n + �

2 �
�2n + �

2
g

��
+ "
i�!
X 1

��n
A

�
1 + 2��n + �

2 �
�2n + �

2
g

���!
G +

p
A��g

�!
N

olur. (2.86) den 1 + 2��n + �
2 �
�2n + �

2
g

�
de¼gerini yerine yazarsak,

�!
� �1=0 =

�� g
A
A+ "

��!
X 1 �

�n
A
A
�!
G +

p
A��g

�!
N �

ve (3.10) kullan¬l¬rsa,

�!
� �1=0 = (� g + ")

�!
X 1 � �n

�!
G +

p
A��g

�!
N (3.11)

elde edilir. (2.41) deki ba¼g¬nt¬ile (3.11) ba¼g¬nt¬s¬n¬taraf tarafa ç¬kar¬rsak,

�!
� �1=0 = (� g + ")

�!
X 1 � �n

�!
G +

p
A��g

�!
N

�!
� 1=0 = (� g + ")

�!
X 1 � �n

�!
G + �g

�!
N
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oldu¼gundan
�!
� �1=0 �

�!
� 1=0 =

�p
A��g � �g

��!
N

ve buradan
�!
� �1=0 =

�!
� 1=0 +

�p
A��g � �g

��!
N (3.12)

olarak bulunur. O halde paralel regle yüzeyin Darboux üçyüzlüsünün ani h¬z¬

ile regle yüzeyin Darboux üçyüzlüsünün ani h¬z¬aras¬ndaki ba¼g¬nt¬y¬göster-

mi̧s olduk. (2.101) ba¼g¬nt¬s¬

p
A��g = �g +

�

A

"
� pg + �

�
� g
�n

�p#
(3.12) ba¼g¬nt¬s¬nda yerine yazarsak

�!
� �1=0 =

�!
� 1=0 +

 
�g +

�

A

"
� pg + �

�
� g
�n

�p#
� �g

!
�!
N

ve buradan
�!
� �1=0 =

�!
� 1=0 +

�

A

"
� pg + �

�
� g
�n

�p#�!
N (3.13)

bulunur. (3.12) eşitli¼ginde verilen ba¼g¬nt¬y¬reel ve dual k¬s¬mlar¬na ay¬r¬rsak,

�!
� �1=0 =

�!
W �

10 + "
�!
W �

10

=
�!
� 1=0 +

�p
A��g � �g

��!
N

=
�!
W 10 + "

�!
W 10 +

�p
A��g � �g

���!n + "�!n �
=

�!
W 10 +

�p
A��g � �g

��!n + " ��!W 10 +
�p
A��g � �g

��!
n

�
d¬r. Buradan dual say¬lar¬n eşitli¼gi kullan¬l¬rsa

�!
W �

10 =
�!
W 10 +

�p
A��g � �g

��!n (3.14)

ve
�!
W �

10 =
�!
W 10 +

�p
A��g � �g

��!
n (3.15)
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elde edilir.
�!
W �

10 ile
�!
W �

10 vektörleri iç çarp¬l¬rsa�
�!
W �

10;
�!
W �

10

�
=

�
�!
W 10 +

�p
A��g � �g

��!n ;�!W 10 +
�p
A��g � �g

��!
n

�

=

�
�!
W 10;

�!
W 10

�
+
�p
A��g � �g

�D�!
W 10;

�!
n
E

+
�p
A��g � �g

���!n ;�!W 10

�
+
�p
A��g � �g

�2 D�!n ;�!n E
olur. (3.1) eşitli¼gi ve �!n ortonormal bir vektör oldu¼gu kullan¬l¬rsaD�!n ;�!n E = h�!n ;�!x ��!n i = 0 (3.16)

d¬r. Dolay¬s¬yla�
�!
W �

10;
�!
W �

10

�
=

�
�!
W 10;

�!
W 10

�
+ (
p
A��g��g)

D�!
W 10;

�!
n
E

+(
p
A��g��g)

��!
W 10;

�!n
�

veya eşitli¼ginde iç çarp¬m i̧slemini skalar çarp¬m şeklinde gösterecek olursak�
�!
W �

10;
�!
W �

10

�
=

�
�!
W 10;

�!
W 10

�
+
�p
A��g � �g

��D�!
W 10;

�!
n
E
+

��!
W 10;

�!n
��
(3.17)

bulunur. Şimdi
�!
W �

10 ¬n kendisi ile iç çarp¬m¬n¬bulal¬m.

D�!
W �

10;
�!
W �

10

E
=

D�!
W 10 +

�p
A��g � �g

��!n ;�!W 10 +
�p
A��g � �g

��!n E
=

D�!
W 10;

�!
W 10

E
+
�p
A��g � �g

� hD�!
W 10;

�!n
E
+
D�!n ;�!W 10

Ei
+
�p
A��g � �g

�2
h�!n ;�!n i

d¬r. ·Iç çarp¬m¬n de¼gi̧sme özelli¼gi ve n ortonormal birim vektör oldu¼gundanD�!
W �

10;
�!
W �

10

E
=
D�!
W 10;

�!
W 10

E
+ 2

�p
A��g � �g

�D�!
W 10;

�!n
E
+
�p
A��g � �g

�2
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ve buradan

�!
W �2

10 =
�!
W 2

10 +
�p
A��g � �g

�2
+ 2

�p
A��g � �g

�D�!
W 10;

�!n
E

(3.18)

bulunur. (2.40) kullan¬l¬rsaD�!
� 10;

�!
N
E
=

D
(� g + ")

�!
X1 � �n

�!
G + �g

�!
N ;
�!
N
E

= (� g + ")
D�!
X;
�!
N
E
� �n

D�!
G;
�!
N
E
+ �g

D�!
N ;
�!
N
E

d¬r.
�!
X 1;

�!
G;
�!
N ortonormal vektörler olduklar¬ndan,D�!

� 10;
�!
N
E
= �g (3.19)

ve böylece (3.19) u reel ve dual k¬s¬mlara ay¬r¬rsak.D�!
� 10;

�!
N
E
=

�
�!
W 10 + "

�!
W 10;

�!n + "�!n
�

=
D�!
W 10;

�!n
E
+ "

��!
W 10;

�!n
�
+ "

D�!
W 10;

�!
n
E
+ "2

��!
W 10;

�!
n

�
olur. Buradan (1.3) gere¼ginde "2 = 0 oldu¼gundanD�!

� 10;
�!
N
E
=

D�!
W 10;

�!n
E
+ "

���!
W 10;

�!n
�
+

�
�!n ;
�!
W 10

��
= �g

d¬r, iki dual say¬n¬n eşitli¼gi kullan¬l¬rsaD�!
W 10;

�!n
E
= �g (3.20)

ve ��!
W 10;

�!n
�
+
D�!
W 10;

�!
n
E
= 0 (3.21)

bulunur.
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Paralel regle yüzeylerinde (2.70) eşitli¼gini i=1 için hesaplayal¬m.

��1 =

�
�!
W �

10;
�!
W �

10

�
D�!
W �

10;
�!
W �

10

E
bu eşitlikde (3.17) ve (3.18) den eşitliklerin de¼gerlerini yerine yazarsak

��1 =

�
�!
W 10;

�!
W 10

�
+
�p
A��g � �g

��D�!
W 10;

�!
n
E
+

��!
W 10;

�!n
��

D�!
W 10;

�!
W 10

E
+
�p
A��g � �g

�2
+ 2

�p
A��g � �g

�D�!
W 10;

�!n
E

olur.

(2.43) eşitlerinde
�!
W 10 ve

�!
W 10 eşitliklerini kullanarak

D�!
W 10;

�!
n
E
ve
��!
W 10;

�!n
�

eşitliklerini bulal¬m.

�!
W 10 = � g

�!x 1 � �n�!g + �g�!n

oldu¼gundanD�!
W 10; n

E
=

D
� g
�!x 1 � �n�!g + �g�!n ;

�!
n
E

= � g

D�!x 1;�!n E� �n D�!g ;�!n E+ �g D�!n ;�!n E
= � g h�!x 1;�!x ��!n i � �n

D�!g ;�!x ��!n E+ �g h�!n ;�!x ��!n i
= 0

bulunur.
�!
W 10 =

�!x 1 + � g
�!
x1 � �n

�!
g + �g

�!
n

oldu¼gundan��!
W 10;

�!n
�

=
D�!x 1 + � g�!x1 � �n�!g + �g�!n ;�!n E

= h�!x 1;�!n i+ � g hx1;�!n i � �n
D�!
g ;�!n

E
+ �g

D�!
n ;�!n

E
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d¬r. �!x 1;�!g ;�!n ortonormal vektörler olduklar¬ndan��!
W 10;

�!n
�

= 0 + � g h�!x ��!x 1;�!n i � �n h�!x ��!g ;�!n i+ �g h�!x ��!n ;�!n i

= 0 + � g0� �n0 + �g0

= 0

bulunur. Ayr¬caD�!
W 10;

�!n
E
=



� g
�!x 1 � �n�!g + �g�!n ;�!n

�
= � g h�!x 1;�!n i � �n h�!g ;�!n i+ �g h�!n ;�!n i

= �g

Yine bu ifade de �!x 1;�!g ;�!n ortonormal vektörler olduklar¬ndan

��1 =

�
�!
W 10;

�!
W 10

�
+
�p
A��g � �g

�
0 +

�p
A��g � �g

�
0 +

�p
A��g � �g

�2
0D�!

W 10;
�!
W 10

E
+ 2:�g

�p
A��g � �g

�
+
�p
A��g � �g

�2
=

�
�!
W 10;

�!
W 10

�
D�!
W 10;

�!
W 10

E
+ 2
p
A��g�g � 2�2g + A��2g � 2

p
A��g�g + �

2
g

=

�
�!
W 10;

�!
W 10

�
D�!
W 10;

�!
W 10

E
� �2g + A��2g

veya

��1 =

�
�!
W 10;

�!
W 10

�
D�!
W 10;

�!
W 10

E
+ A��2g � �2g

(3.22)

demektir. O halde (2.44) deki da¼g¬lma parametresi i = 1 için bulal¬m.

Da¼g¬lma parametresinin tan¬m¬ndan �i için �1 al¬rsak

�1 =

�
�!
W 10;

�!
W 10

�
�!
W 2

10
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d¬r. Bu ifade de
�
�!
W 10;

�!
W 10

�
yi uygun i̧slemlerle

�!
W 2

10�1 =

�
�!
W 10;

�!
W 10

�

yaz¬l¬r ve (3.22) eşitli¼gi kullan¬l¬rsa

��1 =

�
�!
W 10;

�!
W 10

�
D�!
W 10;

�!
W 10

E
+ A��2g � �2g

=

D�!
W 10;

�!
W 10

E
�1D�!

W 10;
�!
W 10

E
� �2g + A��2g

olur. Eşitli¼gin pay ve paydas¬n¬
D�!
W 10;

�!
W 10

E
ile bölersek,

��1 =
�1

1 +
A��2g � �2gD�!
W 10;

�!
W 10

E (3.23)

d¬r. E¼ger (2.101) ifadenin iki taraf¬na �g eklersek

p
A��g + �g = 2�g +

�

A

"
� pg + ��

2
n

�
� g
�n

�p#

ve ayn¬zamanda (2.101) ifadesinde �g yi eşitli¼gin iki tarafdan ç¬kar¬rsak,

p
A��g � �g =

�

A

"
� pg + ��

2
n

�
� g
�n

�p#

elde edilir. Bulunan bu iki eşitlik taraf tarafa çarp¬l¬rsa

(
p
A��g + �g)(

p
A��g � �g) = �

A

�
� pg + ��

2
n

�
�g
�n

�p�
(2�g +

�
A

�
� pg + ��

2
n

�
�g
�n

�p�
)

veya

�
A��2g � �2g

�
=
�

A

"
� pg + ��

2
n

�
� g
�n

�p# 
2�g +

�

A

 
� pg + ��

2
n

�
� g
�n

�p!!
(3.24)
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olarak bulunur. E¼ger
�
A��2g � �2g

�
= B al¬n¬rsa ve (3.22) de yerine yaz¬l¬rsa,

��1 =
�1

1 +
BD�!

W 10;
�!
W 10

E (3.25)

elde edilir.
�!
� �1=0 dual vektörü birim de¼gildir. O halde

�!
G �
1 a

�!
� �1=0 ¬n birim vektörü

kabul edip, Tan¬m 1.2.8 den

�!
G �
1 =

�!
� �1=0q

h�!� �1=0;
�!
� �1=0i

(3.26)

olur. (3.12) ba¼g¬nt¬s¬dan
�!
� 1=0 ¬n eşitini yazarsak

�!
G �
1 =

�!
� 1=0 +

�p
A��g � �g

��!
NrD�!

� 1=0 +
�p
A��g � �g

��!
N ;
�!
� 1=0 +

�p
A��g � �g

��!
N
E

dir. Bu ifadede, iç çarp¬m¬n lineerlik özelli¼gi ve
�!
N birim dual vektör oldu¼gu

kullan¬l¬rsa,

�!
G �
1 =

�!
� 1=0 +

�p
A��g � �g

��!
NrD�!

� 1=0;
�!
� 1=0

E
+ 2

�p
A��g � �g

�D�!
� 1=0;

�!
N
E
+
�p
A��g � �g

�2
olur. (2.41) gere¼gince

�!
� 1=0 = (� g + ")

�!
X 1 � �n

�!
G + �g

�!
N

olup,
�!
N ile iç çarparsak,D�!

� 1=0;
�!
N
E
=
D
(� g + ")

�!
X 1 � �n

�!
G + �g

�!
N ;
�!
N
E
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bulunur. (
�!
X 1;

�!
G;
�!
N ) ortonormal birim vektörler oldu¼gundanD�!

� 1=0; N
E
= � g + "

D�!
X 1;

�!
N
E
� �n

D�!
G;
�!
N
E
+ �g

D�!
N ;
�!
N
E

= 0
D�!
X 1;

�!
N
E
� �n:0 + �g:1

veya D�!
� 1=0;

�!
N
E
= �g (3.27)

elde edilir. (2.41) gere¼gince
�!
� 1=0 n¬n kendisi ile iç çarp¬m¬n¬yazarsak,D�!

� 1=0;
�!
� 1=0

E
=

D
(� g + ")

�!
X 1 � �n

�!
G + �g

�!
N ; (� g + ")

�!
X 1 � �n

�!
G + �g

�!
N
E

= (� g + ")
2
D�!
X 1;

�!
X 1

E
� (� g + ") �n

D
X1;

�!
G
E
+ �2n

D�!
G;
�!
G
E

� (� g + ") �n
D�!
G;
�!
X 1

E
+ �2g

D�!
N ;
�!
N
E
� �n�g

D�!
G;
�!
N
E

+(� g + ") �g

D�!
N ;
�!
X 1

E
� �n�g

D�!
N ;
�!
G
E
+ (� g + ") �g

D�!
X 1;

�!
N
E

olur. (
�!
X 1;

�!
G;
�!
N ) ortonormal bir sistem oldu¼gundanD�!

� 1=0;
�!
� 1=0

E
= (� g + ")

2 + �2n + �
2
n

= � 2g + "
2 + 2"� g + �

2
n + �

2
g

veya (1.3) gere¼ginceD�!
� 1=0;

�!
� 1=0

E
= �2n + �

2
g + �

2
g + 2"� g (3.28)

eşitli¼gini elde ederiz. (3.26) ba¼g¬nt¬s¬nda (3.27) ve (3.28) ba¼g¬nt¬lar¬ kul-

lan¬l¬rsa,

�!
G �
1 =

�!
� 1=0 +

�p
A��g � �g

��!
Nr

� 2g + 2"� g + "
2 + �2n + �

2
g + 2

�p
A��g � �g

�
�g +

�p
A��g � �g

�2
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bulunur. (1.3) den ve
��!
X 1;

�!
G;
�!
N
�
ortonormal bir sistem oldu¼gu kullan¬l¬rsa,

�!
G �
1 =

�!
� 1=0 +

�p
A��g � �g

��!
Nq

� 2g + 2"� g + "
2 + �2n + �

2
g + 2

p
A��g�g � 2�2g +

p
A��2g + �

2
g � 2

p
A��g�g

=

�!
� 1=0 +

�p
A��g � �g

��!
Np

� 2g + �
2
n + 2"� g + A�

�2
g

olur. Payda da �2g ekleyip ç¬kart¬rsak

�!
G �
1 =

�!
� 1=0 +

�p
Ag�g � �g

��!
Np

� 2g + �
2
n + 2"� g + A�

�2
g + �

2
g � �2g

yaz¬l¬r ve bu denklemde A��2g � �2g = B al¬n¬rsa

�!
G �
1 =

�!
� 1=0 +

�p
A��g � �g

��!
Np

� 2g + �
2
n + 2"� g + �

2
g + A�

�2
g � �2g

veya

�!
G �
1 =

�!
� 1=0 +

�p
A��g � �g

��!
Np

� 2g + �
2
n + 2"� g + �

2
g +B

(3.29)

birim vektörü elde edilir.

Bu ise, (3.25) formülün de belirtildi¼gi gibi, eksene te¼get helicoid bir hareket

belirtir.
� pg

�2n

�
� g
�n

�p = � pg
� pg�n � � g�pn

= � = sbt: (3.30)

ba¼g¬nt¬lar¬sa¼glan¬r. � sabit olarak seçilir ve � = � � al¬n¬rsa (2.101) ifadesi
p
A��g � �g = 0 olur ve buradan da B = 0 olur. Buna göre�p

A��g � �g
�
=
�

A

"
� pg + ��

2
n

�
� g
�n

�p#
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ve
� 2g

�2n

�
� g
�n

�p = � = ��
olursa

� pg = ���2n
�
� g
�n

�p
olur. Buradan � pg yerine eşitini yazarsak

p
A��g � �g = 0 ve buradan da

B =
p
A��g � �g olaca¼g¬ndan B = 0 bulunur.

(3.13) ba¼g¬n¬s¬nda
p
A��g � �g = 0 al¬n¬rsa

D�!
� �1=0;

�!
� 1=0

E
+
�p
A��g � �g

��!
N =

�!
� 1=0 + 0:

�!
N =

�!
� 1=0

veya
�!
� �1=0 =

�!
� 1=0 (3.31)

elde edilir.

(3.27) ba¼g¬nt¬s¬nda da
p
A��g � �g = 0 al¬n¬rsa

�!
G �
1 =

�!
� 1=0 +

�p
A��g � �g

��!
Np

� 2g + �
2
n + �

2
g + 2"� g +B

=

�!
� 1=0 + 0:

�!
Np

� 2g + �
2
n + �

2
g + 2"� g + 0

=

�!
� 1=0p

� 2g + �
2
n + �

2
g + 2"� g

=
�!
G 1

oldu¼gunu görülür. O halde
�!
G �
1 =

�!
G 1 (3.32)

dir. Benzer şekilde (3.23) ba¼g¬nt¬s¬nda
p
A��g � �g = 0 al¬rsak

��1 =
�1

1 +
BD�!

W 10;
�!
W 10

E = �1

1 +
0D�!

W 10;
�!
W 10

E = �1
1
= �1
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bulunur. O zaman

��1 = �1 (3.33)

elde edilir.
�!
� �1=0 ve

�!
� 1=0 birim olmayan dual vektörleri de ayn¬şekilde he-

likodal te¼get hareketi yapar

3.2 Paralel Regle Yüzeyin Darboux ve Blaschke

Vektörleri ·Ile ·Ili̧skisi

[R�1] paralel regle yüzeyinin (x
�) striksiyon çizgisi jeodezik ise veya ��g = 0 ise

o zaman (3.12) gere¼gince

�!
� �1=0 =

�!
� 1=0 +

�p
A��g � �g

��!
N

=
�!
� 1=0 +

�p
A:0� �g

��!
N

veya
�!
� �1=0 =

�!
� 1=0 � �g

�!
N (3.34)

elde edilir. (3.8) ifadesi

�!
� �1=0 =

p
A
h�
� �g + "

��!
X �
1 � ��n

�!
G � + ��g

�!
N �
i

olup,
�!
� �1=0 =

�!
� 1=0 al¬rsak,

�!
� �1=0 =

�!
� 1=0 =

p
A
h
(� g + ")

�!
X 1 � �n

�!
G + �g

�!
N
i

d¬r. ��g = 0 olursa, �g = 0 olur. Bu da

�!
� �1=0 =

h
(� g + ")

�!
X 1 � �n

�!
G
i

(3.35)
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oldu¼gunu gösterir. (3.35) ba¼g¬nt¬s¬n¬reel ve dual k¬s¬mlar¬na ay¬r¬r¬rsak,

�!
� �1=0 = (� g + ")

��!x 1 + "�!x 1�� �n ��!g + "�!g �
= � g

�!x 1 + "� g
�!
x 1 + "

�!x 1 + "2
�!
x 1 � �n�!g � "�n

�!
g

olur. (1.3) gere¼gince

�!
� �1=0 = � g

�!x 1 � �n�!g + "
�
� g
�!
x 1 +

�!x 1 � �n
�!
g
�

(3.36)

olacakt¬r. Dual say¬lar¬n eşitli¼gi kullan¬l¬rsa

�!
W �

10 = � g
�!x 1 � �n�!g

�!
W �

10 = � g
�!
x 1 +

�!x 1 + �n
�!
g

(3.37)

olarak elde edilir. Ayr¬ca (2.50) den

��1 =

�
�!
W �

10;
�!
W �

10

�
D�!
W �

10;
�!
W �

10

E
ifadesinde (3.37) ba¼g¬nt¬s¬yerine yaz¬l¬rsa

��1 =

D
� g
�!x 1 � �n�!g ; � g

�!
x 1 +

�!x 1 + �n
�!
g
E

h� g�!x 1 � �n�!g ; � g�!x 1 � �n�!g i

=
� g h�!x 1;�!x 1i+ � 2g

D�!x 1;�!x 1E� �n D�!x 1;�!g E� �n� g D�!g ;�!x 1E+ �2n D�!g ;�!g E
� 2g h�!x 1;�!x 1i � �n� g h�!x 1;�!g i � �n� g h�!g ;�!x 1i+ �2n h�!g ;�!g i

olur. (�!x 1;�!g ;�!n ) ortonormal vektörler oldu¼gundan

�!x 1 = 1 ;
D�!x 1;�!x 1E = h�!x 1;�!x ��!x 1i = 0D�!g ;�!g E = 0 ; h�!x 1;�!g i = 0D�!x 1;�!g E = 0 ;
D�!x 1;�!g E = h�!x 1;�!x ��!g i = 0D�!

x 1;
�!g
E
= 0
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d¬r.

Bu de¼gerleri yerine yazarsak,

��1 =
� g

� 2g + �
2
n

(3.38)

elde ederiz.

(3.33) birim olmayan dual vektördür. (3.33) deki
�!
� �1=0 vektörünü dual

birim vektör olarak yazal¬m.

�!
G �
1 =

�!
� �1=0q�!
� �21=0

=
(� g + ")

�!
X 1 � �n

�!
GrD

(� g + ")
�!
X 1 � �n

�!
G; (� g + ")

�!
X 1 � �n

�!
G
E

=
(� g + ")

�!
X 1 � �n

�!
Gr

(� g + ")
2
D�!
X 1;

�!
X 1

E
� 2 (� g + ") �n

D�!
X 1;

�!
G
E
+ �2n

D�!
G;
�!
G
E

bulunur. (
�!
X 1;

�!
G;
�!
N ) ortonormal vektörler olduklar¬ndan,

�!
G �
1 =

(� g + ")
�!
X 1 � �n

�!
Gq

(� g + ")
2 + �2n

olur. Gerekli hesaplamalar yap¬l¬rsa,

�!
G �
1 =

(� g + ")
�!
X 1 � �n

�!
Gp

� 2g + "
2 + 2� g"+ �2n

ve (1.3) den "2 = 0 kullan¬l¬rsa,

�!
G �
1 =

(� g + ")
�!
X 1 � �n

�!
Gp

� 2g + �
2
n + 2� g"

(3.39)

elde edilir.
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Ayr¬ca, (3.36) da belirlenen yöntemle bir helicoidal te¼get hareket ifade

eder.
�!
R 2 =

�!
R 2(s)

dual birim vektör taraf¬ndan oluşturulan [R2] dual regle yüzeyi için,

1

d2
=

� g
� 2g + �

2
n

(3.40)

dir.

[R2] regle yüzeyinin drali
1

d2
dir. Tan¬m 1.3.6 dan

1

d2
drali için,

1

d2
=

D�!r p2;�!r p2E
�!r p2;�!r p2�
oldu¼gunu biliyoruz. (2.26) eşitliklerinden

�!r p2 = �p�!r 1 + q�!r 3

�!
r p2 = �p�!r 1 � p�!r 1 + q�!r 3 + q

�!
r 3

ve
1

d2
eşitli¼ginde bunlar¬yerine yazarsak,

1

d2
=

D
�p�!r 1 + q�!r 3;�p

�!
r 1 � p�!r 1 + q�!r 3 + q

�!
r 3

E
h�p�!r 1 + q�!r 3;�p�!r 1 + q�!r 3i

=
p2
D�!r 1;�!r 1E+ pp h�!r 1;�!r 1i � pq h�!r 1;�!r 3i � pq D�!r 1;�!r 3E
p2 h�!r 1;�!r 1i � pq h�!r 1;�!r 3i � pq h�!r 3;�!r 1i+ q2 h�!r 3;�!r 3i

+
�pq h�!r 3;�!r 1i � qp h�!r 3;�!r 1i+ qq h�!r 3;�!r 3i+ q2

D�!r 3;�!r 3E
p2 h�!r 1;�!r 1i � pq h�!r 1;�!r 3i � pq�!r 3 + q2 h�!r 3;�!r 3i
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olacakt¬r. �!r 1;�!r 2;�!r 3 ortonormal birim vektörler oldu¼gundan,

h�!r 1;�!r 1i = h�!r 2;�!r 2i = h�!r 3;�!r 3i = 1;D�!r 1;�!r 1E = D�!r 2;�!r 2E = D�!r 3;�!r 3E = 0;D�!r 1;�!r 2E = D�!r 1;�!r 3E = D�!r 2;�!r 3E = 0;D�!r 1;�!r 3E = D�!r 2;�!r 3E = D�!r 1;�!r 2E = 0
dir. Bu eşitlikleri

1

d2
ifadesinde yerine yazarsak

1

d2
=
pp+ qq

p2 + q2
(3.41)

buluruz. (2.35) ve (2.36) daki eşitliklerden pp+qq ve p2+q2 eşitlerini yerlerine

yazarsak
1

d2
=

� g
� 2g + �

2
n

elde edilir.

Helicoidal te¼get hareketi, (3.31) deki birim olmayan vektör ile belirlenir,

bu [R2] dual regle yüzeyine eşittir.

E¼ger [R�1] paralel regle yüzeyinin (x
�) striksiyon çizgisi, dayanak e¼grisi ise,

� �g = 0 buradan da � g = 0 d¬r. (2.99) daki eşitliklerden, � �g = 0 ise � g = 0

olacakt¬r. Bu ifadeler (2.101) denkleminde kullan¬l¬rsa

p
A��g = �g +

�

A
[(0)p + ��2n(

0

�n
)p]

= �g +
�

A
(0)

veya
p
A��g = �g (3.42)
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bulunur. (3.12) denkleminde
�!
� 1=0 yerine (2.41) eşitli¼gini yazarsak,

�!
� �1=0 = (� g + ")

�!
X 1 � �n

�!
G + �n

�!
N +

p
A��g

�!
N � �n

�!
N

= � g
�!
X 1 + "

�!
X 1 � �n

�!
G +

p
A��g

�!
N

olur. � g = 0 ve
p
A��g = �n oldu¼gundan,

�!
� �1=0 = "

�!
X 1 � �n

�!
G + �g

�!
N (3.43)

elde edilir. (3.43) eşitli¼gini reel ve dual k¬s¬mlara ay¬r¬rsak,

�!
� �1=0 =

�!
W �

10 + "
�!
W �

10

= "
�!
X 1 � �n

�!
G + �g

�!
N

= "(�!x 1 + "
�!
x1)� �n(�!g + "

�!
g ) + �g(

�!n + "�!n )

= "�!x 1 + "2
�!
x 1 � �n�!g + "�n

�!
g + �g

�!n + "�g
�!
n

veya
�!
� �1=0 = ��n�!g + �g�!n + "(�!x 1 � �n

�!
g + �g

�!
n )

yaz¬l¬r. Dual say¬lar¬n eşitli¼ginden

�!
W �

10 = ��n�!g + �g�!n�!
W �

10 = �!x 1 � �n
�!
g + �g

�!
n

(3.44)

oldu¼gunu görürüz.

Şimdi de ��1 ifadesini bulal¬m,D�!
W �

10;
�!
W �

10

E
=



��n�!g + �g�!n ;��n�!g + �g�!n

�
= �2n h�!g ;�!g i � 2�n�g h�!g ;�!n i+ �2g h�!n ;�!n i

d¬r. Bu eşitlikte �!g ve �!n vektörleri ortonormal vektörler olduklar¬ndan,D�!
W �

10;
�!
W �

10

E
= �2n + �

2
g
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elde edilir. Ayr¬ca�
�!
W �

10;
�!
W �

10

�
=

D
��n�!g + �g�!n ;�!x 1 � �n

�!
g + �g

�!
n
E

= ��n h�!g ;�!x 1i+ �2n
D�!g ;�!g E� �n�g D�!g ;�!n E+ �g h�!n ;�!x 1i

��n�g
D�!n ;�!g E+ �2g D�!n ;�!n E

d¬r ve �!x 1;�!g ;�!n vektörleri ortonormal olduklar¬ndan,�
�!
W �

10;
�!
W �

10

�
= 0

bulunur. Böylece

��1 =

�
�!
W �

10;
�!
W �

10

�
�!
W �2

10

=
0

�2n + �
2
g

= 0

oldu¼gunu görülür. (3.43) birim olmayan dual vektör olup,

�!
G �
1 =

�!
� �1=0q�!
� �21=0

=
"
�!
X 1 � �n

�!
G + �g

�!
NrD

"
�!
X 1 � �n

�!
G + �g

�!
N ; "

�!
X 1 � �n

�!
G + �g

�!
N
E

veya
�!
G �
1 =

"
�!
X 1 � �n

�!
G + �g

�!
Nr

"2
D�!
X 1;

�!
X 1

E
+ �2n

D�!
G;
�!
G
E
+ �2g

D�!
N ;
�!
N
E

d¬r.
�!
X 1;

�!
G;
�!
N vektörleri ortonormal olduklar¬nda

�!
G �
1 =

"
�!
X 1 � �n

�!
G + �g

�!
Np

�2n + �
2
g
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bulunur.
�!
G �
1 eksene te¼get hareket yönünde kal¬r.

[R1] regle yüzeyinin ve [R�1] paralel regle yüzeyinin ani dönme eksenleri

ayn¬d¬r. (E�2=E0) ve (E2=E0) hareketlerinin ani h¬zlar¬ayn¬ve birim olmayan

�!
� �2=0 =

�!
� 2=0 = Q

�!
R 1 + P

�!
R 3

dual vektörleridir.

�!
G �
2 =

�!
G 2

=
Q
�!
R 1 + P

�!
R 3rD

Q
�!
R 1 + P

�!
R 3; Q

�!
R 1 + P

�!
R 3

E

=
Q
�!
R 1 + P

�!
R 3r

Q2
D�!
R1;

�!
R1

E
+ 2PQ

D�!
R 1;

�!
R 3

E
+ P 2

D�!
R 3;

�!
R 3

E
eşitli¼ginde (

�!
R 1;

�!
R 2;

�!
R 3) Blaschke üçyüzlüleri ortonormal bir sistem olduk-

lar¬ndan,
�!
G �
2 =

Q
�!
R 1 + P

�!
R 3p

Q2 + P 2

olur. Ayr¬ca

��2 = �2 =

�
�!
W 20;

�!
W 20

�
D�!
W 20;

�!
W 20

E
bulunur. Buradan

�!
� �2=0 =

�!
� 2=0

= (q + "q)(�!r 1 + "
�!
r 1) + (p+ "p)(

�!r 3 + "
�!
r 3)

= q�!r 1 + p�!r 3 + "(q�!r 1 + q�!r 1 + p
�!
r 3 + p

�!r 3)
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bulunur. Reel ve dual k¬s¬mlar¬n¬ay¬r¬rsak,

�!
W 20 = q�!r 1 + p�!r 3

�!
W 20 = q�!r 1 + q�!r 1 + p

�!
r 3 + p

�!r 3

elde edilir. Ayr¬ca.

��2 = �2

=
(q�!r 1 + p�!r 3)(q�!r 1 + q�!r 1 + p

�!
r 3 + p

�!r 3)
hq�!r1 + p�!r3 ; q�!r1 + p�!r3 i

=
q
D�!r 1;�!r 1E+ qq h�!r 1;�!r 1i+ pq D�!r 1;�!r 3E+ qp h�!r 1;�!r3 i

q2 h�!r 1;�!r 1i+ 2pq h�!r 1;�!r 3i+ p2 h�!r 3;�!r 3i

+
pq
D�!r 3;�!r 1E+ pq D�!r 3;�!r 1E+ p2 D�!r 3;�!r 3E+ pp h�!r 3;�!r 3i

q2 h�!r 1;�!r 1i+ 2pq h�!r 1;�!r 3i+ p2 h�!r 3;�!r 3i

ve �!r 1;�!r 2;�!r 3 ortonormal birim vektörler olduklar¬ndan,

��2 =
pp+ qq

p2 + q2

yaz¬l¬r. (2.35) ve (2.36) gere¼gince

��2 =
1

d2
=

� g
� 2g + �

2
n

olarak bulunur. O halde. ��2 = �2 bir eksene göre helicoidal hareket gösterir.
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