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OZET

Bu yiiksek lisans tezi ti¢ boliimden olugmaktadir.

Birinci boliimde Dual sayilar, Dual vektorlerin uzayi (D—Modul), Regle
yiizeyler ve egrilikler ile ilgi bazi temel kavram ve teoremler verilmistir.

Ikinci boliimde oncelikle regle yiizeyler ile ilgili bazi 6zellikler verilmis,
regle yiizeylerin paralel regle yiizeylerle iligkisi ortaya konulmustur.

Uciincii boliimde ise Paralel Regle yiizeylerin Blaschke ve Darboux iicyii-
zliileri kullanilarak ani dénme ve ani hizlar1 arasindaki bagintilar incelen-

migtir.
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SUMMARY

This master thesis consists of three chapters.

In the first chapter, we give some basic concepts such as dual num-
bers,ruled and parallel ruled surfaces and curvatures.

In the second chapter, first we give the some properties of ruled surface;
relations between ruled surfaces and parallel surfaces.

Finally, we have stated the instantenous and the instantenous velocities

for Darboux and Blaschke trihedrons on parallel ruled surfaces.
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Bolim 1

TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde caligmaya esas olan tanim ve teoremler referans gosterilmemis
olanlar harig, (Hacisalihoglu, 2004), (Hacisalihoglu, 1983) ve (Hacisalihoglu,
2000) kaynaklaridan alinmigtir.

1.1 Dual Sayilar

Reel sayilar ciimlesi (+) toplama ve (.) ¢arpma iglemlerine gore bir cisimdir.
Reel sayilar ctimlesi R ile gosterilir.

Tanim 1.1.1: V a,a € R olmak iizere bir A = a,a) ikilisine bir sirali
ikili denir.

Bu sekilde tanimlanan siral ikililerin R x R ctimlesi D ile gosterilsin.
D= {(a,a):a,a € R}

tizerinde iki i¢ islem ve bir esitlik su sekilde tanimlanir:

Tamm 1.1.2: A = (a,@) ve B = (b, ) olmak tizere

S:DxD—D



i¢ islemi
A®B=(a,a)® (b,b) = (a+b,a+b)
seklinde tanimlanir ve D deki toplama olarak adlandirilir.
Tamm 1.1.3: A = (a,a) ve B = (b, b)olmak iizere
©:DxD—D
i¢ iglemi
A®B=(a,a)® (b,b) = (a-b,ab+ab) (1.1)
seklinde tanimlanir ve ) ’deki ¢arpma olarak adlandirilir.
Tanim 1.1.4: A = (a,a) ve B = (b,l_)) € D igin

a=b,a=b

ise A ile B esittir denir ve A = B seklinde gosterilir.

Tanim 1.1.5: R reel sayilar ciimlesi olmak iizere
D=RxR

ciimlesi {izerinde toplama, ¢arpma ve esitlik islemleri yukaridaki gibi tanim-
lanmig ise D ciimlesine dual sayilar sistemi ve her (a,a) €D elemanina bir
dual say1 denir.

Teorem 1.1.1: (D, @, ©) iigliisii birimli ve degigimli bir halkadir.

Bu halkanin toplamaya gore birim eleman1 (0,0), ¢carpmaya gore birim
elemani ise, (1,0) dir.

Teorem 1.1.2: (D, &, ©) tigliisii bir cisim degildir.

Tanim 1.1.6: A # (0,a) ve X = (x,7) olmak iizere

AX =B
denkleminin bir tek ¢oziimii vardir. Gergekten Tanim 1.1.3. den

(az,aT +azx) = (b, D)



ve Tamim 1.1.4. den

X:(97a5—ab) (1.2)

a a?
olur ve dolayisiyla X € I elde edilir. X dual sayisina, B nin A ya boliimii
denir.
Teorem 1.1.3: Dual sayilar halkasi, R reel sayilar cismine izomorf bir
alt ciimleyi, alt cisim olarak kapsar (Hacisalihoglu, 1983).

Bu teoremin bir sonucu olarak, reel sayilar ciimlesine izomorf olan,
{(a,0) : a,0 € R}

dual sayilar ciimlesinin herbir elemani, izomorfu olan reel say1 ile gosterilebilir.
Kisaca,
(a,0)=a ve (1,0)=1

olarak alinabilir. Genel olarak bu notasyonu kullanacagiz ve ayrica “@®”

«

ve “©” iglemleri yerine “ 47 ve “.”

isaretlerini tercih edecegiz.

D halkasinda, (0,1) dual sayist dual birim olarak adlandirihr ve
e=(0,1)
ile gosterilir. Carpma isleminin tanimina gore,
e@e=¢>=(0,0)20 (1.3)

oldugu kolayca goriilebilir.

Teorem 1.1.4: Her A = (a,a) dual saysi,
A=a+cea, e=(0,1)

seklinde yazilabilir.

Tanim 1.1.7: Bir A = a + ca € D dual sayisindaki “a” reel sayisina A

@

nin reel kismi, “a” reel sayisina da A nin dual kismi denir.



Tanim 1.1.8: (0,1) = 1 dual sayisina D deki ¢arpma igleminin birim
elemani veya [ deki reel birim denir.
Teorem 1.1.5: Iki dual saymin carpim sifir ise, carpanlardan biri sifir
olmak zorunda degildir.
Tanim 1.1.9: 7 = z + 7 dual sayismin modiil degeri diye |z| reel
sayisina denir ve
|1Z] = |z +e7|

= |z]

ile gosterilir.

1.2 Dual Vektorlerin Uzay1 (D - Modiil)

DxDxD=D%={(A}, Ay, A3) : A, Ay, A5 € D}

ctimlesinin her bir eleman1 bir biiyiik harf ile gosterilirse,
A€ D?igin A = (A, Ay, A3) veya A = (A;); (i = 1,2,3) notasyonlarin-
dan birisi kullanilabilir.

Bu ciimle icinde asagidaki tanimlar1 verelim.

Tanim 1.2.1: Her A = (4;), B = (B;) € D? igin
A=Be A, =B , (i=1,2,3)
Tamm 1.2.2: Her A= (4;), B=(B;) € D? i¢in, (i = 1,2,3),
+:D¥x D* — D3

i¢ islemi

A+B=(A+B)

seklinde tanimlanir. Burada, A + B ye D? de A ile B nin toplam denir.



Tamim 1.2.3: A€ D ve Ac D3 igin,
+: D x D* — D?

dis islemi
AMA=(AN;) , (1=1,2,3)

seklinde tanimlanir. Burada A\.A ya A nin \ skalari ile carpimi denir.
Teorem 1.2.1: (D? +, ) sistemi D halkas: {izerinde bir modiildiir.
Tanim 1.2.4: (D3, +, ) iicliisiine D-Modiil ve bunun elemanlari olan siral

dual ticliilere, dual vektorler diyecegiz ve A = (A;) seklinde gosterecegiz.
Teorem 1.2.2: @, a € R (R3 ti¢ boyutlu reel vektor uzayim goster-

mektedir) olmak iizere D-Modiil de her bir A dual vektorit
A=T+ead , e=(0,1)eD

seklinde yazilabilir.

D-Modiiliin toplamaya gore birim elemani,

ol

6:64—5

seklinde gosterilir. Buna sifir dual vektorii denir.

- = - = 7 = .. o 1eus
Tanim 1.2.5: A = a +eca ve B = b +¢b dual vektorlerinin esitligi,

A=Be=d=bvea=0>0 (1.4)

ile verilir. Bu tanim 1.2.1 ile es anlamhdir.
Tanim 1.2.6: Her Z, B € D-Modiil igin,
(Yy: DPPxD? — D
g
(A8) — (AB)=(2.7)+(T7)+ (7.7 )
(1.5)

ile tanimlanan (, ) fonksiyonuna D-Modiilde bir i¢ garpim fonksiyonu denir.



L = - .
Tanim 1.2.7: Bir A = @ + ¢a dual vektoriiniin normu diye

=

e (R

dual sayisina denir.
Tanim 1.2.8: Normu reel birime karsilik gelen (1, 0) dual sayisi olan dual
vektore birim dual vektor denir.
Teorem 1.2.3: A # <6, g) € D-Modiil olmak iizere,
her A € D-Modiil igin,
ﬁ
Ag = (1.7)
birim dual vektoriine, A dual vektoriiniin ekseni denir.
- = - — =
Teorem 1.2.4 (E. Study): A = d +ca, a # 0 olmak iizere D-Modiil
de denklemi,

-0

olan birim dual kiirenin dual noktalar1, R? deki yonlii dogrulara birebir karsilik
gelir

Birim dual kiire tizerindeki bir A dual noktasini merkeze birlegtiren birim
dual yer vektorii,

— N —
A a

=a t¢

ise Teorem 1.2.4. den dolayi, cizgiler uzayinda bir tek yonlii dogruya karsilik
gelir. Burada @ € R? vektorii, bu yonlii dogrunun dogrultman vektorii,
7 € R3 vektorii ise, X bu dogrunun iizerinde bir nokta ve O bir baglangig

noktasi olmak {izere,

- =
a=0XANTa (1.8)

ile belirlenen bir moment vektoriidiir. Bu vektore, ¢izgiler uzayindaki dogru-

nun baglangica gore vektérel momenti denir.



Tanim 1.2.9 (Taylor Agilimi): Z =2+ 7 € D olmak iizere

f(2) = sz + 2P py + E A

P o]
(Z — Zy)

oo 22O 0 (Z0)
n:

["(Zo)

serisine f dual fonksiyonunun Z; € ) noktasindaki Taylor agilimi denir.
Bu tanim geregince, f dual fonksiyonunun Z; = 0 noktasindaki Taylor
acilim
flx+ex) = f(x) + e f'(2)
seklini alir. O halde, f(x +¢eT) = cos(z +€T) ve f(x+ex) = sin(x + €7)

dual fonksiyonlarinin 0 = (0,0) dual noktasindaki Taylor acihmlari;

cos(x +€T) = cosz —eTsinx

sin(x 4+ €Z) = sinx +eTcosw

olarak elde edilir.
Tanim 1.2.10: D-Modiil de ag, A ve B birer birim dual vektsr olmak
izere,
— —
cosd = < A, B>
— — —
ifadesi ile verilir. ® = ¢ 4 ep dual sayisina A ile B birim dual vektorleri

arasindaki dual ag1 denir.

Tanim 1.2.11: Her Z, B € D-Modiil dual vektorlerinin dig ¢arpimi
A:D?*x D — D?
seklinde bir i¢ islemdir ve

-
b

AANB = TAD +¢ (7/\ + E’A?) (1.9)

olarak tamimlanir.



Teorem 1.2.5: _A>, B gibi iki has dual vektoriin dis carpim sifir ise bu
dual vektorlerin eksenleri ¢akigiktir.
Tanim 1.2.12: Uzayda herhangi a, b, ¢ vektorlerinin bir vektorel ve bir

skalar carpiminin birlegsimi olan
(a,bAc)
skalar degerine bu ii¢ vektoriin karma ¢arpimi denir. Bu karma ¢arpim
{(a,b A c) =det(a,b,c)

dir (Kaya, R., 1996).
Dual anlamda:

- = —
A, B, C'" € D - Modiil dual vektoérlerinin karma g¢arpimi
f:DPxD*xD*— D

seklinde bir doniigiimdiir ve

—

f(A,B,C) = (A4
(a

olarak tanimlanir.
- = =
Tanim 1.2.13: A, B, C € D - Modiil has dual vektorler ve

ANi=ci+ec €D, 1<i<3, olmak iizere
— — - -

- = =
ise A, B, C has dual vektorleri lineer bagimsizdir denir.
Tamim 1.2.14: Z, §, 6’) € D - Modiil ve \; = ¢; +e¢; € D; ¢; # 0,
1 <7< 3 igin,
— — — —
)\1 A +)\2B +)\30 - 0



esitligi en az bir \; # 0 icin saglaniyorsa, Z, E), C dual vektorleri lineer
bagimlhidir denir.

Tanim 1.2.15: z , 1?2), zTg birim dual vektorlerinin R® deki temsil ettik-
leri yonlii dogrular bir noktada dik olarak kesigirlerse 21)7 Z; ve Zg: birim dual
vektorlerine ortonormal dual vektorler denir.

Tanim 1.2.16: Elemanlar1 dual sayilar olan bir A matrisine dual matris
denir ve

A=[A;],Aij = aij +€a;j, aij, @; € R
seklinde gosterilir.

Tanmim 1.2.17: D - Modiil iin bir S alt ciimlesi asagidaki iki ¢zellige
sahipse D - Modiil iin bir baz1 adini alir :

(7) S lineer bagimsizdir.

(17) Sp{S} = D - Modiil diir.

Yani, V A € D - Modiil elemani S deki sonlu sayida elemanin bir lineer
kombinasyonudur.

Tanmim 1.3.1: E", n-boyutlu Oklid uzayinda (n — 1)-boyutlu bir ytizey
veya (n — 1)-yiizey diye E™ deki bog olmayan bir M ciimlesine denir, 6yleki

bu M ciimlesi

M={xzeUCE"| f:U byl R, f(x)=r¢, U agik alt climle}

VP e M icin Vf |,# 0, biciminde tanimlanir.
Tanim 1.3.2: M; ve M,, E™ in iki hiperytiizeyi ve M; in birim normal
vektor alani,

9
N, = Zaia—%, a; € C=(M,R)

olsun. Eger, bir r € R sabit sayis1 ve VP € M; i¢in

f(P) = (p1 +ra1(P),...,pn + ran(P))
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olacak sekilde bir f : M; — M, fonksiyonu bulunabilirse, My ye M; in
paralel hiperyiizeyi denir.

Tanim 1.3.3: Bir dogrunun bir egri boyunca herhangi bir bigimde belir-
lenen hareketiyle olugturulan yiizeye regle yiizey denir.

Bagka bir tanimla, M C E? yiizeyi verilsin. VP € M noktasindan gecen,
E? iin M de kalan bir dogrusu varsa M bir regle yiizey ve P € M noktasin-
dan gecen ve M de kalan dogruya da M nin bir dogrultmani denir. Bir diger
tanimi ise; bir r egrisinin bir noktasindan gegen [ dogrusu r egrisi {izerinde
hareket etmesiyle elde edilen yiizeye regle yiizey denir. Bu durumda verilen
[ dogrusu regle yiizeyin anadogrusu ve r egrisi de regle yiizeyin dayanak
egrisi olarak adlandirilir.

[E3, 3-boyutlu Oklid uzaymda {0} C I C R olmak iizere diferensiyel-

lenebilir birim hizli bir egri
r. I —BE3
t—r(t) = (ro(t),r2(t) 5 (1))
olsun. Her t € I igin r(t) noktasindaki T, teget vektorii ile anadogrunun
dogrultman vektorii lineer bagimsiz olacak sekilde
l: R—E?

v — 1(v) = (r1(t) + vay(t), ro(t) + vas(t), rs(t) + vas(t))
dogrusunu segelim. Burada 1 < i < 3 olmak iizere a;(t) € R skalarlar1 r(¢)
noktasindaki anadogrunun dogrultman vektoriin bilegenleridir.

[ dogrusunun r egrisi boyunca hareket etmesiyle, (I x R, ¢) parametrizas-
yonu ile verilen bir
p: IxR — B3
(t,v) — (t,v) = (ri(t) +vai(t), ra(t) + vas(t), r3(t) + vas(t))
regle yiizeyi elde edilir. Bagimsiz bir parametreye bagh (oo') sayidaki (R)

dogrularinin ciimlesine regle yiizey veya 1s1n yiizeyi denir.
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Tanim 1.3.4: Bir ¢(t,v) regle yiizeyinde komsu iki dogrultmanin or-
tak dikmesinin esas dogrultman iizerindeki ayagina bogaz (merkez veya
striksiyon) noktasi denir.

Tanim 1.3.5: Bir ¢(¢,v) regle yiizeyinin anadogrusu dayanak egrisi
boyunca yiizeyi olugtururken bogaz noktalarinin geometrik yerine regle yiizeyin
bogaz (striksiyon) c¢izgisi (egrisi) adi verilir.

Regle yiizeyin dual vektorel ifadesi:

Bir regle yiizey, bir ¢ parametresine bagh X = )_(z(t) birim dual vektorel
fonksiyonu olmak iizere
T

X =7) +e7(t)

birim dual vektoriine

— —

| %] = J]ox]| = @.0
birim dual kiiresi iizerinde bir dual X noktas1 karsilik gelir. Biliniyorki;
bu noktaya da R?® de bir X dogrusu kargilik gelir. Boylece ¢t parametresi
degistikce
ﬁ
T

OX = X(t) = T(t) + T (1)

birim dual vektorii birim dual kiire tizerinde bir egri ¢izer. Bu egriye de R3
de bir regle yiizey karsilik gelir.
X dual egrisine regle yiizeyin dual kiiresel resmi denir. Birim dual kiire

fizerinde X = )_5(25) dual egrisinin
d® = dp + edp
dual yay elementi icin
19? — <d)_5,d)_5> _ <)_5 )_5> dt?
yazilabilir. Tanim 1.1.4 den yukaridaki ifade

402 = (d7,dT) ve dpdp= <d?,d%’>
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seklinde elde edilir. d® dual biiyiikliigii bilindigi gibi )_()(t) ve )_()(t+dt) komsu
birim dual vektorler arasindaki dual ac1, yani bu iki birim dual vektoriin birim
dual kiire tizerindeki ug noktalarinin dual kisimlarina )—(Z(t) ve ?(t +dt) birim
dual vektorlerine regle yiizeyde karsilik gelen komsu iki anadogru arasindaki

acl ile bu komsu iki anadogru arasindaki en kisa uzaklik karsilik gelir.
<d)_5, d)_5> — (d7,dT) + 2 <d?, d§>> 4 <d§>, d%>>
dual ifadesi, i¢ carpim olmasi nedeniyle koordinat degisimlerine karsi degismezdir.
Bu nedenle,
<d§iJ?>ve<d§id§>
reel biiyiikliikleri de koordinat degigimlerine karsi degismezdir. Dolayisiyla
onlarin oram regle yiizeyin en basit (yani en kiigiik mertebeden) diferensiyel

degismezi olur.

Tanim 1.3.6:

<

d
=

1 —
ifadesindeki p biiyiikliigiine regle yiizeyin ¢ parametresine ait olan X anadogrusu

v_dv (1.11)

—
x?

—
x?

boyunca dagilma parametresi veya dral i denir. Bagka bir deyisle; reg-
le yiizeyin komsu iki anadogrusu arasindaki en kisa uzaklhigin bu iki komsu
anadogru arasindaki agiya oranina regle yiizeyin dagilma parametresi (drali)
denir.

S S —
Tanim 1.3.7: R; = Ry(s) bir regle yiizeyi ve bir dual ag
O =04 £l = sbt
olsun. O zaman [R]] regle yiizeyi,
— — —
Ri(s) = Ry cos© + R3sin ©

bi¢iminde bir birim vektoriiyle ifade edersek, [R;] regle yiizeyine [R;] regle

ylizeyinin paralel regle yiizeyi denir (Nizamoglu, S. ; 1986).
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1.3 Egrilikler

Tanmim 1.4.1: Egri tizerindeki bir P noktasi egriyi ¢izerken T', N, B vektorleri
degisirler, dolayisiyla kiiresel gostergeleri olusutururlar. Egrinin 7, N, B g
ayaklisinin her s aninda, bir eksen etrafinda, ani helis hareketi yaptig1 kabul
edilir. Bu eksene egrinin s paremetresine kargilik gelen « (s) noktasmdaki
Darboux veya ani donme ekseni denir. Bu eksenin yon ve dogrultusunu
veren vektor,
T N B
W=1tT+kB=NAN=| 0 1 0
-~ 0 7
B ile W arasindaki ac1 ¢ ile gosterilirse
ko= [[Wllcoso
T = [[W]sing

dir. W vektorii yoniindeki birim vektor C' ise
Wl =v72+ K220

olmak {izere,
T K

— T+ —
w1

C= B

olur. x ile 7 nmin yerleri degistirilirse,
C =sin¢T + cos B

oldugu gortliir.
= — e 2 A
Tanim 1.4.2: W = W, + ew, dual vektoriine (X, G, N) Darboux
hareketli {i¢yiizliisiiniin ani donme vektorii adini verelim. Dual vektoriimiizii

H H H . . . . . .
X1, G, N nin lineer bilegenleri cinsinden

— — — —
W:Ale—I-AQG +A3N
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yazalim. Burada

= —A;N + A3G
ve
— e
G = WAG
— — — —
_ (Ale—AQG—i—AgN)/\G
— —
= A1N+A3X1
ve benzer olarak
— — =
N' = WAN
— — — —
— —
- —A1G+A2X1

—

— = — - =
olur. Burada X, G, N ile X}, G', N' vektorlerini i¢ garparsak A;, Ay, As

"=

Ay =
A3:

katsayilar:

=l =bal
al ==l

N~

elde edilir. Bu degerler
— — — —
W=A4,X1+AG + A3N
vektoriinde yerine yazilirsa

— —
— p—
W = wo+ewy

(@M R (WRVT Ay

bulunur. Burada w, vektorii ani dénme vektorii, w vektoriimiiz ise ani

hiz vektorii olarak tammlamr (Ugurlu, H., H., 1997).
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. . . é H é .

Tamm 1.4.3: E? de bir «a egrisi boyunca (7', N, B) ortonormal bir
sistem tegkil ediyorsa, (T), N), l_3>) iigytizliisiine Frenet {igyiizliisii denir.

Tamm 1.4.4: M C E? | M yiizey; a M iizerinde bir egri ve egrinin bir
noktadaki tegeti o' olsun. Bu tegeti birinci bilesen )_51 olarak alir ve egrinin
normalini N olarak alirsak, bu iki vektore de dik olacak gekilde G=NA ?1

. . . H H H H H . . . .
segtigimizde (X1,G = N A X1, N) biciminde olugan ortonormal sisteme
Darboux iigyiizliisii denir.

Tanim 1.4.5: M C E? ve (o, M) M iizerinde bir gerit olsun. ﬁl, bu
yiizeyin dogrultman vektorii ve ]_%)2, dogrultmanin o noktadaki normali olmak
iizere I—i’>1 ve ﬁg vektorlerinin olugturdugu diizleme dik iigiincii vektor
— — — - = — .

R3s = Ri A Ry olsun. (Rq, Ry, R3) ortonormal iigyiizliisiine bir Blaschke
ligytizliisii denir.
N

Tamim 1.4.6: o, F2 de bir egri olsun. a nin Darboux {icytizliisii ()?1), E’), N)

olmak iizere,

[y

Py = <)75> (1.13)

egriligine geodezik egrilik denir.
. . — = =
Tanim 1.4.7: «, E3 de bir egri olsun. o min Darboux iigyiizliisii (X1, G, N)
olmak iizere,

P, = <)?{ﬁ> (1.14)

egriligine normal egrilik denir.
. . — = —
Tanim 1.4.8: «, £ de bir egri olsun. « min Darboux iigyiizliisii (X1, G, N)
olmak iizere,
— =
T, = <G',N> (1.15)
egriligine geodezik torsiyon veya geodezik burulma denir.

Tanim 1.4.9: M egrisi (I, «) Koordinat komsgulugu ile verilmig olsun.

a,b € I olmak tizere, a dan b ye M egrisinin yay uzunlugu diye, egrinin



a (a) ve a (b) noktalar1 arasindaki uzunluguna kargilik gelen

/||a(t)||dt te 1
b

reel sayisina denir.
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Bolim 2

PARALEL REGLE
YUZEYLER

2.1 Regle Yiizeyler

Bu kisimda, Blaschke iigyiizliisii, Blaschke ve Darboux iigyiizliileri arasindaki

bagintilar ve Regle yiizeylerin ani hizlar1 ele alinmigtir.

2.1.1 Blaschke Ugyiizliisii

Tanim 1.3.3 den bogaz ¢izgisinin yay uzunlugu s olmak iizere [R;] regle
yiizeyini

ﬁl = ?1 (S) ‘|‘5?

(s) (2.1)

dual birim vektoriiyle ifade ederiz.

17



18
—
Kiiresel R (t) egrisinin dual uzunlugu igin
S1o = [l dt
b
= J|[7 o
= [/ Rt
ve buradan
— —
S, = [ <R‘1, R'1>dt
= [Pdt
= [(p+ep)dt
dir. ]_%>3 (t) egrisinin dual uzunlugu igin de
Sy = [+ Rdt
- —
= J(ByRy)
= [Qdt

— Jlg+ead

elde edilir. Boylece

/pdt,/ﬁdt,/th,/(_]dt

integralleri regle yiizeyinin integral invaryanti olurlar.

- = =
Regle yiizeyine bagh olmak iizere (R, Ro, R3) ligyiizliisiinii ele alalim.

pP=1\/Rn2 (2.2)
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olmak {izere,

— —
R == Rl
— ﬁ'
— — —
R3 = R1 X RQ
- — —
den ibarettirler. R, Ry ve Rj3 {in geometrik yorumuna bakalim.
ﬁ birim dual vektor oldugundan,
— — — —
<R,R>:HRH:HR1 —1 (2.4)

é
dir. (2.3) den R, yerine esitini yazarsak,

- — ﬁ' ]_%‘ 1 /—» —
<Rz,Rg> - <F’?> - ﬁ<R',R‘> ~ 1 (2.5)

olur. (2.4) iin t ye gore tiirevini alirsak,

ve buradan,
—_ =
<R',R> —0 (2.6)
elde ederiz (Blaschke, W., 1949).

— — =
Birbirine yakin R ve R + R* gibi iki dogrunun dik olarak kesigmesi i¢in
— —
<R,R*> —0 (2.7)
olmas: sartindan faydalanarak,
— =
(Fs, R) =0

bulunur. Ayrica
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olur. Dolayisiyla,

- = — - = —
<R3,R3> = <R1XR2,R1XR2>
— — |12
= ”R1XR2‘
— = — = — = — =
- <R17R1><R27R2>_<R1)R2><R27R1>
— —\ 2
(E.R)
= 1—-
P
— =
dir ve (2.6) daki esitlikten <R7 R‘> nin degerini yerine yazarsak,

- =
<Rg, R3> —
bulunur. Goriildiigii iizere,

H—>

Ry

7

R

_ Hz_z’gH =1 (2.8)

dir.
- = = —
(R1, Ro, R3) iigylizliisii ortonormal dual vektordiir. Bu iigytizliiniin R,
- = —
R,, R3 dogrularinin = kesisme noktasi, R iizerindedir ve bu nokta komsu
— —
dogrultmana en kisa uzakhiga sahiptir. Rj3 dogrusu R; dogrultmanina dik
_>
yiizeyin bogaz noktasindaki tegetidir. Rq ise yiizeyin bogaz noktasindaki
— —
normalidir. R; ve Ry den gecen diizlem asimtot diizlemini verir.

Simdi bu tigytizliimiiziin tiirev denklemlerini inceleyecek olursak,

— —
Ry = Y auR, (2.9)
denklemini kullanarak,
=, — — —
R1 = &11R1+G12R2+@13R3
=, — — —
R2 = CL21R1+CL22R2+CL23R3

=, — — —
R; = as R+ anRy+aszsR3
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lineer denklem sistemi yazilir. Simdi regle yiizeyine bagl olmak iizere ﬁk

vektoriiniin katsayilar: icin asagidaki,
==
4y = <Rkl, R,> (2.10)
bagintisini kullanabiliriz.
]_%>k ve T%)l ortonormal dual vektorlerinin i¢ ¢arpimlarini alirsak,
— =
<Rk,Rl> R
— =
<Rk,Rl> =1, k =1
— =
olur. < e R l> bagintisinin tiirevini alirsak,
— =\ — = —_ =
(Ro. Bi) = (B R+ (R R))
- = - =
= <Z ap Ry, Rl> + <Z ag R, Rk>

= Y ay <§z, §l> + > aw <§k7 ]_3)19>
=0

(2.11)

— — - —
buluruz. Rj ve R; ler birim dual vektor olduklarindan, <Rl, Rl> =1 ve

- —
<Rk, Rk> — 1 dir. O halde
— —\!
<Rk: Rl> = Y ag+d ar = 0 (2.12)
veya

Qi = —Qk

dir. (2.12) den dolayn,

air+a1 = 0 = a1 = 0
Ao+ a3y = 0 = ap = 0
ass+azzs = 0 = az3 = 0
ve
aipg+ay = 0 = a2 = —ax
azt+az = 0 = a3 = —az

as+azp = 0 = ap = —as
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oldugu goriiliir. Buldugumuz bu esitlikleri, (2.9) daki lineer denklem siste-

minde yerine yazarsak

=3 — — — —
Ry = apRy+aisRs = appRy—as R
=3 — — — —
Ry = anBRi+apsRs = awRs—ank;
=3 — — — —
Ry = asiRi+azpRy = a3 Ry —axRs

seklindedir. Bu katsayilar1 bulmak igin (2.10) esitliginden faydalanalim.
=, = — — =
<R17 Rz> = <a12R2 + a3 R3, R2> = a2
dir. Ayrica (2.3) den dolay1 Z_%>‘1 esitligini yerine yazarsak,
— = — =
<R‘1, Rz> - <PR2, R2> —p
olur. O halde

a12:P

é . ﬁ .
bulunur. Benzer yolla R ile Rj3 ii i¢ ¢arparsak,

= = — - —
<R1,R3> = <a12R2+a13R37 R3>

= a3

ve (2.3) den T%)‘l niin esitini yerine yazar ve (2.11) esitligini gozoniinde bu-

lundurursak,
- = - =
(RByTs) = (PR»y)
- =
— P(F2 Ry)
= PO
= 0
oldugunu goriiriiz. O halde
a1z — 0

elde edilir. Benzer yolla ao3 iin esitini bulalim. Bunun i¢in

= =
23 = <R27R3>
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ﬁ
ve (2.3) den 6nce R, esitinin tiirevini alirsak,

— — —
Rg = R1><R2
- =
R xR

B P

olmasi dolayisiyla,
_>I
Q23 = < 2 R3>

— = —
B det R’ _RI7 RH
B P

bulunur. ass yerine @) yazilirsa,

(2.13)

- = —
R,R‘,R”
P2

agsy = Q = det (
. . =g v e e ) o . . . o .
ifadesi R3 dual egrinin dual uzunlugu i¢in integral invaryanttir. aj; matrisi

ters simetrik matristir. Bu yiizden (2.12) den dolay,
ap = P =— ay = —P
a3 = 0 = azy = 0

axzy = @ = azx = —Q
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dir. O halde buldugumuz bu katsayilar: tiirev formiilleri i¢in yazdigimiz lineer

denklem sisteminde yerlerine yazarsak,

— —

R, — PR,

f?z' = —P§>1 + Qﬁ?) (2.14)
=2 —

R3 = —QRz

elde ederiz.
. . é H H . . . .
Simdi Rq, R, R3 birim dual vektorlerini reel ve dual kisimlarina ayirip,

(2.14) deki denklemde yerine yazalim. O zaman

— —
R, = PR,

ve

T o= pTy (2.15)
ﬁ
bulunur. Benzer yolla, R,
— — —
R, = —PR1+QRs
— —
egitliginde P, @), R1 ve R3 reel ve dual kisimlar ile birlikte yazilirsa

— —
Ty tery = —(p+523)<7>1+5F1>+(q—|—sc‘1)<73+6F3>
= —pT1+qTs+e (—p?l —Pr+qT s+ q?3)

bulunur ve Tanim 1.1.4 den,

75 = —p7>1+q7>3 (2.16)
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olur. Benzer yolla,
=, —
Ry = —Q R»

esitligi reel ve dual kisimlar: ile birlikte yazilir ve diizenlenirse,

5 = —(¢+¢9 (7’2+5?2>
— =g ——
= —qr2+€(—qrz—qr2)

ve Tanim 1.1.4 den,

olur. Buna gore 7'y, 179, 1’3 Blaschke vektorlerinin tiirevlerini 77y, 9, '3

cinsinden lineer olarak yazarsak,

—> —

= PTa2

Ty = —pTi+qrs (2.18)
— —

rs = —qTa2

elde edilir.

2.1.2 Blaschke ve Darboux Ugyiizliileri Arasindaki Bagin-

tilar

Bogaz ¢izgisinin yay uzunlugu s olmak iizere [R;] regle yiizeyini
]?I = 71 (8) + ET 1 (s) dual birim vektorleriyle temsil edelim. [R;] regle
yiizeyinin bogaz ¢izgisi (z) olsun. Bogaz ¢izgisi iizerindeki her z noktasin-
daki, Blaschke ticyiizliisii (771, 72, 7'3) ve Darboux ticytizliisii
(71 =7",7 x 71 = ¢, n) olmak iizere, bunlar arsinda bagmtilar vardir.

Sekil 1 den aralarindaki bagintiy
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r2
n
r
\ —
X
a
) f
Sekil 1

gorebiliriz.

7’1 vektoriinii 7, ve T3 reel bilegenleri cinsinden aralarmdaki aciyi ¢
kabul ederek yazalim.

Yukaridaki sekilde goriildiigii tizere, « yiizey egrisinin iizerindeki bir P
noktasindan gecmek iizere, 71 ve 73 vektorlerinin olusturdugu diizlemde
bulunan birim vektdér 7’7 olsun. 7', vektoriine dik ve P noktasindan gecen

ve

—
r

3|

(2.19)

2 pum
esitligini saglayan birim vektor 7 olsun. Yine P noktasindan gecen, 7', ile
7 birim vektorlerine dik olan iiciincii birim vektor de ¢ (¢ = 2, A7) dir.

Sekil 1 den goriildiigii tizere

sing = E
st
veya
g = sing|| 7|
dir. Ayrica
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ya da
p = cosol|| T
yazilir. 7'} vektorii birim dual vektor oldugundan, || Z';|| = 1 dir. Buradan
q = sing
D = cos¢

olacaktir, o halde

q2+ﬁ2 = sin¢2+cosgz$2

(2.20)
=1
elde edilir. 7', lineer bilesenler cinsinden
Ty = qT.+DT3 (2.21)

seklinde yazilir. 7’7 vektorii yardimi ile ¢ Darboux vektoriiniin esitini bu-

lalim.

g = WA@GTL+DTs)
= q(WAT)+p(WATS)
burada (2.19) dan 7 nin esitini yazarsak
g = @(T2AT)+D(T2ATs)
= q(=73)+p(7) (2.22)
——

elde edilir. 27¢, ¢, n" Darboux vektorlerinin 1", 7’5, 1’3 Blaschke vektorleri

cinsinden esitleri asagidaki gibi

— —— _—

Ty = qri1+prs

g = DPri—qrs (2.23)
— —

n = T 9
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olur.

Simdi (71, 79, 7'3) Blaschke iicyiizliisiiyle (7’1, ', ) Darboux iigyiiz-
liisti arasindaki iligkiyi ifade edelim: Bir « egrisi alalim ve bu egrinin herhangi
bir P noktasindaki tegeti 71 olsun. P noktasindan gecen ve 71 vektoriine
dik olan vektor 7', dir; yine P noktasindan ge¢mek tizere 7' ve 75 nin
vektorel carpimindan olusan ticiincii vektor de (773 = 71 A 7'5) dir.

(2.23) esitliklerden faydalanarak, 71, 7 5, 7 5 Blaschke vektorlerini 7'y, ¢,

— . . . .
n Darboux vektorleri cinsinden yazalim.

7’1 ve ¢ nin esitliklerinden yararlanarak lineer denklem ¢oziimii yaparsak,

—
T

sy

H
1 T3
— —
g T

i~

3

olur ve taraf tarafa toplarsak,

dir. (2.20) den
Ti = qz1+DPg (2.24)
elde edilir. 75 vektoriiniin esitligini benzer yolla gosterecek olursak

—— — —
pri = pgq

— —_ —
—q49 = —9qp
ve taraf tarafa topladigimiz zaman,
pr1—-79 = (@ +D") 75
olur. (2.20) deki esitligi yerine yazarsak,
Ty = Pr1—G9 (2.25)

bulunur. Ayrica (2.19) dan 7, = 7 dir.
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r’1, 79, 13 Blaschke vektorleriile 2’1, ¢, m Darboux vektorleri arasinda

T, = qT1+Dg
?2 = 7 (2.26)
— —— ——
ryg = pri1—4g

esitliklerini buluruz.
T'1,7q, n vektorlerinin tiirev denklemlerini kendileri cinsinden lineer bile-
senleri olarak yazalim. Once katsayilarmimn elde ediligini inceleyelim.
?‘1 = al?l + (12? + CLgH>
esitligini 7', ile i¢ carparsak, (2.7) ve (2.8) den
(71, 71) = a(T1,71) +ax (¢, 1) +ag (W, 71)

bulunur. Ayrica

oldugundan

CL1:O

elde edilir. Ayni denklemi 7§ ile i¢ carparsak,

<?‘1,?> = a1.0+a2.1+a3.0

s a2
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bulunur. Ayni denklemi 7’ ile i¢ carparsak,
<?|1’ %}> = <?17 W> + ag <?7 H>> + ag <H>7 W>
veya denklemi (2.7) ve (2.8) den,

<§>‘1, ﬁ> = CL1.0 + (12.0 + a3.1

—= ag

ve Tanim 1.4.7 den <?'1, W> = p,, degerini yazarsak,

as = p,

katsayis1 bulunur. Buldugumuz degerleri @', = a,7 1 +ay ¢ +as7 esitliginde
yerine yazarsak,

L= P g (2.27)
elde edilir.

¢’ lineer bilesenler cinsinden

—_— |

g = b T +b g +bs

seklinde yazilir. Bu denklemi sirasiyla @1, ¢, 7 ile i¢ carpalim. (2.7) ve

(2.8) den

<7‘7 ?1> = bl <?17 ?1> + b2 <?) ?1> + b3 <Wa ?1>

olur.
[(?7 ?1>]‘ = <7|7 ?1> + <77 ?|1> =0

yazilir. Tanim 1.4.6 dan

dir. Dolayisiyla,
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ve
bl = _pg

elde edilir. ¢ ile i¢ carparsak, (2.7) ve (2.8) den,
(979) = b(71,7g)+b:(g,7g) +bs(7,7q)
— by
ve (2.6) esitliginden (¢, ¢') = 0 oldugu icin,
by =0
bulunur. Benzer yolla 7 ile i¢ carparsak, (2.7) ve (2.8) den

<7|7 W> = bl <?17 W) + b2 <77 W) + b3 <ﬁ7 ﬁ)>

ve Tanim 1.4.8 egitliginden

dolayisiyla,

olarak bellidir. Katsayilar1 yerlerine yazarsak,

—

g = —p,T14TM (2.28)

olur.

—_— . . . .

1" lineer bilegenler cinsinden
— —> — —>
n' = cri1+cg +czn

seklinde gosterelim ve 7', ile i¢ carparak, (2.7) ve (2.8) esitliklerini gozoniinde

bulundurursak,

<W';?1> = 01<?1,?1>+C2<
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bulunur. (2.7) esitliginden ortonormal vektorler igin,

ve boylece
(7. 71) = = (7.7 =~ (7L7)
dir. Tanim 1.4.7 den <?‘1, ﬁ)> = p,, esitligini kullanirsak,
€1 = —Pn

elde edilir. 7' lineer denklemimizi g ile i¢ carparsak, (2.7) ve (2.8) den

(0',q) = e (71, 79)+ e

ve
(7. F) =~ (7.7) = (7 7)
oldugu goriiliir. Tanim 1.4.8 den (¢, ') = 7, esitligini kullanirsak,

olur. Benzer yolla 7" ile 7 i¢ carpilirsa, (2.7) ve (2.8) den

(', m) = (T, 0)+ e
fr— 63

dir. (2.6) esitliginden (7', 7’) = 0 oldugundan

03:0
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bulunur. 7' lineer denkleminde buldugumuz c;, cs, c3 katsayilar1 yerlerine
yazarsak,

%ﬁ — _pn?I_Tg?} (229)

elde edilir. O halde Z'},7¢", n' vektorlerini lineer denklen sistemi olarak

yazarsak,
— — —
Ty o= p 4,7
?I — _pg?1 + Tg%) (230)
— — —
no= —pPprT1—Tgg

seklindedir. p,, 7y, p, biiyiikliikleri sirasiyla (x) bogaz cizgisinin normal egri-
ligi, geodezik torsiyonu ve geodezik egriligi anlamina gelir. Simdi de (2.18) ve
(2.26) daki esitliklerden faydalanarak regle yiizeyine bagh p, p, ¢, ¢ invaryant-
lar ile p,,, 7, p, biiytikliikleri arasindaki bagntilar1 bulalim.

(2.26) dan 7 vektoriiniin tiirevini alirsak,

7 77.1+77, 77 +79" (2.31)

Ty = ¢71+qTy+DP g +Dg

seklindedir. (2.18) ve (2.31) deki bagintilar1 birbirine esitlersek,

pi = TT1+G(py g +p, ) +D

= T2 (7 —Dp,) + 7 (@, +7) + 7 (qp, + PTy)
—
g

bulunur. Bu esitligin iki tarafindaki @1, ¢ ve 7 vektorlerinin katsayilarmi

birbirine esitlersek,

q—ppy, = 0 ve gp,+p = 0

ve buradan

]|

Py = ve p, = —— (2.32)

3
B



bulunur. (2.32) deki iki egitliklerde gerekli iglemler yapilirsa,
PP+ @) = 7°+p°
elde edilir. (2.20) den p? + @* nin esitini yerine yazarsak,
pz — 6\2 +]—?|2

bulunur.

(2.26) esitliginin her iki tarafinin tiirevini alirsak,

T
2_7?)

—
r

ve boylece (2.16) ve (2.29) daki egitlikleri yerine yazarsak,

— — — —
—Pri+qrs = p,T1—T49g

34

(2.33)

olur. Bu son esitligin sol tarafindaki 77 ve 73 vektorlerinin yerine (2.26) daki

esitlerini yazar ve ortak carpan parantezine alirsak,

—p(@7T1+D9¢)+qPpT1—Tg) = —p,T1—7T47
(=pg+ qp) @1 — (7 + pP) g = P, T1—T,9

oldugu goriiliir. Bu esitligin iki tarafindaki 7, ve ¢ vektorlerinin kat-

sayilarin1 birbirine esitlersek,

Pn = DPq—qp
ve
Tg = pp + qq

bulunur.

(2.34)

(2.35)

Daha once elde ettigimiz (2.34), (2.35) den p,, ve 7, esitliklerinin karelerini

alip toplarsak,
pp+72 = (p7—ap)’ + (qa+ pp)’
— PP+ PP+ T+ P
= P+ (@ +p)
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ve (2.20) goz oniinde bulundurulursa g + p? in esitini yerine yazarsak,
P+ T =0+ ¢ (2.36)

elde ederiz.
[Ry] : Ri(s) = 71 + &7 regle yiizeyi iizerindeki () = 7" = z (s) strik-
siyon cizgisi tizerinde bir nokta z olsun. 7'y, ¢, 7 ve 7 (i = 1,2, 3) vektor-

lerinin vektorel momentleri (1.8) den dolay:

T, = T AT

g — . —

g = TNGg

- . (2.37)
n = AN

F,o= TAT, i=1,2,3

seklindedir.
- = =
[Ry] regle yiizeyimizin her = noktasim Blaschke (R, R2, R3) ve Darboux
- = — — — —
(X1, G, N) tigyiizliileri ile iligkilendirek, X ; vektoriinii Ry ve R3 bilegenleri
cinsinden yazip, (2.21) deki esitlige benzer olarak lineer bilegenler cinsinden

yazilirsa,
— —
X1 = qR1+DR;

olmalidir.
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® 2|

X

Sekil 2
- = = —
G = N A X, oldugunu biliyoruz. Esitlikte X; dual birim vektorii yerine

— —
R, ve Rj3 Blaschke vektorleri cinsinden degerini yazarsak,

—

— =
G = N A X1
— — —
— NA (aRl +]3R3)
- = - =

= q(NAER) +5(NATs)
ve dolayisiyla Darboux ve Blaschke iigyiizliilerinin normalleri birbirine egit
oldugundan

—

—
N = R,

ﬁ
dir. N yerine esitini yazar ve ortonormal vektorler olduklarini gozoniinde

bulundurursak,
— — — — —
G = G(Rz/\ Rl) —i—ﬁ(Rg/\ Rg)
_—) _—>
= PRy —qR3
— — —
olur. X1, G ve N Darboux vektoleri
— = =
X1 = qR1+DpPR3
G = pR,—GRs (2.38)
— —
N = R,
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seklinde yazilir.
(2.38) lineer denklem sistemininin ¢oziimiinden ﬁl,ﬁg ve ]_%>3 kolayca
hesaplanabilir. )_51 ve G vektorlerinin esitliklerinin her iki yanini p ve 7 ile

carparak Rq, Ro ve R3 vektorleri X1, G ve N vektorlerini cinsinden hesap-

layalim.
= o =
qX1 = ¢ R1+pqR;
= = —
pG = DP°R1—pqR;
buradan (2.20) goz oniine alinirsa
— — —
X1+0G = (¢ +7°) Ba
H
= Ry

veya

— — —
Ry =9X,+DpG
elde edilir. Benzer yolla ﬁg dual birim vektoriinii;

= = 5
pX, = qR.1+D

é
R;
= = o3
-qG = —-pqR,+q¢ R3

ifadesini taraf tarafa toplarsak,

= = o N
pX1—-qG = (¢ +7°) Rs
ﬁ
— R3

olur veya

- = =
bulunur. R, Ry, R3 vektorlerini
— = =
R, = ¢X,+pG
— —
Ry = N

— = =
R; = pX,—-4qG

(2.39)

seklinde yazariz. Yani Blaschke vektorleri, Darboux vektorleri cinsinden

yazilmig olur.
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X1, G', N' vektorlerini X, G, N dual vektorleri cinsinden yazalim. X

birim dual vektoriinii

~ — g
X1=214+e7

olarak yazariz. (2.37) den ?1 dual vektoriiniin egitini yerine yazarsak
)_51 =T 1+e(T AT

olur. Bu esitligin tiirevini alirsak

Xy = Zi+e(@ANTh)+e(TATY)

dir. 7', = 7' ve (2.27) den 7'} yerine esitini yazarsak,

—

Xy = p+p, g +e(TIANT)+e[TA(p, 70 +p,9)]
= pH+p, g +e0+ep, (T AT)+ep, (T AG)

ve (2.37) den

s — g -
Xl = pnn+pgg +€pnn+€pgg
= 1, ?+5?)+pn(ﬁ+gﬁ)
— —
= pgG +p N

elde edilir.

H
Benzer yolla, G birim dual vektoriiniin esitini gosterirsek

6—>

g

=g +teg
(2.37) den 3 dual vektoriiniin egitini yazarsak
G=7+e(7

=G +e(TANY)

é
olur. G egitliginin tiirevini aldigimizda



39

yazilir. 71 = 7' ve (2.28) den ¢ yerine esitini yazilirsa,

—

G' = —pg?l%—TgW%—s +6[?/\(—pg?1—|—797)]
o+

H
n
= —p,T1+T, €N —ep, (T NT 1) +ery (T AT)

veya (2.37) den (@' A @'1) ve (7' A 1) esitlerini yerlerine yazarsak,
H
G = —p,T14+7,0 +en — 5pg%}1 +eTy

g
n

— g — — g
= Py T1—EPgT 1+ TgN +EN +ETGN

ﬁ
= —ng1+(Tg+€)7+€Tgﬁ
=0

bulunur. (1.3) den 227 ifadesini ekledigimizde, esitligi bozmayacaktir. Gerekli
diizenlemeleri yapip, ortak carpan parantezine alirsak,

=
n

3l

— —
G = —p, X1+ (e+T7y) W +eTgn 4

H
= —p, X1+ (e+7y)
elde edilir. Benzer yolla

birim dual vektoriinde (2.37) den 7 yerine egitini yazdigimizda,
N=T+e(TAT)

olur ve egitligin her iki tarafinin tiirevini alirsak,

N' = _,Onyl — Tg? +é (?1 N W) +¢€ [? N (_pn?l — 7'97)]
= _Pn?l - 7'9? +en — EPp (? A E>1) - 57—97 (? A ?)
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bulunur. 52§> ifadesini ekledigimizde esitligi bozmayacaktir. Gerekli diizen-
lemeleri yapip ortak carpan parantezine aldigimizda,

—

H
N' = _anl_(Tg""g)?_ng?)_gz?
H
= _anl_(Tg+5) 7+5§>)
— —
= _pnxl_(Tg_'_g)G

- = —
oldugunu goriiriiz. X, G' ve N' Darboux vektorleri cinsinden

— — —

Xy = p,G+p, N

G = —pXi+(E+7y)N (2.40)
— — —

N' = —anl—(Tg+€)G

_>| _>|
Xl 0 pg Pn Xl
— —
G'| = —»p, 0 (Tg+¢) G'
— —
N' —p, —(14+¢) 0 N'

—

S — e S —
olur. (2.14) esitliginde R, R;, RY vektorlerini R;, R2, R3 Blaschke vek-

torleri cinsinden

— —

Rll - PR2

— — —
R, = —PR,+QR;
=, —

Ry = —QR,

yazilabilecegini gostermistik. Dolayisiyla bu esitlikleri lineer matris formunda

yazacak olursak,

N
R} 0 P 0 R
— —
Ry |=]|-P 0 Q Ry
— —
Ry 0 —-@Q 0 Rs

olur.
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2.1.3 Regle Yiizeylerin Ani Hizlar1

- = —
Eo(X,Y, Z) sabit eksenli sistemin merkezi olarak belirtilsin.

Ey(X1, G, N)ve Es( Ry, R, R3) eksen sistemleri, sabit sisteme gore hareketli
olan eksen sistemleri olsun. Matris formunu hesaba katarsak, Darboux E;
Olciisiiniin hareketinin ani donme vektorleri, Ey sabit olciisii ile ilgili olarak
bulalim.

Hareket halinde olan (FE;/FEp) ani hizini (ani dénme vektorii)

— — =
I'ijo=Wio+eWio

—_ = —
FEy in Ey sabit eksenli sistemle ani hizi, (X1, G, N) Darboux vektorlerinin

bilegenleri cinsinden Tanim 1.4.2 den
— — =\ = - =\ = — =\ =
T = <N, G‘> X+ <X1, N‘> G+ <G, X'1> N
- = =
dir. (2.40) dan X}, G', N' vektorlerinin egitlerini yazarsak,
— — — —\ — — — —\ =
T = <N, —p, X1+ (e +7y) N> X+ <X1, —p X1~ (ry+¢) G> G
" —\ =
+<G,ng +pnN>N
olur. I¢ carpimn lineerlik 6zelligini kullanirsak,
— — = — =\ = — — — —\1 =
[y = |:<N7X1>+(Tg+€)<N,N>i| X1+ [,09<G,G>+,On<G,N>] N
- = — =\ =
+ [—pn<X1,X1> —(Tg+€> <X1,G>:| G

ve bu egitlikte ()—(21, (_j, ﬁ) Darboux {igytizliisii ortonormal bir sistem oldugun-

dan,
— — — —
i = [0+ (1g+6) 1 X1+ [=p,1 = (74 +€) 0] G + [p,1 + p,0] N
— — —
= (tg+e) X1—p, G +p,N
ve boylece,

— — = — — —
Cijo=Wi+eWi=(1g+¢) X1—p,G +p,N (2.41)
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—_ = —
oldugu goriiliir. Ani dénme vektoriindeki X1, G, N dual birim vektorlerini

reel ve dual kisimlariyla birlikte yazarsak,

H
Ty = (14+¢) (?1 + 6§1> — P <7 + 5?) ( 5%)
= TyT1— png +p T +€(Tgl“1+ xl—pﬁ ﬁ) (2.42)
H
= W10 + €W10
oldugundan
H
W10 = 79?1 — pn? -+ pgﬁ
= - = — — (2.43)
W10 = Tg131+ T1—pPn 9 —i—pgn

elde edilir.
Hareket halindeki (E5/Fp) ani hizim1 Tanim 1.4.2 den faydalanarak,

- = =
(R1, Ry, R3) Blaschke vektorleri cinsinden tanimlarsak,
— — =
Lo = Wag+eWo
— =\ = - =\ = - =\ =
- <Rg, R'2> R+ <R1, R‘3> R+ <Rg, R'1> Rs
- = =
dir. (2.14) den R\, R5, R} vektorlerinin esitlerini yazarsak,

—

?2/0 = <R37_PR1 +QR3> Ry + <R1, QR2> Ry + <1—%>2,P]—D:2> R3
© [p(RaT s o7 | T [0 )] T
(7R R

olur ve (]_%)1, R, 7%3) ortonormal dual vektorler olduklarindan,

!

— — — —
Iy = [PO+Q.1 Ry +[-Q.0] Ry + [P1] R
— _ (2.44)
= QR+ PR3
bulunur. F)g /o ani hiz vektoriinii reel ve dual kisimlara ayirirsak,
=g N\ [— g N [— -
Lo = (¢+¢€79) (r1+er1> + (p+ €p) (r3+5r3>
= ¢T1+pT3+te (q?l FGT A pT s+ p?}) (2.45)
—>

— .
= W20 + ?EWQO
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ve boylece ani hiz vektoriiniin reel ve dual kisimlar:

—)
Wy = qr1+p73

. (2.46)
Wao

q?l +q71 +p?3 +DT3
olarak bellidir (Ugurlu, H., H., 1997).
Burada ?1 /0 Ve ?2/0 dual vektorleri birim degillerdir. Ani hiz vek-

—
torlerinin birim vektorlerini G; olarak alip, birim vektorlerini elde etmeye

caligalim. (1.7) den

d, = (1=1,2) (2.47)

dir. Tanim 1.2.8 dual birim vektor tanimindan,

o S —
= <W10,W10> W

%
— Wio Wio 10
Y N L 1 T )
_ Tgxl pn?+pgn
RN
= — — —
n —Tg TgTp—n g +psMn

T+t pg VTt Tt et
(2.48)

)



elde edilir. Benzer yolla ?2 /o birim dual vektorleri igin

T
Gy -
r 2/0
— =
W20 + €W20

— = 2
(W20 + €W20)

dir. Tamim 1.2.8 deki dual birim vektor tanimindan

— =
— = Wag, W —
= Wao W < % 20> W
Gy = T T€ — - 2 —
[l *\ [Pl [ [

qr1+pT3

VPt N
qT1+qT1+pTs+PTs _ _qg+pp q?1+p?3>

VP2 + @2 VPP+e® /P4

+e

bulunur.

?i /0 ani hiz vektoriiniin dralini ); ile gosterirsek,
— — =
Lio=Wio+eWy

olmak iizere, Tamim 1.3.6 tanim geregince,

—
\ — (Wio, Wap)
T = =
(Wio, Wao)
ve ¢ = 1 i¢in \; e bakacak olursak,
—
A — (W10, Wio)
1 — = —
(W10, Who)

dir. (2.43) den

l
!
!
3

<Tg?1_pn7+pgﬁ77—gxl+El_png +10g >

A =
' <Tg?1 - pn?} + pgﬁ)7 Tg?l - png> + pgﬁ>

44

(2.49)

(2.50)
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olur ve buradan da 7', ¢, 7 birim dual vektorler olduklarindan uygun hesapla-
malarla
Tg

) VN —

oldugunu goriiriiz. Benzer yolla ¢ = 2 i¢in Ay yi Tanim 1.3.6 Dral tanimindan,

dir ve (2.46) dan

— —
<q7’1+p73,qF1+§7’1+p73+;573>

Ny —
? <q7>1 + p737 C]71 + p7>3>

49 + pp
VPt ¢
bulunur. (2.35) ve (2.36) esitliklerini yerlerine yazarsak,

-
DU
2 g 7_3 (2.52)

elde edilir.
— — . .. —
Wio ve Wy vektorleri (2.42) ve (2.45) vektorlerinin reel kisimlandir. Wg
ve Wg() vektorleri ise (7’1, ¢, ) ve (71, T, T3) iicliilerinin ani dénme
vektorleridir. Hareket halindeki striksiyon ve z noktasindaki hiz vektorleri

= =
(2.42) ve (2.45) in dual kisimlart Wiy ve Wy dir (Ugurlu, H., H., 1997).

2.2 Paralel Regle Yiizeyler

2.2.1 Paralel Regle Yiizeyin P* ve Q* Invartantlariyla
Iliskisi
[R;] regle yiizeyini ve Blaschke iigyiizliisiinii gozoniinde bulundurarak,

ﬁl = ﬁl(s) regle yiizeyi ve © = 0 + €6 = sbt bir dual agis1 tanimlayalim.
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Paralel regle yiizeyi,
— — —
R} = Ricos©® + R3sin® (2.53)

birim dual vektorii ile gosterebiliriz (Blaschke, W., 1949).

[R3], regle yiizeyini gozoniine alarak, (2.53) denkleminin tiirevini alirsak,

— — —
R} = R} cos©® + Rysin©

dir. (2.14) den ]_%)‘1 ve ]_%)‘3 degerlerini yerlerine yazarsak,

— — —
R} =PR3cos0 + (—QR3)sin©

bulunur. Denklemi kendisi ile i¢ ¢arpar, (2.8) den I—%>2 nin birim dual vektor

olugunu gozoniinde bulundurarak gerekli islemleri yaparsak,

\/T%n{‘? = \/J—é% (P cos© — Qsin©)°

= (Pcos© —QsinO)

olur. Buna gore, T%)T n tiirev denklemini kullanarak

B Ry(Pcos® —Qsin®
Fro B R (Pcos®-Qsin®) 3 (2.54)

/ﬁ,{lg (Pcos® — QsinO)

. - — . . o
elde ederiz. R}, R5 ve R ortonormal dual bir sistem oldugundan

— — — — —
R% = R} A Rj dir. Bu egitlikde R7 yerine (2.53) deki esitini ve R yerine

(2.54) deki esitini yazalim.

—

— — —
R; = (RlCOS@+R3Sin@>/\R2
= cos© (]_%)1 A ]_%)2> A +sin © (]_%)3 A I_%)2>

- = = L o
bulunur. (R, Ro, R3) iigyiizliisii ortonormal bir sistem oldugundan,

— — —
R =cos©OR3 —sin®R; (2.55)
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oldugunu goriiriiz. Elde ettigimiz bu esitlikleri lineer denklem sistemi olarak

yazarsak,
— — —
R7 = Ricos©+ R3sin®© (2.56)
— —
R = Ry
— — —
R = Rj3cos® — R;sin®©

olarak belirtilir. Ayrica agiklamalardan yola ¢ikarak (2.2) ve (2.13) bagin-
tilarim gozoniine alarak P* ve (Q* invaryantlarimin egitliklerine bakalim. Pa-

ralel regle yiizeyler icin integral invaryantlarin

P* =/ R} (2.57)

—_ = =
(RT’ R}‘\’ RTH)
ﬁT\Z

ve

Q" =

(2.58)

olduklarn agiktir. (2.53) den ]_i‘{ in egitini yazalim ve daha sonra tiirevini
alalim,
— — —
R} = R} cos©® + Rysin©
— —
ve (2.14) den R ve R} bagmtilarinin esitini yerine yazarsak,
— — —
R} = (PRQ) cos © + <—QR2> sin ©
— —
=PRycos® —QRysin©®
ya da
— —
R} = Ry (Pcos®© — QsinO) (2.59)

olur. (2.57) den Z—ﬁ‘z nin esitini (2.59) dan yazarsak,

P = \/(Pcos@—Qsin@)2

buradan da

P*=Pcos® — Qsin© (2.60)
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elde edilir. (2.59) daki denklemin tiirevini alarak ﬁf” nin esitini bulalim.
]_%*{” = (ﬁ’{')l = [(P cos © — Qsin O) ]_%2}' = (Pcos©® — QsinO) ]_%>‘2
(2.61)
ve (2.14) deki egitlikten 7%)‘2 nin esitini (2.61) de yerine yazarsak

— — —
R}" = (Pcos® — Qsin©) (—PR1 + QR3> (2.62)

- = —
esitligini buluruz. R}, R} ve R}" esitlerini (2.53), (2.59) ve (2.62) bagin-
tilarini (2.58) deki @Q* denkleminde yerine yazarsak,

- = =
(Ri R’y Ry)

—>
*12
Ry

Q*

— — — — —
[(Rl cos ©+ R 3 sin @),(Pcos O—-Qsin®) Ra,(P cos ©—Q sin 6)(*PR1+QR3)]
(P cos ©—Q sin ©)2

[(P cos © — Qsin ©)° (ﬁl c0s© + Rysin @) ,R>, (—Pﬁl + Qﬁg)]

(Pcos® — Qsin©)

_ [(1_%1 cos© + Rysin @) R, <—P]_%)1 + Qﬁ?’)]

ve Tamim 1.2.12 den

— — —

QF = <<]_3:1 cos © + ﬁgSiH@) A R, (—PRl + QR3>>
= <cos @I—i;g +sin © (—]_%>1> , (—Pl—fl + Q§3)>
- — - —
— Qcos® <Rg, Rg> 4 Psin® <R1, R1>
I
olur. Ry, Ry, R3 ortonormal birim vektorler olduklarindan,
Q" = QcosO + Psin© (2.63)
elde edilir. O halde P* ve Q* biiytikliiklerini © agist ile iligkilendirdigimizde

P* = Pcos©® —Qsin0O (2.64)
Q¥ = Psin®+ QcosO
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bagintilar1 bulunur.

P ve @) bagintilar invaryanttirlar ve
© =0 +ef = sbt

dual agis1 olmak {izere [R?] regle yiizeyinin P* ve Q* biiyiikliikleri de aymi za-
manda invaryanttir. Boylece s parametresi de [R;] regle yiizeyinin invaryant
parametresidir. (2.64) deki biiyiikliiklerin reel ve dual kisimlarin1 Tanim 1.2.9
daki Taylor agilimi yardimiyla bulalim. P*, Q*, P ve () dual sayilar1 agagidaki
gibidir;

Pr=p"+ep', Q@ =q¢ +eq, P=p+ep, Q=q+eq, (2.65)
(2.60) daki esitliginde Tanim 1.2.9 daki sin © ve cos © nin agilimlarini yazarsak,

= (p+ep) [cost —efsinb] — (¢ + £7) [sinf + £ cos 0]
= pcos@—qsin@—l—g(ﬁcos@—@sin@—gpsine—gqcosﬁ)

dir. Reel ve dual kisimlarin esitliginden,

p* = pcosf — gsinb (2.66)

= Pcosh —Gsind — Opsinf — g cos

elde edilir. Tanmim 1.2.9 dan faydalanarak (2.66) nin bulunuguna benzer yolla

(2.64) deki Q* esitligini reel ve dual kisimlarina ayiralim.

O = ¢ +c7
= Psin® + QcosO
= (p+ep) [sinf + e cosb] — (¢ +£q) [cosf — efsin )]
= psin@—qcos@—l—a[ﬁsin@+§cos€+§(pcos€—qsin@)}



reel ve dual kisimlarin egitliginden,

qg" = psinf — qcosf

—x

= psind +gcosf+ 0 (pcosh — gsinb)

seklinde buluruz. Eger 6 = 0 segilirse (2.66) daki egitlikler

*

p =p
ve
P =p—0q
bulunur. Benzer sekilde # = 0 alimirsa (2.67) daki bagintilar
9 =4q

ve
7 =q+0p

bulunur. Ayni islemler birde § = 0 secilerek tekrarlanirsa

p* = pcosf —gsinb
qg* = psinf + qcosf
p° = pcosfh —gsinf
" = psinf + gcosb

olacaktir.

2.2.2 Paralel Regle Yiizeylerin Egrilikleri

[R;] regle yiizeyinin (z*) striksiyon ¢izgisinin geometrik yerini bulalim.

Paralel regle yiizey olma bagintisindan,

fo /] — [Ri]
P — f(P)=P+ra(P)

50

(2.67)

(2.68)

(2.69)

(2.70)

(2.71)

(2.72)

(2.73)
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dir.
Paralel regle yiizey tanimi geregince, paralel regle yiizeyin bogaz ¢izgisini

T* ve T 5 yi yiizeyin normali olarak alirsak,
T =T AT, (2.74)

seklinde yazariz. Bu esitligin s parametresine gore tiirevini alirsak,

dz* dxr d\_, dT s
= — + — A
ds ds ds T2t ds

olur, yani

T =T NT AT

bulunur. Burada 7' = 2’y = §7 1 + P73 oldugu goz oniine almir ve (2.16)

da 7 nin esitini 1 k
5 sitini yerine yazarsak,

T = T+ AT A(—pT 1+ qT ) (2.75)
= @=A)T1+@+X) T3+ N7
veya
T =T =0T+ (2.76)

oldugundan, Tamm 1.3.7 den (2.56) daki esitlikleri reel ve dual kisimlara

ayirdigimizda
T = cosfT | +sinf73
Ty o= (2.77)
7; = —sinf7 1+ cosf7 5

elde edilecegi agiktir. Bu denklemleri (2.76) denkleminde yerine yazarsak,

—

T = (q"cos® — p*sinf) 71 + (7" sinf +p* cos ) 75
dir. Bu esitligi (2.75) bagintisi ile esitlersek,

(G—Ap) = q"cosf —p*sinf
(P+Aq) = q'sinf+ p*cosd
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ve burada 6§ = 0 alirsak

¢ = q=M
pr= ptAg
oldugunu goriiriiz. (2.66) ve (2.67) egitliklerinde 6 = 0 aldigimizda (2.69) ve

(2.71) den

(2.78)

K

7 = p-0g

s

T = q+0p
oldugunu biliyoruz. (2.78) ile (2.69) ve (2.71) birlikte ele alirsak,

0=-\ (2.79)
elde ederiz. (2.74) denkleminde (2.79) kullanilirsa

=T 07 (2.80)

*

olarak striksiyon cizgisinin geometrik yerini buluruz. ='* striksiyon cizgisi
tizerindeki herbir z* noktasi bir [R}] regle yiizeyinin Darboux ve Blaschke
tigytizliilerine kargilik gelir.

Eger (75,75, 7% ve (T% = T, ¢* = W* A T% 0*) srasiyla taban
tigliileri ise o zaman birim baz vektorleri ve bunlarin s parametresine gore
tiirevleri arasindaki bagintiya bakalim. [Rj] regle yiizeyinin z* bogaz ¢izgisini

s* yay uzunluguna gore belirttigimizde

TR da™ d —*—>>|<

iTae S 4Tt (2.81)
olur. Oyleyse
ds* ?
ds )
- K@* 14 >+<q L) 4 (73T + (5T 7))

(2.82)
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buluruz. §*? + p*? ifadesine A dersek

d *
va=_ e (2.83)

veya
A=q2+p* (2.84)

dir. (2.69) ve (2.71) deki bagntilar1 (2.84) denkleminde yerine yazarsak,

A = g24+pe
— (g+0p)" + (p—0q)° (2.85)
= P+P+0 @ -5 +0 (7 +¢)

bulunur. (2.20) den g* + p? in esitini, (2.33) ve (2.36) esitliklerinde yerlerine

yazarsak,

A=1420p,+0 (0> +72) (2.86)
elde edilir. 7'% nii s* parametresi cinsinden ifade edersek,

., dT* da*ds dr* 1 T

V' dst ds dst ds JA VA

. o — . e e e .
ve (2.75) den s parametresine gore 7'} nin esitini yerine yazarsak,

—
T

7% —k Tk —k Tk
Ty @ Uritp s

! A VA

olur. Buradan,
]_7* ?)*
VA P

. . . — cpo e . .
buluruz. Benzer yolla s* parametresi cinsinden ¢ * 1 esitini gosterelim.

(7'*,g*, W*) Darboux iicyiizliisii ortonormal bir tigyiizliidiir. Buradan,

— —>

olacaktir. (2.19) ve (2.56) dan

w* (2.87)

N X
I
N



e e . . . . v —_ . o .
esitini ve s* parametresi cinsinden buldugumuz z';] ifadesini,

olur ve (

elde ediriz.

—>x % ——Ox
1, T o 7”3)

Co\WaA AT
= E(TIATD+ (T T

g = T e
= 1 3
VA VA
— — — . N d — e . . .
x5, g%, n* vektorlerini 7'}, 775, 1’5 vektorleri cinsinden

7t = Lrre Loy
1 \/Z 1 \/Z 3
VAL VA
—> % —> %
n = T4

o4

(2.88)

seklinde yazariz. Simdi bu denklem sistemi yardimi ile lineer denklem sis-

teminin ¢oztimiinden 7'}, 773,

* Tk * Tk

7% Blaschke vektorlerini 7%, g

vektorleri cinsinden yazalim.

ﬁ
, n* Darboux

7% icin (2.88) deki birinci ve ikinci esitlikleri sirayla §* ve p* invaryantlar:

ile carparsak,

—%2

*

*

= 9T =y Pq s,
Tres ATt a e
e PP, T,
p g = LA N T3

N
N

ve taraf tarafa toplarsak,

g r+p g =|—7—] 71

VA

olacaktir. (2.83) den g** + p*? nin esitini yazarsak

VAT =q T +Pg"
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dir. Her iki tarafi v/A ile bolersek,

—x —k
— % q9 — y—

1+
\/le \/Zg

buluruz. 7'} 1 elde edilisine benzer yolla 7% 1 esitini bulalim. (2.88) deki

Tt ve ¢ * sirasiyla p* ve (—g*) ile carparsak

1 \/Z 1 \/Z 3
—k—% —%x2
_*?* pq 7)»{ 4 q -

buluruz. Her iki tarafi v/A ile bolersek,

=%
— P —
T a= X

3 \/Z

elde ederiz. (7%, 7%, 7'%) tigyiizliisiinii lineer denklem sistemi seklinde yaz-

*_
1

digimizda,
1 \/Z 1 \/Z
i o= T (2.89)
—% ]_9* — q* — %
rs = Ty — g

VAT VA
seklinde olur.

2’7, g%, n* Darboux vektorlerinin tiirevlerini Darboux vektorleri cinsin-

o e — — — . —> — — . . . o .
den gosterecegiz. 7’7, ¢, n* leri o'}, ¢*, n'* lerin lineer bilegenleri cinsin-
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den yazarsak,

seklinde olur. 7'} swrasiyla x';, ¢™*, n'* ile i¢ ¢arpalim.
— — — s =
= (T j+ag* +asn*, T75)
. — e —x — e —x — e —x
= @ (77, 77) tax(g*, 77) +az (0", 77)

ortonormal dual birim vektorler olduklarindan,

,331> = a1l +a0+a30 = a
Tk

olur. (2.6) dan birim dual vektér i¢in (2}, 7'}) = 0 oldugunu biliyoruz.

Buradan

CL1:O

bulunur. Benzer sekilde

Ty, 49 > = (MmTi+ag +an*,g")

= a (T}, 9 +a (g, g% +as (07"

ortonormal dual vektorler olduklarindan,

dir. Tanim 1.4.6 dan <?’{', 7*> = p; olup,
Az = P;
olur. Ayrica

— — — —
= (T +ag +agn*, n*)

= m <?>{7 Wﬂ:) + a2 <?*v W*> +as <W*’ W*>



—
n*

yazilr. Tamm 1.4.7 den (7'}, W*) = p;; olup

*
az = p,

57

. .. ey e . . . . . —> .
ve boylece ay,as, asz iin esitini lineer denklem sistemindeki «']' denkleminde

yerlerine yazarsak,

—>k k% * —%
xl*pgg +pnn

elde edilir. Bu esitlik s* parametresine gore iligkilendirilmistir. s parametre-

siyle iligkisine bakarsak,

—> % —>x —>x
Em_al:l:l _dxids  day 1
= = =

ds* ds ds* ds ﬁ

ve

dz’s \/Zd?;

ds ds*

yani
7Y = VAo g+ o)

e s —dx o1 -
sirasiyla 277, g%, W™ ile i¢ garpilirsa,

*|

elde edilir. Benzer yolla ¢

<7*‘7 ?D - <b1?T + b27* + 637*7 Eh{)
= bl <?>{v ?D + b2 <§>*7 ?D + b3 <ﬁ>*v ?D

ve 7%, g’*, W* ler ortonormal dual birim vektorler olduklarindan,

Y

olur. Ayrica



ve

dir. Tanim 1.4.6 dan

(7.7 = -
ve
by = —p,
bulunur. Benzer yolla
(9", 9% = (@i +bg" +bsn* g%

= bl <?T7 ?*> + b2 <7*7 ?*> + b3 <ﬁ>*7 ?*>

, m* ortonormal dual vektorler olduklaridan,

(g7, 9% = b

dir. (2.6) dan birim dual vektor i¢in (g™, ¢’*) = 0 olup
by =0
bulunur. Ayrica
(g=,m*) = (1@ +b g +bsn*, n")

= b (T, 0) + b (g7, W) + by (0, W)

dir. 7%, g’*, W* ortonormal dual vektorler olduklarindan,
(g, 0" = bi0+b0+bsl = by
olacaktir. Tanim 1.4.8 den (g'*, n'*) = 7, olup,

bs = p,

o8

ve boylece by, by, bs iin esitini lineer denklem sistemindeki ¢* denkleminde

yerlerine yazarsak,

—x% * 7k * %
g =—p, T+ T,
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elde edilir. Bu esitlik s* parametresine gore iligkilendirilmigtir. s parametre-

siyle iliskisine bakarsak, @ * nin s parametresiyle iligkisine benzer yolla

., dg* dg*ds _ dg* 1
g ds* ds ds* ds A

ve
dg* dg*
=vVA
ds \/_ ds*
buradan

T = VA (T )

*

— e Dy s o1
dir. Benzer yolla n'* sirasiyla '], ¢ *, n* ile i¢ carpilirsa,

<ﬁ*‘, ?T> = <61?T + 02?* + Cgﬁ)*, ?T>
= G <?>{7 ?9 +C2 <7*7 ?D +c3 <W*’ ?D

¢ *, m* ortonormal dual vektorler olduklarindan,

?

H

yazilir. 2’7,
— =

(77 =a

elde edilir. Tamm 1.4.7 den (7'}, W*) = p;, olacagindan

(A @] = (W, 7)) +(n",77) =0
va da
(7T = - (7T
olur ve buradan
(7, 7%) = 7,
veya
1= —p,

bulunur. Ayrica

(n™,97)

n*, g = (cl?{ + e g Fesm, 7*)

= <?>{7 ?)*> + C2 <7*’ ?}*> +c3 <W*7 7*>
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isleminde 7'%, ¢*, m'* ortonormal dual birim vektorler olduklarmdan,
<W*I7 ?*> = C
olur. Tamm 1.4.8 den (g™, 7*) = 7} oldugundan
(7)) = (g + (" g") =
ya da
<ﬁ>*\, ?*> - <W*’ —>*\>
yazdigimizda
—xl 7% *
< » & 1> = Ty
ve buradan
Cy = -7

buluruz. Benzer olarak

<W*\’ ﬁ*>

= <01?I -+ 627* + Cgﬁ)*, ﬁ*>
= (T 1) + e (g ) + e, mY)

, m* ortonormal dual vektorler olduklaridan,

olur. (2.6) dan birim dual vektor igin
C3 = 0

.. e e . . . . . — . .
dir. ¢y, ¢, c3 1in egitini lineer denklem sistemindeki 7*' denkleminde yerine

yazarsak,
—> % * —k * %
n =-—=p,r1— 7—g g
elde edilir. Bu egitlik s* parametresine gore iligkilendirilmistir. s parametre-

*|

siyle iliskisine bakarsak, ¢'* nin s parametresiyle iligkisine benzer yolla

. dwr _dmrds  dut 1

_ds*—ds%_ dsﬁ
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ve
a7 dw
ds ds*

n

T = VA (=T -7 F)

esitligi elde edilir.

'), g™, ™ esitlerini s* parametresine gore iligkilendirdigimiz zaman

Tk * % * 7k

7Y = pigt e

T = T T (2.90)
x| * Tk * 7k

Y= T Ty

kTR TPk

. o . — . Lo . Py 12
lineer denklemlerini ve 2’7", ¢'*, n'* vektorlerinin s parametresine gore ilis-

kilendirdigimiz zaman da

T = VA g )
T = VA(-p TR (2.00)
= VA(-pr T —TI9%)

lineer denklemlerini elde ederiz.

T TS T8 vektorlerini s parametresine gore iligkilendirelim.  (2.38)

bagintisinda
_)*| * T3 %
1 =P R,

g
r

dir R} = 7'} + e T ] esitliginin tiirevini alip, P* ve Rj reel ve dual kisimlar

ile birlikte yazarsak,

— e
r T

PheTr = e (Ti+eTs)

olur. Burada (1.3) den

_>
Tl +e
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bulunur ve dual sayilarin esitliginden,

— —
Y *r

elde edilir. (2.38) deki esitliklerden

— — —
Ry = —P"R;+Q"R;

=g — % P i Yese s .. .. Tk Px pr )k N i
dir. R5 = 77547 5 esitliginin tiirevini alip, R}, R3, P*, Q" degerlerini reel
ve dual kisimlar ile birlikte, (1.3) den esitini yerine yazarsak,
— =
r T

5 4+eTy = —(p*+epY) (?’{+s?’{>+(q*+a§*) (7’ +s?§)

elde ederiz. Burada

olur. Benzer yolla (2.38) den

dir. R5 = 1’5+ €T} esitligin tlirevini alip, Q* ve Rj reel ve dual kisimlar
ile birlikte yazilirsa,
— g
r T

H
3 +eTsy = —(q*+e§*)<7’§+sf§>

olur. Burada (1.3) den

— = — ——> -
r§‘+€r§‘:—q*r§—5<q*r§+q*7“§>

ve dual sayilarin esitliginden,
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elde edilir. Boylece

—> x| . * 7%

ry = P Ty

kK * T * T
—> x| _ * 7%

s = —q Ty

yazilir.

Diger taraftan, [ﬁl] regle yiizeyinin (z) striksiyon ¢izgisi iizerindeki her
bir # noktasinda (71, 7o, 73) Blaschke ile (7', = 2, ¢ = 7 A 71, 1)
Daboux tigyiizliileri ile (7' = 2™, ¢* = W* A %, n'*) {igyiizliisii arasinda

iligki vardir. Bu iligkiyi gosterecek olursak, (2.88) deki

*

q — ﬁ* —> %
T

* * T
1 \/Z 1 \/Z 3

esitligine (2.66), (2.67) ve (2.77) esitliklerinden p*,G*, 7% ve 7% degerlerini

—
x

+

yerine yazarsak,

psinf +gcosh + 6 0 — qsinf
7 = psin® + gcosf + 0 (pcosf — gsin >(c08971+sin973)

A

_'_ﬁcosg —gsinf — 0 (psinf + qcos0)
VA

dir ve burada gerekli sadelestirmeler yapilirsa,

(—sin@7; + cosf7'3)

—>*_(§+§p)—> (]_7+§Q)—>
ry = T+ T3
VA VA
olur. Benzer yolla (2.88) deki ¢g'* esitliginde (2.66), (2.67) ve (2.77) esitlik-

. — — —_ —_ v o . .
lerinden p*,q*, 7] ve 15 degerlerini yerine yazarsak,

N pcos —Gsinf — 0 (psin + gcos ) N NN

= cosOr’y +sinfr
g ‘ \_/Z . ( 1 3)
_ psinf +gcosf +0 (pcost — gsinb) (=i 07 + cos075)

VA

dir, burada gerekli diizenleme yapilirsa,

VA VA
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elde edilir. (2.87) den 7* = 75 = 7 5 oldugunu biliyoruz. Béylece

+0p) _, N (P+0q)

?* — (q r
' N7 T
e _ (P—0q) .  (@+0p)_, (2.93)
gr = =T - LT3
VA VA
ﬁ)* - ?2

esitlikleri elde edilir.

—x —x .. P EUNVERT I — s s .. ..
x5, g*, n* vektorlerini egrilikler ve 2y, ¢', n bilesenleri cinsinden yaza-

lim. (2.93) de elde ettigimiz esitliklerde (2.23) egitliklerini kullanarak

+ 20 6, —ag)

—
xZ

@) w49

VA

olur. Bu egitlikde gerekli diizenleme yapilirsa

*7
1=

1+ 6 (pg — qp 0 (pp + qq
- (PG —qp) 7, 0P+ 47)

VA VA

bulunur. (2.34) ve (2.35) esitliklerindeki egrilikleri yazarsak,

—
T

?*
1 \/Z
elde edilir. (2.93) de elde ettigimiz g * ifadesinde (2.23) esitliklerini kullanir-

sak,

7= (ﬁ_—meq) @71 +79) - —(quep) 771 ~77)

bulunur.Burada gerekli diizenlemeyi yaparsak,

= BUCETUIE. 1+5(p§—q1_7)7
VA VA

olur ve (2.34), (2.35) egitliklerindeki egrilikleri yazarsak,

g \/Z 1 \/Z

elde edilir. Ayrica (2.87) den W* = 75 = 75 ve (2.23) den de 77y = 7 dir.

Dolayisiyla
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olur. Boylece

= _ 1"‘5,%? n 57'9_>
1 \/Z 1 \/Zg
— ng—> 1“'50 — (2.94)
— —
n = n

esitlikleri elde edir.
[R1] regle yiizeyinin striksiyon ¢izgisi tizerindeki p,,, p,, 7, biiytikliikleri ile

Py, Py, Ty leri arasmdaki bagintilart bulalim. (2.87) de

—
=

esitliginin her iki tarafininda tiirevini alirsak,

olur. Burada (2.91) ve (2.92) den 7*' ve 7% esitliklerinin degerlerini yerlerine
2 8 y

yazarsak,
DT T = VA (=g T -7y )

olur. (2.89) dan 7'} ve 7% yerine esitlerini yazarsak,

VACnTi-n7) = o (Lme De) e (Dw- Lo
(—pp @t =159 O Sy i Sy T R Syt ity &
1 —% *—% * *—k *—k *
= —A[(q*p — )T - P+ T) 7]

bulunur ve burada dual sayilarin esitliginden ayni katsayili dual vektorlerin

katsayilarida birbirine egit olacaktir. Dolayisiyla

1
_\/Z*:_ kk k—ok
Pr \/Z(qp p'q)

ve
. —4P 4] (2.95)
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olacaktir. Ayni1 zamanda

1
o AT* - = *—k + *—%
VAT = =5 (PP +q7)

ve
. DD +q
Tg = —A

oldugu goriiliir. Burada (2.95) deki esitlikte (2.66), (2.67) esitliklerinden p*, *

(2.96)

1n degerlerini yazarsak

1 —
pr = i [(pcosé’ — gsinf) (ﬁsin@+§cos€ + 6 (pcosf — qsin@))}

—% [(psiné + gcosf) (pecosd —gsinf — 6 (psinf + gcos))]

dir. Gerekli diizlenlemeler yapilirsa
el S
=7 [P1=Pa+0 (" +¢)]
olur. (2.34) ve (2.36) dan

. Pt 00+
Pn A

(2.97)

elde edilir. Benzer yolla (2.96) esitliginde (2.66), (2.67) esitliklerinden p*, g*
degerlerini yerine yazarsak,

TH = % [(pcos@ — ¢sin0) (ﬁcos@ —gsinf — 0 (psin 6 + qcosH))}

1 _
+Z [(psin® + gcos @) (psinf + gcosf + 6 (pcosb — gsinb))]
ve gerekli hesaplamalar yapilirsa

1
o= T [pp cos® § + ppsin® § + qg cos® § + ggsin® 6]

olur. Boylece

T = P+ 49 (2.98)
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ve (2.35) den
-
9= Zg

buluruz. Benzer yolla (2.89) daki 7% esitliginin tiirevi almirsa

(2.99)

T

+ g+ L (VA (= 4+ my))

ve (2.92) den,

dir.Bu iki ifadeyi birbirine egitlersek,

—%| il

—% * q
\/Z_ppg:() = \/Zpg:_

¥

ve

—| ]—9*\
VA

yazilir. Sirasiyla iki esitligide p* ve g* ile carpip, orantinin 6zelliginden paylar

ile paylar1 ve paydalar ile paydalar topladigimiz zaman sonug yine pj ye esit

olacagindan,

k| =k

VAp: = % (2.100)

elde ederiz. (2.100) esitliginde (2.50) ve (2.51) deki p* ve ¢* degerlerini yerine

yazarsak

\/ﬁp; = % [(]‘7 cos 0-g sin -0 (p sin O+q cos 9)) (15 sin 0-+q cos 6 + 0 (p cos -q sin 9)) ']

BN

[(ﬁcos 6-gsin -0 (psin O + q cos «9))I (Tosin@ + G cosf + 0 (p cos f-q sin 6))}



dir. Burada gerekli iglemleri yapip, sadestirme yaparsak,

* ﬁq‘_ﬁlq 0 [, = ol = 10 I |
VAg, = ———+ 5[ —pp + 70 — a7 +0(pg —p9)]

olur. (2.32), (2.34) ve (2.35) ifadeleri kullanilirsa,

w1 (3)]

0
VAp, = oyt

elde edilir.

68
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Bolim 3

PARALEL REGLE
YUZEYLERDE ANI HIZLAR

3.1 Paralel Regle Yiizeyler ile Regle
Yiizeylerin Ani Hizlar1 Arasindaki
Tligkiler

[R1] regle yiizeyine paralel olan Tanim 1.3.9 ile belirlenmis [R}] regle yiizeyini
gozoniine alalim.

Dual vektorlerin vektorel momentleri igin

Ti=TAT] T =TAT T= AT
(3.1)
T =TT (i=1,23)

formiilleri gecerlidir.
[R;] paralel regle yiizeyinin striksiyon ¢izgisinin z* striksiyon noktasinda
- = = - = = .
swrastyla, (X7, G*, N*) ve (R}, Rj, R%) Darboux ve Blaschke iigyiizliileri

vardir. Varolan bu tigyiizliilerin dual birim vektorleri arasinda (2.88) den

69
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(3.1) e kadar olan egitlikler kullanilarak, Darboux ve Blaschke iigyiizliileri

arasindaki bagitilar1 hesaplamaya ¢alisacagiz.(3.1) deki

X7 = ']+ r*—i—s{x*A( ']+ r*)
1 7 778 7 73
= T+ rs+e TATT) + € AT
7+ e L (AT + e 2 (70T
bulunur. (3.1) deki esitlikten (7*A7%) ve (7 *A7'%) yerine degerlerini yazar-
sak
— a* o* aF D*
Xi = L Ly L7 P F

-

olup, (3.1) deki esitlikten g * degerini yerine yazarsak

—

g
G' =" +e(T'A7")

olur ve (2.88) deki esitlikten g'* degerini yerine yazarsak
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oldugu goriiliir. (3.1) esitliklerinden (7 *A7%) ve (Z*A73) degerleri yerler-
ine yazilir ve uygun hesaplamalar yapilirsa

— e q* N

G* = T — r
1 \/Z

= <7>‘{ —I—s?é) —

7 =

R

gl

qs

qs

—>*
— Ri—

VA VA

elde edilir. Benzer yolla N* egitini bulalim. Buna gore

N

!

ﬁ* = 7;4—5?;
—>*
— R2
elde edilir. Boylece
Xt o= LRy PR (3.2)
1 \/Z 1 \/Z 3 .
G - g TR
- \/Z 1 \/Z 3
— —
N* = R;

esitlikleri yazilir.
—_ = = —_ = =
(R%, R3, R%) Blaschke tigyiizliisii vektorlerini (X}, G*, N*) Darboux iigyii-
zliileri cinsinden yazalim. Buna gore
g
T

_)
_
Ri=77+¢

*
1
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esitliginde (3.1) deki egitlikten 7§ degerini yerine yazarsak

R d

|
I

el
_|_

elde edilir. (3.2) den R} = N* dir. Son olarak benzer yolla 72’;; esitini

bulalim. Buna gore

olur. Boylece (2.89) daki esitlikten 7'} in degerini yerine yazarsak

R; = r]— g*—i—e[m*/\( r]— g"
VA
T el (T AT — el (T AT

VA




buluruz. Buna gore

B - L3 P
1_\/Z 1 \/Z
— —

R; = N*

Bo- Lx:_ P g

N
N

seklinde yazariz.
— =

73

- = — —
(X3, G*,N*) ve (R}, Rj, R}) vektorlerinin tiirev fomiillerini kendileri
9

1
cinsinden (2.90), (2.91), (2.92) esitlikleri ve (3.1) yardimiyla bulmaya caliga-

cagiz.

— —
X1=727+¢c7]

esitliginde (3.1) kullanilirsa

ET4 — —x N —>
X1 =274+e(2"A77)

dir. Esitligin her iki tarafinin tiirevini alirsak

— — o
ve ¥ = 7'} oldugundan

X7 =77 +e(T5ATY) + e (TFATY)

yazilir. (2.90) daki tiirev formiillerini yerine yazarsak

Xy =00 o e [TA (0 g+ )]

olup, ortonormal vektorlerin dig ¢arpimlar

%
X1 =G+ T 4 epl (TOAG) + 20, (T7A
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seklindedir. (3.1) esitliginden (7*A7g*) ve (7*A'*) esitlerini yerine yazarsak
X{ = G AT e T e

0
T+ sf*) +pt (W 1 e%)*)

elde ederiz. (2.91) deki denklemlere benzer yolla s* parametresiyle buldugu-

muz bu denklemleri s parametresi ile iligkilendirdigimizde
)_(>>{‘ = VA (ng* + pZﬁ*)
oldugu goriiliir. Benzer yolla
G =G +cq"

esitliginde (3.1) deki esitlikten ?* 1 degerini yazarsak

G*\ _ 7*\ + 5(?*‘/&?*) + E(?*A?*‘)

H
G =—pi @i +7,n +e(TTNG") + e [e*A—p, T +7,71")]

ve dolayisiyla (2’3, ¢’*, m*) ortonormal bir sistem oldugundan

Y

— — — — % —> — %A —
G = —py 1+ 7, 0" +en™ —epy (TANTT) + e, (TANT)



[6)

IR LR — — — — v . .
bulunur. (3.1) esitliginden (2*A2’}) ve (2"*A7'*) n degerleri yerine yazilirsa
a)xq _ k% * >k —>% *— % * %
= TPy T T TgNT FENT —EP, T FET,N
— — — — —
= —p, T —Ep, i +T, N teT,n+en”

= (T T T (W e ) W

= —p;)_(ZT + T;ﬁ* +en*
olur. €27 * ifadesini esitlige ilave edersek, (1.3) den dolay1 egitligimizin degeri
degismez. Buna gore
— —
G = —p X+ N +em 40"
— —
= —pXi+TIN te <W + s%’*)
* * A A
= —p,X1+17,N"+eN
*_>* * _)*
= —pXT+ (5 +e) N
olacaktir. (2.91) deki denklemlere benzer yolla s* parametresiyle buldugumuz

bu denklemleri s parametresi ile iligkilendirdigimizde
— — —
G =+VA (—p;X’{ + (5 +e) N*)
ﬁ
elde edilir. Benzer yolla, N* 1n esitini gosterelim.

7+

N =T*4¢
esitliginde (3.1) deki esitlikten 7* m degerini yerine yarsak
N* = 7%+ e(T*AT)
ve her iki tarafin tiirevini alirsak
_>*\ —> x| TRl T =7k A Tk
N =" 4+e(T"An") +e(T*An™)

=7

olur. (2.90) daki tiirev formiillerini ve z™* = 2’} oldugunu yerine yazarsak

N = T3+ (TINT) 4o [T M T - 757
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ve buradan da 7'} ile * ortonormal vektorler oldugundan

N = —pi B =G —e g  —ep (BAT?) —er(T*AT)

dir. (3.1) deki esitlikten (7*A7%) ve (Z*Ag*) degerlerini yazarsak

— — —
ko * Tk * Tk —x * — * =%
N* = —pd1—7,9" —cg" —ep,T] —€T,7
* (T g * * —x —rx
= —r(T1+eTy) —T (9" +eg") —¢eyg
— —
_ * * * * —%
= —p,X1—-17,G"—¢eg

oldugunu goriirtiz. Burada N*' dual vektoriinii X7 ve G* vektorleri cinsin-
den yazabiliriz. (—52§>*) ilave edilirse, (1.3) den (—525)*) esitligin degerini
degistirmez. Buna gore

_>>|<| *_>* *_>>|< —x% 2
N* = —pX]—7,G"—ecg" —¢

*

ST

— —
= —ppXi—T,G —e(g +¢

")
* VP * o
= —p, X]— (Tg—l—s) G
elde edilir. (2.91) deki denklemlere benzer yolla s* parametresiyle buldugu-

muz bu denklemleri s parametresi ile iligkilendirdigimizde
N"=VA(-p X~ (7 +¢) C")

elde edilir.

Buna gore

- %
|

= ol
I
NN
b*
ke
+
S
_|_

L
al =l



7

olarak yazilir. (3.4) esitligindeki lineer denklem sistemini matris formunda

yazacak olursak,

_)*| * * _>*
X7 0 Pg Pn X3
G | =VA| 0 el G (3.5)
— —
N —p; —(m3+¢e) 0 N*

seklindedir.

. . é ﬁ ﬁ . . . .
Simdi benzer yolla R}, R3, R} vektorlerinin tiirev denklemlerini bulalim.

; — —
RT_— TT‘F&?"){

g
r

dir ve (3.1) deki esitlikten 7 § 1 degerini yerine yazarsak,

= — — ik —
R =774+e(T*A7Y)

ve her iki tarafin tiirevini alirsak

—_
V=T 4 e(TUATY) + (AT

olur. (2.92) deki esitlikten 7} ve 7 = 7'% degerlerini yerine yazarsak
_>*\ k7% —k A Tk —>x% k%
R = p'ry+e(@ATY) +e[T7ARP )]
* > %

= pTy+e(@AT) +ep" (THATY)

bulunur. (3.1) deki esitlikten 7' *A 7% 1 degerini yerine yazarsak

— —
RY = p'75+ep 7 +e(TIATY)

. . . v . e e e e — .
olur. (2.76) goz oniine almir ve x* bogaz ¢izgisi igin 7'} 1 s* parametresi

cinsinden degeri yerine yazilirsa,

— —
Ry = p'Ry+e|@71+P73)AT]]

!

= p*Ry+eq (TIATY) +ep (T3ATT)
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dir. (7%, 775, 73) tigytizliisii ortonormal bir tigytizlii oldugu kullanilirsa

_>*\ *_)* —% —*k %
RY = p"R5+eq0+¢ep" 175
—
— PR3+ 0TS

bulunur. (1.3) den £%p* 75 = 0 dir, yukandaki esitlikte £2p* 75 degeri kul-

lanilirsa

x> =
S e TS+ T

|

RY = p

H
4 ep (T4 eT )

[
.E*
=)

* —*—>*
R A

I
’E*
=)

I
T
=)

5
«7e ﬁ . . . . .
elde edilir. Benzer yolla R3' nin esitini gosterirsek

— e
r T

S
Ry

s +ET )

ve esitlikte (3.1) den ?; i degerini yerine yazarsak
ﬁ
R} = 7; +e (?*A?;)
olur. Her iki tarafin tiirevini alirsak
Ry = 7;‘ + 5(?*‘/\7;) + 5(?*/\?;‘)

yazilir. (2.92) deki esitlikten 75 degerini ve (2.76) dan 7*' = 7% nin esitini

yerine yazarsak

—
Ry = —p7 i+ ¢ 75 +e(TATE) e [T A—p T + " 75)]
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olur. (3.1) deki esitlikten ve (7%, 775, 7%) tigytizliisii ortonormal bir sistem

oldugundan
— — —
Ry = —p' i+ aTieed (PIATY) + o (FAT) - ' T + e 7
— —
= P T e T AT e Ty — P T+ T
— —
= PRI+ R, —ep 7T +eq" T

o T S Co . - =
dir. Esitligi R} ve Rj bilesenleri cinsinden yazabilmek i¢in (—52]9* T ’1‘> ve

(526*?:5,) ilave edelim. Bu durumda

— — — — —
Ry = —p'Ri+ ¢ Ry,—ep' T 4+eq T3P T+ T}
— — — —
= —p*RI—kq*R;—eﬁ*(7’{+5F§)+5Z]*(7}§ 5F§>
* % * % — 3% — 3%
= —p'RI+q¢ R;—ep"R]+eq" Rj
* . —>* * —% —>*
= — (" +ep) Bi+(¢" +¢77) Ry
ﬁ

elde edilir. Benzer yolla ]_%>§‘ nin egitini gosterelim.

My
T

olup, (3.1) den 7% mn degerini yerine yazarsak

ﬁ
* Tk —Pk A TOx
Ry =754+e(T*A7T3)

bulunur. Esitligin her iki tarafinin tiirevini alirsak

Ry =75 +e(TAT5) + e(TATY)
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olur. (2.92) deki esitlikten 7% , (2.76) dan * = 7'} oldugunu ve (7 IA7T3)

ifadesini yerine yazarsak,
— —
Ry = —¢75+el@71+P73)ATE —eq' T
= —¢' T +eq (TIATS) +ep" (T5A75) —eq”

o1 — — — P . v
elde edilir. 1'%, 775, 5 vektorleri ortonormal oldugundan,

Ry = —¢75+eq"(=73) +ep0—eq*

_ * Tk —k Tk * =%
= g Ty & Ty EQ Ty

ve (—526*?5) ifadesini egitlige eklersek

—>*| * >k —k % —x Tk s g0
Ry = —q¢"7ry—eq'r—eq' T, —eq T,
* * >k :>* * *
= —75(¢" +¢eq") —eT5(¢" +e7")
= —Q*(7§+€72)
= —Q* ;
bulunur. Bu durumda
— —
R} = P'R;
_>*| *_>>k *_>>k
Ry = —P'R;+QR;
—>*I *_>*
Ry = —Q"R;

yazilir. Bu denklem sistemini matris formunda yazarsak

— —
Ry o P 0 || R
— —
Ry |=|-P 0 Q|| R;
— —
R 0 -Q 0 || R:

elde edilir.

(3.6)
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Belirli sabit eksen sisteminde olan EO()_f, 3_/), 7) sabit eksenli sistemine

—_ = — —_ = =
nazaran hareketli eksen sistemleri £ (X3, G*, N*) ve E5( R}, R}, R}) olsun.
Hareket sirasinda (E}/Ey) ve (E3/Ep) hareketinin ani hizlarin1 Darboux ve

Blaschke vektorleri cinsinden bulahm. (2.41) egitliginde

— — = — — —
F1/0:W10+8W10: (Tg+€)X1_pnG+pgN
oldugunu biliyoruz. Tanim 1.4.2 geregince
— — = — — . — — — . = —
T = <N*’G*'>XT+<X’{,N*‘> G*+<G*,X’{'>N*

olarak tamimlanir. (3.4) esitliklerinden )_(2;', 5*‘, N* degerlerini yerine yazarsak

— — —
Tiy = < *,\/Z(—p;XH(T

+ g
G V(T F)) T
= [—\/sz <N>*,)_()’{>+\/Z(T;+e) ﬁ*,ﬁ*ﬂ X:
(s +e) (X1,G")| &

- = =
olur. X7j, G*, N* vektorleri ortonormal vektorler olduklar: kullanilirsa,

Ti = |[~VAp0+VA(ry+2)1| X1
+ [-VAp1 = VA (7, +£) 0] G
+ [VAg1 + Vap0| N
veya
Tty = VA(rh+e) X1 = VA G* + VAp:N*
= VA[(r;+e) Xi - ;G + N
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elde edilir.

- = =
Benzer yolla ( R, R3, R%) Blaschke ii¢yiizliisiiniin ani hizin1 bulalim. Tanim

1.4.2 geregince

= Dx D\ D T D\ D Dx D\ D
2/0 = <R3> Rz> Ry + <R17 R3> R3+ <Rza R1> Rj

T
bigiminde tanimlanir. (3.5) esitligindeki R}, R}, R} tiirev degerlerini yerine

yazarsak,
— — — \ = — — \ = — — \ =
o = (R3-PRi+QR;) Ri+ (Ri,-QFs) Ry + (Fs P Ry) Ry

- =

H
ve burada R7, R3, Rj vektorleri ortonormal vektorler oldugundan

— — —
= [P0+ Q"1 Rt —0.QR%+1.P*R;

*
2/0 —

— —
= Q'R+ P'R;

bulunur.

- = = - = =
(X3, G*, N*) Darboux ve (Rj, R5, RY%) Blaschke iigyiizliilerinin ani hiz

vektorlerinin, sirasiyla

?’1‘/0 = VA [(7’2 +¢) )_5’1‘ - ,0;6* + p;ﬁ* (3.8)
ve

oldugu goriiliir.

- = = - = =

X7, G*, N* Darboux vektorlerini 74, p,,, p, egrilikleri ve X7, G*, N* Dar-
boux vektorleri bilegsenleri cinsinden bulalim.

g
xr

—
—
Xi=7"+e7]



olup, (3.1) deki esitlikten 7} in degerini yerine yarsak,

ve (2.80) esitliginden 7'* 1 degerini yerine yazdigimizda,

—

X7 =

S
- % = %

+ ]
4 (RATY) — B(ToAT?)

—

X: = Tri4e(TATY) —b(TATY
+ A

olur. (2.94) esitliklerinden 7% ve ¢'* degerlerini yerine yazarsak

r1+—g¢g +¢ T+ —=

VA VA’

N

?T _ 1+0p, ng—> |:?A(1+§pn—> ng—>)]

57'9 — 1+ @pn —>>

—55(—ﬁx1+ N

~—r

_ _(1+6
el L7, _59(—’0”7

VA VA

olur. (3.1) esitligindeki (2’A7’1) ve (¥’ A7g’) degerlerini yerine yazarsak

83



84

|
E<
+

buluruz. Esitligi X 1 ve G* dual birim vektorleri cinsinden yazabilmek icin

(140
g2 u 1| ve —E2M§> ifadelerini ilave edelim. O zaman
VA VA

S

_ _ S o f1im o
)—5){ = —117%”)—()1—1-gﬂ5}+80—\/@_>1+620\/%§1—8(9(1—"\_/2'0”)7—629(1\—;%%)?
— J— _2 —
1+0p,—  Org— 0714/ — —(140p,) 1—. =
g g P 7)) () () )
1 1 1 9 1 1 A g g
— — _2 —
14 6p 0ry,— 01 —(1+9p)—>
= DX+ 2G4+ e—2X, -l LN
N N/

1 +9pn—|—59 Tg)—(>1 N 01y —e0 (1+6p,)

VA VA

H
olur. Benzer yolla G'* 1n egitini bulalim.

— —
G*=7g"+eg"

ifadesinde (3.1) deki egitlikten E)* in degerini yerine yazarak

=T e (@AT)

olur. Bu denklemde (2.80) esitliginden 7'* 1n degerini yerine yazarsak

G = G te[(T—e072) AT
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bulunur. (2.56) ve (2.87) esitliklerinden 775 = 75 = 7* degerini yerine

yazarsak

Gi=9" +e(TAG") + 07>

ve (2.94) esitliklerinden 2% ve ¢'* degerlerini yerine yazarsak

r or 0p,, or o,

G = BT+ By e [TA (-7 + )|
#<0 (571 + 47)
— — — —2
01y 1+ 6p, —O0rg . 0T,_,

= - x g + ¢ AT ) +e—2

VAt Ty St e
1+0p, 1+ 0p, -

olur. (3.1) esitligindeki (7’A7’1) ve (7'Ag’) degerlerini yerine yazarsak

P(1t0p) | Fry

+ €
JA T

S
+
o™
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eklenirse
G = —\5/7%)_(’1 1 j:/%p“@ + 5527—1?1 Lt o) Tgp“) 7
+€20 C T/%Pn) T+ 82§2T—i}4§)
— —\5/7%)_()1 + ! j:/%pnﬁ + &6 a T/%Pn) (Z14+e71)
+€§2%(? + 55))
olur. Gerekli diizenlemeler yapilirsa
G _ P =<0 (1+8p,) %, . 100+ 592796

VA

bulunur. Benzer yolla N* dual birim vektorii

VA

olur. Bu esitlige (2.80) esitliginden 7'* 1n degerini yerine yazarsak

—

N* =

bulunur. (2.56), (2.89) esitliklerinden 77, =

yazarsak
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veya

olur. TAW =7 oldugu kullanilirsa
N*=N

elde edilir.

O halde buldugumuz bu denklemleri lineer denklem sistemi olarak yazarsak,

— _2 —_— p— —
1+0 7 Or, — 0 (1+0p,
Vi = +x@%6 U v% Pn) G
O rg+i/z( + pn)Xl+1+0p$59 rgG (3.10)
— —
N* = N

seklinde gosteririz.
(3.8) deki ifade de (2.94), (2.97) ve (2.99) bagmtilarin (3.10) ile iligkilen-
dirdigimizde, F’l‘ /0 dual vektoriinii )—(21, (_j, N vektorleri cinsinden yazabiliriz.

(3.8) deki

— —

—_
Tijo=VA|(r+2) X1 =G+ N
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esitliginde (2.94), (2.99) ve (3.10) bagintilarindaki esitlikleri yazarsak

. _2 —_— —_— —
?,{/0 _ \/Z<E+s> 1—|—9pn+5979)—(> Oty — 0 (1+6p,)

T rel
VA ' VA

-

4 n+0 n—‘rT
+VAp;N — (et

L—

_
(1+9pn+6«9 ) X1+ (Br, — 0 (1+8p,)) G|

9 ( —2
_\/Z<,0n+ ,On—i-T )<+1+9pn+56’795>>

(=07, +e0 (1+0p,)) )_(21}

——(pﬁg(i}” 2)) [(1 + 0p, + €0 Tg) G}

el
ve gerekli sadelegtirmeleri yapip, X1, G, N vektorlerinin parantezine alirsak

[% (1 +20p, + 0" (0% + 73)) + z—:} X,

L (14 20p, + 0 (02 +72)) G + VAR N

1wlﬁ/o =

olur. (2.86) den 1+ 20p,, + % (p% + 72) degerini yerine yazarsak

f)’{/o = <%A + 5) )_51 - %Aa + \/Zp;ﬁ*

ve (3.10) kullanilirsa,

— — N
o = (79 +¢) X1—p,G —i-\/Zp;N (3.11)

elde edilir. (2.41) deki bagnt ile (3.11) bagintisim taraf tarafa ¢ikarirsak

— — — —
[ =(rg+e) X1 —p, G+ VAN
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oldugundan
?T/o - ?1/0 = (\/ZPZ - pg) N
ve buradan
Tip = Tio+ <\/ZPZ = /)g) N (3.12)
olarak bulunur. O halde paralel regle yiizeyin Darboux {iigyiizliisiiniin ani hiz

ile regle yiizeyin Darboux {i¢yiizliisiiniin ani hiz1 arasindaki bagintiy1 goster-

m1§ OldUk. (2101) baglnl 181
V A/)* - 0 + - T I + 9 — |
g g A g P

(3.12) bagmtisinda yerine yazarsak

= = 0 i — (T l —
o = T s 2[00(2)] )

A Pn
ve buradan . -
0 . I
Tio = Tiot we(g) N (3.13)

bulunur. (3.12) esitliginde verilen bagintiy1 reel ve dual kisimlaria ayirirsak,
—>>(< H>|< j*
Flpe = Wio +eWig
— —
= T+ (\/ZPZ - Pg> N
— o d
= WlO + €W10 + <\/Z,0; - ,09> (W + 8%)
— N N = % =
= Wi+ (\/Z/)g - ,Og) n+e Wi+ (\/Zpg - Pg) n
dir. Buradan dual sayilarin esitligi kullanilirsa

N
Wi, = Wi+ (\/ZP; - Pg> w (3.14)

ve

o o
Wio = Wi+ (VA —p,) @ (3.15)
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elde edilir.

— =

Wi, ile W7, vektorleri i¢ garpilirsa

— = — f—

<W’{07 W’{o> —~ <W10 + (\/Zp; — pg) W, Wi+ (\/_Ap; — pg) ﬁ>
e d —
= <W10,W1o> + (ﬂpz - Pg> <W1o; %)>
— = 2/, =
+ (VA = 0,) (W, W0 )+ (VAp; = p,) (7.7)
olur. (3.1) esitligi ve 7 ortonormal bir vektsr oldugu kullanilirsa

<ﬁ,ﬁ> = (7, TATR) =0 (3.16)

dir. Dolayisiyla
T e S— —
<W’{O,W’{O> = <W10,W10> + (VAp,—p,) <W10,%>>
= —
+(\/ZPZ—Pg) <W10, n >

veya esitliginde i¢ ¢carpim iglemini skalar ¢carpim seklinde gosterecek olursak

<W){07W){0> == <W10,W10> + <\/Z,0; — pg) |:<W10, %>> + <W10, W>:|
(3.17)

bulunur. Simdi W/TO 1n kendisi ile i¢ carpimini bulalim.

=l =l
T
N
<
=
sl
=l
+
N
s
>
3]

(Wio Wia) = ¢
<

0
105 W10> + <\/ZPZ - Pg> [<W10> W> + <W, Wloﬂ
VAp; — pg>2 (w,7)

_|_

/N

dir. I¢ carpimm degisme 6zelligi ve n ortonormal birim vektsr oldugundan

(Wio.Wi0) = (W0, Wio) +2 (VA — p,) (W0, 7) + (VAR — 5,
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ve buradan

Wﬁf% = W%o + (\/Z/?; - ,Og>2 +2 (\/sz - Pg) <W10, 7> (3.18)

bulunur. (2.40) kullanilirsa

" — — — —
<F10,N> = <(Tg—|—€)X1—pnG +pgN,N>

- = — = — =
= (ry+) (X, N) =0, (G, N) +p, (N, N)
- = =
dir. X1, G, N ortonormal vektorler olduklarindan,

<f>10, ﬁ> =P, (3.19)

ve boylece (3.19) u reel ve dual kisimlara ayirirsak.
e — = _ —
<F10,N> = (Wyp+eWi, n +en
fd ol
= <W10, ﬁ)> +¢€ <W10, 7> +¢€ <W10, %)> + 52 <W10, %)>
olur. Buradan (1.3) gereginde £? = 0 oldugundan
o o
<?107 ﬁ> = <W107 W> +e [<W107 W> + <W, W10>]

dir, iki dual saymin egitligi kullanilirsa

<v710, W> =9, (3.20)

ve

o
<W10, W> + <V710, ﬁ> ~0 (3.21)

bulunur.
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Paralel regle yiizeylerinde (2.70) esitligini i=1 i¢in hesaplayalim.
—_ =

<Wio, WT0>
—>* —>*

<W107 W10>

bu egitlikde (3.17) ve (3.18) den esitliklerin degerlerini yerine yazarsak

(W) + (Vg =) (0. 7) + (W0 7))

<W107 I7/10> + <\/ZPZ - Pg)2 +2 (\/ZPZ - Pg> <W107 W>

Al =

olur.
— fd — — o N
(2.43) esitlerinde TW 1o ve W 1o esitliklerini kullanarak <W10, 7 > ve <W10, 7 >

esitliklerini bulalim.

ﬁ
WlO = Tg?l — pn? + pgﬁ

oldugundan

H
<W107ﬁ> = <Tg?1 - pn? + pg )

bulunur.

oldugundan

o
<W107W> = <?1+Tgf_1>_pn§>+pg%>’ﬁ>
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dir. 7’1, ¢, ™ ortonormal vektorler olduklarindan
= — — —
<W10,n> = 0+ 7y (TAT 1, 7)) — p, (TANG, W)+ p, (TAT, )
= 0+7,0—p,0+p,0
=0

bulunur. Ayrica

H
(Wi, @) = (7@ p,G +p,7,7)

Yine bu ifade de 7'y, §’, W ortonormal vektorler olduklarindan

<v’vloﬁo + (Vg — p,) 0+ (Vg — p,) 0+ (Vg ~ p,) 0

Al =
— = 2
<W107 W10> +2.p, (\/Zp; — pg> + (\/Zp; — pg>
— =
<W10, W10>
= - —
<W10, W10> + 2V Apip, — 202 + Aps2 — 2/ Apip, + p?
— =
<W107 W10>
= - —
<W10, W10> — py + Apy?
veya,

—_ =
<W107 W10>

— —
<W10, W10> + Apy? — p}

Al = (3.22)

demektir. O halde (2.44) deki dagilma parametresi i = 1 i¢gin bulalim.

Dagilma parametresinin tanimindan ); i¢in A; alirsak
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— =
dir. Bu ifade de <W10, W10> yi uygun iglemlerle

—9 — =
WigAr = { Wi, Wi

yazilir ve (3.22) esitligi kullanilirsa

N=

olur. Esitligin pay ve paydasini <W/10, W10> ile bolersek,

A
Y= 2
1+ ==+
<W107 W10>

dir. Eger (2.101) ifadenin iki tarafina p, eklersek
Sy (1)
Pn
ve ayni zamanda (2.101) ifadesinde p, yi esitligin iki tarafdan gikarirsak,
Tyt 0p2 (E)
Pn

elde edilir. Bulunan bu iki egitlik taraf tarafa carpilirsa

Elr 2 () | o+ & |82 ()]

. [
\/Zpg%—pg:Zpg—l—Z

0
\/Zp;—pgzz

(VAp, + p,)(VAp, — p,) =

veya
%2 2 g Y ATAY [ a2 (Te)
(Aps? —p2) = Tt 0p2 | 2 2p, + T\ 7t 0p? o (3.24)

g
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olarak bulunur. Eger (Ap;2 — pg) = B almirsa ve (3.22) de yerine yazilirsa,

Al = (3.25)

elde edilir.
— — —
'] o dual vektorii birim degildir. O halde G a I'],; m birim vektori

kabul edip, Tanim 1.2.8 den

£ (3.26)

olur. (3.12) bagintisidan ?1 /o 1n esitini yazarsak
— —
[+ (\/sz — pg) N

\/<?1/0 + (\/ZPZ - Pg) ﬁu ?1/0 + (\/ZPZ - Pg> N)>

—>*
Gl =

dir. Bu ifadede, i¢ carpimin lineerlik 6zelligi ve N birim dual vektor oldugu

kullanilirsa,
— —
T+ (\/Zp; — pg> N

\/<?1/0, ?1/0> +2 (ﬂpz - Pg) <F>1/0> N)> + (\/ZP; - Pg)2

_>*
Gl -

olur. (2.41) geregince
— — — —
Dijpo=(1g+¢) X1—p, G+ p,N

ﬁ . .
olup, N ile i¢ ¢arparsak,

—

— — — — —
<F1/0,N>:<(Tg+€)X1—,0nG+pgN,N>
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—_ = —
bulunur. (X, G, N) ortonormal birim vektorler oldugundan

— - = - — — =
<r1/o,N> _ Tg—|—5<X1,N>—pn<G,N>+pg<N,N>
- —
- 0<X1,N>—pn.0—|—pg.1

veya
— —
<F1/07N> :pg (327)

elde edilir. (2.41) geregince ?1 /o nin kendisi ile i¢ carpimim yazarsak,

— — — — — — —
<F1/0, 1ﬂ1/0> = <(Tg+5)X1_PnG +pyN,(1g+¢) X1—-p,G +p,

=1
~— ~—r

- = —
olur. (X4, G, N) ortonormal bir sistem oldugundan

<F1/0, F1/0> = (1g+¢e)" +p,+0n,
= o4&+ 274+ pl + pi
veya (1.3) geregince
— —
<F1/o, F1/o> = pi+p§+7§+2579 (3.28)

esitligini elde ederiz. (3.26) bagmtisinda (3.27) ve (3.28) bagmntilar: kul-

lanilirsa,

— —
'+ (\/Zp; - pg> N

2
\/rg+2mg +e2 4 p2 4 p2 42 <\/Zp; —,og) py+ (\/Zp; —pg>

_)*
Gl -
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—_ = =
bulunur. (1.3) den ve (X 1, G, N ) ortonormal bir sistem oldugu kullanilirsa,

— —
_ i+ <\/ZPZ - Pg) N
\/7'3 + 26Ty + 2+ p2 + p2+ 2V Apip, — 202 + VAp2 + p2 — 2/ Apip,
ﬁ

ﬁ
i+ <\/Zp2 - pg) N
\/Tf] + p2 + 261, + Ap;?

olur. Payda da p? ekleyip ¢ikartirsak

?1/0 + (\/Zg; - pg) ﬁ

ﬁ
G1=
L V2T R AR

yazilir ve bu denklemde Ap;;2 — pg = B alinirsa

— —
T+ (\/Zp; — pg) N

VT2 L+ 26Ty + p2 + Ap? — p2

_>*
G1:

veya
— —
T+ (\/Zp; — pg> N
VT4 pl 427, +pi+ B

—>*
Gl -

(3.29)

birim vektorii elde edilir.

Bu ise, (3.25) formiiliin de belirtildigi gibi, eksene teget helicoid bir hareket

belirtir.
7_\ ,7_\
! = g = j1 = sbt. (3.30)
p2 (E) Tiqpn - Tgp‘n
"\Pn
bagntilari saglanir. @ sabit olarak segilir ve § = — p almirsa (2.101) ifadesi

\/Zp; — py = 0 olur ve buradan da B = 0 olur. Buna gore

T, —i—@pi <E) ]
Pn

(V=) 5
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ve

olursa

olur. Buradan 7, yerine esitini yazarsak \/Zp; — py = 0 ve buradan da
B = \/Zp; — p, olacagindan B = 0 bulunur.
(3.13) bagimisinda \/Zp; — p, = 0 almirsa

s = " — — — —
<F1/07 F1/0>+ (\/Zpg—pg> N=T1,+0N="T,
veya

— —
T5o=T1s (3.31)

elde edilir.
(3.27) bagmtisinda da \/Zp; — p, = 0 alinirsa

— —
Fe F1/0+<\/ZPZ—Pg)N B Tio+0N
! V2R 2 +267,+ B T2+ 2+ 26Ty + 0
H

_ I'v/0
VI P2+ P+ 27,
—_

- G

oldugunu goriiliir. O halde

—

.
dir. Benzer gekilde (3.23) bagintisinda \/Zp; — p, = 0 alirsak
M M Y

>
[Regi

|

|
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bulunur. O zaman
Al=\ (3.33)

elde edilir. ?1‘ Jo Ve F)l so birim olmayan dual vektorleri de aym sekilde he-

likodal teget hareketi yapar

3.2 Paralel Regle Yiizeyin Darboux ve Blaschke

Vektorleri Ile Iligkisi
[R;] paralel regle yiizeyinin (z*) striksiyon ¢izgisi jeodezik ise veya py = 0 ise

o zaman (3.12) geregince

— — —
I'iy = F1/0+<\/ZpZ—Pg)N
ﬁ

N

veya
=0 — —
I'io=T10—pN (3.34)
elde edilir. (3.8) ifadesi
_>* * * * * *
— —
olup, T “{/0 = I'y) alirsak,
— — — — —
Tijo=Tyo=VA|(r,+&) X1 = p, G +p,N|
dir. py = 0 olursa, p, = 0 olur. Bu da
—. — —
Ity = [(Tg o)X, — pnG] (3.35)
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oldugunu gosterir. (3.35) bagintisini reel ve dual kisimlarina ayiririrsak,

—

—

i = (g+e) (?1 +€§1) — Pn (7 +5§)>

— g — 2= —
= T¢T1+eTyT1+exr 1+ T1—p,9 —€P, G

olur. (1.3) geregince

—

Tl =m@1— 00 +e(r 71+ T1-p,7) (3.36)
olacaktir. Dual sayilarin esitligi kullanilirsa

—
. — —
Wiy = 7471—p,9

(3.37)

o

« = — g
10 = TgTi1+ T1+p,9

olarak elde edilir. Ayrica (2.50) den

e
* *
10> 10
* J—
/\1

— —
* *
< 10> 10>

ifadesinde (3.37) bagintisi yerine yazilirsa

-

ﬁ
@ﬁ%—%?ﬁﬂh+53+%g>

<7—g?1 - pn?? TQ?I - pn7>

Al =

— — — —
7—g <?17?1> +T§ <?17 E1> - pn <?17 §> - pnTg <?)7 f1> +p$7, <77 §>

Tﬁ <?17 ?1> — PnpTyg <?1, ?) — PnTyg <?>a ?1> +p2 <?>, ?>

olur. (7', g, W) ortonormal vektorler oldugundan

=1 (T T ) = (T, TAT) =0
(9.9)=0 . (F1.9)=0

(#1.7)=0 . (F1.7) = (71, 7A7) =0
<?b7>:0
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dir.

Bu degerleri yerine yazarsak,

2 2
Ty T

AL (3.38)

elde ederiz.
ﬁ

(3.33) birim olmayan dual vektordir. (3.33) deki I'j,, vektoriini dual

birim vektor olarak yazalim.

T*
= 1/0
Gl - —

I

—

ﬁ
(g +¢) X1 —p,G
G

— — —
\/<(7g+5)X1—pn ,(Tg+z—:)X1—pnG>

—

ﬁ
(T9+6)X1_pnG

—_ = —
bulunur. (X, G, N) ortonormal vektorler olduklarindan,

olur. Gerekli hesaplamalar yapilirsa,

(Tg+€))_(>1—pn5>

6*
t \/7';—1—62—1-2795—1-,0%

ve (1.3) den €* = 0 kullanilirsa,

— —
(Tg_l_g)Xl_pnG

6*
t \/7'3 + p2 + 274

(3.39)

elde edilir.
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Ayrica, (3.36) da belirlenen yontemle bir helicoidal teget hareket ifade

eder.
_>

_>
R2 = RQ(S)

dual birim vektor tarafindan olugturulan [R,] dual regle yiizeyi igin,

1 Ty
— = 3.40
do Tg + p2 ( )
dir.
.. A 1 L
[Rs] regle yiizeyinin drali A dir. Tanim 1.3.6 dan - drali igin,
2 2
— =
1 < To, T 2>
d2 (75 7)

5 = —p?1+q7}3
— —
y = —PT1—PTri+qras+qTs

1
ve A esitliginde bunlar1 yerine yazarsak,
2

1 <—P7)1 +qTs, —p?1 —Ppri+qrs+ q?3>
dy (—pT 1+ qT 3 —pT1+qT3)
— —
p2<71, 71> +pp (T, T1) —pq{T1, T'3) — pq <71, F3>
p? <?1, 7y —pg (T, ?3> —pg {73, 71> +q2 (73,73

—pq (T3, 7 1) —qp {73, T 1) +q7 {73, T3) + ¢ <7
+
P2 (7, T) —pg (71, T a) —pg T s+ 2 (73, T3)
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— — — . . P ~
olacaktir. 7'y, 179, 7’3 ortonormal birim vektorler oldugundan,

<?177}1> = <?27?2> = <?37?3> - 17
— — —
T17T1>:<T27T2 :<7ﬁ37713 :07

1
dir. Bu esitlikleri T ifadesinde yerine yazarsak
2

1 o
— =Bt (3.41)
dy p*+g

buluruz. (2.35) ve (2.36) daki esitliklerden pp+¢q ve p?+¢? esitlerini yerlerine

yazarsak

L7y
dy 24 p2

elde edilir.

Helicoidal teget hareketi, (3.31) deki birim olmayan vektor ile belirlenir,
bu [Ry] dual regle yiizeyine esittir.

Eger [R;] paralel regle yiizeyinin (z*) striksiyon ¢izgisi, dayanak egrisi ise,
7y = 0 buradan da 7, = 0 dir. (2.99) daki esitliklerden, 7} = 0 ise 7, = 0
olacaktir. Bu ifadeler (2.101) denkleminde kullanilirsa

VA = b+ Sl0) + 80

0
= Pyt 7(0)
veya,

VAp, = p, (3.42)



bulunur. (3.12) denkleminde F)l /o yerine (2.41) esitligini yazarsak,

—
F*

— — —_— — —
/0 — (Tg+5)X1—pnG +pnN+\/Zp;N—pnN

— — — —
= TgX1+€X1—pnG+\/Zp;N

olur. 7, =0 ve \/Zp; = p,, oldugundan,

—

—>* — —

elde edilir. (3.43) esitligini reel ve dual kisimlara ayirirsak,

—)* _)* :*
F 1/0 - Wlo + 5W10

—

— —
= eX1—p,G +p,N

— -
g n

+eq) +p, (T +e

)

= (T +em) — pal

— — —
= T\ +E2T1—p, G +epp G +p, T +ep,T
veya

=« - -
To=—pg +p, 0 +e(T1—p, g +p,7)

yazilir. Dual sayilarin egitliginden

ﬁ

WIO = _pn? + pgﬁ>
=, — — —
Wie = T1—=p,9 +p,7

oldugunu goriiriiz.

Simdi de A} ifadesini bulalim,

— —
<W>{07W>{0> = <_IOng> +pgﬁ>a _pn7+pgﬁ>

= p2(G.9) = 20,0, (g, W)+ p2 (W, 7)

104

(3.43)

(3.44)

dir. Bu esitlikte § ve 7 vektorleri ortonormal vektorler olduklarmdan,

_>* _>* 2 2
<W10> W10> = pPp Tt Py
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elde edilir. Ayrica

=, =, — — — —
<W107W10> = <_png +pgnax1_png +pgn>

dir ve 7’1, g, W vektorleri ortonormal olduklarindan,
—_ =
<W107 W10> =0
bulunur. Boylece
e
<WT07 WIO>
A —
Wit
0

pr + P;
= 0

oldugunu goriiliir. (3.43) birim olmayan dual vektor olup,

T*
P 1/0
G7 = —
'
— — —
B eX1—p,G+p,N
N — — — = — —
\/<5X1 — oG +p,N,eX1—p,G —|—,0gN>
veya _ . .
et s eX1—p,G+p,N
f =

- = — — — —
\/52<X1,X1>+p%<G, G>+p§<N,N>
- = —
dir. X1, G, N vektorleri ortonormal olduklarinda

— — —
€X1—pnG +,09N

ﬁ*
Gl -
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bulunur.
6; eksene teget hareket yoniinde kalir.
[R1] regle yiizeyinin ve [Rj| paralel regle yiizeyinin ani dénme eksenleri

ayndir. (E5/Ey) ve (Ey/Ep) hareketlerinin ani hizlar1 ayni ve birim olmayan
= — — —
I'30=Top0=0QR:1+ PRy
dual vektorleridir.
—
Gy = Gy
— —
QR+ PR3

— — — —
\/<QR1 + PR3 QR + PR3>

— —
QR+ PR3

@ (RLR) +2rQ(Ro Ty + P2 (T )

- = —
esitliginde (R 1, R, R3) Blaschke iigyiizliileri ortonormal bir sistem olduk-

larindan,

olur. Ayrica

bulunur. Buradan

—
F*

ﬁ
2/0 /0

= (q+e)(Tr1+er1)+ (p+ep)(Ts+e73)

ﬁ
= qT1+pT3+e(qr1+qr1+pT3+DT3)
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bulunur. Reel ve dual kisimlarim ayirirsak,
—)
Wy = qT1+pT3
= — _— = ——
Wy = qri+qri+prs+prs
elde edilir. Ayrica.

A;I)\Q

= = =
q _7”)1,7“1>+QPQ_) N
PQ<?37 T1)+pg{Ts T1)+p <7)37 Ts)+pp(7T3 T3)
+
(71, 7 1) +2pq (71, 73) +p2 (773, T3)

H H . . .
ve 11, 79, 7 3 ortonormal birim vektorler olduklaridan,

v PP+ 4T
27 92 2
p°+q

yazilir. (2.35) ve (2.36) geregince

1 Ty
2 d2 TE‘FP%

olarak bulunur. O halde. \j = Ay bir eksene gore helicoidal hareket gosterir.
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