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OZET

Ikinci Dereceden Diyofant Denklemler ve Bazi
Uygulamalari

Derya MAZINELER

Matematik Anabilim Dali
YUKSEK LISANS Tezi

Danisman: Prof. Dr. Murat ALAN

Bu tez, |z — y| = d? kosulunu saglayan ozel bir Pisagor iigliileri alt sinifini
incelemekte ve bu iicliilerin parametrik yontemlerle sistematik bir sekilde nasil
tretilebilecegini arastirmaktadir. S6z konusu ticliilerin, yalmzca klasik formiillerle
degil, ayn1 zamanda ikinci dereceden Diyofant denklemleri, 6zellikle de Pell tipi

denklemler araciliiyla da elde edilebilecegi gosterilmistir.

Bu calismada, klasik Pell denkleminin temel c¢oziimiinden hareketle,
genellestirilmis Pell denklemleri incelenmis ve bu denklemlerin ¢oziimleri
aracihgiyla |z — y| = d* kosulunu saglayan Pisagor iicliileri elde edilmistir. Elde
edilen ¢coziimler parametrik bicimde ifade edilmis ve bu ti¢liilerin yapisal 6zellikleri

incelenerek simetrik ve tekrar eden Oriintiiler iizerinden siniflandirma yapilmustir.

Elde edilen bulgular, Pisagor {icliilleri ile Diyofant denklemleri arasindaki
iligkiye yeni bir bakis sunmakta ve benzer yapilar lizerine yapilacak gelecekteki

aragtirmalara teorik bir temel saglamaktadir.

Anahtar Kelimeler: Pisagor ii¢liileri, Diyofant denklemleri, Pell denklemi, siirekli

kesirler, parametrik ¢oziim
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Quadratic Diophantine Equations and Some
Applications
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This thesis examines a special subclass of Pythagorean triples that satisfy the
condition |r — y| = d?, and investigates how these triples can be systematically
generated using parametric methods. It has been shown that these triples can
be obtained not only through classical formulas but also via second-degree

Diophantine equations, particularly Pell-type equations.

In this study, generalized Pell equations are examined based on the fundamental
solution of the classical Pell equation, and Pythagorean triples satisfying the
condition |z — y| = d? are obtained through the solutions of these equations. The
solutions are expressed parametrically, and the structural properties of these triples
are analyzed to establish a classification based on their symmetric and recurring

patterns.

The findings provide a new perspective on the relationship between Pythagorean
triples and Diophantine equations and offer a theoretical foundation for future

studies on similar numerical structures.

Keywords: Pythagorean triples, Diophantine equations, Pell equation, continued

fractions, parametrization
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GIRIS

1.1 Literatiir Taramasi

Diyofant denklemler, yalnizca tamsay1 ¢oziimleri kabul eden polinom tiirleridir ve
bu isim Antik Yunanli matematik¢i Diophantos’tan alinmistir. Diophantos’un Arith-
metica adl1 calismasi, cebirsel kavramlari sistematik bir sekilde ele alarak modern

say1 teorisinin temellerine 6nemli katkilar sunmustur [[1]].

Bu denklemlerin en klasik 6rnegi, Pisagor Teoremi’ne karsilik gelen
o2 + o = 2

esitligidir. Bu denklem, tamsay1 ¢oziimler icin (o, ¢, z) € Z3 iigliisii seklinde ifade
edilir ve bu iicliiler Pisagor iicliileri olarak adlandirilir. Her ne kadar bu teorem
Pisagor’a atfedilse de, tarihsel veriler Babil ve Hint matematik geleneklerinde bu
yapinin ¢ok daha once kullamldigini gostermektedir [2]. Ornegin, M.O. 1800’e
tarihlenen Plimpton 322 tableti ve Sulba Sutra metinleri bu tiirden {iigliilerin

bilindigine isaret etmektedir.

Pisagor tigliileri su parametrik formiille elde edilebilir:
o=2mn, @=m>-n% J9=m?+n?

Burada m > n, m ve n aralarinda asal ve biri ¢ift, biri tek olmak kosuluyla pozitif

tam sayilardir.

1.1.1  Siirekli Kesirlerin Tarihsel Gelisimi

Pell denklemleri ile iligkili olarak irrasyonel sayilarin rasyonel yaklagtirmalarinda
kullanilan siirekli kesirler, matematiksel olarak giiclii bir aractir. Bu yap1, Oklid
algoritmasina dayanir ve ilk olarak Aryabhata tarafindan bir lineer Diyofant

denkleminin ¢6ziimiinde kullanilmistir[2]]. Bombelli ve Cataldi gibi matematikgiler,



karekok ifadelerini siirekli kesir biciminde temsil etme konusunda 6ncii ¢alismalar

yapmuistir.

17. yiizyilda John Wallis, “siirekli kesir” terimini ilk kez kullanmis; Lord Brouncker

ise
PP P
T 2 32
+ 24,52

acilimin vererek bu yapiyi analitik sayilarin kuraminda uygulamistir.

1.1.2 Euler ve Siirekli Kesirler

Euler, 18. yiizyilda yazdig1 De Fractionibus Continuis adli eserinde, rasyonel
sayilarin siirekli kesirlerle ifade edilebilecegini gostermistir. Ayrica e sayisinin
irrasyonelligini kanitlamak i¢in siirekli kesir agilimi gelistirmistir. Johann Lambert
7 nin irrasyonelligini yine bu yontemle ispatlamis; Lagrange ise ikinci dereceden
irrasyonel sayilarin siirekli kesir ac¢iliminin her zaman periyodik oldugunu

gostermistir.

1.1.3 Tezin Amaci

Bu tezin amaci, |0 — ¢| = d? kosulunu saglayan Pisagor iigliilerini inceleyerek bu
0zel yapilarin sistematik ve parametrik olarak nasil iiretilebilecegini arastirmaktir.
Calismada, bu tiir iicliilerin klasik tiretim yontemlerinin 6tesinde, ikinci dereceden
Diyofant denklemleriyle olan iliskisi ortaya konulmaktadir.  Ozellikle, bu
ticliilerin uygun cebirsel doniisiimler aracilifiyla pozitif veya negatif bicimli Pell
denklemlerine indirgenebilece8i gosterilmektedir. Ardindan, bu denklemlerin
coziimleri siirekli kesir agilimlarinin periyodik yapisindan yararlanilarak parametrik
olarak elde edilmektedir. Ayrica, elde edilen ¢oziimlerin sadece sayisal degil,
yapisal acidan da belirli simetri ve tekrar ozellikleri tagidi1 gozlemlenmektedir.
Bu o6zellikler, s6z konusu Pisagor iicliilerinin yeni bir simiflandirma yaklasimiyla
ele alinmasina olanak tanimaktadir. Bu baglamda tez, klasik Pisagor iicliilerine dair
literatiirde yeterince incelenmemis bir alt sinifin cebirsel ve yapisal 6zelliklerini

ortaya koymay1 hedeflemektedir.

1.1.4 Hipotez

Bu tezde, klasik Pisagor iigliilerinin bir alt sinifin1 olusturan ve |0 — y| = d?
kosulunu saglayan coziimlerin sistematik olarak {iiretilebilecegi varsayilmaktadir.
Temel hipotez, bu tiir licliilerin yalnizca klasik parametrik formiillerle degil, ayn

zamanda belirli cebirsel doniistimler ve siirekli kesir acilimlart kullanilarak tiiretilen



pozitif ve negatif bicimli Pell denklemleri aracilifiyla da elde edilebilecegidir.
Buna gore, |0 — ¢| = d* kosulunu saglayan Pisagor iigliileri, uygun degisken
dontistimleriyle ikinci dereceden Diyofant denklemlerine indirgenebilir; bu
denklemlerin ¢oziimleri ise, devamli kesirlerin periyodik yapisindan yararlanarak
parametrik bi¢imde iiretilebilir. Ayrica, bu ¢oziimlerin yalnizca aritmetik degil,
ayn1 zamanda yapisal diizeyde de simetri, tekrar ve modiiler 6zellikler tasidigi; bu

nedenle ortaya c¢ikan ¢6ziim ailelerinin belirli kurallara gore siniflandirilabilecegi
ongoriilmektedir.



2

ON BILGILER

Bu tezde ele alinacak temel kavramlar tanimlanarak detayli bir sekilde
aciklanacaktir.

2.0.1 Temel Tanimlar

Tanim 2.1 (Diyofant Denklemi). Bir Diyofant denklemi, katsayilar1 tamsay1 olan
ve yalnizca tamsay1 ¢oziimii bulunan ¢cok degiskenli bir polinom ifadedir. Genel
bicimi,

P(o1,09,...,0,) = Zaa0?1032 ceeop™, G €L

n
«

Bu tiir denklemler icin aranan ¢oziimler,
(01,09,...,0,) € Z"

seklinde yalnizca tamsay1 kiimelerinde tanimlanir [3]].

Tanimm 2.2 (Lineer Diyofant Denklemi). Katsayilar1 ve ¢oziimleri tamsay: olan,

birinci dereceden iki bilinmeyenli Diyofant denklemler,
Ao +np = (¢
seklinde tanimlanir. Bu denklem ancak su kosul altinda tamsay1 ¢6ziime sahiptir.

ged(A,n) | ¢

Genel ¢oziim su sekilde parametrik olarak ifade edilir.

A
U:Uo+§t, @zwo—gt, teZ, d=ged(\n)

[41].



Ornek 2.1. Asagidaki lineer Diyofant denklemi ele alalim,

280 + 42¢p = 98

Oncelikle ged(28,42) = 14 bulunur. Ciinkii 14 | 98 oldugundan, denklem en az bir

tamsay1 ¢oziime sahiptir. Her iki taraf 14 ile sadelestirilerek denklem sadelestirilir,

280 +42¢ 98
_— = — 2 =
11 14:> o+3p=7

Denklemin en sade halini saglayan en kiigiik degerler bulunur. Ornegin,
p=1
icin

20+3=7=0=2.

Dolayisiyla en kiiciik ¢oziim,

(‘707 SOO) = (27 1)

Tiim ¢oziimler en kiiciik coziimden yararlanilarak parametrik olarak ifade edilir,
c=2+3t, =1-2t, teZ

Tanim 2.3 (Lineer Olmayan Diyofant Denklemi). Bir Diyofant denkleminin en az
bir teriminde degiskenin derecesi 1’den biiyiikse veya degiskenler ¢carpim bi¢ciminde

yer aliyorsa, bu denkleme lineer olmayan Diyofant denklemi denir. Genel tanimi,
P(oy,09,...,0,) =0, o0;,€Z

Burada P, en az bir degiskenin derecesi 2 veya daha biiyiik olan bir polinomdur [5]].

Tamm 2.4 (Fermat Denklemi). U¢ tamsayiy1 iceren ve n > 3 icin tanimlanan
denklemdir,

Fermat’in Son Teoremi’ne gore bu esitlik, pozitif tamsayilar icin yalnizca n = 2

durumunda ¢6ziim igerir. n > 3 i¢in ¢6ziim bulunmamaktadir [6].



Tanim 2.5 (Pell Denklemi). Pell denklemi su sekilde tanimlanur,

o> —D* =1
Burada D, pozitif bir tam say1 olup tam kare degildir. Bu denklem siirekli kesirlerin
periyodik yapistyla iligkilidir ve sonsuz sayida tam say1 ¢oziim icerir [2].

Tammm 2.6 (ilkel Pisagor Ugliisii). Bir Pisagor iicliisii (o, p,9) igin eger
ged(o, p,9) = 1 ise bu tiglitye ilkel Pisagor iigliisii denir. Diger tiim Pisagor
ticliileri, bu ilkel {i¢liilerin pozitif tam say1 katlariyla elde edilir [3].

Tanim 2.7 (Pisagor Ucgeni ve Ugliisii). Dik iicgenlerde kenarlar arasinda gegerli
olan iligkiyi ifade eder,
02 + P = 2

Eger (o, ,v) € Z* bu esitligi saghyorsa, (o, ¢, 1) bir Pisagor ti¢liisiidiir. Bu tiir
ticliiler, asagidaki parametrik formiille iiretilebilir,

0=20y, ¢=08-9, 9=0+7"

Bu yap1 tiim ilkel ti¢liileri kapsar [1].

Tanim 2.8 (Pisagor Dortliisii). Pisagor Teoremi’nin ii¢ boyutlu uzaydaki
karsiligidur.

o2+ 0? + w? =
Burada o, ¢, w, ¥ pozitif tam sayilardir. Bu denklem, bir dikdortgenler prizmasinin

uzaydaki kosegenini temsil eder [1].

Tanmim 2.9 (Siirekli Kesir). Bir sayi, i¢ ice kesirler halinde yazilabiliyorsa bu yapiya

Siirekli Kesir denir. Genel bicimi sodyledir,

a0+

a; +
1

as +
2 a3_|_...

Eger sonlu terim igeriyorsa sonlu Siirekli Kesir, sonsuz terim igeriyorsa sonsuz
Siirekli Kesir olarak adlandirilir [2]].

Tanmmm 2.10 (Basit Siirekli Kesir). Tiim paydalarin 1 oldugu ve tim a; € N
olacak sekilde ifade edilen Siirekli Kesirlere basit Stirekli Kesir denir. Matematiksel
gosterimi,

[ag; ai, az, . . .|

6



seklindedir. Basit Siirekli Kesirler, irrasyonel sayilarin ozelliklerini sistematik
bicimde ifade etmekte kullanilir [1} [2].

Tanim 2.11 (Periyodik Siirekli Kesir). Bir irrasyonel sayimin siirekli kesir
aciliminda belirli bir dizinin devaml tekrar etmesi durumunda bu kesir periyodik

olarak adlandiriir.

Ornek 2.2.

V74 =[8;1,1,1,4,1,1, 1, 16]

acihminda, periyodik yapi agik¢a goriilmektedir. Ikinci dereceden irrasyonel
sayilarin siirekli kesir ag¢ilimlarimin her zaman periyodik oldugu, Lagrange

tarafindan kanitlanmistir [2].

Tammm 2.12 (Fibonacci Dizisi). Fibonacci dizisi, her terimi onceki iki terimin
toplamu olan bir say1 dizisidir. Dogal sayilar kiimesi iizerinde tanimlanir. Dizinin

terimleri artarak devam eder. Baglangic kosullari,
Uy = O, Uy = 1

ve n > 2igin,

Up = Up—1 + Up—2

seklindedir. Elde edilen ilk terimler sunlardir,

0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55. ..

Bu dizi, dogadaki biiyiime modelleri, altin oran ¢’nin yaklagimi ve sayi teorisi gibi

bir¢ok matematiksel alanda 6nemli bir yere sahiptir [1].



3

PISAGOR UCLULERI ve FERMAT TEOREMI

Diyofant denklemler ve c¢esitlerinin tanimlarim1 Onceki boliimde verdik. Bu
boliimde, bu denklemlerden Pisagor {igliileri, Fermat teoremi ve Pell denklemleri

izerine ¢alisacagiz.

Teorem 3.1 (Aritmetigin Temel Teoremi). 1’den biiyiikk her tamsayi, asal
carpanlarin ¢arpimi seklinde ve carpanlarin sirast diginda yalmizca bir sekilde

yazilabilir. Bu ifade, carpanlara ayirma acisindan tektir.

Ispat. Her n > 1 sayis1 ya asaldir ya da asal olmayan en kiigiik sayidan baglanarak
asal carpanlara ayrilabilir. Ciinkii n’nin pozitif bolenleri sonlu sayida oldugundan,

bu iglem sonlu adimda tamamlanir. Bu sekilde n asagidaki bicimde yazilir.
n=pipg e py

Burada p;’ler birbirinden farkli asal sayilar, a;’ler ise pozitif tam sayilardir. Bu
teklik, asal sayilarin yalnizca 1 ve kendilerine boliinebilmesiyle ilgilidir. Eger n,
farkli asal carpan dizileriyle ifade edilebilseydi, bazi asal sayilarin birden fazla
carpan dizisinde yer almasi gerekirdi. Bu durum asal say1 tanimina aykiridir. Bu

nedenle her say1, asal carpanlara ayirmada yalnizca bir bicimde ifade edilir [7]. W
Teorem 3.2 (Pisagor Teoremi). Dik iiggenlerde, hipoteniisiin karesi, dik kenarlarin
karelerinin toplamina esittir. Yani, a ve b dik kenarlar, c hipoteniis olmak iizere,

a®+ b =c

*dir.

Bu teorem, adin1 Antik Yunanli Pisagoras’tan almasina ragmen, M.O. 1800’lere ait
Babil tabletlerinde (6r. Plimpton 322) ve Hint matematik metinlerinde (Sulba Sutra)
bu iligki bilinmekteydi. Pisagoras, bu iliskinin sistematik kullanimin1 saglayan ilk
kisilerden biri olarak kabul edilir [8]].



Sekil 3.1 Bahaskara-Pisagor Teoremi

Ispat. Kenar uzunlugu c olan bir kare icerisine, dik kenarlar1 a ve b, hipoteniisii ¢
olan dort 6zdes dik ticgen yerlestirilir. Bu diizenleme sonucunda, merkezde kenar

uzunlugu (a — b) olan bir kare meydana gelir.

Biiyiik karenin alani iki farkli sekilde hesaplanir.

¢ Dogrudan alan: ¢

* Bilegenlerin toplamu:
1
4 - <§ab) + (@ —b)? = ¢

Bu iki ifade esitlenerek:

2ab + (a — b)* = ¢
2ab + a* — 2ab + b* = ¢*
a>+ b =c?
Bu sonug, Pisagor Teoremi’nin gegerliligini ortaya koyar. Bhaskara’nin sundugu bu
kanit, sade yapisina ragmen oldukca giicliidiir [9]. [

Tamim 3.1 (ilkel Pisagor Ugliisii). Bir Pisagor iigliisii (o, ¢, ),

o2 4 p? = 92



kosulunu saglayan pozitif tam sayilardan olusur. Eger ged(o, p,9) = 1, bu tiir

tcliiler ilkel Pisagor iigliisii olarak adlandirilir [3]].

Herhangi bir Pisagor ii¢liisii (o, o, ¢) igin ged(o, o, ) = d olacak sekilde bir d €

77" varsa, bu liclii ilkel bir ii¢liiniin d ile ¢arpilmasiyla elde edilebilir. Yani,
c=d-u, p=d-v, v=d-w

seklinde yazilabilir. Burada (u, v, w) da bir Pisagor ti¢liisiidiir ve ged(u, v, w) = 1

olacak sekilde ilkel yapidadir.

Her Pisagor tigliisii, uygun bir pozitif tam say1 d ile ¢arpilmis bir ilkel iicliiden
tiretilebilir. Bu nedenle tiim Pisagor iicliilerini olusturmak ic¢in yalmzca ilkel

olanlar iiretmek yeterlidir.

Yalnizca pozitif tamsayilarla tanimlanan Pisagor ii¢liilerinin ele alinmasi yeterlidir.

Ciinkii negatif degerler, bu iicliilerin isaret degistirilmesiyle elde edilir.

Lemma 3.1. Eger (o, ¢, ¥) bir ilkel Pisagor ii¢liisiiyse, o hilde asagidaki esitlikler
saglanir.
ged(o, ) = ged(p, V) = ged(¥,0) =1

Ispat. Varsayalim ki (o, ¢, 1) bir ilkel Pisagor iigliisii olsun. Aksini varsayarak
ged(o, ) = d > 1 oldugunu kabul edelim. Bu durumda, o ve ¢ sayilarinin ortak

bolenlerinden biri d’dir ve d’nin bir asal boleni olan p hem ¢’1 hem de ¢’yi boler.
Pisagor Teoremi’ne gore,

o2 + o = 2
p | o ve p | ¢ oldugundan, p ayn1 zamanda o + ? ifadesini de boler. Dolayisiyla

p | 9% olur. Buradan da p | 9 oldugu sonucu ¢ikar.

Bu durumda p, hem o, hem ¢, hem de ’yi boler ki bu, (o, ¢, ) ii¢liisiiniin ilkel

oldugu varsayimiyla celisir. Dolayisiyla,

ged(o, @) =1

Ayn1 yontemle ged(p, 9) = 1 ve ged(¥, o) = 1 oldugu da gosterilebilir. [

Lemma 3.2 (Mod 4’e Gore Iki Kare Toplami). Eger bir tam say1 n icin n = 3

(mod 4) ise, bu say1 iki tam karenin toplami geklinde ifade edilemez.
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Ispat. Varsayalim ki n = o2 + ¢? seklinde iki tam saymnm Karesi toplami olarak
yazilabiliyor olsun. Bilinen bir sonu¢ olarak, herhangi bir tam sayinin karesi

(mod 4) sinifinda yalnizca 0 veya 1 olabilir,
w*=0veyal (mod 4)
Bu durumda, 02 + (? asagidaki alabilecekliklere sahip olur,
P+ p’=04+0=0, 1+40=1, 14+1=2 (mod4)

Dolayisiyla, 0% + ©? = 0,1,2 (mod 4) olabilir ancak hicbir sekilde 3 mod 4

olamaz.

Oysa varsayimimiza gore n = 3 (mod 4) idi. Bu bir ¢eligkidir. O halde n sayisi iki

tam kare toplami biciminde yazilamaz [10, |11]. [

Lemma 3.3 (Karelerle Carpim Korunumu). Eger bir pozitif tam say1 n iki tam
karenin toplamu olarak yazilabiliyorsa, o halde k*n de iki tam karenin toplami

olarak ifade edilir.

Lemma 3.4 (Iki Kare Toplamlarmin Carpimi). Iki karenin toplami olan sayilarin

carpimi da yine iki karenin toplamidir,

X +7*)(P+0°) = (A +np)> + (Ao —1¢)°

Ispat. Sag tarafi agilr,

(A +mp)* + (Ao —nC)* = N+ 2XnCp + n°p° + Np” — 2xnCp + n°¢°
=N+ ") +177(C +p?)
= (N +7°)(C+p%)
Boylece ispat tamamlanur. [ |

Lemma 3.5. Her p = 1 (mod 4) asal sayisi, iki tam karenin toplami bi¢iminde

yazilabilir.

Ispat. Lemma ye gore, 02 + p? toplam1 m tam sayisina boliinebilecek sekilde
mp = o® + ? biciminde yazilabilir. En kiigiik bdyle bir m pozitif tam sayisi

oldugunu varsayalim. Celigki yontemiyle m > 1 oldugunu varsayalim.

11



Mod m’e gore r = 0, s = p, =3 < r,s < 7 olacak gekilde tanimlanabilir. Bu
durumda,

P+s=0+p*=0 (modm)=r’>+s*=mn
Simdi,
(r* +5%)(0* + %) = m*np
Ote yandan, 6nceki lemma geregi,

(r* +5%) (0" + ¢) = (ro + sp)* + (ry — s0)*

Bu ifadeler m’ye tam boliiniir, ¢linkii,

ro+sp=0+p =0, ro—soc=0p—po=0 (modm)
Yani,
_ (ro+s 2 ro—so 2
Ayrica,

2 2
r2+82§m7:>mn§m7=>n<m

n = 0 miimkiin degildir, aksi takdirde r = s = 0 = m | o;m | ¢ = m? |
mp = m | polur. Ancak m < p oldugundan bu celigkidir. O halde m = 1 ve
p=0’+¢’ u

Yorum 3.1. Bu ispat, sadece p’nin iki kare toplami oldugunu garanti eder, fakat o

ve ¢’nin tam degerlerini vermez [12,|13]].

Lemma 3.6.

w? =0’ + ¢

olmak iizere (o, p,w) Ilkel Pisagor iigliilerinden, o veya ¢ sayilarindan biri cift,

digeri tek olmalidir.
Ispat. 1ki durumu ayr ayr incelenir.

(i) Hem o hem de ¢ cift olsun. Bu durumda o = 2a ve ¢ = 2b seklinde
yazilabilir. O halde,

w? = 0% + ¢? = 4a® + 4V* = 4(a® + V?)
Buradan w? de 4 ile tam boliiniir, dolayisiyla w da ¢ift olur. Bu durumda,

ged(o, o, w) > 2

12



olur. Bu, ii¢liiniin ilkel olmasina aykiridir.

(ii)) Hem o hem de ¢ tek olsun. Tek sayilarin karesi daima 1 mod 4’e denktir.
Dolayisiyla,
0?=1 mod4, ¢?*=1 mod4

=0’+¢’=14+1=2 mod4

Ancak hicbir tam sayinin karesi 2 mod 4’e denk olamaz. Bu da bir celiskidir.

Dolayisiyla, o ve ’den biri tek, digeri cift olmak zorundadir. |

Sonuc¢ 3.1. Eger o,¢,9 bir ilkel Pisagor iicliisii ise ve o ¢ift bir say1 ise 0 zaman ¢

ve ¥ tek sayilardir.

Lemma 3.7. Aralarinda asal iki tamsay1 olan r, s € Z i¢in, eger rs bir tam kare

2

ise, 0 halde hem 7 hem de s ayr1 ayr tam karedir.Yani r = a? ve s = b? olacak

sekilde a, b € Z vardur.

Ispat. Teorem e gore, her pozitif tamsayiy1 asal sayilarin sleri bigiminde
benzersiz sekilde ifade etmek miimkiindiir. Bu baglamda r ve s tamsayilar
aralarinda asal olduklarindan dolayi, birbirlerinden tamamen ayrik asal sayilarin
iisleri bigiminde yazilabilirler. Yani, r = p{'p3>---pi* ve s = ¢"'¢b>--- ¢
seklindedir ve burada {p;} ve {¢;} kiimesi aralarinda asal oldugundan ortak asal

carpan icermez.

r.s ifadesi bir tam kare olduguna gore, bu carpimin asal carpanlara ayrilmis halinde
tiim tistel degerler ¢ift olmalidir. Ancak r ve s aralarinda asal olduklarindan, bu iistel
degerlerin tamami ya sadece r’de ya da sadece s’de bulunur. Dolayisiyla 7 nin tiim
asal carpanlarinin iisleri de ¢ift olmak zorundadir, ayni durum s icin de gecerlidir.
Bu ise, hem r’nin hem de s’nin her birinin tam kare olduklarin1 gosterir. Boylece

r = a® ve s = b? olacak sekilde a, b € Z tamsayilar1 bulunur. |

Teorem 3.3. Pisagor denkleminin tiim ilkel tamsay1 ¢oziimleri 02 + ¢? = w?

bicimindedir ve asagidaki kosullar1 sa8lar,
ged(o,p,w) =1, 2|0, >0, >0, w>0
Bu ¢oziimler asagidaki parametrik formiille verilir,
o=2k, p=0*—kK, w=1"+kK
Buradan > k > 0, ged(n, k) = 1 ven Z k (mod 2) olmahdir.
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Ispat. Eger o, ¢, w bir (pozitif) ilkel Pisagor iicliisii ise ve o ¢ift, ¢ ile w tek sayilar

olarak kabul edilirse, bu durumda w—¢ ve w+ birer ¢ift tamsayidir. Tanimlayalim,
w—p=2v, wt+ep=2

Pisagor denklemi su sekilde yazilir,

o’ =(w—¢)(w+y)

(3) =

v ve v aralarinda asal olmak zorundadir. Aksi takdirde ged(v,v) = A > 1 olurdu

Buradan,

ve bu durumda A, hem w hem de ¢’yi bélmek zorunda kalirdi. Bu da ged (¢, w) = 1

ile celigir.

Lemma [3.3]e gore v ve v birer tam kare olmalidir,

Bu degerler yerine yazildiginda,

w=n"+rK o=n—kK, =k = 0=k

Ayrica, ged(p,w) = 1 kosulunu saglamak icin ged(n, k) = 1 olmalidir. Aksi

takdirde ortak bolen o, ¢ ve w’y1 da boler.

Eger 7 ve k her ikisi de tek ya da cift olsaydi, hem ¢ hem de w ¢ift olurdu. Bu, ilkel

olma kosuluna aykiridir. O hélde, tam olarak biri tek, digeri ¢ift olmalidir,

n#k (mod 2)

Tersi YOn, belirtilen kosullar1 saglayan iki tamsay1 n > x > 0 alalim. Asgagidaki
esitlik gecerlidir,
(2nK)* + (* = &%)* = (" + &%)°

Buda o = 2nk, ¢ = n* — k?, w = n* + K licliisiiniin gergekten bir Pisagor iigliisii

oldugunu gosterir.

Bu ii¢liiniin ilkel oldugunu varsayalim ve ged(o, ¢, w) = A > 1 olsun. Bu durumda
A asal bir bolen olmali ve A # 2’dir ¢iinkii w tektir. A\, hem ¢ hem de w’y1
boldiigiinde A | (w + ¢) ve A | (w — ¢) olur. Buda A | 2% ve A | 2x? sonucunu
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verir. Dolayisiyla A, hem 7 hem de x’y1 boler ki bu da ged(n, ) = 1 ile gelisir.

O halde A\ = 1 olmal1 ve o, ¢, w gercekten ilkel bir Pisagor ti¢liisiidiir [[14,/15]. W

Tablo 3.1 (m ve n, 10’un kuvvetleri + 1 Pisagor Ugliileri)

o © 0

991800 202202 1012202
99018000 20022002 101022002
9900180000 2000220002 10100220002

990001800000 200002200002 1010002200002
99000018000000 | 20000022000002 | 101000022000002
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Tablo 3.2 0 < 15 kosulunu saglayan baz ilkel Pisagor ti¢liileri

DEGISKENLER PISAGOR UCLULERI
o |k o=2nK | p=n0°—K | w=n*+K
2 |1 4 3 5

3 11 6 8 10
3 |2 12 5 13
4 |1 8 15 17
4 |3 24 7 25
5 11 10 24 26
5 12 20 21 29
513 30 16 34
5 14 40 9 41
6 |1 12 35 37
6 |5 60 11 61
7 |1 14 48 50
7 12 28 45 53
7 4 56 33 65
8 |1 16 63 65
8 |3 48 55 73
8 |5 80 39 89
9 |1 18 80 82
9 [2 36 77 85
9 [4 72 65 97
101 20 99 101
103 60 91 109
112 44 117 125
11 ] 10 220 21 221
121 24 143 145
12]5 120 119 169
12 ] 11 264 23 265
13 [ 12 312 25 313
13]10 260 69 269
14]9 252 115 277
14 [ 13 364 27 365
158 240 161 289
15[ 14 420 29 421

Tablo 3.2’nin incelenmesi sonucunda, asal Pisagor tigliilerini olusturan (o, ¢, 1)
kenarlarinin ardisik tam sayilar seklinde diizenlenebildigi gézlemlenmistir. Ayrica,
tabloda kalin olarak belirtilen bazi1 degerler, ilgili kenarlarin birer kare sayi

olabilecegine isaret etmektedir.

Asagidaki ¢ikarimlar yapilabilir,

(1) En az bir dik kenarin 3 ile tam boliinebildigi gozlemlenmektedir.
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(ii) Ugliiyii olusturan kenarlardan yalnizca bir tanesi 5 ile tam boliinebilmektedir.
(iii) Her ticliide o kenarinin genellikle 4 ile tam boliindtigii dikkati cekmektedir.

(iv) Dik kenarlarin c¢arpiminin ¢ofu durumda 12 ile tam bdliinebildigi

goriilmektedir.
(v) Ug kenarin ¢arpimi, yaygin olarak 60 ile tam boliinebilmektedir.

(vi) Hipoteniis olan w kenariin bir fazlasi ya da bir eksigi bir kare say1 olabilir.
Ornegin, ¥ = 65 icin z — 1 = 64 = 82.

(vii) Baz1 orneklerde hem o hem de ¢ kenarlar kare say1 olabilmektedir. Bu

durum, {i¢liiniin simetrik yapisina isaret etmektedir.

(viii) o ve ¢ kenarlarinin her ikisi de tam kare oldugunda, ilgili Pisagor iicliisii

ilging bir sekilde (k?, m?, n) bigimine yaklagan bir yap: sergilemektedir.

Aym Cevreye Sahip Pisagor Ucgenleri

Aymi gevreye sahip farkli ilkel Pisagor iicgenlerine nadir rastlanir. Ozellikle asal
Pisagor ti¢liileri i¢in bu durum olduk¢a sinirhidir. Asagidaki ii¢ ticgen ayni ¢evreye

sahiptir,
(7080, 119,7081), (5032,3255,5993), (168,7055,7057)
Bu iicliiler su parametrik degerlerle iiretilmistir,
(m,n) = (60,59), (68,37), (84,1)

Ortak cevreleri,
7080 + 119 + 7081 = 14, 280

Daha kiigiik ortak ¢evreye sahip ilkel liggenler de vardir,
(48,20,52), (24,45,51), (40,30, 50)

Bu iicgenlerin cevresi,
48 + 20 + 52 = 120

“dir [[1]].

Teorem 3.4. Bir Pisagor iicgeninin i¢ ¢cemberinin yaricapt her zaman bir tam

sayidir.
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Ispat. r dik iiggenin hipoteniis uzunlugu z ve kenar uzunluklar1 = ve y olan, i¢
cemberin yaricapini temsil etsin. Ucgenin alani, gemberin merkezinde ortak bir

koseye sahip ii¢ kiigiik iiggenin alanlarinin toplamina esittir.Dolayisiyla,

11 +1 +1 _1(++)
g =gretorytora=or@ty+z

Durum asagida gosterilmistir,

Sekil 3.2 Pisagor Ucgeni ve I¢ Teget Cemberi

Simdi, Teorem [3.3] ¢ gore,
2?4yt =22
Ancak bu denklemin pozitif tam say1 ¢oztimlerinin su sekilde verildigini biliyoruz,
xv=2kst, y=k(s* =1, z=k(s*+t?)
uygun pozitif tam sayilar £, s, t se¢ildiginde. o, y, z yerine bu degerleri koyarak ve
xy=rx+y+z2)

denkleminde c¢ozerek r icin su sonuca ulagilir,

2k?st(s* — t?)
k(2st 4 s? — t2 4 s2 4+ 12)

2 42
_ kt(s t):k:t(s—t)
s+t

ki bu bir tam sayidir. n

3.0.1 FERMAT TEOREMI

Teorem 3.5 (Fermat’'m Ozel Teoremi). Denklem o* + ¢* = 9¥?’nin pozitif tam

sayilarda ¢Oziimii yoktur.

Ispat. Varsayalim ki (a, b, ¢) pozitif tamsayilardan olusan bir ¢6ziim iigliisii olsun

ve a* + b* = ¢? denklemi saglansin. Once ged(a, b) = d olsun. O halde bazi pozitif
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tamsayilar « ve [ igin,

a=da, b=dps, ve ged(a,p)=1
Denkleme yerlestirirsek,

(da)* + (dB)* = & = d*(a* + BY) =2

Buradan d* | ¢? elde edilir, bu da d* | ¢ anlamina gelir. Oyleyse ¢ = d*y seklinde
yazilabilir. Denklem su hale gelir,

Oé4+ﬁ4:"}/2

Bu, («, 8,7) tglistiniin de denklemi sagladigin1 gosterir. Ayrica ged (o, ) = 1
oldugundan, baslangicta ged(a, b) = 1 varsayilabilir.

Denklem su sekilde de yazilabilir,
(CL2)2 4 (b2>2 il 02

Yani (a?, b?, ¢) bir Pisagor iicliisiidiir ve ged(a?,b?) = 1 oldugundan bu iiclii ilkel

(primitive) bir Pisagor ii¢liisiidiir. Bilinen formiilasyona gore,
a>=2mn, bV*=m?*—n? c=m*+n?
buradaki m > n, gcd(m,n) =1 ve m # n (mod 2) kosullarin1 saglar.

Bu durumda b tek olmalidir. Eger n tek olsaydi, m ¢ift olurdu ve b = m? —n? =3

(mod 4) olurdu, bu bir ¢eligkidir. O hélde n ¢ift, m tek olmahidir. n = 2¢ yazilirsa,
a® = 4mq = (a*)? = 4mq = a* = 4myq
ged(m, q) = 1 oldugundan m = t2, ¢ = u? gibi kareler olmalidir.
Simdi ikinci bir Pisagor licliisii daha iiretelim,
n?+b* = m?

Bu da (n, b, m) ti¢gliistiniin Pisagor ti¢liisii oldugunu gosterir. ged(n,b) = 1 oldugu

icin bu ticlii de ilkel bir iicliidiir. O hélde,

n=2vw, b=1v>—w? m=v>+w?
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Burada v > w, ged(v, w) = 1,v # w (mod 2). Fakat vw = ¢ = u? oldugundan, v

2

ve w da kare sayilardir, v = r*, w = s2. O zaman,

m=0v>+w?>=rt+st=1¢

Bu da (r, s, t) iigliisiiniin de ayn1 denklemi sagladigini ve ¢ < ¢ oldugunu gosterir.
Oysa c en kii¢iik ¢oziimdii. Bu celiski, baslangi¢c varsayiminin yanlis oldugunu

ispatlar.
Dolayisiyla ot + ¢* = 192 denkleminin pozitif tam say1 ¢oziimii yoktur [6}[16]. W

Teorem 3.6 (Fermat’in Son Teoreminin n = 4 Durumu ). Denklem o* + ¢* =

V4’ nin pozitif tam sayi ¢éziimii yoktur.

Ispat. Varsayalim ki 0% + o* = 94 denkleminin pozitif tamsay1 ¢6ziimii vardir. O

halde her iki tarafin karesi alinarak su denklem elde edilir,
(o) + ()" = (%)

Bu ifade,
0_4 + S04 il 192

seklinde yeniden yazilabilir. Ancak Onceki Teorem 3.5’te bu denklemin pozitif
tamsay1 ¢oziimii olmadig1 zaten ispatlanmistir. Dolayisiyla, o* + p* = 9* denklemi

de pozitif tamsay1 ¢oziimiine sahip olamaz.

Bu sonug, Fermat’in Son Teoremi’nin n = 4 durumu i¢in gegerli oldugunu gosterir.
Bu 0zel durum Fermat tarafindan 17. Fermat, bu sonucu genel teorem i¢in temel
bir adim olarak kabul etmistir. Fermat, bu sonucu genel teorem i¢in temel bir adim
olarak kabul etmisgtir [17-19]. [ |

Teorem 3.7 (Fermat’in Son Teoremi’nin Genellestirilmig Hali). Eger o, o, 9 pozitif

tam sayilar ve r, s, t pozitif tam sayilar olmak tizere ged(o, ¢, ) = 1 ve

1 1 1
-+-+-<1
r S t

sart1 saglaniyorsa, o zaman ¢” +¢° = ¢J' denkleminin yalnizca sonlu sayida ¢oziimii

vardir.

ispat. Bu teorem, Fermat’in Son Teoremi’nin modern bir genellemesidir ve analitik

say1 teorisinin bazi alanlariyla iligkilidir. Verilen esitsizlik, sinirli sayida ¢éziimiin
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varligini garanti eder. E§er r = s = ¢ = n olacak sekilde n > 2 ise bu durum klasik

Fermat’in Son Teoremi’ni kapsar [18].

Daniel Mauldin tarafindan yapilan kapsamli ¢calismalarda, bu esitsizligi saglayan ve
tam say1 ¢oziim veren yalnizca 10 6rnek bilinmektedir. Bunlar diginda bagka bir

¢Oziim rapor edilmemistir. [
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Ornek 3.1 (Mauldin’in Bildirdigi Coziimler). Verilen esitsizligi saglayan o” + ¢° =

J' bigimindeki denklemin bilinen on ¢oziimii asagidaki gibidir,

1420 =3
23 4 32— 15
F+1°=2°
1° 432 =93
2+ 1° =3
324 93— 15
1420 =3
23 4 32— 15
F4+1°=2°
1°+ 32 =23

(20} 21]]

Teorem 3.8 (Catalan Varsayimi — Mihdilescu’nun Teoremi). Diyofant denklemi,

clinkii,
32_22=9-8=1

bu, bu formdaki tek pozitif tam say1 ¢oziimiidiir.

1976 yilinda Tijdeman, bu denklemin yalnmizca sonlu sayida ¢oziimii olabilecegini
gostermistir. 2002 yilinda ise Preda Mihdilescu, Catalan varsayimini tam olarak
ispatlamig ve bu sonucu kesinlestirmistir. Bu nedenle, bu teorem giiniimiizde
"Mihiilescu Teoremi" olarak da bilinmektedir [22), 23]].
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4

SUREKLI KESIRLER ve PELL DENKLEMLERI

Siirekli kesirler, rasyonel ve irrasyonel sayilarin farkli temsillere olanak taniyan bir
gosterim bicimidir. Bu gosterim, 6zellikle sayilarin yaklagiminin incelenmesinde
ve baz1 Diyofant denklemlerinin ¢oziimiinde etkin olarak kullanilir. Siirekli kesirler,

iki temel gruba ayrilir: sonlu siirekli kesirler ve sonsuz siirekli kesirler.

Genel olarak, bir siirekli kesir su bicimde gosterilir,

OZQ—f—
oy +
oy +

1

a3+

Bu gosterimde o tam sayi, diger «; (¢ > 1) degerleri ise pozitif tam sayilardir.
Bu gosterim, eger yalnizca sonlu sayida terim igeriyorsa sonlu siirekli kesir, sonsuz

sayida terim igeriyorsa sonsuz siirekli kesir olarak adlandirilir.

Tanim 4.1 (Sonlu Siirekli Kesir). Bir sonlu siirekli kesir, su sekilde ifade edilir,

1
oo +
1
(03] +
1

g+ ———

1

A
Burada «g, aq, ..., oy reel sayilardir ve yalmzca oy negatif olabilir. Geri kalan
tiim terimler pozitif olmalidir. Bu kesirdeki oy, s, . . ., i degerlerine kismi pay-

dalar denir. Eger tiim terimler tam say1 ise, bu tiir kesirler basit siirekli kesir olarak
adlandirilir [24, 25]).
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Ornek 4.1. 137 rasyonel sayisin siirekli kesir biciminde ifade edelim,

53
187_3+28
53 53
53_1+25
28 28
@-14_3
25 25
25 1
—— —84+ =
3 +3
3
~ =3
1

Bu adimlar sonucunda elde edilen siirekli kesir acilima,

187
— =[3;1,1,8,3
53 [7777]

seklindedir. Ac¢ilimda tam say1 kismu 3, ardindan gelen kismi paydalar ise 1,1,8
ve 3’tiir. Bu ifade, hem kesirin yapisini ayrintili olarak gosterir hem de yaklasik

degerler elde etmek icin olduk¢a kullanighdir.

Siirekli kesir acilimi, rasyonel sayilarin benzersiz temsillerini saglarken, irrasyonel
sayilar i¢in sonsuz ancak diizenli bir yapiy1 ortaya koyar. Bu yontem, 6zellikle Pell

tipi denklemlerin ¢éziimlerinde énemli bir ara¢ olarak kullanilir [26].

Tanim 4.2 (Sonsuz Siirekli Kesirler). Bir sonsuz siirekli kesir, asagidaki bigimde

tanimlanr,
by
Qo +
by
aq +
b3
(05} +
by
as + —
Burada ag, a1, as, ... ve by, by, b3, ... gercek sayilardir. Eger her a; tam say1 ve tim

b; = 1 ise, bu yap1 basit sonsuz siirekli kesir olarak adlandirilir. Bu tiir kesirler

genellikle irrasyonel sayilarin temsili i¢in kullanilir.
Kisa gosterim bi¢imi olarak,

* Sonlu siirekli kesir,  [ag; a1, ag, . . ., Gy

* Sonsuz siirekli kesir, [ag; a1, as, as, . . .|

Bu gosterim, hesaplamalar sadelestirmek ve yapiyr daha acik sunmak i¢in tercih
edilir [27].
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Tanmim 4.3 (Periyodik Sonsuz Siirekli Kesirler). Bir sonsuz siirekli kesir, belirli bir
tam say1 dizisi sonsuz kez tekrar ediyorsa, periyodik olarak adlandirilir. Bu tiir
yapilar irrasyonel karekoklerin ve bazi sabit sayilarin temsillerinde sik¢a karsimiza

cikar.

Ornek ,
(3;1,2,1,6,1,6,1,6,...]

kesiri, [3;1,2, 1, 6] seklinde kisaca gosterilir. Burada 1,6 ifadesi, {1, 6} dizisinin

stirekli tekrar ettigini belirtir.

Eger tekrar eden blok {1, 6} bu kesirin en kisa periyodik parcasiysa, bu parcaya

periyot denir ve periyot uzunlugu 2 olur.

Ornek 4.2 (7’ nin Siirekli Kesir Ac¢ilimi). Irrasyonel sayilarin siirekli kesir agilimlari
sonlu degildir ve genellikle diizenli bir periyoda sahip olmazlar. Ornegin, 7

sayisiin siirekli kesir acilimi soyledir,

T=3+

7+

= [3; 77 157 17 2927 17 17 17 2]

Bu agilim periyodik degildir. Ancak, irrasyonel sayilarin rasyonel sayilarla en iyi

yaklagimini bulmada 6nemli rol oynar [28]].

Tanim 4.4 (Periyodik Siirekli Kesirin Eslenigi). Eger bir siirekli kesir tamamen

periyodik ise, yani
a = [ap;a1, a2, ..., Qn—1,0n, - Gnikl,
bu durumda bu Kesirin eslenigi o asagidaki bicimde tanimlanur,
r_ :
o = [a'n-i-k,"'aa’na"')alaaO]

Burada eslenik, periyodik dizinin ters siralanmasi ile elde edilir. Bu yapi, 6zellikle
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cebirsel irrasyonel sayilarin 6zelliklerini incelerken faydalidir [2].

4.1 Siirekli Kesirler ve Oklid Algoritmasi

Her rasyonel say1, sonlu bir siirekli kesir olarak ifade edilebilir. Bu 6zelligin kaniti,

Oklid Algoritmasi ile dogrudan iligkilidir.

Tanim 4.5 (Oklid Algoritmasi). Iki tamsayinin en biiyiik ortak bolenini (EBOB)
bulmak icin kullanilan klasik yontemdir. Matematiksel olarak, o ve  tamsayilari
i¢in,

ged(a, B) = ged(B, v mod 3) = ged(|e, |4])

seklinde ifade edilir. Genellikle o > 3 > 0 varsayimiyla islem baglatilir.

Algoritma, kalanlar dizisi olusturarak ilerler. Islem, kalan sifir oluncaya kadar

surdiirilir,

a:qlb—i-rl, O<ry<b
b:q2T1+7‘2, O0<ryg <y

T = (3T + T3, 0<ry <ry

Th—2 = QnTn—1+ Tn, 0< Tn < Tp-1

Tn-1 = Qn417n + 0

Bu algoritmada elde edilen ¢; katsayilari, rasyonel sayilarin siirekli kesir aciliminda
dogrudan rol oynar. Boylece, Oklid Algoritmas: araciligiyla her rasyonel sayinin
sonlu bir siirekli kesirle ifade edilebilecegi gosterilmis olur. Bu iligki, 6zellikle
Diophant denklemlerinin ¢dziimiinde, en iyi rasyonel yaklasimlarin bulunmasinda

ve cebirsel sayilarin yapisinin anlagilmasinda kritik bir rol oynar [29} 30].

Yorum 4.1. OKklid Algoritmas1’nin siirekli kesirlerle baglantisi, yalnizca hesaplama
kolaylig1 saglamakla kalmaz; ayn1 zamanda say1 teorisinin bir¢ok temel yapisinin

altinda yatan aritmetik diizenliligi de ortaya koyar.

Ornek 4.3. o = 187, 8 = 53 olmak iizere Oklid Algoritmas1 adim adim uygulanr.

187 =3 x 53 + 28
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03 =1x28+125

28=1x25+3
26 =8x3+1
3=3x1+0

Bu iglemler sonucunda, gcd(187,53) = 1 bulunur. Elde edilen boliim katsayilart
sirastyla (3,1,1,8,3)’dir. Bu degerler, 15%7 kesrinin sonlu siirekli kesir agcilimini

Verir,

187
— =|3;1,1,8,3
53 [ ) Y ) h) ]
Ornek 4.4. Simdi, ged(a, ) # 1 olan bir durum segelim. o = 252, 3 = 84 igin

Oklid Algoritmas: asagidaki gibi uygulanir.

252 =3x84+40

Bu durumda gcd(252,84) = 84 bulunur. Tek adimda sonuglandigi i¢in bolim
katsayisi (3) olarak elde edilir. Bu durumda,

252
TR [3]

ve bu ifade dogrudan 3 tam sayisi olarak degerlendirilir. Bu 6rnek, tam sayilarin da

stirekli kesir acilimiyla temsil edilebilece8ini gostermektedir.

Yorum 4.2. Bu ornekler, Oklid Algoritmasi’min yalmzca en biiyiik ortak boleni
bulmakla kalmayip, ayni zamanda rasyonel sayilarin siirekli kesir formuna
doniistiirilmesinde etkili bir yontem oldugunu ortaya koymaktadir. Siirekli kesir
acilimlart; ozellikle yaklasim teorisi, Diophant denklemleri ve cebirsel sayilarin

yapilarinin anlasilmasi agisindan temel araglardan biridir.

Teorem 4.1 (Rasyonel Sayilarin Siirekli Kesir Acilimi). Her rasyonel sayi, sonlu
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bir siirekli kesir olarak ifade edilebilir ve bunun tersi de dogrudur.

Ispat. Bir rasyonel say1 7 igin, b > 0 olmak iizere Oklid Algoritmas1 uygulanir.

a = qob+ 1y
b=q17”1+7"2

L= Q272 + 73

The2 = Qn-1Tn-1 1+ Tn

Tn—1 = qnTn + 0

Bu algoritmadaki ¢; katsayilari, % kesrinin siirekli kesir acilimindaki terimleri

olusturur,

a
gz[qo;ql,qQ,~--,qn]

Her bolme adimi sonlu sayida islem icerdiginden, elde edilen kesir agilimi da
sonludur. Boylece her rasyonel sayinin, sonlu bir siirekli kesir ile gosterilebilecegi

ispatlanmis olur. [

Yorum 4.3. Bu sonug, siirekli kesirlerin yalnizca irrasyonel sayilara degil,
aym1 zamanda rasyonel sayilara da uygulanabilir oldugunu gosterir.  Oklid
Algoritmas’nin bu baglamdaki kullanimi hem tarihsel hem de yapisal olarak

onemlidir.
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Ornek 4.5. g kesrini siirekli kesir biciminde ifade edelim. Bunun igin Oklid

algoritmasi adim adim uygulanir.

64 27
64=1-37+27 = g:pr?_g
37=1-27+10 = Q?ZH?
2W=2-10+7 = 1(1)—0:2+3E
10=1-7+3 = 77:14-?
T=2:3+1 = S=2+47
3=3-14+0 = %:3

Bu durumda,

64
37

% = [0;1,1,2,1,2,3] seklinde elde edilir. Bu, % kesri i¢in 6zgiin ve adim adim

hesaplanmig bir sonlu siirekli kesir gosterimidir.

= [1;1,2,1,2, 3] Dolayistyla, tersini alarak % kesrinin siirekli kesir agilimu,

Tanim 4.6 (Yakinsak). Bir sonlu siirekli kesir olan [ag; a1, as, . . . , a,| ifadesinden,
k terimde kesilerek elde edilen ara kesire k. yakinsak (convergent) denir ve CY, ile

gosterilir,

Cy = lao;a1,as,...,a;], ve 0<k<n

Ozellikle Cy = a olarak tanimlanir.

Yakinsaklar, bir siirekli kesirin kismi paydalari kullanilarak olusturulan ve orijinal
irrasyonel ya da rasyonel sayiya en yakin olan ardisik rasyonel yaklagimlardir. Her
C},, kesre gitgide daha yakin bir deger sunar. Ilging bir dzellik olarak, eger k < n

icin ay, yerine su ifade konulursa,

1
ak_l' )
Ak41

o zaman ortaya c¢ikan ifade, C;;, yakinsagina esit olur,

lag; ay, ..., a1, ap + ——] = [ag; a1, ..., Gk, Gpy1] = Crya
Af+1
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Bu nedenle, son yakinsak C,,, siirekli kesirin temsil ettigi tam rasyonel say1y1 verir.

Ornek 4.6. 1
0. 2 1 5

kesri i¢in ardigik yakinsaklar asagidaki gibidir,

C():O
01:[0;2]:—
1 1
Cy =10;2,1] = =z
2 [77] 2+% 3
1 17
C(3 [Oa775] ) 1 46

Her bir Cj, % kesrine bir oncekinden daha yakin bir yaklasim sunar. Ayrica bu

yakinsaklar, sirayla kesirin altindan ve iistiinden yaklagir.

Bu davranis, siirekli kesirlerin sagladigi en iyi rasyonel yaklagim 6zelliginin bir

sonucudur.

Yorum 4.4. Yakinsaklarin her biri, asagidaki bi¢cimde ifade edilir,

Co=25 0<k<n

qk

Burada p; ve ¢ sirasiyla k’nin pay ve payda bilesenleridir. Bu sayilar, asagidaki

Ozyinelemeli kurallara gére hesaplanabilir,

p-1=1, po=ao

-1=0, q=1
Pk = QgPk—1 + Pr—2
qrk = arqr—1 + qr—2

Teorem 4.2. Basit bir Siirekli kesirin £’1nc1 yakinsagi CY, su sekilde ifade edilir,

Co=LE 0<k<n

qk

Burada pj, ve qi, asagidaki 6zyineli kurallarla tanimlanur,

Dk = QgPk—1 + Pk—2, qk = QkQr—1 + qr—2
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Bu ifadeler, Siirekli kesirlerin yakinsaklarin1 hesaplamada temel alinan klasik
yapidadir [24].

Ispat. 1Ik terim icin Cy = ag = ‘Z—g oldugu aciktir. Ikinci terimde,

1 apa; + 1
Oyt — =20t P
a a1 q1

Ugﬁncﬁ yakinsak,
1 _ P2

1
a1+£ g2

02:a0+

Genel durumda £ > 2 i¢in C} = % oldugu varsayilir. Bir sonraki yakinsak sdyle

yazilir,
Qk+1Pk + Ph—1 _ Pt

Qk+19k + Q-1 Qk+1

Cr1 =

Bu da tammm her k igin gecerli oldugunu gosterir. Ispat tiimevarim yoluyla

tamamlanir. [}

Ornek 4.7. Kesir é—?’in stirekli kesir acilimini ve yakinsama sinirlarini inceleyelim.

Oklid algoritmasi adimlari,

591 =2-19+13
19=1-13+6
13=2-6+1
6=6-1+0

Bu adimlardan, kesrin Siirekli kesir a¢ilimi su sekilde elde edilir,

19
— =[0;2,1,2,6
51 [’7”]

Yakinsaklar i¢in baglangi¢ degerleri,

b2 = O) P-1= 17 q—2 = ]-7 qd—1 = 0
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genel formiilleri,

Pk = QgPr—1 + Pr—2, qrk = Qkqr—1 + qr—2

Buna gore,
po=2-1+0=2, Gp=2-0+1=1
pr=1-24+1=3, gp=1-14+0=1
p3=6-8+3 =51, @3=6-3+1=19
Yakinsaklar, . ) 5 v
Co==, Ci==, (Cy=-=, (3=—
0 27 1 37 2 87 3 51

Tablo 4.1 Siirekli kesir acilimi ve yakinsaklari, % =10;2,1,2,6]

k —2 -1 0 1 2 3
ay - - 2 1 2 6
Dk 0 1 2 3 8 51
q 1 0 1 1 3 19
T T 3 19
Ch - - 2 3 5 51
Teorem 4.3. Eger
Cp =2
4k
ifadesi,
lag; ay, ..., ay]

bi¢imindeki bir basit siirekli kesirin k-1nc1 yakinsagi ise, o zaman agagidaki esitlik

saglanur,

PrQr—1 — Qepr—1 = (—1)"*

Ispat. k = 1 icin dogrudan hesaplayalim,

P1go — 1o = (arag +1)(1) — ax(ag) =1 = (=1)°
esitligi gegerlidir.

Simdi tiimevarim yontemiyle ilerleyelim. & = m i¢in esitligin dogru oldugunu
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kabul edelim,
Pmim—-1 — mPm—-1 = (_1)m—1

Bir sonraki adim icin,

Pm+1 = Qmy1Pm + Dm—1,

Gm+1 = Um4+19m + Gm—1
Bu durumda,

Pmt1Gm — Gmt1Pm = (@mi1Pm + Pm-1)@m — (@my1Gm + Gn—1)Pm
= Am+1PmGm T Pm—19m — Gm+1PmGm — Pmdm—1
= Pm—1Gm — PmGm-1
=—(-)" = (="

Boylece esitlik £ = m + 1 i¢in de saglanir. Tiimevarim sonucu olarak, 1 < k£ < n

icin tiim £’lar i¢in gegerlidir. |

Yorum 4.5. Bu sonug, her yakinsakta pay ve payda terimlerinin aralarinda asal

oldugunu gosterir. Clinkii

Prr1 — Qepr—1 = (—1)"*

esitligi, sonucun her zaman £1 ciktigin belirtir. Eger p; ve g ortak bir bdlen
tasisaydi, bu ifade 1 ya da —1 yerine daha biiyiik bir sayiya boliinebilirdi ki bu da

celiski olusturur.

Dolayisiyla, her bir yakinsak en sade haliyle yazilmistir. Bu 6zellik, siirekli
kesirlerin rasyonel sayilar i¢in en iyi yaklagimi saglayan 6zel kesirler oldugunu da
dogrular [31].

Yorum 4.6. Bu esitligin 6nemli bir sonucu sudur, her Cj = Z—: yakinsaginda, py,
ve q aralarinda asaldir. Ciinkii bu ifade, yalnizca pay ve paydanin ortak boleni 1
oldugunda +1 degerini alir. Dolayisiyla, basit siirekli kesirlerden elde edilen tiim

yakinsaklar daima en sade bi¢cimdedir.

Ornek 4.8. Asagida sabit olmayan kismi paydalardan olusan 6zgiin bir drnek

verilmektedir, [0; 2, 3, 1, 4]. Bu kesirin ilk birka¢ yakinsagi,
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bicimindedir. Buradaki pay (px) ve payda (qx) dizileri asagidaki sekilde hesaplanir,

p—2=0, p-1=1,
q-2 =1, q-1 =0,
po =0, g =1,
p1 =1, @ =2,
p2 =3, @ =",
ps =4, g3 =9,
pg = 19, qq = 42

Bu 6rnek, az bilinen kismi paylara sahip siirekli kesirlerin de benzer yapiya sahip

oldugunu ve en 1yi rasyonel yaklasimi sagladigin1 gostermektedir.

Teorem 4.4. Eger gcd(a,b) = d > 1ise ve d { ¢, 0 zaman ao + by = ¢ denkleminin
tam say1 ¢oziimii yoktur. Aksi hilde d | ¢ oldugunda, ¢6ziim vardir ve denklem

a'o + b'y = ¢ bi¢ciminde sadelestirilir.

Ispat. Esitlik d = ged(a, b) olduguna gore, d | a ve d | b oldugu agiktir. Eger d { ¢
ise, 0 zaman denklem ao + by = ¢ bigiminde bir tamsay1 ¢oziim barindiramaz. d | ¢

varsayimiyla, a = da’, b = db’, ¢ = dc’ olarak yazilabilir. Boylece denklem,

do+by=<
bi¢cimine indirgenmis olur. Bu yeni denklemde ged(a’,b’) = 1 oldugundan,
asagidaki temel sonug kullanilir,

aoyg+ by =1

denkleminin ¢6ziimii (o, 3o) biliniyorsa, orijinal denklem igin ¢6ziim,
/ /
o="dog, y="cyo

seklindedir. (]

Sonug 4.1. ged(a,b) = 1 i¢in ac + by = ¢ denkleminin ¢6ziimiinii bulmak

amaciyla, ¢ kesrini basit siirekli kesir olarak agabiliriz,

a
3: [ao;a17-~-7an]
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Bu kesirin son iki yakinsagi,

n— n a
Cn—lzp 17 On:p_:_
dn—1 Gn b

oldugundan, p,, = a, g, = b olur. Teorem [{.3[de gore,
Pndn—1 — gnPn—-1 = (_1>n—1
yazilir. Bu denklem su formda da gosterilebilir,

aGn_1 — bpn_1 = (=1)"*

Buradan elde edilen 0y = ¢,_1, Yo = —pn_1 Gifti, ac + by = (—1)""! denklemini
saglar. Her iki taraf c ile carpildiginda genel ¢oziim elde edilir [27, 30].

Lemma 4.1. Basit bir siirekli kesirin k£’ 1nc1 yakinsaginin paydasi g olmak iizere,
lag; ay, ..., ay]
bicimindeki bir kesir i¢in asagidaki esitsizlik saglanir,
-1 <q, 1<k<n
Ayrica k > 1 icin bu esitsizlik kesindir. Yani

Ak > qr—1

Ispat. 1k olarak, k = 1 durumu icin,
G=1<qg=a2>1
oldugu aciktir.

Simdi, £ = m icin
qm—1 S qm

oldugunu varsayalim. Rekiirsif formiile gore,

Gm+1 = Um+19m + Gm-1
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yazilabilir. Buradan,

qm+1 > Am4-19m > 1. qm = Qm

elde edilir. Ayrica

(m41 2 1
ve

qm—1 2 1
oldugu i¢in,

qm+1 > Gm
sonucu da saglanir.
Boylece tiimevarim yontemiyle

1<k<n
icin

k-1 < Gk
ve

k>1

icin

k. > qr—1
oldugu ispatlanmistir. |

Yorum 4.7. Bu sonug, siirekli kesir yakinsaklarinin paydalarinin monoton sekilde
arttigin1 ve her yeni yakinsakta daha biiyiik payda elde edildigini gostermektedir.
Bu 6zellik, daha iyi rasyonel yaklagikliklarin daha biiyiik paydalarla elde edildigini
acikca ortaya koyar.

Teorem 4.5. Basit bir siirekli kesirin yakinsamasi asagidaki diizenli yapiyi sergiler,

(1) Cift indisli yakinsaklar kesinlikle artar,

C()<CQ<C4<...

(i1) Tek indisli yakinsaklar kesinlikle azalir,

01>Cg>05>...

(i11) Her tek indisli yakinsak, tiim ¢ift indisli yakinsaklardan biiyiiktiir.
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Ispat. Once, iki ardisik farkin toplamini inceleyelim,
Cr2 — Cr = (Cry2 — Crqa) + (Cra — Cy)

Her fark Teorem 15.3 kullanilarak yazilabilir,

_1)]’»‘71
qkqk—1

O iy =

Dolayisiyla,

qk+2 — gk
Chgn — Cp = (—1)F . 222 2%
qrkqr+19k+2

Burada ¢; > 0 ve 2 > qx oldugundan, isaret (—1)* olur.
Cift & igin, (—1)* > 0 oldugundan,
02j+2 > ng

Yani,
Co<Cy<Cy< ...

Tek k igin, (—1)*¥ < 0 oldugundan,
Cojr1 < Ca54

Yani,
01>03>C5>...

Simdi, her tek yakinsagin ciftlerden biiyiik oldugunu gosterelim. Yukaridaki fark
formiiliine gore,
Cyj < Ca51

Dolayisiyla cift yakinsaklar, kendinden sonraki tekten kiigiiktiir.

Zincirleme olarak,
Cos < Cosqo < -+ < COgpg < Cgpy
sonucu elde edilir. Boylece her tek (5. ;, kendisinden onceki tiim c¢iftlerden

biiyiiktiir. |
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Yorum 4.8. Bu sonug, siirekli kesirlerin yakinsaklarinin sistematik sekilde arttigini
ve azaldigim gosterir. Tek yakinsaklar, cift yakinsaklardan daha biiyiik rasyonel
yaklasikliklar sunar [32].

Tanmm 4.7. ag, a;,as, ... gibi tamsayilardan olusan ve a; > 0 kosulunu saglayan
bir dizi tanimlandiginda, bu dizinin tanimladig1 sonsuz basit siirekli kesir asagidaki
sekilde ifade edilir,

lag; a, as, .. .|

Bu ifade, dizinin kismi siirekli kesirlerine ait yakinsaklarin limitine esdegerdir.

lim [ag; a1, ag, - . . , ay)
n—oo

Dolayisiyla, siirekli kesir dizisinin her kismi ag¢ilimi bir rasyonel say1 olmakla
birlikte, sonsuz terimli bu yap1 genellikle irrasyonel bir say1 ile sonuglanir. Bu limit

degeri, siirekli kesirin temsil ettigi gercek sayiy1 verir [31, 32].
Teorem 4.6. Sonsuz bir basit siirekli kesirin yakinsak dizisi {C}} verilsin. Bu

durumda cift ve tek indeksli alt diziler su sekilde tanimlanir,

Co<Co<Cy< <Oy <oev

Cy >03>C5>"'>02n+1 > e
Bu iki alt dizinin her biri sinirli monoton diziler oldugundan ayr1 ayr1 bir limite

yakinsar. Ayrica, her iki dizinin ayn1 limite yakinsadig1 gosterilebilir,

lim an = lim CQ"H—l =
n—00 n—00

Boylece siirekli kesirin yakinsaklar: tiimiiyle ayni irrasyonel sayiya yakinsar.

Ispat. Verilen bir m pozitif ¢ift sayisi icin, siirekli kesirin kismi kesirlerinden olusan
iki alt dizi C, C3, Cs, ... ve Cy, Co, Cy, ... sirasiyla a; ve ap limitlerine yakinsar.

Asagidaki siralamalar saglanir.
C1 >03 >C5 > e >C2n_1 >Czn+1 > e

CO<CQ<O4<"‘<02n_2<02n<"‘

Ayrica, 27 < m ve 2k + 1 < m i¢in Cy > Cyqq oldugu da bilinir. Bu
siralamalar dizilerin monoton ve sinirli oldugunu gosterir, dolayisiyla her biri bir

limite yakinsar.
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Simdi bu iki dizinin limitlerinin farkini inceleyelim,

C C DPon+1 DPon P2n+192n — P2nq2n+1
2n+1 — Lan — - =
q2n+1 G2n q2n+192n

Siirekli kesirlerin determinant 6zelliginden,

Pont1G2n — Ponlons1 = (—1)*" =1

Bu durumda fark,

1
Cont1 — Copp = ———
d2n+1G2n
Paydalarin en az lineer biiyliimesi nedeniyle,
1 1

qk>kj

<
q2n+192n o (271 + 1)(271)

Sinir degeri alinirsa,
lim <C2n+1 - C2n) =0
n—o0

Bu da iki alt dizinin ayn1 limite yakinsadigini gosterir.

lim 02714-1 = lim an =«
n—00 n—00

Boylece tiim C}, yakinsaklar ayni reel degere ulagir ve ispat tamamlanmis olur [25]
30]. [

Ornek 4.9. Pell-Lucas sayilari, ardil terimler arasindaki iliskiyle asagidaki sekilde

tanimlanir,
Lo=2, [1=2, L,=2L, 1+ L, 2 n>2
Bu diziyi kullanarak, su sekilde bir siirekli kesir olusturulabilir,
Qn=102;2,2,...,2] (nkez?2)

Bu durumda yakinsak,

seklindedir.

Sonsuz uzunluktaki bu siirekli kesirin limitini o olarak tanimlarsak,

n

o= lim @, = lim
n—00 n—oo L, 1
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Pell-Lucas dizisinin tanim geregi,

2L, L,_ N
a:lim#:2+hm 2
n—oo L?’L—l n—oo n—1
Buradan,
li Ln—? 1
m = —
n—oo Ln—l [0}

elde edilir. Bu durumda,

oc=2+—
o

Bu esitligi ¢cozersek, su ikinci dereceden denklem elde edilir,
0’ —20—-1=0

Denklemin pozitif kokii,

olur. Sonug olarak,

2+ 2
2

esitlik saglanir. Bu 0rnek, Pell-Lucas dizisinin siirekli kesirlerle olan yakin iligkisini

[2:2,2,2,...] =

ve bu dizinin irrasyonel bir limite yakinsadigini gosterir.

Teorem 4.7. Herhangi bir sonsuz basit siirekli kesir, irrasyonel bir sayiya karsilik

gelir.

Ispat. Bir sonsuz basit siirekli kesiri su sekilde tammlayalim,
o = |ag; a1, az,az, .. .|

ve C, = |ag;ay,...,a,] ifadesiyle o’in n-inci yakinsagimi gosterelim. Bu

yakinsakliklar o’e su sinirlar i¢inde yaklagir,
0<l|o—Chl <|Chi1— Cyl
Yakinsaklik farki, asagidaki gibi hesaplanabilir,

Dnt1 Pn
Qn+1 qn

1

‘Cn-l—l - Cn’ =
Indn+1

Simdi, ¢’in rasyonel oldugunu varsayalim, o = ¢, burada a,b € Z ve b > 0. Bu
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durumda,

a n 1
0<|o—Dn
b dn Anqn+1
Her iki taraf bq,, ile carpilirsa,
0 < lag, — bpy| <
qn+1

Ancak ¢, dizisi bliylidiigii i¢in, n yeterince biiyiik segilirse g,+1 > b olur ve su
sonug elde edilir,
0 < lag, —bp,| <1

Bu da 0 ile 1 arasinda bir tamsay1 oldugunu gosterir ki bu imkansizdir.

Dolayisiyla o rasyonel olamaz. Bu da gosterir ki sonsuz basit siirekli kesirler

irrasyonel sayilari temsil eder. [

Yorum 4.9. Bu ispat, sonsuz siirekli kesirlerin irrasyonel sayilarla birebir eslestigini
ve bu temsillerin tekil oldugunu agikca ortaya koyar. Ayrica, bu ifade siirekli

kesirlerin irrasyonel sayilar i¢in gii¢lii bir gosterim bicimi oldugunu dogrular.

Teorem 4.8. Eger iki sonsuz basit siirekli kesir
l[ag; ai,az,...| ve [bo;by,ba,...]
birbirine esitse, o halde her n > 0 i¢in
a, = b,
olmasi gerekir.

Bu durum, irrasyonel bir sayinin onu tanimlayan siirekli kesir agilimiyla yalnizca

tek bir sekilde temsil edilebilecegini gosterir.

Ispat. Bir irrasyonel saymnin siirekli kesir agilimini
o = lag; a1, a9, . . .|
olarak ifade edelim. Ilk yakinsaklara gore,
1
Co<o<Ci=aq<o<ag+—

a1
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Buradan ay’1n ¢’in tam kismi oldugu anlagilir,

(o] = ag

Benzer sekilde, o’in ikinci temsili su sekilde yazilabilir,

1

U:[bo;bl,bg,...]:bo—i—m

Yine [0] = by olacagindan,
ap = by
olur. Bu esitlikten sonra iki siirekli kesirin kalani da esittir,
[al;ag,...] = [bl,b%]

Bu igslem tiimevarim yoluyla tiim n > 0 icin yinelenebilir ve her adimda a,, = b,

oldugu gosterilir. [

Yorum 4.10. Bu sonug, her irrasyonel sayimin siirekli kesir gdsteriminin yalnizca bir
tane oldugunu kanitlar. Yani, irrasyonel sayilarin siirekli kesir acilimi bakimindan

tekil bir yapiya sahip oldugu anlagilir.

Teorem 4.9. Eger p ve ¢ tamsayilar i¢cin p > ¢ > 0 kosulu saglaniyorsa,

[Clo; ar,ag,y...,0n_1, an]

ifadesi, § kesrinin sonlu siirekli kesir agilimidir. Bu durumda,

q
]—9 = [0§G0,@17a27~--,an]

esitligi saglanir.

Ispat. Eger § bir rasyonel say1ysa ve Oklid algoritmasi uygulanarak asagidaki gibi

bir bolme dizisi elde ediliyorsa,

pP=apq+Tr1qg =a1ry + 72

1 = a9’y + r3

Th—2 = Qp_1Tp—1+ Ty

T'n—1 = QnpTy (Tﬂ | Tﬂ—l)
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Burada kalanlar sifirlanana kadar siire¢ devam eder ve elde edilen a; katsayilari

g’nin stirekli kesir acilimini verir.

Tersine, % icin baga 0 eklenerek genisletilmis bir kesir elde edilir,

- [Oa g, a1, a2, . . . 7an]

hSHES
FNSTIE

Burada, kesrin tersinin siirekli kesir acilimi, ilk terimin O olmasiyla birlikte aym
katsayilarin bir sira saga kaymasiyla elde edilir. Bu da § ve % arasindaki simetrik

iliskiyi agiklar. [

Yorum 4.11. Bu teorem, rasyonel sayilarin terslerinin siirekli kesir a¢ilimlarinda ilk
terimin 0 olmas1 gerektigini ve geri kalan katsayilarin ayni sirayla korundugunu

ifade eder. Boylece § ve % arasinda dogal bir doniisiim oldugu goriiliir.

Teorem 4.10. Eger d > 0 ve d tam kare degilse, v/d irrasyonel bir sayidir ve siirekli
kesir agilim1 asagidaki gibi periyodik bir yap1 gosterir,

Vd = lag; ai, as, ..., a,, 2ao]

Burada ay = [V/d| ve periyot uzunlugu n olan bir dizide a, 1, ; = a; esitligi

saglanir (1 < j < n).

Ispat. \/d irrasyonel oldugundan, sonsuz ama periyodik bir siirekli kesir a¢ilimina

sahiptir. Bu yapiy1 gostermek i¢in agsagidaki algoritma kullanilir,

my = 07 dO = 17 ap = I_\/EJ
Mpy1 = dpag — my
d —m?
dpy1 = d—kH
k
ag + My

Bu algoritma bir siire sonra kendini tekrar eder. Ozellikle a, ., = 2a, oldugunda

periyot tamamlanir ve ters simetrik bir yap1 olusur,

any1—j = a; her jicin.

Bu simetri, karekokiin cebirsel 6zelliklerinden ve yukaridaki ardisik tanimli yapidan
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kaynaklanir. Boylece siirekli kesir agiliminin periyodik oldugu ve 2a ile sonlandig1

gosterilmis olur. [

Yorum 4.12. Bu yap1 yalnizca tam kare olmayan pozitif d degerleri icin gecerlidir;
ciinkii bu durumda +/d irrasyonel olur ve periyodik bir siirekli kesir acilimi
olusur. Siirekli kesirin bu simetrik ve periyodik dogasi, 6zellikle v/d’nin aritmetik
ozelliklerini anlamada biiyiik 6nem tasir. En dikkate deger uygulamalardan biri,
pozitif ¢6ziime sahip Pell denklemlerinin (02 — dy? = 1) ¢6ziimiinde ortaya ¢ikar.
Ciinkii bu denklemin temel ¢oziimii, v/d'nin siirekli kesir acilimmin belirli bir
yakinsama noktasiyla elde edilir. Dolayisiyla, bu periyodik yap: yalmzca teorik

degil, aym1 zamanda ¢6ziim lireten yapisal bir arag niteligi tagir.

Teorem 4.11. Eger o rastgele bir irrasyonel sayi ise, ¢ rasyonel sayisi igin, b > 1

ve ged(a, b) = 1 kosulu saglaniyorsa,

Bu durumda ¢

7, sayist o’in siirekli kesir agilimindaki yakinsak kesirlerden biri olan

Pn esridir.
dn

Ispat.

a/b’nin o’in bir yakinsak kesiri olmadigin1 varsayalim.
dn < b < @i
Bu 7 i¢in, son lemma zincirin ilk esitsizligini verir,
lgno — pu| < |bo — al :bla—%’ <%

Bu da su sekilde yazilabilir,
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a/b # Pn oldugunu varsaydigimizdan, bp,, —aq,, ifadesi sifirdan farkl bir tam say1 olur.

Buradan

1 < |bp,, — agy|

elde edilir. Buradan su sonuca ulagiriz,

L _pmag| _|pw ) | Pn o=t
an an qn b dn b
- 1 +1

2bq, 202

Bu ise b < g, celigkisini dogurur ve teorem kanitlanmis olur.

Teorem 4.12. Eger (p, q),
o’ —dp* =1

denkleminin pozitif bir ¢coziimii ise, o halde E, d sayisinin siirekli kesir a¢iliminda
q
bir yakinsak kesirdir.
Ispat. Onermeye gore,
p*—dg* =1

esitligine sahibiz, bu da su ifadeyi saglar,
(p—qVd)(p+gVd) =1

Bu durum, p > ¢ oldugunu gosterdigi gibi, asagidaki esitligi de verir,

Vit
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Bunun sonucunda,

1
0 < \/c_l—z—j‘<
ql  2¢*Vd

Teorem e bagvurularak, § kesrinin \/d ’nin siirekli kesir acilimindaki bir

yakinsak kesir olmas1 gerektigi sonucuna variriz. Genel olarak, bu teoremin tersi

dogru degildir, v/d’nin tiim yakinsak kesirleri

o —dp* =1

denklemi icin ¢dziim saglamaz. [

Ornek 4.10. Kesin astronomik verilere gére bir yil, 365 giin, 5 saat, 8 dakika
ve 55 saniyeden olugmaktadir (Sanna, 2017). Ancak, genellikle 365 giin olarak
kabul edilmesi, her yil yaklasik 5 saatlik bir sapmaya neden olur. Bu fark zamanla
birikerek, 100 y1l sonra mevsimlerin kaymasina yol agabilecek kadar 6nemli hale
gelir. Eger bir y1l 366 giin olarak kabul edilseydi, bu hata daha kisa siirede fark
edilirdi.

Bu problemi anlamak icin bir yili giin cinsinden yazalim,

5 8 55
1yl =365+ —
4 T 94 24560 T 24% 60 x 60
Yaklagik degeri,
20935
1 yil = 365 i
7 * 8600 &
Bu durumda, % kesri oldukca hassas bir degeri temsil eder ve 1000 yila kadar

belirgin bir hata olusturmaz. Bu oran1 daha iyi analiz edebilmek icin sadelestirilerek
stirekli kesir a¢ilimi elde edilir. ged(20935,86400) = 5 oldugundan sadelestirilmig

hali,
20935 4187

86400 17280

Bu kesrin siirekli kesir a¢ilimi su sekildedir,

4187
— =10;4,1,7,1,6,1,2,2,.4,2, ...
17280 [07 ) a77 767 g Ly Ly TEy Ly ]

Bu tiir kesir acilimlari, bilgisayar sistemlerinde gercek sayilarin rasyonel
yaklagikliklar1 i¢in kullanilir.  Aym1 zamanda kriptografi, astronomi, takvim
hesaplamalari1 ve hiperbolik geometri gibi farkli disiplinlerde de genis uygulama

alanina sahiptir.
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4.1.1 Pell Denklemleri

Baz1 6zel tam sayilar, belirli cebirsel iligkileri sagladiklarinda ilging aritmetik

ozellikler gosterir. Ornek, 10 say1s1 i¢in,

10— 1= 3%
ayni zamanda,

10

——1=2

2

esitlikleri gecerlidir. Bu, 10 sayisinin hem kendisinden 1 cikarildiginda hem de
yarisindan 1 cikarildiginda bir tam kare elde edilmesini saglar. Bu 6zelligi tasiyan

bir sonraki say1 290°dir,

290
290 — 1 = 172, 7—1:122.

Simdi, bu 6zellige sahip bagka sayilar olup olmadigini ve varsa bunlarin nasil
bulunabilecegini arastirmak istiyoruz. Bu tiir sayilardan biri r olsun. Asagidaki
iki denklem elde edilir,

Her iki denklem r cinsinden yeniden yazilarak sadelestirilirse, su esitlik ortaya
cikar,
o? —2p% =1.

Bu tiir bir cebirsel denklem, klasik bir Pell denklemi 6rnegidir. Genel bi¢cimiyle,

Pell denklemi agagidaki sekilde tanimlanur,
o> — Np? =1,

burada NN pozitif ve tam kare olmayan bir sayidir. Bu tiir denklemler adin1 17.
yiizy1l Ingiliz matematikgisi John Pell’den almis olsa da, ¢oziim yontemleri ilk
olarak Hintli matematik¢ilerden Brahmagupta ve daha sonra Bhaskara tarafindan

geligtirilmigtir [33].

Pell denklemleri, yalnizca klasik sayilarin kuraminda degil, ayn1 zamanda cebirsel
sayilar, cebirsel tamsay1 halkalar1 ve siirekli kesirlerle ilgili pek ¢cok teoride temel

bir rol oynar [25].
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Tanim 4.8. Verilen Pell tipi denklem,
o> = Np? =1

icin baz1 6zel durumlara gore ¢coziimler asagida stniflandirilmisgtir.

e N = 0 icin denklem 02 = 1 olur. Bu durumda ¢oziimler,
c==x1, ve peZ

bicimindedir. Yani o sabitken, ¢ herhangi bir tamsay1 olabilir.

e N < —2igcin,
02—N902 >0

ifadesi nedeniyle yalnizca,
o==x1, =0

tiirlinde ¢oziimler miimkiindiir.

e N = —1 i¢in denklem,
o’ + goz =1

olur. Bu durumda yalnizca sonlu sayida ¢6ziim bulunur [3, 27].
(o,) = (£1,0),(0,£1)

Yorum 4.13. Pell denklemlerinin ¢oziim kiimesiyle ilgili baz1 temel o6zellikler

asagida sunulmustur.

(i) Eger (o, ¢) bir ¢oziimse, ¢ veya o isaret degistirdiginde de denklem saglanur.
Yani,

(07 QO), <_Ua 90)7 (07 —QO), (_07 _90)

hepsi gecerli ¢oziimlerdir. Bu nedenle yalmzca (o, p) € Z* olan durumlar

incelenerek tiim ¢6ziim kiimesi tiiretilebilir.
(i1)) Denklemin yeniden yazimi,
0% =1+ Ny?

bicimindedir. Bu esitlikte belirli bir ¢ degeri icin sag taraf hesaplandiginda

eger sonug bir tam kare ise bu durum (o, ) bigiminde bir ¢dziim olusturur.
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Bu ozellikler, 6zellikle negatif N degerleri i¢in ¢6ziim kiimesinin yapisini
anlamada Onemlidir. Ayrica, pozitif N degerleri i¢in ¢6ziim iiretiminde

kullanilan bu yaklasimlar say1 teorisi agisindan temel oneme sahiptir [23]].

(iii) Eger
(a,b)

bir ¢oziimse, o zaman asagidaki esitlik saglanir,

a? — Nb* = (a + bV'N)(a — bV'N)

Yani,

a+bVN

bicimindeki irrasyonel sayilar ¢oziimler bulmada ©nemli bir rol oynar.

Kolaylik olmasi agisindan, irrasyonel say1
a+bVN
bir ¢Oziim iiretir.

Ornek 4.11. Verilen
1+92-120% = 11512

isleminden, asagidaki sonug elde edilir,
o=1151, ¢ =120
Bu degerler, asagidaki Diophant denklemine ¢dziim olusturur,
o2 —92¢% =1

Bu tiir ¢oztimler teoride oldukca sade goriinse de, pratikte genellikle biiyiik sayilarla
calismak gerekir. Bu nedenle, bu tiir problemlerin ¢oziimiinde daha sistematik

yaklagimlara ihtiya¢ duyulur.

Lemma 4.2. Egerr = 01 + 01V N ve s = 05 + 03/ N, N pozitif bir tam say1
olup tam kare degilse ve her iki ifade de 0> — N? = 1 denklemini saglayan ¢oziim

ciftlerine karsilik geliyorsa, o zaman bu iki ¢6ziimiin ¢arpimi olan
rs = (01 + @1V N)(02 + p2V'N)

denklemde de bir ¢6ziimiinii verir.
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Ispat. Coziim veren iki ifadeyi carpalim,

rs = (01 + p1VN) (09 + 2V N)
= 0102 + 01902\/N + 02901\/N + 12N
= (0102 + Np1p2) + (0102 + 02S01)\/N

Bu durumda carpim su sekilde ifade edilir,
rs = o5 + oV,
burada

03 = 0102 + Npjpa,
Y3 = 012 + 0201

seklindedir. Simdi bu yeni (03, 3) ¢iftinin de 02 — Np? = 1 denklemini saglayip
saglamadigini kontrol edelim,

03 — Nii = (0102 + No1g2)” — N(o1p2 + 021)°
= 0105 + 2N 01020102 + N2l
— N(0}¢3 + 20109012 + 0567)
= 0103 — Nojp; — Nojpi + N2pip;

= (07 = N¢?)(05 — N3)

Iki ¢oziim ¢arpildiginda sonug yine denklemi sagladigina gore, carpim da yeni bir

cOziimdiir. Boylece ispat tamamlanir. |

Yorum 4.14. Bu ozellik, ¢oziimlerden yeni ¢Oziimler iiretme agisindan oldukca
onemlidir. Baglangi¢ ¢6ziimii biliniyorsa, onun ardisik kuvvetleriyle (6rnegin 72, r®
vb.) sonsuz sayida ¢oziim {iiretilebilir. Bu nedenle, Pell denklemlerinin ¢éziimleri
yalnizca tek tek ortaya cikan 6zel durumlar degildir; ayni zamanda sistemli bir

sekilde iiretilebilen ve cogaltilabilen yapilardir [12, 23]].

Ornek 4.12. Verilen Pell denklemi, 02 — 2p? = 1 ve bu denklemin en kiigiik
¢oziimi, (o1, 1) = (3, 2) seklindedir.

Yeni ¢oziimler elde etmek icin, dnceki ¢oziimiin iisleri alinarak ¢oziimler iiretilir.

Bu sayede ¢oziimler ardisik olarak genisletilir.

1. Adim, 1k yeni ¢oziim igin (3 + 21/2)? ifadesini acalim,
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(3+2v2)2=3242-3-2V2+ (22)?
—94+12v/2+8
=17+ 12V2

Boylece ikinci ¢oziim,
(0'2, (pg) = (17, 12)

2. Adim, daha biiyiik bir ¢oziim igin (3 4+ 21/2)? hesaplanr,

(3+2V2)(17 +12v2) =3 - 17+ 3-12V2 + 22 - 17 4+ 2v2 - 12V2
=51+ 36V2 + 34V2 + 48
= (51 +48) + (36 + 34)V2
= 99 + 70V/2

Ugiincii ¢Ozim,
<U37 803) = (997 70)

Elde edilen iki yeni ¢oziim,

(17,12) ve (99,70)

Bu c¢oziimler asagidaki Pell denklemini saglar,
o? — 2<p2 =1
Lemma 4.3. Eger N > 0 olup tam kare degilse ve
r=a+b/N, s=c+dV/N

bicimindeki ifadeler,
o> — N <p2 =1

denkleminin ¢oziimlerini iiretiyorsa ve a,b,c,d > 0 ise, 0 zaman r < s ancak ve

ancak a < c kosulu saglanir.
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Ispat. Ifadeleri karsilagtiralim,

r=a+b/N
s=c+dVN

Bu durumda r < s esitsizligini saglayacak kosulu incelemek i¢in iki ifadeyi

birbirinden ¢ikaralim,
s—r=(c—a)+ (d—bVN

Verilen N > 0 ve tam kare olmayan bir say1 oldugundan /N irrasyoneldir ve
pozitif bir degere sahiptir. Ayrica a,b,c,d > 0 oldugundan ifadede yer alan tiim

terimler anlamlidir.

r < s olmast i¢cin s — r > 0 gerekir. Yani,

(¢c—a)+ (d—b)VN >0
Buradaki esitsizlik, irrasyonel kismin katsayisi olan (d — b) ve sabit kismin farki
(¢ — a) ile ilgilidir.

Ancak 7 ve s ifadeleri 02 — N¢? = 1 denklemini sagladiina gore, a®> — Nbv* = 1

ve ¢ — Nd? = 1 olmalidir. Bu ifadeyi yeniden diizenlersek,
a’> —c = N(b* — d°)

Bu durumda a < cise, a> < ¢? ve dolayisiyla b*> > d? elde edilir. Ciinkii N > 0
oldugundan taraflar ayni isaretli kalir. Buda (d — b) < 0 ve (¢ — a) > 0 anlamina
gelir. Buna ragmen (c—a)+ (d—b)v/N ifadesi pozitif kalacaktir, giinkii sabit terim,

irrasyonel kismi dengelemekten biiyiiktiir.

Dolayisiyla a < ¢ oldugu durumda r < s esitsizligi gecerlidir. Tersi durumda yani

a > coldugunda ise > s olur. Boylece sonug elde edilir [25]. |

Yorum 4.15. Bu o6zellik, Pell tipi denklemlerde ¢oziimleri karsilagtirmak igin
kullamghdir.  Ozellikle, en kiiciik pozitif ¢oziimden baglayarak iiretilen diger

cOziimlerin artan sirada dizildigini gdstermek icin bu iligki kullanilir.

Teorem 4.13. Eger o+ $+v/N ifadesi 0> — Ny? = 1 denkleminin en kiiciik pozitif

¢Ozlimiinii veriyorsa, bu denklem sonsuz sayida ¢6ziim icerir. Tim ¢oziimler su
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genel formiille ifade edilebilir,

(a+ BVN)" + (a = BVN)" _ (a+BVN)"— (a— BVN)"

On 5 ©On, TN
Ispat. Oncelikle, en kiigiik ¢6ziim (a, 3) icin

P —Np?=1
esitligi saglanir.

Simdi r = a+ 3v/'N seklinde tanimlayalim. Bu ifadenin pozitif tam say1 kuvvetleri

de denklemin ¢6ziimlerini iiretir. Genel olarak,
™ = (a+ BVN)"

Bu ifadenin ac¢ilimi, Newton Binom Teoremi kullanilarak yapilir,

"= kg (Z) o H(BVN)*

Bu toplamui irrasyonel ifadeyi ayiracak sekilde diizenleyelim,

* Cift k degerleri icin elde edilen terimler rasyonel olur.

* Tek k degerleri i¢in elde edilen terimler VN iceren terimlerdir.

Bu durumda,
r'" =0, + gpn\/ﬁ

Benzer sekilde, eslenigi olan

(@ = BVN)" = 0 = puV'N
ifadesi yazilabilir.
Bu iki ifadeyi toplayarak,

047@+5¢@”+@—5¢@”
" 2

ve cikararak,

(a+BVN)" — (a — BVN)"
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acik formiilleri elde edilir.
Tiimevarim yontemiyle bu formiillerin her n igin 02 — N? = 1 esitligini sagladig1
gosterilebilir,

en=1ligin,oy=a, p=B=0l—Npl=a>-N3=1

e 02 — Ny? = 1 oldugunu varsayalim.

* 0py1 + o V'N = (o + BV N)F ifadesi (o), + ppV/'N) ile (o + vV/N)
carpilarak elde edilir. Bu carpim yine oy 1 +@r+1v/'N bicimindedir ve benzer

sekilde o7, — Ny;_, = 1 oldugu gosterilir.

Dolayisiyla, bu formiil her n i¢in gecerlidir. |

Yorum 4.16. Bu yontem, Pell denklemlerinin ¢oziimlerinin sistemli bir bi¢cimde
iretilebildigini gosterir. En kii¢iik ¢c6ziim elde edildikten sonra, diger tiim ¢oziimler
bu ¢oziimiin tisleriyle belirlenebilir. Bu yapi, 6zellikle say1 teorisinde gii¢lii bir arag

olarak kullanilmaktadir.

Ornek 4.13. Asagidaki denklemin en kiigiik pozitif tam say1 ¢oziimiinii bulalim ve

iki yeni ¢6ziim daha tiretelim,
ol —Tp* =1
Bu denklem icin en kii¢iik ¢6ziim,

(017901) = (873)

seklindedir, ¢linkii,
82 _7.32=64—-63=1

ikinci ¢oziimii bulmak igin, (8 + 3V7 )2 ifadesini hesaplayalim,
(8 +3V7)? = 64 + 487 + 63 = 127 + 48V/7

Dolayisiyla ikinci ¢oziim,
(02, p2) = (127,48)

Ugiincii ¢oziim igin (8 + 3VT )3 ifadesini kullaniriz,
(127 + 48V7)(8 + 3V7) = 127 - 8 + 127 - 3V/7 + 48V/7 - 8 + 487 - 3/7

= 1016 + 381V/7 + 384V/7 + 1008 = 2024 + 765/7
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Buna gore tigiincti ¢oziim,
(03, 3) = (2024, 765)

Elde edilen bu ¢oziimler, 02 — 7¢? = 1 denklemini saglar. Bu yontem araciliiyla,

coziimler sistemli bigimde iiretilebilir.

Teorem 4.14. Eger o + VN,
02— Np? = —1

denkleminin en kii¢iik pozitif ¢oziimiinii veriyorsa, ve N > 0 olup tam kare degilse,

o zaman bu denklem sonsuz sayida ¢oziime sahiptir ve ¢coziimler su formiillerle

verilir,
s YRR 4 (VR
" 2
(@4 BVN)P — (a— VN
(3,127, 29]
Ispat. Verilen 02 — Nyp? = —1 denkleminin en kiigiik pozitif tamsay1 ¢6ziimii
(01, 1) olsun. Bu durumda, 07 — N¢? = —1 saglanir.

Bu ¢oziime karsilik gelen ifade 7 = oy 4 ¢1+/N olsun. Ayni sekilde, eslenik ifadesi
' = o1 — o1V N eslenigi su sekilde tanimlanir. Bu durumda,

(o1 + 901\/N)(01 - @1\/N) =07 — Nyt = —1
Yani, 7’ = —1/r olur.
Her n € Nigin (0, + ¢,v/N) = r?*~! ifadesi yazilabilir. Bu durumda,

Tn+ @uV'N = (01 + 1 VN)" 7,
0n — VN = (01 — o1 VN)? !

Toplama islemi uygulanarak,

2n—1 _ 2n—1
(0n+¢n\/ﬁ)+(an—gpn\/ﬁ) =20, = 0, = (o1 + <,01\/N) + (o1 <,01\/N)

2
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Cikarma iglemi uygulanarak,

(Un'HPn\/N)—(Un—gpn\/N) = 2()0”@ = o, = (o1 + wl\/ﬁ)%*l — (o — (pl\/ﬁ)znq

2v'N

Bu formiiller, tim n deerleri i¢in 02 — N2 = —1 denklemini saglar. Bu durum

matematiksel tlimevarim yontemiyle de kanitlanabilir. |

Yorum 4.17. Bu teorem, negatif isaretli Pell denkleminin sonsuz sayida ¢oziim
icerdigini ve bu coziimlerin, en kiiclik pozitif ¢oziim kullanilarak sistemli bir
bicimde iiretilebilecegini gosterir. Bu yontem, irrasyonel ifadelerle tanimlanan

¢Oziim ¢iftlerinin ardisik kuvvetleriyle olusturulan yapisal tekrar 6zelligine dayanir.
Teorem 4.15. Bir Pell denklemi olan o2 — dg02 = 1 denkleminin bir ¢oziimii varsa,

pozitif ¢oziimler su sekilde bulunabilir,

0 =Pk, ¥=4k

Burada 7;—:, \/d sayismin yakisaklaridan biridir.

Yorum 4.18.

Eger n, v/d'nin Siirekli kesir agilimindaki periyot uzunluguysa, o zaman

Pkn,—1
Gk, —1

yakinsak kesri asagidaki denklemi saglar,

pinq - dq}iﬁl = (—1)"

Siirekli kesir acilimindaki periyot uzunlugu, denklemin ¢6ziimii olup olmadiginm
belirlemek agisindan énemli rol oynar. Ozellikle, v/d irrasyonel ve tam kare degilse,
acilim periyodiktir ve bu periyottan elde edilen yakinsaklar, Pell denkleminin

cOziimiinii verir.

Eger n, v/d’nin Siirekli kesir acilimindaki periyot uzunluguysa, o zaman

Pk,—1
qk,—1

yakinsak kesri asagidaki denklemi saglar,

pin—l - dqgnq = (=1)"
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Ispat. \/d irrasyonel ve tam kare olmayan bir say1 oldugundan, siirekli kesir agilimi
periyodik olur,
\/E = [(ZQ; ap,ag, ... ,an]

Dolayisiyla , acilimin n uzunlugundaki periyodu vardir ve bu periyodun sonundaki

yakinsakliklar, Pell tipi denklemleri ¢ozer.

Yakinsaklar, daha 6nce tanimlanan su rekiirsif iligkilerle hesaplanir,

Dk = QkPk—1 + Pr—2, qk = Qkqr—1 + qr—2

k = n oldugunda, p,,_; ve ¢,_; i¢in su esitlik elde edilir,
pifl - dqazzq = (="

Bu, acilimin periyodunun ¢ift veya tek olusuna bagl olarak, denklemin sag tarafinin

+1 ya da —1 olacagini belirtir.

Bu sonug, siirekli kesirlerin konverjanlarinin 0 — dp? = 41 denklemini sagladigim

gosterir. Ozellikle n ¢ift ise, dogrudan Pell denkleminin ¢oziimii elde edilir,
0=pu-1, Y=ot 0 —dp®=1

Eger n tek ise, bu yakinsaklik 02 — dp? = —1 ¢dziimiinii verir ve daha biiyiik bir &

degeriyle pozitif ¢oziim bulunabilir. [

Yorum 4.19. Bu yoOntem, V/d’nin siirekli kesir acilimi kullanilarak, denklemin
coziimlerinin sistemli bicimde elde edilebilecegini gosterir. Ayrica, en kiiciik ¢oziim

bulunduktan sonra tiim diger ¢oziimler bu ¢oziimiin iisleriyle iiretilebilir.

Lemma 4.4. +/d sayismin siirekli kesir acilimi
\/C_l: [ao;al,az,...]

seklinde verildiginde, asagidaki ardisik bagintilar tanimlanur,

S0 = 07 tO - 17
Sk+1 = gty — Sk,
d — s?
tpr1 = %, her k£ € N.
k

Bu tanimlar altinda,

(a) si ve ti her k icin birer tamsayidir ve 5, # 0,
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2
d—sj.
23

(b) t; her adimda ifadesini tam bdler,
(c) Her £ i¢in su esitlik saglanir,

Sk‘i‘\/a

[
178

Ispat. Tiimevarim yontemiyle her ii¢ 6nermeyi birlikte kamtlayalim.

k = 0 i¢in,

* 5o = 0 ve ty = 1 oldugu acik¢a verilmisgtir.
* 0y = V/d olduguna gore,

C0+Vd  so+Vd

1 to

0o

yani (c) onermesi saglanir.

k icin (a), (b), (c) dogru varsayilir. Simdi k£ + 1 icin bu 6nermeleri kanitlayalim.

(a) icin, Sgy1 = apty — Sk ifadesi ay, ty ve s; tamsayr oldugundan bir tamsayidir.

d—s?
k41 : . 2 . . o
0 ifadesinde d tam say1 ve s;_ ; de bir tamsay1 karesi oldugundan, ;.

darasyoneldir. Ancak ayrica t; nin

tk+1 =

2
Sk) . . . .. se e 93
A ifadesini tam boldiigii varsayimiyla ;. ;’in

de tam say1 oldugu goriiliir.

Ayrica, t;.; = 0 olsaydi d = s} 41 olurdu ki bu d’nin tam kare olmadigi

varsayimiyla celisir. Dolayisiyla ¢5, 1 # 0.

2
(b) icin, Tlimevarim varsayimiyla ¢, d t;’“ ifadesini tam boliiyordu. Yeni adimda,
b1 = ————,
178

buradan da 3ty = d — s2 41 oldugundan, bu ifade yine tam say1 olur ve ;’nin bu

farki boldiigii sonucu ¢ikar. Boylece ¢, de tanimhidir ve tam sayidir.

(c) icin, Tiimevarim varsayimuiyla,

Sk+\/E

O =
ty,
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Yeni adimda,

1 1 ty

O — ag W—ak sk—l—\/g—aktk
k

Ok+1 =

Payday1 diizenleyelim,
Sk + \/E — aply = —(aktk — Sk) + \/E = —Sky1 + \/C_Z

Dolayisiyla,

S (7%  t(Spgr + V) _ Sg1 Tt Vd
k1 = = = :
" —Spa1 4+ Vd d— s, brr1

Bu da (c) 6nermesinin k£ + 1 i¢in gecerli oldugunu gosterir.

Sonug olarak, (a), (b) ve (c) 6nermeleri tiim £ € N i¢in saglanir. |

Yorum 4.20. Bu lemmadan elde edilen ardisik bagmtilar, v/d’nin siirekli kesir
aciliminda yer alan terimlerin hesaplanmasinda temel rol oynar. Ayrica bu yapi,

Pell denkleminin ¢odziim siirecinde kullanilan algoritmalarin temelidir.

Ornek 4.14. Asagidaki Pell denkleminin en kiiciik pozitif ¢oziimiinii bulalim,
o? —19¢* =1
Bu denklemi ¢ozmek icin 19 sayisinin Siirekli kesir acilimini belirleyelim,
19 =1[4;2,1,3,1,2,8]

Burada periyot uzunlugu 6’dur. 1k 12 yakinsayiciy1 hesaplayalim,
4 9 13 48 61 170
12 37 117 147 39’
231 632 863 1495 3866 5361
537 1457 198" 3437 887 1230

Periyot uzunlugu cift oldugundan en kiiciik pozitif ¢6ziim Z—;’ oranindaki yaklasik

kesir tarafindan verilir,
170

39
Bu nedenle, denklemin en kiiciik pozitif ¢oziimii sudur,

o1 = 170, Y1 = 39
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D < 200 icin 6zel 6zelliklere sahip en 1yi Siirekli kesir a¢ilimlar1 incelenmistir.

1. En Biiyiik Baslangi¢ Terimine Sahip Say1
D =197
(i) Siirekli kesir A¢ilimi, 197 = [14; 28, 28]
(i) Baslangi¢ Terimi, 14
(i11) Periyot Uzunlugu, 2
2. En Kiiciik Periyot Uzunluguna Sahip Sayi
D=2
(i) Siirekli kesir A¢gilim1,2 = [1; 2]
(i) Baslangi¢ Terimi, 1
(i11) Periyot Uzunlugu, 2
3. Tek Sayilar Icinde En Uzun Periyoda Sahip Say1

D =181

(i) Siirekli kesir A¢ihmi1,181 = [13;2,4,1,8,6,1,1,1,1,2,2,1,1,1,1,6,8,1,4, 2,26, 2]
(i1) Baslangi¢ Terimi, 13

(i11) Periyot Uzunlugu, 22

4. Cift Sayilar Icinde En Uzun Periyoda Sahip Say

166

(i) Siirekli kesir Agthm1, = [12;1,7,1,1,1,2,4,1,3,2,12,2,3,1,4,2,1,1,1,7,1,24, 1]
(i) Baslangi¢ Terimi, 12

(iii) Periyot Uzunlugu, 23
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5. Fibonacci Sayilariyla En Cok Eslesen Periyot Ac¢ilim

166’n1n Siirekli kesir Acilim

166 = [12;1,7,1,1,1,2,4,1,3,2,12,2,3,1,4,2,1,1,1,7,1,24, 1]

Bu dizide Fibonacci dizisinde yer alan sayilar1 isaretlersek,

1,7,1,1,1,2,4,1,3,2,12,2,3,1,4,2,1,1,1,7,1,24, 1

Eslesen Fibonacci Sayilan Siirekli kesir acilimindaki Fibonacci dizisinde bulunan
sayilar sunlardir,
1,1,1,2,1,3,2,1,1,1

Bu sayilar Fibonacci dizisinde yer aldiklari icin belirgin bir matematiksel Oriintii

olustururlar.

Bu analizde, D = 166 hem en uzun periyotlu ¢ift say1 hem de Fibonacci sayilartyla

en cok eslesen agilim olarak one cikti.

Teorem 1. p; /gy, \/d sayisin siirekli kesir acilimimin yakinsayicilart olsun ve 7

acilimin periyot uzunlugu olsun.
(a) Eger n cift ise, Pell denkleminin
ol —dp* =1

tiim pozitif ¢oziimleri su sekilde verilir,

0= Pkn-1, P =Cqn-1, k=1,2,3,...

(b) Eger n tek ise, Pell denkleminin
o’ —dp* =1

tiim pozitif ¢oziimleri su sekilde verilir,

O = Pokn—1, Y= Qun—1, k=123, ...

Bu teorem, Pell denkleminin ¢oziimlerinin siirekli kesirler araciligiyla nasil elde
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edilebilecegini gostermektedir.

Tablo 4.2 u ve v degerlerinden iiretilmis Pisagor ii¢liileri

u v m n o ") v

3 2 5 2 21 20 29

17 12 29 12 697 696 985

99 70 169 70 23661 23660 33461
577 408 985 408 803761 803760 1136689
3363 2378 5741 2378 27304197 27304 196 38613965
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S

PISAGOR UCLULERINDE |0 — ¢| = d?
KOSULUNU SAGLAYAN OZEL DURUMLAR VE
PRATIK COZUM AILELERI

Bu boliimde, Pisagor iigliilerinin 6zel bir alt siniflar1 ve dik kenarlar1 arasindaki

farkin bir tam kare oldugu durumlar incelenecektir.
o — | = d?

kosulunu saglayan iicliilerin varlig1 arastirilacak ve bu iicliileri tireten parametrik bir

¢cOziim ailesi elde edilecektir.

Teorem 5.1. o, p, ¥ € Z* igin,
o2 4 p? = 2
esitligini saglayan
c=v"4+1, o=v"+1, J=w?+1

seklinde hicbir
(0,¢,9) € Z7

Pisagor ti¢liisii yoktur.

Ispat. Herhangi bir tam say1 igin,

t=0,1,2,3,4,5,6,7 (mod8) = *=0,1,4 (mod38).

c=v+1, o=12+1 Vv=w'+1
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ifadeleri i¢in,

* Eger v ¢iftse, v> = 0 veya4 (mod 8) = v =1veya (mod 8)

¢ Eger v tekse, v> =1 (mod 8) = v =2 (mod 8)
Dolayisiyla,
v=12=1, 5°=25=1, 2°=4 (mod8) =
Ayn sekilde,

v 2 € {1,4} (mod 8)

Pisagor esitligi,
o +¢* =9* (mod 8)

v? =1veya4

o2, % € {1,4} oldugundan, bu toplamin alabilecegi mod 8 degerleri,

ol +* e {l1+1,1+4, 4+1, 4+4} ={2,5,8}

Ancak 8 = 0 (mod 8) oldugundan,

o’ +p*=0, 2, veyab (mod 8)

Ote yandan,
¥? € {1,4} (mod 8)

Dolayisiyla,

{0 + ¢* mod 8} N {¥? mod 8} =

Bu da, esitligin mod 8’de saglanamayacagi anlamina gelir.

Sonug olarak,

0

(?+ 1)+ (?+ 1) = (W +1)°

(mod 8)

denkleminin pozitif tam sayilar kiimesinde ¢6ziimii yoktur. Bu nedenle, bu sartlarda

tanimlanan iicliiler, Pisagor esitligini saglamaz ve ne primitif ne de primitif olmayan

bir Pisagor iicliisii olusturmaz.
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Teorem 5.2. Pozitif tamsayilar olmak iizere o, p,w € Z™ igin,
(0" =1+ (¢* = 1)" = (w* = 1)*

esitligini saglayan herhangi bir iiclii, primitif Pisagor iicliisii olusturmaz.

Ispat. Bu 6nermede her bir kenarin bir tamsaymn karesinden bir eksik olarak
yazilmas1 gerekmektedir. Oncelikle bu tiir iicliilerin var olup olmadigini anlamak

icin modiiler aritmetik ve drnekleme yontemi kullanilacaktir.

Herhangi bir tamsay1 o i¢gin, 0> mod 4’te yalnizca su iki degeri alir,

e ogiftise, 02 =0 (mod 4)

e otekise,0? =1 (mod 4)

Dolayistyla 02 — 1, mod 4’te ya —1 = 3 ya da 0 olur. Bu sayilarin karesi,
=0 (mod4), 3*°=9=1 (mod 4)
Yani (02 — 1)2, (¢* — 1)2, (w? — 1)? ifadelerinin her biri mod 4’te 0 veya 1 olabilir.
Pisagor esitligi mod 4 aritmetiginde su bicimde yazilabilir,
(0> =12+ (¢* —1)*= (w? - 1)*> (mod 4)

Sol tarafin olas1 degerleri 0, 1 veya 2 olabilirken, sag taraf sadece 0 veya 1 olabilir.
Bu da, her durumda esitligin saglanamayacagini; fakat uygun se¢imlerle miimkiin

oldugunu gosterir. [

Teorem 5.3. Pozitif tamsayilar o, ¢, ¥ € ZT olmak iizere, (o, ¢, ¥) tigliisii
o2 4 p? = 2
esitligini saglayan bir Pisagor ii¢liisii olsun. Bu durumda,
o —¢l=1

kosulunu saglayan sonsuz sayida Pisagor iicliisii vardir.

Ispat. Pisagor iicliileri klasik olarak asagidaki parametrik formiille ifade edilir,
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o=0" 7" 9=2y, I=0+9"

Burada 6 > n > 0 olmak iizere § ve n aralarinda asal ve birbirinden farkli
tamsayilardir. Bu iigliilerin |0 — ¢| = 1 kosulunu saglamasi i¢in § ve n tiirtinden

ifadeler yerine yazilir ve diizenlemeler yapilirsa,

o — o] = |(6% = n?) — 26n| = 0% — 20n — n?| = |(0 — n)? — 2n?|

(6 —n)? —2n2 =1

Bu ifade iki olasilik dogurur,

(6 —n)* —2n* = 1

Bu, asagidaki bicimde yazilabilen klasik bir Pell denklemidir.

»? — 2% = +1

Burada ¢ = 0 — n ve ¢ = n alinir. Bu tiir denklemlerin ¢6ziimleri Pell denklemi
kuraminda detayl sekilde incelenmistir [34]. Ozellikle ¢? — 2¥? = —1 icin temel
¢oziim (¢q, 1) = (1, 1) olup, tiim ¢dztimler su sekilde ifade edilir,

or+UeV2 = (3+2V2)*, keN

Her £ icin,

ng = Vg, Ok = Or + Vi

seklinde tanimlanir ve boylece klasik Pisagor {i¢liileri parametreleriyle,

op = 0f —ng, @ =20ng, U =0; +n}

olarak elde edilir. Bu ticliller hem Pisagor esitligini saglar hem de |0 — ¢| = 1
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kosulunu kargilar.

kosulu saglayan sonsuz sayida Pisagor tigliisii mevcuttur [[16]].

Tablo 5.1 |0 — ¢| = 1 kosulunu saglayan baz1 Pisagor iigliileri

Pell denkleminin sonsuz sayida ¢6ziimii bulundugundan, bu

k Oy, ny, o © 9 lo—¢|=1
0 2 1 3 4 5 1
1 5 2 21 20 29 1
2 29 12 697 696 985 1
3 169 70 23661 23660 33461 1
4 985 408 803761 803760 1136689 1
5 5741 2378 27304197 27304196 38613965 1
6 33461 13860 927538921 927538920 1311738121 1
7 195025 80782 31509019101 31509019100 44560482149 1
8 1136689 470832 1070379110497 1070379110496 1513744654945 1
9 6625109 2744210 36361380737781 36361380737780 51422757785981 1
10 38613965 15994428 1235216565974041 1235216565974040 1746860020068409 1
|
Teorem 5.4. Pisagor iigliileri (o, ¢, ¥) i¢in
o=0"-n% @©=20n, ¥=06+n?

o — | = d?

esitligini saglayan sonsuz sayida tam say1 tigliisii (o, ¢, ¥J) vardir.

Ispat. |0 — ¢| = d? denklemi ,

o—p==+d
seklinde iki boliimde incelenir.
(i) o — ¢ = d? Pisagor iicliisii olma sartlarina gore,
o —p=(0>—n?) —20n =86 —20n —n?
Bu ifade yeniden diizenlenirse,
oc—p=(0—-n)?—2n*=d
Simdi asagidaki degisken doniisiimiinii uygulayalim,
A=06—n,

B=n, C=d

Bu doniigiim altinda denklem su hale gelir,
A? —2B* = (= A = (C* +2B?
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Bu, klasik bir Diophant denklemi olup parametrik olarak coziilebilir.

Onerilen parametrik doniisiim,
A=2N+n? B=2, C=2X—-7
seklindedir [35]]. Bu durumda,
§=A+B=2X+n*+2\y, n=B=2\p, d=C=[]2\* -

Elde edilen ¢ ve n degerleri klasik Pisagor iigliileri formiiliine konulursa,

o=06%—n?
© = 20n
9 =6 4+n?

hem o2 + ¢? = 2 esitligi saglanir hem de,
c—p=(0—-n)?—-2n* =A% -2B%>=C*=d

Bu nedenle, bu parametrik doniisiimle (o — ) = d? farkim saglayan Pisagor

ticliileri elde edilir ve bu tiir iicliilerin sayis1 sonsuz ¢okluktadir.

(i)
c—p=—d

kosulunu saglayan Pisagor licliileri ele alinacaktir. Pisagor icliilerini veren

parametrik ¢coziim ailesi olan,
o=0"-n% @=20m, ¥=06+n?
kullanildiginda, ilgili fark su sekilde ifade edilir,
oc—@=06—n>=2n=(0—n)*—2n*=—d*
Bu denklem yeniden diizenlenerek,

(6§ —n)* +d* = 2n?

seklinde yazilabilir. Bu esitlik, asagidaki degisken doniisiimii ile simetrik bir

Diyofant denklemi bi¢cimine doniistiiriiliir,

A=6—n, B=d, C=n = A>+B*=2C"
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Bu tiir Diyofant denklemleri [36] tarafindan detayli sekilde incelenmis ve
Cohen (2007) tarafindan sunulan ¢alismada, bu tiir Diophant denklemleri
detayli bicimde incelenmis, ozellikle 6.3.15 numarali sonugta, asagidaki

parametrik ¢oziim ailesi verilmistir [36].
A=n*4+22n—-X, B=X+2xn—1n?, C=X\+1n?

Ancak A = 0—n oldugundan ve Pisagor tigliilerinde 6 > n kosulu saglanmasi
gerektiginden, burada mutlak degere bagvurulmasi gerekir. Dolayisiyla,

parametrik doniisiim su sekilde ifade edilir,
0—n= |772+2/\77—)\2|

5 7 +2n—X, n*+2n> N
—n =

N =2n—n% N>n*+2n

202 +2X\n, n*+2n > \?
202 —2X\n, A2 >n?+2n

n =\ +n?
d:|/\2—|—2)\7]—772|

olmak iizere bu esitligi saglar.gcd(A\,n) = 1 olmalidir.Ciinkii gcd(d,n) = 1
sarti korunmalidir.Ayrica A,n *den bir tek biri ¢ift olmalidir.Burada,

d= ’()\—1—77)2 —2172}

Bu durumda d’nin belirli bir degeri i¢in ya ¢6ziim yoktur ya da sonsuz
coklukta sonsuz coziim vardir.  Mutlak degerin agilimi yapildiginda
genellestirilmis Pell denklemleri elde edilir.

i) A+n)?—2n*=d
(i) (A+n)? -2 = —d

Teoremin dogrulugunu pekistirmek ve onerilen yaklagimin gegerliligini gostermek

amaciyla asagidaki ornekler incelenmisgtir.
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Ornek 5.1.
o —p[=1

esitligini saglayan Pisagor ticliilerini bulmak i¢in teorem[5.4]’de déniisiim uygulanr.

20 — | =1

Bu denklemde de iki durum vardir.

(1)
=2\ =1

(ii)
-2\ = —1

Bu, genellestirilmis Pell denkleminin iki bi¢imini verir.

)
n* -2\ =1

Bu bir klasik Pell denklemi olup, temel ¢oziimii (17;, A1) = (3, 2) olup,

Bu ¢6ziimden yola ¢ikarak genel ¢coziim elde edilir.

T+ AV2 = (34 2V2)"

Bu ikililer kullanilarak teorem [5.4]deki ,

A=2)+n* B=2\p

esitlikleri kullanilarak (A, B) degerleri elde edilir.
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Tablo 5.2 > — 2)\% = 1igin (\,n) ve A, B degerleri

Sira n A=2)\+7? B =2\,
1 3 2 17 12
2 17 12 577 408
3 99 70 19601 13860
4 577 408 665857 470832
5 3363 2378 22619537 15994428
6 19601 13860 768398401 543339720
7 114243 80782 26102926097 18457556052
8 665857 470832 886731088897 627013566048
9 3880899 2744210 30122754096401 21300003689580
10 22619537 15994428 1023286908188740 723573111879672
Tablo 5.3 1> — 2)\% = 1 igin (6, n) ve (A, B) degerleri
Sira m n A B
1 29 12 17 12
2 985 408 577 408
3 33461 13860 19601 13860
4 1136689 470832 665857 470832
5 38613965 15994428 22619537 15994428
6 1311738121 543339720 768398401 543339720
7 44560482149 18457556052 26102926097 18457556052
8 1513744654945 627013566048 886731088897 627013566048
9 5142275778598 1 21300003689580 3012754096401 21300003689580
10 1746860020068409 723573111879672 1023286908188740 723573111879672
Tablo 5.4 > — 2)\? = 1 i¢in (0, ¢, ) degerleri
o @ v o—p
697 696 985 1
803761 803760 1136689 1
927538921 927538920 1311738121 1
1070379110497 1070379110496 1513744654945 1
1235216565974041 1235216565974040 1746860020068409 1
1425438846754932241 1425438846754932240 2015874949414289041 1
1644955193938625831497 1644955193938625831496 2326317944764069484905 1
1898276868366327454614721 1898276868366327454614720 2684568892382786771291329 1
2190609861139547943999555961 2190609861139547943999555960 3097990175491791170000708761 1
2527961881478169961048032963697 2527961881478169961048032963696 3575077977948634627394046618865 1
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(ii)

’in en kiiciik ¢oziimii,

olarak bulunur. Pell denkleminin ¢6ziimleri su sekilde elde edilir.

n —2)% = —1

0 — 2\ = —1

(7717 >\1> = (17 1)

T + )\n\/§ _ (1 + \/§)Zn—1

Tablo 5.5 > — 2)\* = —1 i¢in (\, 1), (A, B) degerleri

Sira A b A =2)\% + p? B=2
1 1 1 3
2 2 3 17 12
3 5 r/ 99 70
4 12 17 577 408
5 29 41 3363 2378
6 70 99 19601 13860
7 169 239 114243 80782
8 408 577 665857 470832
9 985 1393 3880899 2744210
10 2378 3363 22619537 15994428
Tablo 5.6 ? — 2)\* = —1 i¢in (J, n) deerleri

Sira A B 0=A+B n=2~B
1 3 2 5 2
2 17 12 29 12
3 99 70 169 70
4 577 408 985 408
5 3363 2378 5741 2378
6 19601 13860 33461 13860
7 114243 80782 195025 80782
8 665857 470832 1136689 470832
9 3880899 2744210 6625109 2744210
10 22619537 15994428 38613965 15994428
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Tablo 5.7 * — 2)\* = —1 i¢in (0, p, ¥) degerleri

Sira o=1062—-n? Yy = 20n V= 6% + n? oc—y
1 21 20 29 1
2 697 696 985 1
3 23661 23660 33461 1
4 803761 803760 1136689 1
5 27304197 27304196 38613965 1
6 927538921 927538920 1311738121 1
7 31509019101 31509019100 44560482149 1
8 1070379110497 1070379110496 1513744654945 1
9 36361380737781 36361380737780 51422757785981 1
10 1235216565974040 1235216565974040 1746860020068410 1

Ornek 5.2.
o — | =37

esitligini saglayan hicbir Pisagor iicliisii yoktur.
Pozitif tamsayilar A\, € Z™ igin
202 —n?| =3

denklemi, mod 4’te incelenir.

(i) A ¢ift oldugunda 2X? = 0 (mod 4) ve n* = 0 veya 1 (mod 4) oldugundan
2\ —n*=0-{0,1} = {0,3} (mod 4).

Buradan |2\? — n?| = 3 elde edilmesi igin ifadenin mod 4 altinda 3 kalani

vermesi gerekir. Bu ancak negatif durumla miimkiindiir,

2A2 —n? = —3=2a>—n*=1 (mod 4),

ki bu bir celiskidir.

(i) A tek oldugunda 2\?* = 2 (mod 4) ve yine n> = 0 veya 1 (mod 4)
oldugundan
222 = =2-1{0,1} = {2,1} (mod 4).

Bu durumda da ifadenin mutlak degeri 1 veya 2 olur; 3 hicbir sekilde elde

edilemez.

Dolayisiyla,
}2)\2 — 772‘ =3
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denkleminin pozitif tamsayr ¢oziimii yoktur. Dolayisiyla herhangi bir Pisagor

ticliisii olusturmaz.

Ornek 5.3. Pisagor iicliilerinde
oc—p=49

esitligini saglayan Pisagor tgliillerini bulmak i¢in teorem [5.4]deki doniisim

uygulanir.

207 —?| =7
Bu denklem i¢in iki durum vardir.
1)
n?—2X2 =7
(i)
0’ —2)% = -7
Verilen denklemi ele alalim:
-2\ =7

Bu tiir genellestirilmis Pell denklemlerinin ¢oziimleri, klasik Pell denkleminin

coziim ailesi yardimiyla olugturulur.

Verilen denklem
Nt =2\ =7

i¢in en kiigiik ¢6ziim
(Ao, m0) = (1,3)

Tiim ¢oziimler su sekilde ifade edilir.

M+ V2 =B+ V2)B+2V2)F, k>0, d=7

(1)
n —2\% = -7

icin en kiiciik ¢oziimdiir.
(Ao m0) = (2,1)
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Tablo 5.8 n? — 2)\? = Ticin 0, n, o, p, ¥

k A Mk B n o © [
0 3 1 17 6 253 204 325
1 13 9 565 234 264469 264420 373981
1 5 3 73 30 4429 4380 6229
2 75 53 19193 7950 305168749 305168700 431573749
2 27 19 2477 1026 5082853 5082804 7188205
3 437 309 651997 270066 352164443653 352164443604 498035732365
3 157 111 84145 34854 5865579709 5865579660 8295182341
4 2547 1801 22148705 9174294 406397462778589 406397462778540 574732803575461
4 915 647 2858453 1184010 6768873873109 6768873873060 9572633233309
5 14845 10497 752403973 311655930 468982319882019829 468982319882019780 663241157290349629
5 5333 3771 97103257 40221486 7811274583959853 7811274583959804 11046810456056245

Tiim ¢oziimler su sekilde ifade edilir.

e+ V2 =2(1+2v2) - (3+2V2)* k>0, d

Tablo 5.9 > — 2)\? = —7 §,n,0,p,V

k e Mk ) n o @ 9
0 1 2 13 4 153 104 185
1 11 8 425 176 149649 149600 211601
1 5 4 97 40 7809 7760 11009
2 65 46 14437 5980 172666569 172666520 244187369
2 31 22 3293 1364 8983353 8983304 12704345
3 379 268 490433 203144 199257042753 199257042704 281792012225
3 181 128 111865 46336 10366753329 10366753280 14660803121
4 2209 1562 16660285 6900916 229942454642169 229942454642120 325187737920281
4 1055 746 3800117 1574060 11963224330089 11963224330040 16918554097289
5 12875 9104 565959257 234428000 265353393399992049 265353393399992000 375266367767992049
5 6149 4348 129092113 53471704 13805550510141153 13805550510141104 19523996767468385
Ornek 5.4.
oc—p=-—12

esitligini saglayan Pisagor iigliilerini bulmak i¢in teorem [5.4]de bulunan baginti

kullanilir.

D A+n)?—2n*=1

() A+n)?—2n*=-1

Pell denklemi olusur.Genel ¢oziimleri,

i) A +0)n+n0,V2=£3+2V2)"

(D) (A + 7 +70V2 = £2(1+V2)(3 +2v2)*"

seklindedir.Genel ¢oziimden elde edilen sonuglar ve bunlara bagli olarak elde edilen

(A, 1),(6,n),(0, ¢, 1) degerleri agagidaki Tablo 5.10 ve Tablo 5.11°de sunulmustur.
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Tablo 5.10 0 — ¢ = 1igin (A +n)? — 21> = 1

A n 0 n o @ 9
1 2 12 5 119 120 169
-5 2 70 29 4059 4060 5741
5 12 408 169 137903 137904 195025
-29 12 2378 985 4684659 4684660 6625109
29 70 13860 5741 159140519 159140520 225058681
-169 70 80782 33461 5406093003 5406093004 7645370045
169 408 470832 195025 183648021599 183648021600 259717522849
-985 408 2744210 1136689 6238626641379 6238626641380 8822750406821
985 2378 15994428 6625109 211929657785303 211929657785304 299713796309065
-5741 2378 93222358 38613965 7199369738058939 7199369738058940 10181446324101389
Tablo 5.11 0 — p = 1igin (A +7)* — 2n? = —1
A n 0 n o @ v
0 1 2 1 3 4 5
-2 1 12 5 119 120 169
2 5 70 29 3059 4060 5741
1 5 408 169 137903 137904 195025
2 29 2378 985 4634659 4684660 6625100
70 29 13860 5741 159140519 159140520 225058681
70 169 80782 33461 5406093003 5406093004 7645370045
408 169 470832 195025 183648021599 183648021600 259717522849
408 985 2744210 1136689 6238626641379 6238626641380 8822750406821
2378 985 15994428 6625100 211929657785303 211929657785304 209713796309065
Ornek 5.5.
o—p=-T°

esitligini saglayan Pisagor iigliilerini bulmak i¢in teorem [5.4]de bulunan baginti

kullanilarak,
(A +n)* =20 =7

elde edilir.Burada iki durum s6z konusudur.

D A+n)P—2>=7

(i) (A\+n)?—2n*=-7

Elde edilen Pell denklemleri icin genel ¢oziimler asagida verilmistir.

D o +m0) +17V2=2B£V2)-(3+2V2)F, n>0, d=7

Gi) Mo+ mev2 = £(14+2v2) - (3+2v2)%, k>0

Genel ¢oziimden elde edilen sonuclar ve bunlara bagh olarak elde edilen
(6,n),(0, p, ) degerleri asagidaki Tablo 5.12 ve Tablo 5.13’de sunulmustur.
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Tablo 5.120 — o = 7?igin (A +7)*> =2 =7

A Ui 0§ n o © 0,
2 1 6 5 11 60 61
4 -1 40 17 1311 1360 1889
4 9 234 97 45347 45396 64165
2 3 30 13 731 780 1069
22 53 7950 3293 52358651 52358700 74046349
8 19 1026 425 872051 872100 1233301
128 309 270066 111865 60421866131 60421866180 85449422581
46 111 34854 14437 1006374347 1006374396 1423228285
746 1801 9174294 3800117 69726781184747 69726781184796 98608559612125
268 647 1184010 490433 1161355152611 1161355152660 1642404207589
4348 10497 311655930 129092113 80464645065360131 80464645065360180 113794192342969669
1562 3771 40221486 16660285 1340202839766971 1340202839767020 1895333032329421
Tablo 5.13 0 — ¢ = T%icin (A +n)? — 2n? = -7
¥ ¢ Ui Ui
A 7 u v o © 7
-1 2 6 5 11 60 61
3 -2 30 13 731 780 1069
3 8 176 73 25647 25696 36305
-1 -4 40 17 1311 1360 1889
19 46 5980 2477 29624871 29624920 41895929
-9 -22 1364 565 1541271 1541320 2179721
111 268 203144 84145 34187103711 34187103760 48347865761
-53 -128 46336 19193 1778653647 1778653696 2515396145
647 1562 6900916 2858453 39451888085847 39451888085896 55793395192265
-309 -746 1574060 651997 2052564795591 2052564795640 2902764971609
3771 9104 234428000 97103257 45527444663991951 45527444663992000 64385529704008049
-1801 -4348 53471704 22148705 2368657995486591 2368657995486640 3349788261840641
Teorem 5.5. Pisagor iicliileri (o, ¢, 9) i¢in
o=06"—n% @©=2n, UV=406"+n°
o+ | = &

esitligini saglayan sonsuz sayida tam say1 ticliisii (o, o, ) vardir.

Ispat. Klasik Pisagor iicliileri 0 = 6% — n?, ¢ = 26n, 9 = 62 + n? biciminde ifade
edilir.
lo + | = d®

kosulu i¢in,
o4+ p=0"—n*+20n =6+ 26n — n?

olur. Bu ifade, (6 + n)? — 2n? olarak yeniden diizenlenir ve esitligin d?’ye esit
olmasi i¢in
(6 +n)? —2n? = d?

elde edilir. Bu, genellestirilmis bir Pell denklemi olup,
p=0+nv=nD=d
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degiskenleriyle
¢2 . 2w2 — D2

bicimindedir. Boylece, tiim tamsay1 ¢oziimleri parametrik olarak
o=p"+2¢°,  ¢=2pq,  D=[p’—24
olarak verilir [4, 34]. Buradan
§=¢—1=p"+2¢" — 2pq

n = 2pq

d=[p* - 2¢°|

elde edilir. Boylece, her p, ¢ € Z icin

o=6—n? @ = 20n, Y =62+ n?

seklinde iiretilen Pisagor iigliileri |0 + | = d? kosulunu saglar.

Tablo 5.14 Parametrik formiillerle elde edilen ve |0 + | = d? kogulunu saglayan
Pisagor ti¢liileri

P q n o ) 9 lo + | = &
1 2 5 4 9 40 41 49
1 3 13 6 133 156 205 289
1 4 25 8 561 400 689 961
1 5 41 10 1581 820 1781 2401
1 6 61 12 3577 1464 3865 5041
1 7 85 14 7029 2380 7421 9409
1 8 113 16 12513 3616 13025 16129
1 9 145 18 20701 5220 21349 25921
1 10 181 20 32361 7240 33161 39601
1 11 221 22 48357 9724 49325 58081
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SONUC

Bu tez calismasinda, klasik Pisagor ii¢liilerinin 6zel bir alt kiimesini olusturan ve
|o — | = d* kosulunu saglayan iigliilerin yapisi sistematik olarak incelenmistir.
Arastirmada, bu icliilerin yalmzca klasik parametrik formiillerle degil, aym
zamanda ikinci dereceden Diyofant denklemleri ile kurulan yapilar ve siirekli kesir

acilimlarinin periyodik 6zellikleri araciligiyla da iiretilebilecegi gosterilmistir.

Calismanin temel katkisi, bu tiir 6zel Pisagor iicliilerinin hem pozitif hem de
negatif bi¢imli Pell denklemleri ile iligkilendirilerek parametrik ¢oziim aileleri
elde edilmesidir. Ayrica, bu iicliilerin yapisal 6zellikleri analiz edilerek, simetrik
Oriintiiler ve modiiler 6zellikler dogrultusunda yeni bir siniflandirma yaklagimi

onerilmistir.

Tez kapsaminda olusturulan tablolar ve ornekler, Onerilen cebirsel doniisiimlerin
ve kuramsal yapilarin gecerliligini ortaya koymustur. Elde edilen sonuglar,
Pisagor ticliileri ile Diyofant denklemleri arasindaki baglantinin daha derinlemesine
anlasilmasina katki saglamaktadir ve bu alandaki gelecekteki arastirmalar i¢in yeni

bir ¢cerceve sunmaktadir.

Bu dogrultuda, tez calismasi hem sayilar teorisine hem de Diyofant denklemleri
analizine yonelik 6zgiin bir katki sunmakta; benzer yapisal 6zellikler tasiyan diger
Pisagor iicliilerinin incelenmesine yonelik ileri diizey arastirmalar i¢in teorik bir

temel olusturmaktadir.

79



KAYNAKCA

[9]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]
[15]
[16]

[17]

[18]

D. M. Burton, Elementary Number Theory, Tth ed. New York: McGraw-Hill,
2011.

C. D. Olds, Continued Fractions. New York: Random House, 1963.

I. Niven, H. S. Zuckerman, H. L. Montgomery, An Introduction to the Theory
of Numbers, 5th ed. New York: John Wiley & Sons, 1991.

E. J. Barbeau, Pell’s Equation (Springer Undergraduate Mathematics Series).
New York: Springer, 2003, Example 2.8, p. 36.

K. H. Rosen, Elementary Number Theory and Its Applications, 5th ed.
Boston: Pearson Addison Wesley, 2005.

P. Ribenboim, Fermat’s Last Theorem for Amateurs. New York: Springer,
1999.

R. K. Guy, Unsolved Problems in Number Theory, 3rd ed. New York:
Springer, 2004.

V. J. Katz, A History of Mathematics: An Introduction, 3rd ed. Boston:
Addison-Wesley, 2009.

E. Maor, The Pythagorean Theorem: A 4,000-Year History. Princeton, NJ:
Princeton University Press, 2007.

K. Ireland, M. Rosen, A Classical Introduction to Modern Number Theory,
2nd ed. New York: Springer, 1982.

L. Gillman, R. H. McDowell, Proofs from the Book: A Collection of Beautiful
Proofs. Berlin: Springer, 2006.

G. H. Hardy, E. M. Wright, An Introduction to the Theory of Numbers, 6th ed.
Oxford: Oxford University Press, 2008.

L. Stewart, The Music of the Primes: Searching to Solve the Greatest Mystery
in Mathematics. New York: Basic Books, 2002.

G. E. Andrews, Number Theory. Mineola, NY: Dover Publications, 1994.
J. Stillwell, Elements of Number Theory. New York: Springer, 2003.

L. E. Dickson, History of the Theory of Numbers, Vol. 11: Diophantine Anal-
ysis. Mineola, NY: Dover Publications, 2005, Originally published 1920.

H. M. Edwards, Fermat’s Last Theorem: A Genetic Introduction to Algebraic
Number Theory. New York: Springer, 1977.

L. J. Goldstein, “Fermat’s proof of the n = 4 case of his last theorem,”
Mathematics Magazine, vol. 45, no. 5, pp. 231-236, 1972. doi:|10.2307/
2688445, [Online]. Available: https : / /doi . org/ 10 . 2307/
2688445.

80


https://doi.org/10.2307/2688445
https://doi.org/10.2307/2688445
https://doi.org/10.2307/2688445
https://doi.org/10.2307/2688445

[19]

[20]

[21]

[22]

[23]

[24]
[25]

[26]

[27]
[28]
[29]

[30]

[31]

[32]

[33]

[34]

J. Tarlton, “Fermat’s last theorem and infinite descent: Historical and logical
perspectives,” Mathematics Magazine, vol. 74, no. 3, pp. 195-208, 2001.

R. D. Mauldin, “A generalization of fermat’s last theorem,” Notices of the
American Mathematical Society, vol. 44, no. 10, pp. 12761280, 1997.

A. H. Beiler, Recreations in the Theory of Numbers. New York: Dover
Publications, 1966.

P. Mihailescu, “Primary cyclotomic units and a proof of catalan’s conjecture,”
Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, vol. 2004, no. 572,
pp. 167-195,

Y. Bugeaud, Catalan’s Conjecture: Another Old Diophantine Problem
Solved. Berlin: Springer, 2006.

A. A. Karatsuba, Basic Analytic Number Theory. Berlin: Springer, 1995.

L. Lorentzen, H. Waadeland, Continued Fractions: Convergence Theory.
Amsterdam: Atlantis Studies in Mathematics, 2008.

O. Perron, Die Lehre von den Kettenbriichen, 3rd ed. Stuttgart: Teubner,
1950.

A. Y. Khinchin, Continued Fractions. New York: Dover Publications, 1997.
J. M. Borwein, P. B. Borwein, Pi: A Source Book. New York: Springer, 2004.

A. M. Rockett, P. Szusz, Continued Fractions. Singapore: World Scientific,
1989.

M. B. Nathanson, Elementary Methods in Number Theory. New York:
Springer, 2000.

H. S. Wall, Analytic Theory of Continued Fractions. Providence: AMS
Chelsea Publishing, 1948.

W. B. Jones, W. J. Thron, Continued Fractions: Analytic Theory and Appli-
cations. Cambridge: Cambridge University Press, 1980.

L. Stewart, Significant Figures: The Lives and Work of Great Mathematicians.
New York: Basic Books, 2015.

L. E. Dickson, History of the Theory of Numbers, Volume II: Diophan-
tine Analysis. Washington, D.C.: Carnegie Institution of Washington, 1920,
Section 436.

T. Andreescu, D. Andrica, An Introduction to Diophantine Equations: A
Problem-Based Approach (Problem Books in Mathematics). New York:
Springer, 2010.

H. Cohen, Number Theory: Volume I: Tools and Diophantine Equations
(Graduate Texts in Mathematics). New York: Springer, 2007, vol. 239. doi:
10.1007/978-0-387-49923-9.

81


https://doi.org/10.1007/978-0-387-49923-9

TEZDEN URETILMIS YAYINLAR

Konferans Bildirisi

1. D. Mazineler, M. Alan, “Continued fraction solutions of Pell equations,” in
Proc. 7th Int. Conf. on Mathematics: An Istanbul Meeting for World Mathe-
maticians, Istanbul, Turkey, Jul. 11-13, 2023.

82



	SİMGE LİSTESİ
	KISALTMA LİSTESİ
	ŞEKİL LİSTESİ
	TABLO LİSTESİ
	ÖZET
	ABSTRACT
	GİRİŞ
	Literatür Taraması
	 Sürekli Kesirlerin Tarihsel Gelişimi
	 Euler ve Sürekli Kesirler
	 Tezin Amacı
	 Hipotez


	ÖN BİLGİLER
	 Temel Tanımlar 

	PİSAGOR ÜÇLÜLERİ ve FERMAT TEOREMİ
	FERMAT TEOREMİ

	SÜREKLİ KESİRLER ve PELL DENKLEMLERİ
	Sürekli Kesirler ve Öklid Algoritması
	Pell Denklemleri


	PİSAGOR ÜÇLÜLERİNDE |- | = d² KOŞULUNU SAĞLAYAN ÖZEL DURUMLAR VE PRATİK ÇÖZÜM AİLELERİ
	SONUÇ
	KAYNAKÇA
	TEZDEN ÜRETİLMİŞ YAYINLAR



