T.C.
AKDENIZ UNIVERSITESI

ASAL ALT MODULLERIN GENELLESTIRILMESI

Nejma UGLJANIN

FEN BILIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK
ANABILIM DALI

YUKSEK LISANS TEZI

HAZIRAN 2025
ANTALYA



T.C.
AKDENIZ UNIVERSITESI

ASAL ALT MODULLERIN GENELLESTIRILMESI

Nejma UGLJANIN

FEN BILIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK
ANABILIM DALI

YUKSEK LISANS TEZI

HAZIRAN 2025
ANTALYA



T.C.
AKDENIZ UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

ASAL ALT MODULLERIN GENELLESTIRILMESI

Nejma UGLJANIN

MATEMATIK ANABILIM DALI

YUKSEK LISANS TEZI

Bu tez 26/06/2025 tarihinde jiiri tarafindan Oybirligi/Oycoklugu ile kabul edilmistir.

Prof. Dr. Mustafa ALKAN
Prof. Dr. Se¢il CEKEN GUNES
Dog. Dr. Ortac ONES



OZET
ASAL ALT MODULLERIN GENELLESTIRILMESI
Nejma UGLJANIN

Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dah
Damsman: Prof. Dr. Mustafa ALKAN

Haziran 2025, 55 sayfa

Bu tez calismasinda, asal idealler ve asal alt modiiller kuramsal bir ¢cercevede ele alin-
mis; bu yapilarin ozellikleri ile genellestirilmis bigimleri detayli bicimde incelenmistir.
Caligsmanin ilk boliimiinde, ilgili literatiirde yer alan temel tanimlar, 6n bilgiler ve mevcut
yaklagimlar sistematik bicimde sunularak kavramsal bir temel olusturulmus; devaminda,
modiil kavraminin bazi genislemeleri arastirilmistir. Ikinci boliimde, ¢-asal, S-asal, giicli
asal ve tam asal alt modiil gibi yapilara dayanan teoremler temel alinarak, tezdeki bulgu-
lar boliimiinde kullanilacak olan ispat teknikleri incelenmistir. Tezin 6zgiin katkisi, litera-
tiirde daha 6nce tamimlanmamaisg yeni bir asal ideal ve asal alt modiil sinifinin tanitilmasi-
dir. Bu baglamda, A-asal ideal. A-bolge, A-yariasal ideal, A-radikal ve A-asal alt modiil
olarak adlandirilan yapilar tanimlanmis; bu yapilarin varlik kosullar1 belirlenmis, temel
yapisal Ozellikleri ortaya konmus ve uygun matematiksel orneklerle desteklenmistir. Ay-
rica, A-asal yapilarin klasik asal yapilarla olan iligkileri derinlemesine analiz edilmis; bu
iki kavram arasindaki benzerlikler ve ayrisan yonler sistematik olarak karsilagtirilmigtir.
Elde edilen bulgular, modiil ve ideal teorisine katki saglamakla birlikte, bu alanda yapila-

cak ileri diizey calismalara da kuramsal bir zemin hazirlamaktadir.
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In this thesis, prime ideals and prime submodules are examined within a theoreti-
cal framework, and their properties as well as generalized forms are studied in detail. In
the first part of the study, the fundamental definitions, preliminary concepts, and existing
approaches found in the relevant literature are systematically presented to establish a con-
ceptual foundation; subsequently, certain extensions of the module concept are explored.
In the second part, proof techniques based on theorems concerning structures such as ¢-
prime, S-prime, strongly prime, and completely prime submodules are analyzed. These
techniques are employed in the findings section of the thesis. The original contribution of
this thesis is the introduction of a new class of prime ideals and prime submodules that
has not been previously defined in the literature. In this context, structures named A-prime
ideal, A-domain, A-semiprime ideal, A-radical, and A-prime submodule are introduced;
the conditions for their existence are identified, their fundamental structural properties are
established, and these are supported by appropriate mathematical examples. Furthermore,
the relationships between A-prime structures and classical prime structures are thoroughly
analyzed, and similarities and differences between the two concepts are systematically
compared. The findings of this study not only contribute to module and ideal theory but

also provide a theoretical basis for future advanced research in this field.
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ONSOZ

Bu tez calismasinda, cebirsel yapilarin temel unsurlarindan olan asal idealler ve asal
alt modiiller kavramlar1 kapsamli bir bicimde incelenmistir. Asal idealler, halka teorisinin
temel taslarindan biri olarak, halkalarin i¢ yapisini anlamada kritik bir rol oynarken; asal
alt modiiller, modiil teorisinde bu kavramin dogal bir genellestirmesi olarak ortaya ¢ik-
maktadir. Her iki yap1 da cebirsel sistemlerin derinlemesine analizinde ve modiil-halka
iligkilerinin ¢6ziimlemesinde 6nemli araglar sunmaktadir.

Tezde, asal ideallerin ve asal alt modiillerin klasik tanimlar1 ve temel 6zellikleri detayli
olarak ele alinmig; ardindan kapsamli sekilde incelenmemis olan A-asal ideal ve A-asal
alt modiil kavramlar1 tanitilmistir. Bu yeni siniflandirmalar i¢in gerekli ve yeterli kosullar
dikkatle belirlenmis, yapilarin temel 6zellikleri teorik olarak incelenmis ve matematiksel
orneklerle desteklenmistir. Boylece, klasik asal yapilarla yeni tanimlanan A-asal yapilar
arasindaki benzerlikler ve farklar sistematik olarak ortaya konmustur.

Bu tez, Giris, Kaynak Taramasi, Materyal ve Metot, Bulgular ve Tartisma, Sonuclar
olmak iizere bes ana boliimden olugsmaktadir.

Girig boliimiinde, halka kavraminin tarihsel gelisimi ve soyut cebir i¢indeki 6nemi or-
taya konulmus; bu yapinin i¢inde yer alan ideal ve modiil gibi alt yapilarla birlikte nasil
evrildigi aciklanmistir. Ozellikle asal ideallerin ve asal alt modiillerin, cebirsel yapilarin
anlagilmasindaki rolii vurgulanmis; bu kavramlarin modiil teorisinde nasil karsilik bul-
dugu ve genellestirildigi ele alinmugtir. Ayrica, tez kapsaminda incelenecek olan A-asal
ideal ve A-asal alt modiil gibi yeni yapilarin tanittmi yapilarak, calismanin kuramsal cer-
cevesi ve katki saglamay1 hedefledigi alanlar 6zetlenmistir.

Kaynak Taramas1 boliimiinde, tez boyunca kullanilan halka ve modiil teorisine ilis-
kin calismamizin sonraki boliimiinde kullanilacak olan temel bilgiler ve 6nemli sonuclar
verilmistir. Ardindan, asal alt modiiller iizerine yapilmis 6nceki ¢alismalar incelenmis;
ozellikle bu kavramin modiil teorisinde nasil genellestirildigine dair onerilen yaklagimlar
ve bu yaklagimlarin teoride oynadigi roller ele alinmstir.

Materyal ve Metot boliimiinde, literatiirde yer alan ve asal alt modiil kavraminin cesitli
genellestirmelerine iligkin ortaya konmus temel teoremler detayli bicimde ele alinmustir.
Bu teoremler, yalnizca sonuglariyla degil, ayn1 zamanda tasidiklar ispat teknikleriyle de

one ¢ikmakta olup, calismanin metodolojik altyapisini olusturmaktadur. ilgili ispatlar ara-
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ciligiyla, ¢-asal, S-asal, giiclii asal ve tam asal alt modiil gibi yapilarin analitik cercevesi
ortaya konmus ve bu yontemler, tezin Bulgular ve Tartisma boliimiinde yapilacak deger-
lendirmelere kuramsal zemin hazirlamistir.

Bulgular ve Tartisma Bulgular ve Tartisma boliimiinde, literatiirde heniiz tanimlan-
mamis yeni bir asal ideal ve asal alt modiil sinifi olan A-asal yapilar tanimlanmis ve bu
yapilarin temel 6zellikleri detayli olarak incelenmistir. Tanimlanan A-asal idealler ve alt
modiiller icin gerekli ve yeterli kosullar ortaya konmus, klasik asal kavramlariyla olan
iligkileri ve aralarindaki farklar kapsamli sekilde analiz edilmistir. Ayrica, A-asal yapi-
lar {izerine elde edilen sonuclar cesitli 6rneklerle desteklenmis ve modiil teorisi ile ideal
teorisi baglaminda bu yapilarin 6nemi vurgulanmustir.

Tezin Sonuglar boliimiinde, ¢alismanin genel bir degerlendirmesi yapilmis, asal alt
modiiller tizerine yapilan bu ¢alismanin modiil teorisine katkilar1 vurgulanmis ve gele-
cekte yapilabilecek ¢alismalar i¢in Onerilerde bulunulmustur.

Tezin diger boliimleri ise Kaynaklar ve Ozgegmis boliimleri olup, bu tez ¢alismasi
Ozgecmis ile bitmektedir.

Yiiksek lisans yolculugum boyunca her adimda yanimda olan; bilgisini, zamanini ve
destegini hicbir zaman esirgemeyen degerli hocam Prof. Dr. Mustafa ALKAN’a goniil-
den tesekkiir ederim. Kendisi, bu siiregte yalnizca bir danigman degil, ayn1 zamanda yol
gosterici ve ilham kaynagi olmustur.

Tiirkiye’de egitim alma firsatini saglayan ve kisisel gelisimime katkida bulunan Yurt-
digt Tiirkler ve Akraba Topluluklar Bagkanligi’na tesekkiir ederim.

Sevgileri, sabirlar1 ve fedakarliklariyla beni her daim destekleyen kiymetli aileme;
basta annem ve babam olmak iizere, her zaman yanimda olan kardeslerime ve neseleriyle
hayatima renk katan bes sevgili yegenime goniilden tesekkiir ederim. Varliklar1 bana gii¢
ve cesaret verdi.

Ayrica, artik aramizda olmasa da hayatimdaki etkisi ve manevi destegi her zaman his-
sedilen sevgili agabeyim Sulejman Ugljanin’i saygi, 6zlem ve rahmetle aniyorum. Onun

hatirasi bu ¢alismanin her agsamasinda benimleydi.
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GIRIS N. UGLJANIN

1. GIRIS

Soyut cebirin temel yapi taglarindan biri olan halka kavramu, tarihsel siire¢ icerisinde
farkli matematiksel ihtiyaclarin ve problemlerin bir sonucu olarak sekillenmistir. Bag-
langicta sayilarla ve cebirsel ifadelerle ilgili somut problemleri ¢6zmeye yonelik olarak
geligtirilen bu yapi, zamanla soyutlanarak bagimsiz bir matematiksel kavram héaline gel-
migtir.

20. ylizy1lin baslarinda halka, iki islemli soyut bir yap1 olarak tanimlanmais; bu tanima
gore, toplama islemi altinda bir grup, ¢arpma islemi altinda ise birlesmeli ve toplama
iizerine dagilmali olmas1 beklenmistir. Ozellikle carpma isleminin kapali olmas1, toplama
ile belirli bir sekilde etkilesime girmesi ve bazi durumlarda birim eleman icermesi, bu
yapinin temel niteliklerindendir.

Halka kavramu ile birlikte onun i¢inde yer alan 6zel alt yapilar da onem kazanmustir.
Bunlardan biri olan ideal kavrami, sayilarin ¢arpanlara ayrilabilirligi gibi problemler iize-
rinde ¢alisilirken ortaya ¢ikmistir. Ideal, halkalar icinde belirli kapali kosullar1 saglayan
alt kiimeler olarak tanimlanmis; daha sonra asal ve yar1 asal idealler gibi kavramlarla zen-
ginlestirilmistir. Bu yapilarin, 6zellikle halkalarin faktorleme 6zelliklerini anlamada kilit
rol oynadig1 anlagilmistir.

Benzer sekilde, modiil kavrami da halkalarin daha genel bir baglamda ele alinmasini
miimkiin kilmistir. Vektdr uzaylarinin halka iizerindeki genellemesi olarak diisiiniilebi-
lecek modiiller, hem soyut kavramsal ¢alismalarda hem de temsiller teorisi gibi uygula-
malarda onemli bir yer edinmistir. Modiiller sayesinde halkalar {izerinde taniml1 yapilarin
daha esnek bicimde incelenmesi miimkiin olmus; alt modiil, dogrudan toplam, homomor-
fizma gibi bir¢ok kavram bu ¢ercevede yeniden tanimlanarak soyut cebirin temel aracla-
rindan biri haline gelmistir.

Tim bu gelismeler, cebirin yalnizca sayisal islemlerle sinirli kalmadigini; yapilarin
kendi i¢ mantigina gore sistematik bicimde incelenebilecegini gostermis ve soyut cebirin
modern bi¢cimini kazanmasina katki saglamistir.

Bu tez calismasinda, asal alt modiil kavraminin farkli perspektiflerden genellestiril-
mesi ele alinacaktir. Oncelikle, asal idealler ve asal alt modiillerin klasik tanimlari ve

temel Ozellikleri detayli bir bigcimde ortaya konacak, bu kavramlarin halka ve modiil te-
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orisi baglamindaki rolii kapsamli sekilde incelenecektir. Ayrica, literatiirde halihazirda yer
alan cesitli genellestirmeler ve uzantilar ele alinarak, asal idealler ve asal alt modiillerin
daha genis yap1 ve siniflar i¢indeki islevselligi ve 6nemi tartigilacaktir. Bu ¢ercevede, asal
ideal kavraminin modiil teorisine yansimalar1 ve kargsiliklari izerinde durulacak, asal ide-
allerin modiiller iizerindeki izdiisiimii olarak goriilen asal alt modiiller arasindaki yapisal
paralellikler irdelenecektir.

Bunun ardindan, 6zellikle asal ideal kavraminin farkli yonlerden genisletilmesiyle or-
taya cikan A-asal idealler tanitilacaktir. Bu baglamda, A-asal ideallerin temel 6zellikleri,
klasik asal ideallerle olan iligkileri ve halkalar teorisindeki yeri detayli bicimde ele alina-
caktir. Devaminda, modiil teorisine yeni bir genisleme olarak sunulan A-asal alt modiil
kavrami incelenecek; bu yapinin tanimi, yapisal 6zellikleri ve diger modiil simiflariyla
olan iligkileri kapsamli sekilde analiz edilecektir. A-asal alt modiillerin teorik cercevesi
ve potansiyel uygulama alanlari, 6rnekler ve ispatlarla desteklenerek ortaya konacaktir.

Bu calisma, asal idealler ve asal alt modiillerin modiil teorisi i¢indeki yerini derinle-
mesine kavramay1 hedeflerken, ayn1 zamanda modiil yapilarinin soyutlanmasi ve genel-
lenmesi yoluyla cebirsel yapilarin daha genis bir perspektiften anlagilmasina katki sun-
may1 amaclamaktadir. Boylece, hem asal ideallerin hem de asal alt modiillerin genellen-
mis versiyonlarinin teorik zenginligi ile modiil teorisine kazandirilacak yeni kavramsal
araglara odaklanilacaktir. Bu ¢alisma, halka ve modiil teorisine yonelik ileride yapilacak

arastirmalara saglam bir teorik zemin olusturmay1 hedeflemektedir.
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2. KAYNAK TARAMASI

Bu boliimde, tez boyunca kullanilacak temel tanimlarin yani sira, bu kavramlarin
farkli yonlerden nasil genellestirildigine iliskin literatiirdeki yaklasimlar degerlendirile-
cektir. Ozellikle klasik asal alt modiil kavraminin zayif asal, ¢-asal, S-asal, giiclii asal ve
tam asal alt modiil gibi cesitli genellestirmeleri incelenecek. Bu béliimde yer alan temel
ifadeler ve teorik cerceve, Atiyah ve Macdonald (1969), Rowen (1988), Watkins (2007)
ile Callhalp ve Tekir (2009) kitaplarindan, Azizi (2011), Zamani (2010), Sevim, Arabaci,
Tekir ve Kog (2019), Behboodi, Karamzadeh ve Koohy (2004), Naghipour (2009) ve Be-

achy ile Medina-Bércenas (2020) makalelerinden yararlanilmigtir.

2.1. Degismeli Halkalar ve Idealler

Halkalar, cebirin temel yap1 taslar1 arasinda yer alir. Ozellikle degismeli halkalar, ce-
birsel yapilarin incelenmesinde onemli bir rol oynar. Bu boliimde, degismeli halkalarin

tanim1 yapilacak ve bu yapilar i¢inde yer alan ideallerin 6zellikleri ele alinacaktir.

Tanim 2.1. H kiimesi, ” +7 ve ".” islemlerine gore asagidaki ozellikleri sagliyorsa

halka olarak adlandurilir.
(1) (H,+) bir degismeli gruptur,
(2) Her hy, ho, hs € H icin, carpma islemi birlesmelidir:

(hi - ha) - hg = hy - (ha - h3)

(3) Her hy, ho, hs € H icin carpmanin toplama iizerine dagilma ozelligi:

h1'<h2+h3):h1'h2+h1‘h3.

Eger her hy,hy € H icin hy - hy = hy - hy ise H halkasina degismeli ve eger her h € H
icin h-1yg = 1y - h = h olacak sekilde bir 1;; € H varsa H halkasina birimli halka
denir (Atiyah ve Macdonald 1969).

Birh € Hicinh-a = a-h = 1 olacak sekilde a € H var ise h elemanina birimsel

eleman denir. Dolayisiyla tersi mevcut elemanlar birimsel elemanlardir. Birimli degismeli

3
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bir halkanin sifirdan farkli her elemaninin tersi mevcut ise halkaya cisim denir (Callialp
ve Tekir 2009).

Bu tezde yalnizca birimli degismeli halkalar ele alinacaktir.

Bir h € H i¢in h™ = 0 olacak sekilde bir pozitif n tam sayis1 var ise h elemanina H
nin nilpotent eleman1 denir (Atiyah ve Macdonald 1969).

Eger bir halka H i¢inde h € H \ {0} eleman1 icin hf = 0 olacak sekilde f € H \ {0}
elemani bulunabiliyorsa, / elemanina sifir boleni denir. Sifirdan farkli hicbir sifir boleni
icermeyen halkalara ise tamlik bolgesi denir (Atiyah ve Macdonald 1969).

H tamlik bolgesi olmak iizere, birimselden farkli her elemena indirgenemez eleme-
manlarin carpimi seklinde tek tiirlii yazilabiliyorsa halkaya tek tiirlii ¢carpanlara ayrilma

bolgesi (TAC) denir (Watkins 2007).

Tamim 2.2. H bir tamlik bolgesi ve A, H nin kesir cismi olsun. Eger her a € Aicina € H

veya a~t € H ise H halkasina valuation halka denir (Atiyah ve Macdonald 1969).

Tanim 2.3. H bir degismeli halka ve I C H, bos olmayan bir altkiime olsun. Eger I asa-

gidaki iki ozelligi sagliyorsa, bu durumda I, H halkasinin bir ideali olarak adlandirilir:
1. Heru,v € licin,u—v € [ ve
2. Heru € I ve her h € H igin, hu €

(Atiyah ve Macdonald 1969).

Her halka i¢in {0y} ve H nin kendisi ideal olusturur. Bu yiizden, sifirdan farkli her

halkada en az iki ideal mutlaka bulunur.

Onerme 2.4. Bir halkanin bir cisim olabilmesi icin gerekli ve yeterli kosul, yalnizca {0}
ve kendisi olmak iizere iki ideale sahip olmasidir (Atiyah ve Macdonald 1969; Watkins
2007).

Tamim 2.5. H bir halka ve h € H olmak iizere,
(h)={rh | re H}

kiimesine temel ideal denir (Watkins 2007 ).
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Eger bir halkadaki her ideal, tek eleman ile iiretiliyorsa, bu halka temel ideal halkas1
olarak adlandirilir. Ayrica, eger bu halka ayn1 zamanda bir tamlik bolgesi ise, bu durumda
halka bir temel ideal bolgesi (TIB) olarak adlandirilir. Her temel ideal bolgesi bir TAC
bolgesidir (Watkins 2007).

Tanim 2.6. H bir halka ve I onun bir ideali olsun. Her hy, hy € H icin,
hl = hg(mOd]) ~ hl - h2 el

seklinde tanimlanan denklik bagintisina gore H /1 kiimesi olusturulur.

Burada hy, hy € H olmak tizere boliim siniflart tizerinde su islemler tammlanir:
(ha+ 1)+ (hg + 1) = (hy + ho) + 1
(hi+1)-(ha+1)=(h1-he)+1
Bu islemlerle H/I bir halka olur. Bu sekilde elde edilen halkaya, I idealine gére boliim

halkasi denir (Atiyah ve Macdonald 1969; Watkins 2007).

2.1.1. Maksimal ve asal idealler

Tamm 2.7. H bir halka ve A sifirdan farkli bir 07 ideal olsun. A yi kapsayan baska bir
ideal yoksa A ya maksimal ideal denir (Atiyah ve Macdonald 1969).

Onerme 2.8. A, H halkasindan farkli bir ideali olsun. A idealinin maksimal olmast i¢in
gerek ve yeter kogul H/A béliim halkasimin bir cisim olmasidir (Atiyah ve Macdonald
1969).

Tammm 2.9. H bir halka ve I, H halkasinin kendinden farkli bir ideali olsun.
Eg“er hl, hg c H lg'll’l
hy-hy€l = hy €l veya hy €1

kosulu saglaniyorsa, I idealine asal ideal denir (Atiyah ve Macdonald 1969).
Bir halka H nin tiim asal ideallerinin olugturdugu kiime Spec(H ) ile gosterilir.
Ornek 2.10. Tam sayilar halkasi 7 de, bir asal say1 p ile olusturulan ideal, yani
(p) ={pk | k € Z}

asal bir idealdir. Ornegin, (5) asal bir idealdir. Ciinkii eger ab sayist 5’e boliiniiyorsa, o

zaman a ya da b 5’e boliinmek zorundadir.
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Teorem 2.11. H ve H' degismeli halkalar ve f : H — S bir drten halka homomorfizmasi

olsun. Asagidaki ifadeler gecerlidir:

(i) I, H halkasimin bir asal ideali ve ker(f) C I ise f(I), S halkasimn bir asal ideali-
dir.

(ii) J, S halkasiun bir asal ideali ise, {~*(J) da H halkasinn bir asal idealidir
(Callalp ve Tekir 2009).

Tamim 2.12. H bir tamlik bolgesi olmak iizere her 0z ideali, sonlu sayida asal idealin

carpumi olarak tek tiirlii yazilabiliyorsa H ye Dedekind bolgesi (Callialp ve Tekir 2009).

Ornek 2.13. H bir temel ideal bolgesi olsun. H halkasin sifirdan farkl her I ideall,
0 # x € H olmak iizere, I = Hx seklindedir. H bir TAC bolge oldugundan, p1, ps, ..., pp

ler H nin indirgenemez elemanlari olmak iizere, x = p1, po, ..., pn seklindedir. Su halde
I'=Hx = Hpips...pn = Hsz‘
i=1

olmak iizere asal ideallerin bir carpumidir. Boylece, H bir temel ideal bolgesi ise Dede-

kind bolgesindir (Callialp ve Tekir 2009).

Tanim 2.14. Bir degismeli halka H de bir ideal I C H, asagidaki kosulu sagliyorsa

variasal ideal olarak adlandirilir:
Her he H, ve ke N icin, h*elI=hel.

Bagka bir deyisle, bir elemanin herhangi bir dogal sayi kuvveti idealin icindeyse, o ele-

manin kendisi de idealde yer almak zorundadir (Rowen 1988).

Onerme 2.15. I, H halkasinin bir ideali olsun. I idealinin asal olmasi icin gerek ve yeter

kosul H/I béliim halkasinin bir tamlik bélgesi olmasidur (Atiyah ve Macdonald 1969).
Sonuc¢ 2.16. Her maksimal ideal asaldir (Atiyah ve Macdonald 1969).

Tamm 2.17. Bir degismeli halka H de, I, ve I idealleri icin, Iy min I ye gore ideal

boliintiisii su sekilde tanimlanir:
(11112>:{$€H|.T'12g11}

6
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Bu kiime bir idealdir. Ozellikle,
(0:L)={x€eH|x-I,=0}

kiimesi I, idealinin stfirlayict (annihilator) olarak adlandirilir ve Ann(1y) ile gosterilir

(Rowen 1988).

Tamim 2.18. H bir halka ve I, H halkasimin bir ideali olsun. I min radikali su sekilde
tamimlanir:

Rad(I) ={x € l|z" € I bazt n > 0 igin}

(Atiyah ve Macdonald 1969).

Onerme 2.19. Bir idealin radikali, onu kapsayan tiim asal ideallerin kesisimine egittir:

Rad(I) := ] p

ICy
p asal

(Atiyah ve Macdonald 1969).

Teorem 2.20. H bir birimli degismeli halka ve I, I, bu halkadaki idealler olsun. O za-

man idealin radikali asagidaki ozelliklere sahiptir:
(1) I; C Rad(1y)
(2) Rad(Rad (1)) = Rad(l)
(3) I C I, = Rad(I;) C Rad(ly)
(4) Rad(I; N Iy) = Rad(l;) NRad(l3)
(5) Rad(l113) = Rad(l; N I3)
(6) Rad(I; + I5) = Rad(Rad(I;) + Rad(l2))
(7) Rad(0) = Nil(H)

(Atiyah ve Macdonald 1969).
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2.2. Modiil Kavramm

Giintimiizde degismeli cebir ¢alismalarinda modiiller 6nemli bir yer tutmaktadir. Mo-
diiller, ideallerin dtesine gecerek daha genel bir bakis acis1 sunar. Ornegin, bir ideal I ve
boliim halkas1 H /I, modiil olarak diisiiniilebilir ve benzer yontemlerle incelenebilir. Bu

boliimde, modiil kavrami tanitilacak ve temel 6zellikleri agiklanacaktir.

Tanmm 2.21. (A, +) bir degismeli grup ve H bir halka olsun. Eger A kiimesindeki ele-
manlarla H halkasindaki elemanlar arasinda tanimlanan H x A — A bicimindeki skaler
carpim asagidaki kosullart sagliyorsa, A kiimesine H halkast tizerinde bir modiil ya da

kisaca H-modiil denir.
1. Her h € H, her ay,as € Aigin, h(a; + as) = hay + has,
2. Her hy,hs € H, her a € A igin, (hy + he)a = hia + haa,
3. Her hy,hy € H, her a € Aigin, (h1hy)a = hy(hsa),
4. Hera € Aigcin, 1ga = a.

(Atiyah ve Macdonald 1969).

Eger H bir cisim ise, H lizerinde tamiml1 her //-modiil aslinda bir vektor uzayidir.
Bunun nedeni, cisimlerde sifirdan farkli her elemanin ¢arpma islemine gore tersi olmasi-
dir. Bu 6zellik sayesinde, modiil iizerindeki skaler ¢carpim islemi vektor uzayi tanimindaki

tiim kogullar1 saglar.

Tamim 2.22. H bir halka ve A, bir H-modiil olsun. B C A kiimesi, asagidaki iki kosulu

saglyorsa, B ye, A min bir alt modiilii veya H -alt modiilii denir

1. B, A min toplama iglemine gore bir alt grubudur;

2. Herhe Hvebe Bigcinh-be B

(Atiyah ve Macdonald 1969).

Bir modiil A nin tiim alt modiillerin olusturdugu kiime S(A) ile gosterilir.
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Yukarida 6zel olarak tanimlanan ideal ve alt modiillerin bazi durumlari i¢in kisaltilmig
gosterimler kullanilmaktadir. Ornegin, B, A nin bir alt modiilii ve ) # K C A olmak
uzere,

(B:K)={he H:hK C B}
seklinde tanimlanan ideal, halka agikca biliniyorsa (B : K') biciminde kisaltilabilir.
Ozellikle, (0 :5 A) ideali genellikle Ann(A) ile gosterilir.
Ayrica, s € H i¢in
(P:yHs)={a€ A:sa€c P}
bicimindeki alt modiil, kisaca (P :4 s) seklinde yazilir.

Benzer sekilde, s € H ve a € A igin
(0:y Ha) = Anng(a) ve (0:4 Hs) = Anny(s)

olarak ifade edilir. Eger Ann(A) = 0 ise, A modiiliine sadik modiil denir (Rowen 1988).
Verilen () # S C H kiimesi i¢in, eger 0 ¢ S, 1 € S ve her u,v € S igin uv € S

kosullart saglaniyorsa, S kiimesine ¢arpimsal kapali altkiime denir.

Simdi S, H halkasinin ¢arpimsal kapali bir altkiimesi olsun. H x S kartezyen carpimi

tizerinde agagidaki sekilde bir baginti tanimlanir:
(hyu) ~ (K u') < birs € S i¢in s(hu’ — h'u) = 0.

Bu bagint1 bir denklik bagmtisidir. Her (h, ) € H x S ¢ifti, bu bagintiya gore bir denklik

h
sinifi belirler ve bu siniflar genellikle kesir biciminde — olarak gosterilir (Watkins 2007).
u

Tamim 2.23. Tiim bu kesirlerin olusturdugu kiime

h

S‘lH:{—:heH,ueS}
u

bir halka yapist tagir. Bu yaprya, H halkasinin S ye gore yerellestirmesi ya da kesir hal-

kasi denir (Watkins 2007 ).

Onerme 2.24. S C H carpimsal kapali bir kiime ve A bir H-modiil olsun. O hdlde, A
nin kesir modiilii

S—lA:{fzaeA,ueS}

u

seklinde tamimlamr. Bu yapi, hem bir H-modiil hem de bir S~ H-modiil yapisina sahiptir
(Atiyah ve Macdonald 1969).
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I, H halkasmnn bir asal ideali ise S; = H \ I kiimesi ¢carpimsal kapalidir.
Genel olarak, bir S C H c¢arpimsal kapali kiimesinin doyurulmusu (saturation) asagi-

daki sekilde tanimlanir:
S*={h € H|h™", S H nin birimli elemani } .

Bu tanim, S* nin H i¢inde S yi kapsayan bir carpimsal kapal1 altkiime oldugunu gosterir.

Ayrica, bu kiime asagidaki esdeger bicimde de tanimlanabilir:
S*={x e H|JyeSoylekiz |y},

yani x € H i¢in S* ye ait olmanin gerek ve yeter kosulu, = in .S deki bir eleman1 bolebil-
mesidir (bagka bir deyisle, y = ax olacak sekilde bir a € H bulunmasidir).
Eger S* = S esitligi saglanyorsa, S kiimesine doyurulmus ¢carpumsal kapali kiime

denir (Atiyah ve Macdonald 1969).

2.2.1. Asal alt modiilller

Asal alt modiiller, modiil teorisinin temel yap1 taglarindan biridir ve bu kavramin farkli
yonlerden genellestirilmesi literatiirde genis yanki bulmustur. Bu boliimde, asal alt modiil
taniminin klasik formundan baglayarak cesitli genellestirmeleri ele alan ¢aligmalara yer
verilecektir.

Literatiirde, asal ideallerin ve asal alt modiillerin tanimlar1 ve bu tanimlarin kapsadigi
yapilarin sinirlart hakkinda farkli yaklagimlar bulunmaktadir. Bu farkli tanimlamalar, hal-
kalar teorisi ile modiil teorisi arasindaki baglantilar1 ve karsilikli etkilesimleri anlamada

onemli bir yer tutmaktadir.

Tanim 2.25. H degismeli birimli bir halka, A bir H-modiil ve B, A nin oz alt modiilii

olsun. Eger her h € H ve a € A icin
ha € B=a€ Bveyahe (B:A)

sarti saglantyorsa, o zaman B ye A min asal alt modiilii denir (Callialp ve Tekir 2009).

Ornek 2.26. H bir halka olsun. O zaman H nin her asal ideali, H-modiil H nin bir asal
alt modiiliidiir (Callialp ve Tekir 2009).

10
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Coziim 2.27. Degismeli ve birimli bir halka olan H, kendi iizerinde tanimli bir H-modiil
olarak ele alinsin; yani A = H olsun. B C H asal bir ideal olarak alindiginda, B, ayni
zamanda A min bir alt modiiliidiir. Asal idealin tanimina gore, her h € H ve a € A icin
ha € Biken h € Bveyaa € B olur.
Eger h € B ise, tamum geregi hH C B olur. Buda h € (B : H) anlamina gelir.
Boylece
ha € B=a€ Bveyahe (B:H)

elde edilir. Bu da asal alt modiil tanimint saglar. Dolayistyla B, A min asal alt modiiliidiir.

]

Ornek 2.28. ¢ sabit asal sayt olsun.
a
E(c):{—+Z| a € Z, nGNO}
Cn

kiimesi, Q/Z icinde yer alan sifirdan farkl bir 7 - alt modiiliidiir. Ancak E(c) modiiliiniin
hicbir asal alt modiilii bulunmamaktadir (Callialp ve Tekir 2009).

Coziim 2.29. E(c) modiiliiniin alt modiilleri, her t € Ny icin asagidaki sekilde tanimla-
nir:
a
Gt:{—t—i—Z:aEZ}.
c
Her t € Ny icin (G : E(c)) = (0) oldugu gosterilecektir. Aksi varsayilirsa, yani bazi
t € Ny icin (Gy : E(c)) # 0 oldugu kabul edilirse, bu durumda bir (G; : E(c)) iginde

stfirdan farkly bir h elemani bulunur. Boylece,

h=cac (G :E)) (a€Z,ctavek €Ny

olsun.
Simdi
1
o= —-
ch+t+1

olarak tamumlansin. Bu durumda:

k

c"a a

hra=gmmtl=—7€G

olur. Ancak c 1 a oldugundan, bu sonu¢ h € (G, : E(c)) varsayimla ¢elisir. Bu celiski,
hert € Ny icin
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oldugunu gosterir. Dolayisiyla hi¢hbir Gy, FE(c) modiiliiniin asal bir alt modiilii olamaz.

Daha acik bir ifadeyle, i herhangi pozitif sayr olmak iizere

¢ ¢ (Gr: B(c) = (0) ve y =

+7Z ¢ G,

citt

olmasina ragmen,
by = ¢ 7 = —1 +7Z e @G
<7 citt ct < G

esitligi saglamr. Yani carpim G de yer alirken, carpanlar ayri ayrt G de bulunmamakta-
dir. Bu da Gy nin asal alt modiil olamayacagint dogrular. Sonug olarak, E(c) modiiliiniin
tiim alt modiilleri G, biciminde oldugundan, bu modiil herhangi bir asal alt modiil icer-

mez.

Teorem 2.30. H ve H' degismeli halkalar ve f : H — S bir érten halka homomorfizmast

olsun. Asagidaki ifadeler gecerlidir:

(i) I, H halkasiun bir asal ideali ve ker(f) C I ise f(I), S halkasuun bir asal ideali-
dir.

(ii) J, S halkasimun bir asal ideali ise, f~'(J) da H halkasiun bir asal idealidir
(Callialp ve Tekir 2009).
Asal alt modiil kavraminin bazi 6nemli sonuglart:

Teorem 2.31. H bir halka, A bir H-modiil ve B, A’min asal bir alt modiilii olsun.
a ¢ B ise,
I=(B:a)={he€ H:haec B}

kiimesi, H halkasinda asal bir idealdir (Callialp ve Tekir 2009).

ispat B, A nn asal bir alt modiilii ve hyhy € (B : a) olsun. Tanim geregi bu, hihsa € B
anlamina gelir.

Eger hia € B ise, bu durumda hy € (B : a) olur ve istenilen durum saglanr.

Simdi h1a ¢ B oldugunu varsayalim. Ayrica hipotez geregi a ¢ B oldugu da bilini-
yOr.

Asal alt modiil tanimina gore, eger r € H, x € Aicinrz € B ve z ¢ B ise, bu

durumda r € (B : A) olur.

12
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Burada r = hy ve x = hya alimir. Gergekten de, hi(haa) = hihsa € B ve varsayim
olarak hoa ¢ B olsaydi, tanima gore hy € (B : A) yani hya € B olurdu. Ancak bu,
varsayimimiza (hia ¢ B) aykindir. Dolayisiyla hoa € B olmak zorundadir, bu da hy €
(B : a) oldugunu gosterir.

Sonug olarak, her iki durumda da ya hy € (B : a) yada hy € (B : a) elde edilir. Bu

da (B : a) idealinin asal oldugunu gosterir.

Onerme 2.32. H bir halka, A H-modiil ve B, A nin asal alt modiilii olsun. O zaman
(B:A)={he€H | h-ae€ B}
H halkasinin asal idealidir (Callialp ve Tekir 2009).

Ispat B, Anin asal alt modiilii olsun. z,y € H olmak iizere vy € (B : A)vey ¢ (B : A)
olsun. Bu durumda 2yA C B ve yA ¢ B olur. Béylece zyc € B ve yc ¢ B olacak
sekilde bir ¢ € A vardir. B, A nin asal alt modiilii oldugundan = € (B : A) olur.
Dolayisiyla, (B : A) bir asal idealdir.

Teorem 2.33. H bir halka, A bir H-modiil ve B, A min bir maksimal alt modiilii olsun.
O zaman, B asal alt modiildiir (Callialp ve Tekir 2009).

Ispat B, A nin maksimal alt modiilii ve h € H ve a € A olmak iizere ha € B olsun.

a ¢ B olsun. B maksimal oldugundan iki farkli durum var:
B+ Ha=DB veya B+ Ha = A.

B+ Ha = Bise a € B olur, bu da varsayimla ¢elisir. Su halde, B + Ha = A dur.
Boylece, hA = hB + Hha C B,yani h € (B : A) olur.
Dolayisiyla, B, A nin asal alt modiiliidiir.

O

Torsion-free modiil, modiil teorisinde onemli bir kavramdir ve su sekilde tanimlanir:

13
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Tanim 2.34. Bir H-modiil A, eger asagidaki kosulu saglryorsa torsion-free (biikiimsiiz)
olarak adlandirilir:

Her h € Hvea € Aicin, eger h-a = 0ise, yah =0 ya da a = 0 olmalidir.
Bagka bir deyisle, eger bir halka elemaniyla bir modiil elemanimin ¢carpim sifirsa, bu

durumda en az biri sifir olmalidir (Rowen 1988).

Teorem 2.35. H halka, A H-modiil ve B, A min alt modiilii olsun.
B alt modiiliin asal alt modiil olmas i¢in gerek ve yeter kosul P = (B : A) bir asal ideal

ve A/ B bir torsion-free H /P — modiil olmasidir (Rowen 1988).

Ispat (=): B asal alt modiil oldugunda P = (B : A) asal ideal oldugunu Onerme
2.30’de gosterdik.
A/ B nin torsion-free H/P-modiil oldugunu gosterelim.
A/ B nin torsion-free olmasi su anlama gelir: Egera € A/B ve h € H ile ha = 0 ise, o
zaman h = 0 yada @ = 0 olur; bu da a € B anlamina gelir.

Eger h € P ise, o zaman hA C B olur, dolayisiyla ha = 0. Eger @ # 0, yani a ¢ B,
o zaman h = 0 olmalidir, ciinkii P asal olmali.

Bu nedenle, A/ B torsion-free H/P-modiildiir.

(«<): Varsayalim ki P = (B : A) asal ideal ve A/B torsion-free H/P-modiildiir. B
nin asal alt modiil oldugunu gosterecegiz.

h € H ve a € A olmak iizere ha € Bve h ¢ (B : A) olsun.
Su halde,

ha+ B = (h+ P)(a+ B)

burada

h+Pe H/P ve a+Be€ A/B.
A/ B torsion-free oldugundan
(h+P)la+B)=0=h+P=0veyaa+B=0

yani

he(B:A)veyaac B

olur.

Dolayisiyla, B asal alt modiildiir.

14



KAYNAK TARAMASI N. UGLJANIN

O

Tamim 2.36. A bir H-modiil ve a € A olsun. {a} kiimesinin iirettigi alt modiil
(a) = Ha={ha:he H}

alt modiile, a ile iiretilmis alt modiil denir.

Eger A = (a) olacak sekilde bir a € A bulunabiliyorsa, A modiiliine devirli modiil
denir.

Eger A = (X) olacak sekilde sonlu bir X C A kiimesi varsa, A modiiliine sonlu

iiretilmis modiil denir (Rowen 1988).

Tanim 2.37. H bir halka ve A bir H-modiil olsun. Eger A min alt modiilleriyle olusturu-
lan her artan zincir

AiCAC..CA, C..
sonlu bir adimda sabitleniyorsa, yani dyle bir k € N vardir ki
Ap = App1 = Apya =+,
bu durumda A modiiliine Noetherian modiil denir (Rowen 1988).
Onerme 2.38. H bir halka ve A bir H-modiil olsun. Asagidaki ifadeler denktir

1. A, modiilii Noetherian’dir.
2. A min her alt modiilii sonlu iiretilmigtir.

3. A min alt modiillerinin, herhangi bir bostan farkl ailesinin bir maksimal elemani

vardir.
(Callialp ve Tekir 2009).

Onerme 2.39. H bir halka, A sonlu iiretilmis bir H-modiil olmak iizere A nin Noetherian

olmasi ile her asal alt modiiliin sonlu iiretilmis olmasi denktir (Callialp ve Tekir 2009).

Simdi, asal alt modiillerin ¢esitli genisletilmis tanimlar1 {izerinde durulacaktir. Litera-
tiirde, asal idellerin ve asal alt modiillerin tanimlar1 ve bu tanimlarin kapsadig: yapilarin
sinirlart hakkinda farkli yaklagimlar bulunmaktadir. Bu farkli tanimlamalar, halkalar te-
orisi ile modiil teorisi arasindaki baglantilar1 ve karsilikli etkilesimleri anlamada onemli

bir yer tutmaktadir.

15
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2.2.2. Zayf asal alt modiiller

Zay1f asal altmodiil kavramu ilk olarak Behboodi ve Koohy tarafindan "Weakly Prime
Modules" (2004) adl1 calismada tanitilmigtir. Bu ¢alismada, asal alt modiil kavraminin bir
versiyonu ortaya konmus ve zayif asal alt modiillerin yapisi incelenmistir. Yazarlar, bu
kavrami modiiliin bir faktor modiilii aracili§iyla tanimlamis ve ¢esitli ornekler ile 6zellik-

lerini arastirmiglardir.

Tanim 2.40. A bir H-modiilii ve B, A min 6z bir alt modiilii olsun. B ye zayif asal alt

modiil denir; eger her hy, hy € H ve her L < A icin
hiHhy L € B = hiL C Bveya hoL C B
sartt saglantyorsa (Behboodi ve Koohy 2004).

Bu kavram daha sonra Azizi (2006) tarafindan yayimlanan “Weakly Prime Submodu-
les and Prime Submodules” baslikli ¢alismada ele alinmis ve ayni tamim dogrudan modiil
tizerinden kullanilarak incelenmigtir. H bir degismeli birimli halka ve A bir H-modiil

olmak iizere, calismada asagidaki tanimlar sunulmustur:

Tanim 2.41. A bir H-modiilii ve B, A min 6z bir alt modiilii olsun. B ye zayif asal alt

modiil denir; eger her hi, hy € H ve her L < A icin
hihoL C B = hyL C BveyahsL C B
sartt saglantyorsa (Azizi 2006).

Her iki tanim 6zdestir ve yalmizca sunum bicimleri acisindan farklilik géstermektedir.
Zay1f asal alt modiil kavramu, asal alt modiil teorisinin dogal bir genellemesi olarak modiil
teorisine katkida bulunmaktadir.

Bu tanimlara dayanarak, makalelerde asagidaki onemli sonuglar sunulmustur:

Sonuc 2.42. * Her asal alt modiil zayif asaldir, ancak tersi her zaman gecerli degil-

dir.

» Zayif asal alt modiiller lokalizasyona ve diiz modiillerle tensor ¢arpimina karst ko-

runur.

16
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* Egerdim H < oo ise, her modiil en az bir zayif asal alt modiil icerir.

* Noetheryen modiiller yalnizca sonlu sayida zayif asal alt modiil icerir

(Behboodi ve Koohy 2004).

Sonug 2.43. * Zayif asal olan her alt modiil ayni zamanda asal alt modiildiir.
* B zayif asal alt modiil ise, her K ¢ B i¢in (B : K) asal idealdir.
 Zayif asal alt modiiller, (B : a) yapilar iizerinden su sekilde karakterize edilir:

(B:ab) = (B :a)veya (B :ab) = (B:b)

» Eger B indirgenemez ve zayif asalsa, o zaman B asal alt modiildiir.

(Azizi 2006).

Zayif asal alt modiil kavrami, asal alt modiil kavraminin dogal bir genellemesi olarak
ortaya cikmakta ve modiil teorisinin yapisal analizinde yeni bir perspektif sunmaktadir.
Behboodi ve Koohy (2004) tarafindan tanitilan bu kavram, Azizi (2006) tarafindan daha
sistematik bicimde ele alinmis ve asal, asalimsi1 ve zay1f asal alt modiiller arasindaki ilis-

kiler detayli bicimde incelenmistir.

2.2.3. ¢-asal alt modiiller

Zamani’nin (2010) “¢-prime submodules” baglikli makalesi, ¢-asal alt modiil kavra-
mini tanitarak, //-modiilleri lizerinde asal alt modiil teorisini genellestiren yeni bir sinif-
landirma sunmaktadir. Burada H, sifirdan farkli birimli degismeli bir halka olup, A bir
H-modiilidiir. S(A), A tizerindeki tiim alt modiillerin kiimesini belirtmektedir.
Caligmada ¢ : S(A) — S(A)U( seklinde tanimlanan bir fonksiyon yardimiyla, asagidaki

sekilde genellestirilmig bir asal alt modiil tanim1 yapilmustir:

Tanim 2.44. B, A mn bir alt modiilii olsun. B ye ¢-asal alt modiil denir; eger her h € H

ve her a € A igin:
ha€ B\ ¢(B) = he (B:y A)veyaa € B
sarti saglaniyorsa (Zamani 2010).
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Bu tanim araciligiyla asagidaki 6zel durumlar elde edilmistir:

» Eger ¢(A) = () ise, ¢-asal alt modiiller klasik asal alt modiillerle esdegerdir (Za-
mani 2010).

» Eger ¢(A) = {0} ise, ¢-asal alt modiiller zayif asal alt modiil olarak adlandirilir
(Zamani 2010).

Zamani (2010), ¢-asal alt modiil kavramini ele alarak, bu yapilarin belirli kosullar
altinda klasik asal alt modiillerle nasil benzerlik gosterdigini ve aralarindaki iligkileri sis-

tematik olarak analiz etmistir.

¢o(B) =0, VB e S(A),
¢o(B) = {0}, VB € S(A),
¢1(B) = (B 1 A)B, VB € S(A),
¢2(B) = (B :u A)’B, VB e S(A),
¢u(B) = ﬁ(B g A)'B, VB € S(A)

(Zamani 2011).

Zamani (2010), ¢g-asal ve ¢g-asal alt modiillerin sirasiyla klasik asal ve zayif asal alt
modiillere karsilik geldigini belirtmistir. Ayrica, herhangi bir alt modiil ve her pozitif tam
say1 n i¢in asagidaki iligkiyi kurmusgtur:

asal = ¢,-asal = ¢,-asal = ¢,,_;-asal.
Zamani (2011)’ye gore, ¢ < 1) olacak sekilde iki fonksiyon arasinda ¢(B) C 9(B)
kosulu saglaniyorsa, her ¢-asal alt modiil ayn1 zamanda /-asal alt modiil olur.

Zamani (2010), ¢-asal alt modiil kavramini tanitarak klasik asal alt modiilleri genelles-
tirmigtir. Caligma, ¢-asal alt modiillerin temel 6zelliklerini incelemis ve belirli kosullarda

klasik yapilarla olan iligkilerini ortaya koymustur. Bu yaklasim, modiil teorisinde daha

genis bir inceleme alani sunmustur.

2.2.4. S-asal alt modiiller

Sevim, Arabaci, Tekir ve Ko¢’un (2019) “On S-prime Submodule” baslhikl calismasi,

S-asal alt modiil ve S-torsion-free modiil kavramlarini tanitarak, asal alt modiil kavramini
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daha genel bir ¢cercevede ele almaktadir. Burada H bir degismeli birimli halka, A ise bir
H-modiiliidiir. S, A tizerindeki endomorfizmalarin (End g (A)) bir altkiimesi olarak alinir.

Calismada, S-asal alt modiil ile klasik asal alt modiil kavramlar1 arasindaki iligki ve-
rilmisti. Ayrica S-torsion-free modiillerle olan baglantis1 incelenmis ve bu yeni yapilarin
bazi temel 6zellikleri tartigilmigtir. Elde edilen sonuclar, asal alt modiil teorisinin S bag-

laminda nasil genellestirilebilecegini gostermektedir.

Tamim 2.45. S C H bir carpimsal kiime ve B, (B :i A) NS = 0 sartiu saglayan bir A

alt modiilii olsun. Eger her h € H, a € Ave s € S igin
ha € B= sh € (B:yg A) veya sa € B

sarti saglantyorsa, B ye S-asal alt modiil denir.
Ayrica, bir H-modiilii A, ann(A) N S = () kosulunu saglyorsa ve her h € H, a € A

icin bir s € S bulundugunda
ha =0 = sh =0 veya sa =0

sarti saglantyorsa, A ya gore S kiimesine S-torsion-free denir (Sevim, Arabaci, Tekir ve

Kog¢ 2019).

S C H carpimsal kapali bir alt kiime ve A bir H-modiil olsun. A nin boliim mo-
diilii (quantion module) S~ A ile gosterilir. S~ A, hem bir H-modiiliidiir hem de S~ H-
modiiliidiir. Ancak bu baglamda, yalnmzca S~'A nin S~! H-modiilii olarak incelenmesi
esas alinmaktadir

N ve L, A H-modiiluiniin iki alt modiilii ve /, H nin bir ideali olsun. Bu durumda, N

nin L ve [ tarafindan kalan1 (residual) tekrar hatirlayalim:
(N:yL)={he H:hL C N},
(N:al)={a€A:Ia C N}
(Sevim, Arabaci, Tekir ve Kog 2019).
S-asal ideallerin kiimesi, literatiirde genellikle Specg(H ) sembolii ile ifade edilir.
Bu tanimlar, basit modiiller ve S-Noetheryen modiiller gibi klasik modiillerin, S-asal
alt modiiller ve S-torsion-free modiiller baglaminda karakterize edilmesine zemin hazir-

lar. Ayrica, calismada bu yeni kavramlarin temel 6zellikleri ve karakterizasyonlar1 detayl

sekilde incelenerek, degismeli halkalar tizerindeki modiil teorisine katkida bulunulmustur.
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2.2.5. Belirli alt modiilleri asal olan modiiller

Behboodi, Karamzadeh ve Koohy (2004), “Modules Whose Certain Submodules Are
Prime” adli calismalarinda, asal alt modiil kavramini yeniden ele alarak bazi 6zel durum-
lara odaklanmislardir. Bu ¢alisma, belirli kosullarda modiiliin baz1 alt modiillerinin asal

olup olmadigim karakterize eden yapilar sunar.

Tamim 2.46. H bir degismeli birimli halka ve A bir H-modiil olsun. Eger A min her oz alt
modiilii asal alt modiilse, A ya tam asal modiil (fully prime) denir (Behboodi, Karamzadeh

ve Koohy 2004).

Tamim 2.47. H bir degismeli birimli halka ve A bir H-modiil olsun. Eger A nin her
stfirdan farkli 6z alt modiilii asal alt modiilse, A ya neredeyse tam asal modiil (almost

fully prime module) denir (Behboodi, Karamzadeh ve Koohy 2004).

Tanim 2.48. H bir degismeli birimli halka ve A bir H-modiil olsun. Eger A min her
stfirdan farkli 6z dogrudan toplanabilen bileseni, A icinde asal alt modiilse, A neredeyse

asal modiil (almost prime module) olarak adlandirilir (Behboodi, Karamzadeh ve Koohy

2004 2004).

Tanim 2.49. H bir degismeli birimli halka ve A bir H-modiil olsun. A nin 6z bir alt

modiilii B, yart asal alt modiil olarak adlandirilir eger asagidaki kosul saglaniyorsa:
Her h € Hvea € Aicinh’a € B = ha € B.

Buna ek olarak, A modiiliiniin sifir alt modiilii yart asal ise, A bir yart asal modiil

olarak kabul edilir (Behboodi, Karamzadeh ve Koohy 2004).

Tanim 2.50. Eger A min her 6z alt modiilii yart asal ise, A ya tam yart asal modiil denir

(Behboodi, Karamzadeh ve Koohy 2004).

Tanmm 2.51. Eger sadece sifirdan farkli oz alt modiiller yart asal ise, o zaman A ya

neredeyse tam yart asal denir (Behboodi, Karamzadeh ve Koohy 2004).

Bu calisma, modiil teorisinde asal alt modiil kavraminin kapsamli bir analizini sun-
maktadir. Elde edilen sonuclar, asal alt modiiller teorisinin derinlemesine anlasilmasina

katki saglamakta ve gelecekteki ¢aligmalara temel teskil edecek niteliktedir.
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2.2.6. Giiclii asal alt modiiller

Naghipour (2009), “Strongly Prime Submodules” adli ¢calismasinda, klasik asal alt
modiil tanimin1 daha da gii¢lendirerek giiglii asal alt modiil kavramini tamitmistir. Yazar,
bu yeni tanimin modiil teorisindeki 6nemini vurgulamis ve bu yapilarin temel 6zellik-
lerini ayrintili bir sekilde incelemistir. Ayrica, gii¢lii asal alt modiillerin klasik asal alt

modiillerle olan iligkileri degerlendirilmis ve cesitli orneklerle desteklenmistir.

Tamim 2.52. Bir H-modiil Ave B C A 6z bir alt modiil olmak iizere, eger her ay,as € A
icin
((B+ Hay) :g A)aa € B=a, € Bveyaay, € B

sarti saglantyorsa, B ye giiclii asal alt modiil denir (Naghipur 2009).

Tamim 2.53. Bir H-modiil A min 6z bir alt modiilii B igin, eger her a € A igin
(B+ Ha):g A)aC B=a€B
sartt saglantyorsa, B ye giiclii yart asal alt modiil denir (Naghipur 2009).

Giiclii asal alt modiillerle ilgili bir diger onemli kavram ise, bir alt modiiliin kapsandigi

tiim giiclii asal alt modiillerin kesigimi ile tanimlanan gii¢lii asal radikal kavramidir.

Tanim 2.54. A bir H-modiil ve B C A 0z bir alt modiil olsun. B yi kapsayan tiim giiclii
asal alt modiillerin kesisimi

s-rad(B) = ﬂ P

PDOB
P giiclii asal

olarak tamimlamir. Eger béyle bir P yoksa, s-rad(B) = A kabul edilir. Bu ifadeye
gliclii asal radikal denir (Naghipur 2009).

Bu tanim, klasik asal radykalin modiil kuramindaki giiclii asal alt modiillere genisle-
tilmis versiyonudur.

Naghipour (2009) ayrica giiclii asal alt modiillerin karakteristigini belirlemek iizere
baz1 6zel durumlara da deginmistir. Bunlardan ilki, her maksimal alt modiiliin giiclii asal
alt modiil olmasidir. Bu 6zellik, 6zellikle vektor uzaylarinda daha belirgin hale gelir. Vek-
tor uzaylarindaki giiclii asal alt modiillerin tamaminin, yalnizca maksimal alt uzaylardan

olustugu gosterilmistir.
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Yazar, giiclii asal alt modiiller iizerine bir yiikseklik teorisi gelistirerek, bu kavramin
boyut teorisiyle iliskisini kurmustur. Bu baglamda gii¢lii yiikseklik (strong height) kav-

rami1 tanimlanmustir.

Tamim 2.55. Giiclii asal alt modiiller icin boyutsal bir olcii belirlemek amaciyla, asagi-

daki yiikseklik kavramlar: tanimlanr:
* B bir giiclii asal alt modiil ise:

s-hty(B) =sup{b| By C B1 € --- C B, =B, B; € §-Specy;(A)};

* B C A bir 0z alt modiil igin:

s-hty(B) = min {s-hty (P) | B C P, P giiclii minimal asal alt modiil }

(Naghipur 2009).

Bu kavram, modiillerde asal yapilarin hiyerarsik derinligini 6l¢mek icin kullanilir ve

giiclii asal modiillerin geometrik davranisini anlamada 6nemli bir aractir.

Tanim 2.56. B, A mn giiclii asal (veya giiclii yart asal) bir alt modiilii ve (B :y A) = 1
olacak sekilde bir ideal ile iliskilendirilebiliyorsa, B ye 1-giiclii asal (veya [—giiclii yari
asal) alt modiil denir (Naghipur 2009).

Bu tanim, giiclii asal yapinin belirli bir idealle olan baglantisini ifade eder ve modiiliin

i¢ yapisini daha ayrintili analiz etmeye olanak tanir.

2.2.7. Tam asal modiiller ve tam yar1 asal modiiller

Beachy ve Medina-Barcenas (2020), “Fully Prime Modules and Fully Semiprime Mo-
dules” adl ¢calismalarinda, modiil teorisindeki klasik asal ve yar1 asal alt modiil kavram-
larin1 daha genel bir yapiya tasimak amaciyla yeni tamimlar onermistir. Caligmada, tam
asal alt modiil, tam yar1 asal alt modiil ve idempotent alt modiil gibi kavramlar tanitilmis
ve detayli bir sekilde incelenmistir.

Bu yeni tanimlar, 6zellikle iz operatorleri (trace) ve rediiksiyon (rejeksiyon) islem-
leri kullanilarak olusturulmus olup, modiiliin homomorfizma uzayiyla etkilesimini dik-
kate alir. Bu sayede, klasik asal yapilarin iz fonksiyonlar: ile genellestirilmis bi¢imleri

elde edilmistir.
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H bir degismeli birimli halka ve A sifirdan farkli bir H-modiil olsun. Herhangi bir

B C A alt modiilt i¢in, asagidaki iki on-radikal fonksiyonu tanimlanir:

iz3(X) = > {f(B) | f € Homy (A, X)}
ve
kesg(X) = ({f'(B) | f € Hompu(X, A)}

(Beachy ve Medina-Bércenas 2020).
Bu islemler kullanilarak tanimlanan modiil carpimi, A modiilii icinde B ve C' alt mo-

diilleri arasindaki iligkiyi gosterir ve agsagidaki gibi tanimlanir:

BaC =izp=> { f(B)| f€ Homy(A, C)}

(Beachy ve Medina-Barcenas 2020).
Bu yapilar sayesinde, modiil icindeki asal ve yart asal alt modiil kavramlari tam de-

gismezlik acisindan yeniden tanimlanmugtir:

Tamim 2.57. A, bir H-modiilii ve ), A min oz bir alt modiilii () & A) olmak iizere,

asagidaki kavramlar tammlanir:

* (), asal alt modiil olarak adlandirilir; eger () tam degismez bir alt modiil ise ve her

tam degismez alt modiil B, C' C A icin

BaC = {f(B)| f € Homu(A C)} CQ
oldugunda, ya B C Q) ya da C C Q kosulu saglantyorsa.

* (), yart asal alt modiil olarak adlandirilir; eger () tam degismez bir alt modiil ise

ve her tam degismez alt modiil B C A icin
ByBCQ@=BCQ
sarti saglantyorsa.

* B C A bir alt modiil icin BAB = B esitligi saglaniyorsa, B idempotent alt modiil

olarak adlandirilir.
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o A modiilii, tam asal modiil olarak tammlanir; eger A min her 6z tam degismez alt

modiilii asal alt modiilse.

* Benzer sekilde, A tam yart asal modiil olarak adlandirilir; eger her 6z tam degismez

alt modiilii yari asal alt modiilse.

* Halka H, tam asal halka (sirasiyla tam yari asal halka) olarak adlandirilir; eger

H-modiilii g H tam asal (sirastyla tam yari asal) modiilse.

P C A bir tam degismez alt modiil icin, e§er P = anns(S) olacak gekilde S basit

bir H-modiil varsa, P primitif alt modiil olarak adlandirilir.
(Beachy ve Medina-Bdrcenas 2020)

Makalede, bu tanimlar yardimiyla, modiil icinde tam degismez alt modiillerin idem-

potentligini koruyan yapilar arastiritlmis ve 6nemli sonuglar elde edilmistir.

24



MATERYAL VE METOT N. UGLJANIN

3. MATERYAL VE METOT

Bu boliimde literatiirde kullanilan ispat yontemleri incelenecektir. S6z konusu ispat-
larin teknikleri, tezin bulgular ve tartisma kisminda kullanilacaktir. Incelenen yontemler,
kaynak taramasi boliimiinde ele alinan ¢alismalarda yer alan ve asal alt modiil kavrami-
nin ¢-asal, S-asal, gii¢lii asal ve tam asal gibi farkli bigimlerde genellestirilmesine yonelik
olarak ortaya konmus teoremlere dayanmaktadir. Bu teoremler, yalnizca sonuclariyla de-
gil, aynm1 zamanda kullandiklar ispat teknikleriyle de bu tezin metodolojik temelini olus-
turmaktadr.

Bu cercevede ilk olarak, ¢-asal alt modiil kavramina dair temel sonuclar ve bu sonuc-
larin ispatinda kullanilan yontemler ele alinacaktir. Zamani (2010) tarafindan gelistirilen
yaklagim, klasik asal modiil taniminin bir fonksiyon ¢ i{izerinden nasil genisletilebilece-
gini gostermektedir. Asagidaki teorem ve sonuglar, bu genellemenin hem teorik giiciinii

hem de ispat tekniklerinin mantiksal yapisini ortaya koymaktadir.

Teorem 3.1. H degismeli bir halka ve A bir H-modiil olsun. ¢ : S(A) — S(A) U
biciminde taniml bir fonksiyon olsun. Eger B, A nin bir ¢-alt modiilii ve (B :g A)B C
¢(B) ise, o hdlde B asal bir alt modiildiir (Zamani 2010).

Ispat h € H ve a € A olmak iizere ha € P varsayilsin. Eger ha ¢ ¢(B) ise, B bir
¢-asal alt modiil oldugundan h € (B :g A) yadaa € B oldugu sonucu elde edilir.

Simdi ha € ¢(B) oldugu varsayilsin. Bu durumda, hB C ¢(B) oldugu da varsayila-
bilir. Aksi takdirde, hB € ¢(B) olur. Bu durumda, hd ¢ ¢(B) olacak sekilde bir b € B
bulunur. O hélde h(a + b) € B\ ¢(B) olur. B’nin ¢-asal olmasi nedeniyle h € (B :y A)
yadaa + b € B ve dolayisiyla a € B oldugu sonucu elde edilir.

Benzer sekilde, (B :p A)a C ¢(B) oldugu varsayilabilir. Aksi hélde, la ¢ ¢(B)
olacak sekilde bir [ € (B :y A) bulunur ve bu durumda (h + l)a € B \ ¢(B) olur.
Buradan h+1 € (B :y A)yadah € B vedolayisiylah € (B :y A) yadah € B oldugu
sonucu cikar.

Son olarak, (B :y A)B C ¢(B) varsayimina ramen xa ¢ ¢(P) olacak sekilde
x € (P:g A) vea € B segilebildigi varsayilsin. O halde (h+xz)(a+0b) € B\ ¢(B) olur.
Budurumda, h+x € (B :y A)yadaa+0b € B oldugu ve dolayisiylayine h € (B :y A)

yada a € B oldugu sonucu elde edilir.
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Bu ii¢ durum birlikte degerlendirildiginde, her durumda a € (P :y A) veyax € P

oldugu goriiliir. Boylece ispat tamamlanmig olur. 0

Sonug 3.2. B bir zayif asal alt modiil olsun ve (B :g A)B ¢ 0 olsun. O halde B, A’nin
bir asal alt modiildiir (Zamani 2010).

Ispat Yukaridaki teoremi ¢ = ¢ olarak alinsin. Burada ¢o(B) = {0} tammui geregi, B
zay1f asal bir alt modiil oldugundan, ha € B ve ha ¢ ¢o(B) durumunda h € (B :g A)
veya a € B olmalidir.

Zay1f asal alt modiil tanimina gore, ha € B ve ha # 0 ise, yine h € (B :g A) veya
a € B oldugu sonucu elde edilir.

Simdi, (B :y A)B # 0 oldugu varsayilsin. Bu, (B :y A) kiimesinin sifirdan farkl bir
eleman icerdigini gosterir. Dolayisiyla, [ € (B :y A) ve | # 0 olacak sekilde bir eleman
secilebilir. Bu durumda, b € B i¢in [b € B elde edilir.

Ayrica, [b # 0 oldugundan, B’nin asal bir alt modiil olmas1 gerekir. Gergekten de,
eger ha € B ve ha # 0ise, h € (B :g A) olamaz varsayimi altinda, a € B olmak
zorundadir.

Bu durumda, ha € B ve ha # 0 kosullar1 altinda her zaman a € B sonucu elde edilir.

Bu da, tanim geregi, B’nin asal bir alt modiil oldugunu gosterir. U

Sonug 3.3. B bir ¢-asal alt modiil olsun ve $(B) C (B :y A)?>B olsun. O halde, her
h € Hveae Aigin, ha € B\(\;=,(B:y A)'Biseh € (B:y A) veyaa € B sonucunu
elde ederiz. Diger bir deyisle, B ¢,,-asal alt modiildiir (Zamani 2010).

Ispat Eger B A nin asal bir alt modiilii ise, sonug aciktir. Dolayistyla B, A’nin asal bir

alt modiilii olmadig1 varsayilsin. Bu durumda Teorem 3.1°den
(B:w A)B C ¢(B) C (B:y A)’B C (B :x A)B

esitsizlikleri elde edilir. Buradan, ¢(B) = (B :g A)B = (B :5 A)?B olur.

Dolayisiyla, ¢ > 1 olmak iizere her 7 i¢in
o(B) = (B A)'B
esitligi saglanir ve boylece istenen sonug elde edilmis olur. 0
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Goriildiigii iizere, ¢-asal alt modiillerin klasik asal alt modiillerle olan iligkisi, ¢ fonk-
siyonunun tagidig1 yapisal 6zellikler araciligiyla analiz edilmektedir. Ozellikle (B :py
A)B C ¢(B) gibi igerme kosullari, ispatlarda kilit rol oynamakta ve farkl tiirde ge-

nellestirmelere gecisi miimkiin kilmaktadir.

Sonuc¢ 3.4. B bir H-modiilii ve B A’nin bir ¢-asal alt modiilii olsun. O halde
(B:g A) C(¢(B):gA) veya (¢(B):g A) C(B:gA).

Eger (B g A) # (¢(B) :u A) ise, 0 zaman B, A nin asal bir alt modiilii degildir; eger
(¢(B) :g A) # (B :g A) ise, 0 zaman B asal bir alt modiildiir. Eger ¢(B) A’nin radikal
alt modiilii ise, ya (B :g A) = (¢(B) :p A) ya da B, A’nin asal bir alt modiiliidiir
(Zamani 2010).

Ispat Eger B, A nin asal bir alt modiilii degilse, o zaman Teorem 3.1°den,
(B :m A)B C ¢(B)
elde edilir. Dolayisiyla,
(B:in A C((B:r A)B i A) C (¢(B) :n A)
oldugu sonucuna ulasilir. Buradan da
(B A) S (¢(B) :n A)

elde edilir.

Diger yandan, eer B asal bir alt modiil ise, ¢(B) C B varsayim altinda
(¢(B) :w A) € (B g A) = (B g A)

oldugu aciktir. Dolayisiyla, her iki durumda da korolerde belirtilen tiim sonuglar gecerli

olur. ]

Bir diger onemli genelleme ise, asal alt modiil kavraminin S kiimesi baglaminda yeni-
den tanimlandig1 S-asal alt modiil yaklagimidir. Bu baglamda, agagida verilen 6nermeler,
S-asal alt modiillerin klasik yapilarla olan iligkisini ve bu yapinin degismeli halkalar iize-

rindeki yansimasini gostermektedir:
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Onerme 3.5. SC H carpimsal kiime ve A bir H-modiil olsun. O zaman:

(i) C asal alt modiil ve (C : A) NS = ise C, S-asal alt modiildiir. Onermenin tersi ise
S C u(H) oldugunda dogru olur. Yani S C u(H) ise A min her S-asal alt modiilii

ayni zamanda asal alt modiilii olur;

(ii) Sy ve Ss, H halkasimin ¢carpimsal alt kiimeleri ve S C Sy olsun. Eger C €
Specg, (Ap) ve (C: A)N Sy = Dise C € Specg,(An) saglanir;

(iii) C € Specg(Ap) olmasinin gerek ve yeter kosulu C' € Specg.(Ap) olmasidir;
(iv) C € Specg(Ay) ise ST1C, S™' A min asal alt modiiliidiir
(Sevim, Arabaci, Tekir ve Ko¢ 2019).
Ispat
(1) ve (i1) aciktir.
(iii) C' € Specg(Ap) olsun. Oncelikle (C :5 A) ile S* 1n ayrik oldugunu gostermek

gerekir.

Aksi takdirde, (C' :iy A)NS* # Polsunve z € (C' :y A) N S* alinsm. z € S*

oldugundan %, S~'H nin birim (terslenebilir) elemanidir. Bu nedenle, dyle h € H

h
ve s € S vardir ki %— = 1 olur. Buradan, bir v € S i¢in us = uxh esitligi
s

yazilabilir.

Simdi s’ := us € S olarak tanimlanir. Boylece s’ = uxh € (C :i A)N.S olur ki bu
bir ¢eliskidir. Bu durumda (C' :y A) N .S* = ) oldugu goriiliir. S C S* oldugundan

ve maddesi kullanildiginda, C' € Specg..(Ap) bulunur.

Tersine C' € Specg.(Ag) vera € C olsun. C', A nin S*-asal alt modiilii oldugundan
bir z € S* igin zr € (C :y A) veya xa € C olmaldir. Fakat %, S~'H nin birim
elemani1 oldugu i¢in us = uxh saglayan h € H ve u, s € S vardur.

O halde ¢’ := us € S segilirse s'h = ush = uhxr € (P :g M) veya s'm =

uwhaxm € C elde edilir. Bu durumda C, M nin S-asal alt modiilii olur.
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(iv) C € Specg(Apy), hs € ST H ve at € S~ A igin hsat € S~'C olsun. O halde bir

u € Sigin uha € C olur.

C' € Specg(Ap) oldugundan s'uh € (C g A) veya s'a € C saglayan bir s’ € S

/
h
bulunabilir. Boylece hs = SR ¢ S7HC gy A) C STHSTIC ;i STTA) veya
s'us
/
at = 2 € S71C saglanir.
s't

O halde S—'C, S~ A nin asal alt modiiludiir.

O

Onerme 3.5’iin (i) ve (iv) kistmlarmin tersi genellikle dogru degildir. Bunu gostermek

icin asagidaki ornek verilebilir.

Ornek 3.6. A = Q x Q bir Z-modiil olsun. Alt modiil olarak B = 7. x 0 alinsin ve
S = 7Z — {0} carpimsal kiime olsun.

Bu durumda

(B:A)={reZ|rAC B} ={0}

dir. Simdi s € S keyfi bir eleman secelim ve gcd(s,p) = 1 olacak sekilde bir asal sayt p

alalim. Bu durumda:

D- (%,0) =(1,0) e B

Ancakp ¢ (B : A) = {0} ve s - (%,O) = <§,0) ¢ B, gb‘inku']f9 ¢ 7
Dolayistyla, B alt modiiliiniin S-asal olmadigint gosterir.

Yerellestirme islemi uygulandiginda, S™'7 = Q oldugundan bir cisim elde edilir ve
S—HQ x Q) ifadesi bir vektor uzayina doniisiir. Bu durumda, B’nin yerellestirilmis hali
olan S7'B, S7Y(Q x Q) icerisinde asal bir alt modiil haline gelir (Sevim, Arabact, Tekir
ve Ko¢ 2019).

Lemma 3.7. S C H carpimsal kapali bir alt kiime ve C, Amn (C : A)NS = 0 saglayan

bir alt modiilii olsun. Asagidaki ifadeler denktir:
(i) C € Specy(An);

(ii) Bir s € S olmak iizere, H nin her J ideali ve A min her B alt modiilii icin JB C C
iken sJ C (C': A) veya sB C C olur (Sevim, Arabaci, Tekir ve Ko¢ 2019).
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Ispat (i) = (ii): C' € Specg(Ay) olsun. H nin bir .J ideali ve A nin bir B alt modiilii
icin JB C C olsun. C, A nin S-asal alt modiilii oldugundan, bir s € S i¢in ha € C' iken
sh € (C : A) veya sa € C olur. Simdi de sB ¢ C' varsayalim. O halde bir b € B i¢in
sb ¢ C olur. Ote yandan, her j € J igin jb € C oldugundan, C' € Specy(Ag) oldugu
icin sj € (C' : A) olmalidir. Dolayisiyla sJ C (C : A) elde edilir.

(i) = (i): h € H ve a € A olmak iizere ha € C varsayilsin. J = Hhve B = Ha
alimsin. Bu durumda, JB = Hh - Ha = Hha C C olur. (ii) varsaymmi altinda, bir
s € SiginyasJ = Hhs C (C : A)yadasB = Hsa C C olmalidir. Bu durumda ya
sh € (C': A) yada sa € C elde edilir. Yani C, A nin S-asal alt modiiluidiir. O

S-asal alt modiil tanimi, modiil teorisinde asal yapilarin daha genel baglamlarda analiz
edilmesine olanak tanimaktadir. Bu baglamda kullanilan ispat teknikleri, 6zellikle lokali-
zasyon, celiski ve karsilikli icerme yontemleriyle zenginlesmektedir.

Ayrica, giiclii asal alt modiil kavrami da incelenmis; bu yapinin klasik asal alt modiil

tanimyla iligkisi ¢esitli onermeler ve drnekler araciligiyla ortaya konmustur.
Onerme 3.8. A bir H-modiilii olsun. Asagidaki ifadeler dogrudur:
1. A min her giiclii asal alt modiilii aynt zamanda asal bir alt modiildiir;

2. A min her maksimal alt modiilii giiclii asal bir alt modiildiir
(Naghipour 2009).

ispat

(1) Tersini kabul edelim. P asal olmayan bir alt modiil olsun. Bu durumda = ¢ P ve
h € H olmak iizere hx € P ve hA € P olacak sekilde elemanlar vardir. Bylece hy ¢ P
olacak bicimde bir y € A secilebilir. Simdi

IP-hy=h-I'y Ch(P+Hx)C P

elde edilir. Ancak P giiclii asal oldugundan, ya z € P ya da hy € P olmas1 gerekirdi.
Bu, baglangi¢ varsayimiyla celisir.

2)xz,y € Ave Ify C P oldugu varsayilsin. Eger z ¢ P ise,ohilde P+ Hr = A
olur ve buradan Ip, = H elde edilir. Bu durumda y € P sonucu ¢ikar. Dolayisiyla P

giiclii asal bir alt modiildiir.
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O

Ornek 3.9. H bir halka ve I € Spec(H) (yani asal bir ideal) olsun. Bu durumda
(I,I)CHxH

alt modiiliiniin asal oldugu goriiliir. Ancak bu alt modiil, giiclii asal ya da giiclii yari-asal
degildir. Nitekim
I
f&;3(1,0)£;1(1,0)§;(1,1)

oldugu halde, (1,0) ¢ I, I durumu sz konusudur (Naghipour 2009).

Onerme 3.10. V, bir cisim W iizerinde tanumli bir vektor uzay: olsun. Bu durumda
S-Specy, (V) = {G C V | G maksimal alt uzaydir}

yani, V' nin giiclii asal alt modiilleri tam olarak onun maksimal alt uzaylaridir (Naghipour

2009).

Ispat Onceki 6nermeye gore, her maksimal alt uzayn giiclii asal oldugu bilinmektedir.

Bunun tersinin gecerli olmadig1 varsayilsin; yani G C V' gii¢lii asal bir alt uzay ol-
makla birlikte maksimal olmasin. Bu durumda = € V' \ G i¢cin Wz + G C V oldugu
sOylenebilir.

Her y € V i¢in
ISy={weW|wV CWz+G} y={0}-y={0} CG

esitligi elde edilir. Bu durum, her y € V icin y € G anlamina gelir. Dolayisiyla G =
V' olur; bu ise varsayimla celisir. Sonu¢ olarak, her giiclii asal alt uzay ayn1 zamanda
maksimaldir.

O

Asal alt modiillerin farkli genelleme bigimleri i¢inde, 6zellikle homomorfizma dav-
ranigina duyarh tanimlar da gelistirilmistir. Bu cercevede, tam de8ismez alt modiil (fully
invariant submodule) kavrami, bir alt modiiliin tiim A -modiil homomorfizmalar altinda
kendini koruma 6zelligine sahip olup, modiil i¢i yapinin daha kat1 kontroliinii saglar. Asa-

g1da, bu yapiyla ilgili teoremler sunulmaktadir.
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Lemma 3.11. Eger A min tiim tam degismez alt modiilleri idempotentse, o zaman A nin
herhangi bir alt modiilii B nin de her tam degismez alt modiilii idempotenttir (Beachy ve

Medina-Bdrcenas 2020).

Ispat A nin her tam degismez alt modiilii idempontent olsun.
C, B nin tam degismez bir alt modiilii olsun. Bu durumda C, A de de tam degismez

oldugu i¢in idempotenttir:
CaC=> { f(C)| f € Hom(A, C)} =C.

Ancak, CgC' = C' oldugunu gosterelim.

Oncelikle, tanim geregi:
CpC =) {f(O)lf € Hom(B,C)} € C

oldugu agiktir.
Her ¢ € Ci¢in, C = C,C = > {f(C) | f € Homg(A,C)} oldugundan, ¢ sdyle
yazilabilir:

c= fi(cr) + fa(ez) + -+ falcn)

burada f; € Hompy(A,C) ve ¢; € C.
Simdi her f; fonksiyonunu C' ye kisitlayalim. Bu durumda, f;,, : B — C bigiminde
bir homomorfizma elde edilir ve f;, = f;(c;) olur.

Bu sekilde,

=2 fus(ci) € > {F(C)| | € Homy(B,C)} = C5C:.

Dolayisiyla ¢ € CpC ve buda C' C CgC anlamina gelir.
Sonug olarak, C'gC = C elde edilir.

A bir H-modiil ve B, C' A nin alt modiilleri olsun. Asagidaki ifade tanimlanir:
BC'={a€ A| f(a) € B,Vf € Homy(A,C)}.

BC! = rej§.(A) oldugu i¢in BCO~', A nin bir tam degismez alt modiiliidur (Beachy
ve Medina-Barcenas 2020).
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Lemma 3.12. Asagidaki kosullar A nin B ve C' alt modiilleri icin gecerlidir:
(a) (BC™1)aC C B;
(b) K C Ave K,C = Bise, K C BC™1;
(c) (BUC)C~t=BC™

(d) B C (BaC)C™Y

B, A nin tam degismez bir alt modiilii ise, asagidaki kosul gecerlidir

(e) BC BC™!
(Beachy ve Medina-Bdrcenas 2020).

Ispat
(a) Bu sonu¢ BC~! tammindan dogrudan elde edilir.

(b) K C A olacak sekilde K4,C' C B olsun.
KaC => {f(k)| f € Homy(A,C)} C B.Bundandolayi, her f € Hompg (A, C)
icin f(K) € B. Dolaysiyla, K C BC~L.

(c) BC~! tanim geregi

(BNC)C'={a€ A| f(a) € (BUC),Vf € Homg(A,C)}
={aecA| f(a) e Bve f(a) € C,Vf € Homg(A,C)}

(d) Her g € Hompy (A, C) icin g(B) € B,C oldugundan,
(BAC)C™t ={a € A| f(a) € B4sC, Vf € Homp(A, C)},
dolayisiyla B C (B,C)C~! elde edilir.

(e) B tam degismez bir alt modiil oldugundan B,C' C BNC olur. Bu durumda f(a) €
B ve f(a) € C kosullar1 saglanir, dolayisiyla a € BC ™! ve sonug olarak B C

BC~1 elde edilir. Bu, (b)'nin 6zel durumu olarak da goriilebilir.
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O

Bu calisma, klasik asal ve yar1 asal alt modiil kavramlarini, iz ve rejeksiyon islem-
leriyle genellestirerek modiil teorisinde daha soyut ve yapisal bir bakis agis1 sunmustur.
Ozellikle tam degismezlik kosulu altinda asal alt modiil tanim1 yeniden ele alinmis ve bu
sayede daha giiclii karakterizasyonlar elde edilmistir.

Sunulan yontemler, farkli alt modiil tiirlerinin yapisal analizine olanak tanimakta olup,

tez kapsaminda gelistirilecek bulgularin ispatinda dogrudan kullanilacaktir.
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Bu boliimde, bu tez ¢alismasinda elde edilen tiim sonuclar verilecektir.

4.1. A-Asal idaller ve A-Bolgeller

Tammm 4.1. H bir halka ve I, H halkasinin kendinden farkli bir ideali olsun. Eger her
x,y € H igin, xy € I olmasi durumunda cx € I olacak sekilde c € H \ (I + Hzx) bir

eleman varsa, bu durumda I idealine A-asal ideal denir.

Tammm 4.2. H bir halka olsun. H min stfir ideali A-asal ise H ya A-bolge (A-domain)
denir. Yani, her x,y € H icin xy = 0 olmast durumunda, bir ¢ € H \ (Hz) elemani

vardir ki cx = 0 olur.

Yukarida verilen Tanim 4.2, her tamlik bolgesinde agik bir sekilde saglanir; cilinkii
xy = 0 esitligi x = 0 veya y = 0, olmasin1 gerektirir ve dolayisiyla her ¢ € H igin
cx = 0 olur. Fakat, A-bolge sart1, belirli tiirde sifir bolenlerin var olmasina da izin verir,
yeter ki bu elemanlar A-asal sartin1 saglasin. Bu nedenle, A-bolgeler tamlik bolgelerden

daha genis bir sinif olusturur.

Ornek 4.3. (i) Her asal idealin A-asal bir ideal oldugu agiktir.

(ii) Z bir halka ve I = 6Z bir ideal olsun. a,b € 7Z ve ab € [ olsun. Varsayalim

ki a = 2t, b = 3l olacak sekilde bazi t,l € 7 elemanlart vardir. Bu durumda,
c=3¢€Z\(6Z+ aZ) = 7\ (2Z) oldugu goriiliir; oyle ki ¢ -2 € 6Z olur.
Dolayisiyla, I ideal A-asal bir idealdir.

(iii) 7Z bir halka ve I = 16Z bir ideal olsun. O zaman, I bir A-asal ideal degildir, ciinkii
4.4 € I ve c4 € 16Z olacak sekilde c € 7.\ (16Z + 4Z) = Z \ (4Z) yoktur.

A-asal idealler ile yari-asal idealler arasindaki farki gosteren bir 6rnek asagida veril-
misgtir.
Onerme 4.4. H bir tamlik bélgesi olsun. O zaman I = o*>H bir A-asal ideal degildir.

Ispat [ bir bolge oldugundan sifir boleni icermez. Idealin A-asal olmadigini gostermek
icin, zy € I oldugu halde, cx € I olacak sekilde ¢ € H \ (I + Hx) kosulunu saglayan

hi¢bir ¢ bulunamayacaginmi1 gostermek yeterlidir.
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a € H alahm. O zaman a - a = a® € [ olur. Ancak I + Ha = a*H + aH = aH olur.
Simdi, ca € a>H olmasi i¢in ¢ € aH gerekir, yani ¢ € I + Ha olmahdir. Bu nedenle,
ca € I olacak sekilde hicbir ¢ € H \ (I + Ha) bulunamaz. Bu ise A-asal tanimina

aykaridir. Dolayisiyla, I = a®H ideali A-asal degildir.

Ornek 4.5. k bir cisim olmak iizere,
R= H R, burada R, := k[z]/(z?)
n=1

bir halka olsun.
Her R, nilpotent elemam T olan, degismeli, lokal, Artinian bir halkadir ve T° = 0

oldugu saglamir. x,, ==t € R,, olsun ve ideal su sekilde tamimlansin:

I= @(xn) = {(ay,as,...) € R| a, € (x,), ve yalmzca sonlu sayida a,, # 0} .

n=1
Yani I, carpim halkasinda (x,,) idealinin direkt toplanudr.
Simdi © = (x,) ve y = (yn) R nin elemanlart olsun, oyle ki xy = (x,y,) € I dir.
cx € I olacak sekilde ¢ = (c,) € R\ (I + Rx) elemanini insa etmeye ¢calisilir.
Oncelikle
A:={neN|z,y, #0} (sonlu bir kiime)

olsun ve boylece A sonlu bir kiimedir. Dolayisiyla, sonlu sayida n haricindeki tiim
TnYn = 0 olur. Boyle bir R,, de bu, x,, = 0 veya y,, = 0 anlamina gelir.

Simdi asagidaki sonsuz kiimeyi tamimlayalim:
B:={neN|z,=0¢€ R,}.

Bu kiime sonsuz olabilir; ¢iinkii x,, = 0 sonsuz bir¢cok n icin gecerlidir ve x,y, = 0
durumu bir noktadan sonra daima saglanir. Bu nedenle, ilgili pozisyonlardaki v, deger-
leri 1 olabilir; zira her R,, halkasinda 1 ¢arpma igsleminin birim elemanidir.

¢ = (¢,) € R olacak gekilde c elemanmim soyle tamimlayalum:

1 eger ne B
Cn =

0 aksi takdirde
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Bu durumda, c dizisi, x,, = 0 olan pozisyonlarda 1, diger pozisyonlarda ise 0 olan bir
dizidir. Dolayistyla cx = 0 € I elde edilir. Simdi, ¢ ¢ I + Rx oldugunu iddia ediyoruz.
Aksini varsayalim:

cel+Rr=c=1+rx

burada i € I ve r € R olsun. Ote yandan, I yalmzca sonlu destekli elemanlar icerir ve
Rx = {rx | r € R}, burada rx yalmizca x’in sifir olmayan bilesenlerinde desteklenir.
Dolayisiyla I + Rx, yalnizca sonlu sayida koordinatta ve x in sifir olmayan koordinatla-
rinda desteklenir.

Oysa, ¢, z, = 0 olan sonsuz sayida n pozisyonunda 1 degerine sahiptir. Bu I’ler
sonlu destekli bir eleman i ile veya herhangi bir rx carpim ile (ki rx, x, = 0 olan

verlerde sifirdir) elde edilemez. Dolayisiyla,
c¢ I+ Rx

sonucuna varryoruz. Bu da su anlama gelir: v,y € R olup zy € I oldugunda, c €
R\ (I + Rx) olacak sekilde bir ¢ bulduk ve aym zamanda cx € I elde ettik. Boylece
I =", (x,) ideali A-asal olur.

n=1

Ornek 4.6. H = F, x F,, halkas: birim elemani (1, 1) olan degismeli bir halkadur. Ancak,
stfir bolenler igcerdiginden dolayt bir bolge degildir.
Nitekim:

(1,0)-(0,1) = (0,0)

esitligi saglanmakta olup, (1,0) # 0 ve (0,1) # 0 oldugu goriilmektedir. Bu nedenle H,
tamlik bolgesi degildir.

Simdi H halkasuun bir A-bélge oldugu gosterilecektir; yani, sifir idealinin (0,0) A-
asal oldugu kanitlanacaktir.

xy = 0 olacak gekilde v = (a,b),y = (¢,d) € H olsun. Bu durumda:
zy = (ac,bd) = (0,0) = ac = 0ve bd = 0

esitligi elde edilir. Buradan, ya a = 0 ya da ¢ = 0; ayrica yab = 0 ya da d = 0 olmak
zorundadir.
x # (0,0) olmak iizere, a veya b sifirdan farklidir. cx = 0 olacak gekilde c € H \ Hzx

elemanmimin varlig1 gosterilecektir.
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Oregin v = (1,0) ve y = (0,1) alindiginda zy = (0,0) oldugu ve x # 0 oldugu
agiktir. Bu durumda ¢ = (0,1) € H secildiginde:

c-x=(0,1)-(1,0)=(0-1,1-0) = (0,0)
elde edilir. Ayrica, ¢ ¢ Hzx, ciinkii
Hx ={r-(1,0) = (r,0) | r € F,}

oldugundan (0,1) ¢ Hx olur. Béylece A-asal kosulu saglanmaktadir.
Bu durum, vy = 0 olacak sekilde secilen her 0 # x € H icin gecerli oldugundan,

stfir idealinin A-asal oldugu sonucuna ulasilir. Dolayisiyla, H bir A-bolgedir.
Lemma 4.7. H, ve H, tamlik bolgeleri olsun. O zaman halka H, x H, bir A-bolgedir.

Ispat a,b € H, ve c,d € H, olmak iizere (a, c), (b,d) € H, x H, olsun. Bu durumda:
(a,c)(b,d) = (ab, cd).

Eger (a, c)(b,d) = 0 ise, o hilde ab = 0 veya c¢d = 0 olmalidr.

Eger ab = 0 ise, ya a = 0 ya da b = 0 olmalidir; benzer sekilde, cd = 0 ise, ¢ = 0 veya
d = 0 olur.

Simdi, (a,0), (0,d) € H; x H, olmak iizere, (a,0) # (0,0) ve (0,d) # (0,0) oldugunu
ve

(a,0)(0,d) = (0,0)

esitliginin saglandigini varsayalim.
Bu durumda,

c=(0,d) € (Hy x Hy) \ ((H; x Hy)(a,0))

dir. Dolayisiyla, H; x Hs bir A-bolgedir.

Teorem 4.8. H bir halka ve I, H nin ideali olsun. I idealinin A-asal olmast icin gerek ve

yeter kosul H/I bir A-bélge olmasidir.
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Ispat (=) : I, H nin bir A-asal ideali olsun. Z, % € H/I olmak iizere, 3 = 0 oldugunu
varsayalim; yani xy € I. A-asal kosuluna gore, tx € I olacak sekilde birt € H\ (/+ Hx)
vardir; yani H/I boliim halkasinda ¢z = 0 ve t ¢ (H/I) - Z olur. Dolayisiyla, H/I A-
bolge kosulunu saglar.

(<) : H/I bir A-bolge olsun. z,y € H ve xy € I oldugu varsayilsin. Bu durumda,
H/I boliim halkasinda 7y = 0 olur. O zaman A-bdlge dzellifine gore, tT = 0 olacak
sekilde birt € H/I'\ ((H/I) - &) vardir; yani tz € [ ve t ¢ I + Hz dir. Dolayisiyla, 1
bir A-asal idealdir.

O

Teorem 4.9. o : H — S orten bir halka homomorfizmasi (epimorfizma) olsun. Asagida-

kiler saglanir.
(i) I, H nin bir A-asal ideali ve ker o« C I ise a(I), S nin A-asal idealdur.
(ii) J, S nin bir A-asal ideali ise o' (.J), H nin A-asal idealdr.

Ispat

(i) I, H nin bir A-asal ideali ve ker v C I olsun. « orten oldugundan, (1) = {a(z) |

/

x € I} C S bir idealdir. Her 2/, ¢’ € «([) igin, tanim geregi 2’ = a(x) ve y =
a(y) olacak sekilde x, y € I vardir. Bu durumda:

/

vy = a(x) - aly) = alzy) = o(l).

Dolayisiyla ' - ¢/ € a(I) = zy € f~'(a(I)). Ancak kera C I oldugundan,

a Y(a(I)) C I saglanir. Bu durumda xy € I elde edilir.

Simdi, /, H halkasinda A-asal oldugundan ¢tz € [ olacak sekilde t € H/(I + Hx)

bir eleman vardir. Bu da sunu saglar:
a(tz) = a(t) - a(z)) € a(l),
ancak ayni zamanda:
a(t) ¢ a(l + Hz) C a(l) + Sa(x).

Dolayisiyla, t' := a(t) ¢ a(l) + Sz’ ve t'z € «(I). Dolayisiyla, a(l) A-asal

idealdir.
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(ii)

J, S nin bir A-asal ideali olsun. z,y € H elemanlan i¢in zy € o~ '(J) oldugu

varsayilsin. Bu durumda,

a(zy) = a(z)aly) € J
olur. J, S halkasinda A-asal oldugundan da(z) € J olacak sekilde d ¢ J + Sa(x)
bir eleman vardir.

a Orten oldugundan, d = «(c) olacak sekilde bir ¢ € H bulunabilir. Bu durumda:

a(cx) = a(c)a(zr) = da(z) € J = cx € a” ' (J).

Ayrica, ¢ € a(J) + Hz varsayim yapilsaydi, a(c) € a(a™(J) + Hz) = J +
Sa(z) olurdu; bu da d € J + Sa(z) sonucunu verirdi. Bu ise A-asal tanimina

aykiridir.

Dolayisiyla, ¢ ¢ a~'(J) + Hzx ve cx € a~*(J) olacak sekilde bir ¢ € H bulunur.

Bu, o !(J) A-asal ideal oldugunu gosterir.

Onerme 4.10. I, H halkasimn asal ideallerinin kesisimi ise I bir A-asal idealdir.

Ispat
I,

H halkasinin asal ideallerinin kesisimi olarak verilmis olsun:

1=\~

LIS

burada her P; asal idealdir. Simdi, 2y € I oldugunu varsayalim. Bu durumda, her i € A

icin zy € P; olacaktir.

Simdi, z,y ¢ I durumunu ele alalm. Bu durumda, agagidaki kiime tanimlansin:

A={ieN:xzeP,veyé¢ P}

Simdi, L kiimesini s0yle tanimlayalim:

L=)F.

1EA
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Bu durumda, y ¢ L olur. Ayrica, eSer y = k + rx olsayd,, k € [ C Lvez € L
oldugundan, k + rz € L olurdu. Bu ise bir ¢eligki olurdu. Bu nedenle, y € H \ (I + Hz)
dir. Dolayisiyla, xy € 1. Bu da [ nin A-asal oldugunu gosterir.

0

Bu 6nerme, A-asal kosulunun asal idealin klasik tanimina kiyasla kesinlikle daha zay1f
oldugunu ve A-bolgelerinin, tamlik bolgelerine kiyasla cok daha genis bir sinif olugtur-

dugunu acgik¢a gostermektedir.

Onerme 4.11. H bir tek tiirlii asal carpanlara ayirlabilen bilge (TAC) ve I = aH olacak
sekilde a € H olsun. Eger a bazi indirgenemez elemanlarin carpimiysa, o zaman I = aH

bir A-asal idealdir.

ispat a = p1 p2 - - - p,, Olacak sekilde her p; indirgenemez bir eleman ve

S = {php?)"'apn}

olsun. Simdi z,y € H elemanlan i¢in xy € aH, ancak x ¢ aH ve y ¢ aH oldugu
varsayilsin. Bu durumda, S kiimesinden en az bir indirgenemez eleman p; bulunur ki,
kosullar1 saglanir. Bu tiir bir eleman olarak 6rnegin p; segilebilir. Daha genel olarak, S
kiimesinin bir altkiimesi .S” se¢ilebilir; bu altkiimede yer alan her p € S', ptxvep | y
kosullar1 gecerlidir. Bu altkiime kullanilarak asagidaki iki carpim tanimlanir:
q:Hti ve q = H t;.
t;es’ t,€5\S"

Bu durumda ¢ | y oldugu goriiliir. Dolayisiyla yR C ¢H, ve buradan o H +yH C qH
sonucu elde edilir. Diger yandan, ¢’ ¢ ¢H olduguicin ¢’ € H\ (aH +yH) oldugu goriiliir.
Bu nedenle, ¢'y € aH sonucu elde edilir. Dolayisiyla, I = aH bir A-asal idealdir.

N

Bu kisimda, yerellestirme altinda bir A-asal idealin davramsi ele alinmaktadir. Once-

likle, ilerideki ispatta kullanilacak olan asagidaki (x) 6zelligi not edilmektedir.

%ES’1[:>CL€[. (%)
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Teorem 4.12. S, H nin ¢arpimsal kapali bir altkiimesi; I ise (x) ozelligini saglayan H
nin bir ideali olsun. Ayrica, I N S # 0 oldugu varsayalsin. I idealinin bir A-asal olmast

icin gerek ve yeter kosul S™'I min S~ H halkasinda bir A-asal ideal olmasidur.

ispat (=) : I bir A-asal ideal olsun. Diyelim ki %% ¢S Ivew,ydl.
cxy € I olsun. (cx)y € I ve cx,y ¢ I oldugu varsayalsin.
O zaman, ex € [ olacak sekilde bir e € R\ (I + Hx) vardir. Simdi,

% € S~V + Hx)

olsun. Ozellik (x) geregi,
e€ (l+ Hzx)

oldugu sonucuna ulasilir, ancak bu durum bir ¢eligki olusturur. Boylece,
% e STUH\ S7Y(I + Ha)
oldugu sonucu elde edilir. Ote yandan,

e Sr

e
1

8

olup, dolayistyla S~11, S~'H de bir A-asal idealdir.

(<) :z,y ¢ I olmak iizere zy € I olsun. Bu durumda, z % ¢ S~ ve

17

r y —1
—->e S

1 1

olur. O zaman,

t

—'EES_ll

s 1

olacak sekilde bir
t
—eST'H\ (ST 4+ S Ha)
5

vardir. Bu da, bazi ¢ € S icin ¢t € I oldugu anlamina gelir. Eger

ct € (I+ Hx)

ise, 0 zaman

t t
L s+ S He = LeS+SHz,
S S
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bu durum bir ¢eligkidir. Dolayisiyla,
cte H\ (I + Hx)

oldugu sonucuna varilir. Sonug olarak, I, H nin bir A-asal idealidir.

Teorem 4.13. H bir Dedekind bolgesi olsun ve I, (x) ozelligini saglayan H nin bir A-asal

ideali olsun. I = P'"* - -- P olacak sekilde P; asal idealleri ve n; tek sayilari vardir.

Ispat H bir Dedekind bolgesi ve I bir A-asal ideal olsun. O zaman H Noetherian’dir ve
bu ylizden / nin asalimsi1 ayrismi vardir. P C H asal ideal icin () C H bir P-asalimsi
ideal oldugu varsayilsin, yani /Q = P. S = H \ P olsun ve bu durumda lokalizasyon
S—1H TiB olur.

I=0Q1NQ:N---Q, olacak sekilde ();, P;-asalimsi idealler vardir.

Asalimsi ayristirmada herhangi bir asalimsi ideal 7" i¢in, ) hari¢, 77N S # & oldu-
gundan ST = S~!R elde edilir. Buradan

S711 = $71Q

sonucu elde edilir. Bdylece teoreme gore, S~ = S~1Q olur ve (x) 6zellifinden dolay1
bu idealin S~'H de A-asal oldugu elde edilir.
H Dedekind bolgesi oldugundan () = P" olacak sekilde n € Z vardir.
O halde,
S =51'Q=5"'P"=(S'P)"

elde edilir.

Onerme 4.4.’ten dolay1 n tek say1 olmak zorundadir.

Onerme 4.14. Eger H degerleme (valution) halkast ve A-bélge ise, sifir boleni nilpotent

bir elemandir ve nilpotentlik derecesi 2 dir.

Ispat z,y € H elemanlar verilsin ve xy = 0. H A-bolge oldugundan cz = 0 olacak

sekilde bir ¢ € H \ (Hx) vardir. Simdi, H valution halka oldugundan, iki durum s6z
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konusudur.

Birinci durum: Ann(z) C Hz.

Ancak bu durum, ¢ nin se¢imiyle ¢eligir. Dolayisiyla bu durum miimkiin degildir.

Ikinci durum: Hz C Ann(z).

Bu durumda, her r € H igin rz € Ann(z); yani (rz)z = rz? = 0. Buda z? = 0 oldugu

anlamina gelir. Dolayisiyla x nilpotent bir elemandir.

4.1.1. A-yanasal idealler

Tanim 4.15. H bir halka ve (), H halkasin bir ideali olsun. Her x € H icin, 2" € @)
olmast durumunda tx € Q) olacak sekilde birt € H\ (Q + Hzx) elemani varsa Q) idealine

A-yariasal ideal denir.
Onerme 4.16. Her A-asal ideal A-yariasal idealdir.

Ispat Q bir A-asal ideal olsun. 22 € ) oldugu varsayilsin. Bu durumda z - z = 22 € Q
olur. ), H halkasinda A-asal oldugundan tz € @ olacak sekilde t € H/(Q + Hzx) bir
eleman vardir. Bu da A-yar asal kosulunu saglar. Dolayisiyla, () A-yariasal idealidir.

O

4.1.2. A-radikal

Tammm 4.17. I, H nin bir ideali olsun. I nin A-radikali,

A-Rad(I):= (] a

ICa
a A-asal
seklinde tanimlanir.

Her asal ideal A-asal oldugundan, A-Rad(/) C Rad([) kolayca goriiliir.

Teorem 4.18. H bir birimli degismeli halka ve 1, J, H halkanin idealleri olsun. O zaman

idealin A-radikali asagidaki ozelliklere sahiptir:

(1) I C A-Rad(])
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(2) A-Rad(A-Rad(I)) = A-Rad([)
(3) I € J= A-Rad(/) C A-Rad(J)
(4) A-Rad(I nJ) C A-Rad(]) N A-Rad(J)
(5) A-Rad(IJ) C A-Rad(INJ)
(6) A-Rad(I + J) C A-Rad(A-Rad(I) + A-Rad(J))
(7) A-Rad(0) C Nil(H) eger A-asal idealler varsa.
ispat (1), (3), (5), (6) ve (7), bzellikleri A-radikal tanimlarindan dogrudan elde edilmistir.

()
Q={P<H:ICP, P A-asalideal}

veE

I'={¢ < H:A-Rad(I) C q, q A-asal ideal}
verilen iki kiime olsun.
I C A-Rad(I) oldugundan, I" C 2 elde edilir.

P € Qolsun. O zaman [ C P ve P bir A-asal idealdir. Dolayisiyla, A-Rad (/) C
P,buda P € I' oldugu anlamina gelir. Bu nedenle, I' = €2 oldugu sonucuna ulagilir.

Dolayisiyla A-Rad(A-Rad(l)) = A-Rad([]).
(4) Bilindigi tizere I N J C I C A-Rad([) iliskisi gegerlidir. Bu nedenle,
A-Rad(I nJ) C A-Rad(A-Rad(I)) = A-Rad([])

sonucu elde edilir.
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4.2. A-asal Alt Modiiller

Asal alt modiil kavrami, modiil teorisi iginde temel bir 6neme sahiptir ve ¢esitli modiil
siniflarin1 tanimlamada kullanilmaktadir. Bu konu iizerinde yillar icinde bir¢ok arastirma
ve genelleme yapilmistir. Bu boliimde asal alt modiillerin yeni bir genellemesi olarak A-

asal alt modiiller tanitilacaktir.

Tanim 4.19. H bir halka, M bir H-modiil ve N, M nin bir 6z alt modiilii olsun. Her
r € Hvem € M igin, rm € N olmasi m € N veya 0 # tr € (N : M) olacak sekilde
birt € H\ ((N : M)+ Hr) elemani varsa N ye A-asal alt modiil denir.

Onerme 4.20. Her asal alt modiil bir A-asal alt modiildiir.

Ispat N asal bir alt modiil olsun. » € H ve m € M i¢in rm € H oldugu kabul edilsin.
N asal bir alt modiil oldugundan, asagidaki iki durumdan biri gecerlidir:

Birinci durum: m € N ise, bu durum /N nin A-asal alt modiil olmasinin kosullarindan
birini saglar.

Ikinci durum: r € (N : M) ise, 0 # tr € (N : M) olacak sekilde t € H \ ((N :
M) + Hr) bulunmasi gerekir. r € (N : M) olduguna gore, burada ¢ = 1 segililr.

Bu durumda su elde edilir:
tr=1-r=re(N:M).

Bundan (N : M) = H sonucu elde edilir, bu da N = M anlamina gelir.

Bu nedenle istenilen ¢ bulunmus olur. Dolayisiyla, N bir A-asal alt modiildiir.

Ornek 4.21. H =7, M = 7Z. & Z bir Z—modiil ve N = (2,4)Z olsun. O zaman
N, asal bir alt modiil degildir ve A-asal bir alt modiil de degildir.
Ispat ik olarak, N, M nin asal alt modiilii olmadigi gosterilir.

Verilen modiil:
N = (2,42 ={k(2,4) |k € Z} = {(2k,4k) | k € Z}.

Burada rm € N olacak sekilde r € H ve m = (1,2) € M elemanlar alinir. 7, oldugun-

dan dolayi, ozellikle r = 1 alinabilir.
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Bu durumda

rm=1(1,2) ¢ N = (2,4)Z

elde edilir. Ancak (1,2) € N olmaz, ciinkii éyle bir k € Z bulunmaz. Dolayistyla, rm ¢
N,r=1¢ (N:M)vem=(1,2) ¢ N.
Bu nedenle, tanim geregi N, M nin asal bir alt modiilii olamaz.
Simdi N, M nin A-asal alt modiilii olmadigi gosterilir.
(2,4) = 2(1,2) € N = (2,4)Z olsun. Burada r = 2 € H ve m = (1,2) € M olacak

sekilde elemanlar alimir. Bu durumda
rme N =(2,4)Z

oldugu goriiliir. Ancak (2, 4) stfir elemant olmaz. Dolayistyla rM C N kosulunu saglayan
hicbir sifirdan farkli tamsayt bulunmaz.

Bu nedenle

(N : M) ={0}

oldugu sonucuna varilr.

Simdi A-asal alt modiil kosullarini kontrol etmek gerekir. m € N olmasi gerektigi varsayi-
I, ancak (1,2) ¢ N = (2,4)Z ¢iinkii herhangi bir k € Z i¢in k(2,4) seklinde yazilamaz.
Simdi oyle birt € Z \ (N : M) + 27Z) bulunur mu diye kontrol edilir ki

t2 € (N : M)

sarti saglansin.
Bilindigi iizere:
(N :M)+27Z={0}+2Z =2Z
olur. Eger N A-asal olsaydi, t - 2 € {0} olacak sekilde t € 7.\ 27 olmasi gerekirdi. Bu
ise bir celiskidir. Bu nedenle N, M nin A-asal bir alt modiilii degildir.

Ornek 4.22. H = 7, M = 7. & Z bir Z-modiilii ve N = aZ @ bZ olsun. O zaman N bir

asal alt modiil degildir ancak A-asal bir alt modiildiir.
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Ispat Oncelikle N, M nin asal alt modiilii olmadigi gosterilir. rm € N olacak sekilde

r=a€ Hvem = (1,b) € M elemanlar alinir. Boylece
rm = a(1,b) = (a,ab) € N

olur. Ancak (1,b) ¢ N = aZ @ bZ. Dolayisiylar = a ¢ (N : M) = ekok(a,b)Z = abZ.
Sonug olarak, N, M nin asal alt modiilii degildir.

Simdi N, M nin A-asal alt modiilii oldugunu gosterecegiz. (x,y) € M\ N olsun, oyle
kiatxvebty. Ayricar € H olsun.

Bu durumda:

r(z,y) € N = (ra,ry) € aZ & bZ

olur.
Dolayisiyla:

al|lrz ve b|ry

oldugu goriiliir.
Burada iki durum ele alinir:
Birinci durum: a | rve b | r

Bu durumda ab | r olur, dolayisiyla
re(N:M)=abZ

olur. Bu da, A-asal alt modiil olmast icin gereken sarti saglar.
Ikinci durum: a | r ama b{r
Simdi tersini varsayalim:

be (N:M)+ Hr

olsun.
O hdlde:
beabZ + Hr C abZ + aZ

elde edilir.
Bu da sunu gosterir:

b € aZ.
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Yani b, a min kat1 olur. Fakat bu bir celigkidir, ciinkii b bir asal say: olarak a ya boliinmez.
Dolayisiyla, b € H\ ((N : M)+ Hr) ve br € abZ olur. Benzer sekilde, eger a trveb | r
ise, bir celigkiye ulasilir. Bu nedenle, tiim durumlarda, N, M nin A-asal alt modiiliidiir.

0

Teorem 4.23. My, My H-modiil ve | : My — M, drten homomorfizmast olsun.

(i) N1, My nin bir A-asal alt modiil ve Ker(f) < Ny ise f(N1), My nin bir A-asal alt

modiildiir.
(ii) No, My nin bir A-asal alt modiil ise f~'(Ny), M, nin bir A-asal alt modiildiir.
ispat
(i) Ny = f(Ny)olsun.r € H ve my € M olmak iizere, rmsy € Ny oldugu varsayilsin.

f orten oldugundan, f(n;) = rmy olacak sekilde n; € N; vardir.

Buradan,

rmy — a € ker(f)
elde edilir. Boylece ker(f) < N; oldugunda rm; € N; oldugu bulunur.

N; A-asal bir alt modiil oldugundan, asagidaki iki durumdan biri gecerlidir:

i) Eger my € Njise, f(my) € f(N;) = Ny olur. Boylece, ms = f(m;) € Ny
olacak sekilde bir my € N, bulunur.

ii) Eger tr € (Ny : M) ise, her my € M, igin trm; € N olur.
f homomorfizma oldugundan,

f(trml) = trf(ml) = trm2 € f(Nl) = N2

elde edilir. Ny = f(N;) oldugundan (N, : M) C (N; : M;) sonucu gikar.
Bu durumda,

t e H\((Nl : M1)+HT)
oldugundan t € H \ ((Ny : Ms) + Hr) olur.
Sonug olarak, f(N;) modiilii M5 nin bir A-asal alt modiiliidiir.
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(i) Ny = f7'(Ny) olsun. r € H ve my € M, olmak iizere, rm; € Ny = f~'(Ny)

oldugu varsayilsin.

Bilindigi iizere: f(rmy) = rf(my) € No.

f bir homomorfizma oldugundan,

f(rmy) =rf(mq) € No.

dir.

N5 A-asal bir alt modiil oldugundan, asagidaki iki durumdan biri gecerlidir:

i) Eger f(m,) € Ny ise, 0o zaman m; € f~1(Ny) = N olur.

ii) Egert € H \ ((Ny : M) + Hr) ve tr € (Ny : M) ise, her my € My igin

trmeo € Ny olur. Bu durumda,
trf(my) € Ny
elde edilir.

tr € (Ny : M;) oldugu gosterilmesi gerekir. Ciinkii tr € (N : M;) oldugu igin,
her my € M, i¢in trf(my) € N oldugu goriiliir.

f homomorfizma oldugundan ve f(m;) € M, oldugu i¢in,
trf(mi) € Ny

olur. Bundan dolay1, ¢tr € (N; : M;) oldugu gosterilir. Sonug olarak, dyle bir
t € H\ (N1 : My) + Hr bulunur ki, tr € (N; : M;) saglanir. Bu nedenle,
f7Y(Ny), My nin A-asal bir alt modiiliidiir.

Teorem 4.24. H bir halka, M nin H-modiil ve N, M nin bir asal alt modiilii olsun. N,
M nin bir A-asal alt modiilii ise (N : M), H nin bir A-asal idealidir.

ispat
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ry € (N : M) olsun. y ¢ (N : M) oldugundan, M de bir m € M vardir ve
ym ¢ N olur. Bu durumda r(ym) € N olur. N bir A-asal alt modiil oldugundan, bir
te H\ (N : M)+ Hr) vardir ve tr € (N : M) olur. Sonug olarak, (N : M) bir A-asal

idealdir.
U

Teorem 4.25. H bir halka, M nin H-modiil ve N, M nin bir asal alt modiilii olsun.
(N : M), H nin bir maximal ideal ise N, M nin bir A-asal alt modiildiir.

Ispat

Her maksimal idealin ayn1 zamanda bir asal ideal oldugu bilindiginden, (N : M)
idealinin asal oldugu sonucuna varilir.
Simdi, » € H ve m € M olmak iizere rm € N olsun. Eger m € N ise ispat tamamlanmig
olur. Simdi m ¢ N oldugu varsayilsin. (N : M) C (N : m) C H olduguna gore,
(N : M) maksimal bir ideal oldugundan yalnizca iki olasilik vardir: ya (N : M) = H ya
da (N :M)=(N:m).
Eger (N : M) = H ise, bu durumda 1 € (N : M) olur; bu da tanim geregi m € N
anlamina gelir ki bu, varsayimla celisir.
Ote yandan, eger (N : M) = (N : m) ise, o halde r € (N : M) olur ve ayrica (N :
M)+ Hr = (N : M) esitligi saglanir. Bu durumda 1 € H \ (N : M) olur. Ancak
1-r € (N : M).Sonug olarak, N bir A-asal alt modiildiir.

O

Teorem 4.26. H bir tamlik bolgesi, M bir H-modiil ve N, M nin asal bir alt modiilii
olsun. O hdlde N nin bir A-asal alt modiil olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, her m € M\ N
icin

(N:M)<(N:m)
esitsizliginin saglanmasidur; yani (N : m) C H ve herr € (N : m) i¢cin 0 # t € H oyle
kitr € (N : M).

Ispat (=): N A-asal alt modiil olsun. m € M\ N ver € (N : m) almsin, yani rm € N.
A-asallik tanimina gore, m ¢ N oldugundan, 0 # t € H oylekitr € (N : M). Buda

tanima gore (N : M) < (N : m) anlamina gelir.
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(<):Herm € M\ Nigin (N : M) < (N :m) varsayalim. rm € N ve m ¢ N ise,
r € (N :m) olur. Tamim gere8i 0 # t € H oyle ki tr € (N : M), yani trm € N.Buda

N nin A-asal oldugunu gosterir.
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5. SONUCLAR

Bu tezde, asal alt modiil kavraminin genellestirilmesi {izerinde kapsamli bir inceleme
yapilmustir. Asal modiiller ve asal idealler, cebir teorisinin temel kavramlar1 olarak hal-
kalarin yapisal analizlerinde ve modiil teorisindeki derinlemesine ¢alismalarda kritik bir
rol oynamaktadir. Tezin baglangicinda, asal alt modiillerin modiil teorisindeki dnemi vur-
gulanmis ve bu kavramin tarihsel gelisimi ele alinmistir. Ayrica, asal ideallerin halkalar
tizerindeki etkisi ve bu yapilarin modiil teorisine nasil adapte oldugu iizerine yapilan 6n-
ceki calismalar incelenmistir.

Calisgmanin birinci boliimiinde, asal alt modiillerin temel 6zellikleri detayli olarak
aciklanmis ve literatiirdeki onemli katkilar degerlendirilmistir. Bu baglamda, asal alt mo-
diillerin dogrusal bagimlilik, sadiklik ve benzeri modiil 6zellikleriyle nasil iligkilendigi
tartisilmigtir. Asal alt modiillerin, halkalar ve modiiller arasindaki soyut iligkilerin daha
iyi anlagilmasini saglamak icin nasil bir temel olusturdugu ele alinmistir. Ayrica, asal alt
modiillerin modiil teorisinin diger kavramlariyla olan etkilesimi de gdzler Oniine serilmis-
tir.

Ikinci boliimde, asal alt modiillerin gesitli genellestirilmis formlar1 iizerinde durulmus
ve bu genellestirmelerin modiil teorisindeki yerleri ayrintili bir sekilde incelenmistir. Bu
genellestirmelerin, 0zellikle modiillerin yapisal analizinde nasil daha giiclii araclar sun-
dugu ve hangi yeni 6zelliklerin ortaya ¢ikti81 iizerinde durulmustur. Bu asamada, asal alt
modiillerin geleneksel tanimlarinin 6tesinde, yeni kuramsal yapilar ve iligkiler onerilmis,
bu yapilar iizerinde yapilan teorik analizlerle modiil teorisinin daha genis bir perspektife
tasinmasi hedeflenmistir.

Ozellikle bu tezde tanitilan A-asal alt modiil kavrami, modiil teorisine 6nemli bir ye-
nilik katmaktadir. A-asal alt modiillerin teorik 6zellikleri detayl1 bir sekilde incelenmis
ve bu yapinin modiiller arasindaki sadiklik, yapisal iligkiler ve homomorfizmalar ile olan
baglantilar1 ortaya konmustur. A-asal alt modiiller, geleneksel asal alt modiil kavramini
genelleyerek modiil teorisinde daha genis bir inceleme alan1 agmaktadir. Bu genelleme,
modiillerin daha karmagik yapilarinin analizine olanak saglamaktadir.

Bu tez, asal alt modiillerin daha genis bir teorik cercevede anlasilmasina katki sagla-

mis ve modiil teorisinin gelisimine yeni bir perspektif getirmistir. Caligma, asal alt modiil-
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lerin modiil teorisindeki roliinii derinlemesine ele alarak, bu yapilarin daha 6nceden kes-
fedilmemis 6zelliklerini ortaya koymay1 basarmistir. Ayrica, bu tezde yapilan teorik ge-
nellemeler ve tanimlamalar, modiil teorisinin klasik yaklagimlarinin 6tesine gecgilmesine
olanak tanimaktadir. Ozellikle, A-asal alt modiiliin modiil yapilarindaki yeri ve énemi,
modiil teorisinin temel kavramlarinin daha da derinlemesine anlagilmasina olanak tani-
maktadir.

Sonug olarak, bu tezde ortaya konan bulgular, asal alt modiillerin sadece modiil teorisi
degil, ayn1 zamanda cebirsel yapilarin ve matematiksel analizlerin daha genis bir bag-
lamda ele alinmasini saglayan énemli bir katkidir. Yapilan bu teorik incelemeler, modiil
teorisinin gelecekteki arastirmalarina 1s1k tutacak ve yeni yapisal analizlerin gelistirilme-
sine olanak saglayacaktir. Ayrica, bu ¢alismanin bulgulari, 6zellikle asal alt modiiller ve
genellemeleri ile ilgili yapilan sonraki arastirmalarda kullanilabilecek yeni teorik araclar
sunmaktadir.

Tezin sonunda elde edilen sonuglar, modiil teorisindeki ¢alismalarin daha kapsamli
bir sekilde ele alinmasina olanak tanirken, asal alt modiillerin genellestirilmis formlarinin
modiil teorisindeki rolii, bu alanda yapilacak ileri diizey arastirmalar i¢cin 6nemli bir temel
teskil etmektedir. Bu baglamda, asal alt modiillerin farkli genellemelerinin daha derinle-
mesine analiz edilmesi, modiil teorisinin geleceginde 6nemli bir yer tutacak ve cebirsel
yapilarin daha verimli bir sekilde anlagilmasini saglayacaktir. Bu arastirmalar, matema-
tiksel yapilar ve cebirsel sistemler iizerine yapilacak diger calismalara katki saglayacak

onemli sonuglar doguracaktir.
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