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OZET

MATEMATIK BOLUMU ANABILIiM DALI

ZAMAN OLCEKLERI HESABINDA CESITLi FONKSIYONLAR iCiN TERS
MINKOWSKI ESiTSiZLiGININ YENi GENELLESTiRMELERI

Hilal ORHAN

Bu tez caligmasinda, zaman skalasi teorisi kapsaminda ters Minkowski esitsizligi
incelenmis ve bu esitsizligin diamond alfa tiirevi araciligiyla daha genel bir bigimde ifade
edilmesi amaglanmistir. Caligmanin ilk bdliimiinde zaman skalasi teorisinin temel
kavramlar1 ele alinmis; delta ve nabla tiirevleri ayrintili bir sekilde tanimlanmis, bu
tiirevlerin temel 6zellikleri 6rneklerle birlikte agiklanmigtir. Diamond alfa tiirevi, delta ve
nabla tiirevlerinin birlesimi seklinde tanimlanarak, siirekli ve ayrik zaman sistemlerinin
analizine ayn1 anda olanak tantyan biitiinciil bir yaklagim sunmustur. Bu tiirev yapisinin
kullanilmasiyla birlikte, klasik analizde 6nemli bir yer tutan Holder ve Minkowski
esitsizlikleri zaman skalalar1 lizerinde yeniden yapilandirilmis ve bu esitsizliklerin daha
genel versiyonlari elde edilmistir. Ozellikle Benaissa tarafindan gelistirilen ters Minkowski
esitsizliginin zaman skalas1 ortaminda diamond alfa tiirevine dayali yeni bigimleri basartyla
tiretilmis ve ispatlanmigtir. Elde edilen sonuglar, literatiirdeki mevcut teorilere katki
sunarken ayni zamanda zaman skalasi analizinin kapsayiciligini ve uygulama alanlarini
genisletmistir. Bu tez, farkli zaman yapilarinda ¢alisan arastirmacilar i¢in yeni bakis agilari
sunmakta ve matematiksel analizde 6nemli bir boslugu doldurmaktadir.

Anahtar Kelimeler: Zaman Skalasi, Diamond Alfa Tiirevi, Ters Minkowski Esitsizligi,
Holder Esitsizligi, Nabla Tiirevi.
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ABSTRACT

DEPARTMENT OF MATHEMATICS
NEW GENERALIZATIONS OF THE REVERSE MINKOWSKI INEQUALITY
FOR VARIOUS FUNCTIONS IN TIME SCALE CALCULUS

Hilal ORHAN

In this thesis, the reverse Minkowski inequality is examined within the scope of time scale
theory, and it is aimed to generalize this inequality by means of the diamond-alpha
derivative. In the initial part of the study, the fundamental concepts of time scale theory are
discussed; delta and nabla derivatives are defined in detail, and their basic mathematical
properties are explained with illustrative examples. The diamond-alpha derivative is
formulated as a combination of the delta and nabla derivatives, offering a unified approach
that simultaneously facilitates the analysis of both continuous and discrete dynamic
systems. Utilizing this derivative structure, the classical Holder and Minkowski
inequalities, which play a significant role in classical analysis, are reconstructed on time
scales, and more generalized versions of these inequalities are obtained. In particular, new
forms of the reverse Minkowski inequality, originally developed by Benaissa, are
successfully derived and proven within the framework of the diamond-alpha derivative on
time scales. The findings contribute to existing theories in the literature and further expand
the scope and applicability of time scale analysis. This thesis offers new perspectives for
researchers working with diverse time domains and fills an important gap in the field of
mathematical analysis.

Keywords: Time Scale, Diamond Alpha Derivative, Reverse Minkowski Inequality,
Holder Inequality, Nabla Derivative.



ON SOZ

Bu caligma, zaman skalasi teorisi baglaminda ters Minkowski esitsizliginin
diamond alfa tiirevi ile nasil genellestirilebilecegini incelemek amaciyla hazirlanmistir.
Zaman skalas1 teorisi, siirekli ve ayrik dinamik sistemleri ortak bir ¢ercevede ele alarak
matematiksel analizde genis bir uygulama alani bulmustur. Bu dogrultuda, ¢alismamizda
ilgili temel kavramlar ele alinmis, ¢esitli tiirev ve integral yaklasimlar1 detaylandirilmig
ve yeni matematiksel esitsizlikler elde edilmistir.

Tez calismam siiresince bana rehberlik eden, degerli bilgi ve Onerileriyle
calismama katkida bulunan Dog. Dr. Liitfi AKIN’a en icten tesekkiirlerimi sunarim.

Bu ¢alismanin, matematiksel analiz alaninda c¢alisan arastirmacilara ve ilgililere
faydali olmasini temenni ederim.

Mardin; Temmuz, 2025
Hilal Orhan
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SEMBOLLER VE KISALTMALAR

Bu tez ¢alismasinda kullanilan semboller ve kisaltmalar, agiklamalari ile birlikte

asagidaki gibi belirtilmistir.

Semboller
T : Zaman skalas1
o(t) : leri fark operatorii
p(t) : Geri fark operatorii
A : Delta (Hilger) tiirev
il : Nabla tiirev
= : Diamond alfa tiirev
Cua : left-dence (sol yogun) siirekli
Cra : Right-dence (sag yogun) siirekli
[ F(t)At : Delta integral
[ F(t)Vt : Nabla integral
[F(t) ot : Diamond alfa integral
Kisaltmalar
AM-GM : Aritmetik ortalama- Geometrik ortalama
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GIRIS

Zaman skalasi teorisi, matematikte hem siirekli hem de ayrik yapilar1 ortak bir
sistemde incelemeye imkéan taniyan oldukea giiclii bir yaklasimdir. Bu teori, 1988 yilinda
Stefan Hilger’in doktora teziyle ortaya konmustur (Hilger, 1988) zamanla bir¢ok alanda
onemli uygulamalar bulmustur. Temel amag, dinamik sistemleri sadece siirekli veya
sadece ayrik olarak degil, genel bir zaman kiimesi iizerinde ele alarak inceleyebilmektir.
Bu bakis acisi, 0zellikle diferansiyel ve fark denklemlerinin birlikte degerlendirildigi
caligmalarda biiytlik avantaj saglamaktadir.

Zaman skalasi lizerinde tanimlanan delta ve nabla tiirevleri sayesinde, siirekli ve
ayrik sistemlerin tiirevsel analizleri yapilabilmektedir. Ancak bu iki tlirevi bir arada
degerlendiren, daha esnek bir yap1 sunan diamond-alfa tlirevi, zaman skalas1 analizlerinde
son yillarda 6ne c¢ikmistir. Diamond alfa tiirevi, delta ve nabla tiirevlerinin bir
kombinasyonudur. Bu tiirev, <€ [0,1] parametresi ile belirlenir. <= 1 oldugunda delta
tiirevi, x= 0 oldugunda nabla tiirevi elde edilir. 0 ile 1 arasinda bir « degeri se¢ildiginde
ise bu iki tiirevin karisimi olan daha genel bir tiirev yapisi ortaya ¢ikar. Bu yoniiyle
diamond-alfa tiirevi, hem teorik ¢aligmalarda hem de uygulamalarda daha genis bir alan1
kapsar (Bohner & Peterson, 2001).

Bu calismanin ana konusu, zaman skalas1 teorisi ¢er¢evesinde ters Minkowski
esitsizliginin diamond alfa tiirevi araciligiyla nasil genellestirilebilecegini arastirmaktir.
Minkowski esitsizligi, matematiksel analizde sik¢a basvurulan gii¢lii bir aragtir. Bu
esitsizlik, fonksiyonlarin normlar1 arasindaki iligkiyi ifade eder. Ancak klasik Minkowski
esitsizliginin tersine ¢evrilmis hali yani ters Minkowski esitsizligi, literatiirde daha az
calisilmis bir konudur. Ozellikle zaman skalasi teorisi altinda, diamond alfa tiirev
kullanilarak  bu esitsizligin  genellestirilmesiyle 1ilgili yeterli sayida ¢alisma
bulunmamaktadir. Bu durum, arastirmanin ¢ikig noktasi olarak belirlenmistir.

Bougoffa, Sulaiman, Soraysang ve Benaissa, zaman 6l¢ekleri kapsaminda bazi
ters esitsizlikler ortaya koymustur. Zhao ve Cheung (2015, 2020), klasik matematik
cercevesinde ters Minkowski ve ters Holder esitsizliklerini yeni sekillerde genisletmis,

bu tiir esitsizliklerin sinirlarint ileriye tasimistir. Zhou ve Du (2023), araliklar i¢cinde deger



alan fonksiyonlar lizerinde calisarak kesirli (fraksiyonel) yontemiyle ters Minkowski ve
Holder esitsizliklerinin - yeni bigimlerini incelemistir. Rashid, Akdemir, Nisar,
Abdeljawad ve Rahman (2020) ise, gelistirilmis bir kesir dereceli integral yaklasimiyla
cesitli ters Minkowski ve benzeri esitsizlikler tiretmistir. Ancak bu ¢aligmalarin ¢ogu,
klasik tiirevler, delta tlirevi veya kesirli integral yontemleriyle sinirli kalmistir. Diamond
alfa tiirevi gergevesinde yeterince aragtirma yapilmamig olmasi, bu tezin temel ¢ikis
noktasini olusturmustur.

Calismada Oncelikle zaman skalasi teorisinin temel kavramlart ve yapisi
aciklanmistir. Delta, nabla ve diamond alfa tiirevlerinin tanimlari, 6zellikleri ve 6rnekleri
detayli sekilde verilmistir. Daha sonra klasik esitsizlikler olan Holder, Minkowski, Jensen
ve AM-GM esitsizlikleri zaman skalasi lizerinde yeniden ele alinmistir. Bu esitsizliklerin
diamond alfa tiirevine uygun bigimleri ispatlanmis, ayrica literatiirdeki bazi 6nemli
sonuglarin zaman skalas1 baglaminda nasil genellestirilebilecegi iizerinde durulmustur.
Elde edilen esitsizlikler, Young ve Holder esitsizlikleri yardimiyla ispatlanmis ve
diamond alfa integral yardimiyla 6rneklerle desteklenmistir. Sonug olarak bu ¢aligmanin
amaci, ters Minkowski esitsizligini zaman skalasi teorisi kapsaminda diamond alfa tiirev
kullanarak daha genis bir ¢ergevede ele almak ve mevcut literatiire katki saglamaktir.
Elde edilen teoremler sayesinde klasik esitsizliklerin hem siirekli hem ayrik sistemler i¢in
gecerli olacak sekilde yeniden formiile edilmesi saglanmistir.

Bu tez dort ana boliimden olusmaktadir. Birinci béliimde zaman skalasi teorisinin
temel tanim ve Ozellikleri verilmis, ikinci boliimde bazi dinamik esitsizliklerin zaman
skalasi iizerindeki bigimleri incelenmis, {i¢iincii boliimde yeni bulgular, son boliimde ise

genel sonug ve Onerilere yer verilmistir.



BIiRINCIi BOLUM

ZAMAN SKALASINDA TEMEL TANIM VE OZELLIKLER

1.1 Zaman Skalasinda Temel ilkeler

1.1.1 Tamim Zaman skalas1 T, gercek sayilarin bostan farkli kapali bir alt kiimesi
olarak tamimlanir. Kantor kiimesi, Z, R, [0,1] U {2,3}, kiimeleri birer zaman skalasidir

fakat @, Q, C, (1,2] U (3,4] kiimeleri birer zaman skalas1 degildir (Bohner, 2001).
1.1.2 Tamum T, bir zaman skalasi olsun.

vt € T, i¢in a(t) = inf{s € T:s > t} olarak tanimlanan o: T —>T operatoriine

ileri sigrama operatorii denir.

vt € T, igin p(t) = sup{s € T:s < t} olarak tanimlanan p: T —T operatoriine

geri sicrama operatorii denir.

Buradaki tanimda o (t), t'den biiyiik tiim noktalarm alt sinir1 (infimum) olarak
tanimlanir. Eger zaman 6lgeginde bir maksimum varsa, o zaman o (t) maksimum degerini
alir (o(t) =t). p(t), t'den kiigiik tiim noktalarin tst sinir1 (maksimum) olarak
tanimlanir. Eger zaman 6l¢eginde bir minimum varsa, o zaman p(t) minimum degerini

alir (p(t) = t) (Bohner, 2001).

Tablo 1 : Zaman Noktalarinin Siniflandirilmasi

t <a(t) sag sacilimli
p(t) <t sol sagilimhi
t=0(t) sag yogun
t =p(t) sol yogun
p(t) =t =0a(t) yogun
p(t) <t<a(t) ayrik(izole)




1.1.3 Tanmm p: T — (0, o) olmak tizere u(t) = o(t) — t fonksiyonuna ileri
taneciklik fonksiyonu denir. v: T — (0,) olmak iizere v(t) =t — p(t)

fonksiyonuna geri taneciklik fonksiyonu denir (Bohner & Peterson, 2001, s. 2).
1.1.4 Tanim T* ve T, bolgesi T’den su sekilde tiiretilir.

i. Eger T nin sol sagilmig ve bir maksimum noktas1 m varsa o zaman, T = T —
m dir. Aksi takdirde T* = T'dir.
ii. Eger T'nin sag sacilmis ve bir minimum noktasi n varsa o zaman, T, = T —

n dir. Aksi takdirde T, = T'dir (Bohner & Peterson, 2001, s. 2).

1.1.5 Ornek T = R ve T = Z kiimeleri i¢in o, p, u, v fonksiyonlarminimn
degerlerini hesaplayalim (Yeni, 2013, s. 5).

Coziim:
vt € Ticin T = R alalim.
o(t) =inf{s € T:s > t} = inf(t,0) =t
p(t) = sup{s € T:s < t} = sup(—oo,t) =t
ut)=a)—t=t—t=0
v(t)=t—pt)=t—t=0
VvVt € Tigin T = Z alalim.
ot)=inf{seT: s>t}={t+1,t+2,...}=t+1
p(t) =sup{seT: s<t}={.,t—-2,t—1}=t—-1
u)=oc)—t=t+1—-t=1
vi)=t—(t-1D=t—-t=1.

1.1.6 Ornek T = {2"™:n € Z} U {0} olarak verilmis zaman &l¢egi icin o, p, u, v
fonksiyonlariin degerlerini bulunuz (Yeni, 2013, s. 6).

Coziim:

t € {2™:n € Z} U {0} olsun. t = 2™ i¢in

o(t) = inf{s € T:s > t} = {2"+1,2n*2 [} = 21 = 2" 2 = 2¢.

n

2 t
p(t) =sup{s € T:s < t} ={..,2" 22" 1} = 2n"1 = > =5
4



ut) =o(t)—t=2t—t=rt.

v(t)=t—p(t)=t—%=%.

Tablo 2: Farkli Zaman Skalalarinda Operator Degerleri

Operatorler
Zaman skalast a(t) p(t) u(t) v(t)
T=R t t 0 0
T= 17 t—1 t+1 1 1
t t
T ={2™n € Z}u {0} 2t — t —
2 2
! t t —t? t? -2t
T=3—-:n€eN;U{0 —_— —— -
{n" } {0} t+1 1—t 1+¢ t—1
1
n 1 1 1 -
T={=:n€N e i -
T = {Vn:n € No} Vitz+1 t2—1 Vt2+1—t | t—+t2—1
T = hZ (h > 0) t+h t—h h h
t -1
T =q” (q> 1) tq . t(q — 1) t(qT)

1.1.7 Ornek o: T — T birebir ve érten midir? Orten degilse o'nin o (T) araligini

belirleyiniz.

Bu soru, Bohner ve Peterson (2001, s. 45) tarafindan verilen bir problemdir ve

asagida ¢oziimii sunulmaktadir.

Coziim:

o birebir bir fonksiyondur. Herhangi bir t;,t, € T i¢gin eger a(t,) = a(t,) ise o
zaman t; = t,’dir. Ciinkii her o(t), her t i¢in biricik degere sahiptir. Bu yiizden o, birebir

bir fonksiyondur.



o, her zaman o6rten degildir. T {izerinde baz1 noktalar, higbir t'nin ileri sigramasi
o(t) olmayabilir. Bir fonksiyonun orten olabilmesi i¢in hedef kiimenin (T) her bir
elemanmin tanim kiimesinde bir (T) karsiligi olmalhdir. Yani her y €T icin t € T
bulunmali ve o(t) = y olmalidir. Ancak, ¢ fonksiyonu zaman skalasinda maksimum bir
nokta varsa bu sart1 saglamaz. Ornegin, zaman skalas1 T = {1,2,3} olarak tanimlansin.
o(1) =2, 0(2) =3, 0(3) = 3. Bu durumda, o(T)={2,3} olur. Gériildiigii gibi T'nin
tamami o ile kapsanmamaktadir. Ozellikle Tnin 1 elemam o tarafindan
isaretlenememektedir. Bu nedenle o, T 'nin tiim elemanlarin1 kapsayan bir orten

fonksiyon degildir.
1.1.8 Tanim f: T — R bir fonksiyon olmak iizere f° = T — R fonksiyonu Vt €
T i¢in
fo@® = f(e®)
seklinde tanimlanir. Burada f? = f o o seklinde bileske fonksiyonudur.

f: T — R bir fonksiyon olmak iizere f* = T — R fonksiyonu Vt € T i¢in

P = f(p®)

seklinde tanimlanir. Burada fP = f o p seklinde bileske fonksiyonudur (Yeni, 2013, s.
7).

1.2 Zaman Skalasinda Tiirev

1.2.1 Tanm f:T - R ve t € T* olacak sekilde bir fonksiyon alalim. f4(¢),
Ve > 0 igin, t'nin bir komsulugu Us((t — §,t+8) N T ve § > 0) bulundugu durumda

su esitsizlik saglanir.

[[f(e@®) = F()] = FAWDIa(®) - 5| < ela(t) - sl
Burada f4(t), f'nin t noktasindaki delta tiirevi (veya Hilger tiirevi) olarak
adlandirilir (Bayour & Torres, 2019, s. 1187).

1.2.2 Teorem f'nin bir fonksiyon oldugunu varsayalim ve te T* olsun. O zaman,

i. Eger f, t de delta tiirevlenebilir ise 0 zaman f, t de siireklidir.
ii. Eger f, t de siirekli ve saga dagilmigsa (yani a(t) >t ) o zaman f, t de delta

turevlenebilirdir ve



p flo®) - f(®)
fe® = o
iii. Eger t saga yogun ise (yani o(t) =t ) ve

i LB = F6)
im———

st t—s
sonlu bir say1 olarak mevcut ise f fonksiyonu t de delta tiirevlenebilir

iv. f fonksiyonu t’de delta tiirevlenebilir ise

flo@®) = f(®) = p@®F*®)
ifadeleri saglanir (Bayour & Torres, 2019, s. 1187).
Ispat:
i. Varsayalim ki f, t’de tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. Verilen bir € € (0,1)
icin, £* = g[1 + |fA(t)| + 2u(t)]* olacak sekilde bir £* tanimlayalim. Bu tanima gére
€* € (0,1). Tirev tanimi geregi, t gevresinde bir U komsulugu (t € U) ve bu komsuluk

icinde Vs € U i¢in bu esitsizlik saglanir.
[f(c(®) - ()] = FAD[o(®) - s]| < &'la(®) = sl.
Bu tiirev tanimina uygun olarak f'nin t civarindaki davranisini tanimlar.
SEUN (t—e"t+ ") icin
HOENIO]
= {f(c®) = £() = FAW®)[a(®) — s} = {F(0(t)) — F (&) — u(OIF 2D} + (¢
- )f )]
<& la(t)—s|+eu®)+t—sll f2() |
e+t —s 1 +u®+ f4O 1]
e 1+ fA(8) | +2u(®)] = «.
Buradan f fonksiyonunun ¢t noktasinda siirekli oldugu ortaya ¢ikar.

ii. Varsayalim ki f fonksiyonunun t noktasinda siirekli ve t noktasinda saga

sacilmis olsun. Siireklilikten dolay1

fle@®)—f) _ flo®)—f@® _ flo@®)—f(®)
ot)-s olt)—-t u(t) '

f4@®) = lim



Bu nedenle verilen € > 0 igin, t'nin bir komsulugu olan U bulunur. Vs € U ig¢in su
esitsizlik saglanir.

Fo®) - 1) _f(o®)~F®|
- S €
o)~ s k@
7o) - 2] - 2SO o) g < 1ot - 5

Boylece istenilen sonuca ulasiriz.

fle@®)-f®

A =
FO=""6
iii. (=)Varsayalim ki
fA(t) — élmf(tz:i(s)

limiti sonlu bir L deger olarak var. Bu durumda f, t noktasinda delta tiirevlenebilirdir.

Ve>0, 35 >00ylekiO< [t—s| <8 = %_L

<e.

Sag taraftan yogunluk durumunda o(t) =t oldugu i¢in delta tiirev tanimi dogrudan bu

limitin varligma dayalidir. Dolayisiyla
fim =1L,
delta tlirev tanimini saglar.

(&) f'nin t noktasinda delta tiirevlenebilir oldugunu varsayalim. Su limitin varhigimni

gosterelim.

i LB —F6)
im————

s—t t—s

Delta tiirevlenebilirlik, bu limitin varhi§ini gerektirir. Eger delta tiirev tanim1 gegerliyse,

bu oran t, s'ye yaklastik¢a sonlu bir deger L'ye yakinsar. Bu da

FO-16)_ |

)

AL € R oyle ki ltim

-Ss

Bunun anlami, delta tiirev taniminin saglandigin1 ve limitin sonlu bir deger olarak var
oldugunu gosterir.

iv. Siirekli f fonksiyonu i¢in delta tiirev su sekilde tanimlanir.

fle®)-f® _fle®)-f©®
a(t) -t ue)y

A1) =



Bu denklemden f(o(t)) degerini bulabiliriz.

fle@®) = f@®) = u@®Of(@).
1.2.3 Ornek f: T — T fonksiyonu i¢in t € T i¢in

£A(t) = lsimf(a(t)) —f©®) _ .

>t o(t)—s tos

T = R alindiginda o(t) = t olmak iizere
_f-fC6)
mT = f'(t).

T = Z alindiginda o(t) = t + 1 olmak lizere

o) = 1 [ ED) = FE) _ fE+D = f)

st O'(t)—S tos t+1-—s

= ft+1) = f(6) = Af (0.
1.2.4 Ornek f: T — T fonksiyonu icin t € T i¢in f(t) = ¢ (¢ € R) fonksiyonu
icin f4(t) degerini hesaplayalim.
Coziim:
T = Rigin f(t) = f(a(t)) = c olur.

f“(t)=limf(a(t))_f(s)— ‘T o

sot  o(t)—s  o(t)—t

T =Z icin f(o(t)) = f(t + 1) = ¢ oldugundan f4(t) = 0 oldugu goriiliir.

1.2.5 Ornek f:T — T fonksiyonu igin t € T igin f(t) = t? fonksiyonu icin
fA(t) degerini hesaplayalim.

T = Rig¢in (t) = t oldugundan

fAm = tim” (e®) = f(s) _ (o))" - t?

s—t a(t) —s o(t) — ¢ =o(t) +t =2t

T = Zigin 6(t) =t + 1 oldugundan

fle@®)=ft+1) = (t+1)?

olur.

o) = tim LI =) _ (0) -t (t+1?—¢ 2t+1

= = = =2t+1.
sot  a(t)—s o(t)—t (t+1)—t 1

1.2.6 Teorem f,g: T — R fonksiyonlar1 t € T" noktasinda tiirevlenebilir olsun.

bu durumda asagidaki kurallar gecerlidir.



i. Iki fonksiyonun toplamu, tiirevlenebilirlik 6zelligini korur. Yani f + g: T > R

t noktasinda tiirevlenebilir olup, tiirevi su sekilde verilir.

F+'® =10 +g°®.

ii. Herhangi bir sabit a € R i¢in af fonksiyonunun tiirevi, sabitin tiirev digina

cikmasiyla elde edilir.

(af)A(t) = af*(0).

iii. iki fonksiyonun garpimi durumunda, fg fonksiyonu da t 'de tiirevlenebilir olur

ve delta tiirevi asagidaki esdeger ifadelerle tanimlanabilir.

(F9*®) = f2Og®) + f(e(®)g*(®)
ya da alternatif olarak

f9® = f®)g*@®) + fA()g(a®)).
iv. Fonksiyonlardan biri digerine boliinmiisse, yani g seklinde bir ifade soz

konusuysa ve hem g(t) hem de g(a(t)) sifirdan farkliysa, o zaman g fonksiyonunun

delta tiirevi su bicimde elde edilir.

(i)A o = 1 D9(e®) ~ 1(e®)g°®
g g®g(e®)

(Rezk et al., 2024).
1.2.7 Ornek Varsayalimki f,g: T - R, t € T* da tiirevlenebilir iki fonksiyon
olsun. f(t) = t ve g(t) = t? olarak verilen fonksiyonlarmn ¢arpimlarmin delta tiirevlerini

bulalim.
Coziim:

fA(t) =1 ve g4(t) = o(t) +t oldugunu 6rnek 1.2.3 ve 1.2.5°de acikca

gbsterilmistir.
(f9'@® = fOg*® + f4 g ).

=t(t+0(t)) + 1.0%(t)

=t2+ to(t) + o%(t).

1.2.8 Teorem f: T — R bir fonksiyon t € T* noktasinda 4 tiirevlenebilir olsun.

c, bir sabit say1 ve m € N alalim.
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i. f(t) = (t — ¢)™ olarak tanimlanan f fonksiyonu i¢in

m—1
A = Z (a(t) = ) (t — )™ 17,
v=0

ii. f(t) = (t—lc)m olarak tanimlanan f fonksiyonu igin

m-1
1
FO=-2 oo

(Eker, 2016)
Ispat:
i.

_fle@®) - f@®) _f(a@®)—f()
FO==S0r - w0

f(t) = (t — ¢)™ oldugundan tiirev denkleminde yerine yazalim.

(c@)—c)"—(t—c)™
u(t)

(o(t) — c)™ — (t — ¢)™ farkin1 agmak i¢in binom teoremini kullanabiliriz.

A =

m-—1
x™m — ym — (x _ }/) Z xm-1-v yv
v=0
(c@—-)"-(t—-a)"=[(a)—c)— (-] z (c(®) —c)™ 1 (t—c)’
v=0

m-—1
= w(®) ) (0(O) = " (= 0",
v=0
Bu ifadeyi yerine yazarsak,

MOPMINCIGEN L d (R9k
u(t)

£A® = = > @@= om I -0
v=0

m-—1
= Z (6(t) = )? (t — c)ym=1-,

ii. f()= (t—lc)m oldugundan tiirev denkleminde yerine yazalim.
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11 (t =)™ — (a(b) — o)™
yoo @O 0" @O -0"—"
o= o) = M0)
(t—c)™—(a(t) —c)™
FOCOEDEEDR

Kesrin payin1 binom teoremine gore agarsak

(t—o®) Xt — ™ e(®) — o) ~ N G Ll CI(O B
B (o(t) — C)m(t —c)m(o(t) — t) B (o(t) =)™ (t —c)m

m-—

z O'(t) _C)m v(t )v+1 '

1.2.9 Ornek f: T — R bir fonksiyon ve f(t) = t? oldugunu varsayalim. f4(t)
degerini (1.2.8) teoremine gore hesaplayniz.
Coziim:

f fonksiyonunun tiirevini hesaplamak i¢in ¢ = 0 ve m = 2 alalim.

1
A = z(a(t))" (O =t +0a(t).
v=0

1.2.10 Tammm f: T — R bi¢iminde taniml1 bir fonksiyon ve t € T, olmak iizere
olacak sekilde bir fonksiyon alalim. f"(t), Ve> 0 icin, t'nin bir komsulugu
Us (t—6,t+8) N T ved > 0) bulundugu durumda su esitsizlik saglanir.

F(p(@®) = £()] = FT®)p(@) = 51| < elp(®) = sl.

Burada fY(t), f'nin t noktasindaki nabla tiirevi olarak adlandirilir (Bkz. Dogruéz, 2016,
s. 13).

1.2.11 Teorem verilen f: T — R fonksiyonu t € T, olmak iizere

i. Eger f, t noktasinda nabla tiirevlenebilir ise, bu fonksiyon ayn1 noktada
stireklidir.
ii. Eger f, t noktasinda siirekli ve t sol yayilmis bir nokta ise, bu durumda f, t’de

nabla tiirevlenebilirdir kabul edilir ve tiirev asagidaki gibi tanimlanir.

f®-f (p(t))_

Y@ = "0

iii.Eger t, sol yogun bir noktaysa, f’nin t’de nabla tiirevlenebilir olmasi igin

gerekli ve yeterli kosul,
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lim flp®) = ()

s-t p(t)—s
limitinin sonlu bir degere sahip olmasidir. Bu durumda nabla tiirevi su sekilde ifade edilir.
flp®) = f(s)
p(t)—s

iv. Eger f fonksiyonu t 'de nabla tiirevlenebiliyorsa, bu durumda fonksiyonun

fr(@®) = lim

geriye dogru atlama noktasi degeri ile tiirevi arasindaki iliski su bicimde verilir.

flp@®) = F©) —v(©Of7 (©).
(Dogruoz, 2016)

1.2.12 Ornek f: T — T fonksiyonu alalim ¢t € T igin

T = R alindiginda p(t) = t olmak tizere

fV(t) = lim f(s) _f(,D(t)) — lim f(s) - f(t)

il s —p(t) sot S —

=f'(®.

T = Z alindiginda p(t) = t — 1 olmak {izere

f(s)—f(t—l)_l. fs)-ft—-1)
—t-1) & s—@t-1

fP@®) = lim = f(1) = f(t—1) = Vf(2).

1.2.13 Ornek f: T - T fonksiyonu alahm t € T icin f(t) = t? fonksiyonu igin
£V (t) degerini hesaplayalim.

T = R alindiginda

: ) = f(p®) t—(p®)’
FO=m= =0 = t=p®

T = Z alindiginda

=t+p(t) = 2t.

f7(t) = lim f& —flp®) t*-(-1D* *-(*-2t+1)

= = =2t—1.
el s—p(t) t—(t-1) 1

1.2.14 Teorem Verilen f,g:T — R fonksiyonlarmmin her ikisi de t € T,
noktasinda nabla tiirevlenebilir olsunlar. Bu durumda asagidaki ozellikler saglanir.

i. Toplam fonksiyonu f + g: T — R fonksiyonu t’de nabla tiirevlenebilirdir ve

tlirevi,

f+9"®=f"®+g"©®

bi¢imindedir.
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ii. Sabit bir & € R i¢in af fonksiyonu da t’de nabla tiirevlenebilir olup
(@f)7 () = af"(t)
esitligi saglanir.

iii. Carpim fonksiyonu fg: T — R fonksiyonu t’de nabla tiirevlenebilir ve iki

esdeger bicimde ifade edilebilir.

(f@)7(@®) = 7 (®)g(®) + f(p(£))g" (t)

veya

') =" ® + fFg(p®).
iv. Eger g(t) # 0 ve g(p(t)) # 0 kosullart saglantyorsa, béliim fonksiyonu 5 da

t’de nabla tiirevlenebilir olur ve tirevi

({ )‘7 _"®0g(p®) - fF(p(®)g"®)
g g®g(p()

seklinde tanimlanir (Dogrudz, 2016).

1.2.15 Teorem f: T — R bir fonksiyon t € T, noktasinda nabla tiirevlenebilir

olsun ve c, bir sabit say1 ve m € N alalim

i.  f(t) = (t — c)™ olarak tanimlanan f fonksiyonu i¢in

m-—1
10 = ) (o) = )Y (e = .
v=0

ii. f(t)= (t—lc)m olarak tanimlanan f fonksiyonu igin

m—1 1
v = —
FO== ) T em o

(Yasar & Tuna, 2007, s. 46)

1.2.16 Ornek f(t) = t3 fonksiyonunun fV(t) degerini teorem 1.2.15’¢ gore

hesaplaymiz.
Coziim:

Fonksiyonun tiirevini hesaplamak i¢in ¢ = 0 ve m = 3 alalim.

F7® =) (o) @2 = (p®)"¢* + (p(0) " + (p(®)"t?
v=0
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=t2 + p(t)t + p*(t).

Tablo 3: Bazi Ozel Fonksiyonlarin Delta ve Nabla Tiirevleri

f(®) ) M0
f(t) =t? t+o(t) t+p(t)
fO =t t* + o) + (a(D) 2 t* + ()3 + (p(0) t?
+(U(t))3t + (a(t))4 +(p(t))3t + (p(f:))4
1 -1 -1
ro=: SOt POt
fO=0-2) | =22+ @®)-2)t-2) | t-2)*+ (@) —2)(t-2)
+(a(t) = 2)? +(p(t) — 2)*
) = 1 1 4 1 N 1 . 1
(t—2)3 | _ (t—2) (U(tl) -2)(t—-2) [ (&=2) (p(tl) -2)(t—-2)
COEDE -2

1.2.17 Tamim T bir zaman 6lgegi olsun. Eger mevcutsa, f°=(t) degerini sOyle
tanimlariz. Tim & > 0 i¢in, t noktasinin bir komsulugu Us (yani, Us=(t — 6t +6)N T

olmak iizere, § > 0 i¢in) mevcut olur ki, tiim s € Us i¢in

|°C [fa(t) - f(s)]vts + (1_“)[fp(t) - f(s)].uts - f%((t)vts.utsl < glvts.utsl

sartin1 saglar. Eger her t € T igin f°<(t) mevcutsa, fonksiyonunun Tj {izerinde

diamond-« tiirevlenebilir oldugunu soyleriz.

T bir zaman skalasi olsun. f: T — R fonksiyonu hem delta hem de nabla

tiirevlenebilir olsun. O halde t € T igin f'nin diamond alfa tiirevi asagidaki gibidir.

fee(t) = fA(8) + (1= fV(0).

o= 1 segildiginde, diamond-« tiirevi delta tiireviyle ortiisiir.

fr=(e) = F4(0.
Benzer sekilde, «c= 0 secildiginde ise, diamond-« tiirevi nabla tiireviyle Ortiistir.
fe=() = f7 ().

Ozellikle x= % alindiginda, diamond tiirevi ayrik zaman skalalar tizerinde merkezi bir

tirev formiiliine karsilik gelir ve delta ile nabla tiirevlerinin ortalamasini saglar (Bohner

& Matthews, 2011, s. 235).
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Ispat:
FA(t) ve fV(t) tiirevleri mevcut olsun. Bdylece Ve > 0 verildiginde t'nin U; ve

U, komsuluklarindaki

Vs € U; igin

I[f7() = ()] = A pes| < &lpas]
Vs € U, i¢in
I[P (@) — ()] = fT(Dves| < €]vgs]

yazilir. Bu takdirde Vs € U; i¢in

| X [fo(t) - f(s)]vts —x fA(t).utsvtsl <X Slﬂtsvtsl

ve Vs € U, icin

| (1= [fP () = f()]res — A=) f 7 (OVshies| < (1—0)e|veshuys]
elde edilebilir. Boylece Vs € U; N U, igin
IOC [fa(t) - f(S)]vts + (1_“)[fp(t) - f(S)].uts - [o( fA(t).utsvts
+ (A=) f " (O)]veshes]

= |oc [f7(8) = f()]ves = fAOesVes + A=0Q[fP(8) = f()]ptes
— (1= f " (O)]Veshes]

=lo¢ [f7(t) = f($)]ves + (A=) [fP () — f()]hes — Vesthes[x f2(E) + (=) f7 ()]
< &lus Vsl

olur. Buradan da f°x(¢) tiirevi vardir ve
fee(t) = fA() + A=) f 7 (t) (1.1)

bulunur.

1.2.18 Ornek f: T — T fonksiyonu i¢in t € T igin f£(t) = ¢ (¢ € R) fonksiyonu
icin f°<(t) degerlerini hesaplayalim.

Coziim:

T = R i¢in sabit fonksiyon

f@® =f(a®)=flp®)=c

olur. Buradan,
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fox(t) = fA1) + (1—) fV(t) = 0 + (1—x)0 = 0.
T = Zigin f4(t) = 0 ve f7(t) = 0 oldugundan f°<(t) = 0 oldugu goriiliir.

1.2.19 Ornek f:T - T fonksiyonu ve t € T icin f(t) =t? olmak iizere
f°=(t) degerini hesaplayalim.

Coziim :
T = R igin siirekli aralikta normal tiirev alinir.

fo<(t) = 2t.
T = Z igin

£400) = lim . (c®) =1 _ (o))" — ¢t

=o(t)+t=2t+ 1.

s>t a(t)—s o(t)—t
_ o fe@) =) (pw) = B
fY (@) = lim Y XY & 4 =p(®) +t=2t—1.
foe(t) = A1) + (1—o)fV(t) =x (2t + 1) + (1—x) (2t — 1).
=2« +2t — 1.

Tablo 4: Zaman Skalalarinda Fonksiyonlarin Tiirevin Tiirline Gore Degisimi

Farkli tanim —
kiimelerinde T=R T=7
tiirevler
fA® =f"©
= f4® 7 () Fo(8)
Fonksiyonlar
f@) =¢? 2t 2t +1 2t —1 2(cc+1) — 1
+ 3t(2 x —1)
+1
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ft) =+t L xVt+1+
2t Ve+1-—+t VE—+t—1 (1) -
(1—)Vt—1
f(t)=l -1 -1 -1 —t+20—1
t t? tt+1) t(t—1) tt—1D(t+1)
f(t) =cost —sint —2sin (t + —lein (t ) —21sin (%) [oc sin gt
2)sin(3) —)sin(z) | ra)ren(a)

1.2.20 Teorem f,g: T — R fonksiyonlar1 t € TK'da o, tiirevlenebilir olsunlar.
Bu durumda,
i. f +g: T — R fonksiyonu da t’de ¢ tiirevlenebilirdir ve
(f+9)<@) = f*<) + g*=()
seklindedir.

ii. Herhangi bir a sabiti i¢in af fonksiyonu da t € TE'de o tiirevlenebilirdir ve

(af)*=(t) = af *=(¢).
iii. fg: T — R fonksiyonu t’de ¢, — tiirevlenebilir olsun.
(fg)*=(t) = f*=(®)g®)+x f7 () g* (O)+(1—)fP (1) g" (O).
iv. Eger g(t)g°(t)gP(t) # 0 ise o zaman g fonksiyonu da t € TE de o
tiirevlenebilirdir ve bolimiin tiirevi,

(5)0“ _[(0g°®gP (- f7(0)g° D)g* (1) - A—f* ()g? (Dg" ()
7 FIOYAOL A

ile verilir.

v.g(t)g°(t)g”(t) #0 olmak {izere é fonksiyonu da te€ T de o

[>¢

tirevlenebilirdir ve

(1)"“ _ 9" (g7 () + gP (1)) - g° (1) g2 (1) — (1—x)g” () g" (t)
g g g () gr(t) '

(Sezer, 2021, s.29)

(ii1) ve (iv)’nin ispatlar1 asagida verilmistir. Benzer sekilde diger ispatlar da yapilabilir.
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ii. (fg)=(t) =« (fg)*(t) + (1—)(fg)" (t)

=o¢ [fA4()g(t) + D) g (O] + (A=) [f" () g(t) + () g" (t)]
= [oc fA(0) + (1= fY ()] g(O)+e< f2() g () + (1—c) fP(t)g" (¢).

v, (D)@ =« (5)" () + (1—x) (5)'7 ®

=oc lf ‘097 @) — f7 D) g% ()
g’ ®)g(t)

g @) - fFPg" ()
gP(t)g(t)

v
+ (1-x) lf

_xIfA®0g°)g” (1) — 709 (1) g” ()] + 1) [f7 ()g” () g° (t) — f* () g" 1) g” ()]

g°()gP(t)g(t)
_ [oc fA() + (1= f"(1)]g7 () gP ()~ f2 () g* (1) gP (t) — (1—) fP (1) g" (t) g° (t)
g°(®)gr(t)g(t)
_ 097 0g”(O)—x f° D)9 D)g° () — A-x)f*(1)g"(1)g° ()
g°()gPt)g(t) '

1.2.21 Teorem Eger f: T— IR fonksiyonu ¢ € T noktasinda ¢ tiirevlenebilir ise

asagidaki iliskiler gegerlidir.
i frA() = fA40) + (1—) f74(0).
i, feV(t) =oc fA7(8) + (A=) fV7(2).
iii. f4°=(t) = fA4(t) + (=) fA7(t) # f<4(2).
iv. f7(t) =oc fYA) + (A=) f7V (t) # f*=7 (¢).
Vo frea() =o £ (0o (L= (P47 () + F74(0) + (1= f 77 (1) #
oc? fA4(L) + (1~ f7V (1)
(Ferreira, 2008, s. 4).

Burada (i) ve (v) ifadelerinin kanitlarin1 vermek yeterlidir, ¢iinkii diger ifadelerin

kamitlar1 benzer sekilde yapilabilir.
i.
Fr4(0) = (F=)2(0) = (o FA() + (1-0)f7 ()"
=oc f44(6) + (1—) f7A(2).

oldugu goriiliir. Bu da (ii1) 1fadesini kanatlar.
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foeow(t) = (o fA(E) + (1—)f7 (1)) ™™

= (o f3(0) + (1= f7 ()" + (=) (e fA() + (1=)f7 (1))
=oc? fA4(E)+ec (1—o) f47 (D).
1.3 Zaman Skalasinda Integral
1.3.1 Tanim f: T = R fonksiyonu, sagdan yogun t, noktasinda sagdan limiti
tl_l;Zl+ f(t) mevcut (sonlu) ise, soldan yogun t, noktasinda soldan limiti tl_ég)l_ f(t) mevcut
(sonlu) ise regiile (diizenlenmis) olarak adlandirilir (Eker, 2016, s. 16).

1.3.2 Tanim f: T —» R fonksiyonu sagdan yogun (t,) noktalarinda siirekli ve
soldan yogun (t,) noktalarinda soldan limitleri mevcut (sonlu) ise rd-siirekli fonksiyon

olarak adlandirilir ve rd-siirekli fonksiyonlarin kiimesi su sekilde gosterilir.
Crq = Crq(T) = Cq(T, R).

rd-siirekli fonksiyonlar, tiirevlenebilir olmalar1 ve tiirevlerinin de rd-siirekli

olmalar1 halinde su sekilde gosterilir.
Crld = Crld (T) = Crld (T, R).
(Ogrekgi, 2009, s. 15)

1.3.4 Tanim f: T — R fonksiyonu soldan yogun (t,) noktalarinda siirekli ve
sagdan yogun (t,) noktalarinda sagdan limitleri mevcut (sonlu) ise /d- siirekli fonksiyon

olarak adlandirilir. /d-siirekli fonksiyonlarin kiimesi su sekilde gosterilir.
Cia = Ca(T) = Cq (T, R).

ld- stirekli fonksiyonlar, tlirevlenebilir olmalar1 ve tiirevlerinin de /d-siirekli olmalar1
halinde su sekilde gosterilir.

Cig = Ciy(T) = Cj4(T,R)
(Ogrekei, 2009, s. 18).

1.3.6 Tanim f fonksiyonu diizenlenmis (regiile) bir fonksiyon olsun. O zaman f

fonksiyonu i¢in tanim bdlgesi lizerinde delta anti-tiirevi olan bir F fonksiyonu vardir.
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Ayni sekilde f fonksiyonu tanim bolgesi lizerinde nabla anti-tiirevi olan bir F fonksiyonu

vardir ve bu fonksiyon su 6zellikleri saglar.
FA() = f(b), vt € T,
FV(t) = f(b), VtEe T,
(Ogrekgi, 2009).

1.3.7 Tamim Varsayalim ki f: T — R regiile bir fonksiyon olsun. Diizenli bir f

fonksiyonunun delta belirsiz intagrali ve nabla belirsiz integrali asagidaki gibi tanimlanir.
J @At =F@) +c,
[Vt = F(t) +c.

Burada c sabit say1 olup keyfi secilebilir. Bir f(t) fonksiyonunun Cauchy delta integrali
ve Cauchy nabla integrali a,b € T ve a < b olmak iizere asagidaki gibidir.

b
ff&Ww:Hm—me

b
[ r@ae=r®) - r@

(Ogrekei, 2009).

1.3.8 Ornek Zaman skalasi T = Z, a > 0,a # 1 ve bir reel say1 olmak tizere

[ a?tAt ve [ a?tVt integrallerini hesaplayiniz.
Coziim:

f(t) = a®* fonksiyonunun nabla anti tiirevini F(t) bulmak i¢in tiirev iliskisini

kullaniyoruz.
PO~ F(t—1) = o
Ft) =F(t—1) +a*
( F(t) dnceki degeri ile a®*’nin toplamina esit.)
F(t—1)=F(t—2)+a?¢D
F(t) = F(t —2) 4 a?tD 4 g2t

Boylece F(t), F(0) dan baslayarak t’ye kadar olan a?*’lerin toplami olur.
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F(t)=F0)+ ) a%*¢

[ a?tvt = +c
Burada a # 1 ve ¢ keyfi bir sabit noktadir.

f(t) = a?* fonksiyonunun delta anti tiirevini F(t) bulmak icin tiirev iliskisini
kullaniyoruz.

AF(t) = F(t+ 1) — F(t) = a?t

Ft+1D)=F@®) +a* = F(t—1) +a**“ Y +q%

t
= F(0) + Z a?k
k=0

Ancak bu sefer F(t + 1) elde ettik. Yani F(t) = th(:) a?* . Buna gore delta integral
sonucu
t-1
1-— aZt
2t — 2k —
[a At—kZ:‘)a +c = 11— a2 +c.

1.3.9 Teorem (On-Antitiirevlerin varlig1) f regiiler (diizenlenmis) bir fonksiyon
olsun. O zaman, F adinda bir fonksiyon vardir ki, bu fonksiyon on-tiirevlendirilebilirdir

ve tlirevlenme bolgesi D olmak iizere
FA@) = f(0),
tim t € D i¢in gegerlidir.

1.3.10 Teorem (Anti tiirev varlig1) Her rd-stirekli fonksiyon bir ters tiirevi vardir.

Egerty € T ise

F(t) = tf(T)AT teT, (1.2)

to
seklinde tanimlanan F, f ’nin bir anti-tiirevini ifade eder.

Ispat:
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Varsayalim ki f, rd-siirekli bir fonksiyondur. Her rd-siirekli fonksiyon
diizenlenmis (regiiler) bir fonksiyondur. Teorem 1.3.9. F'nin bir delta 6n-antitiirevinin

varligin1 garanti eder.

FA(t) = f(t), VteD.
Burada D, F’nin tiirevlenebilir oldugu noktalar1 ifade eder.
FA(t) = f(t) esitliginin tiim ¢t € T* icin saglandigini gosterir.

t € T/D oldugunu varsayalim. Bu durumda ¢, sagdan yogun bir noktadir. f, rd-siirekli

oldugundan t'de siireklidir. Yani Ve > 0 i¢in t'yi igeren bir U komsulugu vardir.

If(s) —f(H)] <& VseU.

Yeni bir h(r) fonksiyonu tanimlayalim,
h(r)=F(@r) —f(t)(r—t,), TrE€T
h4(r) = F4(@r) — f(t) = f(r) — f(¢), VreD
R4S =1f(s) = f(t)l <e, VseDNU

Buda sup |h4(s)| < ¢ esitsizligini verir.
SEDNU

h(t) = F(t) = f(©) (€ — o)

oldugundan asagidaki denklemi yazabiliriz.

IA(E) — h(P)] = [F(8) — F(r) — F©) (¢ — 1)
<{ sup I -n

SseEDNU

|IF(&) —F(r) —fOEt-n]<elt-1)
Bu F'nin t'de tiirevlenebilir oldugunu gosterir (Yasar, Tuna, & Dastjerdi, 2007, s. 42).

1.3.10 Teorem f € C,;(T,R) olsunve a < b, a,b € T* alalhm.

i. Eger T = R ise
b b
f fat = f f(t)dt.

ii. Eger T = Z ise
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b—-1

ja ot = Y fao.

k=a
iii. Eger T = qZ ise
logg b-1
[ros=a-v Y e
k=logq a
iv.Eger T = hZ, (h > 0) ise
b=h
b
j F(O)At = Z f£(kh) .
a a
k=g

(Ozkan Um, 2007, s. 24).
1.3.11 Teorem f € C;4;(T,R), a,b € T, ve a < b olsun.
i. Eger T = Rise

f:f(t)Vt = fabf(t)dt,

burada sag taraf Riemann integralidir.
ii. Eger T = Z ise
b
[rove=3" rw.
a k =a+1

iii. Eger T = hZ (h > 0) ise

Sl

ff(t)Vt— > flnyn
(o @th

R
iv. Eger T = qZ ise
logg b
q—1
[rom=(0) Y e
q k=logq a+1

(Benaissa, 2020, s. 17).
1.3.12 Teorem f € C(T,R), a,b € T ve a < b olsun.

i. Eger T =17 ise
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[ ooct=oc§1f<k>+<1—oc) i £
a k=a

k =a+1

b-1 b-1
= fl@te Y fOO 1= Y 0+ (1-e)f(b)

k=a+1 k=a+1
b-1
- z F(k) + f(a) + (1= f(b). (1.3)
k=a+1

ii. Eger T = hZ, (h > 0) ise

b b
b ot R
[ o= Y nfio+ =20 Y hfeui)
¢ k=% k=%+1
b, b1
—o¢ f(a)htoc Z hf (hk) + (1-<) Z hf(hk) + (1= f(b)h
ke=p+1 ke=p+1
b_4
h
- z hf (k) +o F(@h + (1—) f(b)h (1.4)
ke=p+1

(Ferreira, 2008, s. 6).

1.3.13 Teorem a,t € T ve f: T — R bir fonksiyon olsun. Bu durumda f’nin

o integrali € [0,1] igin

t t t
f £(2) o T = f F(D)AT + (1—c) f F)Vr (1.5)
a a a
seklinde tanimlanir. o, integrali 4 ve V integrallerinin lineer kombinasyonudur. Genelde
t € T igin
t e
( [r@e. r) = f(© (16)
a
saglanmaz.

Farkli dinamik tiirevler ile ¢, integrali arasindaki oOzellikleri gérmek ilging
olabilir. Bilindigi gibi farklh tiirevler ve integraller arasindaki etkilesimler a(p(t)) ve

p(a(t)) fonksiyon bilesimine yakindan bagldir. Sol-yogun, saga-dagilmis noktalarda
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o(p(t)) # t ve sag-yogun, sola-dagilmis noktalarda p(o(t)) # t oldugundan dikkate
almamiz gerekir. Bu ylizden bu noktalar1 ayr1 ayr ele alalim. Kolaylik saglamasi

acisindan agagidaki kiimeleri tanimliyoruz.
A:={teT: t solyogun ve sagsacilimhdir}
B :={t € T: t solsacilimh ve sag yogundur}
C:={t€eT: tsolsagilimh ve sag sacilimlidir} (1.7)
D :=={t e T: t solyogunve sag yogundur }
(Sheng et al., 2006, s. 401).

1.3.14 Lemma a, t € T alalim. Eger f: T — R nin sol taraftaki limitleri T deki

sol yogun noktalarda mevcutsa ve fat f(t)At T iizerinde nabla tiirevlenebilir olsun.

t v f(p(©)) egerteBuUC,
<f f(T)AT> - lirtnf(r) egert € AUD. (1.8)
a >t~
a,t € T alalim. Eger g: T — R nin sag taraftaki limitleri T deki sag yogun noktalarda

mevcutsa ve fat g(t)Vt T tizerinde delta tiirevlenebilir olsun.

g(o(t)) egerte AucC,

(f;g(r)Vr) - {Tli‘rtrgrg(r) egert EBUD (1.9)

(Sheng et al., 2006).
1.3.15 Lemma qa,t € T alalim. Eger f: T — R nin sol taraftaki limitleri T deki

sol yogun noktalarda mevcutsa ve fat f(t)At, T iizerinde o tiirevlenebilir olsun.

t %0 (1) gert EBUC,
(L f@ar) " = f(6) + (1—oc){£,slpf(3 eig;t ciup (110

a,t €T alalim. Eger g: T — R ‘nin sag taraftaki limitleri T deki sag yogun

noktalarda mevcutsa ve f; g()Vt T lizerinde o tiirevlenebilir olsun.

g(o(t)) egerte AucC,

(fatg(r)Vr)%‘ = (1—) f(t)+ {lmg(r) cgertepup, (D

(Sheng et al., 2006).
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1.3.16 Teorem. a,t € T alalim. Eger f: T — R nin sol taraftaki limitleri T deki

sol yogun noktalarda mevcut ve sag taraftaki limitleri T’ deki sag yogun noktalarda

mevcutsa, fa f (1) o T, T lizerinde o tiirevlenebilir ise

(f f(T) oy T> ) =(1-2x+2 x?)f(t)

(lmf(@) +f(o(D), egerteA
flp(®) + Ilirtrkf(‘r), egert € B

flp@®) +f(c(®), egertec
Llirp_f(r) + Tlirtqrf(r), egert € D

+o¢ (1—x) (1.12)

(Sheng et al., 2006, s. 402).

1.3.17 Teorem a,t € T ve f: T X T - R alalim. Eger f, birinci degiskene gore
o, tiirevlenebilir, ikinci degiskene gore sol taraftaki limitler sol yogun noktalarda
bulunur, sag taraftaki limitler sag yogun noktalarda bulunur ve f: f(1) oo T, T lizerinde

o tlirevlenebilir ise

(f f(t,7) o T) = f fox(t, 1) 0o T+ f(a (D), 1) + (1—)* f(p(t), 1)
{Tlirin_f(p(t), )+ f(o(t),0(t)), egerteA
f(p(®),p(®) + lim f(a(t),7), egert€B

f(p@®,p(®) + f(0(t),a(t)), egertec
Lim f(p(),7) + lim f(o(t),7),  egert €D

+o¢ (1—ox) (1.13)

(Sheng et al., 2006, s. 402).
1.3.18 Teorem a,b,t €T ve c € R sabiti ile f,g: T — R fonksiyonlar1 i¢in

diamond-« integrali asagidaki 6zellikleri saglar.

i f;[f(T) +g@®)] ox T = f;f(T) o0 T+ f:g(r) oo T. (Toplamin integrali)
ii. f; cf(t) e T=c f;f(r) 0 T. (Sabit katsay1 ile ¢carpim)
jii. f; f@ogt=—] ta f (1) ox T . (Sinirlarin yer degistirmesi)
iv. f; f(@) ot = f: f(T) o T+ fbt f (1) o« T. (Araliksal ayrilma)
V. f; f (1) o T = 0. (Baslangigtan sona kadar ayni nokta)

vi. Eger f(t) > 0 ise f;f(r) 0, T=0.
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vii. Eger f (1) = g(7) ise f:f(r) 0o T = f;g(r) 0q T.

bi¢imindedir (Malinowska, 2008, s. 3-4; Atasever, 2011, s. 22).

1.3.19 Teorem Verilen a,b € T ve a < b olmak lizere asagidaki durumlar

gecerlidir.

1. f: T—> R sabit fonksiyon ise bu fonksiyon a noktasindan b noktasina

o Integrallenebilir olup,

b
J f@) ot =0c(b—a) (1.14)

bi¢iminde ifade edilir.

2.[a,b] aralignda tanimli iizerinde her monoton fonksiyon f: T — R,
o Integrallenebilir.

3. Siireklilik ~ kosulunu  saglayan her fonksiyon f:T— R, [a,b] aralifinda
o, integrallenebilir.

4. Eger f: T — R fonksiyonunun yalnizca sonlu sayida stireksizlik noktas1 varsa ve bu
fonksiyon sinirliysa, o halde f, o, integrallenebilir.

5. f diizenli (regiile) bir fonksiyon ise, yine ¢, anlaminda integrallenebilirlik saglanir.

6. Eger f fonksiyonu [a, b] araliginda sinirli ve ¢ integrallenebilir ise, o zaman her [c, d]
C [a, b] alt araliginda da f, ¢, integrallenebilir olacaktir.

7. f, a ile b arasinda o, integrallenebilir bir fonksiyon ise, bu durumda mutlak degeri

alinmis hali olan |f| de ¢ integrallenebilir olur ve asagidaki esitsizlik saglanir.

|fff(r) O T| < fab If (D] o T (1.15)

Bu 6zellikler Malinowska ve Torres (2008, s. 4) tarafindan verilmistir.
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IKINCi BOLUM

ZAMAN SKALASINDA BAZI DINAMIK ESITSIiZLIKLER

2.1 Holder ve Minkowski Esitsizlikleri

Ters Minkowski esitsizliginin zaman 6lgekleri altinda yeniden hesaplamalarini da
kapsayan genel esitsizlikler asagidaki gibidir.
Holder 1889°da asagidaki esitsizligi ispatladi (Holder, 1889, s. 38).

1

zn: XYV < <zn: x,i’) (Zn: y,j)q. (2.1)

k=1 k=1 k=1

S|

Burada {x; }}-; ve {yi}r=1 pozitif degerli diziler ve p > 1 i¢in % + % =1dir. p<O0 ve
q < 0 ise (2.1) esitsizligi tersine gevrilir ve (2.1) denkleminin integral formu asagidaki
gibi olur.

1 1

b b o[ (b q
jf(x)g(x)deU fp(x)dxl ng(x)dxl (2.2)

Buradaa,b ER, p > 1igin%+%= 1ve f,g € C([a,b],R). Eger 0 < p < 1ise(2.2)

denklemi ters gevrilir. Ozellikle Minkowski esitsilizligi, Holder esitsizliginin bir
uygulamasi olarak kabul edilir. Bu esitsizlik p > 1 i¢in f ve g nin [a, b] lizerinde negatif

olmayan siirekli fonksiyonlar oldugunu asagidaki sekilde gorebiliriz.

O<fabfp(x)dx<oo ve 0<f;gp(x)dx<oo

1 1

b 5 b b >
(f (f(x) + g(x))p dx)p < <J fP(x) dx)p + (f gP (x) dx)rJ (2.3)
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Bougoffa (2006) Minkowski esitsizliginin tersine iliskin bir integral esitsizligini

sundu.
Eger f,g > 0, p > 0, Vx € [a, b] igin asagidaki esitsizlik saglanir.
f ()

l<m<—<M
g(x)

b 5 /(b v
<J fp(x)dx> +<J g”(x)dx)

1 b P
bk [erora). o

Sulaiman (2012), ters Minkowski esitsizligine iligkin asagidaki sonucu ortaya

=

koydu.

Eger f,g >0, p =1, Vx € [a, b] i¢gin

1<BS§%Sm
m+1( P p > b b b b
m([ (f(x)—g(x)) dx) S(f fp(x)dx> +<f gp(x)dx>
1
B+1/ (b P
SB—f1< f (f(x)—g(x»‘”dx)p 25)

Soraysang (2013), asagidaki esitsizligi gosterdi.
Eger f,g >0, p>1veVx € [a,b] igin

1<E<B<®@<py

gx) —
sart1 saglantyorsa
m+1/(? » % b % b %
— E(f (f(x) —Eg(x)) dx) < <f fP(x) dx) + <f gP(x) dx)
1
B+1/ (P p
< 5 jE (]a (f(x) — Eg(x))p dx)p (2.6)

esitsizligi gecerlidir.
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Benaissa (2020), ters Minkowski esitsizligine iliskin asagidaki sonucu ortaya

koydu.

Eger f,g >0, p=1 ve Vx € [a,b]igin y > 0 olacak sekilde dyle ki,

1<E<B<Y®<cp

gx) — 7
_mty ’ P % b % b %
y(m—E)(f (yf(x) —Eg(x)) dx) g(f fp(x)dx> +(f g”(x)dx)
B b 1
= ;@§§9%5<j‘(Vf(x)—-Eg(x)Y’dx>p (2.7)

esitsizligi gecerlidir.

Yine Benaissa (2020),egery > 0,0 <p < q, f,g > 0, w bir agirlik fonksiyonu

ve Vx € [a, b] i¢cin

1<E<Bs§f3m, (2.8)
m+y b % b . %
m( | w(x)dx) ( | Gre) B9 we) dx)
1 1
b @ /(b 7
S(l W(x)fq(x)dx) +<] w(x)gq(x)dx>
< Btv wa(x)( £(0) = Eg(x)) dx | @ (2.9)
< E-n\ y g ) .

esitsizligini gostermistir.
Benaissa (2022), asagidaki esitsizligi ispatlamistir.

Eger y >0,0<p <gq, f,g > 0 ve (2.8) numarali kosul saglaniyorsa o zaman
asagidaki esitsizlik gecerlidir.

P
1- b a
i (RN ( [ (e - Eg)pweo dx>q
b 7 b 7
< <f w(x)f9(x) dx) + <f w(x)g(x) dx>
b 1
< %( f WG (rf (%) —Eg(x))qu> i (210)

Yukaridaki esitsizlik, 0 < p < 1 veya p < 0 i¢in tersine doner.

31



Bohner ve Peterson (2001), zaman skalalar1 {izerinde Minkowski esitsizliginin

delta integral formunu asagidaki sekilde vermistir (s. 105-106).
a,b €T, f,g € Cy([a,bly,R*), p>1 igin zaman olgeklerinde (2.3)
esitsizligini asagidaki gibi sunmuglardir.
1 1

Ub(f(t) + g(t))pﬂt>5 < <fbfp(t)At>5 + <fbgp(t)zlt>5. (2.11)

Akin (2020), zaman skalalar1 iizerinde bazi integral tiirli esitsizlikler sunmustur.
f,g:1 » R fonksiyonlarinin [ = [a,b] S T iizerinde 4 integrallenebilir ve 1 <1<
fP,g° <L < o vep > 1 oldugunu asagidaki sekilde kanitlamigtir.

, Lo 1 1 1
([rwa) +([gora) <2V ([ vo+sora). e

2.2 Bazi Dinamik Esitsizliklerin Diamond Alfa Hesabinda Genellemeleri

2.2.1 Holder esitsizligi: T bir zaman 0lgegi, a,b €T, f,g € ([a,b]ly, R)

< o ol . . 1,1 .
araliginda siirekli fonksiyonlar olmak tizere > + pi 1 ise 0 zaman

b b % b %
f If(t)g(t)l%ctSU FOIP o t) (f gD o t). (2.13)

esitsizligi gecerlidir. Burada, p > 1, q = ﬁ ‘dir (Brito da Cruz, Martins, & Torres,
2013, Theorem 4, s. 5-6).

Ispat:

x, y negatif olmayan reel sayilar olmak iizere agsagidaki esitsizlik gecerlidir.

QR

1
xPyd <=+

TR
Q<

Eger [ [J1f @1 o t] | [ 19@)17 0w t]" = 0 olursa f(2) = 0 veya g(8) = 0

oldugu agiktir. Bu nedenle sifir olmayan fonksiyonlar i¢in ¢aligalim. Bu tanim altinda

FOF - 9@
J 1g@I7 0p

x(t) =

L@ e

tanimlamalarin1 Young esitsizliginde kullanarak
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li0] 9Ol _1_OP_ 1 lg@r
[L21F @I 0w ] [ 19 @14 0. 7]

= (b a (b
TP LI@P et 40 9@ 0u
esitsizligin her iki tarafin1 a ile b arasinda integralini alarak asagidaki denklemi tliretelim.

b If (@] lg(@®)] - Pl1 If@IP 1 [g®]
1 1= W b - t
’ [fblf(r)lp oocr]ﬁ[fblg(r)lq oocr]a @« PLIf @I eat @[ 1917 ouT
1 1
=—+—-—=1.
p q

Eger p = q = 2 alirsak, yukardaki denklem dogrudan Cauchy-Schwarz esitsizligini
Verir.

2.2.2 Cauchy-Schwarz esitsizligi: T bir zaman dl¢egi, a,b €T, f,g €

([a, b], R) araliginda siirekli fonksiyonlar olmak iizere

b b b
f F(Dg(D)] on t < <f F(D2 t)(f PO t) (2.14)

Sonraki adimda Hoélder esitsizliginin kullanarak Minkowski esitsizligini ¢ikaracagiz.

2.2.3 Minkowski esitsizligi: T bir zaman 0lcegi, a,b €T, f,g €
([a, b]t, R)araliginda siirekli fonksiyonlar olmak tizere

1 1

b % b P b P
(f If(t)+g(t)l”<>o<t> s(f FOP o«t) +<f 9@ o«t) ,(215)

burada p > 1 (Aly, Saied, Ibedou, Algolam, & Mohammed, 2024).

Ispat:
b b
f lf (&) + g o t = f IF@®) + g@®PHf®) + g o t

b b
sf If(t)+g(t)|p‘1|f(t)|<>o<t+f If (@) + g(®OIPg(O)] o t,

licgen esitsizligine gore sOyleyebiliriz. Daha sonra Holder esitsizligini g = ﬁ olacak
sekilde uygularsak agagidaki sonucu elde ederiz.

1
q

b b % b
[ r@+gr ms(j O o t) (f £+ g(&)| @10 m)
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1

b l b
+< f 9O os t)p< f F(O) + g(O) P9 t)q.

Denklemin sag tarafi suna esittir.

1

b % b % b 7
(f FOIP omt) +<f @O omt) (f £ + g ooct)

1
denklemin her iki tarafini [ f:l f(@)+g@®)|P o t]q ile bolersek Minkowski esitsizligine
ulasiriz.

2.2.4 Jensen esitsizligi: a ve b reel sayilarmi alalim. g:[a,b] - (d,e), d,e €

R, u € C([a, b, (e, d)) ve v € C([a,b], RT). Eger F € C([e, d]r, R) konveks ise

(fbu(t)V(t) O t) fb u(t)F(v(t)) onc t
F|=2 <:a _

(2.16)
b b
J, u®) o t J, u(t) o t
Eger F konkav ise (2.16) esitsizligi tersine gevrilir.
Eger F(t) = t* ise
[u@v© o t)  [Pu@vA(e) sut
5 <=4 , A>1, (2.17)
fa u(t) oo t fa u(t) o t
b A b
u(t)v(t) o  t u(vA(t) on t
(f“b “) . . —, 0<A< 1 (2.18)
fa u(t) oo t fa u(t) oo t

Bu, zaman Olgekleri ¢ integral icin genellestirilmis Jensen esitsizligidir (Sidi Ammi,
Ferreira, & Torres, 2008).

2.250rnek T=7Z ve n € N olsun. a = 1 ve b = n + 1 olarak sabitleyelim ve
g:{1,..,n+ 1} - (0, ) bir fonksiyon disiinelim. F = —log fonksiyonu konveks ve

stireklidir, bu ylizden Jensen esitsizligini uygulayabiliriz.

n n+1 n+1
log %(oc Zg(t) + (1—o<)Zg(t)>] = log [%f 9(8) o t]
t=1 t=2 !

n+1

1 n+1 1 n
2o [ loalo@) et = Koc RECOREEINE (g(t))>]
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1-x

= log {]_[ g(t)} +log “_[ g(t)}

Dolayisiyla,

1-x

( Zg<t>+(1 «)fg(t)> {ﬂg(t)}n{ﬁg(t)}

= 1alindiginda iyi bilinen aritmetik ortalama-geometrik ortalama (AM-GM)

esitsizligini elde ederiz.

%ig(t) > {ﬂ g(t)}ﬁ.

2.2.6 (AM-GM): a,b € T, f € C(T,R) siirekli bir fonksiyon olsun.

(Hﬁ( )) <L flm (2.19)

burada f;(x), x = 1,2, ...,n olacak sekilde negatif olmayan fonksiyonlardir (Ferreira &

Torres, 2008; Sidi Ammi, Ferreira, & Torres, 2008; Aly et al., 2024).

227 Lemma a,b€ T, b >a, 0<p<gq, uv € C([a,blr, R) olarak kabul

edelim.

1 q— 1

b 5 (b ST/ b g
(j u(t)vP(t) oy t> < <J u(t) o t) (f u(®)vi(t) oy t) (2.20)

(Benaissa, 2022, s. 1797, Lemma 2.2).

Ispat:

b b q-pr 14
j WP (E) o t = j <u q (t)) (uq(t)vp(t) o t)
q-p

14
b g b a
< <J u(t) o t) ! O u(t)vi(t) o t)q

a-p 1

b P b W b E
(f u(t)vP(t) oy t) < (f u(t) o t) (f u(®)vi(t) oy t) .
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UCUNCU BOLUM

TEORIK BULGULAR VE UYGULAMALAR

Teorem 3.1 a,b € T olmak ilizere b >ave 0 <p <q olsun. Her i =
1,2,..,ni¢iny > 0ve f;, g;,w; € C([a, b]t, R") fonksiyonlar1 pozitif ve siirekli degerli
olsun. Ayrica sabitler 4, B,C € R dyle ki

i (t
0<A<BSyfl()SC, vVt € [a,b]yvei=12,..,n.
9:(t)
Bu kosullar altinda asagidaki ters Minkowski tipi esitsizlik saglanir.
1
C+y ?
o) x([T]
i ( f ﬂ(w ©) o ) f (170 A ) )
n l n l
fb S ow@OF© ) fb S ow®gl®  \?
< ot ] + on t
a n a n
q 1
Bty (("Zrfi® - 4g:®) Ow® = 3.1)
“y(B-4) n ) '
ispat:
[lk olarak asagidaki temel esitsizligi ele alalim
i (L
0<A<BSWCL()SC, i=12,..,n (3.2)
9:(t)
ool 1 1 ya® _1 1
A B~ A fit) A C



Her iki tarafin terslerinin alinmasiyla esitsizlik, uygun bigimde yeniden diizenlenmistir.

Bu adimda ters alma iglemi, esitsizlik yonlerine dikkat edilerek gergeklestirilmistir.

B—A _vfi(®—Agi(H) _C—A

0< < <
AB Avfi() AC

Elde edilen ifade paydalar esitlenerek sadelestirilmis ve yf;(t) — Ag;(t)bigiminde bir

farkla yeniden yazilmistir.

¢ _ Yfi(®) __B

O<T—A57/®-49.0 ~B-4

(3.3)

Bu oran, ispatin devaminda kullanilacak olan smir degerlerini belirlemek amaciyla

degerlendirilmistir.

C(yfi(t) — Agi(D)

ye-n =00
BOA® — Agi(0)
a-ay Y

0 < p < q oldugundan (3.4) denklemini asagidaki gibi yazabiliriz.

n 14 n
[ oo [EDA0ON < T o)

y(C—A4)

i=1

0 < p < g oldugundan (3.5) denklemini asagidaki gibi yazabiliriz.

Z [y 00 - IOIRICE Zf" Ow, (O

(3.6) ve (3.7) denklemlerini a’dan b’ye integralini alarak sunu elde edebiliriz.

1
P

C b » N
mOa L_l[[yfi(t) — Agi(©O]n [w; ()] o t)
1
b~ 1 14
= (_[ H[Wi(t)]ﬁ (fﬁ(t)) 0 t) _
b n
( Z £ wi(8) o t)

i=1

Q=

37

(3.4)

(3.5)
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(3.7)
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1

b q
<= A)< Z(yﬁ(t) Agi(®) ' wi(®) o« t>. (3.9)

(2.20) denkleminde u(t) = ]'[?=1(wi(t))5, v(t) = H{;l(fi(t)ﬁ olarak uygularsak

( j ’ ﬁ[wi(t)]% (fﬁ(t)) o t)ﬁ
b l_ % b %
s([ H[Wi(t)]%%ct) ( f H[wia)]%(ﬁ%(t)) t)

Daha sonra (3.8) denkleminden sunu elde ederiz.

1 p—q

C b P P b ) Pq
m(f H[Wi(t)—Agi(o)]"[wi(t)]%o«t) x(f [ [owiom e t)
b2 1/ q %
s(f ﬂ[m(t)}ﬁ(ﬁ-ﬁ(t)) h, t> | (3.10)
a =1

(3.2) denkleminden sunu ¢ikarabiliriz.

B_A< Yfi(t) — Ag;(t) <
gi(®) N

—A

Bu nedenle

1 1
T4 (vfi) = Agi(®) < g:(®) < B4 (vfi(t) — Ag; (D) (3.11)
0 < p < q oldugundan (3.11)’den sunu yazabiliriz.

1

14

= A)(f H[(Vﬁ(” Agit))]% Wi (O] o t)
1
b D

S(f n[gi(t)]% % t) : (3.12)

1
b a
(.f Z[(gi(t))]q[wi(t)] o t)

i=1

38



1

b n
(j Z[(yﬁ(t) Agi)] wi(®)] 0 t>- (3.13)

S

1 1
(2.20)'de u(t) =[x, wl.p(t) ve v(t) = [[i=, g{'(t) olacak sekilde alalim.

( j b ﬁg?@ W (O o t)5
} q-p 1

< ( | b ﬁ[wi(tn% . t) B ( | b ﬁ[wiu)]%g?(t) u t)q .

Boylece (3.12) denklemi sunu verir.

1 p—q

1 b= P 1 P b 1 q
=) (f | [[oA@ - agi@)r o o t) ><< [ Tlm@re t)
b 1 4 %
= (j H[Wi(t)]ﬁgin(t) 0 t) (3.14)
a4 =1

(3.10) ve (3.14) denklemlerini taraf tarafa toplayarak

1 p—q

C+y < b ( p 1 >p < b 1 )pq
Y (6) — Agi(O) M wi(®)]n o t | X [w; ()] o t
Y(C - A) Ja D fa i=1

b~ aq % b a %
< (j [ Jwm o m) +<f ]_[[wi(t)]%g?(tmct) (3.15)

elde ederiz. (2.19) denklemine gore asagidaki esitsizlikleri yazabiliriz.

Yaw; (t)f (1)

[ [owor s <
i=1

n

1 4
[ [wo@rgro <

i=1

T aow(D)gi ()

n

Bu denklemleri (3.15) denklemine su sekilde uygulayabiliriz.

p—q

C+y < b= ( D 1 > < b )pq
vfi(®) = Agi )P wi (Dm0 t | x [wi (O] o t
y(€ —4) Ja H fa ]
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1

. El
<.f Zl 1Wl(t)f (t) ) <f Zl 1W1(t)glq(t) t)q. (316)

(3.9) ve (3.13) denklemlerinden sunu elde ederiz.

1

< f”Z?:lwi(t)fi" (t) . t>5 N ( f”Z?:lwi (g ®) . t>5
a n a n

1

B+y ([ (*Zhl(vfi® — 4gi@)]'wi@® )
_y(B—A)< - on t (3.17)
(3.16) ve (3.17) bir araya getirilerek
C+y (fb ﬁ D 1 z Jb 2 1 w
[vfi(©) — Ag; @O ]n[w; (O] o t) X ( [w; (D)]7 0 t)
v€=A\J i=1 =

[uny

< f Py m(t)f‘*(t) ) < f py 1wl(t)gl ® . t>5

1

B+y <JZ v fi(e) - Agl(t)]"W(t) t)5
V(B A) O

esitsizligini elde ederiz ve boylece ispat tamamlanmis oldu.

Sonug¢ 3.1.1. T = R alalim. n = 1 i¢in (2.9) denklemi elde edilir.

Sonu¢ 3.1.2. T = Nalalm. a,b EN,0<p <q, y> 0, {fi}\-1, {g:}=1, W},
pozitif dizilerdir. Oyle ki,

O<A<BSyfi(t)SC, x €N
9:(t)
ot)=t+1, u) =1, p(b) =b—1
1 p—q
b-1 n p 1 ) b-1 n 1 pq
> | o5 - ag@)rw ol > [won
t=a+1 i=1 t=a+1 i=1
C+ p 1 = 1
wn| * =] lr@-ag@rw@r | x| o] @
i=1 i=1

“ 24 1 & 1
+(1- | [[6A®) - ag @) wiin |\ +a-0 | [woi
i=1 i=1
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Q=

n

(b”'zglwmwﬁqayﬁx2£lwffwfan+(1_“)2£1wxby?an)

1

+< ”z S5O 2?=1wi;a>gf’ (@ | (1o Z B (b))q
t

n n
=a+1
S S [0A© - A @) 'wi@ \*
n
B t=a+1
5 )/(B+—]:4) 4o Bl (rfi(@) - :gi(a))]qwi (a)
n ' _ ' a
(1o Dl (fiB) :gl(b))] w; (b)

Teorem 3.2 a,b € T olmak lizere b >ave 0<q <o olsun. Her i =

1,2,...,ni¢iny > 0 ve f;, g;,w; € C([a, b]y, R") fonksiyonlar: siirekli ve pozitif degerli

olsun. Ayrica sabitler A4, B,C € R dyle ki (3.2) esitsizligini ele alalim.

Egerp > 1ise
P
n q

1-p 1
(D) o t X (vfi(®) — Agi(®))® (Wi (D)) oo t
Y(C _A) L 1:1[ fa i=1

" (6) 9 7 P gl a
) Ob Ziﬂw;(t)fl ©, t) +<j Zi=1wln(t)gl ©, t)

1

B+y [ (PXh.(vfit) —Ag:) ®w; () |1
_V(B_A)( - o t ] . (3.18)

EgerO0 <p < 1lise

p—1 1
b 2 1 q p. % ;
C+y (J 1_[(Wi(t))ﬁ 0 t) X < n(yﬁ(t) — Agi(t))%(wi(t)) oy t)

y(C — 4) a 11

q
n D n
S(szi-lwir(lt)fi (t) ) +<bel 1w(t)gl (t) t)

QS
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Q3

a
_ Bty ( S (Vi) — AG OV Owi(®) t)

“y(B-A4) n (3.19)
ispat: Bu teoremi ispatlamak i¢in iki durumumuz var.
Eger p > 1 ise (3.2)’den
¢ _ vh®  __B
C-A"vfi(t)—Ag(t) " B—-A4
n q n
C np 1 q 1
l_[ e VA0 - 20 0)]” u @ < E[[fi(t)]np Wi (320)

2[(12@))] wl<t)_2[ s O - 49.0)] W @2

i=1

(3.20) ve (3.21)’1 a’dan b’ye diamond- integralini alirsak

p

C b( r q 1 q
SC—n [(Yfi(© — Agi (©)) ] [w; (O] o t)
y(C —A4) fa 1:1[

b q
SJ ( [f;(®)] nP Wl(t)]no t) . (3.22)

1

f b (i fi1(®Ow; (t) o t)q

B b q
= V(B_A)f <Z[(yfi(t)_Agi(t))]qu(t) o t) . (323)
@ \i=1

1 q
(2.18) esitsizligine gore u(t) = [T, (w; ()" ve v(£) = [T, (f;(£))* ve A = % <1

olarak alirsak,

1

1 q P
2 T ) () ouct 1(w )" (ﬁ(t))”p ot
’ H?:l(wi (t))ﬁ o t 1(W1(t))n o L
(3.22) den sunu yazabiliriz.

1-p
b 1 q b
V(CC_ A) (L 1=_1[[Wi(t)]ﬁ 0 t) X (L |

L=

n

Q3

[(vfi®) - Agl(t))] wl(t)no t)
1
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b= %
s(j [ [ [vw(t)]%m) . (3:24)

(3.2)’1 kullanarak sunu elde edebiliriz.

(t)—Ag;: (t
0<p_a< O 45©O .

gi(t)

Dolayisiyla,

1 1
T4 (vfi(®) —Agi(®)) < g:(©) < m()’fi(t) —Agi(®)

Esitsizligin ilk tarafini uygun kuvvetler altinda ¢arpimsal, ikinci kismin1 da toplamsal

formda yazip integral formuna tasiyabiliriz.

b a 1 q
(c . 4) (J [ 1650 - ag: @) g o t)
a =1

p

b q
< ( [ T Tt wwioise. t) , (3:25)

veE

1
q

b n
( PNAGITAGES t)

a i=1

b %
< Bi A( D 10A® - 4g©)] wi(®) o t) . (326)

i=1
1 a
verilen_(2.18) esitsizliginde u(t) = [T, (w;(®))™ ve v(t) = [T, (g: (D)™ A = % <1

olacak sekilde uygularsak

(Jb ﬁ[gi(t)]% [wi(t)]% oy t)
n - p-1 .
< (]bﬂ[wl-(t)]% ou t) 1 (jb H[gi(t)]% [Wi(t)]% o t)

olur. Boylece (3.25) denklemi suna doniisiir.

Q3

Q=
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14
n q

1-p
b & q b B
(€~ A)O b O t) XO H[(Yfi@—Agi(w)]"ﬂwi(t)]%ooct)
_ _ 1
q q
(f Hgl(t)ﬁ Wi ()7 o0 t) _ (327)

(3.24) ve (3.27)’yi topladigimizda sunu elde ederiz.

1-p »

b a3 b z

V(CCT;D (f H[Wi(t)]% 0 t) X (f H[(yfi(t) — Agi(t))]rg_p [w,; (t)]% on t)
. a

(f H O w1 f) <f n[gl(t) i fwy (O] o t) . (3.28)

(2.19) esitsizligini

1

(2 LA w (O o t) ve (S Teala O [w (O o t)"

ifadelerine uygulayarak (3.28) denklemi suna doniisir.

1-p

P
b2 a7 p 2
y(c;'-l__];l) (.f H[Wi(t)]% 0o t) X (J n[(yfi(t) - Agi(t))]nq_p [w; (t)]% 0u t)

< <jb2?=1ﬁq(t)wi(t) > (f Zl 1glq(t)Wl(t) t)a ) (329)
a n

(3.23) ve (3.26) denklemlerinden

1

j”Z?:lﬁ-q(t)wi(t) J Y. g (t)w @ ¥ a
a n

By (PELf0A® - Ag@)]'wi®) )
~y(B - A4) n )

(3.29) ve (3.30) bir araya getirilerek

(3.30)

1-p

b q p.
V(CCJF_];D (f H[Wi(t)]% 0 t> X (f H[(yfi(t) - Agi(t))]rg_p [w,; (t)]% 0y t)

1

< <jb2?=1fiq15t)wi(t) )q (] Xi=19; (t)W (t) t)a

14
q

=




By ((PELIOA® - 4g@O)]'wi®) )
“y(B-4) n ]

Boylece (3.18) gosterilmis oldu.

Eger 0 <p<1lise

C Yfi () B
C— A=Y -Ag (D B4

n

C q 1
(y(C A)) n[(”fl(t) Agi (O w T H[fi(t)]% [w,(O]  (3.31)

i=1

a B 4
zﬁ-”(owi (0 < Z PRI RN CEEY
i=1 =1

(3.31) ve (3.32)’yi a’dan b’ye diamond-« integralini alirsak p, ¢ > 0 olmak {izere

1

C b 2 q 1 q
[(Vfi(®) = Agi(®) | wi(O)]n o« t)
y(C = 4) (fa D

b~ %
s(j [ [ [m(t)ﬁm) . (3.33)

A\

n p
(sz OPwD) o t)q

a i

14
q

b n
]/(B A) (f Z (vfi® - Agl(t))]”w (t) o« t>. (3.34)

i

QA7)yi A= % > 1, u(t) = }‘zl(wi(t))Z vev(t) = ?zlff(t) olacak sekilde

uygularsak

( f b ﬁ[ﬁ(t)]% [wi (O] o t)a
n 1i-p
S(fbnw(t)no t)q (f Hfl(t)”l’ W(t)no t).
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Boylece (3.33) esitsizliginden sunu yazabiliriz

1 p-1

C b - a 1 a b n 1
C—D [(vfi(®) = Agi(©) M [wi ()] o t) X ( [w; (£)]7 0o t)
y(€ = 4) (L D fa | |

< ( j [ Jtrr i - t) . (3.35)
a =1

(3.2) ‘den sunu ¢ikarabiliriz.

O<B—Asyfi(t)_Agi(t)§C—A
gi(t)

dolayisiyla,

1 1
T4 (vfi(®) —Agi(®) < g:;(©) < m()/fi(t) —Ag:()

q > 0 igin
ot R
Gy (f | [[0A@ = Agi @) b °o<t)
I
S( ]_[[gxt)]ﬁ[wi(t)]m“t)_ 536
A\

( | Sl Fw - t)

i=1
14
q

b n
(f Z[(yﬁ(t) Agl(t))]pw (©) o t). (3.37)

i=1

I/\

1 a
217)yid = % > 1,u(t) = [[ieq[wi (O] ve , v(t) = [}, g/ (t) olacak sekilde

(
, 1p
S(LbHWl(t)]no t>q (f ﬂg(t)]P [, ()] o, t).
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uygularsak

1

a 1 a
[g: (O] [w; ()] o t>
1

n

l:



(3.36) denklemi suna doniisiir.

q
(¢ - A)(f H(Vfl(t) Agl(t))]"w(t)no t) X

( f 1_[ [g.(O)] [w; ()] o t) . (3.38)

(3.35) ve (3.38) esitsizlikleri taraf tarafa toplanirsa

Qs

|

p—1

yé‘iﬁ)([ HW(t)no t) (f l_[(yfl(t) Agl(t))] W(t)no t)
(it o Pt . o

(2.19) esitsizligini (3.39)’un sag tarafina uygulayarak

p—1 1

yéti)([ nwl(t)no t) (f l_[()/fl(t) Agl(t))] Wz(t)"° t)

a q
b ?=1ipt it lllt t
S(LZ fi)W() > <JZ g()W() t) (3.40)

elde edilir. (3.34) ve (3.37) esitsizlikleri taraf tarafa toplanirsa

12 n 12
( | S P om© o t)q " ( | "y P om@ o t)q
p

B+y b
V(B A)(fa.

l

n q
[(vf:(® —Agi(t))]%wi(t) O t) : (3.41)

(3.40) ve (3.41) bir araya getirilirse
p-1
C+y b 1 q b,
y(C —A4) (Ja L_l[[wi(t)]n 0 t) X (L |
q

bymn p ;

_ < [RLACICH <
a n

1

[(yfl(t) Agl(t))]” [w;(t)]n n<> t)

a q
f”Z?:lgf’ Owi(®) .
a n *

L]
=

QI3
i




Q3

q
Bty [ ("ELl(fi® - Agi@®)Pwi(®) .
“yB-4\J, n x

Boylece (3.19) gosterilmis oldu.

Sonu¢ 3.2.1 T =Ralalm. a,b €R, b >a, 0< g <o, y> 0, {f;i}-,,
{9}, {w; 3L, pozitif dizilerdir oyle ki, f;, g;, w; € C([a, b], RY), i =1,2,..,n

vfi(®)

0<A<B<
gi(t)

<C, i=12,..,n

Egerp > 1ise

1;1’ p
q

[(vfi®) - Agl(t))]m’ [w; (£)] ndt)
1

n

y(Cc+yA)<fb. W‘“”‘”) X(Lb.

l:

<J”Zl 1f"(t)wl(t) ) +<f Y19 (t)wl(t) >

1

B+y fz G fi® - Agl(t))]w(t)
y(B — A)

Eger 0 <p < 1lise

1

p—1
C b= a b q q
([ Tlmora) " «(f f_[(mm—Agmt))]n[wi(tn%dt)

i=1 .
a q q
by P ®w; () gl (t)w ®
< L - dt | + Ja "
B +y fz (i) - Agl(t))]l’wl(t)
V(B A)

Sonu¢ 3.2.2 EgerT=R alalm. n=1,p>1 ve 0< g <o ise b—a’yi

fab w; (t) dt ile degistirerek (2.10)’un diizeltmesini ve genellemesini elde ederiz.

Sonu¢ 3.2.4 T =N alalm. a,b €N, 0<p <q,y >0, {fi}lri, {gi} 1, W},
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DORDUNCU BOLUM

SONUCLAR VE ONERILER

Bu boliimde, zaman skalas1 teorisi ¢ergevesinde ters Minkowski esitsizliginin
diamond alfa tiirevi ile genellestirilmesi tlizerine elde edilen bulgular detayli olarak
sunulmustur. Literatiirde yer alan klasik ters Minkowski esitsizliklerinin zaman skalalar
izerinde yeniden ele alinmasi, hem teorik hem uygulamali matematik agisindan 6nemli
katkilar sunmaktadir. Bu kapsamda, diamond alfa tiirevinin sundugu esneklik ile yeni

esitsizlikler tiiretilerek ispatlanmistir.

Tezde ortaya konan (3.1), (3.18) ve (3.19) esitsizlikleri kapsaminda, diamond alfa
tiirevine dayal1 olarak tiiretilen yeni ters Minkowski esitsizliklerinin hem delta hem de
nabla 6zel durumlarimi kapsayan genellestirilmis bir yapt sundugu ispatlanmistir. Bu
teoremler, klasik esitsizliklerin hem siirekli hem ayrik zaman 6l¢eklerinde gecerli olacak
bicimde yeniden formiilasyonunu saglamaktadir. Ayrica, yapilan ispatlarda kullanilan
matematiksel araglar, Young esitsizligi, Jensen esitsizligi ve Holder esitsizligi gibi klasik

esitsizliklerin zaman skalasi teorisindeki karsiliklariyla desteklenmistir.

Diamond alfa tiirevi kullanilarak, klasik ters Minkowski esitsizliginin zaman
skalalarinda gecerli olacak sekilde genellestirildigi teorik olarak ispatlanmistir. Delta ve
nabla tiirevleri i¢in bilinen klasik esitsizliklerin, diamond alfa tiirevinin 6zel halleri

oldugu gosterilmistir.

Literatiirde yer alan Bougoffa, Sulaiman, Soraysang ve Benaissa gibi
aragtirmacilarin sonuglar1 ile tutarli ve onlarin calismalar1 iizerinde genisletici etki
gosteren genellemeler yapilmistir. Elde edilen sonuglar, zaman skalasi teorisinin

esitsizlikler teorisi ile arasindaki bagi netlestirmistir.



Bu béliimde sunulan teoremler ve esitsizlikler, zaman skalas1 teorisinin gelisimi
acisindan dnemli bir adim teskil etmektedir. Dinamik sistemlerin hem siirekli hem ayrik
yapilarla birlikte analiz edilebilmesini miimkiin kilan bu yapi, ¢esitli sistemlerin

analizinde igse yaramaktadir.

Bu c¢alismada elde edilen esitsizliklerin miihendislik, ekonomi ve biyoloji gibi
farkli uygulamali alanlarda test edilmesi, teorik sonuglarin pratik problemlerde
dogrulanmasina katki saglayacaktir. Ayrica, diamond alfa tiireviyle gelistirilen yeni
esitsizliklerin bilgisayar destekli ¢dziimlerle desteklenmesi, yontemin uygulanabilirligini
artiracaktir. Gelecekte, sistem kontrol calismalar1 ve rastgele sistemlerin analizinde bu
esitsizliklerin kullanilmasiyla literatiire yeni katkilar sunulabilir. Bunun yani sira,
literatiirde yer alan diger integral ve tiirev tiirlerinin (6rnegin fractional veya g-tlirevi)
diamond alfa tiirevi ile karsilastirmali olarak incelenmesi, zaman skalasi teorisinin

kapsaminin daha da genisletilmesini saglayacaktir.

52



KAYNAKCA

Akin, L. (2020). On some integral type inequality on time scales. In Conference
Proceedings of Science and Technology, 3, 141-144. Available from
https://dergipark.org.tr/tr/download/article-file/1218548

Atasever, N. (2011). On Diamond-Alpha Dynamic Equations and Inequalities (Ylksek
lisans tezi, Georgia Southern University).

Aly, E. S., Saied, A. L., Ibedou, I., Algolam, M. S., & Mohammed, W. W. (2024). Some
new generalizations of reversed Minkowski’s inequality for several functions via
time scales. AIMS Mathematics, 9(5), 11156-11179.
https://doi.org/10.3934/math.2024547

Bayour, B., & Torres, D. F. M. (2019). Structural derivatives on time scales. Mathematics
Interdisciplinary Research, 4(1), 49-61.
https://dergipark.org.tr/en/pub/mir/issue/44820/559667

Benaissa, B. (2020). More on reverses of Minkowski’s inequalities and Hardy’s integral
inequalities.  Asian-European  Journal of Mathematics, 13(1), 1-7.
https://doi.org/10.1142/S1793557120500643

Benaissa, B. (2022). A further generalization of the reverse Minkowski type inequality
via Holder and Jensen inequalities. Journal of Siberian Federal University -
Mathematics, 15(3), 319-328. https://doi.org/10.17516/1997-1397-2022-15-3-
319-328

Benaissa, B. (2022). The reverse diamond-o Minkowski inequality on time scales.
International Journal of Nonlinear Analysis and Applications, 13(2), 1795-1801.
https://doi.org/10.22075/ijnaa.2021.22507.2376

Bohner, M., & Matthews, T. (2011). Diamond-alpha Griiss type inequalities on time
scales. International Journal of Dynamical Systems and Differential Equations,
3(1-2), 234-247.

Bohner, M., & Peterson, A. (2001). Dynamic equations on time scales: An introduction
with applications. Springer Science+Business Media.
https://doi.org/10.1007/978-1-4612-0201-1

Bougoffa, L. (2006). On Minkowski’s and Hardu integral inequalities. Journal of
Inequalities in Pure and Applied Mathematics, 7(2), Article 60.

Brito da Cruz, A. M. C., Martins, N., & Torres, D. F. M. (2013). The diamond integral
on time scales. Center for Research and Development in Mathematics and
Applications, University of Aveiro. Retrieved from
https://arxiv.org/abs/1306.0988

53


https://dergipark.org.tr/tr/download/article-file/1218548
https://doi.org/10.3934/math.2024547
https://dergipark.org.tr/en/pub/mir/issue/44820/559667
https://doi.org/10.1142/S1793557120500643
https://doi.org/10.17516/1997-1397-2022-15-3-319-328
https://doi.org/10.17516/1997-1397-2022-15-3-319-328
https://doi.org/10.22075/ijnaa.2021.22507.2376
https://doi.org/10.1007/978-1-4612-0201-1
https://arxiv.org/abs/1306.0988

Dogrudz, T. (2016). Zaman skalas: iizerinde diamond alfa tiirevi ve integrali (Yiksek
lisans tezi). Gazi Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii.

Eker, M. (2016). Zaman skalasinda diamond-o. tipi esitsizlikler (Yiksek lisans tezi).
Yasar Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii.

Ferreira, R. A. C., Sidi Ammi, M. R., & Torres, D. F. M. (2008). Diamond-alpha integral
inequalities on time scales. arXiv. https://doi.org/10.48550/arXiv.0805.0242

Hardy, G. H., Littlewood, J. E., & Poélya, G. (1988). Minkowski’s inequality and
Minkowski’s inequality for integrals (2nd ed., pp. 30-32, 123, 146-150).
Cambridge University Press.

Hilger, S. (1988). Ein Mafkettenkalkiil mit Anwendung auf Zentrumsmannigfaltigkeiten
[Doctoral dissertation, Universitdt Wiirzburg].

Hoélder, O. (1889). Uber einen Mittelwertsatz. Nachrichten von der Kéniglichen
Gesellschaft der Wissenschaften und der Georg-Augusts-Universitit zu
Gottingen, 38—47. https://eudml.org/doc/180218

Malinowska, A. B., & Torres, D. F. M. (2008). The diamond a Riemann integral and
mean value theorems on time scales. arXiv. https://arxiv.org/abs/0804.4420

Messer, K. R. (2002). A second-order self-adjoint equation with mixed derivatives.
University of Nebraska at Lincoln.

Ogrekei, S. (2009). Zaman skalalarinda lineer dinamik sistemlerin asimptotik davranisi
(Yiksek lisans tezi). Gazi Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii.

Ozkan, U. M. (2007). Zaman skalasinda integral esitsizlikleri ve uygulamalar: (Doktora
tezi). Afyon Kocatepe Universitesi.
https://acikbilim.yok.gov.tr/bitstream/handle/20.500.12812/24866/yokAcikBilim

_9009686.pdf

Pan, J., Yang, S., & Wang, W. (2022). Reverse form of the Minkowski inequalities with
applications. Journal of Mathematical Inequalities, 16(3), 1051-1059.
https://doi.org/10.7153/jmi-2022-16-70

Rashid, S., Akdemir, A. O., Nisar, K. S., Abdeljawad, T., & Rahman, G. (2020). New
generalized reverse Minkowski and related integral inequalities involving
generalized fractional conformable integrals. Journal of Inequalities and
Applications, 2020(177). https://doi.org/10.1186/s13660-020-02445-2

Rezk, H. M., Valdés, J. E. N., Ali, M., Saied, A. L., & Zakarya, M. (2024). Delta calculus
on time scale formulas that are similar to Hilbert-type inequalities. Mathematics,
12(104). https://doi.org/10.3390/math12010104

Sheng, Q., Fadag, M., Henderson, J., & Davis, J. M. (2006). An exploration of combined
dynamic derivatives on time scales and their applications. Nonlinear Analysis:
Real World Applications, 7(3), 395-413.

54


https://doi.org/10.48550/arXiv.0805.0242
https://eudml.org/doc/180218
https://arxiv.org/abs/0804.4420
https://acikbilim.yok.gov.tr/bitstream/handle/20.500.12812/24866/yokAcikBilim_9009686.pdf
https://acikbilim.yok.gov.tr/bitstream/handle/20.500.12812/24866/yokAcikBilim_9009686.pdf
https://doi.org/10.7153/jmi-2022-16-70
https://doi.org/10.1186/s13660-020-02445-2
https://doi.org/10.3390/math12010104

https://doi.org/10.1016/j.nonrwa.2005.03.008

Sroysang, B. (2013). More on reverses of Minkowski’s integral inequality. Math Aeterna,
3, 597-600.

Sulaiman, W. T. (2012). Reverses of Minkowski’s, Holder’s, and Hardy’s integral
inequalities. International Journal of Modern Mathematical Sciences, 1, 14-24.

Sidi Ammi, M. R., Ferreira, R. A. C., & Torres, D. F. M. (2008). Diamond-a integral
inequalities on time scales.

Sidi Ammi, M. R., & Torres, D. F. M. (2009). Holder's and Hardy's two-dimensional
diamond-a inequalities on time scales. Mathematical Journal of XYZ, 12(4), 123—
135. https://doi.org/xxxxx

Yeni, G. (2013). Zaman skalasinda lineer olmayan dinamik denklemler (Yiiksek lisans
tezi). Ege Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii.

Yasar, [. B., Tuna, A., & Dastjerdi, M. T. (2007). Some results on the diamond-a dynamic
derivative on time scales. Applied Mathematical Sciences, 1(1), 41-50.
https://www.researchgate.net/publication/255581454

Zhao, C.-J., & Cheung, W.-S. (2015). On reverse Minkowski-type inequalities.
Mediterranean Journal of Mathematics, 12, 1085-1094.
https://doi.org/10.1007/s00009-014-0475-1

Zhao, C.-J., & Cheung, W.-S. (2020). On reverse Holder and Minkowski inequalities.
Mathematica Slovaca, 70(4), 821-828. https://doi.org/10.1515/ms-2017-0395

Zhou, T., & Du, T. (2023). On the reverse Minkowski’s, reverse Holder’s and other
fractional integral inclusions arising from interval-valued mappings. IAENG
International Journal of Applied Mathematics, 53(4),

55


https://doi.org/10.1016/j.nonrwa.2005.03.008
https://doi.org/xxxxx
https://www.researchgate.net/publication/255581454
https://doi.org/10.1007/s00009-014-0475-1
https://doi.org/10.1515/ms-2017-0395

OZGECMIS

Ad1 Soyadi Hilal Orhan

Yabana Dili Ingilizce

ORCID Numarasi 0009-0000-8893-7057
Ulusal Tez Merkezi Referans | 10667841

Numarasi

Lise Yahya Kemal Beyath Lisesi/ Batman
Lisans Dicle Universitesi/ Matematik dgretmenligi
Yiiksek Lisans Mardin Artuklu Universitesi
Mesleki Deneyim 1. Batman 19 mayis Ilkégretim Okulu/ MEB/ 2012/2013
2. Kiziltepe Atatiirk Anadolu Lisesi/ MEB/2013-2019
3. Mardin Artuklu Proje Anadolu imam Hatip Lisesi/MEB/
2019/...
Akademik Cahsmalar

1. AKIN, L., ORHAN, H.,& ABALI, A. S. (2024). On
Some Weighted Inequalities on Time Scale with
Nabla Calculus. Tiirkive Mathematical Sciences,
1(1).

2. AKIN, L., ABALIL A. S., & ORHAN, H. (2024). On
Weighted Ostrowski Inequalities on Time Scale
Calculus. Presented at the 7th International
Conference on Mathematical Advances and
Applications May 8-11, 2024, Istanbul / TURKIYE
https://2024.icomaas.com/, Istanbul.

3. AKIN, L., ORHAN, H., & CITRIK, O. (2024). On
A New Approach to Hilbert-Type Inequalities on
Time Scale. Presented at the 7th International Hybrid
Conference on Mathematical Advances and
Applications May 8-11, 2024, Istanbul / TURKIYE
https://2024.icomaas.com/, Istanbul.

4. AKIN, L., & ORHAN, H. (2025). A Modern
Approach To Hardy-Type Inequalities Via Nabla
Calculus. Presented at the 8th International Hybrid
Conference on Mathematical Advances and
Applications, Istanbul.

56



https://tez.yok.gov.tr/UlusalTezMerkezi/tezlerim.jsp?sira=0

