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OZET

BAZI KISMi TUREVLI DENKLEMLERIN COZUMLERININ NiTELIKSEL
ANALIZI
AKAN, Hiisna

Yiiksek lisans, Matematik Boliimii
Danisman: Prof. Dr. Erhan PISKIN
Haziran 2025, 63 sayfa

Bu calismada, logaritmik kaynak terimi i¢eren hiperbolik tipten bir kismi diferansiyel
denklemin ¢dziimlerinin davranisi incelenmistir. Ozellikle, baslangic kosullar1 yeterince
biiyiik secildiginde ¢ozlimiin zamana bagh olarak {istel bliylime gosterdigi ispatlanmistir.
Enerji yontemleri ve uygun test fonksiyonlari kullanilarak, ¢6ziimiin belirli normlarda alt ve
ist sinirlart elde edilmistir. Bu sonuglar, logaritmik kaynagin, denklemin dinamiginde
belirleyici bir rol oynadigim1 ve klasik polinomsal kaynak terimlerinden farkli olarak
¢Oziimlerde hizli biiylimeye neden olabilecegini gostermektedir. Elde edilen bulgular, ilgili
denklemin matematiksel yapisina dair daha derin bir anlayis sunmakta ve benzer nitelikteki
denklemler icin genellestirilebilir sonuglarin kapisini aralamaktadir. Tezin ikinci boliimiinde
literatiir bilgisi verilmistir. Ugiincii boliimiinde ise tezimizin sonraki kisimlarinda kullanilacak
olan bazi1 6nemli tanim, teorem, lemma, esitsizlik ve metodlar verilmistir. Dérdiincii boliimde
tezin esas bolimiinii olusturan problem tanitilmis ve bu problemin ¢oziimlerinin varligi ve
patlamasi potansiyel kuyu metodu ile ¢alisilmistir. Potansiyel kuyu metodu, kismi diferansiyel
denklemlerin ¢ézliimlerinin varligini ve patlama durumunu analiz etmek i¢in giiglii bir aragtir.
Bu yontem, sistemin enerjisini ve potansiyel kuyularini analiz ederek ¢oziimlerin zaman
icindeki davraniglarin1 6ngérmeye yardimei olur. Bu analiz, 6zellikle ¢oziimiin kararliligim
ve patlama durumunu anlamak ic¢in Onemlidir. Yiiksek mertebeden hiperbolik tipteki
denklemlerin ¢6ziimlerinin varligi potansiyel kuyu metodu ile incelenmesi dolayisiyla, bu
calisma evoliisyon denklemlerin daha genis bir ¢erceve iginde dnemini ve uygulamalarini
derinlemesine arastirmay1 amaglamaktadir. Tezin besinci boliimiinde logaritmik kaynak terim
igeren yiksek mertebeden hiperbolik tipten bir denklemin ¢oziimlerinin biiyiime kestirimi
yardimiyla patlamasi incelenmistir.

Anahtar kelimeler: Global varlik, Logaritmik kaynak terim, Patlama, Potansiyel
kuyu, Ustel biiyiime, Yiiksek mertebeden denklem
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ABSTRACT

QUALITATIVE ANALYSIS OF THE SOLUTIONS OF A SOME PARTIAL
DIFFERENTIAL EQUATIONS

AKAN, Hiisna
Master’s degree, Department of Mathematics
Advisor: Prof. Dr. Erhan PISKIN
June 2025, 63 pages

In this study, the behavior of the solutions of a hyperbolic type partial differential equation
with a logarithmic source term is examined. In particular, it has been proven that when the
initial conditions are chosen sufficiently large, the solution exhibits exponential growth over
time. By using energy methods and appropriate test functions, lower and upper bounds of the
solution in certain norms have been obtained. These results show that the logarithmic source
plays a decisive role in the dynamics of the equation and, unlike classical polynomial source
terms, may cause rapid growth in the solutions. The findings provide a deeper understanding
of the mathematical structure of the related equation and open the door to generalizable results
for similar types of equations. In the second chapter of the thesis, a literature review is
presented. In the third chapter, some important definitions, theorems, lemmas, inequalities,
and methods that will be used in the following parts of the thesis are given. In the fourth
chapter, the main problem of the thesis is introduced, and the existence and blow-up of the
solutions to this problem are studied using the potential well method. The potential well
method is a powerful tool to analyze the existence and blow-up of solutions to partial
differential equations. This method helps to predict the time- dependent behavior of the
solutions by analyzing the energy and potential wells of the system. This analysis is especially
important for understanding the stability and blow-up behavior of the solution. Since the
existence of solutions to higher-order hyperbolic type equations is examined via the potential
well method, this study aims to explore the importance and applications of evolution equations
in a broader framework. In the fifth chapter of the thesis, the blow-up of the solutions of a
higher-order hyperbolic type equation with a logarithmic source term is investigated through
growth estimates.

Keywords: Blow-up, Exponential growth, Global existence of solutions, Higher-order
equation, Logarithmic source term, Potential well



1. GIRIS

Diinyanin her yerinde oldugu gibi iilkemizde de bilim ve teknoloji alaninda degisim
ve gelisim hiz kesmeden devam etmektedir. Bu degisime ayak uydurabilmek, ori-
jinal diisiinceler iireten bireylerin yetistirilmesiyle miimkiin olmaktadir. Problemler
karsisinda ¢oziimler iiretebilen ve 6grendiklerini giinliik yasama uygulayabilen bireyle-
rin yetistirilmesinde matematigin rolii oldukc¢a 6nemlidir.

Matematik bilgisinin giinliik hayata aktarilmasindaki en etkili yontemlerinden biri de
matematiksel modellemelerdir. Fen ve miihendislik gibi uygulamali bilimlerde ortaya
cikan problemler, cogunlukla cebirsel denklemler ile modellenememektedir. Matema-
tiksel modellerin olusturulabilmesi i¢in, genel olarak bir bilinmeyenli bir fonksiyon ile
bu fonksiyonun tiirevlerini iceren bir denkleme ihtiya¢ duyulmaktadir. Bu tiir denklem-
ler, diferansiyel denklem olarak adlandirilmaktadir. Bir bagimh degiskenin iki veya
daha fazla bagimsiz degiskene gore tiirevlerini iceren denklemler ise kismi diferansiyel
denklem olarak bilinmektedir.

Bagimsiz degiskenlerden biri zaman (¢) oldugunda, bu tiir kismi tiirevli denklemler
evoliisyon denklemler olarak adlandirilmakta olup genel olarak parabolik tipten ve
hiperbolik tipten denklemler olarak ikiye ayrilmaktadir.

Diferansiyel denklemler kuraminda, 6zellikle logaritmik kaynak terimli hiperbolik
denklemlerin ¢6ziimlerinin global varlig1 ve patlamasi 6nemli bir aragtirma alani
olusturmaktadir. Bu tezde, bu tiir denklemler i¢in enerji yontemleri kullanilarak ¢6ziimiin

global varlig1 ve patlamasi ¢aligilmistir.



2. ONCEKI CALISMALAR

Bu tezde amacimiz, logaritmik kaynak terimli

zu+ Az = |z[P In|z| reQ, t>0,
Pelal) — 0 j=0,1,..m—1, w€d, t>0,

2(2,0) = 20 (x), 2 (2,0) = 21 () z€Q

ve
ztt+.,42:zln|z|k, reQ, t>0,
Pelel) — 0§ =0,1,..,m—1, x€d, t>0,

2(2,0) =29 (x), 2z (x,0) = 2z () =€

problemlerinin ¢dziimlerinin global varliini, patlamasini ve iistel biiytimesini sinirlt bir

2 bolgesinde ¢alismaktir. Burada A = (—A)™, m > 1 bir tam say1, k£ > 1 ve p

1 <p<oo, n < 2m,

2<p< #, n>2m
seklinde tanimlanmustir.
Matematik ve miihendislik uygulamalar1 baglaminda logaritmik kaynak terimi iceren
denklemler iizerine yapilan calismalar 6nemli bir yere sahiptir. Bu tiir denklemler fizik
ve mithendislikte ¢esitli olaylar1 modellemek amaciyla kullanilmaktadir. (Bialynicki-
Birula ve Mycielski 1975, 1976)
Simdi literatiirde logaritmik kaynak terimli denklemler iizerine yapilan baz1 onemli
caligmalari ifade edelim:

Bialynicki-Birula ve Mycielski (1975,1976)
Upp — Ugy + U zeuln\u|2 2.1

denklemini ¢aligsmislardir.

Cazenave ve Haraux (1980), R3uzayinda agagidaki formdaki denklemin
uy — Au=uln|ul’ (2.2)

coziimlerinin varlik ve teklik durumlarini incelemislerdir. Daha giincel ¢alismalarda ise

Ma ve Fang (2018) giiclii soniim terimli

Uy — Au — Auy = uln |u|k



diferansiyel denkleminin ¢oziimlerinin varligini ve zamanla azalma (decay) davranigini
arastirmiglardir.

Lian ve Xu (2019) ise (2.2) denklemine giiclii ve zayif soniim terimleri ekleyerek
Uy — Au — Ay + uy :u1n|u|k 2.3)

denklemini elde etmis ve bu denklemin lokal ve global ¢6ziim varligini, asimptotik
davramiglarimi ve patlama durumlarim incelemiglerdir. Ozellikle £(0) < d ve E(0) =
d kosullar1 altinda ¢6ziimiin davranisini ve bu ¢oziimiin sonsuz zamanda patlayip
patlamayacagini ortaya koymuslardir. Ayrica, denklemin baglangicta pozitif enerjiye
sahip olmasi durumunda ¢6ziimiin patlamasi da ¢esitli caligmalarla ortaya konmustur.
Hiramatsu ve ark. (2010) Q-ball dinamigini teorik fizikte ele almak ve numerik ¢alismalar

yapmak i¢in
utt—Au+u+ut+|u|2u:u1n|u| 2.4)

modelini elde etmiglerdir.

Chen ve Tian (2015)
u — Au — Auy = uln |ul (2.5)

denkleminin ¢oziimlerinin biiylime davranigini ispat etmislerdir.

Pigkin ve Irkil (2019c)
uy — Au+ A%+ u, = kuln |u (2.6)

denkleminin ¢6ziimlerinin lokal ve global varlig1 ile azalmasini ¢aligmiglardir.

Piskin ve Calisir (2020)
Uy + A%u 4+ A%y = 2uln |ul 2.7

denkleminin ¢oziimlerinin azalmasini ve sonsuz zamandaki patlamasini caligsmiglardir.

Cao ve Liu (2018) ise 1 < p < 2 i¢in asagidaki denklemi ele alarak
w — div (|VulP? Vu) — Au, = |ul’ > uln Jul (2.8)

cOziimlerin global siirliligini ve patlama davraniglarini gdstermislerdir.



Xu ve ark. (2019)

m—2

g + A%u — Au — Z 3% (|ute, Uy,) = uln [ul (2.9)
i=1

denkleminin ¢oziimlerinin lokal ve global varligini ayrica patlamasini ¢aligmiglardir.

Pigkin ve Irkil (2019b)
Uy — div (|Vu|p_2 Vu) — Aug + up = uln|u] (2.10)

denkleminin lokal varligin1 gdstermislerdir.

Pisgkin ve Irkil (2019a) altinc1 mertebeden logaritmik kaynak terimi igeren

Ut — Uy — Ugatt + Uggzaott + Ugrre — Uzzzzzx + (ux lOg |um|k> =0 (21 1)

Boussinesq tipi denklemi ele alarak ¢oziimiin global varligini, sonsuz zaman iginde
patlamasini ve azalmasini analiz etmiglerdir.

Lian ve ark. (2020)
e — Au = |ul” In |ul (2.12)

denkleminin ¢6ziimlerinin global varligini ve patlamasini ¢alismiglardir.

Pigkin ve Okutmustur (2021)
wy — div (|VulP > V) + [u’ 2w+, = [uf’ > uln |u| (2.13)

logaritmik kaynak terim iceren hiperbolik tip p-Laplasyen denklemi incelemiglerdir. Bu
calismada coziimlerin davranigi ele alinmistir.

Pigkin ve Comert (2022)
ut—M(HVuHQ) Au— Auy = |u|" uln |ul (2.14)

Kirchhoff tipi logaritmik kaynak terim iceren diferansiyel denklemi incelemis global
varligin yani sira sonlu zamanda patlama durumu ortaya konmustur.

Han ve ark. (2023)
Uy — Au = uln ]u|k (2.15)

denkleminin ¢6zlimlerinin iistel biiyiimesini ¢alismiglardir.



Simdi potansiyel kuyu yonteminin kullanildigi bazi ¢aligmalar: ifade edelim:

Sattinger (1968)
uy — Au = —f (z,u) (2.16)

denklemi i¢in global zayif ¢oziimlerin varligini potansiyel kuyu yontemini kullanarak
aragtirmistir. Bu calisma potansiyel kuyu yonteminin literatiirde ilk kez kullanildigi
caligma olarak bilinmektedir.

Payne ve Sattinger (1975)
uy — Au = f(u) (2.17)

denkleminin zayif ¢oziimlerinin sonlu zamanda patlamasini potansiyel kuyu metodu
aracilifiyla incelemislerdir.

Nakao ve Ono (1993)
uy — Au+ uy = |ulPu (2.18)

denkleminin ¢oziimlerinin global varlik durumunu arastirmiglardir.

Ikehata (1996)
U — A+ O™y = [ufP (2.19)

denklemi tizerinde ¢ozlimlerin davranigi, varligi ve sonlu zamanda patlamasi kosullarini
incelemistir.

Todorova (1999)
Uy — Au A+ ¢ (7)) u 4+ wug [P = uful?? (2.20)

denklemi i¢in ¢oziimlerin davranisi, sonlu zamanda patlama, global varlik ve enerji
azalimi gibi konular iizerinde ¢aligmisgtir.

Yacheng (2003)
Uy — Au = |ulP (2.21)

denkleminin global ¢6zlimlerinin varligini aragtirmistr.

Liu ve Xu (2008)

Ugt — Uy + (U + f(w)),, =0 (2.22)



denklemi i¢in ¢oziimlerinin global varligi, yoklugu ve sonlu zamanda patlama davranigini
incelemislerdir.

Wang ve Xue (2008)
Ut — Uggtt T Uzgaatt T QUgppr — Uge = f (ux) (223)

denkleminin ¢oziimlerinin global varlig1 ve sonlu zamanda patlama 6zelliklerini arastirmiglardir.

Tagkesen ve ark.(2012)

Boussinesq tipi denklemler i¢in siiperkritik baslangi¢ enerjisi altinda global zayif
cOziimler tizerine ¢caligmislardir.

Xu ve Su (2013)
uy — Auy — Au = uP (2.25)

denkleminin ¢oziimlerinin davranigi, varlidi, yoklugu ve sonlu zamanda patlama durum-

larin1 incelemiglerdir.
2.1 Yiiksek Mertebeden Denklemler

Baz1 matematiksel modellerde, yiiksek mertebeden kismi diferansiyel denklemlerle
karsilagiriz. Ornegin, bu denklemler akiskanlar dinamigi, mekanik, elektromanyetizma,
biyoloji ve goriintii isleme gibi alanlarda bulunabilir. U¢ boyutlu problemler genellikle
ylizeyler iizerinde temsil edilir; 6rnegin, ince geometriler durumunda orijinal alanin
yapisina bagh olarak zarlar, plakalar veya kabuklar seklinde modellenir. Bu durum,
genellikle yiiksek mertebeden diferansiyel operatorler iceren yiizey kismi diferansiyel

denklemlerinin tanimlanmasina yol acar (Shahrouzi, 2023; Pigkin, 2025).
2.2 Logaritmik Kaynak Terimli Denklemler

1975 yilinda Bialynicki-Birula ve Mycielski tarafindan kuantum teorisi ile mikro
diinyadan makro diinyaya geciste tutarli sartlar ortaya koymak amag¢lanmistir. Buna
bagli olarak logaritmik terime sahip dogrusal olmayan Schrodinger denkleminin atom
fizigine uygulanabilecegi onerilmistir. Logaritmik kaynak terime sahip dogrusal olma-

yan Schrodinger denkleminin, Gauss formunun soliton benzeri kararli ¢dziimlere sahip

6



oldugu goriilmiistiir. Bunun sonucunda logaritmik kaynak terime sahip denklemler
kuantum mekanigi, niikleer fizik, enflasyon kozmolojisi ve siipersimetrik alan teorileri
gibi fizigin bircok farkli alaninda ortaya ¢ikmustir (Bialynicki-Birula ve Mycielski,
1975, 1976; Barrow ve Parsons, 1995; Enqvist ve McDonald, 1998; Zloshchastiev,
2010; Yan ve Yang, 2018). Bu tiir dogrusal olmayan kaynak terimler, rolativistik dalga
denklemlerinde donmeyen pargaciklari tanimlamak icin kullamilmistir (Hu ve Yin, 1995;

Pigkin, 2025).



3. ON BILGILER

Bu boliimde, tezimizde kullanacagimiz bazi temel kavramlara ve on bilgilere deginilecektir.
Fonksiyonel analiz ve diferansiyel denklemlerle ilgili baz1 onemli tanim ve teoremler ve-
rilecek, Lebesgue uzay1, Sobolev uzayi, baz1 6nemli esitsizlikler aciklanacaktir (Adams
ve Fournier, 2003; Brezis, 2011; Pigkin, 2017; Piskin, 2021; Pigkin, 2022; Piskin ve
Okutmustur, 2021; Soykan, 2016).

3.1 Diferansiyel Denklemler ile Ilgili Temel Kavramlar

Tamim 3.1.1 Bir fonksiyon ile tiirevlerinin yer aldig1 denklemlere diferansiyel denklem
denir.

Tanim 3.1.2 Bir diferansiyel denklemde yalnizca bir bagiml degiskenin bir bagimsiz
degiskene gore tiirevleri bulunuyorsa bu denkleme adi diferansiyel denklem denir. Bu

tiir denklemler genel olarak

f (:L‘,y,y',y", 7y(k)> =0

seklinde gosterilir.

Eger y*) terimi yalniz birakilirsa denklem

(k) (k—1)>

y M = f (x99, 9",y

seklinde yazilir.
Tamm 3.1.3 Bir diferansiyel denklem, bir bagimli degiskenin birden fazla bagimsiz
degiskene gore tiirevlerini igeriyorsa, bu tiir denklemler kismi diferansiyel denklem

olarak adlandirilir. Bu denklemler genellikle
0z 0z
—, —,...] =0

f<$7y727 ax7ay? )

seklinde gosterilir ya da

f(z,y, 2, 24, 2y,...) =0

biciminde yazilir.

Ornegin;

y = 6zy



denklemi bir adi diferansiyel denklem,
oz 0=
ox?  Oy?
denklemi ise bir kismi diferansiyel denklemdir.

Tanmim 3.1.4 Bir diferansiyel denklemde bulunan tiirevler arasinda en yiiksek mertebeli
tiirev, denklemin mertebesini belirler. Bu mertebe, ilgili tiirevin cebirsel iissiine kargilik

gelir. Ancak bu belirleme yapilirken tiirevlerin polinom formunda yazilmig olmasi

gerekir. Ornegin;
(y")? 4+ 22°(y/)* — 3y = cosx

denklemi iigiincii mertebe, ikinci dereceden bir denklemdir.

Bir bagka o6rnek olarak
(") = (1 +y)7

bicimindeki denklemin derecesini belirlemek i¢in 6nce denklem tiirevlere gore po-
linom olarak yazilmalidir. Bunun ic¢in denklemin her iki taraf da iicilincii kuvvet ile

genigletilirse

(y///)g — (1 4 y/)Z

denklemi elde edilir. Bu doniisiim sonrasi, denklemin dokuzuncu dereceden oldugu
aciktir.

Tammm 3.1.5 Eger bir diferansiyel denklemde, bagimli degisken ve onun tiirevleri
yalnizca birinci dereceden ve birbirlerine carpim olmadan yer aliyorsa bu tiir denklemler
denkleme dogrusal (lineer) denklem olarak adlandirilir. Aksi durumda dogrusal olmayan
(nonlineer) bir yapidadir.

p. mertebeden en genel dogrusal adi diferansiyel denklem
ay(2)y® 4 ap_1 ()yPV + .+ ar(2)y + ao(x)y = n(x)

seklindedir. n(z) = 0 ise homojen, n(z) # 0 ise homojen olmayan denklem olarak
tanimlanir.

Ayrica denklemde yer alan katsayilar sabit bir degere sahipse ise sabit katsayili diferan-
siyel denklem, katsayilarin bagimsiz degiskene bagl fonksiyonlar olmas1 durumunda

degisken katsayili diferansiyel denklem olarak ifade edilir.

9



3.1.2 Diferansiyel denklemlerin ¢oziimii

Tanim 3.1.2.1 k. mertebeden

G (:U, y?y/7 y”? Y y(k)) = O

adi diferansiyel denklemi i¢in;

i) g bir [ reel araliinda Vx i¢in tanimlanmis ve k. mertebeden tiireve sahip bir reel
fonksiyon olsun. Eger g, asagidaki kosullar1 saglarsa y = g(x), I araliginda diferansiyel
denklemin bir acik ¢6ziimii olarak adlandirilir;

a) G(z, g(x), g (2),...g" (x)), Vo € I icin tanimh ve

b) Vx € [ i¢in y = g (x) ve tiirevleri diferansiyel denklemde yerine yazildiginda
denklemi saglar.

ii) Bir i (x, y) = 0 kapal1 fonksiyonun bir / araliginda diferansiyel denklemi saglarsa
buna diferansiyel denklemin kapali ¢6ziim ad1 verilir.

Acik ve kapali ¢oziimlere basit ¢oziimler denir.

Ornek:

y = 2e” + 3e**
fonksiyonu Vo € R i¢in
y' =3y —2y=0

diferansiyel denkleminin bir agik ¢oziimiidiir.

Ornek:

fla,y) =2 +y*—4=0
kapal1 fonksiyonu

yy' +x =0

diferansiyel denkleminin bir kapal1 ¢coziimiidiir.

Tanim 3.1.2.2
9(zy.v.y", . y®) =0

10



diferansiyel denklemine karsilik olarak, c;,cs,...,cx birbirinden bagimsiz keyfi sabitleri

iceren
G (x,y,c1,¢9,...,¢) =0

bagintisi, k£ parametreli bir fonksiyon ailesi tanimlar. Eger bu fonksiyon ailesindeki
her bir iiye diferansiyel denklemi sagliyorsa, bu fonksiyon ailesi o denklemin genel

¢cOziimiinii temsil eder.

Tanim 3.1.2.3 Keyfi sabitlere 6zel degerler vererek genel coziimden elde edilen ¢oziimlere

0zel ¢oziim denir.

Tanmim 3.1.2.4 Genel ¢coziimde keyfi sabitlere 6zel degerler vererek elde edilemeyen

cOzlimlere tekil (singiiler) ¢oziim denir.

Tamim 3.1.2.5 Bir 6zel ¢6ziimiin grafigine integral egrisi, genel ¢oziimiin grafigine ise

integral egriler ailesi (integral egriler kiimesi) denir.
3.1.3 Baslangi¢ ve sinir deger problemleri

Tamm 3.1.3.1 Uygulamali bilimlerde genellikle diferansiyel denklemin genel ¢6ziimiinden
cok, belirli ek kosullar1 karsilayan ¢coziimler aranir. Eger bu kosullar tek bir noktada
verilmigse baslangic-deger problemi, en az iki farkli noktada verilmigse sinir-deger

problemi olarak adlandirilir.

Tamm 3.1.3.2 Bir bagiml degiskenin iki veya daha fazla bagimsiz de8iskene gore
tiirevlerini iceren denklemlere kismi diferansiyel denklem (kismi tiirevli denklem) denir.

z bagimli,  ve y bagimsiz degiskenleri icin en genel kismi tiirevli denklem

G (','C7 y? ’27 ZCE? Zy7 me, ny’ ) — O

A
’y’ax’ay’ﬁﬂ’@aj@y’m N

dir.
Ornek.

2y + Zyy = 0

kismi tiirevli denklemi OS2 sinirina sahip €2 bolgesinde tanimlansin.

11



Bu durumda 0f2 da

z=[(s)

verilirse Dirichlet sinir kogsulu,

ii.

0z
an f(s)
verilirse Neumann sinir kosulu,

iii.

8_7l+z:f<8)

verilirse karigik sinir kosulu,
iv.
z=fi(z); 0%y,

verilirse Robin sinir kosuludur.

3.1.4 (Hadamard sartlari) Bir problemde, asagida verilen ii¢ sart saglaniyorsa prob-
lem 1yi konulmus (well posed) kabul edilir. Eger bu sartlardan biri saglanmiyorsa
kotii konulmus (ill posed) problem olur. Bu sartlara Hadamard sartlari denir.

1. Coziimiin varlig1: Problem i¢in en az bir ¢6ziim bulunmalidir.

ii. Coziimiin tekligi: Bulunan ¢oziim, verilen kosullara gore tek olmalidir.

iii. Kararlilik: Problemin girdilerindeki kiigiik degisiklikler, ¢6ziimde kiigiik degisiklige

yol agmalidir, yani ¢6ziim verilere hassas bicimde bagl olmalidir.
3.2 Normlu Uzaylar

Tanim 3.2.1 Bir vektor uzay1 X iizerinde tammli olan ¥ € X vektoriinii | 7| reel

sayisina doniistiiren
Il : X =R
fonksiyonuna X iizerinde bir norm denir.

12



Norm Aksiyomlari

VU, 7 € X ve VB3 € Ricin

n,) Pozitiflik(ve tanimlilik)

|7 >0ve| V| =0& U =0

n,) Homojenlik (skalerle carpma)

6ol = 8117

n3) Ucgen Esitsizligi

17+ Z | <7+ 17 du.

Bu ii¢ kosulu saglayan herhangi bir fonksiyon ||.||, X iizerinde bir norm tanimlar.

Boylece X normlu bir uzaya doniisiir. Ayrica || 7 || gdsterimine de ¥ nin normu denir,

Tamm 3.2.2 (b,,), (X, ||.||) normlu vektdr uzayinda bir dizi olsun.

a) b € X ve her ¢ > 0 sayisina kargilik her n > ng i¢in
|6, — || < €

olacak bi¢cimde bir ny € N varsa (b,) dizisi b € X ye yakinsar (ya da (b,) dizisi

yakinsaktir) denir. Bu durumda

lim b, = b veya (b,) — b

n—oo

yazilir.

b) Her € > 0 sayisina karsilik her m, n > ng i¢in
b — b < €

olacak sekilde bir ny € N varsa (b,,) dizisine Cauchy dizisi denir. Burada n — oo igin

|b, — || — 0 ve m,n > ngigin ||b, — by, || — 0 ifadelerine denktir.

Tamim 3.2.3 (Banach uzayi)
Bir normlu uzaydan alinan her Cauchy dizisinin yakinsadigi deger yine bu uzayda ise

bu normlu uzaya tam normlu uzay denir. Tam normlu uzaya Banach uzay1 denir.

Tanim 3.2.5 ||.||; ve ||.||2 normlart X vektor uzay1 iizerinde taniml olsun. Eger her

v € X i¢in
kllolly < vl < Kllvflx
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olacak bi¢imde k, K > 0 sayilar1 varsa ||.||2 ve ||.||; normlar1 birbirine denktir.

Tamm 3.2.6 (Dual uzay)
X normlu uzay: iizerinde tanimli tiim sinirl lineer fonksiyonellerin kiimesine X
uzayinin dual uzayi denir. X uzayinin dual uzay1 X’ veya X* ile gosterilir. Bu uzay

|f ()|

[E415N

1Fllxr = sup <00

normu ile bir Banach uzayidir. X’ uzayinin duali (X’)" = X" seklindeki lineer vektor

uzayidir ve X” ye, X in ikinci duali denir.
Tamim 3.2.7 (Giiclii ve zayif yakinsaklik)

X bir normlu vektor uzay1 ve (b,), X iginde bir dizi olsun.

a) X in normu i¢indeki yakinsakliga giiclii yakinsaklik denir. Yani
1bn = bl =0

ise (b,), b ya yakinsar denir ve (b,) — b ile gosterilir.

(b)) = b< by, —b]| = 0= nh—>nolpon —b|=0

dir.
b) Eger her g € X’ i¢in

g (bn) = g(b)

yani

lim g (b,) = g ()

n—oo

ozelligi saglanirsa (b,,) dizisi b € X e zayif yakinsar denir ve b € X elemanina (b,,)

dizisinin zayif limiti denir. Bu durum (b,)) — b veya (b,) = b ile gosterilir.

b, —=b < Vg € X'i¢in g (b,) — g (b)
Vg € X'igin |g (b,) — g (b)| — 0
Vg € X' igin lim g (b,) = g (b)

n—oo
dir.
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3.3 ic Carpim Uzay

Tamm 3.3.1 Y bir reel vektor uzayi olsun.
(L)Y XY —>R

fonksiyonu

i) (v,v) >0ve (v,0) =0 v=0

ii) (v, 2z) = (z,v)

iii) (z + v, w) = (z,w) + (v, w)

iv) (cz,v) = (z,cv) = ¢(z,v)

ozelliklerini sagliyorsa bu fonksiyona i¢ ¢carpim denir.
3.4 Lebesgue Uzaylar1 (L” (2))

Tamim 3.4.1 2 C R" kiimesi 6lgiilebilir ve 1 < p < oo olacak sekilde z dlgiilebilir bir

fonksiyon olsun. |z(z)|” Lebesgue anlaminda integrallenebilirse, yani

/Q|z(x)|p dr < oo

ise z fonksiyonlar1 p. kuvvetten integrallenebilir fonksiyonlar sinifi olarak adlandirilir
ve bu sinif L? () veya L” ile gosterilir. Bu sart1 saglayan biitiin z fonksiyonlarinin
uzayina LP Lebesgue uzay1 ad1 verilir.

Bu uzaydaki norm

1o llimiey = N1, = [ / ()P dx]

seklinde tanimlanir.
3.5 Sobolev Uzayr (1W™? (1))

Tamim 3.5.1 2, R"de bir bolge m negatif olmayan herhangi bir tamsay1 ve 1 < p < oo

olmak tlizere,
WmP(Q)={2z¢€ LP(Q): D*2€ LP(Q), 0 <|a|] <m}

seklinde tanimlanan uzaya Sobolev uzay: denir. Yani kendisi ve m. mertebeye kadar
biitiin genellestirilmis tiirevleri L (2) uzayimda olan fonksiyonlar uzayina Sobolev

uzayi denir.
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Sobolev uzayinda normlar: 1 < p < 0o i¢in

=

2llwmaniy = l2llp = | D I1D27r,

0<|a|<m
ve p = oo durumunda ise norm,
J— (0%
HZHWW%(Q) = O;ﬁj@(m D ZHLoo(Q)

seklinde tanimlanir.

Tamm 3.5.2 Eger p = 2 ise

N

a2
||z||Hm(Q): Z | D ZHL?(Q)

0<|er|<m

olur.

Tanim 3.5.3 1 < p < ocovem > 0igin
WoP (R") = W™P (R")
dir.

3.5.4 (Gomiilme) A ve B iki normlu uzay olsun. Eger
i. X in biitiin elemanlar1 Y de ise (X C Y') ve

ii. v den bagimsiz bir ¢ sabiti ve her v € X icin
[olly < cllvllx
oluyorsa X uzay1 Y uzayina gomiiliir denir ve X — Y seklinde gosterilir.

3.5.5 (Sobolev gomiilme teoremi) Acik bir 2 C R™icinm > 1, 7 > 0 tam olan sayilar
ve 1 < p < oo olmak kosuluyla agagidaki gomiilmeler gegerlidir;

i. Eger n < mpise
Witme (Q) — C% (Q)

stirekli gdmiilmesi saglanir.
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il.LEger mp = n ise

WP (Q) — W (Q), p < ¢ < oo
ve j = 0 igin
WmP(Q) — L p<qg< o0
gomiilmesi elde edilir. Ozellikle p = 1 olarak alindiginda
Witml(Q) < €% (Q)

gomiilmesi elde edilir.

iii. Eger n < mp ise

WP (Q) — W (Q), p< g < p’
gecerlidir. j = 0 i¢in

WP (Q) = L p<q<p’

gomiilmesi elde edilir.
Yukarida verilen gomiilmelerde W™ ? uzay1 almirsa, W;"" () alinirsa €2 bolgesinde

gomiilmeler aynm sekilde gecerli olur.

Teorem 3.5.6 (Yiiksek mertebe icin Sobolev Poincaré esitsizligi)

2 <p<oo, n < 2m,

2n

= n.>2m

2<p<

olsun. Bu durumda her z € HJ" (Q) igin

21, < |44

2

dir. Burada A = (—=A)",m > 1vec=c(Q,p) dur.
3.6 Baz1 Onemli Esitlikler ve Esitsizlikler

Lemma 3.6.1 (Young esitsizligi) c, d > 0 ve p > 1 i¢in }D + % = 1 olsun. Bu durumda

P4
cdéc——l-—
p q
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dir.

Not. § > 0 bir reel say1 olmak iizere, Young esitsizliginde ¢ = 0.X ve d = % alinirsa

pXP gay e
<t
p q

XY

esitsizligi elde edilir.

Lemma 3.6.2 (¢ lu young esitsizligi)

Egere >0vecd e R, p > 1,%+%:1ise
p d q
led| < g + ld]
p q
esitsizligi veya
led| < elef’ + K(g)d?

esitsizligi gecerlidir. Burada K (¢) = (6p)7%q_1 olur.

Lemma 3.6.3 (Holder esitsizligi)
p>1, % + % = 1 olsun. Eger z € L? (), w € L7 () ise bu durumda zw € L (2) ve

[zwll, < l=], [Jwl],
dir.

Lemma 3.6.4 (Minkowski esitsizligi)
p>1,z0v€LP(Q)iginz+v e LP(Q) ve

|z +oll, < [lz]l, + [[v]l,
dir.

Lemma 3.6.5 (Cauchy-Schwarz esitsizligi)

M1, M2,y My N1,N2,...,0 € R icin
2
(ming + mans + ... + myng)” < (mi+m3 + ... +mf) (n] +n3 + ... + nj)

dir.
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3.7 Green Ozdeslikleri

Simdi baz1 notasyonlar1 verelim, kolaylik olmasi agisindan R? ten alalim. u = u (x, y, 2)
bir fonksiyon ve ' = (F}, F3, Fy) vektor olsun.

Vu =gradu = (uy uy, u,),

V.F =divl = Fi, + Fy, + F3,

Au =div grad u = V.Vu = gy + Uy, + U,
IVul® = u? + u + .

V.V =V?=Adm

Teorem 3.7.1 (Green ézdesligi) u € C* (Q2) N C (Q2) olsun. O halde
/ vAudr = v—ds 4 / VoVudzx
0

u — 'y dir.

dir. n digtan birim vektor ve g-

3.8 Konkavlik Metodu

Lemma 3.8.1 § > 0 ve ¢ > 0 sabitleri i¢in, L (¢) iki defa tiirevlenebilen asagidaki

esitsizligi saglayan pozitif bir fonksiyon olsun.
L' () L(t) = (1+8) (L' (1)) = 0

dir. Bu durumda L (t) > 0 ve L' (t) > 0 oldugunu diistinelim. Bu kosullar altinda

L)
— BL/(t)

tlir%l L(t) = oo olur (Levine, 1974; Kalantarov ve Ladyzhenskaya, 1978).
4) *

L (t) fonksiyonunun zamanla sinirsizlagtigi bir 7% < zamani bulunabilir. Yani,

3.9 Coziimlerin Varhg ile Ilgili Bazi Lemmalar

Lemma 3.9.1 (Potansiyel kuyu metodu) Genel olarak bu metot denklem ¢oziimlerinin
varliginin ispatinda kullanilan 6nemli bir metottur. Potansiyel kuyu metodu, Sattinger

tarafindan (1968) deki ¢alismasinda
2 —Az+ f(x,2)=0

denkleminde ele alinmistir. Buradaki amag, problemin global ¢dziimlerinin varligini
ispatlamaktir. Sattinger, denklemin, dogrusal olmayan f (x, z) fonksiyonuna bazi ek

kosullar ekleyerek global zayif ¢oziimiin varligini elde etmisgtir.
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X,

Fonksiyonun davranisi incelendiginde, z = 0 konumunda lokal minimum ve x = x;
konumunda ise lokal maksimum noktasi i¢erdigi anlasilmaktadir.

Potansiyel kuyu, asagidaki sekilde tanimlanir:
W={z: V(z)<d, z<mz}

Bu kiime, orijini de iceren bir bolgeyi ifade eder ve sistemin toplam enerjisinin bu
sinirlar1 asmamasini saglar. Burada d, RY iginde diizgiin smirlandirilmis bir bolgeyi
temsil eder. Simdi J (z) fonksiyonelinin minimum noktasini baz alarak bir potansiyel
kuyu tanimlayalim. Tiim z € H; () i¢in tanimli olan bir fonksiyonel .J (z) ele alinsin.
Fonksiyonelin z = 0 noktasinda minimum degerini aldig1 varsayilirsa, J (\z) fonksi-
yonu, orijin civarindaki kiiciik ve pozitif A degerleri i¢in artan 6zellik gosterir. Bu artigin
sona erip fonksiyonun azalmaya basladigi ilk pozitif deger A\; > 0 olarak tanimlansin.

Bu durumda potansiyel kuyunun derinligi, asagidaki bicimde ifade edilir:

d= inf J(\z).
ety 17

Bu deger, zp = 0 bulundugu bolgenin digindaki en kii¢iik enerji diizeyini temsil eder.
Dogal olarak d € [0, oo] araligindadir. Eger d > 0 kosulu saglaniyorsa, bu durumda

potansiyel kuyu W kiimesi su sekilde tanimlanabilir:
W={z:2€Hj(Q),0<J(A\2) <d, 0 <A< 1}.

Bu tanim altinda z € W olacak sekilde her bir J (2) < d dir. Ayrica [0, 1] araligindaki
her A i¢in Az bicimindeki noktalar da bu enerji diizeyinin altindadir. Boylece, bu

yaklagimla sistemin global ¢oziimlerinin varlig1 garanti altina alinabilir.
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4. LOGARITMIK KAYNAK TERIMLI YUKSEK MERTEBEDEN HiPERBOLIK
TIiPTEN BiR DENKLEMIN COZUMLERININ GLOBAL VARLIGI VE PATLA-
MASI

Bu boliimde
2z + Az = [2[P In 2], €N t>0
8%%@ =0,:=0,1,....m—1, zed, t>0 4.1

2(x,0) = 2z (x), 2z (2,0) = 2z (), z€Q

problemini ¢alisacagiz. Burada A =(—A)™, m > 1 (m bir tam say1), v dis birim

normal vektordiir ve p

1 <p< oo, n < 2m,

_4

—5—, N>2m

2<p<

seklinde tanimlanir.
(4.1) probleminin F (t) enerji fonksiyonelini bulalim:

(4.1) probleminin her terimi z; ile carpilir ve €2 bolgesinde integrallenirse

/ztzttdx—i—/ztAzdx = / 2 |2|" In |z| dx (4.2)
1.t;:im 2.t;7fim 3.t;:im
1.Terim:

olur.
2. Terim: Green 6zdesliginden

2

/ﬂztAzdx = %% HA%Z

olur.
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3.Terim:

d

(|2 Inz]) = (p+ 1) 2Pz In 2] + 22
dt .
1 d d
(p+1)z |z In|z| = ?E (Zp+1) - (|Z|p+1 n |z|)

esitligin her iki taraﬁ 7 ile carpilip €2 bolgesinde integrallenirse

1 d 1 d
/ ze|z[P In |2| dx = szt - ——— [ 2 n|z|da

olur.

Elde edilen terimler (4.2) ifadesinde yerine yazilirsa

1 d
p+1 . p+11 d
2dt ” all* + thH ‘ ) ” 2lpa pt1dt )y nlz|de
elde edilir. Bu ifade diizenlenirse
d 1|17 p+1 I d p+1
— | = — - 1 de| =0
G [0 e g |+ g e - g [ e

olur. Boylece (4.1) probleminin enerji fonksiyoneli

2 1 d 1 d
’ P T n |z do (4.3)

r= e e
=gl g [l g e~ g |,

dir. Yani E’ (t) = 0 olur. Buradan

(B (#) =0

ifadesinin (0, ) i¢in integrallenirse
t d t
/ ey = / 0dt,
o dt 0
E(t)— E(0) =0,
E(t) = E(0)
elde edilir.

4.1 Potansiyel Kuyu

Potansiyel enerji ve Nehari fonksiyoneli sirasiyla

a2 1 |
J :—HAE ) ——/ P02 de + ——— ||2|]PF 4.4
@ =5 Ak - g [ rmistar s e @
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1(z) = |43

2
‘ —/zf’”rl In |z| dz 4.5)
Q

olarak tanimlansin. Burada asagidaki ifade agikca goriilebilir:

p—1 112 1 +1 1
J(2) = g || —— Dl + I(z 4.6)
Ayrica enerji fonksiyoneli
Lo
E () =5 |l + 7 (2)
1 9 p—1 H 1 ‘2 1 Pl 1
== + +— +——F1 4.7
seklinde ifade edilebilir.
Ayrica burada
N:{zeHg" Q)| 1(z)=0, A%z %0} 4.8)
Nehari manifoldudur.
d = inf 4.
inf J (2) (4.9)
potansiyel kuyunun derinligini,
W={zeH'(Q)|J(z) <d, I(z)>0}uU{0} (4.10)
potansiyel kuyunun i¢ini,
V={2€H"Q)|J(2) <d, I(z) <0} (4.11)

potansiyel kuyunun disim1 gosterir. Simdi yukarida tanimladigimiz potansiyel kuyuyu

0 > 0 icin potansiyel kuyu ailesine genisletelim:

Js (2) = g HA%Z

2 1 / ]_ 1
———— | 2zl dx + 2||Pt
P 1 o ‘ | (p 1)2 H Hp+1

Is(2) =0 HA%Z )2 — / 2P n|z| da, (4.12)
Q

N; = {zeHgn Q)] I () :o,HA%zf %o} (4.13)

ve

d () = inf J(2) (4.14)

Z€N5
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olsun. Ayrica kuyunun i¢i

Ws={z€ H"(Q)| J(z) <d(0), I5(z) >0} U {0} (4.15)
ve kuyunun dis1

Vs={z€ H'(Q) | J(2) <d(d), I5(z) <0} (4.16)

olur.

(4.1) probleminin kritik bir durumda ¢aligmak icin
V= {ze H"(Q)|1(2) <0} 4.17)
kiimesini tanimlayabiliriz.

Lemma 4.1.1

Herhangi bir z € H" (Q?), ||z]| # 0 i¢in g (A\) = J (A\z) alinirsa asagidaki durumlar
elde edilir:

) limy 0 J (A\z) =0, limy 0 J (A2) = —00

ii) 0 < A < oo araliginda tek bir A = A\* () vardir ve

d
aj()\z) ’)\:)\* = 0

olur.

iii) J (Az), 0 < XA < A igin artan, \* < A < oo i¢in azalan, A = \* i¢cin maksimum
degerini almaktadir.

iv) Diger bir ifadeyle 0 < A < A* araliginda I (A\*z) = 0, I (Az) = A-4J (A2) > 0 ve
A <A< ooigin I (Az) < 0 olur.

ispat.

i)z € H" () icin g (A) = J (Az) olsun. Bu durumda

J (A\2) Xllabs|f = L [ ey (\z)d
z) =— zl| — —— z n(Az)dzx
1
+ )\Z p+1
e e
)\2 ) 2 )\p+1
iy ‘Aiz — +1/zp“ln\2\dx
Q
pran pYass
— In | Al []2][2F) + z||Pt 4.18
| Al 21150 T [EA (4.18)
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olur. Burada ||z|| # 0i¢in g (0) = 0 ve g (0c0) = —o0 olur.

ii) g (\) fonksiyonun tiirevi alinip sifira esitlenirse

d
! —_
A2 12 e P+l
_i 5 Azz‘ — ot Ja# n]z\dx
WAL =22 Azl + 2 =l
=\ HA%Z ’ - )\p/ P n 2| de — MNP In || ||z||§ﬁ
Q
ML W I
Cp+ 1A Tl e
=)\ HAEZ ’ — )\p/ zp+1 In|z|dz — AP In || ||z||§ﬁ
Q
2
:AHA%Z Y U # 7 n 2| dx + In |)| ||z||§ﬂ} =0
Q

olur. Buradan

o

]2 — -l UQ I |z] da + In |) quiii}

yazilabilir. Buradan

I(\) = ! Vﬂ M n |z dr + In |\ qugﬁ} (4.19)
alinirsa 0 < \ < oo araliginda [ (\) fonksiyonunun artan oldugu goriiliir. Ayrica

/l\lir(l)l()\):—oove /\h_{l;lol()\):oo

olur.
Bunedenle [ (A\g) =0;0 < A < Agisel(A) <0 ve dg < A < ooisel(N) > 0olacak

1 2
sekilder \y vardir. Dolayisiyla HA§Z ‘ > 0 icin (4.19) ifadesini saglayacak tek bir

A" > )\ oldugu goriiliir.
iii)
d

(T (A2) = A (Hmz

o)

oldugundan Lemma 4.1.1 (ii) ifadesinin ispatindan

‘ Y

O<)\§)\0isel()\)<0
Mo <A< Mise0< () HAu

A <\ < ooise l (A HA2z
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L2
dir. Eger 0 < A < Xgise [(A) < 0; 0 < A< Aise0 < I(N\) < HAiz ; eger

L2
A< A<ooisel(N) > HAiz ‘ . Dolayisiyla

0 < A< Aigin & (J (Az)) > 0,
A< A< ooigin & (J(Xz2)) <0

sonucuna ulasiriz. Buradan ispat tamamlanmisg olur.

iv) Lemma 4.1.1 (iii) ispatindan

[(Az) =\ HA%Z

d

2
’ —)\p“/]z]pﬂlnlz\da:
Q

ifadesi elde edilir. Lemma 4.1.1 ayrica A #0 oldugunu ifade eder.

Simdi I (2) ile ilgili baz1 6zellikleri verelim:

Lemma 4.1.2 § > 0 i¢in asagidaki ifadeler yazilabilir:

i) Eger 0 < HA%Z < r(8)ise I (2) > 0,

ii) Eger I5 (2) < O ise HA%z > 1 (0),

iii) Eger I5 (z) = O ise H.Aéz ‘ > 71 (d) veya HA%z
Burada r (9) , ¢ (r) = ¢ denkleminin tek reel kokiidiir ve

‘ = 0 dir.

z
¢ (r)=CPt%P C = sup | ”f’”. (4.20)
e HP Q) HAaz
dir.
Ispat.
o< HA%Z <7 (d)ise ||z, > 0ve

/ 2P n 2] de < 2|72
Q

pt2
<oz | 4k
(e
oo

oldugundan /5 (z) > 0 sonucu elde edilir.
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ii) I5 (2) < Oise

L2
) HA?Z ‘ </ |2[P" I || da
Q
<l=llp3
1 1 2
<o) -
olur. (4.21) ifadesinden HA%Z > 7 (8) ifadesi elde edilir.
iii) Eger HA%Z ‘ = 0 olursa I5 (z) = 0 olur. Eger I5(z) = 0 ve HA%Z ’ # 0 ise bu
durumda
L2
) HAiz :/ 2[PT In | 2| da
Q
<|l=llp33
. 2
oo -
olur. Boylece HA%Z ‘ > 1 (§) olur.

Asagida verilen lemma potansiyel kuyunun derinligini ( the depth of the potential well)

ya da dag gecidi seviyesini (mountain pass level) gostermektedir.

Lemma 4.1.3

icin asagidaki ifadeler gecerlidir:
)0<d<Blicind(6)=a(8)r?(6) >0vea(d) =13 — %dlr.
i) 0 < 0 < & icin d (0) > 0 ve &y > 2 icin d (§) = 0 olacak sekilde tek bir &, vardir.
iii) 0 < § < ligin d () azaluken 1 < 0 < §y dad = 1i¢in d = d (1) maksimum
degerini alir.
ispat.
i) Eger I (2) = 0 ve HA%Z

‘ # 0 ise Lemma 4.1.2 (iii) ye gore HA%Z

‘ > r () ifadesini

kullanarak
J(2) :% HA%Z 2 ]ﬁ/ﬂzm In |z| da + (pjl)Q Bl /e
— (% - Zﬁé) HA%Z ’ + ler 115 (2) + (p—:l)z ||Z||§E
(-l o
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elde edilir.

ii) Herhangi bir z € Hy* () , || Az 2 ‘ #0 ved > 0igin A = X (9) olarak tanimlansin.
SN2 || A2z T >\p+1/9|z|erl In|[Az| dx (4.22)
ve Is (Az) = 0 i¢in

) HA%Z ‘2 =\t /ﬂ |2[PT In | Az| dz + AP In |A] || 2] gﬁ (4.23)

olur. Lemma 4.1.1 e gore J (A\z), (0, \*) da artmakta, [\*, co) da azalmakta, Lemma
4.1.1 (i) e gore (0, 2£1) araliginda d (§) > 0 olur. Bu ifadeye gore (0, co) araliginda
A (0) artan, ve bazi a sayilari igin (bir sonraki adimda a = 1 oldugu kanitlanacaktir.)
d (6) nin (0, a) da artt181 ve [a, 0) da azaldiZ1 goriiliir.

iii) d (¢') < d (6”) oldugunu kanitlayacagiz. Bunun i¢in herhangi bir 0 < ¢’ < §” < 1
yadal < 0" < ¢ < dp i¢in kanitlamak yeterlidir. Herhangi bir zo € H{" (),
Iy (z) = 0 ve ||A2z|| # 0dabirv € H™(Q) ve £ (§,6”) > 0 olur. Boylece
Iy (v) = 0, ||Azv ‘ # 0ve J(v) < J(z2) —e(d,0"). Ayrica yukaridaki z igin A (9)
y1 (4.22) ile tanimlayabiliriz. Oyle ki I5 () (6) 2) = 0, A (") = 1 ve (4.23) gegerlidir.

Daha sonra g (A\) = J (Az) alinirsa

d 1
1 2
—< (1= HA%AZH + Iy (\2)
L2
—(1- A)AHAaz
ve v = A (&) z almdiginda Iy (v) = 0, || A2v|| # 0 olur.

0 < ¢ < ¢” < 1araliginda ¢ i¢in A (0) artan oldugundan

J(2) = J(v) =g (1) — g (A(5))
=g (A (8")) =g (A (&)
= (A" =) g (V)

—(1=0)A(1=A () HA%AZ

2

> (1= 8N (8") (1= A (8))
= (5,6") > 0
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olur.

1 < ¢ < < by olursa
J(2) = J(v) =g (1) — g (X))

> (0" = 1) A (8")r* (8") (A (8") = 1)
= (8',0") >0

olur.

Degismez Kiimeler

Degismez kiimeleri elde etmek icin asagidaki lemma kullanilacaktir.

Lemma 4.14 z € H]"(Q) icin J(z) < d olsun. d; ve dy sayilart d (6) = J (z)
denkleminin §; < ¢ < d9 olacak sekilde kokleri olsun. Bu durumda 6, < § < 45 igin

I5 (2) nin igareti degistirilemezdir.

Ispat. Oncelikle .J (z) > 0 ve HA%Z # 0 olsun. Celigki yontemi ile /5 (2) nin isareti

01 < 0 < g igin degistirilebilir oldugunu varsayalim. Bu durumda /5« (2) = 0 olacak
sekilde 0* € (d1, d2) vardir. Dolayistyla d (6) tanimina gore elimizdeki J (z) > d (%)

varlifindan

J (z) =d (61) = d ()
<d (6")

ifadesi ile celisir.

Teorem 4.1.5 (Degismez kiimeler) 2o € H" () ve 21 (z) € L* (Q) olsun. 0 < e < d,
d1 < 82 nin d (§) = e denkleminin iki kokii oldugunu varsayalim. O zaman,

=0

i) (4.1) probleminin 0 < £ (0) < e olan tiim ¢oziimleri I (z) > 0 veya HA%ZO
olmasi kosuluyla d; < § < 9 i¢in Wj ye aittir.

ii) (4.1) probleminin 0 < F (0) < e olan tiim ¢6ziimleri / (z9) < 0 olmasi kosuluyla
01 < 0 < 49 i¢in Vj ye aittir.

Ispat.

i) z (1), (4.1) probleminde F (0) = e, I (z9) > 0 veya HA%ZQ = 0 olan herhangi bir

¢oziimii ve 7', z (t) nin varlik zamani olsun. HA%ZOH = 0Oise o zaman 0 < § < dy
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icin 2y (x) € Wy olur. I (z9) > 0 oldugundan Lemma 4.1.4 e gore I; (z) nin isareti
d1 < O < 09 igin degismez oldugundan § € (dy,ds) igin I5(z9) > 0 olur. Enerji

esitliginden
Lo e
SNzl + 7 (20) =E (0) < d (81)

—d(5,) < d (6) (4.24)

ifadesi elde edilir. J (z9) < d(9) olur bdylece 2o (x) € Wj vardir. Daha sonra,
z (t) € Wy oldugu goriiliir ve burada 7', z (t)’nin maksimum varlik zamanidir. Celiskiye
diigerek, bazi 6 € (d1,d2) igin z(ty) € OWj olacak sekilde bir ¢y € (0,7") olmasi ge-
rektigini varsayiyoruz, yani Is (z (¢,)) = 0 ve HA%Z (tO)H # 0 veya J (2(tg)) = d (6)
dir. E (t) < E (0) esitsizliginden

S 2P+ 7 (2) <E(0)

<d (5) (4.25)

olur. Bu durumda J (z(ty)) = d (§) min imkansiz oldugunu gériiriiz. Ote yandan, eger
Is (2 (t,)) =0 ve HA%Z (tO)H # 0 ise d (0) nin tanimu geregi J (2(o)) > d () olur bu
ifade de (4.25) ile celisir.

ii) (1) sikkina benzerdir.

Teorem 4.1.6
E(0) = 0 igin (4.1) probleminin agikar olmayan tiim ¢6ziimleri

20= (o) }

T

B = {z e H" ()| HA%Z

kiimesinin elemanidir.
Ispat.
E(0) = 0 igin 2(t), (4.1) probleminin ¢6ziimii ve 7', z(¢) nin varlik zamani olsun.

E (t) < E(0) esitsizliginden
1 2
3 |ze|l” +J(2) < E(0)=0

ifadesini elde ederiz. Yani 0 < ¢ < T'i¢in J(z) < 0 olur. Boylece

p—1

1 1
2(p+1)

L)+ s Izl <0

HA%Z (p+1)*

2
|+
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olur. Buda /(z) < 0 anlamina gelir. /(2) nin tanimindan 0 < ¢ < 7 i¢in

2 +1
) g/ 12| In | 2| dx
Q

2
< ||Z||§iz

HA%Z

P 1 2

1
<CP? || A2z || A2z

Az z

olursa 0 < ¢t < T araliginda HA%z

olur. Bundan dolay1

’ > 1o olmahdir. Eger,

A%,ZoH =0
= 0 olur. Oteki durumda t, € (0,7T) igin

= 0 veya HA%Z

0 < HA%z(tO)H < 1 olur. Benzer olarak 0 < t < T igin HA%ZOH > 719 oldugunu

gorlriiz.

Teorem 4.1.7

zo(x) € HI"(Q) ve 2, () € L? () olsun. Ayrica £(0) < 0 veya E(0) = 0,
HA%ZOH # 0 olsun. Bu durumda 0 < 6 < ’%1 arali81 i¢in (4.1) probleminin biitiin
coziimleri Vj ya aittir.

ispat.

E(0) = 0i¢in z(t), (4.1) probleminin herhangi bir ¢6ziimii olsun. 7', z(¢) nin varlik

p+1

zamani olsun. 0 < § < ¥5= aralifinda enerji esitligi

1
p+1

1 2 1 2 1 2
Szl +a @) || 42| + —=15 () < 5zl + T () = E(0) (4.26)

ifadesini verir. (4.26) dan eger, F/(0) < 0 ise o zaman I5(z) < 0, J (2) < 0 < d(9)
olur. Ciinkii Lemma 4.1.3 e gore 0 < § < ’%1 icin d (§) > 0 olur. Eger E(0) = 0,
HA%ZOH # 0 ise Teorem 4.1.2 ye gore 0 < t < T igin HA%ZO
ederiz. Yine (4.26) ile 0 < § < 2 igin I5(2) < 0, J (2) < 0 < d (9) olur. Dolayistyla

> rq ifadesini elde

yukaridaki iki durum i¢in 0 < ¢ < 22,0 < ¢ < T igin her zaman z(t) € V; ifadesine

sahip oldugu goriiliir.
4.2 £ (0) < d igin Global Varlik ve Patlama

Teorem 4.2.1 (£ (0) < d i¢in Global Varlik) 2o (z) € H[" () ve z; (z) € L*(Q)
A%ZO
durumda (4.1) probleminin 0 < ¢ < oo igin z (t) € L (0, 00; HJ* (Q2)) ve z (t) € W,

olsun. Ayrica 0 < E (0) < dve I (z9) > 0 veya = 0 oldugunu varsayalim. Bu

0 <t < oo i¢in zayif global ¢oziimii vardir.
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Ispat. (4.1) problemi icin potansiyel kuyu metodunu kullanarak 0 < ¢ < oo i¢in

yaklagik ¢coziimler olusturalim:
1 2
2 [2mel|” + J (2m) = B (0) < d

esitsizligini kullanabiliriz. Buradan

1 1
J (2m :QHAQZT”‘ — /|zm]pJr In|z,|dr + ——— ||z gﬁ

e o
2(%‘]0“) s +—1”Zm>
2t b

2(p+

ifadesini yazabiliriz. Buradan 0 < ¢ < oo i¢in

1 —1 2
T N

2(p+1)
Bu da agagidaki esitsizligi ifade eder:

2 1
_ (p+ )d’

L 2
o
p—1

) 2
AizmH

2(p+1)
p—1

2
12mlper <C

<C? d,

/ o P 10 2] i < 22

<CP+2 A%zm P2
p+2
<Cp+2 (2 <p+ 1)d) ?
p—1
ve
||th!|2 < 2d
dir.

(4.27)

(4.28)

(4.29)

(4.30)

(4.31)

(4.28)-(4.31) den ve kompaktlik metodundan z (t) € L (0,00; HJ" (€2)) olan bir

¢Oziim elde ederiz. Buradan z (¢) € W sonucu elde edilir.

32



Teorem 4.2.2 (Patlama) z, (z) € HJ" (Q) ve z; (z) € L* () olsun. Ayrica E (0) < d

ve I (zy) < 0 olsun. Bu durumda (4.1) problemi i¢in zayif ¢6ziim

]_ p—
Jim |2 (., t)]| = o0

olacak sekilde sonlu zamanda patlar.

Ispat.

E(0) <dvel(z) < 0igin z (t), (4.1) probleminin ¢6ziimii olsun. M (t)
R*,

M (1) = ||=|

fonksiyonunu tanimlayalim. Buradan tiirev alinirsa
M'(t) =2(z,2)

olur. Tekrar tiirev alinirsa

M (t) =2 ||z]* + 2 (2, 2)

=2z + 2 HA%Z

2

‘ +/|z|p+1ln|z|d:1:
Q

=2||z||* =21 (2)

olur. F (t) < E(0) esitsizliginden

Az

1 2
5 2" + 5

——/|z|er In|z| dx +

ifadesi elde edilir. Bunun sonucunda

S| ol <EO

‘2
||Z||§E 2(p+1)E(0)

2/ ]z\p“ In|z|dx >(p + 1) Hzt|]2 +(p+1) HA%Z
Q

Z(p+1) Jl? + o+ 1) [ 2] 20+ 1B ()

esitsizligi yazilir. (4.34) ve (4.36) ifadelerinden

1 2
MY (t) 22| = 2|[Ad= |+ o+ 1) 1z

o+ 1) Ak " o+ 1)E(0)

=+ 3) ) + - 1[4t -2+ DB

> (p+3) |z)” + (p = D) MM () = 2(p + 1) E (0)
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yazilir. Burada Ay > 0 dir.
i) Eger £ (0) < 0 ise o zaman (4.37) ifadesi

M" () > (p+3) |z (4.38)

esitsizligini saglar.
ii) Eger 0 < F (0) < d ise Teorem 4.1.5 den z; € Vj olur. Burada 1 < 0 < Jy ve
t > 0 dir. Ayrica d; Teorem 4.1.5 de yer alan parametre ile aynidir. Lemma 4.1.2

2
> 1 (02) ifadesi saglanir. Dolayistyla ¢ > 0 igin I5, (2) < 0 ve

(i) ye gore HA%Z

2
HA%z > 1 (8,) elde edilir.

M/ (0) =) (ZQ, Zl) Z 0
ve (4.34) ifadesinden

M" (£) >2 (6, — 1) HA%z ’2 — 21, (2)

>2(0y — 1) 7% (d2) > 0
ifadesini elde ederiz. Buradan

M’ (t) >2 (55 — 1) 72 (05) t + M’ (0)
22 ((52 — 1) 7"2 ((52) t

olur. Benzer sekilde

M (t) > (62 — 1) 72 (62) £2 + M (0)

v

((52 - 1) T2 ((52) t2
olur. Boylece yeterince biiyiik ¢ icin
(p=1D) MM (@) >2(p+1)E(0)

esitsizligi saglanir. Bu ifadeyi (4.37) de kullanarak (4.38) ifadesini elde ederiz. Sonug

olarak (4.38) ifadesinden

_p+3
4

> (p+3) (121 12l] = (2,2)°) > 0

M (t) M" (t) (M (t))"
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yazilir. Boylece

(M (1) = =2z (M (O M (1) = (@ + 1) (M (1)°) 0

dir. @ = 21 igin M~ (t) < 0 dir. Bu yiizden M~ () yeterince biiyiik ¢ ler igin

konkavdir ve M ~* () — 0 i¢in bir sonlu T zamani vardir. Diger bir ifadeyle
lim M (t) = o0

t—=T—

dir.

4.3 £ (0) = d icin Global Varlik ve Patlama

Teorem 4.3.1 (£ (0) = d i¢in Global Varlik ve Patlama) z, (z) € HJ* (2) ve 21 (z) €
L*(Q) olsun. £ (0) = d ve I (29) > 0 oldugunu varsayalim. Bu durumda 0 < ¢ <
oo igin (4.1) probleminin z (t) € L> (0, 00; H" (2)), 2 (t) € L>*(0,00; L ()) ve
z (t) € W UOW olacak sekilde zayif global ¢oziimii vardir.

Ispat.

Bu teoremi ispatlamak i¢in agagidaki iki durumu ele alalim:

i)

1
e

2

dir.

A =1 — % Ve Zom = AmZ20, m = 2,3, ... olsun. Baglangi¢ kogsullar
2 (2,0) = zom (), 2 (x,0) = 21 ()

dir. Asagidaki problemi

2+ Az = |2["In 2], zeQ, t>0
—yggﬁ’ﬂ =0,¢=0,1,... m—1, red, t>0

2(z,0) = 2, (z), 2 (2,0) =2, (x) €
ele alalim. J (zp) > 0 ve Lemma 4.1.1 den \* = A\* (zp) > 1 oldugu sonucuna vartlir.

Dolayistyla I (zpm) > 0 ve J (20m) = J (Amz0) < J (20) dir. Ayrica,
1
0<E,(0)= 3 l20]|% + T (2om)

1
<5 Il +J (20) = B (0) =d
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dir. Teorem 4.2.1 i¢in her m i¢in problemin ve z,, (t) € W olacak sekilde 0 < t < oo
icin global bir ¢oziimii z,, (¢) olur. Ve

t t

(Zmt, V) + / (Vzm, Vu)dr = / (f (zm) ,v)dr + (21,v) (4.39)

0 0

herv € H* (Q2),0 <t < ooigin
1 2

dir. Ispatin geri kalan1 Teorem 4.2.1 ispat1 ile benzerdir.

i)

HA%ZO =0

dir.
[ A3z0]| = 0ise T (20) = 0 ve L flaa]* = E(0) = dolur. A = 1= £ ve 24 (1) =

Amz, m = 2,3, ... ve
Z(.’L’,O) =20 (‘r)v 2t (I,O) = Z1m (LU)

2(x,0) = 20 (2), 2 (x,0) = 21 ()

baglangi¢ kosullarin1 g6z Oniine alalim. Asagidaki problem icin

4

2w+ Az = |2["In 2], z€Q t>0
32‘2_(;;715) — O, 7 = O7 1, e, M — 1, T € aQ’ t>0 (441)

2(2,0) = 29 (x), 2z (2,0) = 21 (x) € Q

\

1 1 1
|43 z0]| =0, 0 < B (0) = 5 limll® + 7 (20) = 5 2w |* < 0= d

ve Teorem 4.2.1 den her m i¢in (4.41) probleminin, z (t) € L™ (0,00; HJ" (2)) ve
Zm (t) € W olacak sekilde 0 < t < oo aralifinda global bir ¢oziimii z,, (t) vardir.

Ispatin geri kalan1 bu teoremin (i) kismina benzerdir.

Lemma 4.3.2 (Degismez Kiime V") z, (z) € HJ* (Q) ve z; (z) € L* (Q) olsun. Eger,
E(0)=d,I(z20) < 0ve (20,21) > 0ise V' kiimesi degismezdir.
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Teorem 4.3.3 (£ (0) = d i¢in Patlama) z, (x) € H" () ve z; (z) € L*(Q) olsun.
E(0)=d, I(z) < 0ve (20,21) > 0 oldugunu varsayalim. Bu durumda ¢6ziim sonlu

zamanda patlar ve

li )| =
t;rTrl_|!Z(, )| = o0

dir.
Ispat. (4.36) ifadesinden

M) >(p+3) |zl + (=1 MM () —2(p+ 1) E(0) (4.42)

=p+3) |z’ +(p- 1) MM ({#) —2(p+1)d

yazilir.
(4.39) dan ve Lemma 4.3.2 den M" (t) > 0 oldugundan M’ (t), 0 < t < oo da artan
oldugu agiktir. Ayrica M’ (0) = (zo, z1) > 0 oldugundan herhangi bir ¢, > 0 i¢int > ¢,

M'(t) > M'(tg) >0
dir. Ayrica

M (t) =M (to) (t — to) + M (to)

>M (t) (t —to)
olur. Yeterince biiyiik ¢ i¢in
(P—DMM(E)>2(p+1)d
sonucunu elde ederiz. Buradan ve (4.42) ifadesinden
M" (t) > (p+3) ||z
esitsizligi elde edilir. Boylece,

_p+s

M (t) M" (t) (M ()" = (0 +3) (21 2]l = (2,2)%) = 0

olur. Ispatin geri kalan1 Teorem 4.2.2 ile benzerdir.
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4.4 £ (0) > 0 icin Patlama
Bu boliimde yiiksek baglangi¢ enerjisi i¢in patlama sonucunu ispatlayacagiz.

Teorem 4.4.1 (E (0) > 0 i¢in Global Varlik) Baglangi¢ verileri (zq, z1) € Hj" () x
L? () igin

i) £(0) <0,

ii) (20, 21) > 0,

iii) [|2o[|” > 2255 E(0),

iv) I (z) <0,

kosullarini sagliyorsa o zaman (4.1) probleminin ¢oziimleri sonlu zamanda patlar.
Ispat. Bu sonucu iki adimda ispatlayacagiz:

1.Adim

Bu adimda I (2) < 0 ve ||z (¢)||* > %E (0) esitsizligini her t € (0,T) i¢in goste-
receiz. [ (z) < 0 oldugunu kanitlamak i¢in ¢eliski yontemini kullanalim. 7 (z (¢y)) = 0
ve I (z) < 0 esitsizliginin ¢ € [0, ¢y) icin saglandigini ancak ¢, aninda bu esitsizliginin
bozuldugunu varsayalim. Yine, onceden tanimladigimiz M (¢) fonksiyonunu ele alalim.

Bu fonksiyonun birinci tiirevi
M (t) =2(z,2)

ve ikinci tiirevi

M (t) =2 ||zl - 21 (2)

seklindedir. 7 (z) < 0 oldugundan M” (t) > 0 olur. Yani, her ¢ € (0, o) i¢in M’ (¢) > 0
olur. Bu durumda M (t) fonksiyonu kesinlikle artandir. Herhangi bir ¢ € (0, ¢o) igin

2(p+1)
A(p—1)

olur. Ayrica

M (to) > E (0) (4.43)

J (2 () < E(to) < E(0)
esitsizligini de biliyoruz. Bunun a¢ilimi

!l

1 +1
m 12 (to) |l

<E (ty) < E(0) (4.44)

2 1
| —m/ﬂ|z(to)\p+lln\z(to)|d;v—|—
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seklindedir. Ek olarak 7 (z (¢y)) = 0 esitliginden

432 (t0)

2
:/\z<to)\P+11n\z(to)ydx
Q

sonucuna ulagsiriz. Simdi (4.44) ifadesini

3 4t )| = = [ ) il o) o +

1 1
m |2 (to)HgL

2
1
2 (o)l

- HA%Z(%)

“ il

2

> Az (to)
_2p—i—1 H 2 (to)

Ml —1)

> ST 12 G (4.45)

seklinde yazabiliriz.

(4.44) ve (4.45) ifadelerinden

)\1(
2(p+1)

M=)y < B (0),

elde edilir. Yani

2(p+1)
A(p—1)

dir. Bu ifadede de (4.43) ile celigir. Dolayisiyla her t € (0,7") i¢in I (z) < 0 ve

M (to) < £(0)

2(p+1)

M (t) > N =1 =1

E(0) (4.46)

olur.
2.Adim

Bu adimda ¢6ziimiin sonlu zamanda patladigini ispatlayacagiz.
M" (1) = (p + 3) [|]|”
oldugundan

p+3

M (1) M" (t) = == (M (£) > (p+3) (l2II" || = (2,2)°) > 0

ifadesi elde edilir. Ispatin geri kalan1 Teorem 4.2.2 ile benzerdir.

39



5. LOGARITMIK KAYNAK TERIMLI YUKSEK MERTEBEDEN HIiPERBOLIK
TIPTEN BiR DENKLEMIN COZUMLERININ USTEL BUYUMESI

Bu boliimde
ztt+Az:zln|z|k, zef, t>0
O2et) — 0, j=0,1,..,m— 1, r €N, t>0 (5.1

2(2,0) =29 (x), 2z (2,0) =2 () =€

baglangi¢ sinir deger problemini ele alacagiz.
Burada 2, R™ de bolge A =(—A)", m > 1 (m bir tam say1) ve k > 1 dir.

(5.1) probleminin ¢6ziimii i¢in once E (t) enerji fonksiyonelini bulalim.
Lemma 5.1. F (t) = F (0) dir. Yani enerji korunumludur.
Ispat. (5.1) probleminin ilk denklemi z, ile carpilir © bolgesinde integrallenirse

/ztzttdx—i-/zt.Azdx:/ztzln\z|kdx
Q Q Q

elde edilir. Simdi terimleri tek tek elde edelim:

1d
dr =
/K;thtt €T = th ||Zt”

/ 2z Azdr = —— HA?z
Q

Y

k d
In|z|"de = =— [ 2°In|z|dx —
/taz n|z|" dz 5 Qz n|z|dx 4dt H 17

olarak elde edilir. Sonug olarak tiim terimler yerine yazilirsa

k 9 k:/2 }
-zl — = [ zln|z|dx| =0
+3IP=5 [ #ml

olur. Boylece (5.1) probleminin enerji fonksiyoneli

a [- el + 5 || 422

dt

(1) = 3 [l + 5 |4t

2
| +5||z||2—ﬁ/221n|z|dm (52)
4 2 Jq

olarak elde edilmis olur. (5.2) ifadesi integrallenirse

td t
/—E(t):/ 0dt,
0 dt 0
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elde edilir.

Burada, potansiyel enerji fonksiyoneli

7(e) = |4t

2k k
—|—Z\|z||2—§/gz2ln]z\dx

ve Nehari fonksiyoneli

2
—k/z2ln|z|dx
Q

olarak tanimlansin. Ayrica

I(z2)= HA%Z

N:{zeﬂgﬂ(mu(z):o, Asz

#0)
Nehari manifoldudur.

— inf
=R
potansiyel kuyunun derinligini,
V={zeH"Q)|J(2)<d, I(z) <0}

potansiyel kuyunun digin1 gosterir.

Potansiyel kuyu ailesi igin 6 > 0 alarak

2
) —kz/z2ln|z|dm,
Q

Az

Is () = 5HA%Z

Ny ={= € By (@) 15(2) =0,

0},
4(5):Zier}\§éc7(2),

ve
Vs ={z € Hy" ()] J(2) <d(9), Is(z) <0}
ifadeleri yazilabilir.

Teorem 5.2 zy € H* (), z; € L* () olsun.
i) Baslangic enerjisi £ (0) < 0,¢ > 0 i¢in

2(z0,z1> t+§t2>

2 2 ( [ENE
2@ > llzol"eN ™
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dir.

ii) £ (0) > 0 ve t > t, igin agagidaki ii¢ varsayimlardan biri saglanirsa
@0<E(0)<dvel(z)<0

(b) E(0) =d, I(2) <0ve(20,21) >0

(©) E(0) >0, I(2) <0, ||z0]> > 2E(0) ve (20, 21) > 0

bu durumda

Z(fo),Zt(io))

(et )
O > el

(t—to)+’;(t—t0)2>
(5.6)

ifadesi gecerli olur. Ayrica ¢ > ¢, sayis1
k 2
5 Iz @I > 4E(0) (5.7)

ifadesini yeterince biiyiik yapar.
Ispat
i) (5.1) probleminin ¢oziimii 2 (z,t) olsun. E(0) < 0 ve M (t) : [0,00) — R*

fonksiyonu agsagidaki sekilde tanimlansin.
M(t) = /QZQda: = ||2|)? (5.8)
M (t) fonksiyonunun diferansiyeli alinirsa
M (t) = Q/QZthI (5.9

olur. Daha sonra tekrar diferansiyellenirse

M// (t) :2 (/ Ztth.T + / ZZttdx)
Q Q
=92 (Hth2 + / z (z In ]z\k — Az) dx)
Q

:2||zt||2—|—2/z21n\z|k—2/zAzda: (5.10)
Q Q

olur.

M (1) = 2] 2 [HA%z

2
‘ —k/zﬂn]z\da:} (5.11)
Q
(5.4) ifadesi (5.11) ifadesinde yerine yazilirsa
M" (t) = 2||z|* — 21 (2) (5.12)
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elde edilir. Enerji esitligi ve (5.2) ifadesinden

E(t)= E(0)

1 1 112k k
B©) =5 llall + 5 4] + J 112 = 5 [ #mlelae

1 9 1 k 9
E0) == = -
O) =5 Izl + 51 () + 5 417,
4E (0) = 2 ||z||* + 21 (2) + k ||2]|*,
21 (2) = 4E (0) — 2|z — k [|2||*
elde edilir. (5.13) ifadesi (5.12) ifadesinde yerine yazilirsa
M" (1) =2||z]|* — (4B (0) = 2|l |I* — k [|=])
=4|z]* + k[|=]* = 4E (0)
olur. (5.7) esitsizligi (5.14) ifadesinde yazilirsa
M" (t) = 4||z|]” + kM (t) — 4E (0)
elde edilir. Burada £ (0) < 0 oldugundan
M"(t) > 4 ||2]]” + kM (1)
olur. (5.15) ifadesi ve Cauchy-Schwarz esitsizliginden
M(t)M"(t) = (M'(1))"
>[|20* (4 11zl” + kM (1)) — 4 (2, 2)°
=l 4zl + 1217 kM (1) = 4 (2, 2)"
=4 (21 N2el1* = (2, 20)%) + |211* k (M (2))?
>k (M (t))*

elde edilir. Simdi
H(t) =1In (M (1))

fonksiyonu secilir ve bu fonksiyonun diferansiyeli alinirsa
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elde edilir. Tekrar diferansiyeli alinirsa

LMY MY ()M (1) — (M(1))?
H(0) = (M(t)) - 0L (1))

olur. Bu ifade (5.17) ifadesinde yazilirsa
M)\
H'(t) = >k
0=(3r)

elde edilir. Esitligin her iki tarafi {2 bolgesinde integrallenirse

M'(t)
M (%)

-7+, () 2

(
(
(
_M(0
(
(

H' (t) =

SR
M0
~M(0)

)
)
§+ kdA
)

+ kt

olur. (5.19) esitligine gore

H(t) — H(0) :/OtH’()\)d)\z/Ot (%8 +k:)\) d\

M)k,

TM(0) 2

elde edilir. Bu da (5.5) ifadesini verir.

(5.18)

(5.19)

(5.20)

ii) £(0) > 0, to > 0 ve t > t, igin Teorem 5.2 (ii) nin (a), (b) ve (c) kosullarindan

birinin gecerli oldugunu varsayip (5.7) ifadesini elde ederiz.

(a) durumunun gegerli olmasi durumunda 0 < £ (0) < d, [ (z) < 0 ve tezimizin

dordiincii boliimiindeki Lemma 4.2 nin (ii) ifadesine gore z;eVs, 1 < 6 < dyvet > 0

dir. Boylece I5(z) < 0,1 < § < 0y ve t > 0 oldugunu biliyoruz. Lemma 4.2 (ii)’

ye gore HA H >r(0),1 <9 < dyve t > 0 anlamina gelir. Burada 7 (§), pozitif

sabit sayidir. Boylece L;Q (z) < 0ve HA2 H > 1 (09) olur. (5.12) ifadesinden ve
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yukaridaki bilgilerden

M" (t) =2 ||=|* — 21 (2)

> —21(2)

1 2 1
=20 || A2z —2]2(z)—2HA§z

=24tz )2 (62— 1) — 21 (2)

>9 HA%Z (G — 1)

=2(6y — 1)7%0, > 0
ifadesini elde ederiz.
M"(t) >2 (02 — 1) 7% (82)
esitsizligin her iki tarafi {2 bolgesinde iki defa integrallenirse
M (t) > (62 — 1) 7* (62) t* + M’ (0) t + M (0) (5.21)

olur.

(b) durumunun gegerli olmasi durumunda, £ (0) = d, I (z9) < 0 ve (z0,21) > 0,
tezimizin dordiincii boliimiinde yer alan Lemma 4.1.4 ifadesine gére ¢t > 0 i¢in I (z;) <
0.

(5.12) ifadesine gore M” (t) > 0 olur. Buradan M’ (¢) fonksiyonun artan oldugunu

goriiriiz. (zg, z;) > 0 kosulundan M (0) > 0 ve herhangi bir ¢; > 0 i¢in
MY (b)) (£ — 1) =M (&) — M ()

M (t) >M' (t1) (t — t1) + M’ (t1)
ifadesi elde edilir.
(¢) durumunun gegerli olmas1 durumunda, E (0) > 0, I (z) < 0, ||z0]|* > 2E(0) ve
(20, 21) > 0 oldugunu biliyoruz. Ayrica I (z;) < 0 ifadesinin ¢ > 0 i¢in saglandigini
da biliyoruz; bu ifade tezimizin bir 6nceki boliimiinde yer alan Lemma 4.1 kanitinda

ispat edilmisti. Boylece (5.12) den M” (t) > 0 sonucunu ¢ikaririz. Bu duruma gore

(20,21) > 0 yani M’ (0) > 0 oldugundan
M'(t) > M'(0) >0
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dir. Yani ¢t > 0 i¢in

M () =M’ (0)t + M (0)
>M'(0)¢ (5.23)

olur.
t >ty i¢in (5.21)-(5.23) ifadelerinden herhangi biri gecerli oldugunda ¢, > 0 olacak
kadar biiytiik bir ¢ secilebilir ve boylece (5.7) i¢in saglanmig olur. Bu (5.14) ifadesinin

k k
M @)zl + el + (5 I - 48 0))
k
>l + &

seklinde yazilabilecegini gosterir. Ispatin geri kalan kismi Teorem 5.2 (i) ile benzerdir.
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6. SONUCLAR VE ONERILER
6.1 Sonuclar
Bu ¢alismada A = (—A)" ., m > 1,k >1vep

1 <p< oo, n < 2m,

2<p<ﬁ, n > 2m

olmak iizere

zu+ Az = |2[" In|z|

probleminin global varligi ve patlamast;
24+ Az = zIn|z|*

probleminin de iistel biiytimesi ¢alisilmustir.
6.2 Oneriler

Incelenen problemin ¢oziimlerinin varligi farkli kosullar altinda veya farkli metodlar kul-
lanilarak caligilabilir. €2 bolgesinde ele aldigimiz bu problemler daha karmasik bolgeler

veya farkli tipte sinir kosullar1 incelenerek sonuglarin genellenebilirligi arastirilabilir.
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