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ABSTRACT

SYMBOLIC PLITHOGENIC RINGS

ALTALIB, Talib
M.Sc. in Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Necati OLGUN .
Co-Supervisor: Asst. Prof. Dr. Ahmed HATIP
June 2025
56 pages
Symbolic plithogenic rings extend classical ring theory by integrating symbolic logic
and plithogenic set theory to address multi-qualitative uncertainty, contradiction, and
heterogeneity. An n-symbolic plithogenic ring, denoted n — SPg, is built over a
commutative ring R and expanded with symbolic idempotent elements P4, ..., P, each
representing distinct attributes. These elements satisfy dominance-based idempotency
and absorption rules (e.g., Pi* = P;, PiP; = Pmax(, ) aligned with plithogenic logic.
Elements take the form Ay + A:P; + -+ + AP0 (4 € R), allowing symbolic
algebraic modeling. Classical ring operations generalize to symbolic coefficients,
maintaining commutativity, associativity, and distributivity. Plithogenic analogs of
substructures—such as AH-ideals, kernels, and homomorphisms—have been
examined to analyze structural properties and morphisms. Key notions like
reducibility, invertibility, and the center are redefined symbolically. This framework
offers a rich algebraic structure for systems with multidimensional and often
contradictory attributes, deepening ring theory and supporting fields reliant on

uncertainty and symbolic computation.

Key Words: Symbolic Plithogenic Rings, Symbolic 2-Plithogenic Ring, AHS-

Homomorphism, AHS-Ideal, Isomorphism



OZET

SEMBOLIK PLITHOGENIC HALKALAR

ALTALIB, Talib
Yiksek Lisans Tezi, Matematik
Damsman: Prof. Dr. Necati OLGUN
Ikinci Damisman: Dr.Ogr.Uyesi Ahmed HATIP
Haziran 2025
56 sayfa

Sembolik plitogenik halkalar, klasik halka teorisinin ileri bir genellemesi olup, ¢ok
nitelikli belirsizlik, celiski ve heterojenligi ele almak icin sembolik mantik ve
plitogenik kiime teorisini biitiinlestirir. n-Sembolik plitogenik halka (n — SPg), taban
degismeli halka R iizerinde, her biri farkli bir niteligi temsil eden P4, P, ..., Py
sembolik idempotent elemanlariyla genisletilerek tanimlanir. Bu elemanlar, plitogenik
kombinasyon mantigina uygun olarak P;*> = P;ve PiP; = Puax(i,;) iliskilerini
saglar. Her eleman Ao + A;P; + -+ + A,P, formundadir (4; € R) ve sembolik
anlam iceren cebirsel ifadelerin modellenmesine olanak verir. Klasik halka islemleri,
sembolik katsayilar1 kapsayacak sekilde genellenmis; toplamanin degismeligi,
birlesmeligi ve dagiliciligi korunmustur. Ayrica, AH-idealler, AH-kernel ve AH-
homomorfizmler gibi plitogenik yapilar incelenerek yapisal davranig ve morfizmler
detaylandirilmistir. Sifira indirgenebilirlik, tersinirlik ve merkez kavramlar: sembolik
baglamda yeniden tanimlanmistir. Bu yapi, ¢ok boyutlu ve celiskili niteliklere sahip
sistemlerin ifadesi icin zengin ve guclu bir cebirsel cerceve sunar; bdylece hem halka
teorisinin teorik derinligini artirir hem de belirsizlik, geliski ve sembolik hesaplamanin

merkezi oldugu alanlarda saglam temel saglar.

Anahtar Kelimeler: Sembolik Plithogenic halkalar, Homomorphism, AHS-

Homomorphism; AHS-Ideal, Isomorphism
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BOLUM I
GIRIS

1.1 Cahismanin Amaci

Bilim camias1 ger¢egin yapisina iligkin kimi sorulara yiizyillardir yanit aramaktadir.
Gergek mutlak midir yoksa goreli mi? Sabit midir yoksa degisken mi? sorulari yalnizca
bilim camiasinin degil, ilk insandan giiniimiize kadar gercege ulasma yolunu arayan
herkesin zihnini mesgul etmistir. Gergek, daha fazla bilgi gerektirir mi (arastirma
alanlariin genisletilmesi ve onun etrafinda donebilecek tiim nedenlerin ortaya
cikarilmasi cabalarimin artirilmasi), yoksa gercek, gozlemcileri ve arastirmacilari
tarafindan tartisilan bir olgu mudur; zira her taraf kendine uygun olan gercegi mi
gOrmektedir?. Genel olarak insanlar gercegi eski ¢aglardan giiniimiize kadar gelisen
imgeler (semboller-degerler) ile tasvir etmiglerdir ve bu imgeler, gergege ulasmada
izlenen yonteme (felsefe-diisiinme tarzi) gore farklilik gostermistir. Bir dnermenin
dogrulugunu ya da bir elemanin bir kiimeye ait olup olmadigimi bilmek icin, bu
gegerliligi veya aidiyeti Glgebilecegimiz belirli bir standart ya da dnceden bilinen
aksiyomlar olmasi gerektigi bilinmektedir. Bu aksiyomlar sabittir fakat Onem
dereceleri farklilik gosterebilir, Ornegin: Basarili Ogrenciler kimesi asagidaki
kriterlere gore belirlenebilir: Ogrencinin fen bilimlerinde iistiin basar1 gostermesi, spor
ve sosyal faaliyetlerde 6ne ¢ikmasi ve kiiltiirel alanlarda da basarili olmasi. Bir
Ogrenciyi basarili kilan deger, bir 6gretmenden (ya da aragtirmacidan) diger 6gretmene
gore farklilik gosterebilir. insanlar dogru ve yanls kavramlarii 0 veya 1 degerleriyle
ifade etmislerdir ve bu anlayis giiniimiizde hala gecerlidir. Aristoteles’in diglanmis
ticlincii ilkesinden ya da ortadan kaldirilmis orta yasa ilkesinden s6z ederiz: Her
onerme ya dogrudur ya da onun karsitidir, arada baska bir olasilik yoktur. Ornegin,
"Ben basariliyim" ya da "Ben basarisizim" &nermeleri birbiriyle gelisir. ilk énerme
dogruysa, digeri yanlistir ve tersi de gegerlidir, arada dglincli bir yol yoktur.
"Aristoteles’in ifadesi"[1]. Bir 6nerme ya dogrudur ya da yanlistir, ti¢iincii bir se¢enek
yoktur. Ortadan kaldirilmis. orta ilkesi ayn1 zamanda bir seyin kendisi oldugunu ve ne

tiir degisim ve doniisiimlerden gegerse gegsin baska bir sey olmayacagini ifade eder.



"Aristoteles’in ifadesi". Ancak son donem arastirmacilari, gergekligin yalnizca dogru
ve yanlis ile sinirli kalmadigimmi fark etmislerdir. Birgok durumun mutlak dogru
olmamakla birlikte belli bir oranda dogru ya da gecerli oldugunu ortaya koymuslardir.
Azerbaycanli bilim insan1 Lutfi Zadeh tarafindan bulanik mantik (fuzzy logic) adi
verilen yeni bir mantik tiirli gelistirilmistir. Bu mantik, Aristoteles’in iki degerli klasik
mantigindan farkli olarak belirsiz durumlarda ¢ikarim yapilmasina olanak tanir. Bir
durumun dogrulugu yalnizca 0 veya 1 ile degil, [0,1] araligindaki herhangi bir degerle
de ifade edilebilir [2]. Bulanik mantik, uzman sistemlerde ve yapay zeka
uygulamalarinda kullanilmis, daha sonra bu uygulamalar gelistirilerek bulanik mantik
¢ipi Uretilmis ve kameralar gibi bir¢ok iiriinde kullanilmistir. Zadeh’in bulanik
mantigini daha da genellestiren Bulgar bilim insan1 Krassimir Atanassov, 1983 yilinda
sezgisel bulanik mantik (intuitionistic fuzzy logic) kavramini ortaya koymustur. Bu
mantikta bir nermenin dogrulugu ya da bir elemanin bir kiimeye ait olup olmamasi,
iki fonksiyon ile tanimlanir: Uyelik fonksiyonu ve iiyelik dis1 fonksiyon. Her biri [0,1]
araliginda deger alir ve birbirlerini 1’e tamamlayacak sekilde tanimlanir. Yani iiyelik
fonksiyonu m ve iiyelik dig1 fonksiyon n olmak (zere: m € [0,1],n[0,1],m =
1 —n,n = 1- m. Boylece, sezgisel mantik belirsizlige yer birakmaz. [3]
Sonrasinda belirsizligi, muglakligi, kesin olmayis1 matematiksel olarak ifade etmeyi
amaglayan Rumen bilim insan1 Florentin Smarandache tarafindan nétrosofik mantik
gelistirilmistir. Bu yeni mantik, belirsizligin hayatimizda var olan gercek kaynaklardan
tiredigini kabul eder. Bu kaynaklar arasinda rastlantisallik, eksik bilgi (bir seyin tiim
yonlerini bilmemek), bilgi edinimi siirecindeki hatalar (6rnegin 6l¢iim hatalar1) gibi
unsurlar yer alir. Bu nedenle, notrosofik mantik ii¢ temel bilesene dayanir: Uyelik
fonksiyonu T, tiyelik dis1 fonksiyonu F ve belirsizlik fonksiyonu I. Tiim bu bilesenler
[0,1] araliginda deger alir ve bilesenler birbirinden bagimsiz ya da kismen iliskili
olabilir; birbirini tamamlama zorunlulugu yoktur. Bu yoniiyle sezgisel bulanik
mantiktan daha kapsamlidir. Notrosofik mantig1 6nceki teorilerden ayiran 6nemli bir
ozellik, bilesenlerinin birbirinden bagimsiz olabilmesidir. Bu bagimsizliga 6rnek
olarak su olay verilebilir: Bir takimin Diinya Kupasi’n1 kazanma olasilig1, beraberinde
yenilme ve turnuvadan elenme olasiliklarini da barindirmaktadir. Bu iki olasilikla
birlikte, kazanma ile kaybetme ihtimalini kesin olarak ayirt etmeyi giiglestiren 6nemli
Olctlide bilinmeyen veya tanimsizlik durumu s6z konusudur. Bu belirsizlik, her magin

seyrine eslik eden kosullara baglidir; 6rnegin, kilit oyuncularin sakatliklar1 ya da



hakem kararlar1 gibi etmenler bu kapsamda degerlendirilebilir. Ortaya ¢ikan belirsizlik
dizeyi oldukca yiiksek olup, bu baglamda kazanma olasiligi, kaybetme olasiligi ve
siireci kusatan belirsizlik birbiriyle tamamen bagimsiz olabilecegi gibi, kismen
birbirine bagli da olabilir.Bu yeni mantikta bilesenlerin degerleri yalnizca oran (say1)
olmakla siirli degildir. Ayn1 zamanda ayrik elemanlara sahip alt kiimeler
{0,1/2,3/4,1...} ya da [0,1] araliginda acik, kapali, yar1 agik, yar1 kapali tiirde
araliklar olabilir. Ciinkii bircok durumda bir olayin dogru veya yanlislik yilizdesini ya
da bir elemanin bir kiimeye aitlik derecesini tam olarak belirleyemeyiz. Notrosofik
mantik, [0,1] araliginin 6tesine gegen zaman araliklar ile de bizi sasirtir. Yani, bu
araliklarin st sinirmin {izerinde ya da alt sinirinin altinda kalan degerlerin de
olabilecegini kabul eder, Ornegin: Bir sinifta ¢aliskan bir 6grenci vardir ancak ayni
zamanda arkadaglarina yardim eden caligkan bir 6grenci de vardir. Diger yandan
tembel bir 6grenci ve arkadaslarina zarar verip kafalarini karistiran tembel bir 6grenci
de bulunmaktadir [4]. Smarandache, fikirlerini genelleyerek notrosofik kuramini
olusturmustur: nétrosofik kiime / nétrosofik mantik / nétrosofik olasilik / nétrosofik
istatistik ... vb. Bu kavramlar tipta teshis, en kisa yolun bulunmasi, ulastirma
problemleri, soyut cebir vb. birgok alanda uygulama bulmustur. Matematikgiler ise
notrosofik mantigi cebirsel yapilarda ele alarak notrosofik yapilar ve anti-yapilar
hakkinda konusur. Klasik cebirsel yapilarda (toplama, carpma vb.) islemler, bu kiime
tizerinde tamamen tanimlidir. Ancak bu, 6zel ve sinirlt bir durumdur. Cunku bilim ve
bilgi alanlarinda bir¢ok durumda cebirsel islemler kismen tanimli ya da tanimsiz
olabilir. Ayni durum klasik cebirsel yapilardaki 6zellikler (degismeli, birlesmeli vb.)
icin de gecerlidir. Bulanik mantik, sezgisel bulanik mantik ve nétrosofik mantik gibi
kavramlarin her biri gercekligin bir yoniinii temsil ettiginden tiim bu kavramlari bir
arada igeren ve onlar1 tam bilgiye (hakikate) ulasmak icin kullanan matematiksel bir
yapt kagmilmaz hale gelmistir. Notrosofik mantik, zit ¢iftleri ve onlarin nétr
unsurlarin1  birlikte incelemesiyle bilinirken, Rumen bilim insan1 Florentin
Smarandache 2017 yilinda plithogenic mantik veya plithogenic teori kavramini ortaya
koyarak bu anlayis1 daha da genisletmistir. Bu kuram, ¢oklu z1t ¢iftleri ve onlarin n6tr
unsurlarini topluca analiz ederken ayni zamanda zit olmayan ¢iftleri ve onlarin organik
biitiinlesmesini de inceler. Plithogenic teori, ¢esitli alanlarda fikir ve teorilerin
birlestirilmesini ve biitiinlestirilmesini savunur. Bu baglamda plithogenic kiime,
plithogenic mantik, plithogenic olasilik ve plithogenic istatistik kavramlar

gelistirilmistir. Son olarak, plithogenic cebirsel yapilara yani yart gruplar, gruplar,
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halkalar gibi yapilara kadar genisletilmistir [5]. Florentin Smarandache’in plithogenic
cebirsel yap1 kavramini ortaya koymasindan sonra, diger arastirmacilar klasik cebirsel
yapilarin plithogenic mantik c¢ercevesinde farkli bigimlerini inceleme firsati
bulmusglardir. Merkeci ve arkadaglari, tip 2 sembolik plithogenic halkalari
tanimlayarak, elemanlarmin ve alt yapilarin bir¢ok 6zelligini arastirmislardir. Bu
cizgide ilerleyen El-Besir, tip 3 sembolik plithogenic halkalar {izerinde caligmus,
Ahmed El-hatib ise tip 4 ve 5 sembolik plithogenic halkalar1 inceleyerek elemanlarinin
ve alt yapilarin 6zelliklerini, idealleri ve AH homomorfizmlerini arastirmistir. Diger
aragtirmacilar ise bu c¢alismalari tip 6 ve 7 halkalara kadar genisletmistir [6][7][8].
Arastirmacilarin ¢abalart sadece halkalarla sinirli kalmayip vektor uzaylari, modiiller
ve daha fazlasina da uzanmistir. Bu ¢alismada 6zellikle sembolik plithogenic halkalar
ele alinmig, bu yapilarin elemanlarinin 6zellikleri ve onlara bagli alt yapilar

incelenmistir.



BOLUM II

TEMEL BILGILER

Bu bdlimde, konumuzun 6ziine inmeden 6nce gerekli olan bazi tanimlar1 verecegiz.
Bu tanimlar asagidakileri kapsamaktadir:
Kiime, bulanik kiime, sezgisel bulanik kiime, notrosofik kiime, grup, alt grup, halka,
idealler, nétrosofik say1 ve plithogenic say1 tanimlari.
2.1. Kiime
Tamm 2.1.1 [9] Birlikte diizenlenmis ve tam olarak tanimlanmis nesneler topluluguna
“kiime” denir. Kiimenin elemanlari1 bu nesnelerdir. Bir kiimenin elemanlar1 genellikle
siislii parantezler {} icine alinir. Omegin, {a, b, c} kiimesinin elemanlar1 a, b ve c'dir.
Ornek 2. 1.2: Bir grubun elemanlar1 acgik¢a tanimlanmak zorunda oldugundan, bir
okul i¢indeki 6grenci grubu, belirli bir kritere gore tanimlanabilir. Ornegin, yeni bir
o0gretmenden en yliksek memnuniyet diizeyini gdsteren dgrenciler bu gruba dahil
edilebilir.
2.2. Bulamk Kume
Tammm 2.2.1 [2] K < L olmak (izere, L evrensel kiime (tartisma evreni) olmak tizere,
K bulanik kiime asagidaki gibi tanimlanir:

Kps = {a: (Tx(a)), € L}
Burada Ty:L — P([0,1]) ifadesi, L kiimesindeki her a elemanina, [0,1] araliginin
kuvvet kimesinde bir Gyelik derecesi atayan U(yelik fonksiyonunu gosterir.
Bu formiilasyon, klasik kiime teorisini genelleyerek, elemanlarin yalnizca 0 veya 1 ile
tanimlanmasi yerine, degisen derecelerde iiyelige sahip olmasina olanak tanir.
Ornek 2.2.2: Omek 1.2°den yola ¢ikarsak, bir okulun 6grencilerinin yeni bir
Ogretmene yonelik kabul degeri, her bir 6grenciye gore 0.3, 0.5 veya 0 ile 1 arasinda
herhangi bir deger olabilir.
2.3. Sezgisel Bulanik Kiime
Tamim 2.3.1 [3] L evrensel kiime (evren) olmak tizere, A kiimesi L’nin bir altkiimesi

olsun. Bu durumda, Sezgisel Bulanik Kiime (Intuitionistic Fuzzy Set, IFS) su sekilde



tanimlanir:
Kips = {a: (T (@), Fg(@)); a € L}
Burada Tx(a) ve Fx(a): L — P ([0,1]) fonksiyonlar1 sirasiyla K kiimesinin genel
eleman1 o’nin iiyelik ve tiyelik disilik derecelerini temsil eder. P([0,1]) ifadesi, [0,1]
araliginin  kuvvet kiimesini goOstermektedir. Ayrica, tim « € L igin su kosul
saglanmalidir: supTy (@) + sup Fx (a) <= 1.
Ornek 2.3.2: Ornek 2.1.2°den alman veriye gore, yeni dgretmene yonelik kabul ve
reddetme derecelerini gosteren K kiimesi su sekildedir:
K = {(«,0.3,0.7)} Burada o, okulun tum 6grencilerini ifade etmektedir.
2.4. Tekil-Degerli Notrosofik Kiime
Tamim 2.4.1 [10] Tekil-Degerli notrosofik Kiime (Single-Valued Notrosofik Set, NS)
belirsizligin yonetimi igin teorik bir gergeve sunar. L evrensel kime olmak Uzere,
Kys € L altkiimesi su sekilde tanimlanir:
Kns = {{a, Tk (), Ig (@), Fx(a)) | @ € L}
Burada Tk (@), Ix(a),Fx(a):L = [0,1] fonksiyonlar1 sirasiyla dogruluk iyeligi
derecesini, kararsizlik (indeterminizm) {yeligi derecesini ve yanhshk iiyeligi
derecesini temsil eder. Bu fonksiyonlar asagidaki kosulu saglamalidir:
0 < Tx(a) + Ix(@) + Fx(a) < 3 Ayrica, Tk (a), Ix(a) Ve Fx(a) bilesenleri birbirinden
bagimsizdir.
Ornek 2.4.2: Ornek 2.1.2°’ye gore, bu durum icin nétrosofik kiime su sekildedir:
K = {x,(0.1,0.5,0.9)}
0.1, 6grencilerin yeni 6gretmenden duydugu memnuniyet derecesini ifade eder.
0.5, ogretmenleri Oonemsemeyen ya da Ogretmenler arasinda fark gozetmeyen
Ogrencilerin kararsizlik derecesidir.
0.9, dgrencilerin yeni 6gretmenden duydugu memnuniyetsizlik derecesidir.
2.5. Grup
Tanmm 2.5.1 [11] Bir grup, K kiimesi lizerinde taniml ikili bir iglem * ile birlikte
asagidaki dort temel 6zelligi saglayan matematiksel bir yapidir:
e Kapalilik (Closure): Va, f € K icin a * f € K olmalidir.
 Birlesme Ozelligi (Associativity): Va,3,0 € K icin (axB)*0 =ax* (B x0)
olmalidir.
e Birim Eleman (Identity Element): e € K olmak Uzere, Va €K igin e x a = a *

e = a kosulunu saglayan tek bir eleman vardir.



o Ters Eleman (Inverse Element): Va € K icin, a*a ! =a ! xa = e olacak
sekilde bir a~! € K elemam bulunur (burada e, birim elemandir).

Eger ayrica islem degismeli (komiitatif) ise, yani @ *x f =  *a her , 8 € K igin

saglaniyorsa, bu tiir gruplara abelyen (veya degismeli) grup denir.

Ornek 2.5.2: Tiim tam sayilarin kiimesi Z, ikili islem olarak toplama ile bir grup

olusturur. Bu grubun birim (6zdes) eleman1 0°dir ve herhangi bir tam sayinin tersi, o

saymin negatifidir, yani —n. Bu, abelyen (degismeli) bir gruptur.

Ornek 2.5.3: Q* = Q \ {0} kiimesi carpma islemi altinda bir grup olusturur. Bu

grubun birim elemani 1°dir ve herhangi bir rasyonel sayinin tersi ¢~ dir. Bu grup da

abelyen bir gruptur.

Ornek 2.5.4: n elemanin tiim permiitasyonlarindan olusan kiime, birlesim islemi

altinda bir grup olusturur. Bu gruba simetrik grup Sn denir. n > 3 i¢in bu grup abelyen

degildir.

Ornek 2.5.5: Diizgiin n-genin tiim simetrileri (dénmeler ve yansimalar), birlesim

islemi altinda bir grup olusturur. Bu gruba dieder grup D,, adi verilir.

Ornek 2.5.6: Z/nZ kiimesi, modulo n toplama islemi ile n mertebesinde bir ¢evrimsel

grup olusturur ve Z,, ile gosterilir.

Ornek 2.5.7: n ile aralarinda asal olan tam sayilarin kiimesi, modulo n ¢arpma iglemi

altinda bir grup olusturur ve (Z/nZ)* ile gosterilir.

Tanim 2.5.8 [11] K bir grup ve = ikili islem olmak tizere, (K,*) bir grup olarak verilsin.

H < K bos olmayan bir altkiime olmak iizere, eger H kiimesi, K’dan miras alinan iglem

* altinda bir grup olusturuyorsa, H kiimesine K nin bir altgrubu denir.

Yani, H,K’nin bir altgrubu ise H < K olarak gosterilir ve asagidaki kosullari

saglamalidir:

o Kapalilik: Va, 8 € H igin @ * § € H olmalidur.

e Birim Eleman: K’nin birim elemani e € H olmalidir.

o« Ters Elemanlar: Va € H icin a™! € H olmalidur.

Alternatif Tanim (Tek-Admmli  Altgrup Testi): H € K bos olmayan bir altkiime

olmak lizere, Va, B € H igin af~! € H kosulu saglanmyorsa, H bir altgruptur.

Bu tanim, H’nin K’nin grup islemi altinda tiim grup aksiyomlarini sagladigini garanti

eder: birlesme 6zelligi (K'den miras alinir), birim elemanin varligi, ters elemanlarin

varlig1 ve kapalilik.



Ornek 2.5.9: K = (Z,+) grubu, toplama islemi altindaki tam sayilar kiimesi olsun.
H=27Z=1{..,—4,-2,0,2,4,...}, yani tim ¢ift tam sayilardan olusan altkiime olarak
tanimlansin. H’nin K’nin bir altgrubu oldugunu gosterecegiz.

Altgrup Ozelliklerinin Dogrulanmas:

e Bos Olmama: 0 € 2Z oldugundan H # @.

o Toplamaya Gore Kapalilik: @, f € H olsun. O halde a =2m,f = 2n olacak
sekildem,n € Z vardir. a+ f =2m+2n=2(m+n)€2Z=>a+ L E€H

e Ters Elemanin Varligi: a« € H olsun. Yani « = 2m. O halde —a = -2m =
2(—m) € 2Z = —a € H, Sonugolarak, H = 2Z < Z. Yani ¢ift tam sayilar kiimesi
2Z,(Z,+) grubunun bir altgrubudur.

2.6. Halka

Tanmm 2.6.1 [11] Soyut cebirde, halka (ring), belirli 6zellikleri saglayan iki ikili

islemle donatilmig bir kiimeden olusan cebirsel bir yapidir. Bu iglemler genellikle

toplama ve carpma olarak adlandirilir.

Bigimsel Tanim: Bir halka (K, +,-), asagidaki 6zellikleri saglayan bir kiime K ve iKi

islemle tanimlanir:

o Toplama (+): K kiimesi toplama iglemi altinda abelyen (degismeli) grup olusturur.
Yani toplama islemi degismelidir, birim (6zdes) eleman [\1] vardir ve her
elemanin toplamsal tersi vardir.

o Carpma (:): Carpma islemi birlesmelidir. Yani VA,8,y €K i¢cin (A-8) -y =2-

(6-v)

 Dagilma Ozellikleri: Carpma islemi toplama iizerine dagilir, yani:

A-(@G+y)=A-8)+@AY)

A+8)y=@A-y)+(@-y)

Tanim 2.6.2: Degismeli Halka (Commutative Ring), Carpma islemi degismeli ise 1 -

d=6-Atim A, 8§ € K igin.

Tanmim 2.6.3: Birimli Halka  (Ring with Identity), Carpma islemi i¢in birim (6zdes)

eleman 1 varsa, yani 1 -1 = Atim A € K igin.

o Tamsayili Halka (Integral Domain): Eger halka degismeli ve birimli ise, ayrica sifir
bdlen icermiyorsa (yani) A - § = 0 = A = 0 veya § = 0, bu tiir halkalara tamsayili
halka denir.

e Cisim (Field): Birimli ve degismeli halkalarda, sifirdan farkli her elemanin

carpmaya gore tersi varsa, bu yapi cisim adin1 alir.
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Ornek 2.6.4: Asagida soyut cebirde sikca karsilagilan bazi halka 6rnekleri verilmistir:

1. Tam Sayilar Kimesi Z: Z = {...,—3,—-2,-1,0,1,2,3,... } klimesi, standart toplama
ve ¢arpma islemleri ile bir birimli degismeli halka olusturur.  Sifir bolen
icermediginden tamsayili halkadir.

2. nxn Matrisler Kimesi Mn(R): Bir halka R’den alinan elemanlarla
olusturulmus tiim nxn matrislerin kiimesi, matris toplama ve ¢arpma islemleri
altinda bir halka olusturur.

Matris ¢arpma islemi genellikle degismeli olmadigindan, bu degismeli olmayan
(noncommutative) bir halkadir. Eger R birimliyse, bu halkada birim matris I,
bulunur. n > 1igin sifir bélenler vardir; bu nedenle bir tamsayili halka degildir.

3. Polinomlar Halkas1 R[x]:R halkasinin katsayilarina sahip tiim polinomlarin kiimesi
R[x], polinom toplama ve carpma islemleri altinda bir halka olusturur.
Eger R degismeli ise, R[x] de degismelidir. Eger R birimliyse, R[x] halkasinda da
birim eleman (sabit polinom 1) vardir.

4. Gergel Sayilar (R) ve Karmagik Sayilar (C) Kimesi: R ve C, her ikisi de birimli ve
degismeli halkalardir. Ayrica her sifirdan farkli elemanin ¢arpmaya gore tersi
bulundugundan, bu yapilar ayn1 zamanda birer cisimdir.

5. n'ye GoOre Modulo Tam Sayilar Halkas1 Z,: Z, ={0,1,2,...,n — 1}kiimesi,
modiiler aritmetik altinda bir degismeli halka olusturur.
Eger n bir asal sayi ise, Z,, bir cisim olur (¢linkii her sifirdan farkli elemanin tersi
vardir).

6. Surekli Fonksiyonlar Halkas1 C (R): Gergel sayidan gergel sayiya siirekli olan tiim
fonksiyonlarin kiimesi, asagidaki noktasal islemlerle bir halka olusturur:

@ +9)(x) =) + ¢(x)
@ 9) () =) o)

Bu yapi, birim fonksiyon (x) = 1ile birimli degismeli halka olusturur.

Tanmm 2.6.5 [11] R bir halka (degismeli olmasi veya birim eleman igermesi gerekmez)

olsun. I € R bos olmayan bir altkiime olsun. Bu durumda:

e I, R’nin sol ideali olarak adlandirilir, eger:

i. (1,+), toplamsal grup (R, +)’nin bir alt grubudur,

Tlm r€R ve a€el icin r-a€l saglanir.
(Yani R’nin elemanlartyla soldan ¢arpma islemi, I kiimesini korur.)
e Benzer sekilde, I, R’nin sag ideali olur, eger:
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(1,+), (R, +)’nin bir alt grubudur.

Tumr€eR ve a€ligin a-r € Isaglanir. (Yani sagdan carpma da I kiimesini

korur.)
e Eger I, hem sol hem de sag ideal ise, yani Vr € R, Va€l: r-a€lvea -r €,
0 zaman I, ¢ift yonli ideal (ya da degismeli halkalar baglaminda yalnizca ideal) olarak
adlandirilir.
Ornek 2.6.6: R = Z olsun; burada Z tam sayilarn, klasik toplama ve ¢arpma islemleri
altinda bir halka olusturdugunu biliyoruz. Asagidaki altkiime tanimlansin:

[ =3Z={3k|ke€Z}
Yani 3 ile tam boliinebilen tiim tam sayilar kiimesi.
I'nin ideal oldugunu dogrulayalim:
o Toplamsal alt grup:
i. 0€lc¢lnkii3-0=0,
i. a=3m,B=3n=>a—-L=3(m—n)€l,Bunedenle] < (Z,+).
e Carpmaya gore kapanis (sogurma):
i. HerreZvea=3meliginir-a=r-3m=3(m) €,
a-r=3m-r=3(mr) €l
ii. Yani hem soldan hem sagdan carpma islemi sonucunda yine I kiimesine ait bir
eleman elde edilir.

Sonu¢ olarak, [ =3Z halkasinin ¢ift yonli (iki tarafli) bir idealidir.
Gergekte, Z halkasinda her ideal asal (principal) idealdir; yani, her ideal
nZ bicimindedir ve burada n € Z sabittir.
2.7. Sembolik Plithogenic Kiime
Tanmm 2.7.1 [16] K, asagidaki tanima sahip sdylem evreni L'ye ait bos olmayan bir
kume olsun:
K ={ala =29 + 1, P, + 2, P,+...+ 1, B, n = 1,A; € Ror A; C or A; belirli bir
cebirsel yapiya aittir, for0 < i < n}...... 1)
Burada, R reel sayilar kiimesini, C kompleks sayilar kiimesini temsil eder ve tim P,
’ler sembolik (literal) Plithogenic bilesenler (degiskenler) olarak adlandirilan
harflerdir (veya degiskenlerdir).
Yukarida tanimlanan K kiimesinin elemanlar igin temel (baz) 1, Py, P,, ..., By, dir. A,
A1, Ay, .., Ay katsayilar olarak adlandirilir.

Bu kiimeye “Sembolik Plithogenic Kiime” denir. Bu kiime {izerinde tanimlanan
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cebirsel yapilara ise sembolik Plithogenic cebirsel yapilar denir.
Bu kiime SPy ile gosterilir.
Yukarida bahsedilen Plithogenic bilesenleri (degiskenleri) temsil eden harfler
P;,P,,..., B, gibi soyut sembollerin kullanimi, genel olarak sembolik (veya literal)
Plithogenic teori olarak adlandirilir.
Eger n=1ise, Denklem (1) su sekilde sadelesir:
SPx = {(g,A1P,) | Ag, A1 € R or C veya herhangi bir cebirsel yapi}... (2)
Bu durumda, SPs geleneksel Notrosofik kiimeye karsilik gelir ve burada P, = I’dir.
Eger n=3 ise, Denklem (1) su sekilde sadelesir:
SPyx = {(Ag, APy, AP, ,A3P3) | A; R or C veya herhangi bir cebirsel yapi}... (3)
Bu durumda, SPg Notrosofik Dortlii kiimesini temsil eder ve parametreler sirasiyla su
sekilde atanir: P; = T (dogruluk), P, = I (belirsizlik) ve P; = F (yanlislik).
Eger n=2 ise, Denklem (1) su sekilde sadelesir:
SPx = {(Ag,A1 Py, A,P,) | A; € R or C veya herhangi bir cebirsel yapi}... (4)
Bu yap1, sembolik 2-Plithogenic kiime olarak adlandirilir.
Tamm 2.7.2 [16] + ve -'nin sirasiyla toplama ve ¢arpmanin standart aritmetik
islemlerini temsil ettigini ve k'nin sifirdan farkli bir skaler oldugunu varsayalim.
Eger
a = (Ao, 4Py, A2P;) Ve B = (8o, 61P1,6,P;)
sembolik 2-Plithogenic kiimesi SPs’nin keyfi elemanlari ise ve A;,8; ER veya C ise,
asagidaki islemler gecerlidir:
e Toplama: a + f = (Ag + 8y, (A1 + 61 )Py, (A + 62 )P, )
 Skalerle Carpma: ka = (kAy, kA, Py, kA,P,)
o Carpma: a - B = (196y, (1901 + A1 8g + 1161 )Py, (Ag02 + 1,60 + 4,6, +
A 8z + A2 81)P;)
Burada, P;.P; = Pgnaxij) dir.
Eger k = 0ise, 0a = (04y, 04, P;,04,P,) = (0,0P; ,0P, ) = (0,0,0).
2.8. Sembolik Plithogenic Cebirsel Yapilarin Tiirleri
Tanm 2.8.1: (K,*) keyfi bir cebirsel yap1 olsun ve SPy, buna karsilik gelen sembolik
Plithogenic kiime olarak tanimlansin.
(SPg,*) ikilisi, sembolik Plithogenic cebirsel yap1 olarak adlandirilir.
SPy'nin tanimu, altinda yatan cebirsel yap1 K ’ye baghdir. Ozellikle:

e Eger K bir grup ise, SP;’ye sembolik Plithogenic grup denir.
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o Eger K bir halka ise, SP,’ye sembolik Plithogenic halka denir.

o Eger K bir hipergrup ise, SP;’ye sembolik Plithogenic hipergrup denir.

« Ve benzeri durumlar da gegerlidir.

2.9. Notrosofik Sayi

Tamim 2.9.1 [12] Notrosofik sayilar su sekilde ifade edilir:

N = A, + 141 Burada A, ve A, reel veya kompleks sayilar olup, I ndtrosofik sayinin
belirsizlik bilesenini temsil eder. Bu belirsizlik bileseni asagidaki 6zellikleri saglar:
I?=1vedl+6l= A+l

Burada onemli bir nokta, I’nin sanal birim olan i = vV—1’den farkli oldugudur.
Genel olarak, herhangi bir pozitif tam say1 n i¢in I™ = I olurken, n < 0 durumunda
I™ tanimsizdir.

Tanmm 2.9.2 [13] No6trosofik ayrik (refined) sayilar asagidaki sekilde ifade edilir:

N, = Ay + 4111 + 4,1, + -+ A, L, Burada Ay, 14, 15, ..., A,,, reel veya kompleks
sayilar olup, Iy, I, ..., Iy, farkl1 alt-belirsizlik turlerini temsil eder ve m > 1 olmalidir.
Notrosofik cebirsel yapilar, bu sayilar temel alinarak klasik cebirsel yapilarin
genigletilmesiyle tanimlanmistir. Bu yapilara 6rnek olarak notrosofik gruplar,
notrosofik halkalar, notrosofik vektor uzaylari, ndtrosofik matrisler, bimatrisler ve n-
matrisler verilebilir.

Tanim 2.9.3: Iki ayrik notrosofik say1 asagidaki sekilde tanimlansin:

Nny, = Ag + A1y + 1,0 + -+ A0y

Nny, = 8y + 611y + 6,0, + -+ 61,

Toplama: Nn, + Nn, = (Ao + 8y) + it (A4 + 6)I;

Cikarma: Nn; — Nn, = (Ag — 6p) + 22,4 — &)

Skaler Carpma: a.Nn; =a.(Ag + A1 + L + -+ A1) = a.dy +a. A1 +
a.dly + -+ a. Ay,

Carpma ve Kuvvet Alma:

Nny.Nn, = (Ag + ALy + A0, + -+ A Ln). (69 + 011y + 821, + -+ 6 1)

Bu islemde terim terim ¢arpma uygulanir ve asagidaki kural kullanilir:

(LD (Y1) = A Ajling,j; Burada  (*)  islemi, klasik g¢arpma anlamindadir.
Ozel bir durum olarak: 0.1; = 0.

Tanim 2.9.4 [14] N6trosofik birim sayi: 1 = +1 + 0.1; + 0.1, +...+ 0.1,,.
Tanm 2.9.5 [14] Kuvvet alma: (Nn;)™ = Nny.Nn4 ...... Nny, (mkez, m > 1)

Negatif tam sayilar i¢in kuvvet alma tanimli degildir: (Nn;)™™ tanimsizdir.
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Ornek 2.9.6: Alalim: Nny = 4 + 31, + 2I,,Nn, = 2 + 2I; + 21,

Toplama: Nn; + Nn, = (4+2) + B+2)L+ 2+ 2), = 6 + 5, + 41,
Cikarma: Nny —Nn, = (4—-2) + B-2)L+ 2-2), = 2 + L,

Carpma: Nny.Nn, = 42 + (42 + 3.2 +3.2 +23 +22) + (42 + 2.2 +
2.2)I, = 8 + 30I; + 161,

2.10. Plithogenic Say1

Tanmm 2.10.1 [15] Plithogenic sayilar, asagidaki bicimde ifade edilen sayilar olarak
tanimlanir: PN = Aqg + 4Py + - + 1By

Burada A,,B,, ifadesi, 6ncll (dominant) veya baskin terimi temsil eder.

Tanmm 2.10.2 [15] Her bir 6znitelik/parametrenin (P;) uygulamaya gore goreli
Onemine bagli olarak, uzmanlar bir dncelik sirasi (total order) ya da baskinlik diizeni
(prevalence order) olustururlar.

Amag, sembolik plithogenic bilesenler kiimesi {P;, P, ..., B,} arasinda belirli iligkiler
(kurallar) kurarak bu bilesenler arasinda tam bir siralama elde etmektir.
Bu siralamayr olusturmada en yaygin kullanilan ilke absorbsiyon yasasidir
(absorbance law).

Tanmm 2.10.3: Basitce ifade edersek: "Biiyiik olan kiiciik olan1 yutar."
Bu ilkeye Absorbsiyon Yasasi denir.

(Bir metaforla ifade edilirse: “Biiytik balik kii¢tik balig1 yer.”)

Tamm 2.10.4 [16] iki adet plithogenic say1 tanimlayalim:

PNy, = Ay + A4Py + AP + -+ A, Py

PN, = &y + 61Py + 6P, + -+ 6Py

Toplama: PN; + PN, = (Ao + 8y) + Xiz,(4; + 8)P;.

Cikarma: PN; — PN, = (A9 — 6p) + X%, (4; — 6)P;.

Skaler Carpma:

a.PN, =a.(Ag + 4P + ,P, + -+ 1,Py) = a. Ay + . A4P1+ a. A,P2 + -+
a. Ay, Pm

Carpma ve Kuvvet Alma: PN;.PN, = (Ay + 4Py + A,P, + -+ A,,B)- (69 +
1Py + 6,P, + -+ 8, B)

Bu islemde, bilesenler terim terim ¢arpilir ve asagidaki kural kullanilir:

(AP (A4B) = A1 A Praxqi jy

Buradaki ¢arpma islemi klasik cebirdeki gibi tanimlanmis olup, sembolik plithogenic

bilesenler tizerinden yurutlur.
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Ozel bir durum olarak: 0.P; = 0.

Tanm 2.10.5 [16] Plithogenic birimsay1: 1 = +1 + 0.P; + 0.P, +...+ 0.B,.
Kuvvet alma islemi: (PN;)™ = PN;.PN; ...... PN; (mkezm > 1)

Negatif kuvvet alma iglemi tanimsizdir: (PN;)™™.

Ornek 2.10.6: Verilsin: PNy = 4 + 3P, + 2P,, PN, = 2 + 2P, + 2P,
Toplama: PNy + PN, = (4+2) + 3+2)Py+ (2+2)P, = 6 + 5P; + 4P,
Cikarma: PNy — PN, = (4—-2) + B—=2)P1+ 2-2)P,= 2 + P;

Carpma: PN;.PN, = 42 + (42 + 3.2 +23)P, + (42 + 3.2 + 22 + 22 +
2.2)P, = 8 + 20P, + 26P,.
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BOLUM 111
PLITHOGENIC

3.1 Plithogenic Yapi
Tanim 3.1.1 [15] Bir Plithogenic kiime, her biri birden fazla degere ve bunlara karsilik
gelen aidiyet derecelerine sahip bir veya daha fazla Oznitelige sahip ogelerle
karakterize edilir. Dogrulugu artirmak amaciyla, 6znitelik degerleri ile baskin degerler
arasindaki celiski dereceleri tanimlanir ve bu dereceler, kesisim ve birlesim gibi
birlestirme isleclerini etkiler. Bu yapi, yalnizca bir ila ti¢ 6znitelik degeriyle sinirli olan
klasik, bulanik, sezgisel bulanik ve ndtrosofik kiimelerin genellestirilmis halidir.

L bir evrensel kiime (evrensel tartisma kiimesi) olmak tizere, P € L olacak sekilde, P

bos olmayan bir altkiime olsun.

Tanmm 3.1.2 [15] K, bos olmayan bir tek boyutlu 6znitelik kiimesi olsun ve K =

{11, 12,..., A} bigciminde tanimlansin; burada s > 1. K i¢indeki herhangi bir A

Ozniteligi i¢in, onun miimkiin degerlerinin kiimesi olan R, asagidaki bigimlerdeki bos

olmayan bir kiime olarak tanimlanir:

e Sonlu ayrik kiime: R = {ry, 13, ..., 1, }, burada 1 < m < oo;

e Sayilabilir sonsuz kiime: R = {ry, 13, ..., 7w };

o Sayilamaz sonsuz (siirekli) kiime: R = [a, §] bigiminde olup, burada a < 8 ve
]a, B reel sayilar kiimesinde veya bagska bir genellestirilmis kiimede tanimli agik,
yar1 acik ya da kapali bir aralik olabilir.

Tanm 3.1.3 [15] V, uzmanlarin mantiksal uygulamalarini ger¢eklestirmek igin ihtiyag

duydugu tiim 6znitelik degerlerinin kiimesini temsil etsin; burada V, R'nin bos olmayan

bir altkiimesidir. Herhangi bir n > 1 igin, her bir mantiksal 6nerme P,V kiimesindeki
her dznitelik degerine gore tanimlanir ve V = {v; , v, , ..., v, } seklindedir.

Tanm 3.1.4 [15] V kiimesi igindeki 6znitelik degerleri arasinda genellikle uzmanlar

tarafindan uygulamaya gore belirlenen baskin (dominant) bir 6znitelik degeri bulunur.

Bu baskin 6znitelik degeri, uzmanlarin ilgilendigi en 6nemli degerdir. Ancak bazi

durumlarda baskin 6znitelik degeri tanimlanmaz ya da mevcut olmayabilir.
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Ayrica, birden fazla baskin (6nemli) 6znitelik degeri de olabilir ve bu durumda
alternatif bir yaklasim benimsenmelidir.

Tanm 3.1.5 [15] Her bir v € V 6znitelik degeri igin, P kiimesi i¢cindeki herhangi bir
a Ogesinin belirli kriterlere gore aidiyetini gosteren d(a,v) aidiyet derecesi
tamimlanir. Bu aidiyet derecesi, bulanik, sezgisel bulanik veya nétrosofik bicimde
olabilir.

Buna gore, 6znitelik degeri aidiyet derecesi fonksiyonu su sekilde tanimlanir:
VYa € P,d:P xV - P([0,1]*), burada d(ea,v) < [0,1]* ve P([0,1]*),[0,1]*
kiimesinin kuvvet kiimesini ifade eder. Parametre u su degerleri alabilir:

e u = 1 ise bulanik aidiyet derecesi

o u = 2 ise sezgisel bulanik aidiyet derecesi

o u = 3 ise notrosofik aidiyet derecesi.

Tanmm 3.1.6 [15] | V | = 1 olmak Uzere, V x V — [0,1] bigimindeki ¢ fonksiyonu, iki
Oznitelik degeri arasindaki ¢eliski derecesini 6lgen 6znitelik degeri celiski fonksiyonu
olarak tanimlanir. c¢(v,, v,) asagidaki aksiyomlari saglar:

(i) c(vy,v2) = 0ise vy = vy, yani aymi 6znitelik degerleri arasinda geliski yoktur.
(if) c(vy,v2) = c(vs, V1), yani komiitatiflik 6zelligi vardir.

Basitlik adina ¢ogunlukla bulanik 6znitelik degeri geliski derecesi fonksiyonu cp
dikkate alinir. Ancak daha yiiksek dogruluk gerektiren uygulamalarda sezgisel bulanik
celiski fonksiyonu C;p:V X V — [0,1]%ya da nétrosofik celiski fonksiyonu Cy:V X
V - [0,1]3de kullanilabilir. Bu alternatifler islem karmasikligim artirsa da dogrulugu
da arttirir.

Genellikle celigki dereceleri tek boyutlu 6znitelik degerleri i¢in hesaplanir. Cok
boyutlu 6znitelik degerleri, her bir bileseni ayr1 ayr1 degerlendirilmek iizere tek
boyutlu bilesenlerine ayrilir.

Oznitelik degeri geliski fonksiyonu, Plithogenic birlestirme isleclerinin ve Plithogenic
kapsama (kismi siralama) iliskisinin dogrulugunu artirmada kritik rol oynar. Bu
fonksiyon, Plithogenic kiimelerin uygulandigi her alan i¢in 6zel olarak tasarlanir ve
uygulama gereksinimlerine uygunluk saglar. Bu fonksiyon ihmal edilebilir; ancak bu
durumda birlestirme islemlerinden elde edilen sonuglarin dogrulugu diisebilir.

Bir Plithogenic kiime resmi olarak (P, a,V, d, c¢) beslisinde tanimlanir. Burada:

e P, bir kimedir.

e a, genellikle ¢ok boyutlu olan bir 6zniteligi ifade eder.
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e V, 0znitelik degerlerinin tanim kiimesidir.

e d, a € P i¢in o’nin 6znitelik degerinin belirli bir kritere gére P kiimesine aitlik
derecesini belirtir.

e d, sirasiyla bulanik (dy), sezgisel bulanik (d,;r) veya notrosofik (d,) aidiyet
derecelerini gosterebilir.

e , 0znitelik degerleri arasindaki ¢eliski derecesi fonksiyonunu ifade eder ve bu da
sirasiyla bulanik (Cr), sezgisel bulanik (C,r) veya nétrosofik (Cy) biciminde
olabilir.

Aidiyet derecesi fonksiyonu d(:,-) ve ¢eliski fonksiyonu c(:,), uzmanlarin belirledigi

0zel uygulama ihtiyaglarina gore tanimlanir.

Bunun icin genellikle (d(a, V)) gosterimi kullanilir; burada d(a, V) = {d(a,v) |

veV}lvea€P.

3.2 Plithogenic Kume Tipleri

Tanmmm 3.2.1 [16] Tip-k Plithogenic Kime, Tip-k Notrosofik Kime’nin bir

genislemesini temsil eder.

Bir Tip-2 Plithogenic Kiime, her bir parametre P; (1 < i < n) alt-parametrelere

Pi1, Py, o, Pim (burada m; = 1) bagl oldugunda elde edilir.

Benzer sekilde, Tip-3 Plithogenic Kime, alt-parametreler P;; (1 < i < nvel <

j < m)dahaileri dizeyde alt-alt-parametreler P;j;, P;jo, ..., Pij, (buradam; > 1) ile

belirlendiginde olusturulur.

Bu hiyerarsik yap1, Tip-k Plithogenic Kiime’ye kadar 6zyineli olarak devam eder.

Dereceler baglaminda bu hiyerarsik ilerleme su sekilde ifade edilebilir:

Tip-1 Plithogenic Kime:

PS; = {a(d;(P1)d;(P,) ..., d1(Fy)) | a € L}

Tip-2 Plithogenic Kume:

PS; = {a(dz(d1(P1)), dz(d1(P2)), ..., d2(d1(Fy)) | @ € L}
Genel Tip-k Plithogenic Kiime:
PSg = {a(dk(...dy(d1(Py)) ... )dg(...dy(d1(P2)) ... ), o, dg (.. da(d1(BY)) - ) | @
€L}
e Bu bigimsel yapi, her seviyede yeni alt-parametre katmanlar1 eklenerek, kiime
icerisindeki belirsizlik ve karmasikligin daha ayrintili bigcimde temsil edilmesini

saglayan 0Ozyineli (recursive) dogayi yansitir.

17



Ornek 3.2.2: Klasik bir kiime olan S = {Ahmet, Sinan, Aysha} ele alindiginda, her
bir 6ge, ¢oklu dznitelikler agisindan yapilan degerlendirmeleri temsileder:
Fen Bilimleri (C), Edebiyat (L), Sanat (4), Glzellik (B) ve Fiziksel Uygunluk (F).
Her 6grencinin, her bir 6znitelikle iliskili belirli bir dereceye (d) sahip oldugu kabul
edilir. Bu dereceler klasik, bulanik ya da herhangi bir bulanik uzanti olabilir. Spesifik
olarak, bu dereceler su sekilde ifade edilir:
d(Fen),d(Edebiyat),d(Sanat), d(Guzellik),d(Fiziksel Uygunluk).

Sonug olarak, klasik kiime, su sekilde ifade edilen bir Plithogenic Klimeye doniisiir:
PS = {Ahmet[d(C),d(L),d(A),d(B),d(F)],Sinan[d(C),d(L),d(A),d(B),d(F)],
Ayshald(C),d(L),d(A),d(B),d(F)]}.

Sayisal bir 6rnek olarak, Uzman 1’in verdigi degerlendirmelere gore asagidaki Tip-1
Plithogenic Kume elde edilir:
PS1 =

{Ahmet(0.5,0.6,0.3,0.1,0.7), Sinan(0.1,0.8,0.3,0.1,0.4), Aysha(0.9,0.4,0.6,0.1,0.2) }
Bu baglamda, Ahmet’in Fen Bilimleri 6zniteligine iliskin bulanik derecesi 0.5,
Edebiyat 0.6, Sanat 0.3, Giizellik 0.1 ve Fiziksel Uygunluk 0.7 olarak tanimlanir. Sinan
ve Aysha i¢in de benzer yorumlar yapilabilir.

Bu cergevede, bulanik, klasik, sezgisel bulanik, nétrosofik, refine nétrosofik ve diger
bulanik uzantilar gibi cesitli derece tiirleri kullanilabilir.

Ornek 3.2.3: Onceki 6rnek temel alinarak, Uzman 2'nin, Uzman 1 tarafindan yapilan
degerlendirme hakkinda belirsizlik yasadigi varsayilsin. Bu nedenle, Uzman 2, ilk
degerlendirmeyi gézden geg¢irir ve kendi yargisini da katar. Kendi tercihleri ve mevcut
kaynaklaria bagli olarak, Uzman 2 ilk degerlendirmede kullanilan derece tiiriinden
farkl bir derece tiirli kullanmay1 segebilir.

Basitlik agisindan, Uzman 2’nin de bulanik (fuzzy) dereceler kullandig1 varsayilsin.
Bu durumda asagidaki sekilde ifade edilen bir Tip-2 Plithogenic Kiime olusur:

PS,

= {Ahmet[0.5(0.9),0.6(0.4),0.3(1.0),0.1(0.0),0.7(0.8)], Sinan[0.1(0.3),0.8(0.4),
0.3(0.5),0.1(0.7),0.4(0.9)], Aysha[0.9(0.1),0.4(0.5),0.6(0.6),0.1(0.8),0.2(0.9)]}.
Parantez i¢indeki her bir deger, Uzman 2’nin, Uzman 1 tarafindan atanan bulanik
dereceye olan giiven diizeyini ifade eder. Yorumlar asagidaki gibidir:

e 0.5(0.9): Uzman 2, Ahmet’in Fen Bilimleri 6zniteligi i¢in Uzman 1 tarafindan

atanan 0.5 degerine %90 guvenmektedir.
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e 0.6(0.4): Ahmet’in Edebiyat derecesi olan 0.6’ya %40 giiven duymaktadir.

e 0.3(1.0): Ahmet’in Sanat derecesi olan 0.3’¢ %100 giiven duymaktadir.

e 0.1(0.0): Ahmet’in Giizellik derecesi olan 0.1’¢ hi¢ giivenmemektedir (%0).

e 0.7(0.8): Ahmet’in Fiziksel Uygunluk derecesi olan 0.7’ye %80 glivenmektedir.
Sinan ve Aysha i¢in yapilan degerlendirmelerde de benzer sekilde her ikinci derece
degeri, Uzman 2’nin Uzman 1 tarafindan atanan ilk bulanik derecelere olan giiven
duzeyini ifade eder.

Ornek 3.2.4: Degerlendirme siireci, Uzman 3'lin devreye girmesiyle daha da
genisletilebilir. Uzman 3, Uzman 2’nin giiven diizeylerini degerlendirir. Bu durumda
Uzman 3, degerlendirmesini ifade etmek i¢in notrosofik dereceler kullanir. Boylece
asagidaki  gibi  bir  Tip-3  Plithogenic ~ Kime elde edilir:PS; =
{Ahmet{0.5[0.9(0.6,0.7,0.3)],0.6[0.4(0.6,0.7,0.3)],0.3[1.0(0.6,0.7,0.3)],
0.1[0.0(0.6,0.7,0.3)],0.7[0.8(0.6,0.7,0.3) ]},
{Sinan{0.1[0.3(0.4,0.4,0.06)],0.8[0.4(0.9,0.1,0.03)],0.3[0.5(0.9,1.0,0.2)],0.1[0.7
(0.7,0.3,0.6)],0.4[0.9(0.1,0.0,0.4) ]},
{Aysha{0.9[0.1(0.2,0.3,0.4)],0.4[0.5(0.7,0.8,0.7)],0.6[0.6(1.0,0.0,0.0)],0.1[0.8
(0.1,0.4,0.6)],0.2[0.9(0.0,0.0,0.0)]1}}.

Kiimede yer alan her bir 6ge, hiyerarsik degerlendirme yapisini izler ve u¢ temel

bileseni iceren notrosofik dereceler ile tanimlanir:

o Gerceklik (T - Truth)

e Belirsizlik (I - Indeterminacy)

e Yanlislik (F - Falsity)

Ornegin, 0.5[0.9(0.6,0.7,0.3)] ifadesi asagidaki sekilde yorumlanr:

e Uzman 1 tarafindan Ahmet’in Fen Bilimleri 6zniteligi i¢in atanan bulanik derece
0.5tir.

« Uzman 2, bu dereceye %90 glvenmektedir.

e Uzman 3 ise, bu %90°’lik giiven derecesini notrosofik olarak degerlendirir:

v Gergeklik derecesi (T) = 0.6

v Belirsizlik derecesi (1) = 0.7

v" Yanliglik derecesi (F) = 0.3
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Sinan ve Aysha icin yapilan degerlendirmeler de aynm1 bigimde yorumlanir. Bu yapi,
Tip-3 Plithogenic Kiimelerin katmanli degerlendirme yapisini yansitir; her ardigik

uzman, degerlendirmeyi daha fazla belirsizlik ve giivenlik diizeyi katarak detayla.
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BOLUM IV
SEMBOLIK PLITHOGENIC YAPI

4.1 Sembolik Plithogenic Grup
Teorem 4.1.1 [16] (K,*) bir grup olsun ve 2- SP, buna karsilik gelen sembolik 2-

Plithogenic grup olsun. Asagidaki 6zellikler saglanir:

1. K €2 — SPg , yani orijinal grup K, sembolik Plithogenic grup SPx’nin bir alt
kumesidir.

2. (2 — SPg,*) bir yarigrup (semigroup) olusturur.

3. (2 — SPg,*) bir grup olusturmaz.

Ispat: Kapsama Ozelligi:

K € 2 — SPg kapsamasi, sembolik Plithogenic grup 2 — SPg’nin tanimindan
dogrudan elde edilir.

Yarigrup Ozelligi: Asagidaki elemanlar1 goz 6niinde bulunduralim:

a = MNA P, AP,), B =(6,61P1,6,P;),0 = (V,¥1P1,V2P2)

Bunlar 2 — SPy 'nin keyfi elemanlaridir. O halde islem * su sekilde tanimlanir:
axf = (A8, (A6, + 614 + A1181) Py, (X165 + 410, + 2,6, + 1,6 + 1,6,)P,) € SPy.
Simdi, birlesme (associativity) 6zelligini inceleyelim:(a * ) * 8 = (Ad8y, (Ady, +
Ab1y + A8y + 4161y + Ab1y1 + 416y, + A161Y1) P1, (A8y, + Ad,y + 16,7, +
Ab1Y, + A8y + A28y + 4,87, + 4,6, + 4,8,y + 4161y, + 416,71 + A6y, +
182y + 216272 + 2071 + 42817 + 426171 + 426172 + 228,11) Pr).

Benzer sekilde a*(B*0)'y1 hesapladigimizda sunu elde ederiz:  a * (f * 8) =

(A8y, (A8yy + A81y + 416y + 21617 + A81y1 + 416y, + 1181y1) Py, (Ady, +

AByY + A8y, + A81y, + A6,y1 + 4,08y + 4,8y, + 4,8, + 1,6, + 4401y, +
A02y1 + A0y, + 18,7 + 116,72 + 4,0y, + 4,617 + A,81y1 + 4,01y, +
A26,71)P,).

Hesaplamalar sonucu (a * ) * 8 = a * (B * 6) esitligi saglandig igin birlesme

ozelligi gecerlidir.
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Grup Olmama Durumu: Bir yapimin grup olabilmesi igin her elemanin tersine sahip
olmas1 gerekir. Ancak, (P;)™! ve (P,)~! mevcut olmadigindan dolay: her a € 2 —
SPy icin bir ters eleman @~ bulunamaz. Dolayisiyla, (2 — SPg,*) bir grup degildir.
Aciklama 4.1.2: Eger (K, +) bir grup ise, o0 zaman sembolik 2-Plithogenic grup (2 —
SPg,*) de bir grup olusturur. Burada + islemi, standart toplama islemidir.

Ornek 4.1.3:

(2—=SPg,+),(2—-SP;,+),(2—SP;,+) ve (2 — SPy, +) yapilar1 abelyen gruplardir.
Burada R, Z, C ve Q sirasiyla gergel sayilar, tam sayilar, kompleks sayilar ve rasyonel
sayilar klimesini ifade etmektedir.

Teorem 4.1.4 [18] Her sembolik 2-Plithogenic grup (2 — SPg,), en az iki farkli
trivial olmayan idempotent elemana sahiptir.

Ispat: 2 — SPy yapisi icinde, P;.P, = P;,P,.P, = P, esitlikleri saglandig1 icin,
teorem dogrudan buradan elde edilir.

Teorem 4.1.5 [18] (K,*) sonlu ve mertebesi n olan bir grup olsun. O hélde, sembolik
2-Plithogenic grup (2 — SPy,*) mertebesi n3 olan bir sonlu gruptur.

Ornek 4.1.6: Z,, 2’ye gore modiiler tam say1 grubunu ifade etsin. O halde:

2 — 5Pz, ={(0,0,0),(1,0,0), (0, P, ,0),(0,0,P;), (0, P, ,P;),(1,P,0),(1,0,P),

(1, Py, P, )}

kiimesi, mod 2’ye  gore sembolik  Plithogenic  grup  olusturur.
Bu yap1 icinde:

(0,P;,0),(0,0,P,) ve (1, P, , P,) elemanlari trivial olmayan idempotent elemanlardir.
Tanim 4.1.7 [18] ¢: 2 — SPy = 2 — SPy seklinde tanimlanan bir fonksiyon, sembolik
2-Plithogenic gruplar (2 — SPg, *) ile (2 — SPy, %) arasinda bir homomorfizma olarak
adlandirilir; eger asagidaki kosullari sagliyorsa:

o Islem Korunumu: Her 1,8 € 2 — SPy igin: Y(A = &) = P(A) * P(8).
 Plithogenic Bilesen Korunumu: i = 1,2 iginy(P;) = P; .

1y fonksiyonunun ¢ekirdegi (kernel) asagidaki gibi tanimlanir:

kery={ A €2 —SPy | Y(1) =ey € 2—SPy}

Burada ey 'nin birim (identite) elemanidir.

Ornek 4.1.8: K = Z olsun ve 2 — SPy, tam sayilarin sembolik 2-Plithogenic grubunu
gostersin.

Ayrica, K(I), notrosofik tam sayilar grubunu ifade etsin.

Asagidaki sekilde tanimli olan fonksiyona bakalim:
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Y:2 —SPy > K(),Y(a) = (4, (6§ +y)I). Buradaa = (4,6P; ,yP,) € 2 —SPy
Bu durumda ¥ bir grup homomorfizmasidir ve ¢ekirdegi su sekilde tanimlanir:
keryp = {(0,nP; ,—mP,) In€ Z}

Bu kiime, 2 — SPy'nin bir altgrubunu olusturur.

Ornek 4.1.9: (K, +) bir grup olsun ve asagidaki sekilde bir fonksiyon tanimlayalim:
Y:2—SPy X2 =SSPy = 2—SPy,Y(a,B) =«

Bu durumda 1, sembolik 2-Plithogenic grup homomorfizmasidir.

Eger K = Z, ise, Y'nin ¢ekirdegi: keryp = {((0,0,0), (@) | @ € 2 — SPy, }, Yani:
Keryp = {((0,0,0), (0,0,0)), ((0,0,0), (1,0,0)), ((0,0,0), (0, P, 0)), ((0,0,0), (0,0, P,)), ((0,0,0),
(0, P4, P,)), ((0,0,0), (1, P;,0)),((0,0,0), (1,0, P,)), ((0,0,0), (1, P, P,))}.

Bu kime, 2 — SPz,) X 2 — SP(z,y kiimesinin bir altgrubunu olusturur.

Tanm 4.1.10 [19] K ¢arpimsal bir grup olsun. SPy izerindeki grup islemi su sekilde

tanimlanir: Iki eleman verilsin:

a = (Ao, A1Py, ..., A By) VE B = (8,01 Py, ..., 5, P,) O halde, bu iki elemanin garpimi:
af = (Po, P, -+ Pn)

seklindedir; burada:

n
ps = 1_[ (@:B;)P;P;
i,j=0

ve kosullar:

e P, = e; (grubun birim elemani)
. PP =P
Ayrica, PP = Pmax(i’ )
yani iki bilesenin ¢arpimi, indekslerin maksimumuna karsilik gelen bilesene esittir.
Not: SPg, n + 1 adet K’nin dogrudan ¢arpimiyla izomorfik degildir; bu nedenle klasik
grup yapisi olusturmaz.

Tanm 4.1.11 [18] (SPg, *) bir sembolik n-Plithogenic grup olsun. Eger herhangi iki
a,f € (SPy,*) icinislem:axf =L x«

sartin1 sagliyorsa, bu grup abelyen olarak adlandirilir.

Sembolik n-Plithogenic grubun merkezi, asagidaki altkiime ile tanimlanir:

Z(SPg) ={a € (SPy) | Bxa=axfforall B € SPk}.

Teorem 4.1.12 [18] SPk bir sembolik n-Plithogenic grup olsun. O héalde:

1) Eger K abelyen bir grupsa, SPx da abelyendir.
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2) SPy’nin abelyen olmasi, ancak ve ancak SPy = Z(SPg) sart1 saglandiginda
mumkdndr.

Tamm 4.1.13 [20] H, SP,’nin bir altkiimesi olsun ve SPg bir sembolik n-Plithogenic

grup olsun. Eger H, K’nin bir altgrubunu igeriyorsa, H kiimesi SPy nin bir sembolik

n-Plithogenic altgrubu olarak adlandirilir.

Ornek 4.1.14: K = Z,olsun; yani 2’ye gore modiiler toplamsal tam sayilar grubu.

Buna karsilik gelen sembolik 2-Plithogenic grup SPy, ile gosterilir.

Asagidaki kiime:

H = {(0,0,0),(1,0,0),(1,P;,0),(1,0,P,)}

SPz,’nin sembolik 2-Plithogenic altgrubunu olusturur. Ciinkii A = {(0,0,0), (1,0,0)}

altkiimesi, K’nin bir altgrubuna izomorfiktir. Dolayisiyla h, K’ nin bir altgrubu olarak

kabul edilebilir.

Tanmim 4.1.15 [21] SP, bir sembolik n-Plithogenic grup olsun. SP,’daki eleman sayisi

O(SPy) ile gosterilir.

Eger  SPgsonluysa, O(SPk) =m; eger sonsuzsa, O(SPg)  =oo.

Bu deger, SP; sembolik n-Plithogenic grubunun mertebesi olarak adlandirilir.

Teorem 4.1.16 [7] K sonlu bir grup olsun ve SP; ona karsilik gelen sembolik n-

Plithogenic grup olsun. Eger O(K) = m ise, 0 zaman: O(SPy) = m"*1

Ispat: Soyle ki: SPy = ((K U {P1, ..., P, }),* )

Dolayisiyla: SPy = { (A9, 41P1, -, AnPp) | A; EK 3.

Buradan: O(SPx) = O(K) X O(K) X -+ X O(K)(n + 1 times) = m"*1,

Tanm 4.1.17 [7] SPx = {(Ao, A114, .-, Anly) | A; € K} bir sembolik n-Plithogenic grup

olsun. SPy; = {(6¢, 6111, ..., 01,) | 6; € H;} seklindeki bir altkiime, eger her H; K’nin

bir altgrubunu olusturuyorsa, bir AH-altgrup olarak adlandirilir.

Ayrica, eger H; = H; (tiim i#j i¢in), 0 zaman SPy yapisi bir AHS-altgrup olarak

siniflandirilir.

Her bir H; grubu  abelyen ise, SPy;  yapis1i  AH-abelyen;

her bir H; grubu cevrimsel ise, SP; yapisi AH-cevrimsel(cyclic) altgrup olarak

adlandirilir.

Ornek 4.1.18: K = S5, yani mertebesi 6 olan abelyen olmayan simetrik grup olsun.

Bu grup icinde izomorf olmayan iki altgrup vardir:

N=Z,veS =17,
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SPy, K’nin sembolik 3-Plithogenic grubu olsun.
Su sekilde bir AH-altgrup tanimlanir: SPy = (N,SI4,NI,,SI3) =
{(Ao, A11,A215, A313) | A9, A; € N andA{,A3 € S} Bu  yapt, SP¢’nin  bir AH-
altgrubudur. Ayrica N ve S cevrimsel (cyclic) gruplar olduklarindan, SP, aymi
zamanda bir AH-cevrimsel altgruptur.

Tanm 4.1.19 [20] SP; bir sembolik n-Plithogenic grup olsun. SPx’nin merkezi
(center), C(SPy) ile gosterilir ve soyle tanimlanir:

C(SPy) ={a €SPy la.p =p.aforall p € SPx}.

Bu kiime, SPy igindeki tiim elemanlarla degismeli (komiitatif) olan elemanlardan
olusur.

Taim 4.1.20 [20] SPy ve SPyiki sembolik n-Plithogenic grup olsun.
Bunlarin kartezyen ¢arpimi agagidaki gibi tanimlanir:

SP¢ X SPy = {(k,h) | k € SPg, h € SP,}.

Bu kiime, birinci bileseni SPy’ya ve ikinci bileseni SPy’ye ait olan tiim sirali ikilileri
igerir.

Tanm 4.1.21 [18] SP, ve SPy iki sembolik n-Plithogenic grup olsun ve i: SPx — SPy
seklinde iyi tanimlanmis bir fonksiyon olsun. Eger ¢ asagidaki kosullar sagliyorsa,
bu fonksiyona Sembolik Plithogenic Homomorfizma denir:

e TUm a, f € SPy i¢gin islem korunur: P: Y(a * ) = P(a) * P(L).

e SPy ve SPy gruplarinin birim elemanlar1 asagidaki sekilde birbirine gdnderilir:
Y(ek, ek, -, Py, ex, .., ex) = (ey, ey, -, Pn, €y v r €1)

Ornek 4.1.22: K = Z ve H = Z,olsun. Asagidaki sekilde tanimlanan fonksiyonu ele
alalim: Y (g, A1 Py, A, Py) = ((Agmod 4), (Aymod 4)P;, (A,mod 4) P,),

burada Ay, 1,4, € Z.

a = (Ao, 44 P, A, P,) ve B = (80,8, Py,8,P,), 2 —SP, kiimesinden rastgele iki
eleman olmak Uzere: Y(a+ B) = Y(a) +P(L). Ayrica, fonksiyon asagidaki
eslemeleri saglar:

Y(P) =(01-P,0:-P)=(0,P,0),),Y(P) =(00-P,1-P,)=(00,P).
Dolayisiyla, ¥ bir sembolik Plithogenic homomorfizmadir.

Tanm 4.1.23 [22] y: SPx = SPy bir sembolik Plithogenic homomorfizma olsun. Eger
Y birebir ve orten (bijektif) ise, bu fonksiyona sembolik Plithogenic izomorfizma
denir. Bu, iki grup arasinda yapisal bir esdegerlik oldugunu ve sembolik Plithogenic

ozelliklerin korundugunu ifade eder.
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Ornek 4.1.24: K = Z olsun ve buna karsilik gelen sembolik 3-Plithogenic grup
asagidaki sekilde tanimlansin:

3 =SSPy ={A,6P;,yP,,{P; |1 1,8,y,{ € Z}.

Asagidaki fonksiyonu tanimlayalim:

Y:3 = SPx > 3 = SPi, (A, 8Py, YP,, {P3) = (—4, 6P,y P, {P3).

Bu fonksiyonun bijektif ve Plithogenic yapiy1 korudugu agiktir. Bu nedenle, i bir
sembolik Plithogenic izomorfizmadir.

Tanim 4.1.25 [20] SP, ve SP, iki sembolik Plithogenic grup olsun ve y: SPx — SPy
bir sembolik Plithogenic homomorfizma olsun. Bu durumda i fonksiyonunun
cekirdegi ve gorintusil asagidaki gibi tanimlanir:

o Cekirdek (kernel): ker (¢) = {a € SPx | Y(a) = espy }-

Yani, SPy’daki y fonksiyonu altinda SPy’nin birim elemanina giden tiim elemanlarin
ktimesidir.

o GOrlntu (image): Im (Y) = {B € SPy | a € SPy Oyle ki Y(a) = [}

Yani, SP;’nin en az bir elemani tarafindan 1) araciligiyla SPy’ye eslenen elemanlarin
kiimesidir.

Teorem 4.1.26 [18] SPx ve SPy iki Sembolik Plithogenic Grup olsun ve y: SPy —
SPybir sembolik Plithogenic homomorfizma olsun. O halde:

e ker (¥), SP¢'nin bir sembolik Plithogenic alt grubudur.

o Im (1), SPy'nin bir sembolik Plithogenic alt grubudur.

ispat

(@) ker (), SPy’nin  bir sembolik Plithogenic alt grubudur:

Tanim geregi, Y fonksiyonunun ¢ekirdegi: ker () = {a € SPx | Y(a) = espy }-
seklinde tanimlanir.

Y bir sembolik Plithogenic homomorfizma oldugundan grup islemini korur, bu da
ker (1) kiimesinin SPy altindaki isleme gore kapali oldugunu gosterir.

Simdi Y'nin SP;’nin klasik alt grubu K {izerindeki kisitlamasini ele alalim:

Yg: K — H burada K ve H, sirasiyla SP; Ve SPy’nin altinda yatan klasik gruplardir.
Py klasik gruplar arasinda bir homomorfizma oldugundan, ¢ekirdegi ker (), K'nin
bir alt grubudur. Tanim geregi 3.16, bu alt grup ker (3) kiimesinin iginde yer alir ve
boylece ker (1), sembolik Plithogenic grup yapisi icerisinde alt grup zelliklerini
saglar.

Dolayisiyla, ker (y), SP;’nin bir sembolik Plithogenic alt grubudur.
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(b) Im (1), SP,’nin bir sembolik Plithogenic alt grubudur:

Tanim geregi, Y fonksiyonunun gorintis:

Im () = {B € SPy | Aa € SPg such that Y(a) = f}. seklindedir.

1 bir homomorfizma oldugundan, SPy’daki grup isleminin ¥ altindaki goriintiisii
SPy’de islem altinda kapalidir.

Aym sekilde, ¥ fonksiyonunun SP;’nin klasik alt grubu K tizerindeki kisitlamasi
Yi:K = H, klasik H grubunun bir alt grubu olan Im (¥g)’y1 verir. Bu da
Yx kiimesinin iginde yer alir. Dolayisiyla, ¥, sembolik Plithogenic grup yapisinda alt
grup ozelliklerini saglar.

Sonug 4.1.27 [18]

Hem ker () hem de Im (y) sembolik Plithogenic alt grup olma kosullarini
sagladigindan, ispat tamamlanmustir.

Ornek 4.1.28: K = Z ve H = Z,kiimesi olsun.

Asagidaki fonksiyonu tanimlayalim: : 2 — SPy — 2 — SPy:

Y(a, Py, 0P,) = (amod 4, mod 4P;,6mod 4P,), burada a, 3,0 € Z.

1y fonksiyonunun c¢ekirdegi:

ker (W) = (4Z,4ZP,,4ZP,) = {4A,46P;,4yP, | 4,6,y € Z}. seklindedir.

Bu cekirdek, L = 4Z kiimesini igerdiginden, bir sembolik 2-Plithogenic alt grup
olusturur. Ayni sekilde, Y’ nin goriintiisii:

Im () = {(4, 6P, ¥P,) | &,8,y € Z,} = 2 — SPy. seklindedir. Goriintii kiimesi § =
Z, kiimesini i¢erdiginden, bu da bir sembolik 2-Plithogenic alt gruptur.

Tanm 4.1.29 [20] SPx sembolik bir Plithogenic grup olsun:

SPx = {(Ag, M1 Py, .., 21nB) | A; € K}

SPy’nin bir AH-altgrubu, su sekilde tanimlanan bir altkiimeyle gosterilir:

SPy = {(8¢,6,1P1, ..., 0,B,) | 8; € H;; H; K’nuin her i igin bir alt grubudur}.

Eger H; = H; (i #] igin izomorfise), bu altgruba AHS-altgrubu denir. Ayrica, eger her
H; abelyen ise, SPy'ye AH-abelyen altgrubu denir. Benzer sekilde, her H; dongusel
(cyclic) ise, altgruba AH-dongusel (cyclic) altgrubu adi verilir.

Ornek 4.1.30: K = S5 olsun, yani 6 elemanli, abelyen olmayan simetrik grup. Bu
grup igerisinde, izomorf olmayan iki alt grup vardir: H = Z, ve § = Z3.

Igili sembolik 3-Plithogenic grup asagidaki gibi tanimlanir:
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3 —SPyx = (H,SP;,HP,,SP;) = {(Ag, 6oP1, 11 P, 61P3) | Ay, A1 € H, 8,,6, € S}.Bu
yapi, 3 — SPg’nin bir AH-altgrubudur. Ayrica, H ve S gruplar1 dongiisel (cyclic)
oldugundan, bu alt grup AH-ddéngusel (cyclic) altgrup olarak siniflandirilir.

Tanm 4.1.31 [20] [7] K ve G iki grup olsun ve SPg ile SP;, bunlara karsilik gelen
sembolik Plithogenic gruplar gostersin. Asagidaki klasik homomorfizma ailesini ele

alalim:

Y;:K - G, 0 <i <n.Bunagore:

o AH-Homomorfizma:

Y:SPg = SPs , Y(Ao, APy, ooy An ) = (Yo (A0), Y1 (A1) Py, oo, Y (An) )
fonksiyonu bir AH-homomorfizma olarak tanimlanur.

e AH-izomorfizma: Eger her v; bir izomorfizma ise, ¥ bir AH-izomorfizmadar.

AHS-Homomorfizma: Eger tim { # j icin ; =;ise, 3 bir AHS-
homomorfizmadir.

AH-Cekirdek: AH — Ker (i) = (ker (), ker (1) Py, ..., ker (P,)B,).

o AH-GOrintu: AH — Im®Y) = (Yo(K), P1(K)Py, ..., Y (K)P,).

Y: SPy = SP; AH-homomorfizmasi, su sekilde de gosterilebilir:

Y = o, Y1P1, ., Y By).

Ornek 4.1.32: K = (Z,+) ve H = (Z,, +) iki grup olsun. Bunlara karsilik gelen
sembolik 2-Plithogenic gruplar 2 — SPy ve 2 — SPy seklindedir. Su tanimlamalari
yapalim:

Klasik ~ Homomorfizmalar:  ¢y: K = H,Yy(1) = Amod 6,¢¥1: K = H, ), (1) =
2Amod 6.

AH-Homomorfizma:

$:2 = SP¢ > 2 — SPy, (Ao, A1 Py, 22P) = (o(A0), o (A1) Py, Y1 (22)Py)

Acik haliyle: ¥(1y, A, P1, A,P,) = (Aymod 6,A;mod 6P;,21,mod 6P,), Bu yapi bir
AH-homomorfizmanin tiim kosullarini saglar.

AH-Cekirdek: AH — Ker(y) = (ker(y,) , ker(y,) P;, ker(i,) P,),

Dolayisiyla: AH — Ker(y) = (6Z,6ZP;,3ZP,).

AH-GOruntd: AH — Im(y) = (Im(Yq), Im(Yo) Py, Im(,)Py),

Im(o) = Zg, Im(Po) Py = ZgPy, Im(1) P, = {0,2,4}P,.
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Dolayisiyla: AH — Im(y) = (Zg, Z¢P;,{0,2,4}P,). Bu yapi, sembolik 2-Plithogenic
yapt gercevesinde AH-homomorfizmanin, ¢ekirdeginin ve goriintlisliniin formal
yapisini sunar.

Tanim 4.1.33 [18] K herhangi bir grup olsun ve SPx bu gruba karsilik gelen sembolik
Plithogenic grup olsun. SPx nin iki AH-altgrubu:

SPy = (Hy,H{Py, ..., HyB,),SPs = (So, S1P1, -, SnP),

seklinde tanimlansin. Burada her H;, S; < K olacak sekilde tanimlanmistir. Bu AH-
altgruplar1 arasinda asagidaki islemler tanimlanir:

e Kesisim (Intersection): SPy N SPs = (Hy NSy, (H; N S1)Py, ..., (H, N S,)P).

e Carpim (Product): SPy - SPs = (Hy. Sy, (H1-S1) Py, -, (Hy. Sp)By).

Burada altgruplarin ¢carpimi klasik anlamda altgrup tarafindan iiretilen grup anlamina
gelir.

e Dogrudan Carpim (Direct Product):

SPy X SPs = (Hy X So, (Hy X S1) Py, ..., (Hy X Sp)By).

Bu islemler, sembolik Plithogenic cercevede AH-altgruplar arasindaki yapisal
iligkileri kurmak i¢in kullanilir.

Ornek 4.1.34: Basit bir grup secelim:

K =7, ={0,1,2,3} (mod 4 toplama iglemine gore tanimlanmis sonlu dongiisel
grup). Bu grup 4 elemanlidir.

Sembolik 2-Plithogenic grup tanimi: SPx = {(Ag, A1 P1, A,P5) | A; € Z,}

Iki AH-altgrup tanimlayalim:

Alt Gruplar:

e Hy ={0,2} (2 elemanl alt grup)

« H, ={02}
e H, = {0}
Bu durumda;:

SPy = (Hy, H1 Py, HyPy) = {(8¢,61P1,6,P) | 69,01 € {0,2},5, = 0}
Diger altgruplar:

e So=1{0,1}

e 5 ={0,1}

e S, ={02}

Bu durumda;:

28



SPs = (S0, 51P1,52P;)

Islemler:

1. Kesigim:

SPy NSPs = (Hy NSy, (HL NS)Py, (H, NS,)P,)
e HynS,={0}

e HiNnS; ={0}

e H,NS, ={0}

Sonug:

SPy N SPs = ({0}, {0}Py, {0}P;)

Bu, trivial sembolik altgruptur.

2. Carpim:

SPy - SPs = (Ho * So, (Hy - S1)P1, (Hy - 52)P2)
Abelyen bir grup olan Zas’te iki altgrubun ¢arpimi, bunlarin iirettigi altgrubu verir:
e Hy-So=¢({0,12})=2,

e Hi -5 =12,

e H,-S5,={0}-{0,2} ={0,2}

Sonug: SPy - SPs = (Z4,Z4P;,{0,2}P;)

3. Dogrudan Carpim:

SPy X SPs = (Hy X So, (Hy X S1)P1, (Hy X S3)P5)
e Hy xS, =1{(0,0),(0,1),(20),(2,1)}

e H; x5:;={(0,0),(0,1),(2,0),(2,1)}

e H, xS, =1{(0,0),(0,2)}

Sonug:

SPy x SPs = ({(0,0), (0,1), (2,0), (2,1)}, saynt P;, {(0,0), (0,2)}P).
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BOLUM V
SEMBOLIK PLITHOGENIC HALKALAR

5.1. Plithogenic Sembolik Halkalara Giris

Tammm 5.1.1: Sezgisel olarak, sembolik Plithogenic halka, klasik bir halkaya ¢esitli

Oznitelik degerlerinin (ya da benzer sekilde, liyelik bilesenlerinin) varligini temsil eden

yeni sembolik elemanlarin eklenmesiyle insa edilen genisletilmis bir yapidir.

Baslangigta elimizde bir halka R (komiitatif ya da degil, aksi belirtilmedikge birim

eleman 1'e sahip) vardir ve bu halkaya {P;, P,,..., P} biciminde semboller eklenir.

Bu semboller, n adet “Plithogenic” bileseni gostermek i¢in idempotent belirtegler

olarak islev gortir.

Buradaki n, temel iyelikten Oteye gecereck kodlamak istedigimiz ayirt edici

Ozniteliklerin veya kriterlerin sayisini ifade eder. Pratikte, n sayisi, bir nétrosofik ya

da Plithogenic kiimede dikkate alinan bagimsiz iiyelik degerlerinin sayisina karsilik

gelebilir. Ornegin:

e n = 1 — klasik bulanik ya da nétrosofik halkaya benzer bir yapi elde edilir.

o Daha biylk n — birden fazla bagimsiz iiyelik benzeri bilesenlerin ele alinmasina
olanak tanir.

Bi¢imsel Tanim:

Sabit pozitif bir tamsay1 n i¢in, R halkasi tizerinde tanimli sembolik n-Plithogenic

halka asagidaki gibi tanimlanir:

o Temel Kiime (Underlying Set):

n-SPp:={AgPy+ L4Py + 2P, + -+ A, P, | A, ERfor0<i<n}

Burada:

e Py, disaridan eklenmis bir sembol degil, yalnizca “A,” terimini bigimsel olarak
isaretlemek igin kullanilir.

e Py, halka birim eleman 1 ile 6zdes kabul edilebilir.

o Bir eleman genellikle su sekilde ifade edilir: @ = Ay + A41P; + A,P, + -+ A,,P,
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Burada 1,P,=A, olarak Kabul edilir. Her P;, Plithogenic anlamda i. 0&znitelik

degerinin varligini belirten idempotent bir etiket olarak diisiiniilebilir.

Tanim 5.1.2 [18] Toplama islemi, benzer terimlerin bilesen bazli olarak toplanmasiyla

tanimlanir. ki eleman igin:

a = Ao+ AP+ AP + -+ A, P,

B =06y+ 6Py + 6,P, + -+ 8,B,

Toplamlart: ¢ + f = (Ao + 8p) + (A4 + )Py + -+ (A, + 6,) Py,

Buradaki tiim islemler R halkasinda gerceklestirilir. Bu toplama iglemi, bilesenlerin
birbirine karismamasi nedeniyle vektor toplamasina benzer; bu nedenle toplama

komutatif ve birlesmeli (associative) dzelliklere sahiptir.

Tanmm 5.1.3 [18] Carpma islemi, asagidaki kurallar altinda dagitmali olarak

tanimlanir:

1. Her sembol idempotenttir: P,> = P;; (i = 0,1, ...,n)

2. Garpma igin emilim (absorbans) yasasi uygulanir: P; . P;=Ppaxij), (i,j = 1)
Ayrica: Py. P; = PjveP; . Py = P; Yani Py, notr eleman gibi davranr.

Bu, oncelik sirasina gére emilim yasast olarak yorumlanir: biiyiik indeksli sembol

kii¢iik olan1 baskilar. Plithogenic mantikta, birden fazla 6znitelige sahip bir elemanda,

en baskin 6znitelik sonucu belirler. Daha biiyiik indeks = daha baskin 6znitelik.

Iki genel eleman i¢in: @ = ¥, A;. P, B = X7, 6;. P,

olmak iizere garpimlari: @ « § = Yy X7-1 4;. 6;(P; - Py). =27z X=1 Ai- 6iPmax(ij)
Bu islem R’deki islemler ve P sembolleriyle bigimsel olarak gergeklestirilir.

Tamm 5.1.4: Eger taban halka R komiitatifse ve sembolik bilesenler de ¢arpim altinda
degisme ozelligini sagliyorsa, n-SPg komdatatif olur.
Tanm 5.1.5 [18], [7] R komiitatif degilse veya sembolik ¢arpim asimetrik absorbans
yasasi ile tanimlanmigsa, halka komiitatif olmaz.

5.2. Sembolik 2-Plithogenic Halka

Tanm 5.2.1 [6] R bir halka (ring) olmak (lizere, sembolik 2-Plithogenic halka, ,

2- SPyile gosterilir ve asagidaki gibi tanimlanir:

2-SPr ={Ao+ LPi+ P, |, €R, P;? =P, Py - P, = Prayaa) = Pa}

Burada:

Py, halkanin ¢arpma islemi i¢in birim elemani temsil eder.
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P; ve P,, baskinlik iliskisi altinda emilim yasasina uyan sembolik idempotent
elemanlardir.

Smarandache tarafindan 2- S Py iizerinde asagidaki cebirsel islemler tanimlanmistir:
Toplama (+), bilesen bazinda tanimlanir:

(Ao + A4Py + A,Py) + (6 + 6Py + 8,P) = (Ag +6p) + (A1 +61)P1 + (A, +
6,)P,.

Carpma (+), sembolik ¢arpma kurallar1 kullanilarak dagilmali sekilde tanimlanir:
(Ao + 4Py + A,P) (6o + 61Py + 8,P;) = 496y + (A1 + 1160 + 4161)P; +
(Ap62 + 416, + 1,60 + 1,61 + 4,6,)P;.

Bu islemler altinda, 2- SPg bir halka yapisi olusturur. Ayrica:

o Eger temel halka R komutatifse, 0 zaman 2- SP; de komdtatiftir.

o Eger R birim elemana sahipse, 2- SPg bu birimi korur.

Ornek5.22:R =27, = {0,1,2,3} mod 4 altinda taniml1 tam say1 halkasi olsun. Bu
durumda tanimlanan ikinci dereceden semigrup polinom halkasi:

2—=SPp ={Ag+ MP1 + AP, | A; € Z,}.

Asagidaki iki elemani inceleyelim: ¢ = 1 + 2P; + 3P,ve f = P; + 2P,

Toplam: a + 8 = (1 4+ 2P, + 3P,) + (P, + 2P,) = 1 4+ 3P; + P,,

Fark:a— B =(1+2P;+ 3P,))— (P +2P,))=1+P, +P,.

Carpim:

a-f=0+2P, + 3P,)(P; +2P,) =P, + 2P, + 2P, + 4P, + 3P, + 6P, =
3P, + 3P,

Z, altinda tiim islemler mod 4 olarak yapilirsa: = a - f = 3P; + 3P,

Teorem 5.2.3 [18] (R, +,-) sonlu ve mertebesi n olan bir halka olsun. O halde, bu
halkaya karsilik gelen sembolik 2-Plithogenic halka olan (2- SPg, +,-) bir sonlu
sembolik Plithogenic halkadir ve mertebesi: |2- SPz|=n3 olur. [18]

Ornek 5.2.4: Z,, mod 2 altinda tanimli tam say1 halkasi olsun. Bu durumda Z,

tizerinde tanimli sembolik 2- Plithogenic halka, 2 — SPz, olarak adlandirilir ve su

sekilde ifade edilir:
2 —5SP;, ={(0,0,0),(1,0,0), (0, Py, 0), (0,0, P,), (0, P, P;), (1, Py, 0), (1,0, P,),
(1' P1, PZ)}

Bu yapi, Z, halkasinin elemanlar1 ve sembolik parametreler P, ve P, temel alinarak

tanimlanmig sembolik bir Plithogenic halkadir.
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Teorem5.2.5[18] 2 — SPg, ¢arpma birim elemanina sahip bir sembolik 2-Plithogenic
halka olsun.

Herhangi bir a =21y + 1P, + A,P, € 2 — SPrelemani igin asagidaki ozellikler
gecerlidir:

Terslenebilirlik Kriteri: « € 2 — SPg elemant terslenebilir (¢arpma islemine gore bir
tersi varsa), ancak ve ancak asagidaki elemanlar temel halka R icinde terslenebilirse:
Aoy Ao + A, A0 + A4 + s,

Tersinin ifadesi: Eger a terslenebilirse, tersi a~! su sekilde verilir:

a ™t =2+ [+ A) 7= A TIPL A+ [(Ag + A+ )7 = (A + A1) TP
Ispat: a terslenebilir olsun. O halde, 6yle bir 8 = 8o + 6:P1 + 8,P, € 2 —SPg
elemani vardirki: a - f =1

Bu ¢arpim agildiginda asagidaki denklem sistemi elde edilir:

(D oo =1,

(2) 261 + 4440 + 4,6, =0,

(3) A0 + 1,60 + 1,68, + 4,0, + 1,6, = 0.

(1) numarali denklemden, Ay € R terslenebilir olmalidir.

(1) ve (2) denklem toplandiginda: (1o + 4,) (8 + 8;) = 1, da terslenebilir.

(1), (2), (3) toplamt1: (A9 + A4 + 1,)(8y + 8, + §,) = 1, da terslenebilir.

Tersi i¢in asagidaki ifadeler elde edilir:

So=Ao L8+ =N +A) L8+ +8, =N+ +1,)7 T

Buradan: 6; = (g + 4) P =2 L8, = (Lo + 4 + )1 — (Ao + A1)~ L

Sonug olarak:

a =2+ [Ro+ )T = AT TP+ [(Ao + 4+ )7 = (A + 4) TP,
Ornek 5.2.6: R = Zs = {0,1,2,3,4} mod 5 altinda tanimli tam say1 halkas1 olsun.
Tlgili sembolik 2-Plithogenic halka: 2 — SPy, Verileneleman: a = 2 + 4P, + 2P, €
2—Py.

« Sabitterim A, = 2,Zs icinde terslenebilir, ters: 1, = 3

e g+, =2+4=6=1(mod5), ters: 17t =1

e Ao+ A+, =2+4+4+2=28=3(mod5),ters:31 =2

Ters formiline gore: a ™ =3+ (1 —3)P, + (2 —1)P, = 3+ 3P, + P,.

Tanm 5.2.7 [6] Halka kuraminda, birim elemana sahip herhangi bir halka R igin

asagidaki alt kiime tanimlidir:
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U(R) = {a € R | a terslenebilir} Bu kiime ¢arpma islemi altinda bir grup olusturur
ve halkanin birim elemanlar grubu (group of units) olarak adlandirilir.

Yukarida gosterildigi gibi, &« = Ao + AP + AP, € 2 — SPp elemani yalnizca
Ao, Ao + A1, 40 + A1 + A, € R terslenebilir oldugunda terslenebilir olur, yani:

a €U(2-SPg) © Ag, Ag + A1, Ag + 44 + A, € U(R)

Asagida, U(2- SPg) grubunun smiflandirilmasi verilecektir.

Ornek 5.2.8 [20] Sembolik 2-Plithogenic halka:

2—SP;, ={A + X21 AP | A0, A € Z3, P; . P = Ppayj} Bu halkadaki bir
eleman:

a=2A+X°, 4P, €2— SPy, ancak ve ancak 2 — SP, icinde terslenebilir ise bir
birim eleman (unit) olarak adlandirilir.

Tartisma:

Varsayalm ki @ = Ao + A41P1 + 4P, € 2 — SP;_ bir birim elemandir. O halde
asagidaki kosullar saglanmalidir:

Ao € {1,2}, ¢linkl Z5 iginde yalnizca bu elemanlar birimdir.

Ao + 441 € {1,2}

Ao + 44 + Az € {1,2}

Bu kisitlamalar altinda, 2 — SPz, halkasinda tam olarak sekiz farkli birim eleman elde
edilir. Bunlar asagidaki sekilde listelenebilir:

e Egerdo = 1L,Ag+ 41 = LA+ 41+ 4, =1lise: - a=1

e Egerdo = L,y + A4 = 2,0+ A1 + A, = 1lise: > a=1+ P, + 2P,

e Egerdo = LAy + 41 = LAg+ A4 + A, = 2ise: > a=1+ P,

e Egerdog = 2,0 + 41 = LA+ A1 + 4, = lise: - a =2+ 2P,

e Egerdog = 2,00 + 44 = 2,40+ A1 + A, = 2ise: - a = 2

e Egerdyg = 2,0 + 44 = 2,0+ A1 + A, = lise: - a = 2+ 2P,

e Egerdog = 2,0+ 41 = LA+ A4 + 1, = 2ise: - a =2+ 2P+ P,

e Egerdog = 1,40+ 41 = 2,40+ A1 + A, = 2ise: > a=1+ P

Sonug olarak, 2 — SP,, halkasi yukaridaki kosullar altinda tam olarak sekiz birim
eleman igerir.

Tanm 5.2.9[20] « = Ao + APy + A,P, € 2-SP; olsun. Ancak ve ancak a® =

a esitligi saglaniyorsa, a elemanina idempotent denir.
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Teorem 5.2.10 [20] @ = A¢ + A1P1 + AP, € 2 — SPg bir eleman olsun. 0]
halde, a idempotenttir (yani > = a), ancak ve ancak asagidaki elemanlar temel halka
R icinde idempotent ise: Ao, 4o + A1, 40 + 41 + A,

Ispat: a’nin karesi alinir: a? = (Ag + A, P; + 1,P,) (A9 + APy + A,P,) = Ao’ +
(Ao + Ao + . 2)Pp + (Aody + A Ay + a0 + A3A; + A,7)P,

Bu ifade a ile esitlenerek asagidaki denklem sistemi elde edilir:

(D /102 = Ao,

(2) AL+ Adg + A7 = Ay,

() Aoy 4+ Mdy + A + Ady 4+ 1, = A,

e (1) nolu denklem, Ay nin idempotent oldugunu gosterir.

e (1) ve (2) denklemleri toplanirsa:

A2+ A F LA+ 2% = Ao+ 4 2 (Ao + )2 = Ao + 14,

— Ao + A, de idempotenttir.

e (1), (2) ve (3) denklemlerinin toplami alinirsa:

Ao+ Agh + Adg + A2 F Aghy + LAy + Mdo + oA + 1,5 =2+ 4 + 1, =
Ao+ A +2)2 =2+, +1,, > Ao + A; + A, de idempotenttir.

Dolayisiyla, @ ancak ve ancak 49,40 + A, ve A + 11 + A, R icinde idempotent
oldugunda idempotent olur. Bu da ispat1 tamamlar.

Ornek 5.2.11: R=Zs = {0,1,2,3,4,5} halkasi olsun ve 2 —SP;, bu halkaya ait
sembolik 2-Plithogenic halka olsun.

Asagidaki elemani inceleyelim: @« = 3 + Py + 5P, € 2 — P,_.

Karesi hesaplanir: a? = (3 + P; + 5P,)> =9 + 6P, + P, + 30P, + 25P, + 10P,
Z¢ moduna gore sadelestirme yapilir: a® = 3 + P; + 5P,. Bu durumda: a?= a
Sonug: a, 2- SP;_ iginde idempotent bir elemandir.

Teorem 5.2.12 [18] Her sembolik Plithogenic halka (2 — SPg, +,-) yapisi en az iki
adet 6nemsiz olmayan (nontrivial ) idempotent eleman igerir.

ispat: 2 — SP; yapisinda, sembolik bilesenler P,* = P;ve P,> = P, kosullarini saglar.
Dolayisiyla, hem P; hem de P, bu halkada dénemsiz (trivial olmayan) idempotent
elemanlardir. Bu da her sembolik 2-Plithogenic halkada en az iki 6nemsiz idempotent

elemanin varligint dogrular.

35



Teorem 5.2.13 [6] 2 — SP bir degismeli (komiitatif) sembolik 2-Plithogenic halka
olsun. O halde, herhangi bir @ = A + A,P; + AP, € 2 — SP; elemani ve her
pozitif tam say1 n € Zti¢in asagidaki 6zdeslik saglanir:

a = 2" + [(Ag + A1)" = A" 1Py + [(Ao + Ay + 22)™ = (Ao + A)"]P; .

Ispat. Matematiksel tiimevarim yontemi ile gosterilecektir.

Baslangic Durumu (n = 1): al = a = 15 + 1, P, + 1,P;,

Bu, su sekilde yazilabilir:

a = + [(Ao + A1) — A]P1 + [(Ao + A1 + A2) — (Ao + 41)]P>
Dolayisiyla 6zdeslik saglanir.

Tlimevarim Adimi: Varsayalim ki 6zdeslik n = k i¢in dogrudur:

a = 20" + [(Ao + 1% = A51PL + [(Ao + A1 + 25)% — (A9 + 1))¥]P;

Gosterilecek olan: n = k + 1 icin de gegerlidir. a**! = a - a*

Yani: ak*l = a-ak = (Ao + 4Py + A,P) (@ + [(Ao + A1)* — A"1Py + [(Ao +
M+ )% = (Ao + A1)¥1P,

Dagitma islemi ve halka R'nin degismeli olusu kullanildiginda asagidaki terimler elde
edilir:

e Py ’nin katsayist: (4o + A;)**t — af*?

e Py’nin Kkatsayist: (g + A, + 2,)%t1 — (4, + 4,)F*?

Sonuc olarak: a®*tl = A" + [(Ag + 1)K — A" TP 4 [(Ao + Ay + A,)FH1 —
(Ao + AP,

Bu da tiimevarim adimini tamamlar. Boylece bu 6zdeslik tiim n € Z* igin gecerlidir.
Ornek 5.2.14: R = Z, yani tamsayilar halkas1 olsun ve 2 — SP,, buna karsilik gelen
sembolik 2-Plithogenic halka olsun. Asagidaki elemani inceleyelim:

a=1+4+2P, +3P,€2—SP,

Verilen 6zdeslik:

a = 2" + [(Ao + A" = 2" 1Py + [(Ag + A1 + 10" — (A9 + )] P;.

n = 3igin:

e Ao =1

e L+ A4 =1+2=3

e A+ A+, =1+2+3=6

Formiile yerlestirilirse: a® = 13 + [33 — 13]P; + [6% — 33]P, = 1 + 26P; + 189P,
Dolayisiyla: a3 = 1 + 26P; + 189P, in 2 — SP,.
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Tanm 5.2.15 [23] Bir @ € 2-SP; elemanina nilpotent denir, eger pozitif bir tam
sayim € Z* igin: a™=0 esitligi saglaniyorsa.

Teorem 5.2.16 [23] Bir @ € 2-SPgolsun ve R degismeli (komiitatif) bir halka olsun.
O halde, a nilpotenttir ancak ve ancak Ag,49 + A;ve 4y + 41 + A2 elemanlar1 R
halkasinda nilpotent ise.

Ispat: @ = Ao + A,P; + A,P, € 2-SP; olsun. Tamim geregi, a'nin nilpotent
olmas1 demek, pozitif bir tamsay1 n € Z* var olup a™= 0 esitliginin saglanmasi
demektir. 2- SPg yapisinda bilinen iis agilimina gore:

a™ =" + [(Ao + A" = A"1Py + [(Ao + A1 + 22)™ — (Ao + A)"]P,

Buna gore, a™=0 olmasi1 ancak ve ancak:

2" =0+ A)"—2,"=0,(Ag + 4, + )" — (A + 1) = 0.

olmasiyla miimkiindir. Bu da Ag,49 + A1 vedy + 44 + 1, celemanlarinin
R halkasinda nilpotent olmalar1 gerektigini gosterir.
Ispat tamamlanmistir.

Ornek 5.2.17: R = Z, = {0,1,2,3} halkast olsun ve 2-SPy, buna karsilik gelen
sembolik 2-plithogenic halka olsun. Bu halkadaki tiim nilpotent elemanlari
belirleyelim. a = Ao + A.P; + AP, € 2-SP,, olsun.

2- SPy, icin nilpotentlik karakterizasyonuna gore, a nilpotenttir ancak ve ancak:

Aoy Ao + A1, Ao + A4 + A, €{0,2}, clinkli Z, halkasinda yalnizca 0 ve 2 elemanlari
nilpotenttir (¢linkii 22 = 0 mod 4).

Asagida bu kosulu saglayan tiim kombinasyonlar verilmistir:

Duruml1l: 1, = 0,40+ 41 =04+ 41 + A4, =0>=>a =0
Durum2: 1, = 0,4 + 41 = 0,40 + 41 + 4, = 2 = a = 2P,
Durum3: 1, = 0,40 + 41 = 2,4+ 41 + 4, = 0 > a = 2P, + 2P,
Durumé4: 1y = 2,40 + 11 =04+ 41 + 4, =0 = a = 2 + 2P,
Durum5: g = 2,40 + 44 = 2,0+ A1+ 1, =2 =2 a = 2
Durum6: 4 = 2,40+ 44 =20+ A1+ 1, =0=a = 2 + 2P,
Durum7: = 2, g+ 4 =0, + A4 + 4, =2=2a =2+ 2P, + 2P,
Durum8: g = 0,40 + 41 = 2,40+ A1 + 1, = 2 =2 a = 2P,

Sonug olarak, 2- SP;, halkasi tam olarak sekiz farkli nilpotent eleman igerir.

Tamm 5.2.18 [20] (2- SPg, +,-) sembolik 2-plithogenic halka ve n € Z* olsun:
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1) Eger Oyle bir en kii¢iik pozitif tamsay1 n varsa ki, her « € 2-SP; i¢in na =
0 esitligi saglaniyorsa, o halde(2- SPg,+,) halkasina karakteristigi n olan
sembolik 2-plithogenic halka denir. Burada n, halkanin karakteristigi olarak
adlandirilir.

2) Eger yalnizca n = 0 i¢in na = 0 esitligi saglaniyorsa, bu durumda halka sifir
karakteristige sahip olarak kabul edilir.

Ornek 5.2.19: 2 — SP,; 2 — SPy; 2 — SPg; 2 — SP( halkalar sifir karakteristige sahip

birim elemanli degismeli sembolik 2-plithogenic halkalardir.

2-SP;, = {(0,0,0),(1,0,0),(0,P4,0),(0,0,P2), (0, Py, P2),(1,P1,0),(1,0,P2), (1, Py, P2)}

olsun.

Bu durumda, (2 —SPy,, +,-)halkas1, karakteristigi 2 olan Z,'ye gore taniml

degismeli sembolik 2-plithogenic tamsayi halkasidir.

Genel olarak, pozitif bir n > 2 tam sayisi i¢in, (2 —SPy,, +,-) yapist, karakteristigi

n olan sonlu bir degismeli sembolik 2-plithogenic tamsay1 halkasidir.

Tamm 5.2.20 [6] (2 — SPg, +,) sembolik 2-plithogenic halka ve 2 — SP,C 2 — SPg

olmak Uzere, 2 — SP; bos olmayan bir altkiimeyse, eger (2 — SP;, +,-) kendi bagina

bir sembolik 2-plithogenic halka olusturuyorsa, bu yapiya 2 — SPg’nin sembolik 2-

plithogenic alt halkas1 denir.

Ayrica, 2 — SP;’nin iginde klasik halka yapisi olusturan uygun bir altkiime bulunmasi

da gereklidir. [6]

Ornek 5.2.21: (2 — SP;; +,) sembolik 2-plithogenic tamsay1 halkasini ele alalim.

Herhangi bir pozitif tamsay1 n i¢in, 2 — SP; = 2 — SP, zklimesi, 2 — SP; = halkasinin

bir sembolik 2-plithogenic alt halkasini olusturur.

Tamm 5.2.22 [6] Bir sembolik 2-plithogenic halkanin merkezi, Z(2 — SPg) ile

gosterilir ve su sekilde tanimlanir:

2 — SPg halkasinda bulunan her a = (19, A;P;,A,P,) € 2 — SP; elemani igin, her

B = (80,61P1,62P;) € 2 — SPg elemanina karsilik, asagidaki kosulu saglayan tiim

a’lar merkeze aittir: - f = f - a

Yani, sembolik 2-plithogenic ¢carpma kurallar1 altinda a tiim elemanlarla ¢arpimda

degisme o6zelligini sagliyorsa, bu a eleman1 merkezdedir.

Formel olarak:

Z(2 = SPg) = {(A0, A1P1, 42P;) € 2 = SP | (Ao, A1 Py, A3P5) (80, 61 P, 62P;)

= (80, 61P1, 62P2) (A9, A1P1, A2 P2), V(8o 61P1, 62P;) € 2 — SPR}.
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Yorum:

e Merkez, halkadaki her eclemanla degismeli olan sembolik 2-plithogenic
elemanlardan olusur.

o Sembolik bilesenlerin (P4, P, gibi) davranislar1 baglama gore degisebileceginden,
carpimdaki degisme 6zelligi 6zel olarak dogrulanmalidir.

Ozellikler 5.2.23 [6]

e Z(2 —SPg),2 — SPg'nin bir alt halkasidir.

e Eger 2 — SPy degismeli bir sembolik 2-plithogenic halka ise, Z(2 — SPg) = 2 —
SPg olur. [6]

Ornek 5.2.24: Z(2 — SP;); Z(2 — SPy); Z(2 — SPg) halkalarinin merkezleri sirastyla:

2 — SP;; 2 — SPy; 2 — SPg' dir.

Tanmm 5.2.25 [6] R halkasinda Sy, S4, S, ideal olmak tizere, sembolik 2-plithogenic

AH-ideal S asagidaki sekilde tanimlanir:

S =80+ 851Py +S5,P, ={Ag + 11P; + A,P, | A; € 5;}.

Eger 6zel olarak Sy = S; = S, olacak sekilde tiim alt idealler esitse, bu ideal AHS-

ideal olarak adlandirilir.

Ornek 5.2.26: R = Z[A] olmak iizere, tamsay1 katsayili polinomlar halkasimni ele

alalim. Su ideali tanimlayalim:

So =8, =S, = (A* + 1) c R, yani 2> + 1 polinomu tarafindan iiretilen asal

ideal. P, ve P, sembolik ifadeler (formel semboller) olmak iizere, buna karsilik gelen

sembolik 2-plithogenic AHS-ideal S asagidaki gibidir:

S =S8y+S1P+S,P, ={A+ 1P, + 1,P, | 4; € (A2 + 1)}

S’ye ait bir 6rnek eleman:

A2+ 1B+ A2+ 1D)R2A-1DP + (12 + 1212+ 4)P,,

Bu ifade sadelestirildiginde:

BAA2+ 1)+ (21— 1A%+ D)P1+ (A3 + 4)(A%2 + 1)P,.

elde edilir. Her bir katsay1 (A2 + 1) idealine ait oldugundan, S kiimesi bir AHS-ideal

kosulunu saglar.

Teorem 5.2.27 [20] S, 2- SPg halkasinda bir AHS-ideal olsun. O halde S, klasik halka

kurami anlaminda bir idealdir.

Ispat: Bir AHS-ideal tanim1 geregi, S asagidaki sekilde ifade edilir:

S=58y+ 5P+ S5,P,
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burada S,, temel halka R’nin bir idealidir ve P,,P, formel sembollerdir.

(S, +) kiimesinin, toplama iglemi altinda kapali olmasi ve ters elemanlara sahip olmasi

sebebiyle, (, 2- SPg, +) grubunun bir altgrubunu olusturdugu agiktir.

Slmdl,N=n0+n1P +n2P2€2—SPR Ve a=/10+/11P1+/12P2€S

olmak Uzere (burada 1y, A1, 1, € Sy), su ¢arpimi inceleyelim:

N - a = nyly + (noAy + g + APy + (A, + A, + npdy +nydq +
NnyA,)Ps.

Gorildigi tizere:

Nody € Sy,

NnoAr + nidg + Nd; € Sy,

Nolds + nidy + nady + nAy + nady € S

cunka So, R halkasinin bir idealidir ve tim n;ER’dir.

Dolayisiyla her bir katsay1 So’de yer alir ve sonugta: N - a € Sy + SoP; + SoP, = S.

Bu durumda, S kiimesi 2- SPg halkasinda ¢arpma islemine gére kapalidir ve boylece

klasik anlamda bir ideal oldugu sonucuna varilir.

Tanm 5.2.28 [6] Q = Qo + Q1P1 + Q,P,veM = My + M P, + M,P, olmak

Uzere, 2- SPg halkasinda tanimli iki AH-ideal verilsin. Bu durumda asagidaki islemler

tanimlanir:

Kesisim: Q N M = (Qy N My) + (Q1 N M1)P; + (Q, N M,)P,
Carpim: QM = QoM, + Q1M1 Py + QM P,
2—SPr/Q=R/Qo+R/Q1P1 +R/Q2 P, .

Ornek 5.2.29: R = Z halkas1 (tamsayilar halkas1) olsun. R iginde tanimli olan

My =2Z,M, =3Z, ve M, =5Z ideallerini ele
Asagidaki kiime tanimlansin:

M =My + M{P; + M,P, = {24+ 36P; + 5yP, | 4,6,y € Z},

Bu kiime, 2 — SP, halkasinda bir AH-ideal olusturur.

Simdi su kiime tanimlansin:

K = My + MyP; + MyP, = {21+ 26P; + 2yP, | 1,6,y € Z},

Bu yapi, 2 — SP, halkasinda bir AHS-ideal olusturur.

M ile K kiimelerinin kesisimi:

Ayrica, 2 — SP; halkasiin ideal M’ye gore boliim halkast:
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Tanm 5.2.30 [18] (2-SPg, +, *) ve (2-SPy, +, -) iki sembolik 2-plithogenic halka
olsun.
Y: (2—SPg,+,) = (2—SPr,+,)
fonksiyonu, asagidaki kosullar saglandiginda bir sembolik 2-plithogenic halka
homomorfizmasi olarak adlandirilir:
e Va,f € 2-SPricin:yY(a + B) = YP(a) + Y(B)
« Va,f € 2-SPriciniP(a - f) = P(a) - P(B)
e Y(Ps) = Ps, s = 1,2icin; burada P, halkadaki sembolik parametrelerdir.
Y fonksiyonunun gorinti kiimesi (image):
Im() ={B € 2-SPr | f =Y (a) iginbazt a € 2-SPr}
Y fonksiyonunun ¢ekirdegi (kernel): Ker(y) = {a € 2 — SPz | Y(a) = (0,0,0)}.
Epimorfizma, monomorfizma, izomorfizma, endomorfizma ve otomorfizma
kavramlar1 klasik halka homomorfizmasi kuramina benzer sekilde tanimlanir.
Ornek 5.2.31: Asagidaki tanimli fonksiyonu ele alalim:
Y:2—8P;, X2 —=58P;,, > 2—SP;;Y(a,p) = a,Va,f € 2 —S5P,,.
Bu tanim altinda 1, bir sembolik 2-plithogenic halka homomorfizmasidir.
e Y ’nin goriintiisii:

Im() = {(0,0,0), (1,0,0), (0,P;,0), (0,0,P,), (0,P,,P,), (1,P;,0), (1,0,P,), (1,P;,P,)}.
e ’nin ¢ekirdegi:

Ker () = {((0,0,0), (0,0,0)), ((0,0,0), (1,0,0)), ((0,0,0), (0, P1, 0)), ((0,0,0), (0, P, P,)),

((0'010)' (0'01 PZ))l ((0'010)1 (11 Pl' 0))' ((0'0'0)' (1'0' PZ))' ((0'0'0)' (1! Pl' PZ))}
Tanmm 5.2.32 [6] R ve T iki halka, 2-SP; ve 2-SP; de bu halkalarin sirasiyla

sembolik 2-plithogenic uzantilari olsun.
Yo, Y1, Y2+ R — T Klasik halka homomorfizmalar olsun.
Bu durumda asagidaki sekilde tanimlanan fonksiyon:

Y:2 = SPp > 2= SPr: (Ao + 1Py + 4,P,) = Po(do) + Y1(A)P1 + P2 (A2) P,
bir AH-homomorfizma olarak adlandirilir.
Eger Yo = Y1 = 1, ise, Y fonksiyonu bir AHS-homomorfizma olarak adlandirilir.
Aciklama 5.2.33 [6] Eger 1, 1, Y, fonksiyonlariin her biri birer izomorfizma ise,
Y fonksiyonu bir AH-izomorfizma olarak adlandirilir.
Ornek 5.2.34: R = Z ve T = Z, olsun. Asagidaki iki homomorfizma tanimlansin:
Yo(a) = amod6,yP,(a) = 3amodé6.
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Her iki  fonksiyonun da  halka  homomorfizmast  oldugu  aciktir.
Simdi su fonksiyonu tanimlayalim:
Y:2—=SPy - 2—SP;
Y(a+ P, + 0P,) = Py(a) + Y1(B)P; + Y,(0)P, = amod6 + fmod6P; +
(36 mod 6)P,, Bu yap1 bir AH-homomorfizma olusturur.
Ornegin, { = 15 + 3P; + 4P, ele alindiginda:
Y({) = 15mod 6 + 3mod6P; + 3 - 4mod 6P, = 3 + 3P;.
Tammm 5.2.35 [18] vy,¢:2—-SPr — 2 —SP; ki sembolik 2-plithogenic
homomorfizma olsun. Her biri su bi¢gimde ifade edilsin:
Y =19 +P1Pr + 1Py, 0 = P + $1P1 + PP,
Bu durumda, y ile ¢’nin bileskesi ya da sembolik carpimi, asagidaki sekilde
tanimlanir: Y X ¢ = Py o g + (Y1 0 p1)P; + (P, o p,)P,, Burada o isareti, ilgili
bilesen homomorfizmalarinin fonksiyonel bileskesini ifade eder.
Teorem 5.2.36 [20] Y = g + Y1 Py + P, Py: 2 — SPr = 2 — SPp seklinde tanimli bir
fonksiyon olsun. O halde:
1. Eger ¢ bir AHS-homomorfizma ise, 3 klasik anlamda bir halka
homomorfizmasidir.
2. Eger ¥ bir AHS-izomorfizma ise, ¥ klasik anlamda bir halka izomorfizmasidir.
Ispat.
1. ¥’ nin bir AHS-homomorfizma oldugunu varsayalim. Tanim geregi, Yo = 1 =
1, olmak Uzere her biri y; : R — T seklinde bir halka homomorfizmasidir.
a = Ay + L4P1 + P,veff = &g + 6:P1 + 6,P, € 2—SP; igin, Y’nin
toplama ve ¢arpma islemlerini korudugu gosterilir:
Toplama igin:
Y(a+B) =Po(do + 80) + Yo(A1 + 61)P1 + (A, +62)P, =1Po(4o) +
Yo(6o) + [Yo (A1) + Yo (51)]P1 + [Yo(A2) + Yo (62)]P, = Y(a) + ().
Carpma igin:
a.f = Ay + APy + A,P,)(6g + 6Py + 6,P,)
= Ag0g + (Ag6; + 4169 + A161)P; + (490, + 4,60 + 1,0, + 4,6, + 4,6,)P,.
1 uygulandiginda:
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Y(a.B) = Po(Ao8o) + Yo (4061 + 4160 + 2161) Py + P (4062 + 2260 + 1,6,
+ 1,6, + 4,6,)P2
= 1o (A0)o(80) + [P0 (A0)¥0(61) + 1o (A1) (60)
+ Po(A1)Po(61)]P1 + [o(A0) Y0 (62) + 1o (42)10(¥0)
+ Po(12)¥0(62) + Yo (A2)10(81) + Yo (A1) o (62)]P,
= [Yo(Ao) + Yo (A1) P1 + Yo (A2)P2][¥0(80) + Yo (61) Py
+Y0(62)P;] = Y(a) - Y(B).

Dolayisiyla, i hem toplama hem de ¢arpma islemini korur; bu da y’nin klasik

anlamda bir halka homomorfizmasi oldugunu gosterir.

2. ¢y  bir  AHS-izomorfizma ise, Yo = Y; = Y,  izomorfizmalardir.
Bu durumda 1 birebir ve Orten bir fonksiyon olup hem toplama hem de carpma
islemlerini korur.

Dolayisiyla Y, klasik anlamda bir halka izomorfizmasidir.
Ispat tamamlanmistir.

Tanm 5.2.37 [6] ¢ =vg+ Y Py +Y,P:2—SPg > 2—SP; Dbir AH-

homomorfizma olsun. Bu durumda:

o ’nin AH-¢ekirdegi (AH-ker(i)) su sekilde tanimlanir:

AH — ker(Y) = ker (o) + ker (1)P, + ker (,)P,.

e P’nin AH-gOrintisu (AH — Im(3)) su sekilde tanimlanir:

AH —Im(y) = Im (o) + Im (Y1) P; + Im (P2)P,.

Eger Yo = Y, = 1, ise, elde edilen ¢ekirdek ve goriintii sirasiyla AHS-ker(y) ve

AHS-image(y)

Ornek 5.2.38: R = Z;,0lsun ve ¥y:Z — R tamimlansin: ¥,(a) = a mod 10. Bu

fonksiyonun ¢ekirdegi sudur: ker () = 10Z.

Buna gore tanimlanan AHS-homomorfizma:

Y=o+ PP +Y,Pp:2 —SP; > 2 —SP;

ve herhangi bira = Ao + 1.P1 + AP, € 2-SP; igin:

Y(a) =Po(dg) + Y1 (AP + Y, (1,)P, = (Agmod 10) + (A;mod 10)P; +

(A,mod 10)P,. Buna gore AHS-¢ekirdek su sekilde verilir:

AHS — ker() = 10Z + 10ZP; + 10ZP, = {104+ 106P; + 10yP, | 1,8,y € Z}.

Teorem 5.2.39 [6] ¢: 2 — SP, — 2 — SP; bir sembolik 2-plithogenic AH-

homomorfizma olsun. Bu durumda:

1) ¥ ’nin AH-¢ekirdegi (AH-ker(y)), 2 — SPg halkasinda bir AH-idealdir.
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2) Y’nin AH-g6runtust (AH-Im(y)), 2 — SP; halkasinda bir AH-idealdir.

3) Eger ¥ bir AH-izomorfizma ise, o halde AH-ker(y) = {0} ve AH-Im(y)) =2 — SP;
olur.

ispat:

e Hery;icin(0 < i < 2)ker(y;) R halkasinda bir ideal oldugundan, AH-ker ()
bir AH-idealdir.

e Ayni sekilde, Im(y;) de T halkasinda bir ideal oldugundan, AH-Im () bir AH-
idealdir.

o Eger); fonksiyonlari birebir ve drtense, 1 bir AH-izomorfizma olur ve bu durumda
AH-ker(y) = {0} ve AH-Im(y) = 2 — SPr olur.
Bu da AH-homomorfizmanin yapisini dogrular.

Teorem 5.2.40 [6] 2 — SPg bir sembolik 2-plithogenic halka olsun.

S =Sy +S,P, +S,P, ve L =Ly +LP, + L,P,

seklinde iki AH-ideal verilsin. Asagidaki ifadeler gecerlidir:

1. S n LveS.L kesisimi ile ¢arpimi, 2 — SPg icinde AH-idealdir.

2. Eger S ve L AHS-ideal ise, bu durumda S N L ve S. L kesisimi ile ¢garpimi da
AHS-idealdir.

3. Eger S bir AHS-ideal ise, o halde boliim halka asagidaki gibi tanimlanir:

2—SPr/S =R/So + (R/S1)P1 + (R/S2)P;

ispat:

e HerS;vel;icin (i = 0,1,2) bu kimeler R halkasinda ideal olduklarindan,

S; N L; ve S;L; de idealdir. Dolayisiyla:

SNL=SyNLy+ (S NL)P, +(S;NLy)P,, SL =SyLy + (S1L1)P; + (S2L,)P,

ifadeleri birer AH-idealdir.

o Eger S ve L AHS-ideallerse, yukaridaki yap1 korunur ve sonuglar AHS-ideal olur.

e Sbir AHS-idealiseveS = S, + S;P; + S,P, seklindeyse, o halde boliim halka:

2—SPy/S=R/Sy + (R/S1)P; + (R/S,)P,. seklindedir.

Teorem 5.2.41 [6] ¥, ¢p: 2 — SPr — 2 — SPg iki AH-homomorfizma olsun. Burada:

Y =1+ 1Py + 2Py, ¢ = o+ P1P1 + PP,

Asagidaki ifadeler saglanir:

1. Sembolik bilesim ¢ X ¢ bir AH-homomorfizmadir.

2. Eger ¢ ve ¢ AHS-homomorfizmaise, Y X ¢ de bir AHS-homomorfizmadir.
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3. Eger ¢ ve ¢ AH-izomorfizmaise, Y X ¢ de bir AH-izomorfizmadir.

4. Eger Y ve ¢ AHS-izomorfizma ise, Y X ¢ de bir AHS-izomorfizmadir. [6]

ispat:

e Bilesim ) X ¢ su sekilde tanimlanir:

YxX@=1g°po+ W10 ¢)Pr+ (Y20 P2)P,.

Burada her ; o ¢; bir halka homomorfizmasi oldugundan, y X ¢ bir AH-

homomorfizmadir.

o Eger  ve ¢ AHS-homomorfizma ise, Yo = Y1 = Y, ve ¢y = ¢p1 = ¢, olur.
Bu durumda bilesim de AHS-homomorfizma yapisini korur.

« 3 ve 4: izomorfizmalari bilesimi yine izomorfizma oldugundan, sonu¢ AH ve AHS

kategorileri icin gecerlidir.

Teorem 5.2.42 [24] 2 — SPg bir sembolik 2-plithogenic halka olsun. O halde:

2—SP; = R3.

Ispat: Tammlayalim: 2 —SP; = R+ RP; + RP,, ve hera € 2 —SP; elemam

asagidaki sekilde ifade edilir: @ = g + A, P; + A,P,, 49,11, 4, € R.

Benzer sekilde, f = 6y + 61P; + 6,P,,8p,81,0, € R. Asagidaki sekilde bir

fonksiyon tanimlayalim:

Y:2—SPg > R3,Y(Ag + 1, P; + A,P,) = (A9, A1,4;). YP'nin halka izomorfizmasi

oldugunu gosterelim:

o lyi tammlanmishk: 2 — SPg'deki her eleman, R3'te tek bir ii¢liiye karsilik gelir.

o Toplamsallik: Y(a+ ) = P((Ag + &) + (A4 + )P + (A, + 6,)P,) = (p +
80, A1 + 611, 4, + 6;) = Y(a) + Y(B).

o Carpimsallik: 2 — SPg'deki ¢arpma islemi dagilim yasas1 ve sembolik kurallarla
tanimlanmistir. aff = (Ao + A4, P; + 1,P,) (8¢ + 6,P; + 5,P;)

ifadeleri R, RP4, RP, bilesenleriyle genisletilip ¥ altinda R3'e dogru sekilde yansitilir.

Bu durumda ¢arpma i altinda korunur.

Birebirlik: Eger ¥(a) = Y(B) ise, (Ao,A1,42) = (80,61,02) Olur, bu da a =

anlamina gelir.

Orten: Her (1,8,y) € R®uclust, 2 — SPgicinde 2 + 6P, + yP, elemanma karsilik

gelir. Dolayistyla, ¥ bir halka izomorfizmasidir.

Not 5.2.43 [24] Bu izomorfizmanin tersi su sekilde tanimlanabilir:

P R3S 5 2—SPg,

Yo, €1,¢2) = ¢o + (c1 — )Py + (cz — ¢)P,
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Sonug 5.2.44: U, — SP; sembolik 2-plithogenic halkanin birim elemanlar grubunu,
UR ise temel halka R'nin birim elemanlar grubunu gostersin. O héalde, 2 — SPg'nin
birim elemanlar grubu UR’nin {i¢ kopyasinin direkt ¢arpimu ile izomorftur; yani:

U, — SP, = UR3.[28]
Ornek 5.2.45: Sembolik 2-plithogenic halka 2 — SP;,’yi, sonlu alan Z, Uzerine
tamimli olarak ele alalm. Eleman: a = 2+ P, + P, € 2 — SP,,
Carpimsal tersini hesaplamak i¢in su halka izomorfizmasi kullanilir:
Y:2—SP; > Z; (A + 6P +yP) = (MLA+68,1+6+7)
Uygulandiginda: y(a) = (2,3,4). Bu elemanin Z,> igindeki tersi: [y (a)]™! =
(4,5,2).Ters izomorfizma y~1 ile geri doniistiiriilerek:
al=y Y@=y 1452)=4+GB—-4)P+(2—-5P,=4+P —
3P, =4 + P; + 4P,, (mod 7 aritmetigi kullanilmistir.)
Dogrulama i¢in ¢arpimi hesaplayalm: a a™! = (2 + P, + P,)(4 + P, + 4P,),
dagitilarak: 8 + 2P; + 8P, + 4P; + P, + 4P, + 4P, + P, + 4P,
Toplanip mod 7 uygulaninca:
84+ (2+4+1)P,+B+4+4+14+4)P,=8+7P,+21P, =1+0+0 =
1mod 7.

1 =4 + P, + 4P,dogru bir carpimsal ters elemandir.

Dolayisiyla, a™
Teorem 5.2.46 [25] R, (1) 2-dongusel (cyclic) notrosofik halka ve 2 — SPg, R halkasi
tizerinde iyilestirilmis sembolik 2-plithogenic halka olmak Uzere,

Y:Ry(I) > 2 — SPy

seklinde bir halka homomorfizmasi vardir.
(Not: n-déngusel (cyclic) notrosofik halkada I;. I; = I(;4 jmoan) tammi gegerlidir.)
Ispat: Tanimlayalim: Y(Ag + A, 1; + A,1,) = Ag + (A, + A,)P; — 24, P,.

Iyi tanimli: Eger Ay + A1 + A1, = 8 + 811, + 8,1,. ise, 0 zaman A;=6;0lur ve
Y(a) = P(P) elde edilir.

Toplamay1 korur: a + 8 = (A9 + 6p) + (A, + 6D + (A, + 8,), =
Yla+p)=U+8)+ A+, +86+8,)P; —2(A4 + 5,)P;,

= [Ao + (A1 + )Py = 24, P,] + [6p + (81 + 82)P1 — 261P,] = Y () + Y (B),
Carpmay1 korur:

R, (I)'de:

a- B =100+ (Ag01 + 4160 + 418, + 1,611 + (A6, + 1,80 + 2,6, + 1161) 5.
Bunu v ile uyguladigimizda:
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Y(a-B) =200 + (4901 + 1160 + 110, + 1,81 + 16, + 1,60 + 1,6, + 1,61)P;

— 2(A06; + 4180 + 116, + 1,81) P;.
Ote yandan, ¥ (a) ile 1(8) nin ¢arpimin1 hesapladigimizda asagidaki sonucu elde
ederiz: ¢y (@) - ¢ (B) = [Ao + (4 + )Py — 22, P,][8¢ + (81 + 62) Py — 261 ).
Terimleri agip benzer terimleri gruplayarak elde edilir:
Ao8o + (Ag61 + 4180 + 1165 + 2,01 + 196, + 2,60 + A28, + 1,6,)P;

— 2(A061 + 4160 + 410, + 1,61)P,,
Dolayistyla, ¥ bir halka homomorfizmasidir.
Teorem 5.2.47 [26] y: R,(I) = 2 — SPg homomorfizmasi igin:

1) ker () ={61,—381,126 =0, € R};

2) ker () { bir sifur halkadur}.
Ispat:
Tanima gore: Y(A + 61, +yl) = A+ (6 +y)P, — 26P,. Ve
ker(y) = {A+ 6L +yl, € R,(D) | Y(A+ 6, +y,) =0} =
A+ (6 +y)P, —26P, = 0olmali. Ohdlde: A =0,6 +y =0,—-26 =0
Bunlardany = —dve 26 = O esitlikleri elde edilir. Dolayisiyla, ¢ekirdek (kernel)
asagidaki gibidir:
ker () = {61, =61, 126 =0, § €R}.
Sifir halka: iki eleman alalm: a = AI, — Al, ve § = 01, — 01, € ker (),
Halkanin devresel (¢evrimsel) oldugu ve I;.1; = I, ile I;.1, = I; esitliklerinin
saglandig1 dikkate alindiginda, R, (I) yapisinda iligki su sekilde sadelesir:
Carpalm: af = (Al; — AL) (01, — 61,) = A01,%> — A0, 1, — A01,1, + A01,2.
Ancak 246 = 0 oldugundan, a8 = 0. Bu da ker(y)’nin bir sifir halka oldugunu
gosterir.
Not 5.2.48: Sembolik 2-plithogenic halka iizerine inceledigimiz ozelliklerin ve
teorilerin biiyiikk bir kismi arastirmacilar tarafindan sembolik 3-plithogenic halka,
sembolik 4-plithogenic halka, sembolik 5-plithogenic halka, sembolik 6-plithogenic
halka ve sembolik 7-plithogenic halka yapilarina genellenmistir ve halen daha yiiksek
seviyelere genellenebilirligini ispat etme ¢alismalari siirmektedir.

Asagida, bu st diizey yapilardaki bazi 6zellikleri inceleyecegiz:
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5.3. Sembolik n-Plithogenic Halkalar

Teorem 5.3.1 [7] Birim eleman1 1 olan sembolik 3-plithogenic halka 3 — SP; olsun.

Herhangi bir eleman: @ = Ay + A1 P; + 1,P, + A3P;

seklinde ifade edilsin. O halde asagidaki ifadeler gegerlidir:

1. Terslenebilirlik Kriteri: Eleman a, 3 — SPy icinde terslenebilirdir <

Aoy Ao + A1, Ag + A1 + Ay, A9 + 44 + A, + A3, ifadelerinin her biri R halkasinda

terslenebilirdir.

2. Ters Eleman Ifadesi: Eger a terslenebilirse, ters eleman a~* asagidaki gibi verilir:
a7t =2 H Qo+ ) =2 P +H [(Ro + 4+ 2) 7 — (Ao + )P, +
[(Ao + A4 + A + A3)7 1= (Ag + A, + A5)71]Ps.

Ispat: a'nin terslenebilir oldugunu varsayalim. O halde, 3 — SP; icerisinde bir eleman

B =08y + 6Py + 6,P, + 55P;, bulunur ki @ - = 1 esitligi saglansin. Bu ¢arpim

genisletildiginde ve sembolik temel bilesenlere gore terimler gruplandirildiginda su

esitlik sistemi elde edilir:

(@) A6 =1,

(ii) 901 + 4160+ 1,6, =0,

(iii)  Ap0y + 4,60 + 1,6, + 116, + 1,6, = 0,

(iv)  Ap03 + 4105 + 2,65 + 2383 + 138, + 136, + 436, = 0.

Denklem (i)'den, A¢'m tersinir oldugu sonucuna varilir.

Denklem (i) ve (ii)’yi topladigimizda elde ederiz:

(Ao + 1) (8p + 8;) =1 = Ay + A4 terslenebilir.

(1), (ii) ve (iii) denklemleri toplarsak:

(Ao + A1 +2,)(6g + 61 + 6,) =1 = Ay + A4 + A, terslenebilir.

Tiim dort denklem toplanirsa:

Ao+ A1+, +23)(8g + 61 + 8, + 63) =1 = A5 + A, + A, + 45 terslenebilir.

Bu durum, a'nin terslenebilirliginin, ardisik katsayi toplamlarinin terslenebilirligine

bagli oldugunu gosterir.

Tersi durum: Eger Ag,4g + 41,40 + 44 + A3, 4 + 41 + 4, + 43

terslenebilir ise, su sekilde &;'ler hesaplanarak ters § € 3 — SPy elde edilir:

8o = Ao_l,

So+8, =N +A) 128 =N +4) =21

So+81+8,=(Qo+ A4 +2) 1 =268,=Q+A4+2) —Ag+ 1),
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S0+ 681 +0,+03=RAo+ M+ +1) ' =286 =N+ +2,+23)7" —

Ao+ A4 +2)™1

Bu durumda:

al=B=2" "+ [ +A) =2 P+ [(Ao + 4 +2) = (Ao + 1) 1P,
+[(Aog+ A1 + A5+ A3)7 = (Ag + A4 + 1) 7] Ps.

ifadesi o’nin ¢carpimsal tersidir.

Ornek 5.3.2: R =Z: = {0,1,2,3,4} olsun ve 3 — SPy,, Z5 lizerinde tanimli sembolik

3-plithogenic halkay1 gostersin.

Asagidaki elemani ele alalim:

a=2+4P, + 2P, + P; €3 —SP,..

a’nin terslenebilirligini belirlemek i¢in katsayilarinin ardisik toplamlarini inceleyelim:

e Ao = 2 terslenebilir, 1,”* = 3,

e Ao+ A=2+4=6=1(mod5)=>A°+ ) 1=1,

N+ 21+ 2=2+4+2=8=3(0mod5) =N+ A1+ 1*)1=2,

Ao+ +Ah+A3=2+4+2+1=9 =4(mod5) =

A0+ A+ A2+ 237 t=4,

Tim bu kismi toplamlar Zs i¢inde terslenebilir oldugundan, @, 3 — SP;_ halkasinda

terslenebilir bir elemandir.

Bir 6nceki teoremde verilen formile gore, ters eleman:

a =2+ [Ro+ )T = AT IR+ [(Ao + 4+ )T = (Ao + )P,
+[Ag+ A+, +23) 1= (A + A, + 1)1 P
=34+(1-3)PL+2—-1DP,+(4—-2)P;
= 3+ 3P; + P, + 2P;(modulo 5).

Dolayisiyla, a~*=3 + 3P, + P, + 2P;.

Teorem 5.3.3 [8] a € 4 — SP; olsun ve R degismeli (komiitatif) bir halka olsun. Bu

durumda, o elemani ancak ve ancak asagidaki ifadelerin her biri R’de nilpotent ise

nilpotenttir:

Ao Ao+ A Ao+ Ay + Ap Ao + Ay + Ay 4+ A3, A + Ay + Ay + A5 + Ay,

Ispat: « = Ay + 4, P, + A,P, + A3P; + A,P, olsun. a nilpotenttir

Ine Z*, a™ = 0. Bilinmektedir ki:

AT=0e 2" =0

Ao +AD)" — A" =0 (4+1)" =0
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Qo+ 4+ )" — A+ A)" =0 Lp+A4,+4)" =0
Qo+ A+ +2)" — Qo+ 44+ L))" =0 A+ +4,+43)" =0
Ao+ A+ +A3+2)" — Qg+ A4+ A4, +243)" =0

S (Ag+ A+, +43+4,)" =0
Bu durum, a'nin nilpotentligi i¢in tim ardisik kismi toplamlarin nilpotent olmasinin
gerekli ve yeterli oldugunu gosterir.
Ornek 5.3.4: R = 7z, = {0,1,2,3} olsun. 4 — SPz, iginde tiim nilpotent elemanlar
belirleyelim. @ = Ag + APy + 2;P, + A3P; + A4Py € 4 — SPy,
a nilpotenttir & Ap,10 + 4,0+ A, + A, g+ A, + A, + A3, 0+ 4+ A, + A3+ A, €
{0,2}. Baz1 olas1 durumlar:
Durum 1:
Tum toplamlar=0= a = 0.
Ayrica asagidaki ornek nilpotent elemanlar bulunur:
€=2+2P, a=2P +2P), a=2P,+2P;, a =2P; + 2P, a =2P, a =2+2P, a=
24 2P, + 2P, + 2P5, a = 2+ 2P, + 2P3 + 2P, @ = 2 + 2P, + 2P,, a = 2P, + 2P;, a =
2P, + 2P, + 2P + 2P,, a = 2P, + 2P, +2P,, a = 2P, +2P,, a = 2P, + 2P, + 2P,,
a =2P;,a=2+2P; a=2+2P,+2P;+ 2P, a =2+ 2P, +2P,,a = 2P, a = 2P; +
2P, +2P; @ = 2P, +2P3+2P,, « =2P, a =2+2P, +2P,, a =2+ 2P, + 2P; a =
2+2P3+ 2P, a=2+4+2P, a =2, a =2+ 2P, +2P, +2P4, a =2+ 2P; +2P;, a =
2 + 2P, + 2P, + 2P; + 2P,
Teorem 5.3.5 [27] 7 — SPg sembolik 7-plithogenic halka olsun ve N = N, ¥7_, N;P,,
seklinde tanimlanan N, 7 — SP icinde bir AHS-ideal (Toplanmis Hiyerarsik Sembolik
ideal) olsun. O hélde, N klasik halka kurami anlaminda da bir idealdir.
Ispat: N € 7 — sPy icinde iki keyfi eleman: n = ng X7_, n;P;,n' =n'o + X7_, n';P;
alalim. Bu durumda, farklari: n —n' = (ng — n'y) i, (n; — n')P;
Gunku N bir AHS-ideal oldugundan ¢ikarma islemine gore kapalidir.
Simdi keyfi bir eleman: [ = [, + Y./, [;P; € 7 — SPy.
alalm. Carpimu: [ -n = lyng + X7_; %71 i Pmax(i,j)-
Tum lin; €R oldugundan, bu toplam da N icinde  kalir.
Dolayisiyla, N hem ¢ikarma hem carpma islemi altinda kapalidir ve klasik anlamda

bir idealdir.
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BOLUM VI

SONUCLAR

Sembolik plithogenic halkalar, coklu Oznitelik belirsizliklerini ve ¢eliskileri,
plithogenic kiime mantigiyla tutarli bir sekilde ele alabilmek igin titizlikle
olusturulmus cebirsel bir ¢ergceve sunar. Bu ¢alismada, s6z konusu halkalarin bigimsel
tanimi verilmis ve su temel sonuclar ortaya konulmustur: Elemanlarin terslenebilirligi,
idempotentligi ve nilpotentligi i¢in gerekli ve yeterli kosullar (hepsi taban halkanin
kismi toplamlart iizerinden indirgenebilir bi¢imdedir) ile halkalarin altinda yatan
yapinin R’nin dogrudan toplami1 seklindeki yapisina iligkin i¢gériiler sunulmustur.
Ayrica, sembolik 2-plithogenic halkalar igerisindeki belirli alt yapilar, AH-idealler,
AH-cekirdekler ve AH-izomorfizmalar, detayli bi¢cimde incelenmis, her biri bu
cebirsel sistemlerin daha derinlemesine yapisal anlasilmast ve siniflandirilmasi
acisindan onemli katkilar saglamistir. Her teorem, somut orneklerle desteklenmis,
bdylece bu cebirsel yapilarla ilgili sezgisel anlayis da pekistirilmistir. Bu sonuglar
gostermektedir ki, motivasyonu yenilik¢i olsa da, plithogenic halkalar matematiksel
anlamda kontrol edilebilir yapilardir — klasik halka teorisinden ¢ok uzaklagmazlar,
aksine, cebirsel elemanlara mantiksal yap1 kazandirmak suretiyle onu zenginlestirirler.
Ancak burada vurgulamak istedigim sey sudur: Bir elemana ya da bir 6nermeye yeni
bir tanim getirmek, bu elemani i¢eren yapilarin taniminin da degigsmesine ya da bu
elemanin i¢inde bulundugu daha biiyiikk yapilarin tanimina yeni aksiyomlarin
eklenmesine neden olabilir. Bazi 6zelliklerle tanimlanan bir eleman ve bu 6zelliklerin
her birinin farkli degerler almasi; 6zellik degerlerinin 6nem sirasina gore dikkate
alinmas1 durumunda, s6z konusu elemanin gercekliginin algilanmasi daha giiclii ve
mantikli hale gelir.

Bir 6zellige oncelik verilmesi, bizi genellikten ¢cok detaya ve teoriden ¢ok gerceklige
yaklastirir. Clinkii 6zellik degerleri birbirinden bagimsiz olabilir, yani aralarinda
dogrudan bir iligki bulunmayabilir. Bu durumda herhangi bir 6zellige 6nem atfetmek,

odagin bu 6zellige yonelmesine ve dolayisiyla elde edilen sonucun daha faydali ve
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daha isabetli olmasina yol agar. Elemanin taniminda bir degisiklik s6z konusu
oldugunda karmasik cebirsel yapilarin incelenmesi kaginilmaz hale gelir. Ancak
burada asil mesele sudur: Su anda eleman igin kullanilan gdsterim olan A, +
Ap1+...+4,p, bizim s6z konusu elemanin tanimina dair yirlttigimiiz teorik

tartismanin gergekligini ne dlgiide yansitmaktadir?.
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