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CHAPITRE 1

Introduction

Le but de cette thése est d’étudier certains aspects de la quantification géométrique pour
les espaces symétriques compacts riemanniens, et en particulier I'unitarité de la transformée
BKS grace a la théorie de Peter-Weyl.

La quantification géométrique associe & une variété symplectique un espace hilbertien.
Lorsqu’on applique la quantification géométrique & un fibré cotangent, nous avons deux
choix naturels de polarisation, la polarisation verticale et la polarisation holomorphe. Soit
B une variété riemannienne compacte, interprétons B comme sous-espace de 1’espace total
T*B du fibré cotangent de B de la facon évidente a 'aide de la section zéro. Etant donnée
une variété analytique réelle munie d’une métrique riemannienne analytique réelle, il existe
sur le fibré tangent T B au voisinage de la section nulle une structure complexe canonique
qui rend kidhlérienne la forme symplectique standard (transportée du fibré cotangent T*B
au fibré tangent T B via la métrique riemannienne). Ainsi T* B fournit une complexification
de B de telle sorte que T*B contienne B comme sous-variété totalement réelle, et nous
notons cette complexification BC. La variété B et la métrique sont alors nécessairement
analytiques, [Gra58|, [Shu58|, [WB59].

La quantification géométrique sur T*B par rapport & la polarisation verticale donne
I'espace hilbertien L?(B, d)\) des fonctions sur B qui sont de carré intégrable par rapport a la
mesure riemannienne dA. D’un autre coté, la quantification holomorphe produit une mesure
dvy sur B® et donne Iespace hilbertien #L?(BC,dv) des fonctions holomorphes sur B®
qui sont de carré intégrable relativement a dv. Le couplage de B(lattner)K(ostant)S(tern-
berg) entre HL?(B®,dy) et L?(B,d)\) induit un opérateur linéaire entre HL?(BC, dy) et
L?(B,d)\) que I'on appelle transformée de BKS.

D’autre part, la transformée de Segal-Bargmann est un isomorphisme unitaire

(1.0.1) L*(B,d)\) — HL*(BE, doy)

sur l'espace HLQ(B(C,dO't) des fonctions holomorphes de carré intégrable sur BC relati-
vement & doy. Cette transformée provient de la théorie de 1’équation de la chaleur. La
transformée de Segal-Bargmann est donnée par f — e " f ot A est le Laplacien et ¢ > 0
est un paramétre non nul. La fonction f est définie sur B muni de son volume Riemannien,
et son image se prolonge en une fonction entiére sur le complexific BC. Stenzel montre
que cette transformée est unitaire pour les espaces symétriques compacts pour une certaine
mesure sur le complexifié de I'espace symétrique compact, cf. [Ste99].

B. Hall considére le cas ot B est un groupe de Lie compact connexe K, muni d’une mé-
trique bi-invariante dans [Hal02]. On rappelle qu’en mécanique, pour un systéme classique
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dont 'espace des configurations est un groupe de Lie compact connexe noté K, I'espace de
phases correspond au fibré cotangent T*K. Les deux quantifications de T* K avec correc-
tion des demi formes relativement aux polarisations verticale et kihlérienne aboutissent a
deux espaces hilbertiens, L?(K) et HL?(KC) respectivement. Hall a montré que le noyau
de BKS est égal, & une constante prés, au noyau de la chaleur, d’ou les deux mesures qui
en resultent do; et dy ne se distinguent que par une constante positive; il en déduit que
la transformée de BKS coincide, & une constante prés, avec I'inverse de la transformée de
Segal-Bargmann généralisée qu’il a introduite et développée, voir e.g. [Hal94) [Hal02]. Ce
raisonnement entraine que le couplage BKS est unitaire (a4 une constante positive prés).

Dans le cas des groupes de Lie compacts, Huebschmann donne dans [Hue08| une autre
preuve du résultat de Hall en utilisant un raisonnement géométrique qui repose sur une
extension de la formule des caractéres de Kirillov sur une algébre de Lie ¢ d’un groupe de
Lie compact K vers une algébre de Lie g d’'un groupe de Lie complexe réductif G. Pour un
groupe de Lie compact K, Huebschmann utilise la méthode des orbites pour montrer que la
transformée du couplage de BKS, multipliée par une constante adaptée détérminée par le
volume gaussien dans la direction imaginaire du groupe complexifié, est unitaire. Pour cela,
Huebschmann établit d’abord un théoréme de Peter-Weyl pour les fonctions holomorphes
sur K par rapport a la mesure qui vient de la quantification de demi-formes, et il démontre
ensuite que la transformée de BKS entre I'espace de Hilbert des fonctions holomorphes sur
KC qui en resulte et I'espace de Hilbert ordinaire des fonctions L? sur K, multipliée par
une constante pres, est unitaire. L’outil principal dans ce raisonnement est la formule des
caractéres de Kirillov.

L’idée principale est d’établir 'unitarité de la transformée de BKS une fois restreinte
aux fonctions représentatives sur K et KC, puis de déduire I'unitarité a toutes les fonctions
de L?(K) et HL*(K®) par densité, ceci & I'aide de la formule des caractéres de Kirillov.
La densité est donnée dans le cas de L?(K) par le théoréme classique de Peter-Weyl pour
K et dans le cas de HL?(KC) par le théoréme de Peter-Weyl holomorphe. Ce dernier est
démontré par Huebschmann dans loc. cit.. Cette méthode implique que 'unitarité de la
transformée de BKS est indépendante de la théorie de I’équation de la chaleur. Ceci résoud
le mystére de I'unitarité de la transformée de BKS car cette derniére est une incarnation
de la formule des caractéres.

Nous étudions l'unitarité de la transformée BKS pour les espaces symétriques com-
pacts riemanniens par une méthode qui est 1égérement différente de celle de Huebschmann.
Nous utilisons la théorie de Peter-Weyl et la formule des caractéres de Kirillov pour le
cas des groupes de Lie compacts comme dans [Hue08| mais dans le cas d’un espace sy-
métrique compact riemannien, nous ne pouvons pas utiliser la formule de caractéres de
Kirillov puisque nous tombons sur les fonctions sphériques plutot que les caractéres. Nous
montrons ensuite que la transformée BKS pour un espace symétrique compact riemannien
quelconque n’est pas toujours unitaire grace au contre-exemple de la sphére S°. Lorsqu’on
applique la méthode de Hall dans cet exemple (noyau de la chaleur et transformée de Segal-
Bargmann), la mesure de la chaleur ne coincide pas (a4 une constante prés) avec la mesure
de la quantification holomorphe.



La premiére partie de cette thése est consacrée a une démonstration de I’extension de
la formule des caractéres de Kirillov vers une algébre de Lie g d’un groupe de Lie complexe
réductif G. Nous établissons une démonstration compléte de la formule des caractéres de
Kirillov pour une représentation de dimension finie d’un groupe de Lie connexe semisimple
complexe telle qu’elle a été utilisée dans [Hue08|. Pour un groupe de Lie connexe réel
adapté, dans le cadre de la théorie des orbites, cette formule fournit une expression du
caractére d’une représentation unitaire de dimension finie par intégration relativement a la
mesure de Liouville sur 'orbite coadjointe qui caractérise la représentation. Cette formule
remonte & [Kir68|. Dans le travail cité on trouve, entre autre, une démonstration de la
formule pour un groupe de Lie connexe semisimple compact. Cette demonstration repose sur
la formule des caractéres de Weyl et sur une formule intégrale d’Harish-Chandra [HC57].
Dans [HueO8|, pour une représentation de dimension finie d’un groupe de Lie connexe
semisimple complexe, la formule des caractéres de Kirillov a été déduite de celle pour une
représentation unitaire de dimension finie d’un groupe de Lie connexe semisimple compact
a l'aide de I'observation qu’un sous-groupe compact maximal d’un groupe de Lie connexe
semisimple complexe est Zariski dense. Nous montrons ici que le raisonnement original de
Kirillov établit la formule des caractéres également pour une représentation de dimension
finie d’un groupe de Lie connexe semisimple complexe.

Dans le chapitre [3| nous traitons la quantification géométrique dans le cas d’un fibré
cotangent et on applique la théorie & un espace symétrique compact riemannien. Pour un
fibré cotangent, la quantification verticale existe toujours. La quantification holomorphe
repose sur un choix de structure complexe et nous identifions alors le fibré cotangent avec
le complexifié de la variété de base. Nous rappelons quelques résultats sur les espaces symé-
triques et quelques exemples. Dans le cas des espaces symétriques compacts riemannien, la
structure complexe canonique est définie globalement et coincide avec la structure complexe
du complexifié de I'espace symétrique compact riemannien. Nous exprimons un couplage de
BKS ainsi qu'une transformée BKS formelle entre les espaces hilbertiens qui viennent de la
quantification holomorphe et verticale pour les espaces symétriques compacts riemanniens.
Nous rappelons également le cas particulier des groupes de Lie compacts.

Dans le dernier chapitre, nous expliquons notre méthode pour étudier 'unitarité de la
transformée BKS pour les espaces symétriques compacts riemanniens. Dans cette méthode,
pour un espace symétrique compact riemannien quelconque, nous utilisons la théorie de
Peter-Weyl pour réduire le probléme aux composantes isotypiques. Le lemme de Schur
permet ainsi de réduire le probléme aux fonctions sphériques. Pour les groupes de Lie
compacts, les fonctions sphériques correspondent aux caractéres et on utilise la formule
des caractéres de Kirillov pour déduire 1'unitarité pour les groupes de Lie compact. Nous
ne pouvons pas utiliser la formule des caractéres de Kirillov pour les espaces symétriques
compacts quelconques. Nous rappelons les exemples des sphéres S' et S3. Nous montrons
ensuite que la transformée BKS n’est pas toujours unitaire pour les espaces symétriques
compacts riemanniens par le contre exemple de la sphére S°. A la fin de ce chapitre, nous
nous intéressons également & I'unitarité asymptotique.



Dans les appendices, nous rappelons certains résultats techniques sur les systémes des
racines restreintes. Nous donnons de plus un exemple pour la formule de caractére de
Kirillov, le groupe de Lie SU(2).
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CHAPITRE 2

Formule des caractéres de Kirillov

La méthode des orbites introduite par Kirillov est un paradigme important en théorie
des représentations, voir [Kir99|. Elle permet d’établir une correspondance entre les (classes
de) représentations irréductibles unitaires d’un groupe de Lie donné et certaines orbites
coadjointes. En pratique, cette méthode fonctionne de maniére idéale dans le cas des groupes
nilpotents, s’adapte au cas des groupes compacts mais pose encore des problémes avec les
groupes semisimples non-compacts, voir [Kir99|. Ce qu’on appelle formule des caractéres
de Kirillov dans la littérature est une fagon de réaliser, du moins en partie, la méthode des
orbites pour les groupes de Lie compacts connexes. Plus précisément, cette formule permet
de déterminer le caractére de la représentation associée & une orbite coadjointe donnée a
I’aide d’une certaine intégrale.

L’objet de ce chapitre est de démontrer la formule des caractéres de Kirillov, cf. Théo-
réme [2.4.26 On commence par des rappels a propos de l'opérateur de Casimir sur une al-
gébre de Lie qui va servir dans la démonstration d’une formule intégrale d’Harish-Chandra.
Nous rappelons dans la Section un énoncé précis de I'intégrale d’Harish Chandra ainsi
qu'une démonstration en suivant la mise en forme de Pukéanszky [Puk67], voir aussi
[Hel84, HC57|. L’idée principale est de regarder l'intégrale d’Harish Chandra comme
une intégrale sur une orbite coadjointe. La formule des caractéres de Kirillov s’obtient alors
en injectant la formule des caractéres de Weyl dans l'intégrale d’Harish Chandra, puis en
utilisant le fait que sur une orbite coadjointe d’un groupe de Lie compact les mesures de
Liouville et de Cartan-Killing coincident & homothétie prés. Il suffit enfin d’ajuster les
constantes qui interviennent, c’est I'objet de la Section Le raisonnement présenté ici
suit a peu de choses prés l'original de Kirillov [Kir68§|.

2.1. Opérateur de Casimir

Dans cette partie nous rappelons 'opérateur de Casimir ainsi que 1’élément de Casimir
pour un espace vectoriel de dimension finie. On commence par des rappels & propos des
opérateurs différentiels invariants & gauche. On travaille en particulier avec une algébre
symétrique S(£) sur une algébre de Lie ¢.

PRELIMINAIRE 2.1.1. Soient G un groupe de Lie semisimple complexe connexe et g
son algébre de Lie. Soient K un sous-groupe compact maximal et € son algébre de Lie. G
s’identifie également au complexifié K€ de K et g au complexifié¢ €€ de €. Soit T un tore
maximal dans K et t C £ son algébre de Lie. Alors le complexifié t€ de t s’identifie & une
algébre de Cartan dans g que nous notons h. Nous désignons le groupe de Weyl qui en
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résulte par W. Notons
B:gxg—C, B(X,Y)=tr(adx ocady), X,Y € g,
la forme de Killing de g et désignons la forme —B par
rgxg—C

Puisque £ est compacte et semi-simple la forme de Killing sur € x £ est forcément définie
négative.

Choisissons une base v1,...,v, de £ et interprétons les v; comme fonctions linéaires
vj: & — R. Notons S[¢] resp. S[g| I'algebre symétrique réelle sur € resp. I’algebre symétrique
complexe sur g; ainsi S[¢] = Rlvy,...,v,], algébre des polynomes réels en vy,...,v, et
Slg] = Clvy,...,vy], algébre des polynémes complex en vi,...,v,; ainsi un polyndéme
s'identifie & une fonction polynomiale sur £* resp. g*.

Pour un X € ¢, notons &x le champs de vecteurs invariant & gauche obtenu par trans-
lation de X sur K. Notons Ox l'opérateur différentiel invariant & gauche défini pour une
fonction f € C*°(K) par la formule suivante :

(212) (0 P)(k) = Ley (T o Li)(e) = S (kexp(tX)),

ou Ly est la translation & gauche par k et L¢, est la dérivée de Lie par rapport a x. Par
récurrence, nous avons

(2.1.3) @2 1)k = ()" Fkep(tX)), .,

Notons F(£) 'algébre des opérateurs différentiels invariant & gauche (par translation a
gauche). Par la définition (2.1.2)), il est évident que dx € F(£) et de degré 1. Pour deux

champs de vecteurs quelconques &, 7 sur une variété, nous avons
Ligy) = Le oLy = LyoLe,
et lorsque X,Y € ¢, on constate que 9 est une représentation d’algébre de Lie, cad,
Oix,y] = Ox0y — Oy Ox.
On travaille en particulier avec 1’algébre symétrique S(¢). L’application linéaire
0:t— F(¥)

peut s’étendre a l’algébre symétrique S(€) que l'on appelle la symétrisation d’Harish-
Chandra, voir e.g. [JLO1]| p.38. Lorsque Jx,,...,0x, commutent, nous avons

S(8)(X1...X,) =0y, ...0x

-
En particulier, S(9)(X™) = 0%. Nous avons le théoréme suivant qui va nous donner 'opé-
rateur différentiel pour un polynéme p € S(¥).

12



THEOREME 2.1.4. L’homomorphisme linéaire d’Harish-Chandra
S(0) =0: S(t) — F(¥)

est un isomorphisme. Lorsque {X1,...,X,} constitue une base de ¢, et pour p € S(¢), nous
avons

(Opf)(k) =p(O1,...,0n)f(kexp(ti X1+ ... tan))‘(t):O
ou f € C®(K), 0; = % et (t) = (t1,...,tn), voir e.g. |[JLO1, p.38].

Nous allons écrire le polynéme de Casimir pour un espace vectoriel de dimension finie.
Ensuite nous allons écrire 'opérateur de Casimir ainsi que le polynéme de Casimir pour
une algébre de Lie.

Soit maintenant V un espace vectoriel de dimension finie sur un corps de caractéristique

zéro. Notons B: V x V — R une forme bilinéaire symétrique non singulier sur V. Alors,
lorsque B’ désigne la transformation suivante

(2.1.5) BV V" X=B(X)(Y)=BX,Y)Y eV,
nous obtenons un isomorphisme entre V et le dual V* et un isomorphisme
S[V] = S[V7¥]

ot §[V*] vu comme une algébre des fonctions polynémes sur V.
Soient {vi,...,v,} une base de V et {A1,..., Ay} la base duale associée dans V*. Nous
pouvons ainsi définir la base B-duale {v],..., v} de V, telle que

B(vj,vy,) = djk

ol d; 1 est le symbole de Kronecker.
Rappelons ensuite un isomorphisme unique

V ®V* — End(V)
tel que pour v € V et A € V*, I’élément correspondant h, » € End(V') soit donné par
hya(w) = Mw)v, weV.

Dans le produit tensoriel V @ V* = End(V), I’élément correspondant a identité dans
End (V) est donné par
Z Vg @ Ak-
k

Tous les éléments de cette forme sont égaux dans le produit tensoriel V ® V*. En utilisant
I'isomorphisme linéaire (2.1.5) B': V' — V*, il s’ensuit que lorsque {vi}, {v}.} et {wi}, {w) }
sont les paires consistent des bases et leurs bases B-duaux, nous avons 1’égalité suivante
dans le produit tensoriel V @ V'

E Vg @ v, = g wy, @ w,.
K K
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Une base quelconque détermine sa base B-duale uniquement. En particulier, lorsqu’on choi-
sit wy, = v}, et w), = vy, nous obtenons

ka ®v§€ = Zv; X V.
k k
LEMME 2.1.6. L’élément dans l’agébre tensorielle

g v, @ V),
K

est indépendant du choiz de base {v;}. L’élément de l'algébre symétrique
n
b3 o
k=1
ne dépend pas du choiz de base. (Voir e.g. p.261 |[JLO1])

Cet élément p s’appelle polynéome de Casimir qui représente la forme quadratique as-
sociée & B sous 'isomorphisme de V et V* induit par B’.

Ecrivons le polynéme de Casimir dans le cas d’une algébre de Lie € au lieu de V et en
utilisant le négative de la forme de Killing - a la place de la forme bilinéaire B ci-dessus.

Soit maintenant

u(X) = B(X, X)

le polynéme de Casimir. Pour le polynéme de Casimir x4, notons 9, 'opérateur de Casimir
qui agit comme le Laplacien complexe, un opérateur différentiel K-invariant, sur K/T.

En utilisant la base de & et la base B-duale de £*, écrivons 'opérateur de Casimir 9,
par :

PROPOSITION 2.1.7. Pour une base quelconque {v} de € avec la base B-duale {v} },

nous avons
O = Dy, 0y
(Voir e.g. p.262 [JLO1])

2.2. Formule intégrale d’Harish Chandra

Dans cette partie, nous démontrons la formule intégrale d’Harish-Chandra suivante :

(221) CHH') [ Py —wlog(c) 3 e(s)eP D).

K seW
Nous allons expliquer les significations des notations dans la suite.

PRELIMINAIRE 2.2.2. Notons S! le cercle unité muni de la structure de groupe abé-
lien. Soit T" un tore réel et notons t son algébre de Lie. Rappelons qu'un poids d’une
représentation complexe V de T est un homomorphisme 9: T — S tel que l’espace de
poids associé

V() ={veVzv=1"9x)v, 2T}

14



soit non trivial. Une application R-linéaire ©: t — iR C C est un poids infinitésimal lorsque
l’espace de poids

V(©O)={veV;Xv=0(X), X et}
est non trivial ; de méme, une application C-linéaire ®: t© — C est un poids infinitésimal
compleze lorsque l’espace de poids associé

V(@) ={veV;Xv=>aX)v, Xt}

est non trivial.

PRELIMINAIRE 2.2.3. Rappelons que les racines sont les poids infinitésimaux de la
représentation adjointe de K resp. G, restreinte a T resp. TC. Nous notons R le systéme
des racines réelles déterminées par le choix de 1. Nous convenons d’écrire ces racines de
telle sorte que, étant donné Z € t et un élément A appartenant a I’espace radiciel €, associé
a la racine a, la valeur [Z, A] du crochet de Lie s’écrive sous la forme

(2.2.4) (Z,A] = i a(2) A

c’est a dire, l'espace radiciel ¢, = {A € ¢|[Z, A] =ia(Z)A, pour tout Z € t}. Ainsi la racine
a est une forme linéaire réelle sur t, i. e. appartient a I'espace dual réel t* = Hom(t,R) de
t. Nous choisissons une chambre de Weyl dominante C™ C t* et notons R le systéme de
racines positives qui en résulte et

1
(2.2.5) p== Z a € Hom(t,R) = t*

le vecteur de Weyl associé au choix de chambre de Weyl dominante.

Dans la suite, I[g] désigne la sous-algébre formée des éléments G-invariants de S[g].
Lorsque f est une fonction sur g, notons f la projection de f a h par rapport a la décom-
position radicielle suivante :

s=he P ¢

a€R(C)
ou g% est I'espace radiciel et la somme est directe, cf. I’Appendice [A] Nous avons ainsi
b = P o
a€R(C)

Déterminons la projection de 9, a h. Soit R(C) désigne I’ensemble des racines complexes
définie par a: t€ = h — C poids infinitésimal complexe de la représentation adjointe de G
restreinte & TC. Pour a € R(C), notons H, le vecteur dans b satisfait a

B(Ha, H) = a(H) (H € ).

Sur l'espace t =) R(C) RH, C b, toutes les racines sont & valeurs réelles.
La proposition suivante nous donne la restriction de I'opérateur de Casimir d,, a l’algébre

de Lie b.
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PROPOSITION 2.2.6. Nous avons
87/1: H a_laﬁo H Q.
a€R* aceRt
(Voir e.g. |Hel84] p.271-272)

PREUVE. Choisissons un élément X, € g* (a € R(C)) tel que B(X,,X_») = 1. En
utilisant l'invariance de la forme de Killing, nous avons

B([Xa, X_a], H) = B(Xa,[X_a, H]) = B(Xa, X_o)B(Hq, H)
pour tout H € h. Ainsi, nous écrivons
[Xo, X_o] = Ha.
Puisque B(Xq, Xg) = 0 lorsque «, 8 € R(C), a+  # 0, nous obtenons 1'égalité suivante :
=0+ Y XoX_o
a€R(C)

Nous montrons maintenant comment on obtient cette derniére égalité. Considérons une
fonction polynéme

E=p—1— Z XoX_q.
a€R(C)

A l’aide de la décomposition radicielle, nous pouvons écrire un élément X de g sous la forme
X =H+ Z (caXa—+c-aX_o) (HEb, co cqeC).
a€ERT
Ensuite, en utilisant I'orthogonalité ht = @a€R<C> g%, c'est-a~dire, B(X,, H) = 0 pour
Xq € g%, H € b, nous avons

wX) = tr(adX)Q:tr(ad(H+ZaeR+(caXa—i—c_aX_a)))Q

= tr(adyg + Z (caadx, +c—a adX—a))2

a€R*

= tr(ady)®+2 Z Calq

a€ERT

= tr(ady)® + Z CaCq-
a€R(C)

Si nous restreignons u a b, nous avons
a(X)=tr(ady)®> X=Heh.
Ensuite, pour une racine 5 € R quelconque, en utilisant le fait que

B(Xa,Xﬁ) =1 lorsque a = —f
B(Xa,X,B) =0 lorsque « 7£ -8
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nous obtenons

B(X,Xg) = BH+ Y (caXa+c aX a) X5)

a€ER*

= B(H X3)+ Y caB(Xa,Xp)+ > c-aB(X o, X3)
aERT a€Rt

== 0—|—C_5.

Il s’ensuit que
§X) = uX)-mX)-2 > B(Xa,X)B(X_o,X)
a€ERtT

= tr(ady)? +2 Z CaCo — tr(ady)? — 2 Z CoCuy

a€ERT a€ERT

Nous en tirons
L=+ Z XoX 0.
a€R(C)
Ainsi, si nous confondons p et 0, a I'aide de I'identification par B(-,-), nous écrivons
Ou=0;+2Y XaX o=0+ Y XoX_g
aERT a€ER(C)

D’un autre coté, soit H € b régulier et supposons que f soit une fonction analytique
localement invariante dans un voisinage de H dans g. Alors, pour une racine o € R(C),
nous avons

J et ) = f(H)
pour s et t suffisament petits. En développant exp en série entiére, nous avons

(ad(sXa—i—tX,a))Z
2!

MeXatX ) i = (I +ad(sx,+ex_.) +

= H+ X(s,t)(H).

+ . )H

Nous obtenons ainsi
J(H+X(s,1)(H)) = f(H),
et par la formule de Taylor (6) dans [Hel01l, p.105|, nous avons

(227) S (X5, 0" F)(H) = F(H).
n=0

Le membre de gauche dans (2.2.7) étant une série en s et ¢, tous les coefficients de s*t!

sont nuls sauf pour £ = [ = 0. On cherche & remplacer le terme X, X_, par un terme plus
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convenable. C’est pour cela que nous regardons en particulier les coefficients de st dans
I’égalité précédente. Ecrivons

1
X(s,t)(H) = [sXa +tX_o, H] + i[sXa +tX o, [s X0 +tX o, H|]+ -

Puisque les coefficients de st pour n > 2 sont nuls, nous calculons seulement pour n < 2

dans (2:2.7).

Pour n =1, X (s,t) nous donne le coefficient

%[X,a, [Xo, H)] + %[Xm [X—a, H]J,

et pour n = 2, 1(X(s,t))? nous donne le coefficient

[Xo, H[X_q, H].
En utilisant ces coefficients dans ([2.2.7]), nous obtenons

((O‘(H)ZXaX—a —a(H)Ha)f)(H) = 0.
Ensuite,
o(H)* XX _o = a(H)H, (pour H € b régulier)

ce qui implique

XoX_o =a 'H,.

Nous en tirons

Dans la suite, nous considérons d,, comme un opérateur laplacien complexe. En appliquant
les deux propriétés suivantes de 'opérateur de Laplace-Beltrami L (qui est valable pour 9,
également) et de gradient d’une fonction :

(1) gradu(v) = gradv(u) = (gradu, gradv)
(2) L(uv) = u(Lw) + 2(gradu, gradv) + v(Lu)

ot u,v € C*>(g), nous obtenons :

[T o "o T @)

a€Rt a€Rt
= [ o' I] 00uf + II 7@ [T e)f+2 [] o 'erad( [ o)f
a€Rt a€Rt a€Rt a€Rt a€Rt aeRt
=0zf+ [] o« "0s [] a)f +2grad(log [] o)f.
a€ERt a€ERtT a€ERt
Mais
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grad(log H a) = Z grad(log «)

aceRt acRt

= Z a 'H,.

aceRt

En utilisant le fait que Oz( [[ocp+ a) = 0, nous obtenons donc

Ouf = Oaf+(2 ) o 'Ha)f

acAt
= II e7'os(CI] @h
a€ERT a€ER*
pour toute f. Nous obtenons ainsi
Oy = H oz_laﬁo H «
aERT aERT

ce qui nous donne I’énoncé de la proposition comme cherché. O

Soient F(g) C Diff(g) resp. F(h) C Diff(h) les sous-algébres G-invariante resp. W-
invariante. Etant donnés deux opérateurs différentiels D, D, écrivons

{Dl,DQ} - D1 (¢] DQ - D2 (¢] Dl.
Considérons les dérivées suivantes :

p: Diff(g) — Diff(g), D — %&%D}

fi: Diff(h) — Diff(h), d = {0, d).

Comme la restriction a h est un homomorphisme de F(g) vers F(h') ou b’ est 'ensemble
des éléments réguliers de b, nous avons

(2.2.8) 1(D) = (D). D € Fg).

LEMME 2.2.9. Soit p un polynéme homogéne de degré m sur g. En considérant p
comme un opérateur différentiel f — pf, nous avons

" (p) = mlo,.
PREUVE. La démonstration se fait par récurrence sur m. Pour m = 1, un calcul facile
nous montre que
w(p) = Op.
Dans le cas ot m = 1, notons p = X et voyons que pour D = Jx = %, a laide de la

proposition ([2.1.7)), nous obtenons
9, = DD.
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Ensuite, calculons la derivée suivante

D(D(X f(x))) = D(f(w) X(Df)(x
)

De cette égalité, nous en tirons
(DD(Xf)) — X(DDf) =2Df
et nous avons donc
1
wp) =50u0p—pody) =8,

Soit p = @1 -+ Ty, Puisque p?(zg) = p(p(zk)) = w(dz,) = 0, la loi de Leibniz pour les
dérivées implique

P (@1 1) = (@1 1) © T+ ™ (@1 1) © pi(@n).-

Pour m — 1, par récurrence, nous avons

p" N @y 1) = (M= 1)10pym
Nous avons ainsi
pM@r s Tpe1) 0 tm = (™ (@1 Te1)) © T

= pu((m—1)10z,.2,, 1) 0T,
= 0.

Par conséquent

p"(wy, me1zm) = me (mo—= 110 0, Oy,

= mlOy, ...z,

comme cherché. O

Lorsque p € I(g*), I'opérateur différentiel 0, est un opérateur différentiel a coefficients
constants G-invariant sur g. Maintenant, généralisons la proposition [2.2.6| pour un polynome
p € I(g*) qui va servir dans la preuve du Théoréme [2.2.17]

THEOREME 2.2.10. Pour p € I(g*), nous avons

07,: H a_lﬁpo H Q.

a€RtT a€Rt

(Voir e.g. |Hel84] p.326)

PREUVE. La démonstration repose sur un calcul du commutateur avec le Laplacien 0,,.
Si on applique le Lemme [2.2.9| m a I’équation (|2 , nous obtenons

mld, = pm(p) = 1™ (p).
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Maintenant, changeons les notations pour simplifier. Soit A une algébre associative quel-
conque et a € A. Posons

dq(b) = %(ab — ba).

Par récurrence sur k, nous avons

dk(b) = 2_kzk: ( " ) (=1)"a*"ba".
0

Supposons que ¢ € A commute avec b et que ¢! soit I'inverse de ¢. Nous écrivons
(de14e)"(b) = ¢ g (b)e.
Pour A = Diff(y'), a = 0z, b =D, ¢ =[[,ep+ @, nous avons
¢ lac= H oz_laﬁo H a=0,.
a€ERT a€ERT

Par le lemme ([2.2.9), nous obtenons
dg(q) = k19,

lorsque ¢ est un polynéme homogéne de degré k sur h. Ainsi, pour un polynéme p € I(g)
homogéne de degré m,

mlaipzﬁm(p):(dcflac)m(ﬁ): H a_ld;n(ﬁ) H oa=m! H a_laz—,o H Q.

aeRt aeRt acRt aeRt

Ceci prouve le théoréme. O

On utilise le Théoréme suivant pour la preuve du Théoréme [2.2.17] lorsqu’on travaille
avec les opérateurs différentiels restreints.

THEOREME 2.2.11 (CHEVALLEY). Etant donnée p € I[g], nous avons p € I[b], et
p — P est un isomorphisme de I[g] vers I[h]. (cf. [HC57] p.100 )

Soit J I'idéal dans I(h) engendré par les éléments homogénes de I(h) de degré positif. Par
rapport a un résultat de Chevalley dans [Che55| (Théoréme (B) p.778-779), la dimension
de l'espace vectoriel S[h]/(JS[h]) est égal & w puisque W est un groupe fini engendré par
des réflexions. Lorsque Qg resp. @ désignent les corps de fractions de S[h] resp. I[h], alors
Qs : Q1] = wou [Qs : Q] désigne le degré d’extension de corps Qg/Q;. Il est évident que
lorsqu’un élément de S[h] est contenu dans I[h], ceci est vrai pour tout leurs composantes

homogenes. Par conséquent, nous pouvons choisir des élements homogenes x1, . . ., 2, € S[bh]
tels que

S[b] =V + JS[b]
ot V' est un espace linéaire engendré par (z1,...,x,) sur C.
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LEMME 2.2.12. Un élément = de S[h] peut s’écrire d’une fagon unique sous la forme
rT=y121+ ... + YuTw

ou les yp € Ih] (1 < k < w) et x1,...,x4 € S[B] les élements homogeénes. (cf. [HC5T|
p.101 )

PREUVE. En raisonnant par récurrence sur [N, nous avons
S[h] = Ih)V +JVS[h] N >1.

Soit x un élément homogeéne quelconque de S[h] de degré v et soit vy le degré de xy.
Choisissons N > v et les éléments ], ..., vy, € I[h] tels que

(2.2.13) r— (ylz1 4+ ... +y,re) € VS
Soit yj, désigne la composante homogeéne de y; de degré v — v;. Alors, en considérant la
composante homogéne de degré v dans (2.2.13)), il est évident que

x— (Y121 + ... + YwTy) = 0.

Cela nous montre que
S] = I[bler + ... + I[b]zw

et il s’ensuit aisémént que
w
Qs = QrS[h] = Qray.
k=1

Cependant, [Qs : Q7] = w et donc x1,...,z, doivent étre linéairement indépendant sur
Q@r. Cela nous montre qu'un élément de S[h] peut s’écrire uniquement sous la forme
T=y121 + ..+ yutw  (yk € IH])
comme cherché. O
LEMME 2.2.14. Prenons (1, ...,Ty) comme dans le lemme (2.2.12)). Soit ¢ une fonc-
tion analytique sur un sous-ensemble non vide, ouvert et connexe U de t. Supposons que ¢

soit une fonction propre de 0y pour touty € I[h]. Alors si les Oy ¢ (1 <k < w) s’annulent
tous au méme point de U, ¢ doit étre zéro. (Voir e.g. [HC57| p.102 )

PREUVE. Supposons que
Op, @(Hp) =0 (1 <k <w)
pour certains Hy € U. Pour un x € S[h] quelconque, nous pouvons choisir y1, . ..,y € I[b]
tels que = Y, yxrk. Mais puisque ¢ est la fonction propre pour tout y par Uhypothése,
nous pouvons écrire
Oy, ® = crd (¢ € C).

Nous avons ainsi,

w
0ud(Ho) = _ cx0a, ¢(Ho) = 0.
k=1
Cela nous montre que toutes les dérivées de ¢ s’annulent au point Hy et comme ¢ est une
fonction analytique, elle doit étre zéro. O
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COROLLAIRE 2.2.15. Supposons que H' € §' et que ¢ soit une fonction analytique
sur U satisfaisant au systéme d’équations différentielles

(2.2.16) 0,0 =q(H")p  (qelIlb)).
Alors, il existe des constantes cs (s € W) tels que
$(H) =Y ciexpB(H,sH')  (HeU).
seW
En outre, ils sont déterminés d’une fagon unique. (Voir e.g. [HC57| p.102 )

PREUVE. Posons
¢s(H) = exp B(H, sH') (HeU).
Alors, les ¢ (s € W) sont des fonctions analytiques linéairement indépendantes sur U.
D’un autre coété, puisque

On¢s = B(H,sH' )¢  (H €b)

il est évident que
8q(ﬁs = Q(Hl)¢s
pour tout g € I[h]. Cependant, ¢ est une solution de I’équation différentielle (2.2.16f). Soit
FE un espace vectoriel complexe contenant toutes les solutions analytiques de ce systéme. Il
suffit de montrer que ¢ (s € W) est une base pour E ou, en équivalent, dim £ < w.
Choisissons un point Hyp € U. Raisonnons par I’absurde. Soit dim £ > w, nous pouvons
choisir ¢ # 0 dans E satisfaisant aux w conditions de linéarité
(0, ®)(Hp) =0 1<k <w.
Mais par rapport au lemme ([2.2.14)), c’est impossible par ’hypothése ¢ # 0. g
Maintenant, nous énongons la formule intégrale d’Harish-Chandra pour le cas compact.
Soit K un groupe de Lie compact, semi-simple. Notons ¢ son algébre de Lie. Soit t la sous-
algébre de Cartan correspondante ce qui est une algébre de Lie d’un tore maximal T' C K.
Les notations g resp. h désignent les complexifiées de € resp. t. Pour y € K et X € ¢,
écrivons yX = Ady X et ¢ = [[,cp+ @ pour simplifier.

THEOREME 2.2.17 (FORMULE INTEGRALE D’HARISH-CHANDRA). Soit dy la
mesure de Haar normalisée sur K. Pour H, H' € b, nous avons

(2.2.18) C(H)C(H’)/ eB(yH’H,)dy — w—lag(o Z €($)eB(SH7H/)7

K seW

o w est lordre du groupe de Weyl W, le nombre e(s) = sgn(det(s)) et 0¢(¢) est l’expression
local de O¢ o ¢ a Uorigine. (Voir e.q. [Hel84| p.328 ou [Loe75|)

PREUVE. Soit f € C*(t). Posons

F(X) = /K F(X)dy.



Lorsque p € I(£*), nous avons
(OpF)(H) = (('05(CF))(H),  pour H €l

Alors la fonction

osin) =< [ sy (e
satisfait a ’égalité suivante :

$a,f(H) = ((H)(OpF)(H) = (9p ¢7)(H).
Ainsi, nous obtenons
(2.2.19) bo,f =05 bp,  peEI(E).
Cela nous dit que le diagramme suivant est commutatif :

C(E) —2> C(1)

|o |os
(o] d) (o)
C(t) —= C=(1)
Maintenant, choisissons H' € h’. Posons f(X) = eBXCH) 1] est évident que dy f =
B(Y, H')f. Nous écrivons ainsi
Oyf = q(H") f
pour tout ¢ € S[¢*]. Nous avons donc par ([2.2.19))
Oy = da,1 = bprryy = P(H )y
pour tout p € I(¢*). Le Théoréme de Chevalley (2.2.11)) implique que 9,¢5 = q(H')¢ pour
tout ¢ € I[h*]. Le Corollaire (2.2.15) nous dit que, nous avons pour H' régulier
(2.2.20) ¢r(H) = cePEHH),
seW
ot ¢s € C. Vu que ((sH) = e(s)((H), il est évident que ¢¢(sH) = e(s)ps(H), et
b (H) = w3 e()ps(sH) = w™'e S e(s)exp B(sH, H')  (H €1),
seWw seW

ot ¢ = )y e(8)cs. Nous pouvons déterminer la constante ¢ en appliquant 'opérateur
différentiel d; aux deux cotés et en évaluant au point H = 0. La définition de ¢; nous
montre que

(9c¢7)(0) = 9¢(€) f(0) = I
Ecrivons 15(H) = exp B(sH, H') (H € t). Alors 9,05 = q(s  H')s (q € S[b]), et ainsi
Ocths = e(s)C(H')1)s. Par conséquent

9cC = (0chy)(0) = w™ e (H Yw = c((H).
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Nous trouvons enfin ¢ = 9:(/¢(H’). Cela nous montre que

C(H)C(H')/Kexp B(yH, H') 6C< S~ e(s)exp B(sH, H')
seW

pour H € tet H € t, H # 0. Par le théoréme du prolongement analytique, pour tous

H, H' € h nous avons I'égalité (2.2.18)). O

2.3. Volume de Cartan Killing de K/T

PRELIMINAIRE 2.3.1. Nous rappelons la construction de la métrique de Cartan-
Killing. Considérons la décomposition de Cartan

(2.3.2) t=to [t ¢

de ¢ qui résulte du choix de tore maximal T" dans K. Comme d’habitude nous utilisons la
notation q = [t, €] et nous identifions q avec 'espace tangent T (K /T) a 'espace homogene
K/T au point T de K/T.

La restriction de négative de la forme de Killing ” -7, & € est une forme euclidienne
invariante sur € et la décomposition de Cartan est orthogonale par rapport a la
forme ” - 7. En particulier ” - ” induit une métrique riemannienne sur K/T'; elle s’appelle
métrique de Cartan-Killing. Notons dvolg la forme volume de K/T qui en résulte; nous
I’appellerons parfois forme volume ou mesure de Cartan-Killing.

De méme, la restriction de la forme - a t est euclidienne sur t et invariante par le groupe
de Weyl W. Nous 'utilisons pour identifier t avec son dual t* et pour munir t* d’une forme
euclidienne, que nous notons encore

”

x> R
) f : : 2 N . . .
C’est la forme canonique associée au systéme de racines en discussion.
Le but de cette partie est de démontrer la proposition suivante :

PROPOSITION 2.3.3. Le volume de Cartan Killing est donné par
(271 B
l_lozER+ Q- P.

PREUVE. Soient dz la mesure de Haar sur K et dz celle sur T. Rappelons que dz
est aussi la mesure de Cartan-Killing. Notons ¢ = [],cp+ ; c’est une fonction polynéme
homogeéne sur t de degré m = 3(n —d) ot n = dim K, d = dim 7. Soit B: £ x ¢ — R une
forme bilinéaire invariante. Notons |z| = B(x, z)'/2. Prolongeons cette forme bilinéaire sur
S [¢], espace symétrique des polynomes homogenes de degrés m, par la formule

(2.3.5) B(Xl cee Xm, Y1 s Ym) = deth(Xj, Yk)

= Y [[B&X;Y.p) X Yjet

(2.3.4) vola (K /T) =
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Le coté droit de cette formule, étant linéaire en chacune des variables et symétrique par
rapport aux X; et par rapport aux Y séparément, définit bien une forme bilinéaire sur
S™ €] x S™[¢]. Utilisons la formule d’intégrale de Weyl qui se trouve dans [Car55b| (p.5)
sous la forme

Volc

(2.3.6) volg (K / é(z)dx = / D(2)D(2)é(z)dz.

ol ¢ est une fonction centrale et D =[] cp+ (ea/ 2 _ /%), Un calcul immédiat donne

H (e2/? —e0/2) = Z e(s)e’.

a€Rt seW

En comparant les termes de degrés m, nous voyons que

(2.3.7) 3 e(s) (P _ ¢

m
seWw

Nous écrivons de nouveau la formule ([2.3.6)) en substituant D(z) & un multiplicateur équi-
valent ((z) et nous obtenons ainsi

(2.3.8) volo(K)™ /K d(x)dz = 120 "OIC / 1C(2)2(2

Le choix de la fonction ¢
o(z) = eI/

nous permet de calculer l'intégrale fT. Nous obtenons donc

volo (K)~ / Il /2y — "010 /|g J[2e~ 112,
K

Notre but est maintenant de calculer 1’integrale suivante

| e
T

Soit (x,y) = Y z;y; le produit euclidien sur R%. Soit v une mesure (gaussienne) sur R?
définie par

dvy(a) = (27r)_d/26_|a‘2/2da
ol da est la mesure de Lebesgue.

REMARQUE 2.3.9. Lorsqu’on intégre par rapport & une mesure 7y, on notera cette
derniére d. La notation d ne représente pas ici la dérivée extérieure. Cette remarque restera
valable pour les autres mesures avec lesquelles nous intégrerons.

Pour une fonction f sur R?, définissons

(2.3.10) f(z) = /Rd flx—y)dy(y) = f v



lorsque I'intégrale est définie. Nous voulons montrer pour toute f € S[RY] I'égalité suivante :
(2.3.11) fr=er2y

ou A est I'opérateur de Laplace. Ensuite, nous allons montrer pour toutes f,g € S [Rd]

(23.12) [ P a) = (£.9)

Parce que I'égalité est linéaire, il suffit de montrer pour f est un monéme z<,
c’est-a-dire le coefficient de %a dans @)

Ainsi il suffit de vérifier (2.3.11)) lorsque f(z) = e€) Mais, nous pouvons appliquer
facilement le laplacien & cette fonction

Ael®E) = |¢[2elE),

Par conséquent
D/26(w8) — l€1/2(2:6)
Nous obtenons donc
f(z) = olél?/208a8) _ A2 f ().

Nous pouvons vérifier (2.3.12)) de maniére similaire, en remplacant f(z) par !¢ g(z) par
e<$777> et <f’ g> par e(fﬁ]).
Calculons f*(iz) et constatons que g*(iz) est le méme calcul. Nous avons donc

f*(’L"L‘) = / e(ix*yf) (27T)*d/2efly‘2/2dy
R4

_ olim) (g)-d/2 / e~ eIl /2 gy,

R
— e(ix,§> (27T)_d/2 /Rd e_<y7§>e_|y‘2/2€|§|2/2_‘£|2/2dy
— e<ix,£>(27r)—d/ze|§|2/z/ e,(\slj%m)zdy‘
R

€] +]y] ly]

En faisant le changement de variable 73 7 g hous obtenons 'intégrale

(2 (9) /2P /2 / /24y,
R4
li2.6) (27)~4/212/2 9 ) /2 _ olim)elél?/2

Nous avons de maniére similaire

g*(iz) = olimm olnl?/2 o g*(iz) = ol=izm gnl?/2.
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Nous pouvons maintenant montrer 1’égalité (2.3.12))

F*(iz)g*(im)dy(z) = /e<im7€>e£|2/2e<—iwm)e77|2/2e—|m|2/2(277)—d/2d$
R4 Rd

— (2n)? / Q€12 /202 /2 €m) = (Em) i) o (—im) o — |21 /2 1
R4

= (27T)d/2e<5,77>/ e<117§'+|§‘\;§‘n|)2dx_
R4

Ce calcul est de méme type que précédent, nous avons donc

= (27)"%2(27) 4/ 2e(Em) = elém)

comme cherché. Supposons maintenant que f soit un polynéme homogéne harmonique.

Alors f* = f par (2.3.11) et en utilisant (2.3.12)), obtenons
(231) L @@ = (5.

Le polynéme ( est antisymétrique par rapport au groupe de Weyl W, et le produit scalaire
(sur t ou t*) est W-invariant. Il s’ensuit que

AC =0.
En utilisant , nous écrivons
/ C(@) 2y (z) = / C()|2(2m) 2 2dr = B(C, ().
T T
Nous en tirons
/ C()|2e P 2dr = (202 B(C, €).
T

En remplagant ce dernier dans (2.3.8]), nous obtenons

volg(K) _ (o)
o) = 2w/ B,
Montrons que
PGS _ ).

Pour cela, utilisons 'argument de Steinberg. Posons

h=">Y ]I Blac(a)).

La formule ([2.3.5)) nous donne ’égalité suivante :
h = B((, Q).

28



En utilisant ’égalité (2.3.7), nous obtenons

h=BGO = B )™ [ o)
seW a€ERT
= B, I] @)
a€ERT

Par la formule (2.3.5]), nous en déduisons que
m
B(ag - ayy, f™) = m! H B(aj, B)

Nous trouvons ainsi
B(¢,¢) = fwm' IT o
aceR*

comme cherché. (Voir e.g. 'appendice dans [Car55al ou p.454 [Har71])
Il reste & montrer ’égalité

volg(K)
2.3.14 ————= =volc(K/T).
(2314) T = volo/1)
Celle-ci découle directement de Fubini, voir [Kir68, Lemme 6]. O

2.4. La formule de Kirillov

Soit G un groupe de Lie semisimple complexe connexe qui s’identifie au complexifié du
groupe de Lie compact K. Désignons par g resp. £ I'algébre de Lie associée au groupe de
Lie G resp. K. Le but de cette partie est de démontrer la formule des caractéres de Kirillov
suivante qui sert & calculer le caractére d’une représentation irréductible dans la classe d'un
plus haut poids A d’un groupe de Lie semisimple complexe connexe G :

(2.4.1) Volayup (0,)(Y)xa(exp(Y) = /O "Vda(d) (Y € g).

Nous allons expliquer les notations et leurs significations dans la partie qui suit.

PRELIMINAIRE 2.4.2. La fonction ¢ définie sur g par
sinh(ad(Y/2))
2.4.3 Y)=det | ————~— Y
(243) o) = der (L) v e,

est holomorphe. Définissons la fonction holomorphe K-invariante, et donc G-invariante, j
sur g par

(2.4.4) (V) = V/q(¥) = det <w> P Yeg j(0)=1.
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La restriction de cette fonction & € est analytique réelle. En effet la restriction de cette
fonction a t est donnée par I’ expression

(2.4.5) 2 =11 W: 1T

a€Rt aceRt

sin(a(Z/2))

27 Z et

Cette fonction s’étend en une fonction holomorphe sur h, invariante par le groupe de Weyl.

L’extension unique en une fonction G-invariante sur g est la fonction j cherchée. Les nota-

tions g et j sont celles de [Kir99|, voir en particulier (2.3.6) (p. 450). Dans la littérature,
1

on trouve également la notation j et 72 pour ¢ et j respectivement.

PRELIMINAIRE 2.4.6. Rappelons que les classes d’équivalences de représentations
irréductibles (unitaires) de K resp. les classes d’équivalences de représentations irreductibles
de G de dimension finie sont paramétrées par leurs plus hauts poids; ceux-ci sont situés
dans Padhérence C+ de la chambre de Weyl. Rappelons que, lorsque A est un tel plus haut
poids, A + p appartient & la chambre de Weyl C+.

Etant donné un plus haut poids A € t*, notons Ty: G — End(V3) une représentation
(irreductible) dans la classe de A et x, le caractére holomorphe de G associé & A, c’est a
dire, la trace de la représentation T} ; la restriction de x) & K est le caractére irréductible
de K associé a \. Etant donné ¢ € t*, nous notons O, l'orbite K¢ € £* de ¢ dans £ ; alors
nous désignons par ¥ la variable dans O, par do la mesure de Liouville (forme de volume
symplectique) de Oy, et par volsymp(O,) le volume symplectique de O.,.

PRELIMINAIRE 2.4.7. Soit wy la structure symplectique sur Oy. Notons dy =
dim(Oy)/2; la mesure de Liouville (ou symplectique) o sur Oy est alors donnée par

1 Ad.y
T
Cette forme symplectique peut se caractériser par la structure de Lie-Poisson, voir e.g.
I’Appendice [C|

PRELIMINAIRE 2.4.8. Nous exhibons maintenant le lien entre la mesure symplectique
et celle de Cartan-Killing. Un élément 9 € € est dit régulier lorsque le stabilisateur de ¥
par rapport a ’action coadjointe de K sur £ est un tore maximal. Soit ¥ € £* régulier de
telle sorte que son stabilisateur soit égal au tore maximal choisi T'. Alors

g

(2.4.9) K — Oy = K9 C ¥, y— (Ad,1)*(9),
induit un difféomorphisme
(2.4.10) (1)19: K/T — 019.

Constatons que la projection T.K = t® q — T (K/T) induit un isomorphisme canonique
q — Tr(K/T); de méme, linjection Oy C € = ¢ induit un isomorphisme canonique
TyOy — q. Par conséquent, la dérivée

(2.4.11) TT(K/T) — Tﬁ@ﬁ

de @y au point {T'} € K/T s’identifie & un automorphisme linéaire de q. On constate que
cette dérivée nous donne la représentation coadjointe ad* appliquée a 9.
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Le lemme suivant nous donne la relation entre la mesure de Cartan-Killing et la me-
sure symplectique pour pouvoir écrire I'intégrale sur K/T comme une intégrale sur l'orbite
coadjointe Oy.

LEMME 2.4.12. Soit 9 € C* C t* réqulier et soit Zgy € t le vecteur qui correspond a U
par rapport a la forme -, c.a.d. Zy est caractérisé par l'identité

WX)=Zy-X, X et.

La mesure de Cartan-Killing dvolc sur K/T et la mesure symplectique do sur [orbite
Oy = K9 C ¥ sont liées par l'identité

(2.4.13) oy(do) = | J] «(Zs) | dvolc.
a€ER*
PREUVE. Soit m = |R™T|, notons aj,. .., a;, les racines, et choississons une base

Xl)'"7Xm7Y17---’Ym7Zh'"aZM

de ¢ jouissant des propriétés suivantes :
— elle est orthonormale relativement a la métrique de Cartan-Killing ;
— X1,..., Xm, Y1,..., Y, est une base de q (= [t,¥]) et Z1,...,Z, est une base de t;
— quel que soient Z € tet k, 1 <k <m,

[Z, Xi] = ax(2)Ys

(2.4.14) (Z,Yi] = —an(Z) X

Nous constatons que dy = m. Au point 7' de K /T, la forme volume de Cartan-Killing dvolc
associe la valeur 1 au (2m)-uplet ordonné Xi,Y7,..., X;, Y,,. Autrement dit,

(2.4.15) (dvolg)r(X1,Y1,..., X0, YY) = L.

Maintenant, on regarde la mesure tiré en arriére ®ydo. Dans 1I’Appendice @ nous avons
I’expression explicite pour la forme symplectique wy, voir en particulier la Proposition
[C.0.15] Nous savons que la m-iéme puissance extérieur de la 2-forme symplectique est
donnée par

W =mIXTAYA LA XEAY

ot on a noté {X7}, {Y;'} pour la base duale. Nous avons ainsi, au point 7" de K/T la

forme volume do = %wmﬂ associe la valeur 1 au (2m)-uplet ordonné X1, Y1, ..., X, Y.
Autrement dit,
(2.4.16) (do)r(X1,Y1,..., X, Yim) = 1.

Mais, on cherche a calculer ®3do qui va nous donner les expressions de types wyo (d®y, dPy)
et d’aprés la Proposition on sait que cela nous donne la 2-forme By ou plus expli-
citement,

Wg(dq)ng, dq)ﬁyk) = Bg(Xj, Yk) = ﬂ([X],Yk])
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Nous pouvons calculer la valeur de ¥([X;, Y;]) comme suit : quels que soient j, k, 1 < j, k <
m7
W[ X5, Ye]) = Zy - [X;, Yi]

= —B(Zy,[X;, V]) = —=B([Zy, X;], Vi)

= —B(Ozj(Zﬂ)Yj,Yk) = aj(Z§)5j7k.
D’ou, au point 7' de K/T, la forme ®}do induite par ®y: K/T — K, associe la valeur

1T «(2)
a€ERT
au (2m)-uplet ordonné X1,Y7, ..., Xy, Yy, Autrement dit,
(2.4.17) (®hdo)r(X1, Y1, ., X, Vi) = [ (Za).
a€ERT

En comparant (2.4.15)) avec (2.4.17]), on obtient I’énoncé du lemme. ]

PRELIMINAIRE 2.4.18. La formule des caractéres de Weyl exprime le caractére d’une
représentation irréductible unitaires en fonction d’un plus haut poids. Elle s’écrit de la
maniére suivante

(2.4.19) [T (€02 — = e®)/2)e0(Ty (exp(Y))) = Y e(w)e!TAEY) y e p,
a€R* weWw
Notons dy la mesure de Haar normalisée de K. Elle est égale & la mesure de Cartan-
Killing normalisée de K. Soit ¢ € Homc/(h,C).

LEMME 2.4.20. La formule intégrale d’Harish-Chandra (2.2.18]) peut s’écrire sous
forme suivante :

(2.4.21)
I e e I o / (@A) DX gy = T a-p Y e(5)e?eX), X e, p e’
a€ERtT a€ERt aERT seW

ot - = — B signifie le négative de la forme de Killing.

2 9

PREUVE. En utilisant le négative de la forme de Killing B, c’est a dire —B =" -7,
nous faisons correspondre h avec son dual h*, c’est-a-dire, p € h* correspond & un vecteur
H € b. Dans la formule , yH = Ad, H que 'on avait abrévié. On préfére utiliser la
notation ¢(H) plutdt que B(p, H) lorsqu’on utilise les éléments du dual. On remplace H’
par X et en rappelant qu’on applique la représentation coadjointe Ad* pour les éléments

du dual, nous obtenons la version suivante de la formule ([2.2.18) :

(2.4.22) H a-p H / (Ady)~! )X gy = Z e(s)e?tX) X e peb
a€ERT aERT seW

ot (Ad¥) 1p(X) = p(sX). Dans la formule (2.2.18), on connait la valeur de Cp, mais

nous allons reformuler cette constante par un terme qui nous convient pour la preuve de la

formule des caractéres de Kirillov ([2.4.26]).
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Soit maintenant ¢ € t* et soit diJ la mesure de Cartan-Killing sur I'orbite O, normalisée
par la condition que le volume de l'orbite O, est égal a 1. Puisque la mesure de Haar
normalisée de K est égale a la mesure de Cartan-Killing normalisée de K, nous déduisons

(2.4.23) I a-¢ I o / My =Cp ) e(s)e?™M), X eppet

aceRt aeRt seW

ou on a utilisé l'identification (2.4.9) pour passer de l'intégrale sur K vers l'intégrale sur
lorbite coadjointe O,. Substituant iY" € h a X € b, nous avons

(2.4.24) I« ¢ JT o / M) = Cp Y e(s)eY) Veppet
a€Rt a€ERT seW
cf. [Kir68| ((30) p. 144).
Pour déterminer la valeur de Cy, prenons ¢ = p. La formule des caractéres de Weyl
avec A = 0 donne

H Q- p H / Y)dﬁ CO Z zp (sY)
a€R* a€eRt seW
— Co [ (@202 — gial)/2)

a€R*
ia(Y)/2 _ g—ia(Y)/2

C e —
II o p/ "dy = 2|R0+| 11 a(iY/2)

aERT aERT
Gy 2isin(a(Y)/2)
~ 2lRT 11 a(iY/2)
a€ERT
_ Cp2lBT 11 isin(a(Y)/2)
~ 2lRY io(Y/2)
sin(a(Y)/2)
= Co H Y/2
a€ERT
= Coj(Y)
Evaluant cette identité en Y = 0, nous trouvons
(2.4.25) Co= ][] e »r
a€Rt

O
A Daide de ces préparatifs, nous entamons la démonstration de la formule de Kirillov.

THEOREME 2.4.26. Le caractére xy de la représentation irreductible T avec plus haut
poids A vérifie l'identité holomorphe

(2.4.27) Volsymp(0,)7 (Y )xalexp(Y)) = /O Ydo(9) (Y € g).
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PREUVE. Considérons le difféomorphisme suivant :
Prip: K/T — Oxpp, yT — (Ad, ) (A + p).
D’aprés le Lemme [2.4.12] voir en particulier (2.4.13]), nous avons

do(9) = ( H a-(A+ p)) dvolg = ( H a-(A+ p)) volo (K /T)dY

a€Rt aceRt

d’ou

/OHP "M dg(9) = volgo(K/T) ( H a- (A + m) /OHP (Y) 19

a€ER*

Dans l'identité (2.4.24)), substituons A + p & . Cela donne

4 . lo(K/T .
/ em(y)da(ﬁ) _ [locrt @ pvo C}’/( /T) Z €<S)ezs(>\+p)(y)
Orsp oer+ a(@Y) £

T (€200)/2 — gmia(Y)/2)

= [[ o p vole(x/T) Mocr oY) tr(Tx(exp(Y)))
a€R* acR*t
= T o volet/r) et CLmE ) 73 fexp(y )
a€R* acR*
= [] o pvole(E/T)j(Y)tr(Tx(exp(Y))).
a€Rt
D’ou 1
] T ex = ) do (19).
I exp(Y)) = o P a1 /O . do (9)

En particulier, avec A = 0 et Y = 0 nous en tirons
volsymp(O))
Vol (K/T) g @ p

(2.4.28) 1=

ou, de fagon équivalente,
1 @)
(2.4.29) volo(K/T) = Yolome(Op)
HaER+ Q- p
n
Mais le volume volo (K /T) vaut %, voir , d’ot1, en particulier,
Volyymp(0,) = (2m) ']
Rt
(27[-)‘ | / eiﬂ(Y)do,(,ﬁ)

VO]‘C(K/T) HaER+ « - p O/\+p

= / e do ().
Oxtp

34

Volsymp (Op)§ (Y)tr(Th(exp(Y))) =




comme cherché. O

REMARQUE 2.4.30. Pour YV € ¢, la formule (2.4.27) est équivalente a la formule (26)
de [Kir68|.
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CHAPITRE 3

Quantification des espaces symétriques compacts

Dans ce chapitre, nous rappelons d’abord briévement la construction de la quantifica-
tion géométrique pour les variétés qui nous intéressent. Ensuite on prend deux polarisations
verticale et holomorphe qui sont transverses pour obtenir deux quantifications verticale et
holomorphe afin d’obtenir un couplage de BKS entre les espaces L? et HL? obtenus par
la quantification verticale et holomorphe respectivement. Ensuite nous rappelons certains
résultats a propos des espaces symétriques compacts riemanniens. Nous appliquons la procé-
dure de la quantification géométrique aux espaces symétriques compacts riemanniens. Puis,
on montre que }(Y) = n(Y/2) ou la fonction 7 provient du couplage BKS et la fonction n
provient de la quantification holomorphe. On rappelle ensuite briévement le cas particulier
pour un groupe de Lie compact. Le produit scalaire peut étre modifié par une constante po-
sitive arbitraire et le couplage BKS également peut étre modifié par une constante arbitraire
(non nulle). On va utiliser ceci pour normaliser nos produit scalaires.

3.1. Quantification géométrique

Dans cette Section, nous rappelons les élements de quantification géométrique qui se-
ront utilisés dans la suite pour la construction du couplage de BKS. La quantification
géométrique nous permet d’associer une variété symplectique & un espace hilbertien. Nous
énongons la théorie pour un fibré cotangent. Ce cadre nous permet d’éviter des discussions
trop longues sur les fibrés préquantiques d’une part, et simplifie grandement les détails re-
latifs a la correction métaplectique d’autre part. Nos conventions suivent celles de [Got86],

[GS77] (§V.6 p. 273), |Sni83| ct[Woo91] (§10.4 p. 234).

PRELIMINAIRE 3.1.1 (PREQUANTIFICATION ET POLARISATIONS). Soient B une
variété lisse et 75: T*B — B le fibré cotangent de B. Considérons la variété lisse M =
T*B munie de la structure symplectique tautologique. On note 8: TM — R la 1-forme
tautologique sur M = T*B et 0 = —df € A?(M) la forme symplectique tautologique
associée. Choisissons le fibré préquantique ( comme étant le fibré trivial

(- MxC— M,

et on identifie les sections lisses de ¢ avec les fonctions lisses sur M. On définit de maniére
classique un opérateur de dérivée covariante

(3.1.2) V: Vect(M) x T'(¢) — T'(¢), (X,s) —> Vxs

37



par
(3.1.3) Vxs=Xs+ 10(X)s

ou % est la constante de Planck. On considére ensuite une polarisation P C TCM de M,
c’est a dire un feuilletage lagrangien de M. Les sections polarisées sont les sections s de ¢
qui satisfont & la condition Vx(s) = 0 lorsque X parcourt les champs de vecteurs tangents
a P. On note I'P°! le C°°(M)-module des sections polarisées.

3.1.1. Quantification verticale des demi-formes. On utilise la polarisation verti-
cale pour la construction de la quantification verticale. Supposons que B soit orientable,
c-a-d, que la puissance extérieure non-triviale la plus haute A*P7f de 7 soit le fibré en
droites réel trivial. On appelle fibré canonique sur M = T*B le fibré en droites réel wyert
sur M qui provient du pull back de A*P7$, par rapport & 75: T*B — B par conséquent,
on écrit

Wyert = (T5)*APTE.
Choisissons une orientation de B. Soit dyert le fibré en droites réel trivial sur M tel que

- 5\2/ert = Wvert €t

— lorsque v est une section de dyert, les valeurs de 42 sont positives.

Le fibré en droites réel dyert s’appelle fibré vertical des demi-formes réelles sur M. Soit Sp
une forme volume positive (forme orientée partout non-nulle sur B et de degré maximal).
Il existe une section polarisée de dyery (unique au signe prés) dont le carré vaut (75)*5B.
On désigne cette section par /(75)*B. Les sections polarisées de ( @ dyert peuvent s’écrire
sous forme

(3.1.4) s= f1/(T8)* BB,

ol f est une fonction lisse sur B, vue comme fonction sur M = T*B via la projection
7p: T*B — B. Etant données deux sections polarisées (demi-formes) s1 = f1 ® \/(75)*BB
et so = fo ® \/(T)*BB, leur produit scalaire (s1, s2) est donné par I’expression

(3.1.5) <81,82>=/Bf1f2513.

Ainsi, la complétion par rapport au produit scalaire (3.1.5) de I’espace des sections polarisées
de ¢ ® byert s'identifie & I'espace hilbertien L?(B, 8g).

3.1.2. Quantification holomorphe des demi-formes. On suppose que M = T*B
soit munie d’une structure complexe qui, combinée & la structure symplectique tautologique,

donne une structure kihlérienne. Soient (7;1401). le fibré cotangent holomorphe de M et

Whot = AP (7']}\1/}’1). le fibré canonique de M (en tant que variété complexe, c’est la puissance
extérieur non-triviale la plus haute du fibré cotangent holomorphe). Puisque M est de classe
de Chern nulle, le fibré canonique wy) est topologiquement trivial, voir e.g. [GHTS8|. Soit
¢ la forme volume de Liouville de M. On définit une structure hermitienne sur wy, par
Iidentité

(3.1.6) ana=l|al?be;
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oll @ parcourt les sections lisses de wye). La constante b ayant été choisie telle que ]a!Q soit
positif et, en suivant [Hal02, §2.3], on prend b = (2i)"(—1)""~Y/2 on n = dim B.
On suppose que k: M — R soit un potentiel kihlérien global, c-a-d

(3.1.7) 100k = o,

ou o est la forme symplectique tautologique. On identifie les sections lisses du fibré pré-
quantique ¢ aux fonctions lisses sur M. Ainsi la fonction lisse

(3.1.8) s = e K2

sur M définit une section polarisée de ¢, c’est a dire qu’elle vérifie Vy/9zs = 0 en coordon-
nées locales puisque la polarisation holomorphe est engendrée par les 9/0z. Toute section
polarisées s de ( s’écrit sous la forme

(3.1.9) s = Psp,

ol ® est une fonction holomorphe sur M.

On suppose que M admette une n-forme partout non nulle holomorphe globale. On
choisit une telle n-forme et on la note ¢, qui est donc une section holomorphe partout
non-nulle de wypq. On choisit de plus une racine carrée dy, de wpo telle que oy admette
une section lisse, notée V¥, de carré 9. Le choix de v/ est possible vu que le fibré 80 est
trivial. Chaque section polarisée de ¢ ® dyo s’écrit alors sous la forme

(3.1.10) s = BsgVV

ot ® est une fonction holomorphe sur M. Les 2n-formes 9 A9 et e sont deux formes volumes
pour M qui sont non-nulle partout. Il existe donc une fonction lisse bn? sur M telle que

(3.1.11) bn?e =0 A Y.

Par abus de langage, on va dire que 72 est la densité de la mesure provient de ¥ A ¥ par
rapport & la mesure de Liouville. On définit alors la norme d’une section s polarisée (3.1.10))
comme

(3.1.12) |ys|12_/ @2/ e,
M

Plus généralement lorsque M n’admet pas de forme volume holomorphe globale, la fonction
a intégrer dans (3.1.12)) n’a alors de sens que localement, cf. [Raw78|, [Woo91] (§10.4 p.
230 ft.).

3.2. Couplage de BKS général

DEFINITION 3.2.1. Un couplage est une application sesquilinéaire (-,-): D1 x Dy — C
sur des domaines D; resp. Do des espaces hilbertiens H; resp. Hs qui viennent de deux
polarisations différentes.

Le couplage BKS est un cas particulier dans la quantification géométrique. On espére
que le couplage BKS définit une application linéaire globale F': Hy — Hs que 'on ap-
pelle transformée BKS. Ici Hy et Hy sont deux espaces hilbertiens qui viennent de deux
quantifications transverses.
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LEMME 3.2.2. Si Uapplication F' existe et Dy est dense dans Hy, alors F' est unique.

On espére que F' est un isomorphisme unitaire (& une constante prés). Il y a des exemples
des transformées de ce types qui sont non-unitaires. On précise que le domaine de définition
d’une telle transformée n’est pas toujours l'espace tout entier.

EXEMPLE 3.2.3. Considérons R?" avec deux polarisations verticale et horizontale.
Considérons la polarisation verticale. Une section s est verticalement polarisée lorsque
Va/op, 5 = 0 pour les coordonnées (q,p) = (¢',...,¢",p1,...,pn). Identifions les sections
par les fonctions. En utilisant la 1-forme tautologique 6 = > prdgr dans la définition
, on constate que Vs, = 0/0py. Ainsi, les sections polarisées verticalement sont
des fonctions f(q,p) qui ne dépendent que de ¢g. De la méme fagon, les sections polarisées
horizontalement sont des fonctions g(g, p) qui ne dépendent que de p. Nous avons donc ’es-
pace hilbertien L?(R"™, dq) par la quantification verticale et Iespace hilbertien L?(R",dp)
par la quantification horizontale. Dans ce cas, nous avons Dy = L*(R", dp) N L*(R™, dp) qui
est dense dans L2(R", dp), et nous avons le couplage BKS suivant (-,-)pks: D1 x Dy — R
défini par

(2 ) Bis = ¢ / o)1 (p)dgdp

R2n
= C/n @(q)(Fy)(q)dq

ol F1 est la transformée associée & ce couplage qui est la transformée de Fourier de la
fonction 1. Ce couplage est non-dégénéré. Le couplage BKS définit la transformée Fourier
de fagon unique mais elle n’est pas définie sur tout I'espace.

On garde ’hypothése que B est orientable et que M admet une n-forme holomorphe
globale ¥. On maintient le choix de forme volume fSp ainsi que 'orientation associée. Sous
ces hypothéses, la construction du couplage de BKS qui est un cas particulier de la trans-
formée de BKS énoncée dans [Woo91l, §10.3 p. 231| prend la forme suivante. Définissons
une application

(324) ( ) " ): I‘pOl((Shol) ® FpOI(évcrt) — COO(Ma (C)a M = T*(B)

comme suit. Etant données une section polarisée 51 de o et une section polarisée B de

. . —2
Overts B% est polarisée pour wye) et 622 est polarisée pour wyert. Alors 517 A ﬁ% est une forme
de degré maximal (= dim M) et on peut alors définir la fonction (31, 82)? € C*°(M) par
I'identité

(3.2.5) Bio A B2 = (B, B2)2ce.

ol ¢ est une certaine constante complexe. Suivant [Hal02, §2.5], on prend ¢ =
(=3)*(=1)""*+D/2 ou n = dim B. L’identité détermine (f1, S2) au signe pres (il
n’y a que deux fagons continues de choisir le signe de la racine carrée; ces deux choix
différent d’un signe global).
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En particulier, si on prend 1 = VU et By = (7*)%8B, on obtient la fonction suivante

I A (T8)*Bp
CcE

(3.2.6) Ji=(V,\/(5)*Br) =

sur M = T*B que l'on utilise dans la formule de BKS. A T'aide de ces préparatifs, le
couplage de BKS

(3.2.7) < R '>h,BKS: D1 x Dy — C

ot Dy est dense dans HLE(M, e "*/"ne) et Dy est dense dans L?(B,3p) se décrit comme

suit : Soient s; = ®syv/0 une section de ¢ ® dpor, cf. (3.1.10)) et so = f+/(78)*Bp une section
de ( ® Oyert, cf. (3.1.4), alors on a

(3.2.8) <Sl, 32>t,BKS = <<I)8()\/’l§, f\/ (Tl.g)*BB>E,BKS = /M Efeiﬁ/Qh}/E'

o f est une fonction lisse de Dy (on prend en particulier & support compact), vue comme
fonction sur M = T*B via la projection 75: T*B — B et ® est une fonction holomorphe
de Dl.

REMARQUE 3.2.9. Les demi-formes et les demi-densités nous donnent deux couplages
différents. Lorsqu’on utilise les demi-densités, il faut changer la fonction j et le produit
scalaire dans HL2(M, e/ ne).

3.3. Quantification géométrique et Couplage de BKS pour les espaces
symétriques compacts

Dans cette Section, nous appliquons la procédure de construction explicite du couplage
de BKS pour les espaces symétriques compacts. Nous rappelons d’abord quelques
résultats sur les espaces symétriques. On considére B = U/K, et on va munir M = T*B =
T*(U/K) de la structure complexe qui provient du difféomorphisme T*(U/K) — U®/KC,
cf. (3.3.17). Ensuite, nous allons calculer la fonction ; de la quantification définit dans
r les espaces symétriques. Ainsi, nous allons obtenir le couplage de BKS pour les
espaces symétriques. A la fin de cette partie, nous rappelons le cas particulier, un groupe
de Lie compact vu comme un espace symétrique compact.

PRELIMINAIRE 3.3.1. Considérons une variété lisse M. On note mp;: TM — M son
fibré tangent et 7y,: T*M — M son fibré cotangent. Etant donnés un groupe de Lie G,
un G-fibré principal P — M (avec action a droite) et un G-espace a gauche F', on écrit
P x% F — M le fibré associé de fibre typique F.

3.3.1. Espaces symétriques. Soient U un groupe de Lie, K un sous-groupe fermé de
U, u et € désignent les algébres de Lie de U et K respectivement, et soit § un automorphisme
involutif de U. Les données (U, K, 6) constituent une paire symétrique lorsque U est stable
(ou fixé) par 6 de telle sorte que

vlckcu?
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ott U? est 'ensemble des éléments de U qui sont stable par 6 et Uee est la composante neutre
de U?, ou de méme, £ = u’.
Considérons une paire symétrique (U, K, 6). Si p désigne 'espace propre de df associé

a la valeur propre —1, c-a~d, p = {X € u;df(X) = —X }; alors

(3.3.2) u=%8topyp

est une décomposition symétrique dans le sens ou
(3.3.3) [E.p] Cp, [pp] CE,
cf. [Nomb54].

Etant donnée une paire symétrique (U, K, 0), le quotient U/K s’appelle espace symétri-
que. Un espace symétrique riemannien est un espace symétrique U/K muni d’une métrique
riemannienne U-invariante. Une métrique de ce type est déterminée par un produit scalaire
K-invariant sur le facteur p de la décomposition symétrique correspondante u = € @ p.
On va justifier comment un espace symétrique quelconque U/K avec K compact admet
une métrique U-invariante : On fixe un produit scalaire K-invariant sur I’espace tangent
T.x(U/K) (un tel produit scalaire existe toujours puisque K est compact) et par I’action de
U, on obtient une métrique riemannienne U-invariante sur U/K. Donc puisque le produit
scalaire est sur T (U/K) = p, on choisit le produit scalaire sur p et le rend K-invariant.

Notre objet d’études est de travailler avec les espaces symétriques compacts riemannien
muni d’'une métrique U-invariante.

Un sous-espace de Cartan (ou sous-algébre de Cartan) a, par rapport a la décomposition
symétrique (3.3.2)) est une sous-algébre de Lie abélienne de u contenue dans p et maximale
pour cette propriété (le choix d’un sous espace de Cartan a, est unique modulo 'action
adjointe de K sur p); cf. [Mac79, p.122|, [Wollll, §8.6 p.253|. Rappelons qu’'une sous-
algebre de Lie quelconque de u contenue dans p est nécessairement abélienne puisque [p, p] C
. La dimension de a, s’appelle rang de I'espace symétrique.

Soit (U, K, ) une paire symétrique. Lorsque U est compact et connexe, on dit que la
paire symétrique (U, K, 0) est compacte. Soit U/K 'espace symétrique compact associé. La
décomposition symétrique s’écrit toujours comme

(3.3.4) u=¢taPp,
et chaque élément u de U peut s’écrire sous la forme
u=yexp(X), y € K, X €p,
mais cette écriture n’est pas unique, cf. [Far03].
Soient U un groupe de Lie compact et K un sous-groupe fermé. L’inclusion de K dans
U détermine une extension
(3.3.5) 0—t-Lu—p—0

de K-représentations, la projection T.U — Tk (U/K) induit un isomorphisme de p vers
Pespace tangent Tk (U/K) a U/K au point K de U/ K, et la trivialisation a gauche U x u —
TU du fibré tangent de U induit I’isomorphisme suivant

(3.3.6) UxBEp—-TWU/K), [z,Y]—2Y, z€UY €p,

42



de fibrés vectoriels au-dessus de U/K ot le fibré vectoriel U x X p est le quotient de U x p par
l'action de K définie comme (z,Y) — (zk, Ad,-1 Y). La notation Y représente I'image de
lactionde z € U sur Y € p = Tk (U/K). Ainsi, le fibré tangent 77/ : T(U/K) — U/K de
U/K est associé au K-fibré principal U — U/K et a la K-représentation p. La métrique
riemannienne sur U/K induit un isomorphisme U-équivariant

(3.3.7) T*(U/K) — T(U/K)

de fibrés vectoriels sur U/ K. Ainsi, en utilisant cette identification, nous pouvons identifier
T*(U/K) par U x¥ p.

Comme d’habitude on munit u d’un produit scalaire U-invariant (-,-). L’expression
complémentaire orthogonal renvoit désormais a ce produit scalaire.

EXEMPLE 3.3.8. Notre référence pour les notations et la terminologie est [Far03].
Soit K un groupe de Lie compact connexe. On désigne par Ka la diagonale de K dans
U = K x K. L’association (z,y) — zy~!, ot 2,y € K, induit un difféomorphisme

(K x K)/Kx — K,
ainsi qu'une (K x K)-action sur K, vu en tant qu’espace homogéne U/Ka, donnée par
(3.3.9) (K x K)x K = K, (x,y,2) — zzy~".
La paire (K x K, Ka) est symétrique d’involution 6 donnée par 6(x,y) = (y,z). De plus,
(3.3.10) U=tr@p, ta={(X,X):; X €t}, p={(X,—X); X €€}

est une décomposition symétrique. Cet exemple nous dit qu’un groupe de Lie peut étre vu
comme un espace symétrique sous 'action de K x K. On va utiliser cet exemple dans les
parties suivantes avec les mémes notations.

EXEMPLE 3.3.11. Nous allons expliquer 'un de plus important exemple d’espace
symétrique compact de rang 1. Considérons espace symétrique U/K avec U = SO(n + 1)
et K = SO(n). Dans ce cas U/K s’identifie a la n-sphére unité S” de R"**. Nous avons le
point base ey = (1,0,...,0). L’espace p qui vient de la décomposition de Cartan u = €@ p

est I’ensemble des matrices
ot
X = ( 0 —= ) z € R
z 0

Nous pouvons donc identifier p avec R"™. Le sous-espace maximale abélien a, de p est de
dimension 1 et on peut I'écrire par a, = {#Hy| 6 € R} avec

0 -1
Ho=|1 o0
0

On peut aussi écrire les sphére St et S? comme dans I'exemple précédent puisqu’ils sont des
groupes de Lie.
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REMARQUE 3.3.12. En utilisant 'application moment, nous pouvons écrire I'identifi-
cation de T*(U/K) avec U x K p* comme suit aussi : Par trivialisation a gauche U xu* — T*U
du fibré cotangent de U, 'application moment p: T*U — ¢* de 'action induite de K sur
T*U s’écrit comme la composée

(3.3.13) U xut 2%y L

Le lieu des zéros de u est donné par la sous-variété U x p* de U xu*. Le quotient symplectique
T*U//K revient donc a l'espace lisse U x& p*, c’est méme une variété analytique réelle.

Espaces symétriques complexifiés. Soient UC et KC les complexifiés de U et K
respectivement. Une complexification universelle U (resp. K©) d’un groupe de Lie U (resp.
K) est un groupe de Lie complexe U (resp. K©) avec un morphisme continu 4V : U «— U®
(resp. vY5: K < K©) tel que tout morphisme continu de U (resp. K) dans un groupe de
Lie complexe G se factorise uniquement par 4V (resp. ) en un morphisme holomorphe
UC (resp. K©) dans G, cf. [Las78].

EXEMPLE 3.3.14. Nous allons montrer que pour la sphére unité S', le complexifié est
C*. Soient ¢: S' < G ot G est un groupe complexe et X := %d(p(l). Alors le morphisme
C — G, z — expg(2X) est un morphisme de groupes holomorphes, qui est trivial sur 2inZ.
Ainsi, il se factorise par le quotient C* = C/2inZ (induit par z — €*) en un morphisme
C* — G qui prolonge ¢ si l'on identifie S' & {z € C*;|z| = 1}.

Remarquons que K€ est un sous-groupe fermé de UC. La paire (U CK C) acquiert alors
une structure de paire symétrique complexe comme suit : Par hypothése (U, K, 6) est une
paire symétrique. Gardons la notation 6 pour désigner le prolongement holomorphe de 6 &
UC. Nous avons I'application polaire suivante : ¢: U x u — UC, (u, X) — uexp(iX) qui
est un difféomorphisme. Ainsi, pour tout z = uexp(iX) € UC (v € U, X €u), on a

O(x) = 0(u) exp(1dhX).

Ainsi la paire (U®, K€, ) est symétrique. L’espace homogéne U /KT posséde une structure
naturelle de variété analytique complexe. C’est la complexification analytique de U/K, cf.
|[Las78|.

RAPPEL 3.3.15. Par un choix de représentation unitaire fidéle, on réalise U en tant que
sous groupe fermé d’un certain groupe unitaire U(n). L’algébre de Lie u® € M(n, C) de U®
(M(n, C) désigne I’espace des matrices complexes nxn) dispose d'un produit scalaire naturel
(X|Y) = tr(XY™) (qui est hermitien), lorsque X et Y parcourrent u®. En particulier, la
restriction de ce produit scalaire & u C u(n) vaut (X|Y) = —tr(XY). Montrons que ce
produit scalaire est Ady-invariant. Pour tout z € U, on a

(Ad, X|Ad,Y) = tr(Ad, X Ad' V™),

le produit scalaire (-|-) est Ady-invariant (mais pas Adyc-invariant) puisqu’on a z* = 2z~
pour tout z € U (mais pas pour tout z € U(C). Plus généralement, un produit scalaire
invariant (-, -) sur u se prolonge en un produit scalaire Ady-invariant sur u® = u+ .J(u) par
I’expression

1

(X1 +JY1, Xo + JYs) = (X1, Xo) + (Y1, Y2);
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ot J signifie 'opérateur de la multiplication par i sur u®, cf. [Hal94l p.114]. Voir également
[HZ09l p.288|.

On va maintenant introduire une structure kdhlérienne. Pour cela, supposons désormais
que U/K soit un espace symétrique compact riemannien. Nous allons identifier le fibré
cotangent de U/ K avec le complexifié¢ de U/ K. Ensuite, en combinant la structure complexe
standard sur U®/K® avec la structure symplectique standard sur 7*(U/K), nous allons
obtenir une structure kihlérienne sur les deux cotés, le fibré cotangent T*(U/K) et le
complexifie UC/KC.

Ici et dans toute la suite, la notation

[2,Y] e U xFyp

représente le point associé a (z,Y) € U xpouz € U et Y € p. Considérons I'application
exponentielle dans une fibre

exppy: T (U/K) — U/K, [z] =2K € U/K.

Lorsque v est 'unique géodésique avec (0) = [z] et 4(0) =Y, alors exp, (Y) = 7(1). Pour
[x] quelconque, application eXPly] admet un prolongement analytique en une application
holomorphe

expyy: T (U/K) = US/KS, [2] € U/K.
Alors I'application
(3.3.16) T(U/K) = US/K®, ([2],Y) = exp(iY), [z] € U/K, Y € T,)(U/K),

est un difféeomorphisme, voir e.g. [HMOS5, Proposition 8]. Ce difféomorphisme induit une
projection canonique U®/K® — U/K. En outre, via I'injection canonique U/K — U®/KC,
on regarde U C/K C en tant que complexifié de Pespace symétrique U /K de la maniére
évidente, voir e.g. [Las78|.

Du point de vue de la quantification, on veut identifier UC/KC avec le fibré cotangent
T*(U/K). Mais, puisque U/K est riemannien, on a une identification naturelle de T*(U/K)
avec le fibré tangent T(U/K), cf. (3.3.7). D’ou, le difféeomorphisme nous donne une
identification de U®/K® avec T*(U/K).

On note II la composée de (3.3.16]) avec (3.3.7) qui nous donne un difféomorphisme

(3.3.17) II: T*(U/K) — U%/KC.

En combinant la structure symplectique du fibré cotangent du membre gauche de
avec la structure analytique complexe du membre droit, on obtient une structure kdhlérienne
U-invariante sur les deux membres de lorsque ces deux structures sont compatible.
Dans [Ste90], on montre que la structure symplectique et la structure complexe sont com-
patible et nous donne une structure kihlérienne. De méme, le difféomorphisme munit
T(U/K) d’une structure kiihlérienne U-invariante. On utilisera dorénavant chacun des es-
paces U xK p, U xK p*, T(U/K), T*(U/K), U®/K® en tant que réalisations concrétes
de la méme variété kihlérienne abstraite.
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Les applications polaires U x u — U resp. K x £ — K nous donnent les difféomor-
phismes U x® u — U®/K resp. K x¥ ¢ - KC/K. Et ces diffeomorphismes induisent le
difféomorphisme suivant de la facon évident

(3.3.18) UxEp—=UC/KC, [2,Y]— [zexp(iY)], z €U, Y ep.

La structure kéhlérienne peut s’exprimer en fonction de cette application.
A Taide de (3.3.18]), on considére la fonction suivante :

(3.3.19) k:UxBp o R, k[z,Y]=|Y|? €U, Y €p.

C’est un potentiel kithlérien global ([Ste90]).

Considérons ’Exemple Dans ce cas ’application polaire revient a 'appli-
cation polaire ordinaire K x ¢ — KC et le potentiel kihlérien est la fonction x donnée par
k(zexp(iY)) = |Y|]* (z € K, Y € ¢) [Hal02].

REMARQUE 3.3.20. La variété symplectique T*(U/K) provient de T*(U) par réduc-
tion symplectique, et de plus, la structure kéhlérienne passe également par le quotient de
la réduction symplectique, et cela nous donne une structure kéhlérienne sur 7*(U/K), cf.
e.g. |[Bry95|, Lecture 8 p.149|. Cela veut dire que 'inclusion

pH0)=U x p* = p HO)K® = (U x p)KC =U xu* = U"
induit un difféomorphisme
(3.3.21) T'(U/K) = p1(0)/K =U x¥ p* - UY/KC.

3.3.2. Quantification géométrique et Couplage de BKS pour les espaces sy-
métriques compacts. Cette partie est consacrée a la construction du couplage de BKS
pour un espace symétrique compact. On calcule d’abord la fonction n définie par
pour I'espace symétrique compact U/K. Ensuite nous montrons que 5(Y) =n(Y/2).

PROPOSITION 3.3.22. Supposons que U/K soit orientable. Alors UC/KC© admet une
k-forme holomorphe. En particulier, lorsque K est connexe, U/K est orientable.

PREUVE. La K-représentation réelle p* est orthogonale et la plus haute puissance exté-
rieure non-triviale AFp* est aussi une K-représentation orthogonale, de dimension 1. Cette
derniére est donnée par un homomorphisme K — O(1) = Z/2 que nous appelons carac-
tere d’orientation de U/K. Alors I'espace symétrique U/K est orientable si et seulement
si le caractére d’orientation est trivial. En particulier, lorsque K est connexe, le caractére
d’orientation est trivial.

L’espace complexifié a I'identité de I'espace cotangent Tp, (U/K) qui est (Tfe] (U/K))® =
(p*)C peut s'identifier avec p* @ip*. Ainsi, chaque élément Z de (Tf‘e}(U/K))(C >~ (p*)C peut
g’écrire par Z = X + 1Y ou X,Y € Tre}(U/K) >~ p*. Etant donnée une base Xi,..., X}
pour la premiére composante de p* @ ip* et la méme base notée Y71,...,Y; pour la deuxiéme
composante, la somme Z; = X; + Y est de type (1,0) que 'on appelle composante holo-
morphe de (T’[ke}(U/K))(C et Z; = X; —iY; est de type (0,1) que I'on appelle composante

anti holomorphe de (Tf‘e](U/K))C.
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Soient maintenant Z,..., 7, des vecteurs linéairement indépendents de type (1,0)
de (Ti‘e](U/K))(C. Alors le produit wedge Qi = Z1 A ... A Zy est une (k,0)-forme sur
(Ty(U/K )€ en identité, cad une k-forme holomorphe. On prolonge cette k-forme par
translation a gauche en une k-forme holomorphe globale non nulle partout sur U®/K® qui
est invariante & gauche sous I’action de UC. On va noter cette k-forme holomorphe ()[;) pour
[2] € UC/KC. Obtenir une 1-forme globale sur U®/K® a partir des 1-formes Zj en identité

par la translation a gauche est valable si et seulement si L7_, = L\, sur A;‘Op(UC /K C)[e]

pour tout h € K€ et z € UC ot L, signifie la translation a gauche par z. Puisque nous avons
L., = L,o Ly, il s’ensuit que la 1-forme globale sur U(C/K(C existe si et seulement si L} est
I’application identité sur A;kop(UC /K C)[e] pour tout A € KC. Pour la k-forme holomorphe
€[, nous constatons que Lj nous donne la multiplication par le déterminant de l'action
coadjointe. Ainsi, pour obtenir la k-forme holomorphe ;c k¢ par translation a gauche de
g, 1l faut que ce déterminant soit égal a 1 et ceci est vrai puisque U/K est orientable.

On choisit pour ¥ de T*(U/K) la k-forme Qe /g sur U®/KC lorsqu’on identifie T*(U/K)

avec UC/KC. B
La 2k-forme réelle invariante a gauche 9 A ¥ sur p© nous donne la forme volume sur
Ut/ KC. ]

Soit pg: U/K — U/K Taction de U sur U/K qui est un difféomorphisme. Nous consta-
tons que 'action py: U/K — U/K nous donne une action du fibré cotangent par p;;_l
qui présérve la forme symplectique naturelle. Cette action présérve en particulier la forme
volume de Liouville. Soit ¢: U x p — T*(U/K) donnée par 1(g,Y) = ¥([g,Y]) ou le dif-
féomorphisme ¥: U x& p — T*(U/K) est donné par ¥([g,Y]) = (pg,mY)* € T (U/K)
avec f signifiant I'identification des éléments du fibré cotangent avec les éléments du fibré
tangent via la métrique.

Soient {ej}, 1 < j < [ une base de £ et {f;}, 1 < k < [ une base de p telle que
el,... €, f1,..., fr, constitue une base de u. Choisissons une base duale {n;}, 1 < j <k de
p*. Notons y; € R les coordonnées associées d'un point Y € p par rapport a la base {f;}.
Notons €7, f_’; et 77; les champs des vecteurs invariantes a gauche et les 1-formes sur U dont
leur évaluation en identité e € U est égal a e;, f; et n; resp.

PRrRoPOSITION 3.3.23. Il existe une constante non nulle A € R* telle que, lorsqu’on
interpréte les champs des vecteurs Ji sur U (invariante & gauche) et les 0y, suryp (invariante
par translation) comme étant champ des vecteurs sur U X p, alors pour tout (g,Y) € U X p,
nous aUons

G e(filigy)s-- - Felar) O ligvys - - - Ol (gv)) = A
ou Uapplication ¢: U x p — T*(U/K) est donnée ci-dessus.

PREUVE. L’application 1 nous donne la relation suivante entre ’action & gauche L, de
U avec U-action pr_, de T*(U/K)

w o) Lg = 10271 Ow avec Lg(x,Y) = (gx’Y)
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Nous avons ainsi
Lyyp*e =" pye = ¢e.

Cela nous dit que I’évaluation du pull-back de la forme volume de Liouville sur les vecteurs
f; et 0y, en un point (g,Y) est égale & I’évaluation sur les mémes vecteurs au point (e,Y"),
cad qu’il est indépendent du point g € U. Il faut donc montrer que cette évaluation est
indépendente de Y également pour compléter la preuve. Pour cela, nous constatons d’abord
que pour la projection 77, : T*(U/K) — U/K, nous avons 7°(¢(e,Y)) = m(e) et ainsi
Y(e,Y) € Tjr(e)(U /K). Ensuite, on choisit un systéme des coordonnées locales {g;}, 1 < j <
k sur U/K autour de m(e) en I'associant aux coordonnées globales {p;}, 1 < j < k pour les
fibres du fibré cotangent T*(U/K). Ensuite on compare la fonction 1 sur ces coordonnées
locales et sur les coordonnées standard. C’est & dire, pour la base {f;}, 1 <j <k dep, il
existe des constantes A;; telle que

K
vle, fj) = Y Aijdgjlx(e).
j=1

Puisque cette écriture ne dépend pas de f; et le fait que 7} est un difféomorphisme de
p* vers p*, le det(A;;) est non nulle. Ici on précise que puisque I'application v va dans le
fibré cotangent, on a regardé l'algébre duale p* et non pas l'algébre p. Puisque ¥ (e,Y) €
Tjr(e)(U/K), on a

k
V(e Y) = yidijdgj|ne)-
ij=1
D’un autre coté, en coordonnées standard (g, p) de T*(U/K), nous avons

Y(e,Y) = (g,p)

avec pj = Zle y;Aij. On va utiliser ce dernier pour pousser les vecteurs jj et 0y, vers
T*(U/K) par ¢ en (e,Y). Nous avons pour 9,

k
(3.3.24) Uyl ey = D AijO, ey

i=1
De l’autre coté, nous utilisons 7°(¢(e, Y)) = m(e) pour pousser les vecteurs j? vers T*(U/K)
en (e,Y)
T afiliey) = mfile
Ainsi il existe une matrice carrée avec des coefficients B;; non nulle telle que

k
T:w*fjke,Y) =T file = Z Bijaqg‘

3,j=1
puisqu’on a poussé vers U/K via m,. Mais, si on considére la projection 7°, on constate

qu’il existe des fonctions Cj;(y) telles que le push-forward ¢, appliqué aux vecteurs f; vers
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T*(U/K) en (e,Y) nous donne

w*f] (e,Y) = Z Bwaqg |w (e,y) T Z Cw Pj|¢(€,Y)'

3,j=1 4,j=1

Nous avons enfin le pull-back de la forme volume de Liouville évalué en ces vecteurs ]‘3 et
0y, au point (e,Y’) est égal a

w*(e)(ﬁke,Y)v“-’f’;‘(eY a |(eY) yk’(eY):
:€<w*.]?1‘(e,Y)a-”7w*fk’ eY) (N y1‘ eY)s e s yk’(eY)) _det(A )'det(Bij)

ce qui nous donne l'indépendance de Y. D’oti on a le résultat énoncé. O

Le théoréme suivant nous donne la valeur explicite de la fonction n sur UC /K€ =2 U xKp
restreinte en sous-algebre ay.

THEOREME 3.3.25. Supposons que U/K soit orientable. Alors M = UC/KC admet
une forme volume holomorphe, et la fonction n définie par sur T*(U/K) = U®/K®
est U-invariante, provient d’une fonction K-invariante (par rapport a Uaction adjointe) sur
p encore notée 0, et se caractérise comme suit.

Sur p, la fonction n donnée par ’expression

sin(ad(2Y)) )1/2

(3.3.26) n(Y) = det ( 2d2Y) p—p

, Y ep, n0) =1
Autrement dit, n est lunique fonction K-invariante sur p dont la restriction & une
sous-algebre de Cartan a, de p se lit

sinh(2a ma /2
(3.3.27) n¥)= 1] (W) , Y €ay;

aeRt

0w on a choisit préalablement une chambre de Weyl dominante, un systéme RT = R™ (u, a,)
de racines restreintes positives dans ay el ot mg désigne la multiplicité de chaque racine
restreinte a.

PREUVE. Par la Proposition la mesure donnée sur U®/K® est la forme volume
Y A D qui est une 2k-forme invariante & gauche sur U®/KC. Soit ¢: U x p — T*(U/K)
'application donnée ci-dessus. Sur la variété UC/KC, nous avons deux formes volumes,
forme volume de Liouville € et la forme volume 9 A 9. La forme volume de Liouville ¢ se
décrit plus facilement sur U x* p (par l'identification avec T*(U/K)) et la forme volume
9 A9 peut se décrire plus facilement en terme de la variéte UC /K(C comme étant une
forme volume invariante par translation a gauche complexe, cf. Proposition [3.3:22] Ces
deux formes volumes différent par une fonction puisqu’elles sont de dimension maximale
sur UC /K C. Notre but est de calculer cette fonction qui est n? qu’on cherche. Mais on ne
connait pas le lien entre les bases des variétés U x% p et UC/KC.
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Nous allons utiliser un argument similaire & celui dans la preuve du [Hal97, Lemme5|.
Considérons le diagramme commutatif suivant :

P

(3.3.28) U xp Ut

la lﬂ-Uc/KC

U xKp 2 UC KT
oit ® est la restriction de I'application polaire & U x p, cad U x p — UC, (2,Y) — ze'¥,
la fleche verticale a gauche est 'application a: U x p — U xE p, (2,Y) — [z,Y], la flsche
verticale a droite est la projection myc e UC® — UC/KC et I'application ¢: U xX p —
Uc /K C est Papplication polaire définie ci-dessus.

Supposons que les deux formes volumes soient définies sur U x¥ p = T*(U/K). On
sait que la dimension de T*(U/K) est 2k et on constate que la dimension de U X p est
différente de celle de T*(U/K). Prenons alors les 2k vecteurs fiveoos s Oyy»-- -0y, (quon
les interpréte en tant que champs des vecteurs invariant & gauche sur U resp. invariant par
translation sur p) sur U X p qui se projettent sur une base de T*(U/K). Par la proposition
, cette projection est bien une base de T*(U/K) et de plus, I’évaluation du pull back
de la forme volume de Liouville sur cette base ne dépend pas du point choisi. Autrement dit,
I’évaluation du pull-back de Liouville sur U x p, 10*(g), sur ces 2k vecteurs est une fonction
constante sur U x p. On va calculer cette fonction 72 en évaluant les deux formes volumes
sur une méme base en un point de la variété et ensuite en prenant le quotient. C’est a dire

s Y ONDfilgyys - Feligy)y Olgy)s - > Ol v)

?l)*E(fl |(g,Y)> ceey fl;“(g,Y)? ay1 |(g,Y)7 ceey ayk |(g,Y))

Par la Proposition on sait que ¥*e évaluée sur ces 2k vecteurs est une fonction
constante. Il nous reste a calculer I’évaluation du pull-back de ¥ A ¥ sur ces vecteurs.
Mais, on ne connait pas ce pull-back. Pour résoudre ce probléme, on utilise le diagramme
commutatif qui nous dit que c’est également le pull-back de ¥ A ¥ d’abord vers U
et ensuite vers U x p par I’application ®. On ne connait pas ce pull-back non plus, mais on
connait la forme volume 9 A9 sur U® comme étant produit wedge des 1-formes invariantes
A gauche associées & p @ p et ainsi, on peut calculer I'évaluation de ¥ A 9 sur les vecteurs
images par ®, sur UC. En utilisant ce dernier, on pourra calculer le numérateur du quotient
dans la formule pour n?. La fonction n? peut se calculer alors par le quotient suivant

_OAI@uSiligyys - Pefil (o) B0y lig s - PeOpl (o)
QZ)>'<5(fl|(g,Y)v ) fk‘(g,Y)78y1|(g,Y)v ) ayk|(g,Y))

n*(z,Y)

Soit € U et Y € u. On identifie T, U avec 'algébre de Lie u par translation a gauche et
pour chaque point Y € u, on identifie Tyu (en tant qu’espace vectoriel) a l'algébre de Lie
u, et ainsi, 'espace tangent T(,y)(U x u) avec u @ u. De la méme fagon, en chaque point
rexp(iY) de UC, l'espace tangent ngexp(iy)(UC) s'identifie avec 'algébre de Lie u® par
translation a gauche. Et en utilisant le fait que u® est isomorphe & u @ iu qui est isomorphe
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a u®u, on identifie 'espace tangent T, cxp(iv) (U ©) 4 u@ u via translation a gauche. Ainsi,
on regarde 'application tangente comme étant une application @,: ud u — u P u. Soit
xeUetY €p CTU, et considérons un point (x,Y) de U x p, aussi bien que le point
[,Y] de U x¥ p. L’espace tangent de U x p au point (x,Y) s’identifie avec u @ p comme
auparavant (translation a gauche pour U et translation vectorielle pour p). On connait la
différentielle de ® par rapport a ces trivialisations comme étant application de U x u — UC.
Cette différentielle peut s’écrire par la matrice bloc suivante :

1—cos(ady)
(3329) o, = COS(adY) sijl(a)ég ;/
—sin(ady’) TYY

Pour Z € p Cu = €@ p nous avons

cos(ady)Z € p
sin(ady)Z € ¢
1 — cos(ady)
ady
sin(ady)

Zct

YAS

ady P
ot on a utilisé les propriétés [p,p] C €, [&,p] C €, [€,€] C p de la décomposition symétrique
u=€t@yp. Par abus de langage, on va dire que n? est la densité de ¥ A ¥ par rapport a
sur U®/KC aprés I'avoir identifié avec T*(U/K). La densité de la mesure de U®/K® par
rapport a la mesure de volume des phases est alors égal a

(3.3.30)
in(ad in(ad in(ad(2Y

det(cos(ady)) det(W} = det(COS(ady)SH;((?YY)) = det(sma((?(;y))): p—p).
On renvoie le lecteur a appendice[A] pour des rappels a propos de décompositions radicielles
correspondantes.

Soit

0 -1
[0,

Soit Y € ay.

— Etant donnée une racine réelle ordinaire o € RT (u, t, ap), restreint a (qe)a @ (dp)as

ad(Y) =a(Y)J
@) =| 0y %)

— sur (qe)a © (dp)a;
sin(ad(2Y))  sin(2a(Y)J)  sinh(2a(Y))

ad(2Y) 20(Y)J 2a(Y)
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Rappelons que p = ap &3 e at o) (dp)a (au lieu de p = ap & e n+ (4 08 (Ge)a © (dp)a)-
Ainsi la valeur de Jacobien que 'on cherche est donnée par ’expression

(3.3.31) )= ][ M, Y € ay,

2a(Y)
a€RT (u,t,ap)
et d’on,
sinh(2a(Y))
.3.32 Y)= —_—— Y
(3 3.3 ) /'7( ) H QQ(Y) 9 € apa

a€RT (u,t,ap)
En fonction de racines restreintes réelles positives R™ (u, ap), on réécrit (3.3.32) sous forme

(3.3.33) )= ] (W)? Y € ap.
Q€R* (uap)

O

La proposition suivante est I'un de résultat de ce chapitre qui nous donne la relation
entre la correction métaplectique j et la fonction 1 sur UC/KC. On fait une preuve dans le
méme esprit de Hall dans [Hal02].

PROPOSITION 3.3.34. La correction métaplectique du couplage de BK S, notée }, cf.
(3.2.6), est U-invariante et la fonction K-invariante correspondante sur p, noté toujours j
par abus de notation, se lit

(3.3.35) JY)=n(Y/2), Y ep.
-~ 9, o) *

PREUVE. Nous allons calculer la fonction j = % du couplage BKS dé-
finie par (3.2.6). Pour faciliter, on note (T')*U/KBU/K = a. On a déja parlé de ¢ dans le
Théoréme On va utiliser le méme raisonnement que le Théoréme [3.3.25] Il nous reste
a déterminer I'évaluation de o pour évaluer ces deux formes volumes ¥ A av et €.

La fonction j2 se calcule par la formule suivante :

~ _ W0 A (filgy)r - Frlgy) Onlgy) - Ol )
Vre(filgyy - felgy) Ouly)s - - Ol

On connait ’évaluation de ¢*e sur les vecteurs fi, . 7];;;, Oy - - - Oy, . Pour I'évaluation du
pull-back de ¥ A a sur ces vecteurs, on ne connait pas le pull-back vers U x p, il faut donc
utiliser le diagramme commutatif comme dans la preuve du Théoréme On
peut voir a comme étant forme sur U x p, mais pour ¥, on doit passer par U® car on le
connait sur UC comme étant produit wedge des 1-formes invariantes a gauche associées a
p @ p. On va évaluer le pull-back de ¥ sur les vecteurs images ®,0,. et le pull-back de «

sur les vecteurs ﬁ On justifie cela par la preuve de la Proposition |3.3.23| puisque la forme
volume Sy i est une forme volume sur U /K et le push-forward ¢, appliqué aux vecteurs J,,
en un point (e,Y’) nous donne une expression seulement avec des d,, pour les coordonnées
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globales {p;} associées des fibres de T*(U/K) alors que si on 'applique aux vecteurs f;, on
a a la fois les 0y, et les J;; ce qui nous dit qu’on n’aura pas zéro. L’évaluation de pull-back
de « est ainsi une fonction constante. On divise donc les 2k vecteurs en deux parties et on
fait le pull-back séparément pour 9 et a. Alors la fonction }2 est calculée par

~ _ 9Py lid, - - -, Pu0y, i)V o filia, - -, filia)
v*e(filidy - - - frlids Oyylids - - - Oy lia)

On avait calculé la différentielle @, par la matrice bloc [3:3:29] Nous avons enfin

~9 sinadY
Y) = det .
V) = det( P20
On calcule ; en termes des racines restreintes et on a donc
~ sinadY
3.3.36 2(Y) = det] |
(3:.30) PY) = det [T
sinh a(Y)
3.3.37 = bt
(3.3.37) I =&

a€RT (u,t,ap)

(3.3.38) - 11 (W) .

a€RT (u,ap)
Nous avons enfin p
~ sinh a(Y °
i) =11 ( a(y() )>
a€RT (u,ap)
et donc N
JY) =n(Y/2)
comme cherché. ]

Avec tous les ingrédients qu’on a, le couplage (3.2.7)) pour les espaces symétriques
(3.3.39) <', . >h,BK83 D1 X DQ — C
oil Dy est dense dans L2(U/K,dzK) et Dy est dense dans HL2(UC/KC, e "/ ne) s'écrit

par

(3340 @ s = [ Bl

THEOREME 3.3.41. Soient € la forme volume de Liouville sur T*(U/K) et dY la
forme volume de Lebesgque sur p. Alors il existe une forme volume invariante & gauche p
(mesure de Haar) sur U telle que nous ayons pour toutes fonctions f: T*(U/K) — C

(3.3.42) / fe= foyp undy
T*(U/K) Uxp

lorsque l'un de deux coté a un sens.
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PREUVE. On va utiliser les sections locales de m: U — U/K pour faire une trivialisa-
tion de O x p vers T*(U/K) ou O € U/K, i.e. on va d’abord obtenir les formes volumes
localement et ensuite on va montrer qu’ils sont globales. Soit donc s: O — U une section
locale de 7. Supposons que U/K admette un systéme des coordonnées locales {g;}. En
utilisant cette section, on peut écrire la trivialisation suivante os: O x p — T*(O) donnée
par

oy(m,Y) = ¥(s(m), Y).
Pour une base {f;} de p, on écrit un élément ¥V = Zle y; fi. Puisque o, va dans T*(0), en
utilisant le systéme des coordonnées locales de U/K il existe des coefficients A;; non nulle
telle que nous ayons des 1-formes locales sur O par

Ai(m) = os(m, fi)
et par rapport a la base dg;|m

k
Ay(m) =3 Aij(m)dg; m-

J=1

En comparant les deux, on constate que la section de trivialisation o, s’écrit par

k
as(m,Y) = Z yiAij(m)dqj\m.
7,7=1

Lorsque les {p;} signifient les coordonnées globales associées aux {g;} pour les fibres de
T*(U/K), on constate qu’en coordonnées (g, p) de T*(O), nous avons

k
os(q.Y) = (q.p) = (a; Y 1i4ij(q))

ij=1
cad p; = Zle y;A;j(q). Maintenant on peut écrire la forme volume de Liouville & par

(3.3.43) €|Us(q,Y) = dg N...Ndge. Ndpy N ... Ndp
(3.3.44) = det(Aij(q))dql A NANdge ANdyr AL N\ dyg

et si on appelle Vs = det(A;;(q))dgi A ... Adgy on a
€’T*(O) = U:(z’f) = V; AdY.

Il faut montrer que cette forme volume est globale. Pour cela on peut appliquer le pull-back
des changements de cartes, i.e. (071 0 0y)* & Vs A dY et montrer que Vs = V; pour deux
sections locales quelconque s et ¢. On peut montrer ceci en utilisant le fait que ces deux
sections locales s et ¢ sont liées par une application de changement des cartes kg a valeurs
sur K donnée par t(m) = s(m) - kst(m). Nous avons donc une forme volume globale V
lorsque le déterminant de l’action adjointe de cette application kg est égal & 1. Puisque
Adp est orthogonal sur p, ce déterminant est égal & +1. Pour I'instant on ignore le cas —1,

on va faire les discussion pour ce cas a la fin de la preuve.
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Puisqu’on a localement U/K x K = U, on va utiliser une deuxiéme forme volume
sur K et leur produit wedge va nous donner la forme volume sur U. On va montrer que
la forme volume qu’on obtient est globale. On prend W la forme volume invariante a
gauche sur K de volume 1, cad [ x W = 1. On peut faire les trivialisations de la méme
fagon que précédemment pour O x K — U. Définissons alors les sections de trivialisation
Gs: O x K — U par 65(m,k) = s(m) - k. Pour montrer que la forme volume obtenue
VAW = us via cette section de trivialisation &4 est globale, il faut montrer qu’il ne dépend
pas de s. On peut le montrer par le pull-back (6, ! 0d¢)* comme la fois derniére. Ici on utilise
de plus l'invariance & gauche de la forme volume W. Nous avons ainsi une forme volume
globale p sur U. Il nous reste & montrer que cette forme volume est invariante a gauche.
On utilise encore le fait que les deux sections locales s et ¢ sont liées par une application de
changement de cartes a valeurs dans K :

g - s(m) = t(pg(m))kg(m).
Puisque les deux cotés se projette vers pg(m), on peut faire ceci. On va calculer les choses
suivantes :
oy Lo ph1 005 = (pg(m), Adg,m) Y)
et
671 0 Lyobs=(pg(m),kg(m)-k).

Comme dans la preuve de la Proposition|3.3.23| on sait que le difféomorphisme pZ—l présérve

la forme volume de Liouville ¢ de T*(U/K). En appliquant le pull-back de o; ! o P}l 00
a V- AdY, on constate que pgV = V. De la méme facon, en appliquant le pull-back de
6{1 oLgods a VAW avec pyV =V, on constate que Ly = p ce qui nous dit que la forme
volume globale p est invariante a gauche. Maintenant nous somme prét & montrer ’égalité
des intégrales.

Soit f: T*(U/K) — C a support dans T*(O). Par la définition de 1, on constate que
fov asupport dans 77 1(O) xp C U xp. On a la relation entre les sections de trivialisation
os et ds par

b((Gs x id)(m, k,Y)) = o(m, Ady Y).

On a donc

/T*(U/K) e = /*(O) fe:/OXpU:(f@Z/Oxpa;‘(f)V/\dY

et par le fait que [ x W =1, on peut écrire

_ / Flos(m, Y))Vs A Wi A dY.
OxKxp
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En utilisant le fait que le det(Adg) = 1, on peut écrire encore

_ / F(os(m, Adg Y))Vs A Wi A dY
OxXKxXp

_ / FO(Gy x id)(m, k, Y)))Vs A Wi A dY
OxXKXxp

_ / (g, Y))ag A dY
m—1(0)xp

Uxp
ce qui nous dit que nous avons ’égalité lorsque le support de f est dans T*(O). En faisant
une partition de I'unité, on peut voir que c¢’est vraie pour toute f.

Maintenant on va regarder le cas ou le det(Adx) = —1. Dans ce cas, on va travailler
avec les densités plutot que les formes volumes. Ainsi, cela va nous donner la valeur absolue
des Jacobiens pour les transformations de changement des cartes. On va obtenir une densité
invariante globale non nulle partout |V| sur U/K et une densité invariante a gauche globale
non nulle partout |u| sur U. Et I'égalité pour les intégrales est

/ Flel =/ fot lul®dY].
T*(U/K) Uxp

La densité |u| est invariante a gauche et elle est donc la valeur absolue d’une forme volume
et aprés un choix approprié de 'orientation, on peut enlever les valeurs absolues. ]

Notons dz la mesure de Haar de U et dY la mesure de Lebesgue de p, normalisée de
telle sorte qu’elle coincide avec la mesure riemannienne.

THEOREME 3.3.45. Pour ® € D; et f € Do, le couplage (3.3.39) est donné par la
formule
Iy )1

(3.3.46) (®, ) pKs = vo11(U) /U ( /p B(rexp(iV))/(x)e  n(y/2)dY ).

ot la fonction n est donné en (3.3.27)).

PREUVE. En utilisant 1’égalité (3.3.42) du Théoréme |3.3.41 nous obtenons l'intégrale
sur U x p. Ensuite, en utilisant le fait que la fonction e~ IY1I°/2")(y/2) dans Dintégrale est
Adg-invariante et le fait que la mesure est U-invariante, nous obtenons I’écriture (|3.3.46)).

O

Soit ® une fonction holomorphe sur U®/K®. On peut en extraire une application for-
melle F: HL2(U®/KC, e="/"ne) — L2(U/K,dzK), ® — Fp. Lorsque Fy existe et Fy([z])
est bien définie pour tout point [z] = zK de U/K, nous avons

(3.3.47) (@, finsks = (Fo, [u/k-
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LEMME 3.3.48. Soient d(xK) la mesure riemannienne sur U/K et p est comme dans
le Théoreme [3.3.71. Alors

1
3.3.49 fd(zK :/ fomu
(3:3.49) [ = i [ (Fem
oum: U — U/K est la projection, voir e.g. [BtD95].

On sait qu’on peut écrire les fonctions sur U/K comme des fonctions sur U qui sont

invariantes par K. C’est a dire qu’on peut écrire f comme f(uK) = f(u) pour tout v € U
ou f est une fonction sur U qui est K-invariante. En utilisant le Lemme |3.3.48] nous avons
I’égalité suivante des produit scalaires

(3.3.50) (f1, ohuyx = (1, Fo)u

En utilisant ceci, on constate que les normes sur L?(U/K,d(uK)) et L*(U,du)’ sont
isométriques (& une constante prés lorsqu’on considére les volumes non-normalisé). En uti-
lisant le fait que Fp € L?(U/K,d(uK)), nous pouvons écrire Fp comme étant une fonc-

tion sur U qui est K-invariante comme ci dessus. Nous avons donc Fg(uK) = Fg(u) ou

Fp € L2(U, du)’. Par le couplage (3.3.46) et 1'égalité (3.3.47) combinée avec (3.3.50]), nous

écrivons Fg comme

(Fo,flv = (Fo, fluyx = (@, f)npxs
| Fomiea = [ ( /p B([wexp(V I F([u])e H n(Y/2)dY)du

et d’ol1, nous avons

2
¥l

(3.3.51) (Fg)(u) :/pq)([uexp(iY)])e_ o n(Y/2)dY

ott ® est une fonction de HL2(UC, e IV I?/hpe)K et f est une fonction de L2(U, du)X et est
égale & f sur U/K (Nous avons ignoré les volumes pour ne pas avoir trop de notations).

Désormais on va confondre la notation f et f etc..

3.4. Couplage dans le cas d’un groupe

Revenons a 'exemple (3.3.8)). On trouve le couplage de BKS pour ce cas particulier
comme suit : L’application ¢: p — & (X,—X) — ¢(X,—-X) =2X et &: U/K = (K X
K)/Ka = K, [2,y] = (z,y)Ka — ®[x,y] = 2y~ ! rendent le diagramme suivant

pLE

(341) expl expl
UK -2+ K
commutatif.
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Puisque chaque racine restreinte a la multiplicité 2, le Théoréme [3.3:25] nous donne
I’expression

sinh(2a(Y"))
)= ]I oY) Y € ap.
a€RT (u,ap)

Par lapplication ¢: p — &, une racine (réelle) ordinaire « va vers la racine restreinte
correspondante multipliée par 2. L’application canonique (K x K) x%ap — K x £ est
un difféomorphisme. En termes des coordonnées sur K€ donnée par Papplication polaire
K x t — KC, la fonction n: U xX p — R pour les espaces symétriques donnée par le
Théoréme s’écrit pour le cas de groupe par ng: K€ — R et donnée par ne(z,Y) =
7e(Y") et on obtient ainsi I’expression explicite

sinh a(Y
(3.4.2) ()= ][ a(Y()) Y et
a€R*(e)0)

Nous allons confondre la notation 7¢ pour le cas des groupes de Lie compact avec 7. En
utilisant l'identification de l'espace symétrique UC /K C avec le complexifié K€ du groupe
de Lie compact K et l'espace symétrique U/K avec K et les fonctions n et x pour le
cas de groupe de Lie, nous avons le couplage BKS suivant (-, )5 pks: HL(KC, e "/ ne) @
L?*(K,dz) — C donné par l'expression :

(T, f)rpxs = /K /k T(we) f ()2 (Y /2)dedy

qui coincide avec le couplage défini dans [Hal02|, [Hue08]. Ici, nous avons encore utilisé le
difféeomorphisme canonique (K x K) xKap — K x t et Papplication polaire K x ¢ — K€
ainsi que la translation a gauche pour l'identification de T*(K) avec K x . Nous avons la
transformée de BKS par rapport a ce couplage défini par

F: HLYHKC, e pe) - LXK, dx)
telle que
(W, finsks = (¥, (F7) f)yez = (P, )2
pour toutes f € L*(K) et W € HLY(KC, e "/ e). Cette transformée est définie également

dans [Hal02, Hue08|. Ici F* est l'opérateur adjoint de F. La transformée BKS F est
donnée par la formule suivante :

(3.4.3) (Fy)(x) = /E (ze™ e /2y (Y /2)dY.
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CHAPITRE 4

Transformée BKS et théorie des représentations

Le but de cette partie est d’étudier I'unitarité de la transformée BKS entre les deux
espaces hilbertiens obtenus par deux quantifications différentes dans le chapitre [3] L’outil
principal que nous utilisons est la théorie de Peter-Weyl.

Lorsqu’il existe une constante B telle que

(4.0.4) B FycFyed(uK) :/ ¢CopCe /e

U/K UC/KC
ou la transformée BKS est donnée dans le chapitre [3] on dit que la transformée BKS est
unitaire (& une constante prés). A I'aide du lemme de Schur, nous avons

4.0.5 Bya F,cF cd(uK) = / PSpCe "/ e
(4.0.5) e R ) = | W0

ol ¢§ est une fonction représentative dans la composante isotypique V) de 'espace HL?
qui vient de la décomposition de Peter-Weyl holomorphe. Cette égalité nous dit que la
transformée BKS restreinte aux composantes isotypiques est unitaire (& une constante prés).
Nous pouvons calculer la constante Bj, y en prenant ¢§ = qﬁg, la fonction sphérique.

En utilisant la théorie des représentations de groupes de Lie compacts, nous pouvons
calculer le coefficient By, \ par Iidentité

[, 65 (exp 20 )e/i(Y)dY

(4.0.6) B\ = z
‘ J, 85 (exp iY Y=/ 2 (Y /2)dY

Cette formule simplifie nos raisonnements. L’unitarité de la transformée BKS pour I’espace
HL? s’obtient en montrant que la constante By, \ ne dépend pas de A.

Nous montrons que la constante Bj y dépend du choix de fonction sphérique dans le
cas de certains espaces symétriques. Plus précisément, nous donnons le contre-exemple de
la 5-sphére S°. Ceci dit que la transformée BKS n’est en général pas unitaire pour tous les
espaces symétriques compacts riemanniens.

4.1. Décomposition de Peter-Weyl pour les espaces symétriques

Le but de cette partie est de donner les décompositions de Peter-Weyl pour les espaces
symétriques compacts riemanniens et leurs complexifiés.

59



DEFINITION 4.1.1 (REPRESENTATION SPHERIQUE). Soit 7 une représentation
irréductible de U dans un espace vectoriel complexe de dimension finie FE. Cette représen-
tation se prolonge en une représentation holomorphe de UC. Notons ’ensemble des vecteurs
K-invariants par

EX ={ve E: Vke K, n(k)v=uv}.
Nous avons la proposition suivante :

PROPOSITION 4.1.2. Pour une représentation irréductible (m, E) de U, nous avons la
dim EX =0 ou 1 (voir e.g. [Far03], Proposition I1V.4.1]).

Lorsque la dimension dim EX est égal & 1, la représentation irréductible (7, E) s’appelle
représentation sphérique. Lorsqu’on considére une représentation associée & un plus haut
poids A, on va le noter E.

DEFINITION 4.1.3 (FONCTION REPRESENTATIVE). Une fonction continue f €
C(G) s’appelle fonction représentative s’il existe un G-module E de dimension finie et
¢ € E*, v € Etelle que f(q) = »(q~'v). On note C[G] I'espace des fonctions représentatives
& valeurs complexes.

Pour les espaces symétriques, puisque nous associons les fonctions sur U/K avec des
fonctions K-invariante sur U, nous prenons une fonction représentative comme suit : pour
¢ € (E*)K et v € E, la fonction f(q) = (g 'v) est une fonction représentative pour
lespace symétrique U/K.

Dans la définiton on voit qu’une fonction représentative ce n’est pas autre chose
que composée d’une représentation avec une application linéaire des endomorphismes de
I’espace des représentations. D’oul le nom "représentative". Les fonctions représentatives
viennent des coefficients matriciels des représentations de dimensions finies d’un groupe
topologique compact G.

On peut associer I'espace de représentation de dimension finie & son dual en utilisant une
forme bilinéaire non-dégénérée. Si on utilise cette association, on peut faire correspondre
un élément ¢ de E* avec un vecteur v dans E. Nous pouvons donc écrire une fonction
représentative de U/K comme suit : Soit ) une représentation sphérique. Soit u € Ef( un
vecteur unitaire qui est invariant par K. Alors une fonction représentative pour U/K peut
s’écrire sous forme :

9K — (v,m\(g)u), v e E)
ougeU.

DEFINITION 4.1.4. La fonction sphérique ¢y est la fonction & valeurs complexes sur
U (sur U® également) donnée par

(4.1.5) Ox: g (u,mA(g)u).
On peut la considérer comme une fonction sur U®/K® qui est invariante par K€, voir e.g.
[Far03].

Ici, nous avons deux fois u alors que pour une fonction représentative, nous avons u et
v, voir e.g. [Hel84, p.410].
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EXEMPLE 4.1.6. Revenons & 'exemple . Nous avons 'espace symétrique U/ K
avec U = K x K et K = Ka la diagonale pour l'involution . Puisque K = Ka est
la diagonale, les représentations sphériques pour ce cas sont 7 = 7 X 7%, ol 7 est une
représentation irréductible de K, 7* la représentation duale et X signifie le produit tensoriel
externe de deux représentations 7 et 7* sur l'espace F' ® F* lorsqu’on note F' 'espace de
la représentation 7. On peut identifier I'espace E de la représentation m a ’espace des
endomorphismes de F' , muni de la norme de Hilbert-Schmidt, c’est y/tr(u*u). Le vecteur

u = \/LId est un vecteur unitaire de E qui est invariant par K. La fonction sphérique

correspondante est donnée par

oa(z) = lexT(x_l),

ot - (z7!) est le caractére de la représentation 7. Cela est vraie car y, est 'unique fonction
centrale sur K vérifiant in(e) = 1. On va utiliser ceci pour étudier 'unitarité de la
transformée BKS pour les groupes de Lie compact en tant que cas particulier des espaces
symétriques compact riemanniens (voir e.g. [Far03, [Hel84, [Tak94]).

EXEMPLE 4.1.7. Reprenons l’exemple . Nous avons 'espace symétrique S"™ =
SO(n 4 1)/SO(n). Dans ce cas l'espace symétrique complexifié s’identifie & S{ = SO(n +
1,C)/SO(n,C) (voir e.g. [Far03, Las78|). Les poids restreint dominants A sont indexés
par N qui sont les formes linéaires définies sur a, par A\(#Hp) = imb avec m € N. Un

résultat classique nous dit que pour un plus haut poids restreint A\, nous avons 83; cZt
ol @ € X7 une racine restreinte positive. Cela nous dit que les plus hauts poids A\ sont
indexés par des nombres naturel pour les n-sphéres puisque nous avons le systéme des
racines restreintes Agn = {a, —a}. Les fonctions représentative ¥(g) = (v, mx(g)u) sont
donnée dans [Far03| par I'égalité ¢y (g) = eMHy=1) op utilisant la décomposition d’'Iwasawa.

Ici on note H = H, € iay dans la décomposition d’Iwasawa d’un élément g. Et Faraut

donne les fonctions sphériques correspondantes par ¢x(g) = || X e Me=11) gk ou on utilise
toujours la décomposition d’Iwasawa. Ainsi, pour la n-sphére unité, nous avons

r(z) = MH—1) — A(0Ho)
= e = (cosf + isin 0)™.
Soit Ag = {exp H - eg| H € ap} le tore maximal correspondant. Puisque nous avons

cosf —sinb

exp H = exp(fHy) = | sinf cosé
In—l
ou I,—1 est la matrice identité, nous avons donc Ay = {expH -e| H € ap} =
{(cosf,sinh,0,...,0)}. Nous avons ainsi 1) (x) = (z¢ + tx1)™ pour x = (zg,...,z,). Nous

calculons la fonction sphérique correspondante en intégrant la fonction représentative 1y
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sur K , on en trouve

oa(exp 0Hy) = L) /W(cos 6 + isin @ cos )™ (sin )" 2dyp
VAl (%5h) Jo
= P/ (cos®)
ou les PY sont des polynomes ultrasphériques avec v = (”gl). Les polyndémes ultrasphé-

riques sont définis par les conditions suivantes :
(1) PY est de degré m.
2) [1, PY(E)PY(6)(1 — £2)Y =2t = 0 si 1 # m.
3) Pr(1)=1

voir e.g. [Far03]. On constate que pour les dimensions impaires, v est un nombre entier
non négatif.

Soit 6/7( I’ensemble des classes d’isomorphismes de représentations irréductibles de U
telles que E’f # 0. Nous identifions ’espace des plus hauts poids A & U/K.

THEOREME 4.1.8. Nous avons la décomposition suivante pour [’espace hilbertien qui
vient de la quantification verticale du chapitre[3 :

(4.1.9) L*(U/K,d(uK)) = & ©eiTie AU/ K)

ou les composantes isotypiques Wx(U/K) sont deur & deux distincts et orthogonauz et la
notation & signifie la complétion de la somme par rapport au produit scalaire. Chaque com-
posante isotypique W (U/K) est constituée des fonctions représentatives gK — (v, m\(g)u)
pour u € Ef unitaire. De plus, chaque composante isotypique contient une unique fonction
sphérique gK — (u, mx(g)u), voir e.g. [Hel84l chapitre IV et V| et [Hel94, chapitre III]).

PREUVE. Nous donnons une esquisse de preuve. Considérons L?(U/K,d(uK)) comme
étant sous-espace de L?(U,du) des fonctions K-invariantes a droites. Nous voulons ob-
tenir une décomposition hilbertienne de cet espace en somme directe de U-modules ir-
réductibles Wy(U/K). Notons 7y: U — End(E)) la représentation irréductible dans la
classe de A\. Pour un ¢ € EY et un w € £E), lassociation d'un élément ¢ ® w a
une fonction représentative nous donne un morphisme des (U x U)-représentations, cad,
i Bf @ Ex — ClU], ¥ ® w — (¢ 'w) ot ¢ € U. L’image de I'application ¢ nous
donne les composantes isotypiques dans la décomposition de Peter-Weyl pour les groupes
de Lie, voir e. g. [Hue08|. Par abus de notation on note les t\(EY @ Ey) = W) (U).
Les composantes isotypiques Wy (U) sont irréductible sous U x U. Considérons les compo-
santes isotypiques K-invariante (a droite) Wy (U)¥. Dans ce cas, nous aurons 'application
U (BY)E @ Ex — C[UJE, et puisque nous avons la dim(EZX) = 1 pour les espaces symé-
triques, nous aurons (Ef\)K ® Ey\ 2 E). Ainsi, dans le cas d’espace symétrique, nous allons
travailler avec les U-représentations irréductibles plutot que les (U x U)-représentations ir-
réductibles. Soit f une fonction continue sur U qui est K-invariante. Par la décomposition
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de Peter-Weyl ordinaire pour les groupes de Lie compacts écrivons f = >, fy et consta-
tons que chaque f) est K-invariante. Nous pouvons obtenir ainsi Wy (U )K , le sous-espace
K-invariant de W, (U). Nous obtenons ainsi une version de la décomposition de Peter-Weyl
pour les espaces symétriques. Chaque W) (U/K) contient une unique fonction sphérique
¢ qui par définition est biinvariante sous 'action de K et vérifie ¢)(e) = 1. Une telle
fonction s’obtient en prenant f € W)(U/K) vérifiant f(e) = 1 et ¢)(u) est alors définie
par [, f(kuk™1)dk. Les U-modules W, (U/K) sont inéquivalents deux & deux. Ceci signifie
que dans la décomposition de L?(U,du) en U x U-modules irréductibles W) (U), il existe
un seul Wy (U/K) inclus dans Wy (U). O

REMARQUE 4.1.10. Lorsque U est simplement connexe, on peut aller plus loin. La
fonction sphérique ¢y détermine un homomorphisme cy: D(U/K) — C telle que D¢y =
ex(D) gy pour tout opérateur différentiel D € D(U/K). On obtient ainsi chaque composante
isotypique Wy (U/K) par

WH(U/K)={f€C®U/K)| Df =cx(D)f pour tout D € D(U/K)}.

Nous allons dire que la fonction sphérique ¢, détermine la composante isotypique W) dans
ce sens (voir e.g. [Hel84, chapitre V| et [Hel94, chapitre I1I]).

Notons UC/KC I’ensemble des classes d’isomorphismes de représentations irréductibles
de UC telle que Ei{ = 0. Nous pouvons identifier les plus hauts poids par les éléments de

UC/KC . Etant donnée un plus haut poids A € UC/KC, on note par abus de notation 7y
la représentation irréductible de UC dont la restriction a U est la représentation sphérique
7x. Nous avons une unique représentation holomorphe du complexifié UC qui vient de la
représentation du groupe de Lie compact U, cf. [BtD95| p.154]. En utilisant ce fait et la
définition de la fonction sphérique via les représentations, ¢(gK) = (u,m\(g)u) dans la
composante isotypique Wy (U/K), on peut prolonger cette fonction ¢, a la fonction

(4.1.11) 65 (2) = (u, m\(2)u), zeUC

par le prolongement analytique de la représentation sphérique 7. La U-action a gauche
sur Wy (U/K) se prolonge en une UC-action & gauche sur les prolongement holomorphes
des éléments de Wy (U/K) et on va noter Vy(U®/K®) ce prolongement holomorphe des
éléments de Wy (U/K). La UC-action & droite ne conserve pas Vi (UC/KC) (ceci est déja
vraie pour la U-action & droite) mais envoie W (U/K) dans W) (U).

Nous conjecturons en s’inspirant de [HueO8| qu’on peut énoncer une décomposition de
Peter-Weyl pour les complexifies UC /K C des espaces symétriques compacts riemanniens
U/K de la méme fagon, c’est a dire :

PROPOSITION 4.1.12 (CONJECTURE DE PETER-WEYL HOLOMORPHE SYME-
TRIQUE). Nous avons la décomposition suivante pour l’espace hilbertien qui vient de la
quantification holomorphe du chapitre[3 :

(4.1.13) HL2(UC/KC, e ye) = B VA(UC/K©)

ot les composantes isotypiques Vy(UC/KC) sont deux o deuz distincts et orthogonauz et
encore @ signifie la complétion par rapport au produit scalaire.
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PREUVE. Nous allons montrer seulement I'orthogonalité des Vy(U®/KC). Soit
Va(UC/KC) 3 fo et V3(UC/K®) 3 fz avec a # . Nous avons donc

/ fa(:ﬂ)fﬁ(fﬂ)e‘“/hm:/ e/ iye / foluz) Foluz)du
UC/KC UC/KC U

par U-invariance de e™*/"ne. On fixe x. La fonction u — f,(uz) € Ws(U) et u > fg(ux) €
Ws/(U). Mais 6 # &' (preuve de 4.1.8) et donc d’aprés I'orthogonalité de Schur, I'intégrale

Ji fa(uz) fa(ux)du = 0. O

4.2. Transformée BKS pour les espaces symétriques compacts riemanniens

Soient U/K un espace symétrique compact riemannien comme dans le chapitre [3| On
considére une fonction sur U/K comme une fonction sur U qui est K-invariante a droite,

c’est & dire, f est une fonction sur U/K et f est une fonction sur U qui est K-invariante
telle que f(uK) = f(u) pour tout u € U. Et de méme pour I’espace symétrique complexifié

UC/KC. Désormais, on va confondre la notation f et f pour ne pas avoir trop de notation.
Notre but est d’étudier 'unitarité de la transformée BKS pour les espaces symétriques

compact riemanniens définie dans le chapitre|3| Pour un domaine D = & /\GJ/}V)\(U C/K©),

on espére trouver une constante B telle que nous ayons

(4.2.1) B[ TFeFeduk)= / 3o/
U/K UC/KC

lorsque nous avons 'unitarité (& une constante prés). Nous constatons par la définition de
la transformée BKS, la fonction Fjc est K-invariante a droite pour #® € D. Ceci utilise

la Adg-invariance de la mesure e/?!7)(Y/2)dY . On va réduire ce probléme d’unitarité aux
composantes isotypiques V(UC/KC) en utilisant la théorie de Peter-Weyl.

PROPOSITION 4.2.2. Nous avons Fy, e /key C Wu(U/K) pour un p € (7/?(

PREUVE. On va voir que c¢’est une conséquence de la définition de la transformée BKS
et de la théorie de Peter-Weyl. Pour un ¢€ € HEQ(U(C/KC,e*”/hnE), nous avons Fyc €

L*(U/K,d(uK)). Par la décomposition de Peter-Weyl holomorphe de ¢€ = 3 N Y

et par linéarité de F, écrivons Fye = NI Fd)f ou les z/JE € VA(U®/KC). Ce dernier

nous dit que chaque F¢§ est dans une composante W, (U/K) pour un p € U/K par le

théoréme de Peter-Weyl symétrique car les composantes irréductibles W), sont deux a deux
distincts. O

Supposons que les fonctions 1/}§ de chaque composante isotypique soient de carrée in-
tégrable par rapport & la mesure e/ hpe. Puisque les U-représentations VA(UC/KC) et
W(U/K) sont irréductibles, les produits scalaires sur Vy(U®/K®) et sur Wy(U/K) ne
se distinguent que par une constante par le lemme de Schur, c’est a dire sur les compo-
santes isotypiques, I'égalité ne dépend pas de fonction choisie mais dépend de A.

64



Nous avons donc
(@23 By [ (RgaPdul = [ e(uespaY]) e (y):
U/K UC/KC

ot ¥¥ est une fonction représentative dans Vy(UC/KC).

PROPOSITION 4.2.4. Lorsque B) de l’égalité (4.2.3) ne dépend pas de A, cette égalité
nous donne l’égalité (4.2.1) en sommant sur \.

PREUVE. Par la décomposition Peter-Weyl holomorphe, on écrit la fonction ¢© =
>, %%, L'orthogonalité de Schur des Vi (U®/K®) nous donne

[ oS e e e =0
UC/KC
lorsque A # . On obtient donc

@23 [ e BT e = 3 / e P (om0 )z

Nous avons Fye = > Fyc par linéarité de F'. Par la Proposition (4.2.2), nous savons que

Fye € W,(U/K) pour un p € [7/?( En utilisant 'orthogonalité de Schur des Wy (U/K),
on constate que

/ ng([u])FwE([u])d[u] =0 lorsque A # p.
U/K

Ainsi, en utilisant la somme pour BKS, nous avons

(4.26) / LACIEEEDS [ Iy Pl
K I\ K

Enfin, en sommant sur A, I'égalité (4.2.3) nous donne I’égalité (4.2.1)) lorsque By ne dépend
pas de A. U

Par le lemme de Schur, puisque I'égalité (4.2.3) ne dépend pas de fonction choisie, on
prend en particulier la fonction sphérique gi) donnée par (4.1.11). Ainsi, on facilite les
calculs dans notre probléme. Nous regardons donc 1’égalité suivante :

@2 B Ml P = / e ey el

Le choix de la fonction sphérique pour les calculs nous permet de trouver une expression

plus simple que (4.2.3]) pour Bj.

PROPOSITION 4.2.8. Le coefficient By de l’égalité (4.2.7) peut se calculer via la for-
mule suivante :
(4.2.9) B — b Ox (€M)= (Y)dY
2. ) 2"
|y 65 (e e/ (v/2)ay |
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PREUVE. En utilisant la remarque et le fait que F¢§ est une fonction centrale,
nous obtenons Fyc = C¢y avec €' = fp dx(eX Ve H/2y(Y/2)dY (ot on a utilisé la formule
3.3.51) pour la transformée BKS). Si on utilise ce dernier dans le membre gauche de I’égalité
4.2.7) avec le Lemme |3.3.48, nous obtenons

2 2, _ C( iY\.—k/2h 2 2
(4.2.10) el /U o7 ()| = | /p o5 (e )e /(v /2)aY | /U 62 (w)du.
Pour le membre droit de , nous avons
[ s e mmwiauay = [ [ o ey ge iy
pJU

= //gb)\ ue™ ) (e e (V) dudY

oll nous avons utilisé le Théoréme En utilisant la définition de la fonction sphé-
rique via les représentations sphériques, on peut montrer la derniére égalité. Pour l'ins-
tant oublions 'intégrale sur p et regardons seulement l’intégrale sur U. Nous allons noter
e’Y = g € UC. Pour un ¢ € U fixé, nous avons

/ 6% (ug) 6§ (gu)du = / 6865 (gPt)dt = / SO (Pt
U U U

-1

ot on a fait le changement des variables ug = t~ pour la premiére et on a utilisé
qb(f(t) = ¢(§(t*1). La premiére intégrale a un sens lorsque g € UC et holomorphe en g.
De méme, la troisiéme intégrale a un sens lorsque g € U® et holomorphe en g. Et de plus,
les deux intégrales coincident pour g € U, d’oll par prolongement holomorphe, nous obte-
nons I'égalité sur UC en considerant les deux intégrales comme étant des fonctions sur UC,

en particulier, pour g = €?¥, nous avons

/mue \du—/<z>C W5 (€Y u)du

Notons H (g fU gb)\ QSC(gu) u ot g € UC. On sait que H est K-biinvarainte et dans

Wi(U). Nous avons donc une seule fonction satisfaisant cela, la fonction sphérique qﬁc. Nous
obtenons ainsi

H(g) = 65 (9) /U 65 (w)|Pdu

/ 165 (ue™ ) Pdu = 65 () / | (1) [P
U U

Si on substitue ce dernier dans le membre droit de 1’égalité (4.2.7]), aprés avoir simplifié,
nous obtenons alors

et d’out

fp ¢(E\: (GQiY)e—ﬁ/hn(Y)dY

By = .
| J, 85 e/ 2)ay |

comme cherché. O
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4.3. Le cas des groupes de Lie compacts

Dans cette partie, nous étudions 'unitarité de la transformée BKS pour les groupes de
Lie compact donnée dans la partie [3:4] On considére toujours les groupes de Lie compacts
en tant que cas particulier des espaces symétriques compacts, cf. 'exemple [3:3:8] L’uni-
tarité de la transformée BKS dans le cas des groupes de Lie compacts a été déja traitée
dans [HueO8| et [Hal02| par deux méthodes différentes et ils ont montré que la trans-
formée BKS pour ce cas est unitaire. Notre approche ressemble a celle de [HueO8| mais
légérement différente. Puisque les fonctions sphériques pour les groupes de Lie compacts
en tant qu’espace symétrique compact sont les caractéres, nous allons utiliser la formule
des caractéres de Kirillov donnée dans le chapitre [2| Avec la théorie de Peter-Weyl donnée
dans [Hue08|, nous pouvons utiliser ce que nous avons fait pour les espaces symétriques
compacts dans la partie précédente.

Soit donc K un groupe de Lie compact semi-simple connexe vu comme ’espace symé-
trique (K x K)/Ka comme dans ’exemple et 7' C K un tore maximal. Nous avons
p =t et la fonction sphérique correspondante est le caractére x . Le complexifié de K est
également donné par I'espace symétrique UC/KC et la fonction sphérique correspondante
pour le complexifié est Xg. Par la formule des caractéres de Kirillov évaluée au point e
nous écrivons

(4.3.1) A exp(iv) = (Y )a(Y)
ou
iA(Y) = / e~ A () gy
K/T
par le diffeomorphisme ®yy,: K/T — Oxip, (yT) = (Ad;1)*(X\ + p), voir e.g. chapitre .
Si on substitue ’expression dans la formule pour le calcul de By, nous

obtenons

Je x5 )e “IYIE /iy (vydy TN 2iY)Ea(2Y )e” I /hy (YYdY
5.
‘feX/\(ely)e_\|Y\\2/257](Y/2)dY‘ ’fg LY )fia( Y)e—||YH2/2hn(Y/2)dY‘

By =

Mais on sait d’aprés le chapitre [2 qu'on a j71(iY) = (Y/2) et d’ott nous obtenons
fkﬁ/\(zy)efllYlP/hdY
2
| i )e 2y |

By =

Nous allons montrer que B) ne dépend pas de A\. On peut montrer ceci en quelques étapes.
D’abord, si on substitue [y par eMY) on constate que By ne dépend pas de \ pour le cas
d’un seul variable.

LEMME 4.3.2. [l existe une constante B) telle que nous ayons :
Jz ?Me=v’ dy
2
(i Pvevi2ay)
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(4.3.3) By =



ou \ € C.

PREUVE. On fait d’abord pour A € R et ensuite on fait prolongement analytique pour
A. Nous avons pour A € R,

N Iz e~ W=7y
5
(X772 fy o= tw-A7/2ay)
En faisant le changement des variables y — A — y, nous obtenons

N Jr e Vdy

o ()"

™
By = £
27
et d’oi, nous trouvons que By = (4m)~'/2. Ensuite par prolongement analytique, nous

trouvons le méme résultat pour A € C. O

By =

By =

et cela nous donne

On peut généraliser ceci aux plusieurs variables par changement de variables par trans-
lation.

NOTATION 4.3.4. Pour la forme bilinéaire, on utilise la notation (X,Y) =) x;y; sur
C"ou X = (z1,...,2n) et Y = (y1,...,yn) (et pour le produit scalaire (X,Y) =" z,y;).

Nous avons le :
LEMME 4.3.5. [l existe une constante B) telle que nous ayons :

fR” e2<)‘7y>e_Hy”2dy
(oo e 2

(4.3.6) By =

valable pour A € C™.

PREUVE. La preuve est soit méme preuve que dimension 1 ou Fubini. Premier terme
va nous donner e et le deuxieme va nous donner /2. Et on va obtenir le coefficient
(4m)~™/2 dans Bj car cette fois ci la dimension est égal & n et les intégrales sont sur R™. [

\Y) (A\KY)

Ensuite, si on substitue e par e , la valeur de chacune des intégrales de B), est

la méme par le fait que e~ IVI* est K-invariante. Si on moyenne par dk et si on utilise le
Théoréme de Fubini, on constate que B) est indépendant de A pour le cas de groupe de Lie
compact ce qui nous dit que la transformée BKS est unitaire (& une constante prés) pour
le cas de groupe de Lie compact.

ProprosITION 4.3.7. Il existe une constante By telle que :
Jen I3 2y)e” I dy
2
(fin AR () 10172y
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(4.3.8) By =




ou [ty = fK ek df = fK e* XV dk pour un sous-groupe fermé K du groupe orthogonal
O(n).

PREUVE. Considérons I'invariance de la mesure et échangeons les intégrales. Nous avons
Jren ( [ ez(x,kmdk)enyn?dy
(foen ( I e(A,kwdk)eHyu?/zdy)?'

On fait un changement des variables ky — ¥ et on considére 'invariance de la mesure.
Ensuite, en échangeant 'intégrale fRn avec [ > on obtient le résultat cherché. ([l

By =

4.4. Les sphéres de dimension impaire S?¢+1

Dans cette partie, nous étudions 'unitarité de la transformée BKS pour les sphéres qui
sont des espaces symétriques de rang un.

Nous allons travailler en particulier avec des sphéres de dimension impaire pour ne pas
avoir des racines carrées dans la formule explicite de la fonction 7 et cela facilitera nos
calculs. Dans le cas des sphéres de dimension 2k + 1 comme dans ’exemple , on
identifie p avec RZF+1,

Dans notre formule de comparaison , nous avons les fonctions sphériques <Z>(§
évaluées au points exp(iY) et exp(2iY). Les fonctions sphériques qﬁ(f\: pour ce cas sont
des fonctions sur (S***+1)C qui sont prolongement analytique des fonctions sphériques ¢y
sur S?**1. Dans le chapitre [3, nous avons vu une identification de (S?**+1)C avec le fibré
tangent TS?**1. Ecrivons plus explicitement cette identification : Oublions pour I'instant
la dimension impaire et faisons pour une dimension quelconque n. Nous avons l'espace
symétrique S” = U/K avec U = SO(n+1) et K = SO(n). L’algeébre de Lie correspondante
u = so(n + 1) a une décomposition de Cartan comme dans Uexemple (3.3.11)). Dans le
chapitre [3| nous avons les identifications suivantes :

(4.41)  SO(n+1)xMp TS  [g,Y] — (geo, gYeo) € TS® c R*H x R+
et

(4.4.2) SO(n+1) x50 p 5 (SMC  [g, V] = ge'¥eg € CMHL

Nous avons le diagramme suivant :

al

(4.4.3) SO(n + 1) x50 p T Ts”
b2
e -
(SM©

qui nous donne une identification de TS™ avec (S")(C par c; telle que by = ¢1 o a1. Notre
but est d’identifier les coordonnées (¢,p) = (qo,- -+, Gn,D0s---,Pn) de TS™ (o0 ¢ € S™ et
(q,p) = 0) aux coordonnées z = (2g,...,2,) de (S")€. Par le diagramme (4.4.3), nous
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écrivons (g,Y) — (geo, gYeq) — ge'¥ eg. Explicitement, pour [g,Y] € SO(n 4 1) x50 p,
nous avons

bi(lg.Y]) = crioai([g,Y])

ge'eg = ci(geo, gYeo).
0 —y
Notons (g,p) = (geo, gY ep). Rappelons que nous avons Y = 0 et Yeg =
On voit aisément par ces égalités qu’on a ||y|| = ||p|| puisque g € SO(n + 1). Nous allons

calculer 'exponentielle d'un élément Y de p. Un calcul élémentaire nous donne :

in(yl) , ¢
0 —y*\, [ cos(llyl}) —=y
eXp(< y O >) 4 ( sinflyl) 1 4 COS(HyZJH)—lyyt :

llyll Yl

En calculant ’exponentielle pour ¢Y’, nous trouvons

. sinh
A ( con(lyl) - izl )
— | ;sinh(llylD cosh(flyl)=1, ¢

Nous avons donc

v ( cosh(Jy]) —z'si“j;'fﬁ'“yt
ge € = 9| _sinh(|yl) cosh(flyl)-1, ¢+ | " €0
v T
cosh([|y||) sinh(|lyl]) ( 0 >
= .sinh =g - | cosh ceqg+i—m—~
g ( i, | =9+ (cotlpl) - eo+ == () ))

sinh({|pl})
2]l

sinh(]p[])

_ COSh(HpH)geo +Z gYeo = COSh(”pH)q + ZW .

Ainsi, nous avons le diffeomorphisme suivant ¢;: TS” — (S™)€, (¢,p) ~ cosh(||p|)q +

-sinh(||p])

17
Il

J: R2H2 Ll (g, p) = cosh(||p|)g + §5mhUelD ,  Nous avons donc les coordonnées

ol
2(g,p) = cosh(|[pll)q + i p € (5")€ ot 2(g,p) = (20(4,P), - 2n(a, ).

Nous regardons les fonctions sphériques dans cet esprit. La fonction sphérique ¢, sur
S™ (et le prolongement analytique gi)()c\ sur (S™)) est invariante par SO(n) par la définition
de la fonction sphérique. Cette propriété nous dit que ¢, ne dépend que de gg pour ¢ =
(g0, --.,qn) € S* € R™! puisque cette coordonnée est la seule invariante par I’action de
SO(n) C SO(n + 1) (par définition). Si on prolonge cette coordonnée comme ci-dessus,
le prolongement analytique de cette fonction sphérique, notée gbg dépend de zp(q,p) =

p. On constate que ce difféomorphisme ¢ est la restriction du difféomorphisme

cosh(||p||)qo + i%po puisque cette coordonnée est le prolongement analytique de la

coordonnée qq vers (S™)€ par ¢;. Ecrivons en détail a Paide du diagramme ([#.4.3) : En
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termes de (g, Y'), nous avons

. sinh
20(0,Y) = e, 96" e0) = {eo,cosh(lyl)geo + 17V gy e
inh
— cosh([lyl) - (eo, geo) +iSmBUID o oyeny.

[yl

Comme on a dit ci-dessus, la fonction gbg: est évaluée aux points e¥ et Y | ainsi, on cherche
la restriction de gbg\: en {e} x p. Pour g = e, nous avons (eg,geg) =1 et (eg,gYey) =0,
d’otl, la fonction ¢ (e, Y) = ¢5(e?V) ne dépend que de [|yl|, c’est & dire qu’elle ne dépend

que de la distance. Et de méme pour (;S(E(e%y).

REMARQUE 4.4.4. On connait les racines restreintes et leurs multiplicités pour le cas
de la sphére. En effet, pour Y € ap, la racine restreinte positive nous donne a(iY") = ||y||.
La multiplicité correspondante pour la n-sphére est donnée par m, = n — 1. En utilisant

n—1
tous ceci dans l'expression (|3.3.33), nous obtenons n(Y) = (%W) ? pour n-sphére.

Nous pouvons également calculer n(Y') par des calculs directes dans le cas de n-sphére en

utilisant la formule %, mais ce sont des calculs encombrant.

Nous avons ainsi les fonctions e~*/2'(Y/2) et e =*/"y(Y) pour S***1 données par

- inh [|[y[|\F 2 - sinh 2[[y[[\* 2
k)20, y 79y — (STRIYI llyl|?/2h ¢ K/h _ (SR Aiyi lyl12/h
e (Y e e e n(Y e .
¥/2) ( lyll ) ) ( 2|lyll )

Constatons que ces fonctions ne dépendent que de ||y|. Ainsi les fonctions
px(expiY e IVI7/2hy (Y /2) et ¢ (exp 2iY )e~I1¥1°/1yy(Y') de la formule de comparaison (#.2.9)

ne dépendent que de ||y||. Nous avons une formule intégrale pour ce genres des fonctions :

LEMME 4.4.5. Soit f(|z|) une fonction intégrable sur R™ qui ne dépend que de |z| (ou
| - | signifie la norme euclidienne). L’identité suivante nous donne une simplification pour
Uintégrale de la fonction f(|x|) :

(4.4.6) f(jz|)dz = nV, /oo fttdt
R 0

ot Vi, est le volume de la n-sphére et nous avons la formule suivante pour le volume des
2k — 1-sphere par
kl4k k=1
Vo 1= ——+— vk € N.
2k—1 25!

(voir e.g. [Bak99), [Str81])

Pour les intégrales de 'égalité (4.2.9) on a donc les égalités suivantes :
(4.4.7)

—— sinh k & _ sinh t\ k
/ (e )e ||yu2/z(ﬂ) dy = (2“1)‘/%“/ or(b)e t2/2<7> 2 g
R2k+1 lyll 0 3
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et

(4.4.8)
- h2 &0 inh 2¢\ *
/ ¢§(e2zy) —llwl? (M) d — (2k+1)v2k+1/ qb)\(Qt)e_tQ <&) t2kdt
R2k-+1 2[lyll 0 2t
On espére trouver un coefficient B, tel que
(4.4.9)

%0 inhiyk 5 12 [ inh 2t k
(2k+1)vg,gHBA‘ / ¢>\(t)e*t2/2<8m7) t2kdt‘ - / qﬁ>\(2t)e’t2<sm ) 12k .
0 t 0 2t

En s’inspirant de Takahashi, cf. [Tak63]|, on constate que les fonctions pour A = k, k+1,. ..

1 1 dyk
(4.4.10) ) = e NAZ-1)... (N —(k—1)?) (mht&) [oosh At]

ottcgy =1-3...(2k —1) est une constante absolueH sont des polynémes en cosh(t) de degré
A — k, cad,

@5 (t) = QX (cosh(t))
avec Q’; (z) polynéme de degré A — k. En plus, on constate qu’on a I’égalité
Qi(z) = Py (x)

ol P/I\“_ ;. ¢tant polynome ultra-sphérique.
Pour vérifier 'unitarité, il faut montrer que la constante By de (4.4.9) ne dépend pas

de A. Notons .
_ = —2/p (sinh N F op
/0 éx (t)e <T )t dt
et L
sm 2t 12k
/ hr (2 775) dt.
Ainsi, on cherche a calculer
L(\)
4.4.11 By =
) = LOP

ot pour l'instant on oublie la constante (2k 4+ 1)Var41 puisqu’elle est indépendente de .
Nous allons vérifier les cas particuliers. Dans la suite, nous allons utiliser les intégrales

suivantes fome*t2/2dt: VEN S e 12dt = foo *t2/2t2dt Vet fo° e dt = f

4.4.1. Cas de k = 0, sphére S'. On a la fonction sphérique ¢, (t) = cosh At par la

formule (4.4.10). Nous avons les mesures suivantes pour la formule (4.4.9)) 1 - e~ */2dt et
1-e tdt puisque la fonction 7 nous donne 1 dans le cas de 1-sphére. Les calculs élémentaires

nous donne
Ly =/ Q\E ot B ="V

1. On peut ignorer cette constante puisqu’elle ne dépend pas de .
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Nous avons enfin la constante By = (/7). D’oil nous avons l'unitarité (a la constante
B)) de la transformée BKS pour la 1-sphére puisque B) est indépendant de A.

4.4.2. Pour k =1 le cas S®. Pour k = 1, on a le cas S* = SU(2 ) Nous avons cette

_ h 2 _
fois-ci ¢ (t) = S)l\nsugﬁtt), et les mesures suivantes : S80te=t"/2g¢ et sinh2le # dt. Nous calculons

I () et Ia(\) de la méme fagon :

Il(A)zeV/?\/i et IQ(A)ZGQ\F

Ainsi, nous trouvons la constante By = (47r)_1/ 2 et on constate qu’elle est indépendante de
A. Ainsi nous avons 'unitarité (a la constante B)) de la transformée BKS pour 3-sphére.

4.4.3. Pour k = 2, la sphére S°. Puisque ce cas n’est pas le cas particulier de groupe
de Lie comme les autres, c’est le plus important. Nous avons les fonctions sphériques :

1 Asinh ¢ cosh(At) — cosh ¢ sinh(At)
(A2 —1) (sinht)3 ’

t) =
oA(t) )
et les mesures suivantes :

(sir;ht>2e_t2/2dt ot (sinQ}; 2t)2e_tz dt.

Dans ce cas nous avons :

00 . B . . )
L) = 1 Asinh ¢ cosh(At) — cosh ¢ sinh(At) /sinh ¢ o—t/244 gy
o Al

A2 —1) (sinh )3
o 1 Asinh 2t cosh(2At) — cosh 2¢ sinh(2At) /sinh 2¢\2 _,2 ,
L) = :
2(3) /0 A2 —1) (sinh 20)? ( 2 ) e it

Puisque les calculs sont plus compliqués, nous faisons les calculs pour certaines valeurs de
A et vérifions si la constante By dépend de A ou non.
Pour X\ =2. On calcule I1(2) et I3(2) pour A =2 par :

112\/2(1%2—2) et D(2)=45 (9e -1

En comparant I1(2) et I2(2), on trouve :

1(2) =

%

B — L(2) 3 (9e* — 1)
2T (2))2 T 72 (25e% — 10€2 + 1)

Pour voir si la constante dépend de A ou non, il faut faire ces calculs pour quelques autres
cas particulier aussi.
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Pour X\ = 3. Nous calculons I;(3) et I3(3) pour A = 3 et montrons qu’on trouve un
résultat différent par rapport au cas A = 2 ce qui nous dit que B) dépend de A. Nous avons :

L(3) = 214\/2(2%9/2 C4eM) et D(3) = 214?(19639 _ 3e1).

En comparant I;(3) et I2(3), on en trouve :

15(3) 3 (19¢% — 3)

T LB 2712 (2563 — 10t + 1)
On voit que la constante By dépend de A dans les cas A = 2 et A = 3 puisqu’on a trouvé deux
différentes constantes. On n’a pas donc 'unitarité pour un espace symétrique quelconque.
C’est un contre exemple. De la méme fagon, on va faire les calculs pour A =4 et A =5, et
on va voir chaque fois que la comparaison dépend de A et donc on n’a pas I'unitarité pour
S°.

Pour X = 4. On va procéder de la méme facon que précedemment. On calcule les
intégrales I1(4) et Iz(4) par :

B3

I(4) = \/5(51&‘ —10e* —1) et I(4) = \f(ggelﬁ —18¢* — 1).

En comparant les intégrales I1(4) et Is(4), on en trouve :

L(4)  30(99e'0 —18e* — 1)

YTILA) T 725168 — 10e2 — 1)2

D’ou nous constatons que nous avons la dépendance a A.
Pour \ = 5. Les intégrales I1(5) et I2(5) sont calculées par :

L(5) = \/z (104e25/2 —206%2 — 4ot/ 2) et I(5) = \f (2049,25 —38¢° — 6e1>.

En comparant les intégrales I1(5) et I2(5), on en trouve :

12(5) 15 (102825 — 1969 — 3el>
Bs = = .
II(5)]2  2xl/2 (26e25/2 _5e9/2 _ el/2>2

D’ott nous constatons que nous avons la dépendance & A. Par ces calculs avec quatres
différentes valeurs de A, nous constatons la dépendance de By & A ce qui nous montre que
la transformée BKS pour S° n’est pas unitaire.

4.4.4. Unitarité Asymptotique. Considérons la constante B) donnée par la formule
. Dans la partie précédente, nous avons montré que cette constante dépend en général
de X et nous n’avons donc pas l'unitarité en général pour les espaces symétriques compacts
riemanniens. Dans cette partie, on va montrer que lorsque la constante de Planck & de la
quantification tend vers 0 dans B), nous avons l'indépendance de A\ et donc nous avons
I'unitarité asymptotique pour les espaces symétriques compacts riemanniens.
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On note I; = [, S(e¥ e Iy(Y)dY et I = N ¢S (e )e™ /2y (Y /2)dY . Dans ces
intégrales, on substitue h par v? avec v > 0. On pose ¢5(e?Y)n(Y/2) = Cy(Y) et
G5 )(Y) = Dy(Y).

Ensuite, on fait le changement de variables Y = vZ dans les deux intégrales : L’in-
tégrale I; devient : I} = vde)\(vZ)e_“(Z)dZ tandis que lintégrale I nous donne :
|12 = 04| [ Oy (vZ)e™"?/2dZ|? en tenant compte que x(Y) = |Y|2.

Dans la quantification géométrique, on normalise le produit scalaire sur U®/KC
et le couplage BKS pour U/K (d’ou la transformée BKS également) par la constante
h=dimU/K)/2 - j e nous avons h_dim(U/K)/2<~,'>UC/ch et B AU/K)/2(. N prs. Cette

constante i~ 4m(U/K)/2 de normalisation provient du fait qu’on utilise % plutot que o en tant

que forme symplectique en quantification géométrique. On multiplie donc l'intégrale I; par
v~ % et I'intégrale |I5|? par v~24 puisque i = v2. On fait tendre v vers 0. Les deux intégrales
ont alors comme limite respective pour n’importe quel A réel ou complexe : pour 'intégrale
I : limy 01 = fp e "2 dZ et pour l'intégrale |I5)? : limy_so(|I2|?) = |fp G_H(Z/2)dZ|2.

Formellement, par le fait que les fonctions C)y et D) sont continues & l'origine et de
valeur 1 on a ce résultat. La justification de convergence dominée de Lebesgue repose sur
la croissance exponentielle de ces deux fonctions, ce qui est connu et simple & vérifier pour
S5. Pour le cas général, on change les notations et on écrit le lemme suivant :

LEMME 4.4.12. Soit A un endomorphisme de C™. Alors les fonctions suivantes sont
a croissance exponentielle :

[leY]], || sinh(AY)/AY]].

De plus si la norme d’une application B(Y) de C" dans C™ est a croissance exponentielle,
il en est de méme du module du déterminant de B(Y') ainsi que d’une fonction du type
module de < v, B(Y)w > avec v, w vecteurs de C".

PREUVE. On développe I'exponentielle en série entiére et on trouve qu’il est majoré par
la somme des normes qui nous dit qu’elle est & croissance exponentielle. De la méme fagon,
le sinus hypérbolique est & croissance exponentielle également.

Pour le déterminant, on utilise le fait que le module de chaque coefficient de la matrice
est majorée par la norme et que le module du déterminant est majoré par n!s™ ou s est le
maximum des modules des coefficients. Pour la derniére assertion, on utilise I'inégalité de
Schwarz.

0

On utilise le lemme de la maniére suivante : On écrit la fonction sphérique (jfg(eiy) =<
(e )u,u >. On applique alors le lemme en remarquant que my(e”?) = e @) ayec
A = dm), la représentation infinitésimale associée & 7. D’otll on a la croissance exponentielle
pour la fonction sphérique. Pour la fonction 7, on prend pour A la representation ady de
I’algébre de Lie, et on utilise la partie du lemme sur le déterminant qui nous donne la
croissance exponentielle pour la fonction 7.

75



Enfin, nous constatons que le quotient des limites de ces deux intégrales nous donne
une constante, nous avons donc 'unitarité asymptotique pour le cas général.

REMARQUE 4.4.13. L’unitarité asymptotique de la transformée BKS dépend du choix
du facteur de la normalisation de produit scalaire (et du couplage BKS). On peut choisir
d’autres constantes pour normaliser le produit scalaire (et le couplage BKS) mais nous
aurons des résultats différents. Notre choix est naturel.
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ANNEXE A

Discussions sur les systémes de racines

A.1. Décomposition complexe

Soient T un tore maximal de U, t I'algébre de Lie de T et TC (resp. t©) le complexifié
de T (resp. t). Alors t© est une sous-algébre de Cartan de u®. Soit A(u®, %) le systéme
de racines ordinaires de uC par rapport a tC. La décomposition radicielle par rapport aux
racines ordinaires (ou absolues) s’écrit alors

(A.1.1) =g Z uS;
YEA )

ot chaque élément ~ est une racine complexe € — C. Aprés un choix de chambre de Weyl
dominante (appelée également positive) dans it, on définit le systéme AT (uC, (©) de racines
complexes positives correspondantes et on obtient alors

C_ (C C C
(A.1.2) u =t Z uy @ Z uz,.
YEAT(UE,0) YEAT (UG,

On utilise la convention suivante. Pour tout Z € t© et Y € uS (I’espace de racines associé
ay:t€ = C), le crochet [Z, Y] est donné par

(A.1.3) [Z,Y] = ~(2)Y.

A.2. Décomposition réelle
Pour chaque racine positive v € AT (u(c, t(c), I'intersection
C C
(A.2.1) Gy =uN(uy Gu,)
est un plan réel dans u, et méme une représentation réelle irréductible de t, et on a
(A.2.2) u=to Z G-
YEAT (uC {C)

On rappelle également que les racines réelles ordinaires R(u,t) de u par rapport a t sont
caractérisées par la condition que, pour tout Z € t et A € u, C u®, le crochet [Z, A] est
donné par

(A.2.3) 2, A] = ia(Z)A
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de telle sorte que « soit une forme linéaire & valeurs réelles sur t. Grace au systéme de racines
réelles ordinaires positives R™ (u,t), on obtient que la décomposition (A.2.2) se réécrit sous
la forme

(A.2.4) u=t® >  da.

a€RT (u,t)

Voir également ((A.5.4)).

A.3. Espace symétrique dual non compact

L’expression dual non compact a le méme sens que dans [Hel01, Chap. V.2|. Soit
(U, K, #) une paire symétrique compacte. On note G = K exp(ip) C UC. Le sous-groupe G
est fermé dans UC, d’algébre de Lie g semi-simple réelle et

(A.3.1) g=tDip

est une décomposition symétrique. En outre, la composante connexe de 'identité Gy de G
est un sous-groupe Gy = Ky exp(ip) de G. Par construction, les complexifiés g€ et u® de g
et u respectivement, coincident.

Comme précédemment et par abus de notation, on note § I'involution de U qui vient
du prolongement holomorphe de celle de U. Pour tout z € G, on a §(z) = (z*)~! ou z*
signifie I'adjoint (conjugué transposé¢) de I’élément x et, par rapport a la restriction de 6
a G, la donnée (G, K,0) est une paire symétrique. Le groupe G est un groupe linéaire
réductif (réel) donc on peut appliquer la théorie des systémes de racines restreintes a la
décomposition symétrique g = €@ ip de la fagon suivante, cf. [MacT9, §I1.9 p.122|. Le sous-
espace linéaire ia, de ip est de Cartan par rapport a la décomposition symétrique .
Soit A;p = exp(iay) C G le sous-groupe de Cartan associé. Etant donnée une forme linéaire
réelle a: iay — R sur iay, on note

(A.3.2) go = {X € g;[H,X] = a(H)X, H €iay}, mg = dimg,.

Lorsque g, # {0}, la forme linéaire o s’appelle racine restreinte pour g par rapport a
iay. On note A(g,iay) le systéme de racines restreintes. Par construction, A(g,ia,) est un
sous-ensemble fini de Hom(iay, R).

Notons [ le centralisateur de ia, dans g. Les éléments de adg(ia,) constituent une fa-
mille d’opérateurs auto-adjoints qui commutent deux a deux, cf. [Mac79, §11.9 p.122] . La
décomposition radicielle associée s’écrit alors

(A.3.3) g=1& Y ga
a€A(g,iap)

cf. [Mac79| §I1.9 p.122|. On rappelle que [ contient ia, par définition mais ne coincide pas
nécessairement avec ia,. En notant m I’algébre de Lie du centralisateur M de A;p = exp(iay)
dans K, on a en fait

cf. [Mac79, §11.9 p.123|.
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REMARQUE A.3.5. Dans [BtD95|(V.1.3 dans la p.185) les ia s’appellent racines
infinitésimales et sont notées © tandis que les racines réelles correspondent & nos « divisés
par 2w. Ce facteur est intégré dans notre notation des « ce qui a 'avantage de simplifier
les formules.

A.4. Racines restreintes

Choisissons un sous-espace de Cartan a, de p par rapport a la décomposition u = €@ p.
Ce choix est unique modulo I'action adjointe de K sur p. Soit t une sous-algébre de Cartan
de u qui contient a,. On montre que l'intersection ag = t N £ est une sous-algebre du
centralisateur m de a, dans €. Ce centralisateur m (et ainsi a¢) peut étre trivial ou non.

On munit u d’un produit scalaire U-invariant (-, -). L’expression complémentaire ortho-
gonal renvoit désormais a ce produit scalaire. Le produit triple (-, -, ) est alors défini sur u
par

(A1) (X.Y,Z) = ([X,Y].2), X,Y,Z €u;
il est bien connu que ce produit triple vérifie les identités
(A.4.2) (X,Y,2)=(Y,Z2,X)=(Z,X,Y), XY, Z €u.

Notons g¢ le complémentaire orthogonal de m dans € et g, celui de a, dans p. Rappelons que
la décomposition symétrique u = €@ p de u raffine la décomposition standard de u = t® [u, t]
en ap-modules de la maniére suivante

(A.4.3) u=a®[m,ag ®qeDap D qp.

L’action infinitésimale de £ sur p induit un isomorphisme linéaire q¢ — q,. C’est une consé-
quence de la décomposition radicielle. Soit R™ (u, t) désigne le systéme de racines réelles po-
sitives ordinaires correspondant. Soit R™ (u, t, a,) désigne la famille de racines dans R (u, t)
qui ne sont pas nulles sur ay.

Nous avons t = ag @ ap ot ag = €Nt. En effet, il est immédiat que t O a; @ a,. En outre,
un membre de t peut s’écrire uniquement comme v + w ou v € € et w € p. Ainsi, w est
nécessairement un membre de a, puisque a, est une sous-algébre maximale abélienne de p,
d’oti, v € tet donc v € Nt = q.

La décomposition

u=t® u,t
raffine &
(A.4.4) u=mao a, D qe D qp.
De la méme fagon, l'algébre de Lie g peut s’écrire sous forme
(A.4.5) g=m®dia, Dqe D iqp.

PROPOSITION A.4.6. La composante q¢ @ qp se décompose comme
OG= > da
a€RT (u,t,ap)
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Ainsi, la décomposition radicielle par rapport auzx racines réelles restreintes de u associée a
la décomposition symétrique u = €@ p, et le choix de sous-espace de Cartan réel a, de p
peut s’écrire sous forme

(A4.7) U=MEGREDH=mS S Y o
a€RY (u,t,ap)

On va éclairer la situation : Considérons une racine restreinte a € A(u®, a;(,:) par rapport
a la décomposition symétrique u = £ @ p, et soient 7{,..., 75, € A(u®, %) des racines
ordinaires (ou absolues) t* — C dont la restriction a ag coincide avec . On note q¢ =

[qp, ap]. Comme dans la démonstration de [Far03] IV.1.1 Théoréme, choisissons des vecteurs

i . C C C\ .
Vofeu%q, ae ATt ), j=1,...,mq,

tels que la famille

; 1 . 3
Yi =SV =V2,), a€ AT af), j=1,...,my,

constitue une base de q¢ et tels que la famille

j_ 1

X
¢ 24

(Vi+V2,), ae AT af), j=1,...,ma,

constitue une base de q, = [, ap] = [q¢, ap].
Considérons o € A+ (uC, a;?), par construction, une forme linéaire réelle de type ia, —
R ; maintenant, étant donnée 1 < j < my, et Z € ay,

(A.4.8) [Z, Y]] :5[2, VI-VI = 504(Z)(VOZ +V72,) = —=X3
(A.4.9) (Z,x3] =27,

i
Avec les conventions qu’on a choisies, ¥: a, — R est une racine restreinte réelle.

Alors, étant donnée une racine restreinte positive o € A+ (uC, agj), solent (gy)q désigne

I’espace réel engendré par les X7 et (qe)o désigne 'espace réel engendré par les Y. Ainsi,
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nous avons les décompositions suivantes :

(A.4.10) qp = Z (qp)aa dim(qp)a = Mgy,
aeA*(uC,aE)
(A.4.11) p=a, ® > (dp)a:
a€A* (uC,af)
(A412) qJe = Z (q%)aa dlm(CIE)a = Mq,
aEA*(uC,aE)
(A.4.13) t=md Y (4a

acA+(uC,af)

(A.4.14) u=me > (@a®a® > (4

a€AT (uC,af) €At (uC,af)

On appelle la décomposition (A.4.14)) décomposition radicielle par rapport aux racines res-
treintes de u associée & la décomposition u = € @ p, et au choix de sous-espace de Cartan
réel ap de p. Par construction,

(q(é:)a ©® (qg:)a = g({a: D ggav S A+(uc? af)
REMARQUE A.4.15. Considérons la décomposition suivante :
(A.4.16) u=toutl=a @[ a] S [p,ae] & [p,ap] Day B[ ap].
Alors l'identité
[qéa ap] = (p,
raffine &
[(qf)aa ap} = (qp)on o€ A+(ucﬂ a;(aj)
Cela implique
[(qp)a, Clp] = (qf)cw Q€ A+(uca ag:)
Par exemple, pour le cas ou
(u,E) = (50(3,R),50(2,R)) = (5u(2)’u(1))7
en fonction de bases standard eq, eg, e3 telles que [eg, ea] = e3 etc.,

m = 0, t= R<61> =dqe, p= R<62,63>, ap = R<62> = f, dp = R<63>.

A.5. Deux systémes de racines

On garde les notations établies dans les parties précédentes. Pour obtenir un meilleur
aperqu des systémes de racines restreintes (ou relatives) A (g, 4ay), en suivant [Mac79]
§I1.10, on compare ce systéme avec le systéme de racines absolues de la complexification
g® = uC de g = £ @ ip par rapport & une sous-algébre de Cartan appropriée. Par soucis
d’exposition, on précise que notre notation ip (resp. ia,) correspond & p (resp. a,) dans

[IMacT9] et par conséquent a, correspond aussi & ia, dans [Mac79].
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Soit a une sous-algébre maximale (réelle) abélienne de g qui contienne ia,. Alors a est
une sous-algébre de Cartan de g (=% @ ip). Supposons que a soit stable par I'involution 6.
En outre, on a

Z.Clp =an Zp
et, avec la notation a; = a N €, on a également la décomposition en somme directe
(A.5.1) a = ag D iap.
La partie a¢ de a est une sous-algebre de Cartan du centralisateur m de ia, dans €, voir
(A.5.6|) ci-dessous.

Le complexifié a® de a est une sous-algébre de Cartan de g€ = u®. Ecrivons la décom-
position radicielle par rapport aux racines absolues de g©
(A.5.2) ¢ =a"o Z ug.

YEA(g,a )
Soit a® = ia, @ iag. Les racines A(g®, a®)

(A.5.3) t=ia® = a, ® a

sont dans le dual réel Hom(a® R), et la somme

est une sous-algébre de Cartan de la forme compacte u = ¢ @ p de g€ = uC, et t est
une sous-algébre maximale abélienne de u qui contient a,. Par construction, C=aCetla
décomposition en espaces de racines (absolues) (A.5.2)) s’écrit sous la forme

Cc _ C C
(A.5.4) u =t o Z u..
~vEA(uC tC)
On remarque qu’au lieu de commencer par une sous-algébre maximale abélienne a de g

contenant ia,, on aurait tout aussi bien pu commencer par une sous-algebre maximale
abélienne t de u contenant ay.

EXEMPLE A.5.5. L’intersection t N ¢ n’est pas nécessairement une sous-algébre de
Cartan de £ et il n’y a pas de raison en général que t coincide avec la somme directe
(tNE) ® ay. C'est vrai dans le cas particulier (u,€) = (¢ ¢, €A ) mais faux pour

(u,8) = (s0(3,R),50(2,R)) = (su(2),u(1)).

Dans ce dernier cas, dans la base standard ey, ez, e3 telle que [e1, ea] = es etc., on prend
t=R(e1), p = R(ea,e3), ay = R(ea) = t, dout tN€ = {0}. En outre, ona g=tPip =
sl(2,R), et a = iay, d’ott 'intersection ag = a N € est nulle. Ainsi I'intersection a N £ n’est
pas non-plus nécessairement une sous-algébre de Cartan de ¢.

Considérons maintenant la restriction
res: Hom(a™, R) — Hom(iay, R).

Vu la décomposition de la somme directe a® = iap @ iag, on peut identifier le noyau de cette
restriction avec Hom(iag, R). Pour toute racine

v e Ag, a%) = A@WE, €) € Hom(aF, R),
la restriction de 7 a iay est soit nulle soit un élément de A(g, iay).
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Le systéme de racines v € A(g® a®) C Hom(a® R) s’annulant sur ia, est dans
Hom(iag, R) (sauf qu’il peut engendrer un sous-espace propre de Hom(iag, R)) et c’est aussi
le systéme de racines A(mC, af) C Hom(iag, R) de la complexification m€ du centralisateur
m de ia, dans € (I’algébre de Lie du centralisateur M de Aiap dans K). Ce centralisateur m

est une algébre de Lie réductive complexe et se décompose par rapport a af de la maniére
suivante

(A.5.6) m® =af @ Z ug.

yeA(mC,af)

Le systéme A(g,ia,) contient les restrictions a ag des racines v: t€ — C de u® par
rapport & t€ (i.e. les racines dans A(u®, t*)) qui sont non-triviales sur ag et ainsi il est égal
au systéme de racines restreintes A(uc,a;?). En outre, pour toute racine restreinte (non
triviale) a: ag — C de u® par rapport a ag:, le nombre mg est égal au nombre de racines

v: € = C dans A(u®, %) qui peuvent se restreindre a «, et on a alors
C
(A.5.7) o = (EBﬂug:au,y) Ng.

Grace a ces notation, on peut réécrire la décomposition en espaces de racines absolues

(A.5.4) sous la forme

C C C C C
(A.5.8) u-=ay & Z u, ®a, @ Z U,

YEAUE,EC) v|ap=0 YEA(UCE) y|ap£0
Pour résumer, nous avons les points suivants
1) Les complexifiés de u et g coincident, c-a-d, uC =¢%;
2) le centralisateur [ de ia, dans g se décompose comme [ = m @ iay, cf. (A.3.4);
3) le systéme de racines A(m®, af) coincide avec {y € A(u®,t%); ’y|a§: =0};
)

(
(
(
(4) ainsi, cf. ,

mC:a}CEB Z uS:uéC@ Z uS.
yEA(mC,af) YEA(MEC,af) v]af=0
Par conséquent, la décomposition (A.5.8]) s’écrit aussi
C C C
(A.5.9) g =@ Z 9o
a€AC,af)

Ici, étant donnée une racine restreinte o € A(u®, ag),

c_ C
80 = Z Uy
EAGE,E) Alof=a

La décomposition (|A.5.9)) est la décomposition en espaces de racines restreintes complexes
de g€ = u® par rapport a la décomposition symétrique

(A.5.10) uC =¢Copt
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et le sous-espace de Cartan complexe ag de pC. Par construction, la décomposition |D
est la complexification de (A.3.3]).
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ANNEXE B

Calcul de caractére du groupe SU(2)

Calculons le caractére du groupe SU(2) via la formule des caractéres de Kirillov. Nous
utilisons une version sous la forme :

1 A
X Z — QWZF(Z)d F
xa(exp Z) @ /Owe B(F)

ouj(2) = %. Les orbites coadjointes du SU(2) sont les variétés de drapeaux, plus
explicitement, les sphéres qui sont centrés en 0 € su(2). Soit €2, une sphére du rayon 7, en

passant aux coordonnées sphérique, écrivons 8 = rsin ¢pdfd¢ (des calculs encombrant). Soit

Z = ( u 0 > € su(2). Ainsi, calculons 'intégrale en faisant le changement de variable :

0 —it
. o [27 /2
/627rz(Z,F)dﬁ(F) — Ji d¢/ ezrtsmOCOSHdg
Q, 4m Jo —/2
o w/2
o L(@) 27 @ :
- 47 0 rt
—7/2
i t
(B.0.11) = Smfr)

Pour trouver le caractére, il nous reste a trouver j(Z). Pour calculer ad Z, utilisons la base
suivante de su(2) :

) 0 0 =2 01
0_1:<0_i)70_2:(2~ 0)703:<_1 0)7

et calculons les valeurs suivantes :

0 -2
ad o1(02) = < 2 0 ) = —203
i

0 2
adal(ag) = ( 2 > :202

0
-2t 0
adag(ag) = ( é 2 ) = —20’1



et si nous les représentons sous forme matricielle, nous voyons facilement que

0 00
ad01: 0 0 2
0 -2 0

Nous calculons ad o9 et ad o3 similairement.
Nous savons que Z = to; et d’ou, il s’ensuit que ad Z = ad(to;) = t(ad 01). Nous avons

donc sinh(ad Z/2)  sinh(t(ado1)/2)

adZ/2  t(adoy)/2
0 00
Notons (ado1)/2 =X = | 0 0 1 |. Ensuite, écrivons sinh en série entiére et nous
0 -1 0

obtenons ainsi

sinh(tX)  tX + 82X 0 4

(7
i(2) X X
Alors, en observant X2 = —X, X® = X, nous avons 1’égalité suivante :
3 5 i
i(2) = X( —%!—l—%—...) _ sin(t)
tX t

Pour finir, nous divisons par j(Z) = % les deux cotés de (B.0.11f), et nous en déduisons :

| 1 / 2TF(2) gg(F) = .1t _sinrt 51?[11"75‘
i(2) Oxtp LI;() t sint

Ainsi, lorsque r = n + 1, le c¢6té droit nous donne le caractére de la représentation du
SU(2) correspond au poids n. Nous voyons ici que p = 1. Cela nous dit que nous pouvons
associer la représentation irréductible m, a 'orbite 2, 1).
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ANNEXE C

Structure de Lie-Poisson

Soient ¥ un point régulier de €* de telle sorte que son stabilisateur soit égal au tore
maximal choisi T et Oy = K1§ C ¢*
Notons Ky le stabilisateur de 1 et £y son algébre de Lie. Nous savons que

d9: K — Og = K9 C ¥,y (Ad, ) (9),
induit un difféomorphisme
(C.0.12) Oy: K/T — Opy.
La dérivée de ¢y en l'identité de K s’écrit sous la forme
doy: £ — TyOy

et la dérivée
d(I)lgi TT(K/T) — Tﬂ@ﬁ

de ®y au point {T'} de K/T s’identifie & un automorphisme linéaire de q = [t, ¢]. Le noyau
de d¢y coincide avec 'annulateur de la 2-forme bilinéaire alternée sur £

By:e¢xt—R

définie par

LEMME C.0.13. L’annulateur de By est l’algébre de Lie ty du stabilisateur Ky de 1.

PREUVE.
Ann(By) = {X €¢By(X,Y)=0 VY €t}
= {X et¥([X,Y]) =0 VY €t}
= {X ct[d(adxY) =0 VY € £}
= {X etlady WI(Y)=0 VY et}
= {X etlady "9 =0} =ty
comme cherché. OJ

LEMME C.0.14. La forme By est invariante par Ky.
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PREUVE.
19([Ady X, Ad, Y]) = ﬁ(Ady[X, Y])
x—1
= Ad;TW(X,Y]) = 9((X.Y])
pour tout y € Ky. O

PRoOPOSITION C.0.15. Le point ¥ de € ayant été fizé, la 2-forme By sur € induit une
2-forme alternée et non dégénérée wy sur TyOy telle que

(C.O.lﬁ) Wy © (d¢19 X d(ﬁg) = Bg,
c.a.d. telle que By coincide avec le composé

Ex ¢ MT@C)&XT&O@ —Uilg——)R.

PREUVE. Le premier cas est une conséquence immédiate du lemme (C.0.13)). Soient ¢
un point de Oy et x € K. Notons § = Ad} . Définissons la 2-forme w’ﬁ sur TgOy par

w/ﬁ = ($—1)*w19’
c’est-a-dire, pour U,V € T30y, nous avons
wWp(U,V) = wy(a, Uz, V).
Etant donnés X,Y € € tels que dog(X) = U et dpg(Y) =V,
wﬁ(U, V)= Bﬁ(Xa Y) = B([Xv Y])
= Ad; 9([X, Y]) = 9([Ad; ' (X), Ad; 1Y)
= Wﬂ(x;lU) x;lv) = W/B(Ua V)
En conséquence W,IB = wg.

Montrons que la 2-forme wy sur une orbite coadjointe Oy est fermée. C’est une consé-
quence d’un cas plus général : Le crochet de Lie [-, -] sur £ donne un crochet de Poisson {-, -}
sur l'algebre C*°(¢*) de fonctions lisses sur £*, développé par Sophus Lie. Cette théorie est
développée est utilisée également par Kirillov, Arnold, Kostant et Souriau dans le milieu des
années 60. Nous pouvons expliquer cette théorie de la maniére suivante. Ecrivons d’abord
que, lorsque f est une fonction lisse sur £*, sa différentielle df, évaluée en un point ¥ de
£*, est une application linéaire dfy: € — €**; comme ¢ est de dimension finie, 'application

canonique de £ vers £** est un isomorphisme, et nous voyons la différentielle au ¥ comme
une application linéaire

dfy: & — ¢
De cette facon, le crochet de Poisson { f, h} de deux fonctions f et h dans C*°(£*) est donné
par 'expression

(C.0.17) {£,h}(9) = 9([dfy, dhy]), ¥ € &*.

Etant donné que le crochet de Lie satisfait a I’identité de Jacobi, ce crochet de Poisson y
satisfait également.
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Soit ¥: € — R un point de £* et soient X,Y € ¢, considérées comme étant des fonctions
linéaires sur ¢*. La formule

(C.0.18) {X,Y}(0) = 9([X,Y])

caractérise la structure de Lie-Poisson { -, - } de €* et, sur orbite Oy = K1, cette structure
de Poisson est symplectique et définit ainsi une structure symplectique wy sur Oy qui se
nomme forme de Kirillov-Kostant-Souriau.

Pour une orbite coadjointe Oy, le crochet de Poisson {-, -} sur C*®(£*) se restreint & un
crochet de Poisson sur C*°(Oy); ce crochet de Poisson est symplectique dont la 2-forme
symplectique correspondante est donnée par wy. En particulier, la 2-forme wy sur Oy est
fermée.

LEMME C.0.19. Pour v € Oy, en utilisant la forme symplectique wy sur [’orbite, nous
avons

Xflo, (9) = adgs, (9) = doy(dfs).
PREUVE. Soit £, n € €. La définition de wy nous donne
woldoo(€),des(m) = 9((&m))
= J(—ad,§) = ad; I(¢).
En posant & = dfy et i arbitraire, nous avons
wy (ddy(dfy), doy(n)) = ady I(dfy) = df(V) - ad; 9.
Ainsi, en utilisant la définition suivante d’un champ de vecteur hamiltonien
wy(Xg(9),v) =dH(Y) - v,

nous en tirons que Xy, (9) = adge, ¥ = doy(dfy) q.e.d. O

THEOREME C.0.20 (COMPATIBILITE DE LA STRUCTURE DE LIE-POISSON ET
L’ORBITE COADJOINTE). Le crochet de Lie-Poisson et la structure symplectique d’orbite

coadjointe sont compatibles de la facon suivante : Pour f,h: " — R et Oy une orbite
coadjointe dans €*,

(C.0.21) {f:h¥loy = {flo, hlo,}

ot le crochet {f,h} est le crochet de Lie-Poisson alors que le coté droit de (C.0.21)) est
le crochet de Poisson définie par la structure symplectique coadjointe sur Oy. cf. [MR99|
(Théoréme 14.4.1 p.475)

PREUVE. Soit 9 € Oy. Par définition,
De lautre coté,
(C°0'22) {f’007h‘019}(19) :wﬂ(Xf\oﬂaXh\oﬁ)(ﬁ)

ou Xy o, Tesp- Xh 0y sont des champs de vecteurs hamiltoniens sur Oy engendrés par f|o,
resp. hlo,, et wy est la forme symplectique sur 'orbite coadjointe.
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Rappelons qu'un champ de vecteur hamiltonien X sur £* est donné par

Xy(0) = adg () = dey(§)
on & =dfy €.
Pour finir la démonstration du théoréme, écrivons 'égalité (C.0.22)) et appliquons le
lemme (C.0.19)). Ainsi, nous obtenons
{floy Mo, }(0) = we(Xp, (9), Xpo, (V)
= wy(doy(dfy), ddy(dhy)
= J([dfy, dhs]) = {f, h} (V)

ce qui nous donne 1’énoncé du théoréme. ]

—_

D’o11, nous avons la proposition ]

ProrosITION C.0.23. Soit O C € une K-orbite. Lorsque ¥ varie sur O, lidentité
(C.0.16)) définit une structure symplectique K-invariante wo sur O telle que

(wo)y = wy, ¥ €O.

Pour une orbite coadjointe O quelconque, la 2-forme wp se nomme forme de Kirillov-
Kostant-Souriau de O.
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