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Karadelikler sahip olduklar yiiksek gravitasyon alandan dolay1 genelgekim kuramlari
icin biiylik onem tasirlar. Karadeliklerin yari-klasik olarak incelenmesi sonucunda ka-
radelik mekanigi yasalarinin, termodinamik yasalariyla olan benzerligi kesfedilmistir.
Bu benzerlik enerjiyi kiitleyle, sicaklig1 yiizey gravite terimiyle, entropiyi karadeligin
yiizey alamiyla iligkilendirir.

Bu tez calismasinda, 4-boyuttaki kuadratik genelgekim kuramu i¢in hareket denklem-
leri elde edilmis, bu denklemlerin bosluk durumundaki karadelik ¢oziimleri ve kara-
delik termodinamiginin birinci yasasi iizerinden entropi hesabi ¢alisilmstir. Inceleme
statik karadelikler iizerinden yapilmistir. Entropi hesabinda R. Wald’un gelistirdigi for-
malizm kullanilmigtir. Bu formalizmde entropi, Killing ufku iizerinde hesaplanan No-
ether yiikiiyle orantilidir.
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SUMMARY

Owing to their strong gravitation field, black holes are of great importance to theories
of gravitation. The semi-classical study of black holes has led to the discovery of the
analogy between the laws pertaining to thermodynamics and to black holes mechanics.
This analogy associates energy with mass, temperature with surface gravity and ent-
ropy with the black hole’s surface area.

In this thesis, the field equations of a four dimensional quadratic theory of gravita-
tion is obtained. Black hole solutions to these equations in vacuum and the first law
of black hole thermodynamics is used together to study entropy of black holes. In this
thesis entropy of static black holes are examined, using the formalism developed by R.
Wald. In this formalism, entropy is proportional to Noether charge calculated on the
Killing horizon.
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1 GIRIS

“Ubi materia, ibi geometria”

— Johannes Kepler

Nerede madde varsa orada geometri vardir. Genel gorelilik kurami genelgekimi ge-
ometri izerinden agiklar. Hareketin nedeni kiitlelerin birbirini cekmesi degil, kiitle da-
giliminin olusturdugu uzay-zaman geometrisidir. Einstein’in bu fikri evreni anlamamiz

konusunda biiyiik bir devrim yaratmistir. Einstein alan denklemlerinin,
1
G =R, — EngR:TMV (1.1

ilk tam ¢oziimii 1916 yilinda Schwarzschild tarafindan yapilmigtir [1]]. Kendi iistiine
¢oken bir y1ldizin dig ¢oziimiinii (7},, = 0) tarif eden bu ifade, ¢okme sonunda y1ldizin
etrafindaki uzay-zamam ¢ok fazla biikecegini ve 15181n dahi ondan kacamayacagi bir

bolge olusturacagini sdylemektedir (dogal birimlerde h = 1,G = 1,¢c = 1):

2M 2M
ds* = g, datds” = —(1 — T)dt2 + (1 - 7)_10[7"2 + r2dQ2. (1.2)

Bugiin adina karadelik dedigimiz bu bolgeler kuramsal fizik acisindan biiyiilk onem
tasimaktadir. » = 20 metrigin tekil noktalarindan birisidir ve bu bolge karadeligin
olay ufku olarak adlandirilir. Bu bélgenin arkasindan gelen higbir sinyal karadelik
disindaki bir gozlemci tarafindan gozlemlenemez. Schwarzschild ¢oziimiinden sonra
farkli durumlar i¢in de karadelik ¢oziimleri bulunmustur. Reisner-Nordstrom, Einstein-
Maxwell alan denklemleri i¢in yiiklii karadelik ¢oztimiinii bulmustur (1918) [2]. Kerr
donen bir yildiz i¢in (1963) [3], Newman ise hem donen hem de yiikii olan bir yildiz
icin karadelik ¢oziimii elde etmistir. [4]]. Bulunan bu ¢éziimlerden sonra tiim karadelik
cOziimlerinin klasik olarak sadece iic parametreyle (kiitle, acisal momentum ve yiik)
tarif edilebilecegi 6ne siiriilmiistiir [5].

Karadeliklerin en 6nemli 6zelliklerinden birisi, karadelik mekanigi yasalariyla termodi-
namik yasalar1 arasindaki matematiksel benzerliktir. Bu benzerlik Kerr ¢oziimii iize-

rinden Penrose metodu kullanilarak kurulabilir. Penrose metodu, R. Penrose tarafindan



1971 yilinda bulunan, donen bir karadelikten enerji ¢ikarma islemidir [6]]. Bu metodun
dayandig1 prensip Killing vektorlerinin olay ufkundan gegerken karakter degistirme-
sidir. Killing vektorleri karadelikleri incelemek i¢in kullanilan kavramlardan birisidir.
Bu vektorler normu olay ufku iizerinde sifir olan ve bulundugu dogrultu iizerinde ko-
runan biiyiikliikleri hesaplamamiza yarayan niceliklerdir. Donen bir karadelik i¢in ¢
zaman yoniindeki, ¢ donme ekseni yoniindeki Killing vektorii olmak iizere enerji ve

acisal momentum korunumu,
E=—t-p , L=¢-p (1.3)

olarak yazilabilir. Kerr ¢oziimiinde zaman yoniindeki Killing vektorii olay ufkundan
once karakter degistirir. Bu bolgeye ergokiire adi verilir. Karadelik disinda zaman-
sal (timelike) olan Killing vektorii ergokiire i¢inde uzaysal (spacelike) karaktere sahip
olur. Bu 6zellik kullanilarak enerji ifadesi hesaplanirsa ergokiire icine giren bir parcaci-
gin enerjisinin negatif oldugu goriiliir. Pargacigin enerjisi negatif olamayacagindan,
parcacik ya olay ufkunu gecip pozitif enerjili hale gelmeli ya da ergokiire i¢inde kara-
deligin donme enerjisini kullanilarak pozitif enerjili hale gelip bu bolgeden ayrilmali-
dir.

Bir uzay gemisinin i¢inde karadelige dogru diistii§timiizii diisiinelim. Ergokiire icine
girdikten sonra uzay gemisi i¢indeki robotumuzu bir sekilde firlatip ergokiire disina
cikmasini saglayalim. Bu durum i¢in enerji-a¢isal momentum korunumu yazilirsa ro-
botun enerjisinin karadelige diisen uzay gemisinin enerjisinden yiiksek oldugu goriiliir.
Karadeligin icine diisen uzay gemisi karadeligin kiitlesini ve acisal momentumunu de-
gistireceginden bu degisim ifadesi,

oM

olarak hesaplanir. {2y olay ufkunun agisal hizidir. Kerr karadeliginin ytizey alan1t A =
8m(M?*+M+/M? — a?) seklindedir. Buradan alanin degisimini 6 A = 3 (6M —Q0.J)
olarak hesaplayabiliriz. s ylizey gravite terimidir. Bu ifadeyi biraz diizenlersek kara-

deligin kiitlesiyle acisal momentumu ve alani arasindaki iligkiyi,
SM = —5A+ QudJ (1.5)
8T

olarak bulabiliriz [[7]. Bu ifadenin termodinamigin birinci yasasiyla olan benzerligi
asikardir:

dE =T4dS + PdV. (1.6)

2



Bu benzerlik sayesinde enerjiyi kiitleyle, entropi ve sicakligi, karadeligin alanm ve yii-
zey gravite terimiyle iligkilendirebiliriz. Baglarda benzerlik olarak goriilen bu iliski
Hawking’in karadeliklerin termal olarak 1s1ima yapmasi (7' = 3-) gerektigini bulma-

sindan sonra benzerlik olmaktan ¢ikmustir [8]]. Bu durumda karadelik entropisi,

A
S=7 (1.7)

olarak hesaplanabilir. Karadelik mekaniginde alan ve yiizey gravite terimi birer termo-
dinamik fonksiyon olarak davranirlar. Karadeligin entropisi tamamiyle geometrik bir
ifadedir. Bu iligskinin kesfinden sonra diger termodinamik yasalarinin, karadelik meka-

nigindeki kargiliklar1 yazilmistir [9]]. Bu iligkiler tablo (I.T))’de gosterilmistir.

Termodinamik yasalar1 | Karadelik mekanigi yasalari
Denge durumundaki bir Olay ufku iizerinde yiizey
cismin sicaklig1 sabittir. gravite terimi sabittir.
T= sabit. r=sabit.
Enerji korunumludur. Enerji korunumludur.
dE =TdS + pdQ + QdJ. | dM = gdA + pdQ + QdJ.
Entropi asla azalmaz. Alan asla azalmaz.
AS > 0. AA>0.

Tablo 1.1: Karadelik yasalar1 ve termodinamik karsiliklar [9]]

Yukaridaki ifadelerin elde edilmesi Einstein denklemlerinin kullanilmasini gerektirir.
Bu yiizden daha genel bir formalizm {izerinden hesaplama yapmak miimkiin olmalidir.
R. Wald karadelik entropisi icin Noether yiikii iizerinden bir formalizm gelistirmis-

tir [10,/11]. Bu yaklagimda karadelik mekaniginin birinci yasast,

5/ Q=0E —QuoT (1.8)
H

olarak ifade edilir. Bu esitlikte QQ olay ufku iizerinde hesaplanan Noether yiikiidiir. £
ve J ise, asimptotik olarak sonsuzda hesaplanan enerji ve acisal momentum ifadele-
ridir [12]. Wald bu esitlik sayesinde enerji ve agisal momentumu, olay ufku tizerinde

hesap-lanan Noether yiikiiyle iligkilendirmistir. (I.8) ifadesini (I.5)) ile karsilastirirsak

SZZ—W/Q (1.9)
K JH

3

entropinin,



seklinde hesaplanabilecegini gorebiliriz. Burada integral Killing ufku (olay ufku) tize-
rinden alinmustir.
Daha sonra Jacobson, Kong ve Myers [|13]], [14] entropinin,
S = —QW/}I(SLENVEaﬁdA (1.10)
nwvaf
olarak hesaplanabilecegini gostermiglerdir. Bu integral ifadesinde ¢, yiizeyin binor-
mal tensoriinii ifade eder. Bu ifadenin faydalarindan birisi verilen genel bir Lagrangian

icin entropi ifadesine gelecek katki veya diizeltmeleri gostermesidir.

Einstein’in genel¢cekim kurami giines sistemimiz icinde ¢ok iyi sekilde caligmaktadir
ancak mevcut gozlemleri agiklamak konusunda yetersizdir. Gozlemlerden biliyoruz ki
evren hizlanarak genislemektedir ve Einstein denklemleri baryonik madde dagilimi
icin bu sonucu vermemektedir. Bilinen verilerin aciklanmasi i¢in kuramin modifiye

edilmesi gerekmektedir. Bunun i¢in degisik yontemler mevcuttur:

e Kurama farkli durum denklemlerine sahip madde dagilimlar1 (karanlik madde,

karanlik enerji) eklenebilir.
e Kurama yiiksek mertebeden egrilik terimleri (R*, R,,, R*") eklenebilir.

e Veya yiiksek mertebeden egrilik terimleriyle farkli madde dagilimlart birlikte

kullanilarak kuram modifiye edilebilir.

Ayrica kuramin renormalize edilememesi, kuramin genisletilmesi konusunda onemli
motivasyonlardan biridir [15]]. Bu ¢alismada genel¢cekim kurami eyleme yiiksek mer-

tebeden egrilik terimleri eklenerek modifiye edilmistir:

1

A= Ton / d*r/=g(R+ aR?+ BR,, R"™). (1.11)

Burada «, 3 uzunluk kare boyutuna sahip biiyiikliiklerdir [a] = [3] = L2 ilk terim
Einstein-Hilbert terimidir. Kurami modifiye ederken Einstein terimini kuramda tutul-
maktadir ¢iinkii bu ifade diisiik 6l¢ekte ¢ok iyi calismaktadir. Eklenen ekstra terimlerin
yliksek enerjilerde kurama diizeltmeler getirmesi beklenmektedir. Ayrica eylemi
3a + = 0 oldugunda ve Einstein-Hilbert terimi ihmal edildiginde konformal donii-

simler altinda de8ismezdir. Bu durum icin elimizde konformal genel¢ekim kurami



vardir [[16}/17]. Einstein-Hilbert teriminin kuramda olmasinin bir diger nedeni konfor-
mal genelcekim kuraminin zayif alan limitinin dogru olmamasidir. Konformal kuramin
zayif alan limiti Yukawa potansiyeli seklindedir [18]]. Kuramda Einstein-Hilbert teri-

mini tutmak konformal simetriyi bozar ancak dogru zayif alan limiti icin gereklidir.

Einstein kuraminin bu sekilde modifiye edilmesinin nedenlerinden bir digeri kuadratik
genelgekim kuraminin renormalize edilebilir olmasidir. Bu kuramin parcacik spektru-
munda, genel gorelilik kuramindan gelen kiitlesiz spini iki olan graviton diginda, kiit-
leli spini sifir olan bir parcacik ve spini iki olan negatif kinetik enerjili hayalet parcacik
bulunmaktadir [19]. Yukaridaki nedenlerden dolay1 kuadratik terimler igeren genelge-

kim kuramlarinin ¢aligilmasinin 6nemi artmistir [20].

Karadelikler genel goreliligin ilk ¢oziimiinde ortaya ¢ikan ve bir ¢ok farkli durum
icin ¢oziimleri olan nesneler olduklarindan alternatif kuramlarin incelemesi acisin-
dan onemlidirler. Schwarzschild ¢6ziimii genel gorelilik kuraminin ¢6ziimii oldugu
gibi kuadratik genelcekim kuraminin da bir ¢éziimiidiir. Cevap aradigimiz soru ise
Schwarzschild ¢oziimii disinda kuramin bize hangi tip karadelik ¢oziimleri verecegi-
dir [21]. Karadelikler gercek anlamda entropiye sahiptir. Genel gorelilik kuramindaki
karadelik ¢oziimleri i¢cin bulunan entropi degeri daima yiizey alanin dortte biri olarak
bulunmustur. Dolayisiyla kuadratik genelgekim kurami i¢in karadelik entropisinin he-
saplanmasi, genel gorelilik ile bu kuram arasinda ne gibi farklar oldugunu anlamak

acisindan onemlidir.

Bu tez boyunca konular su sirayla ele alinmustir. ikinci boliimde kuadratik genelgekim
kuramu icin hareket denklemlerinin nasil elde edilecegi anlatilacaktir. Ugiincii boliimde
karadelik mekanigi yasalar1 hakkinda temel bilgiler verilip, R. Wald’un birinci yasanin
elde edilmesi i¢in gelistirdigi formalizm hakkinda bilgi verilecek ve Einstein-Hilbert
eylemi i¢in Wald formalizmi kullanilarak entropi ifadesinin nasil hesaplanacagi goste-
rilecektir. Dordiincii boliimde kuadratik eylemin bazi limit durumlari i¢in bosluk du-
rumundaki karadelik ¢oziimleri elde edilmeye calisilacak ve bu ¢oziimler i¢in entropi
ifadesinin nasil oldugu hesaplanacaktir. Son boliimde elde edilen bulgular tartisilacak-

tir.



2 HAREKET DENKLEMLERI

Bu boliimde eylemin varyasyonu alinarak, en genel halde, hareket denklemlerinin na-
sil elde edildigi gosterilecektir. Bu yapilirken metrik formalizmi kullanilacaktir. Metrik
formalizminde metrik g,,, ve Christoffel sembolii I'),,, birbiriyle iliskili nicelikler ola-
rak ele alinir. Hareket denklemlerinin elde edilmesinde kullanilan bir diger yontem ise
Palatini formalizmidir. Bu formalizmde metrik ve Christoffel sembolii bagimsiz alan-
lar olarak diisiiniiliir [22,23]] ve [24].

Kuadratik gravitasyon kuraminin eylemi,

1

./4 - F /d4$\/__g(R + )\}%2 + IVCMVPUCMW)U) + /d4l‘ \ _gﬁm) (21)
Y

seklindedir. R skaler egrilik, C},,,, Weyl tensorii, A ve v uzunlugun karesi boyutuna

sahip biiyiikliiklerdir. n boyutta Weyl tensoriiniin ifadesi,

C,uupo = Ruupa+

1

P TPy 910900 — GuaGupl R 2.2)

(1) oo oo = o Fe + G = o)

olarak yazilabilir [25]. Dort boyutta Weyl tensoriiniin kendisiyle kontraksiyonu,

1

= Rupo + é(gMO’RVP = Gup oo + 9up Ry — Guo Ryip)

Vpo
pracu p

1
+ g(gupgau - g,uang/)R

1
X RHveo + 5(g;w}%lzp _ gupRVo + gl/pR;w . gVURW))

1
+ 509 =g "R (2.3)

seklindedir [26]]. " R, p0 = R'”;pa, Riwl, =R, ve g"R,, = RPL = R esitliklerini

kullanirsak,

1
CripeCMP7 = Rpo R*P° — 2R, R* + 532 (2.4)

ifadesini elde ederiz.



Hareket denklemlerini bulmadan dnce eylemi Gauss-Bonnet terimine gore tekrar yaza-

biliriz. Gauss-Bonnet terimi,
G = Ry R"" — 4R, R" + R (2.5)

olarak ifade edilir. Dort boyutta bu terimden hareket denklemlerine katki gelmez. Ciinkii

dort boyut i¢in bu ifadeyi toplam tiirev olarak yazabiliriz [27]):

V—9G = 0,D* (2.6)
ve
D~ = \/—_geaWepgwrf’w(%R‘;V(S + él“"MFAW). (2.7)
Bu durumda Weyl tensoriinii Gauss-Bonnet terimi cinsinden tekrar yazarsak,
ChvpeC*P7 = G + 2R, R" — §R2 (2.8)

elde ederiz. Gauss-Bonnet teriminden hareket denklemlerine katki gelmedigi icin ku-

ramin eylemi (\ — %7 = « ve 2y = [ olmak tlizere)

1

A= = /d4g;, /=g(R+ aR* + BR,, R") + /dA‘a:\/—gEm (2.9)

olarak yazilabilir. Ilk terim Einstein-Hilbert terimidir. Skaler egriligin karesi ve Ricci
tensoriiniin kendisiyle kontraksiyonu ise kurami1 modifiye etmek icin eyleme eklenen
kuadratik egrilik terimleridir. £,,, eylemin madde kismini temsil eder ve bunun metrige

gore varyasyonu bize enerji-momentum tensoriinii verir.

2 0L,
T, =— (2.10
g vV —9 5g,uz/ )

Eylemin geometrik kisminin metrige gore varyasyonunu ii¢ kisma ayirabiliriz.

1

§A, = o d*z [6(v=gR) + ad(v/—gR?) + BS(v/—g R R"™)] (2.11)

Burada A, eylemin geometrik kismini temsil eder. Sonraki béliimlerde varyasyon yon-

temiyle hareket denklemlerinin nasil bulundugu gosterilecektir.
2.1 L Terim (R’nin varyasyonu)

Bu boliimde (2.11) denklemindeki birinci terimi hesaplayacagiz. Birinci terimi met-
rigin determinantinin varyasyonu ve Ricci skalerinin varyasyonunun toplami seklinde

yazabiliriz:

1 1
0Ag = 150 / d'z\/gR = Ton d*z((6v/=g)R + V—9géR). (2.12)

7



Metrigin determinantinin varyasyonu ve Ricci skalerinin varyasyonu IR = g"" R,

1
ov/—g = —5\/—_9%”59‘”, (2.13)

OR =0(9"" Rw) = 09" Ry + g" R, (2.14)

seklinde yazilabilir [28]]. Yukaridaki ifadeleri (2.12) denleminde yerine yazarsak,

1 1 1
0A, = Tom d*zy _g(_§guuR + R,.)0g" + Ton d4x\/—gg“”5RW (2.15)

denklemini elde ederiz. Amacimiz varyasyonunu aldigimizda terimleri dg"” parante-
zine almak. Tk terim halihazirda istedigimiz formda, ikinci terimi de istenilen forma
getirmeliyiz. Ricci tensoriiniin varyasyonunu Christoffel semboliiniin varyasyonunun

kovaryant tiirevi seklinde yazabiliriz (Ek A):
ORy, = VA(OT?,,) — V,(6T,,). (2.16)

(2.16) denklemini (2.15)) ifadesinin ikinci teriminde yerine yazarsak ve metrigin ko-

varyant tiirevinin sifir oldugu bilgisini kullanirsak,
/d4x\/—gg“”(5RW = /d4x\/—gg’“’ [VA(ST,,) = V,(6T,))]
— / d*z/=g [Va(g"oT?,,) — V. (¢"6T,))] (2.17)

ifadesini elde ederiz. Birinci ve ikinci terimdeki serbest indisler degistirildiginde A\ —

o ve v — o (2.17) denklemini
/ d*r/=gg" 6 R, = / d'z\/=gV, [¢"017,, — "6 5] (2.18)

seklinde yazabiliriz. (2.18) denklemindeki parantezin icini metrigin ve varyasyonunun
kovaryant tiirevleri cinsinden yazmak miimkiindiir. Bunun i¢in Christoffel semboliiniin

tanimini kullanabiliriz.

1
FU;W = 590'0(8#91/,0 + augpu - 8pguu)- (219)

(2.19) denkleminin varyasyonu alinir, kismi tiirevler kovaryant tiirevler cinsinden ya-
zilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa, Christoffel sembollerinin varyasyonu olan te-
rimler metrigin varyasyonunun kovaryant tiirevlerini icerecek hale getirilmis olur (Ek
A):

ore,, = %g"p(vudq,,p + Vu0Gpu — V,0G). (2.20)

%



Yukaridaki ifadeyi metrigin tersiyle ¢arpip dgos = —gaugs. 09" esitligini kullanirsak,
(2.18) denklemindeki parantez i¢indeki terimler,

1
g"ore,, = §v<’g,wagw — V097, (2.21)

1
g‘“’(SF’\W\ = —gvag,wég“” (2.22)
olarak hesaplanabilir. Bu ifadeleri (2.18)) denkleminde yerine yazarsak,
/d4x\/—gg“”(5RW = /d%\/—gva [V"gﬂyég’“’ — VA(Sg’\”} (2.23)

elde edilir. (2.23)) ifadesindeki integrali iki yeni tensor tanimi yaparak hesaplamaya ca-
lisalim. V7g,,0g" = A% ve V69’ = B°. Bu durumda Ricci tensdriiniin varyasyo-

nunun integralini iki kisma ayirabiliriz:
/ d*zy/=gg" 6 R, = / d*x/—gV, A7 + / d*z/—gV,B°. (2.24)
[1k terimi kovaryant tiirevin tanimini kullanarak,
/ d*r/—gV,A = / d*z/—g(9,A7 + 17, ,A") (2.25)
seklinde yazabiliriz. Birinci integrale kismi integrasyon uygularsak
/d4x\/—_g&,A" = /d%&,(\/—_gA") — /d4a:80(\/—_g)A" (2.26)

olarak yazilabilir. (2.26) denklemindeki ilk terim, metrigin varyasyonu yiizeyde sifir

oldugu i¢in diiser. Dolayisiyla elimizde

/ d*z/—g0,A% = — / d*20,(v/—g)A” (2.27)

ifadesi kalir. Metrigin determinantinin tiirevini 9, (y/—g) = /—g['*,, seklinde yaza-

biliriz. Bu durumda ilk terim sifira esit olur:

/d4x\/—gVUAU = /d4x\/—g(FUWA“ — T, A%) (0= N o—p)
= 0. (2.28)

(2.24) denklemindeki ikinci terim de benzer seklinde hesaplanabilir:
/ d*z\/—gV,B° = 0. (2.29)
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Dolayisiyla Ricci tensoriiniin varyasyonundan hareket denklemlerine herhangi bir katki

gelmez:
/ d'z/=gg"dR,, = 0. (2.30)
Eylemin varyasyonunun ilk kismi
1 1
5Ay = 75— | A0V =5(Ru = 590 R)Ig" =0, 231)
T

bize bekledigimiz gibi Einstein alan denklemini verir:

1
G = Ry = 59w R =0, (2.32)

2.2 II Terim (R?*’nin varyasyonu)

Bu boliimde (2.T1)) denklemindeki ikinci terimin nasil hesaplanacagi gosterilecektir.

0Ag, = L5 d*z/—gR? = Ly [(6y/=g)R? + /=g2RSR]  (2.33)
167 167

2.1°de hesaplanan (2.13)) ve (2.14)) terimlerini (2.33)) denkleminde yerine yazarsak,

1
(5Ag2 = ]_6_7T d4ﬂf |:(—

1

599" ) R? + /=g2R5g" Ry + \/_—ngngW]

(2.34)
elde edilir. Daha 6nceden elde ettigimiz 6 R, ifadesini denklemde yerine yazip diizen-
lersek R? teriminin varyasyonu,

1 1
A, = Tor d4x\/—g(2RRW—§gWR2)5g‘“’

1
o / d*zv/=gRg" [VA(ST?,,) — V,(6T,)] (2.35)

seklini alir. Ik terim istedigimiz formda, ikinci terimi 6nceki boliimde yaptigimiza

benzer bir sekilde hesaplayabiliriz.

I= / d*z/=gRg" [VA(T*,,) — V,(6T*,,)] (2.36)
(2.36) denklemini Christoffel sembolleri icin buldugumuz ifadeleri kullanarak,
I= / d*z/=gRV [V ,09" — V569 ] (2.37)
seklinde yazabiliriz. Integralin icini toplam tiirev seklinde yazarsak,
I = / d*z/=gV s [R(V? 909" — V09™)] (2.38)
- / d*r/=g(VoR) (V7 9,,0g" — V3™, (2.39)
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denklemini elde ederiz. R(V?g,, 09" — Vdg**) = C° seklinde bir tanim yaparsak
bu durumda (2.38)) ifadesini su sekilde yazabiliriz:

/ d*z/—gV,C°. (2.40)

(2.40)’deki integrali V, A* = ﬁ@u(\/—gA“) [29] 6zdesligini (Ek B) ve Stokes te-

oremini kullanarak bu terimi,

/d4xaa(\/—_gCU) = /ds(,\/—ggc"’ (2.41)

olarak yazabiliriz. Metrigin varyasyonun ve tiirevlerinin yiizeyde sifir olmasini istedi-

gimiz icin (2.38) ifadesinden katki gelmez. Ikinci terim (2.39),
— /d”‘x\/—g(VUR)(V"gw,ég”” — V6g™)
= — / d*v/=g(VoR g, V709" — VRV 39™) (2.42)

seklinde yazilabilir. Integral icindeki tiirevleri toplam tiirev olarak yazip ilk terimi he-
saplarken yaptigimiza benzer islemler yaparsak V7 (VR g,,09"") ve V5(V,R5g7)
terimlerini yiizey terimleri olarak yazip onlardan kurtulabiliriz. Bu durumda elimizde

kalan ifade,
/ d*z\/=g(VV 4R g,,0g" — VaV,R3g™) (2.43)

olur. Ikinci terimdeki serbest indisleri degistirirsek A\ — u, 0 — v ve V°V, = [J

tanimin1 kullanirsak (2.39) denklemi

/d4x\/—g(DR 9u0g" —V,V,Righ") = /d4x\/—gég“”(DR 9w — V,V,R)
(2.44)
seklini alir. (2.44)) ve (2.35) denklemlerini birlestirip g/ parantezinde yazarsak

1 1
5A,, = Ton d*z/=gég"” {2R(Rw - Z—lgu,,R) +2(g,,0 — VMV,,)Rl =0
7
(2.45)
ifadesini elde ederiz. Koseli parantezin i¢inin sifir olmas1 gerektiginden, R? teriminden

hareket denklemlerine gelen katki,

1
H,, =2R(R,, — —guwR)+2(9,0-V,V,)R=0 (2.46)

4

seklindedir.
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2.3 III Terim (2, R""’niin varyasyonu)

Bu boliimde (2.T1) denklemindeki son terimden hareket denklemlerine gelen katki

hesaplanacaktir. Diger iki boliimdeki hesaba benzer sekilde asagidaki denklemde

1

0Ag = 16~ d*v(0/=g R R*" + V/—=g0 R, R" + /—gR,,0R"™)  (2.47)

(2.13) denklemini ve R* = g*“¢"? R, ifadesini kullanip (2.47)) denklemini yeniden

diizenlersek R, R*” teriminin varyasyonu,

1 1
0A,, = Ton /d4x\/—g {(—EgWRabR“b)c?gW + 0R,, R" + Ruyég“agyﬁRag

1
+16 d'v [/ =R, g"* 09"’ Rag + V=R, 9" 4" Rag) (2.48)

halini alir. Ricci tensoriiniin ve metrik tensoriin simetri 6zelliklerini kullanirsak yuka-

ridaki denklemi,

1 1
0 Az = 1o- d*zv/—g(2R,a R, — 5g,“,RabRab)(sgw (2.49)
1
+8— / d'z/—gR" SR, (2.50)
T

seklinde yazabiliriz. Ilk terim yine istedigimiz formda, (2.50) ifadesini de bir 6nceki
boliimde oldugu gibi hesaplayabiliriz:

/ d*z\/—gR" SR, = / d*zy/=gR"™ [VAOT?,, — V0T, . (2.51)
(2.20) ifadesini bu denklemde yerine yazar ve diizenlersek,

1
3 / d*z/=gR" Vg™ (V16 9up + Vil Gpu — Vo09u) — V(9" V,u095,)] (2.52)

ifadesini elde ederiz. §go5 = —Gaugs 09" ve g,,g" = 6, esitliklerini (2.52)) denkle-

minde yerine yazarsak denklemimiz su hale gelir:

1
/ d'v/—gR" SR, = — 3 / d*r/—gR" VAV ,Gva0 309" (2.53)

1

— 5/d4:v\/—gR"”VAV,,gub(52(Sg“b (2.54)

2

1
+ = / d*z/—gR" YV ,V ,02a0%09".  (2.56)

1
+ —/d4x\/—gR“”VAV’\guag,,bdgab (2.55)

2
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Simdi R = g"*¢"P R, ifadesini kullamip herbir terimi tek tek hesaplamaya caliga-

lim. TIk terim (2.53)),
1 1
-3 / d*z/—gR" V)V ,0,.0369" = 5 / d*2/=9Rsr 0" 9" VAV . 90ad g™
1
= —5/d4a:\/—gRgTV)\Vug“"(5259“)‘

1
- - / A2/ R VsV 10" 007 (2.57)

olarak yazildiktan sonra integral icindeki tiirevleri sirayla toplam tiirev olarak yazarsak,

—% / d*z\/=gV\(Ryr V19" 5g™) + % / d*z/—g(VARy,)(V,.g"769™) (2.58)
elde ederiz. Burada ilk terimi hesaplamak i¢in R,V ,¢"?6g™* = D* seklinde bir ten-
sOr tanimlayalim. (2.2) bolimiindeki gibi integral i¢indeki ifadeyi yiizey terimi olarak
yazabiliriz. Bu durumda metrigin varyasyonunun ve tiirevlerinin yiizeyde sifir oldugu

bilgisini kullanirsak,

/ dx/—gV, D = / d*zO\(v/—gD?*) = / ds\v/—gsD* =0 (2.59)

elde ederiz. (2.58)’nin ikinci teriminde de tiirevleri toplam tiirev olarak yazarsak,

1 1

5 / d*2y/=gV . (VaRyrg"70g™) — 3 / d*z\/=g(V,VrRsrg")g™  (2.60)
elde ederiz. Buradaki ilk terim i¢in V\R,,g"°6g™ = E* seklinde bir tamm yapar-
sak, onuda yiizey terimi olarak yazip sifira gonderebiliriz. Boylece (2.53) i¢in elimizde

kalan ifade,

1
-5 / d*z/=g(V,VAR)6g™ (2.61)

olur. (2.54)) ve (2.55)) numarali terimler i¢in de benzer iglem ve tanimlamalar1 yaparsak

elde edecegimiz sonug, sirasiyla,
1
-5 / d*o/—g(V,V\R")5g™* (2.62)

veE

1
3 / d*x/—g(VAV*R,.)0g°" (2.63)

seklindedir. Benzer islemlerle (2.56)) terimini de hesaplayabiliriz:
%/ d*vv/=gRerg" 9" "V, ¥V 1grab g™
- % / d'5v/=gV 1 (Rerg" 9"V 192a09™)
_% / d'e7/=9(V Ror ) (9" 9"V ugra09™). (2.64)
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Burada ilk terimdeki toplam tiirevli ifadeyi Ry,¢"?¢""V ,9xa09** = E" seklinde bir
tensor tanimlayip, integrali yiizey iizerinden alinan bir integrale doniistiirebiliriz. Bu

durumda ilk terim sifir olur ve ifadesi

1
- §/d4x\/_gv,u,(vuRaTguggyTgAaégak)
1
+ §/d43§'v _g(vuvuRJT)guaguTgAa5gaA (265)

halini alir. Bu ifadedeki birinci integrali V, R, g"° ¢"7 gro0g** = F'* sekinde bir tensor
tanimlay1p, yiizey terimi haline getirip sifira gonderebiliriz. Ikinci integrali ise metrik
tensoriiniin ve Ricci tensoriiniin simetri 6zelliklerinden dolayz,

1

1
3 / d'5v/=g(V Vo Rsr) 9" g gradg™ = 1

/ d*z/—g(ORgra)0g™  (2.66)

olarak yazabiliriz. Buldugumuz tiim ifadeleri (2.50) integralinde yerine yazip gerekli

indis diizenlemelerini yaparsak,

1 1
3 / d*z/—g {DRW + 59w 0R Vi\V,.R, — VAV,,RAM} 5g (2.67)

ifadesini elde ederiz. Bu ifadeyi 9. A,, de yerine yazar ve diizenlersek,

1
2K

1
2R AR — 5Lq,w}zaﬁﬁ'aﬁ] 5g" (2.68)

1
5A, = / Aay/=g DBy + 500 R) — VAV, = VAV, R,

sonucunu buluruz. §.4,, = 0 olmasi gerektiginden R, R*” teriminin varyasyonundan

hareket denklemlerine gelen katki,

1 1
Ky =O(Ru + =guwR) — VAVLR), = ViV, R, + 2R \R’, — QgM,,RagRaﬁ =0

2
(2.69)
seklindedir. Dolayistyla (2.9)’deki eylemin varyasyonundan elde ettigimiz toplam hare-
ket denklemimiz,

G + aH,y, + BK,, = 87T, (2.70)

olarak yazilabilir. Sonraki boliimlerde o ve 3’nin genel ve 6zel degerleri icin bazi

karadelik ¢oziimleri incelenecektir.
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3 BIRINCI YASA VE WALD FORMALIZMI

3.1 Karadelik Mekanigi Yasalari

Karadelik, etrafindaki yiiksek gravitasyonel alandan dolay1 olay ufkunu gecen hicbir
seyin ondan kacamadig1 bir uzay-zaman bolgesidir. 11k olarak, bosluk durumundaki
Einstein alan denklemlerinin kiiresel simetrik metrik ¢oziimiinde Schwarzschild tara-
findan bulunmuslardir (1916). Karadeliklerin en énemli 6zelliklerinden biri mekanik
yasalariyla termodinamik yasalar1 arasindaki matematiksel benzerliktir. Kerr karade-

ligi i¢in kiitle, acisal momentum ve olay ufkunun alanmi arasindaki iligki,
SM = 254 + Qo G.1)
8w

seklinde hesaplanabilir (k ylizey gravite terimi olarak adlandirilir.) [[7]. Bu ifadeye ba-

kildiginda termodinamigin birinci yasastyla bir analoji kurulabilir:
dE =TdS — PdV. (3.2)

Bu iki ifadeyi birbiriyle kiyaslarsak sicaklik ve entropinin, karadeligin alam ve yiizey
gravite terimiyle iligkili oldugu soylenebilir. Bu analojinin kesfedilmesinden sonra Be-
kenstein karadeliklerin gercek anlamda bir entropisi olmasi gerektigini 6ne siirmiigtiir.
Aksi halde termodinamigin ikinci yasasi ¢cok rahat bir sekilde ihlal edilebilir. Ciinkii
karadelik i¢ine atilan bir cisim klasik olarak uzay-zaman tekilli§inde kaybolacaktir.
Dolayisiyla bu evrenin entropisinin azalmasina neden olur. Buradan yola ¢ikan Be-
kenstein karadeliklerin yiizey alanlariyla orantili bir entropisi olmas1 gerektigini soy-
lemigtir [[30,31]. Ancak klasik fizik acisindan karadelikler mutlak sifir sicakliga sahip
nesneler olduklarindan bu iliskinin fiziksel anlam1 olmadig1 diistiniilmiistiir. Ancak bu
durum kuantum etkiler hesaba katildiginda degismistir. 1974 yilinda Hawking olay
ufku yakininda bogluktan yaratilan parcacik anti-parcacik ciftlerinin, karadeliklerin
termal olarak radyasyon yaymasina neden olacagini kesfetmistir. Bu kesfin ardindan

karadelikler icin makroskopik entropi ifadesi kabul gérmeye baslamistir.
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Sicakligin yiizey gravite ile iligkisi (7" = ;%) bilindikten sonra karadeligin alaniyla

entropi arasindaki iligki yazilabilir:

S =

A
T (3.3)

Benzer iligkiler diger termodinamik yasalari i¢cin de kurulmustur [32].

0. yasa: Yiizey gravite terimi ~, statik, dinamik olmayan karadelikler i¢in olay ufku
lizerinde sabittir.

2. yasa: Olay ufkunun alan1 zamanla azalmaz d A > 0.

3. yasa: Higbir sekilde karadeligin yiizey gravite terimi sifir yapilamaz.

Karadeliklerin entropisinin olmasi ve diger karadelik yasalarinin kesfinden sonra Be-
kenstein termodinamigin ikinci yasasinin genellestirilmesi gerektigini soylemistir. Bir
cisim karadelige diistiigiinde klasik olarak evrenin entropisi azalir. Dolayisiyla bu ce-
ligkiyi ortadan kaldirmak i¢in genellestirilmis ikinci yasay1 ortaya atmigstir. S evrenin
entropisi ve Sy, karadelik entropisi olmak iizere toplam entropi, S = S+ .Sy, zamanla
asla azalmaz.

5(8") >0 (3.4)

Karadelikler yiiksek gravitasyon alanina sahip nesneler olduklarindan mikroskopik 61-
cekte incelenmesi hem kuantum mekanigini hem de genel goreliligi gerektirir. Kara-
delikler i¢in mikroskopik Ol¢ekte yapilan entropi hesabi klasik limitte makroskopik
sonuglarla uyusmalidir. Dolayisiyla makroskopik entropi ifadesinin kesin olarak bilin-

mesi, gravitasyonun kuantum kuraminin gelistirilmesinde 6nemli rol oynayabilir [33].

3.2 Wald Formalizmi

Yukaridaki ifadeler elde edilirken Einstein alan denklemleri kullanilmigtir. Dolayisiyla
bagka kuramlarda hesap yapabilmek icin karadelik termodinamiginin daha genel bir

formulasyonuna ihtiya¢ vardir.

Robert M. Wald diffeomorfizmalar altinda degismez bir Lagrangian’den baglayarak,
bu Lagrangian’in Killing vektorii yoniindeki simetrileri iizerinden buldugu Noether
yiikiiniin entropiyle orantili oldugunu bulmustur [10].

Bu boliimde Wald’un karadelik entropisinin hesab1 i¢in gelistirdigi formalizm anla-
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tilacaktir. Konu anlatilirken [34], [35]] makalelerindeki matematiksel yap1 takip edi-
lecektir. Oncelikle diffeomorfizmalar altinda degismez olma sartin1 agiklamaya cali-
salim. f : M — M bir diffeomorfizmadir eger f gonderimi (map) birebir, orten ve
tersi, f~1, tammliysa. Eger boyle bir gonderim tamimlanabiliyorsa M = M (g,,,, ) ve
M = M(f*gu, f*) ayn fiziksel durumu temsil eder. Burada g, metrigi, 1> madde
alaninm temsil etmektedir. Bu durumda elimizde olan obje diffeomorfizmalar altinda
degismezdir. Diffeomorfizmalar altinda degismez olmay1 bir nevi koordinat doniistimii
olarak diisiinebiliriz. Metrigi, madde alanin1 ve diger alanlari (g, ¥, ...) = ¢ ile gos-

terirsek, Lagrangian’in diffeomorfizmalar altinda degismez olma sartini

L[f*(¢)] = fL[¢] (3.5)

olarak yazabiliriz. Bu ifade bize sunu soyler, 6nce L’yi hesaplayip geri cekmek (pull

back) ile ¢’yi geri ¢ekip L’yi hesaplamak ayn1 seydir.

Genel gorelilikte metrik (¢g) ve madde alanmi (¢)) kovaryant tiirevle birbirleriyle iligki-
lidir. Bu yiizden iki alan da dinamik olarak diisiiniilmelidir. Elimizde skaler bir Lag-
range yogunlugu olsun ve bunun toplam varyasyonunu inceleyelim. Lagrange yogun-

lugunun metrige, madde alanina ve tiirevlerine bagli oldugunu dij§ijnelinﬂ:

= L(g,v, V). (3.6)

Genel gorelilik cercevesinden baktigimiz icin toplam varyasyon metrige, madde ala-
nina ve Christoffel semboliine baghdir. Ayrica varyasyon agisindan alanlar birbirinden
bagimsizdir (0 = 64 + 0y). ifadesinin toplam varyasyonu

oL oL

oL = —59 @éw Maw
- %599 v gi Sutb + gy (VB = 08,1
— (50— il + (S0t + Vo]
_ 2_5599 + [gi vaifw]aw + Wa(r)ép%w 37)
olarak bulunur. Bu sonu¢ daha kisa sekilde
0L = Eyoy9 + Eyopp +V - © (3.8)

"Yazim kolaylig1 agisindan indisler yazilmanustr.
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olarak yazilabilir. Bu ifadeyi daha kapali formda yazmak icin ¢ = (g, 1) diyelim. Bu

durumda Lagrange yogunlugunun varyasyonu
0L = E,09" +V,0" (3.9

olur. I/, terimi alanlar i¢in Euler-Lagrange hareket denklemlerini verir. V,0" yiizey

terimidir. Her iki tarafin integralini alirsak, elimizde

/ E,0¢" = / 5L (3.10)
M M

ifadesi olur. Integral alirken 6¢”|y, = 0 sartim koyduk, dolaysiyla V,,0# = 0 olur.
Bu durumda elimizde korunumlu bir akim vardir. Amacimiz bu akimi karadelik ufku
tizerinde tamimli Noether akimiyla iliskilendirmekir.

Karadelik mekaniginin birinci yasasinin elde edilmesinde kullanilan bir diger temel
ifade simplektik akim yogunlugudur. Bunu tanimlamak i¢in Lagrange yogunlugunun

iki farkli varyasyonunu diisiinelim 9, ve d,. Lagrangian’in ikinci varyasyonunu
5152£ - 51Ea52¢a + Ea5152¢a + Vﬂ(sl@’; (311)

olarak yazabiliriz. Ayni islemi d201 L igin de yapip farklarini alirsak simplektik akim
yogunlugunu

Q'u(gﬁ, (51, (52) = (51@5 - (SQGT (312)

olarak tanimlariz.

Simdi herseyi formlarla yazmaya calisalim. n boyutlu bir manifold iizerinde, diffe-
omorfizmalar altinda degismez n-form bir Lagrangian, L. € A"(M), diistinelim. Lag-
rangian n-form uzayin her noktasinda, metrige, Riemann tensoriine, madde alanina ve

diger alanlara bagh olabilir. Bu durumda

L =L(gu, Ruwap: ¥...) (3.13)

yazabiliriz. Kolaylik agisindan yine ¢ = (g, Ryvas, ¥-..) diyelim. (3.13) denkleminin

birinci mertebeden varyasyonu
0L =Ejp + dO (3.14)

seklinde yazilir [10]. E = 0 bize hareket denklemlerini verir. (Ed¢ = (E,)"0g,, +
Eyé+..). 0 € A" Y(M), (n — 1)-form, alanlara, ¢, ve alanlarin varyasyonuna, ¢,
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baghidir. ©’y1 kullanarak, yukarida yazdigimiz gibi, (n — 1)-form simplektik akim €2

tanimlayabiliriz [34]:

Q(p, 010, 020) = 61[O(9, 020)] — 62[O(, 019)]. (3.15)

©® ve (2 secilen Lagrangian’a baglh biiyiikliiklerdir.
M iizerinde taniml bir vektor alani diisiinelim, £*. Bu vektor alan1 yoniinde alinan
Lie tiirevi, Lagrangian’in bagl oldugu alanlarin varyasyonuna esittir (0¢ = L¢) [28].

Bunu kullanarak diffeomorfizmalar altinda degismez olma sartindan
5L = £L (3.16)
yazilabilir [36]. Lie tiirevinin tanim1 kullanarak (Ek C), @ ifadesini,
LL = ¢-dL+d(-L)
= d(¢-L) (3.17)

olarak yazabiliriz. Birinci satirdaki dL ifadesi sifirdir, ¢linkii 7 boyutlu bir manifold
tizerinde (n + 1) boyutlu form tanimlayamay1z. bize sunu soyler: Lagrangian’in
ilgili vektor alan1 yoniindeki de8isimini toplam tiirev olarak yazabiliriz. Bu durumda
herbir vektor alanina, £¢, karsilik gelen (n — 1)-form Noether akimi, J, tanimlamak
miimkiindiir:

J=0(¢,Le¢) — ¢ L. (3.18)

Noether akiminin dis tiirevini aldigimizda

dJ = dO(p,Le¢) —d(€-L)
— L - Eé¢ — oL
= —Ei¢ (3.19)

buluruz. Hareket denklemleri saglandigindan (E = 0), dJ = 0 diyebiliriz [37]]. Bu

durumda formlarin dzelligini kullanarak (d2A = 0)
J=dQ (3.20)

seklinde, £* vektor alanlarina kargilik bir (n — 2)-form Noether yiikii bulabiliriz [38].
(3.18) denklemine geri donelim. Bu ifadenin keyfi varyasyonunu alirsak (66¢ = 0),

53 = 5[O(¢, Led)] — € - 5L (3.21)
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elde ederiz. (3.14) ifadesini kullanarak yukaridaki denklemi
53 = 5[©(6, Leo)] - € - Es — & - dO© (322)

olarak yazabiliriz. Lie tiirevinin tanimin1 ve ayn1 zamanda hareket denklemlerinin sag-

landigini diisiiniirsek (3.22)) denklemi

0J = 0[O(¢, Leg)] — Le[O(¢, 09)] +d(¢ - ©) (3.23)

seklini alir. (3.23) denklemindeki ilk iki terim ve (3.15)’deki simplektik akim tanimi

kullanilarak
0[O(¢, Leg)] — Le[O(9,09)] = Q(p, 09, Leo) (3.24)

yazilabilir. Boylelikle (3.23)) denklemi

(6,60, Led) = 63 — d(& - ©) (3.25)

halini alir. Simplektik formlar klasik mekanikte Hamiltonian’le iliskili biiyiikliiklerdir.
Elimizde diffeomorfizmalar altinda degismez bir kuram varsa, bu kuramin £ vektor
alani iizerinde sahip oldugu simetrileri kullanarak simplektik akim yogunlugu ve bu

akim yogunlugu iizerinden bir Hamiltonian tanimlanabilir [39]:
0H = / ®,00, L) (3.26)
Eger (3.23) denklemini bir Cauchy yiizeyi (C), lizerinden integre edersek elimizde

6H:5/CJ—/Cd(§-®) (3.27)

ifadesi olur. Hareket denklemlerinin saglandig1 durum i¢in (E = 0) Noether akimim
J = dQ seklinde yazabiliyorduk. Bu ifadeyi yukaridaki denklemde yerine yazarsak ve

Stokes teoremini kullanirsak Hamiltonian’in ylizey terimi olarak yazilabildigini gore-

SH = /dQ/§®

= / (6Q —¢-O). (3.28)

biliriz:

Bu Hamiltonian sayesinde birinci yasada goriilen fiziksel biiyiikliikleri elde edebiliriz.
Hamiltonian’in zaman yoniindeki, ¢, 6teleme simetrisini enerjiyle £, donme yoniin-
deki, o, simetrisini agisal momentumla 7 iligkilendirebiliriz. Bu biiyiikliikleri elde et-

mek i¢in 0Hyi sonsuzdaki Cauchy yiizeyinin (n — 2) boyutlu yiizeyi iizerinden integre
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etmeliyiz. Bunu yapmamizin nedeni, genel gorelilikte tanimli kanonik enerji ve kano-
nik agisal momentum ifadelerinin asimptotik olarak sonsuzda tanimli olmasidir [40].

Dolayisiyla enerji ve acisal momentumun varyasyonlarini

5€ = / (6Q(t) —t- ), (3.29)

N / Q%) (3.30)

olarak yazabiliriz [41]. 67 ifadesindeki eksi isareti metrigin se¢iminden dolay1 gel-
mektedir. Ayrica donme vektorii o™ bu hiper yiizeye dik olarak alindigindan foo -0 =
0 olur. Bu yiizden (3.30) denkleminde ¢’li terim yoktur.

Simdi 6zel olarak Killing ufkuna, H, sahip duragan bir karadelik ¢6ziimii diisiinelim.

Boyle bir karadelik icin Killing vektoriinii
g =1+ Quet (3.31)

olarak yazabiliriz. t* zaman yOniindeki, " ise donme yoniindeki Killing vektorlerdir.
Qy ise olay ufkunun acisal hizidir. Eger £ Killing vektor alaniysa, dinamik alanlarin

bu dogrultudaki Lie tiirevi sifirdir £¢¢ = 0. Bunu kullanarak olay ufku iizerinde
00(¢,0¢, Ledp) = LO =0 (3.32)
diyebiliriz [42]. Yukaridaki ifadeyi (3.23]) denkleminde yerine koyarsak,

53 = 8(dQ) = d(5Q)
— d(¢-O) (3.33)

bulunur. (3.33) denklemini i¢ sinirt  olan asimptotik sonsuzda tanimli bir C' hiperyiize-

yi lizerinden integre edersek,
[ace = [ co
c ac
= /5.@_/5.@
0o H
_ / c.0 (3.34)

elde ederiz. Integral ifadenin ikinci satirindaki £ - © terimi Killing vektorii H iizerinde

sifir oldugu i¢in diiser. (3.29), (3.30) denklemlerini birlestirir ve elimizdeki Killing
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vektorii igin Noether yiikiiniin 6Q (&) = dQ(t) + QudQ(p) seklinde yazilabildigini

kullanirsak 6Q ’nun H iizerinden integralini

5 / Q=08 —QudT (3.35)
H

olarak yazabiliriz. Bu ifade tam olarak karadelik mekaniginin birinci yasasinin karsiligi-

dir. Genel goreliligin Hamilton formalizmi kullanilarak elde edilen birinci yasa ifadesi

5E — Qo T = 64 (3.36)
8

seklindedir [43]. Bu iki ifadeyi birbiriyle kiyaslarsak ve Hawking sicakhigmin 7" = =
oldugunu hatirlarsak, entropi ifadesinin karadelik ufku {izerinde hesaplanan Noether

yiikiiyle orantili oldugunu gérebiliriz:

21
g == _ .
/HQ(f) (3.37)

K

Integral ifadesinin basindaki ~ teriminden kurtulmak miimkiindiir. Noether yiikii Q
Killing vektoriine ve tiirevlerine baghdir. H iizerinde { = 0 ve tiirevleri V,§, = ke,
olarak yazilabilir. Statik karadelikler icin yiizey gravite terimi, x, sabit oldugundan

Killing vektoriinii normalize edebiliriz (¢ — ,;? ). Bu durumda Noether yiikii
5Q = k6Q (3.38)
olarak yazilabilir. Bu ifadeyi kullanirsak entropi,

S —or / Q (3.39)
H

olarak elde edilir. Goriildiigii gibi klasik karadelik entropisi tamamiyle geometrik bir

ifadedir. Q’nun formu kuramdan kurama degismektedir.

Ornek olarak Einstein-Hilbert eylemi i¢in Q’nun formuna bakalim. Eylem

1

1
—_— —— 4 — —_— ———
A= 16 /d rv—gR = 16 Re (3.40)

seklindedir. Lagrangian 4-form ise L = 16%reR olarak yazilabilir. 1| ifadesini kul-

lanirsak bu 4-formun varyasyonu

1 1
— _— ¢(—RM 4 Zgtv
oL 1671'6( R +29 R)0g,, + d© (3.41)
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olur. Ilk terim goriildiigii gibi Einstein alan denklemlerini verir. ©, bir 6nceki boliimde

hesapladigimiz yiizey terimidir. Tensor notasyonunda

0% = /—g(g"or°,, — g“aarkm) (3.42)

olarak yazildigim gostermigtik. 0I'*, tanimim kullanarak ©*’y1,

O = \/—gg“”gaﬁ(v,,éggu — V56g,.) (3.43)

olarak yazabiliriz. Simdi bu ifadeyi form dilinde yazarak devam edelim. Simplektik
potansiyel O,
1

@Up(5 = ﬁeaapzsguygaﬁ(vuégﬁu - v55gw/) (344)

seklindedir. (3.18) ifadesini kullanarak Noether akimini yazabiliriz:

Jap6 = @apé_gaLaap(S

1
= g Caors (9" 9°° (V0 g5, — V6g,m) — E*R]. (3.45)

Bu ifadenin son terimini, £* R, Einstein tensoriinii kullanarak daha kullanigh bir formda

yazabiliriz:
1
Gua = Rua - §R9uo¢7
1
gaGua = gaR/wz - §§aRguoc- (346)
Yukaridaki ifadeyi soldan g ile carpip indisleri diizenlersek,
§*R = 2(RpE" — GRe”) (3.47)

ifadesini elde ederiz. Bu esitligi (3.45) denkleminde yerine yazarsak ve metrigin varyas-
yonuyla Killing vektorleri arasindaki iliskiyi (dg,,, = V& + V,€,) kullanirsak, No-
ether akimi ifadesi

1
Jops = 167 Caor [guvgaﬁvy(vﬂ@ + Vius) — gwgaﬁvﬁ(vufu +V.,.&,)

—2RE" + QGgﬁ”}
1 | Hal®% (0% 14
= g, Caond 2V,(V€Y) = g°P (VY8 + V5V ,E")
—2RE" + 2GHET) (3.48)
olur. Killing vektoriiniin Riemann tensoriiyle olan (V,V,£* = RS, " X3 A [44)]) iligkisini
kullanirsak bu ifadeyi

1
Jops = g—Canps [V, (VFeh) + Gagr] (3.49)
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olarak yazabiliriz. Hareket denklemlerinin saglandig1 durumda G, = 0 olacagindan

Noether akim,

1 Vo
Jops = 5—CaopsVy V"€ (3.50)
ve Noether yiikii,
1
Qap = _ﬁeap(mv(sfﬂ (351)

olarak elde edilir [45]].
Wald’un karadelik entropisini Noether yiikiiyle iliskilendirmesinden sonra Jacobson,

Kong ve Myers diffeomorfizmler altinda invaryant genel bir Lagrangian
L = L(guw, ¥, V..., Ryvag, VaRuvag--.) (3.52)
ele alarak entropinin
S =—2r / (Yred — v\ Z25m e e eV hd?Q) (3.53)
H

seklinde hesaplanabilecegini gostermistir [13,14], [46,47]]. H olay ufku tizerindeki bir

kesit, v/h yiizey metriginin determinant, anti-simetrik €, tensorl, ylizeyin bi-normal

tensoriidiir ve kendisiyle ¢arpimi €, ¢/ = —2 seklindedir.
L L
yued =0 o gwes = __OL (3.54)
aRm,ag av)\Ryyaﬂ

Bu tezde karadelik c¢oziimlerinin entropi hesab:r yapilirken bazen Wald’ un, bazen de
Jacobson, Kong ve Myers’in entropi tanimi iizerinden hesaplama yapilacaktir. Bunun

nedeni iki yontemin de ayni sonucu verdigini gostermektir.
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4 KURESEL SIMETRIK COZUMLER VE ENTROPI

Bu boliimde kiiresel simetrik metrik i¢in bogluk durumunda kuadratik genelgekim
kuraminin ¢6ziimlerine ve entropi hesaplarina bakacagiz. « ve 5 nin bazi 6zel limit
durumlarini inceleyecegiz. Kuadratik genel¢cekim kurami metrik fonksiyonunun dor-
diincii mertebeden tiirevlerini igerir ve bu lineer olmayan denklemleri analitik yontem-
lerle ¢6zmek pek kolay degildir. Denklemlerin ¢6ziimiinde dogrudan ¢oziime gitmek
yerine metrik fonksiyonunun genel bir halini diisiiniip denklemleri saglayip saglama-
digin1 inceleyecegiz. Daha sonra Wald’un entropi formiiliinii kullanarak her bir ¢oziim

icin entropi ifadesinin nasil oldugunu hesaplayacagiz.

4.1 Genel Gorelilik Kurami

« ve [3’nin sifira esit oldugu durumda elimizde olan eylem Einstein-Hilbert eylemidir:

167

Bu durumda hareket denklemlerimiz

A= 1L /d4x\/—_g(R + L) 4.1)

1
39w = 87T 4.2)

R;w -
seklindedir. Bu denklemlerin ilk ¢6ziimii statik ve kiiresel simetrik durum i¢in Schwarz-
schild tarafindan yapilmstir [48]]. Schwarzschild ¢oziimii kendi iistiine ¢oken bir y1ldiz-
i dig ¢coziimiidiir. Bu ¢oziimii elde etmek icin metrik fonksiyonlarinin ayni oldugu
kiiresel simetrik metrigi diisiinelim:

1

ds* = g datds” = —A(r)dt* + A0

dr® + r?dQ?, (4.3)

d¥? = db? + sin0de?, (4.4)

G = diag[—A(r), A_I(T)7 r2, T25in20],

g = diag[-A"(r), A(r),r %, r 2sin20)]. 4.5)
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Bosluk durumunda enerji-momentum tensorii sifir oldugudan elimizde Einstein vakum
denklemleri vardir R, = 0. Bu denklemleri ¢c6zmek i¢gin Ricci tensoriiniin bilesenle-

rini hesaplamaliy1z. Christoffel sembolleri cinsinden Ricci tensoriiniin ifadesi
Ry, =0\, — 0,1\ + T 17, —T* T, (4.6)

seklindedir. Ricci tensoriinii hesaplamak icin Oncelikle Christoffel sembollerini hesap-
lamaliy1z. (4.3)) metrigi i¢in sifir olamayan Christoffel sembolleri (t = 0,7 = 1,0 =
2, ¢ =3)
LA (r) 1
= EW’ [0 = 514(7")14/(7") , Thi=—3
1
DYy = —A(r)r, F133 = —A(r)rsin®f, T%,= ol

0
FOl

1
%, = —sinfcost, TP,==, T% =coth, 4.7)
r

olarak bulunur. (4.7) ifadelerini kullanarak Ricci tensoriiniin sifir olmayan bilesenlerini

hesaplayabiliriz:
AW [ 2
R = S [A0)+240)],
1 4 2 /
Rll = _QA(T) |:A (T) + ;A (T)i|7
Ry = —A(r)r—A(r) + 1,
Rss = —A'(r)rsin®0 — A(r)sin®*0 + sin®0. (4.8)

R, = 0 oldugundan Ry, = 0 ifadesini kullanarak metrik fonksiyonunun ¢oziimiinii
bulabiliriz. Denklemi radyal koordinata gore integre edersek,
A(r)yr+A(r) = 1
O (rA(r)) = 1

C
Alr)y=1+4 — 4.9)
r
C integral sabitidir, kuramin Newtonyen limitinin dogru olmas1 i¢cin C' = —2M olarak

alinmalidir [49]. Bu durumda metrik ¢oziimiimiiz

ds? — —(1 — g)w + (1 — %) T 4 r2d0? (4.10)

olarak elde edilir. Metrik ifadesi incelendiginde r=2M’de ve r=0’da metrik fonksi-

yonlarinin sonsuz veya sifir verdigi goriiliir. Bu noktalar metrigin tekil noktalaridir.
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r=0 gercek tekillik, r=2M ise bir koordinat tekilligidir [50]. Koordinat tekilliginden
belli koordinat doniisiimleri yaparak kurtulmak miimkiindiir [51]. r=2M Schwarzsc-
hild metriginin olay ufku olarak adlandirilir ve hi¢cbir parcacik bu noktaya geldikten

sonra karadeligin ¢cekim alanindan kurtulamaz.

Schwarzschild karadeliginin entropisini, Wald un entropi formiiliinii kullanarak hesap-

layabiliriz [9,52]]. Bilinen bir Lagrangian i¢in entropi ifadesi,

S = —27r/ (SRLEWEW\/ECFQ (4.11)
H puraf

seklindedir. Einstein-Hilbert eylemi icin Lagrangian ve Lagrange yogunlugu,

1 1

R=—Ruasg" 9"’ (4.12)

1
L = — = — [ e
VgL = e fiv=g. L= g = 1

olarak verilir. Lagrange yogunlugunun Riemann tensoriine gore varyasyonunu

oL oC v oL )+
0Ruwas ~ ORwas " OVeRuas'
oL
+  (—=1)"Vg..Ve, ( ) (4.13)

8V(£1 "'vfn)RIJ«Vaﬁ

seklinde yazabiliriz. Lagrange yogunlugu sadece Riemann tensoriine bagl oldugundan
ilk terim disindakiler sifirdir. Bu durumda Lagrange yogunlugunun Riemann tensoriine
gore tiirevi

oL 1

_ por B vo B 4.14
s 3%(9 g7 —g"g"") (4.14)

olur. Yiizeyin bi-normal tensorii €, = £~V &, ifadesiyle hesaplanir. Burada r yiizey

gravite terimi, §,, Killing vektoriidiir. x ifadesini
2 1 wev
K= =5 (VHEV,E) (4.15)

esitligini kullanarak hesaplayabiliriz [10]. Schwarzschild ¢6ziimii i¢in Killing vektorii
¢ =6y = (1,0,0,0) seklindedir, kovaryant ifadesi ise §, = ( — (1 — 2£),0,0,0)

olarak yazilabilir. Bu durumda yiizey gravite terimini hesaplarsak,

o (T TV
-7 %[(9008051 + T8N (Boér — T0160)
+ (g0 + T (@16 — TH6n)] (4.16)
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9 1

= — = — 4.17
Tt T T A @17
olarak bulunur. Sifir olmayan bi-normal tensor bilesenleri ise
€1 =—€10 = Kk (V&)
= 4AM(0p€, — I 01€y)
€1 — 1 €10 — —1 (418)

oldugu goriiliir. Buldugumuz ifadeleri (4.11)) ifadesinde yerine yazarsak,
1
S = —27r/ 37(51““9”5 - g”ag“’B)eWeag\/EfQ
H m
1
_ L / (0™ g AV R0
16 /4

1 Ap
= - hd*Q = —=
4/Hf 4

olarak bulunur [53,54]]. Wald’un entropi formiilasyonu Schwarzschild karadeligi icin

yapilan diger entropi hesaplariyla birebir ayni sonucu vermektedir [S5].
4.2 R? Genelcekim Kuram

R? ¢dziimii i¢in 8 min sifir oldugu ve o — oo’a gittigi limit durumunu inceleyecegiz.

Bu durumda elimizde olan eylem,

A= /d4x\/—_g(R2 + L) (4.19)

seklini alir [56]]. Bu durum i¢in hareket denklemlerini (2.) boliimde elde etmistik. Ha-

reket denklemlerimiz;

1
H,y = 2R(Ryy — ~guR) + 2(9,00 — V.V, R = 87T, (4.20)

4

H,,, tensoriiniin bir dzelligi kovaryant tiirevinin sifir olmasidir (V#H,,, = 0) (Ek B).

Ayn1 zamanda enerji-momentum tensoriiniin de kovaryant tiirevi sifirdir:
VT, = 0. 4.21)

Dolayisiyla elimizde kovaryant olarak sabit bir denklem takimi var, tipki Einstein alan
denklemlerinde oldugu gibi. Amacimiz bogluk durumu i¢in H,,, denkleminin ¢6ziim-

lerini incelemek.

1
R(R,, — ZQWR) +(9.,0-V,V,)R=0 (4.22)

denkleminin IR ve R, niin degerlerine bagh olarak iki tip ¢6ziimii vardir:
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e Skaler egriligin sifir oldugu durum R = 0, R, # 0,
e Skaler egriligin sifir olmadig1 durum R, = 3Ag,., R = 12A.

Burada A sabit degerde olup kozmolojik sabit gibi diisiiniilebilir. A = 0 limit duru-
munda elimizde klasik Schwarzschild ¢6ziimii vardir.

Coziime gegmeden Once hareket denklemindeki tensor ifadelerini (4.3)’nolu metrik
icin hesaplayalim.

Egrilik skaleri R:

R = ¢"R, = gOOROO + QHRH + 922R22 + 933R33

= —A"(r) - %A/(T) — E(A(r) —1). (4.23)

TQ
d’ Alembert operatoriinii egrilik skaleri (R) iistiine uygularsak:
OR = ¢"™0,0,R— g"T’,0\R

= ¢"R — g"ThhR + g 010 R — g" T 0\R

+9%0,0,R — gPT7%5,0\R + g 0505 R — g T30\ R

2A
OR = A(r)R"+ (A'(r) + #)R'. (4.24)
Skaler egriligin iki defa kovaryant tiirevi:
VuVuR = 8,0,R—T17,0\R. (4.25)

“00 bileseni:

VoVoR = 0y00R—T7,0\R
_ —%A(T)A'(T)R'. (4.26)

“11” bilegeni:

ViViR = 0,0,R—-TA\0\R

o 1A0)

2 A(r) R. (4.27)

“22” bilegeni:

VoVaeR = 0,0,R —TA,0\R
= A(r)rR. (4.28)
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“33” bileseni:

V3VsR = 0303R —T,0\R
= A(r)rsin*0R. (4.29)

Buldugumuz ifadeleri (4.22) denkleminde yerine yazarsak (A(r) = A),
alan denklemlerinin H bileseni:

1
R(Roo — ZQOOR) + (good — VoVo)R =0

. A2 R? A1
A[R +(ﬁ+;)R} +Z+R[7+T—2(A—1)] =0 (4.30)

alan denklemlerinin H; bileseni:

1
R(Ry; — ZgllR) + (g0 —-V1V)R=0
A 24 R? A

/ 1 —
; +T)R +Z+R[7+ﬁ(A—1)} =0 (4.31)

(

alan denklemlerinin Hyo(=H33) bileseni:

1
R(Rys — 4—1922R) + (g2 — Vo V)R =0

A1 R? A1
A[R”+(Z+;)R’} —Z—R[7+ﬁ(A—1)} =0 (4.32)

seklinde elde edilir. Yukaridaki denklemler dordiincii mertebeden tiirevler iceren ifade-

lerdir. Dordiincii mertebe tiirevlerle ugragsmak yerine

RQ Al 1 A/ A/ ,

denklemine bakabiliriz. Bu ifade A(r) nin ii¢iincii mertebeden tiirevlerini icerir. Ayrica

H{; = 0 ifadesini kullanarak,

= 2R[i Iy 1)] = —2A(;1—A + %)R’ (4.34)

yazabiliriz. Bu durumda elimizde basit bir ifade kalir:
R'(rA"+2A) =0. (4.35)
Bu denklemin ¢oziimlerini 2’ = 0 ve (r A’ + 2A) = 0 olarak ayirabiliriz. Ikinci durum

i¢in ¢oziim A(r) = ¢ seklinde yazilabilir. Bu ¢6ziim bir karadelik ¢oziimii vermedigi
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icin bunu dikkate almayacagiz.
Birinci durum i¢in
Alr) =1+ %a - T—12b + er? (4.36)
seklinde bir ¢oziim Onerisinde bulunalim ve denklemlerin saglanip saglanmadigini in-
(A-1)

celeyelim [57,58]]. Hesaplar1 kolaylastirmak igin Q(r) = A’ 4 *=—— seklinde bir sade-

lestirme yaparsak, bu durumda R ve R/,

R = —[Q’+§Q]
R = —[Q”+§Q’—%Q] (4.37)
T r

olur. (2 ifadesini ve tiirevlerini A(r) cinsinden hesaplarsak,

b b 120
Qr)=—=+3cr, Q(r)= 3—4 +3c, Q'(r)=-— (4.38)
r

3
bulunur. Bunlar1 R’ ifadesinde yerine yazarsak,

126 3 3b 3.b
—— 4+ (= +3¢) — —(—T—3 +3cr)] =0 (4.39)

2

R

7D rord r

ifadesi saglanir. Oyleyse (4.36) ifadesi (4.35)) icin bir ¢oziimdiir. (4.22) denkleminin
saglanmasi icin iki farkli sart oldugunu sdylemistik. Coziim Onerisinin bu sartlar1 sag-

lad1g1 durumlari inceleyelim:

e Skaler egriligin sifir oldugu (R = 0 ve R, # 0) durumun saglanmast i¢in ¢ = 0
olmalidir. Bilinen ¢dziimlerle uyusmak i¢in a = —2M,b = e? olarak alabili-
riz. Bu durumda elimizde olan metrik Reissner—Nordstrom metrigidir [S9]. Bu

metrik yiiklii bir karadeligin etrafindaki uzay-zaman tarif eder:
2M 2 2M 2\ -1
ds? = —(1 _2 e—2>dt2 + (1 _2 6—2) dr? + 1202, (4.40)
r r r r

e Skaler egriligin sifir olmadig1 (R, = 3Ag,, ve R = 12)) [60] durumunun
saglanmasi i¢in b = 0 olmalidir. Yine bilinen c¢oziimlerle uyusmak i¢in a =
—2M vec = — %)\ olarak yazilabilir. Bu durumda elimizde olan metrik Schwarz-
schild-de Sitter metrigidir. A’nin aldi1 degere gore, asimptotik olarak de Sitter

(A > 0) veya anti-de Sitter (A < 0) uzay-zamanlarini tarif eder:

2M 1 2M 1 -1
d82 = —<1 — T — §>\T2>dt2 + <1 — T — §>\7"2> dTQ + T2dQ2. (441)
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R? kuraminin entropi hesabim bir nceki boliimde gosterdigimiz Noether yiikii yon-

temi lizerinden hesaplamaya calisacagiz. Elimizde olan Lagrangian 4-formu

1
L=—¢R’ (4.42)
olarak yazilir. Bu ifadenin varyasyonunu alirsak denklemine gore elimizde olan

ifade soyledir:

1 1
oL = EG(QR(_RW + ZQMVR) - Q(QMVD B VNVV)R)(SQIW +d®. (4.43)

Ik terimin hareket denklemlerine karsilik geldigini biliyoruz. ©° ise yiizey terimidir.
R? terimi igin hareket denklemlerini hesaplarken yiizey terimi olarak yazilabilecek

ifadeleri gostermistik:

1
V,0° = S—an [R(V° 9,009, —V 3g,09°)— (V7 R) g, 69" +(VR)3g™|. (4.44)

Bu ifadeden yiizey terimini

1
07 = - [Ra(V73g" —V3097) = (V Rguudg™ + (VaR)g™]  (449)

olarak elde ederiz. g = —g"*g"P§g,p esitligini ve metrik tensdriin kovaryant tiirevi-

nin sifir oldugunu kullanirsak (.45)) denklemini

1
Q° = . [ — 2Rgu,,ga”gB”(V"6a5) + 2Rg"pg)‘”(VA5gp,€)
+9,w9°" 9% (V7 R)0gap — 9779 (VAR)Sgpr] (4.46)

olarak yazabiliriz. Indisleri diizenleyip ve g"”g,\ = &% esitligini kullandigimizda

1
@U = S—WQUPgAN(RVn(SgAp - RVp(sg)\ﬂ - VKR(Sg)\p =+ vaég)\ﬂ) (447)

olarak elde edilir. Simdi bu ifadeyi formlar cinsinden yazip Noether yiikiinii hesapla-
maya ¢alisalim. 3-form ©’y1,

1
GMVOC = geouuagapgAK(Rvmégkp - Rvpég)\fc - 59)\pvf$R + 69)\5va) (448)

olarak yazabiliriz. Daha sonra (3.18)) ifadesini kullanarak, Noether akimini

1
Juua = geawja [gapg/\ﬁ(RvnégAp - Rvpég)\n - 6gApVNR + 5.g)mva) - SURQ]

(4.49)
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olarak yazabiliriz. £° R? terimini 3. boliimde yaptifimiza benzer bir hesapla hareket

denklemlerini kullanarak daha diizgiin yazmak miimkiindiir:

1

("Hyy = 2R Ryy = 5" R = 20,0 "OR + 26"V, VR (4.50)
1

§MHY = 2RER — §£“R2 — 2¢6°0R + 26"V, VR (4.51)

ER* = 4¢PRG —20°HY — 4¢°0R + 26°V3 V7R, (4.52)

Bu ifadeyi (4.49) denkleminde yerine yazarsak ve dg,, = V,& + V, &, esitliini

kullanirsak akim ifadesi

1
J,u,ua - 8_7T€o;wa [Rvn(vﬂgg + vgé%) - 2Rvav)\€>\ - (vﬁga + vaéﬂ)v“R
F2VAENVI R 4 AR — 26 HY — A°OIR + 26’V VR (4.53)

olarak elde edilir. Hareket denklemlerinin saglandigii ve V,,V,£* = R, \§ * oldugu-

nu hesaba katarsak Noether akimini

1
o = 7 —Couva [V (RVFED) + 2V, (¢FVIR)] (4.54)

seklinde elde ederiz. Daha sonra Noether yiikiinii

1
Qu = 8—6W5(Rva§ﬁ +2¢*VPR) (4.55)

T
olarak yazabiliriz. Entropi ifadesini bulmak icin bu ifadeyi Killing ufku H, iizeriden
integre edelim. Killing vektoriiniin ufuk iizerinde sifir oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla
ikinci terim sifir olur. Normalize edilmis Killing vektorii i¢in V£, = €, bagintisinm

kullanarak (), ifadesinin integralini alirsak entropi

S = 27r/ Qudx
H
R
= Z/ ewjageaﬂdil‘“’

H
_ / O S
4 Ju

A
g = At R (4.56)

olarak bulunurﬂ R? kuraminda statik durum igin karadelik entropisi yiizey alaninin

yarist ve egrilik skaleriyle orantilidir [[11].

kinci satirda €uvap tensoriiniin binormal tensorle kontraksiyonun 2h,,,, oldugu kullanilmustir [S1]].
hy ylizeyin metrigidir.
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4.3 Konformal Genelcekim Kuram

Konformal genel¢cekim kurami; eylemde egrilik skaleri kullanmak yerine Weyl tenso-
riiniin karesi kullanilarak yapilan genelgekim modelidir. Konformal ismi Weyl tenso-

riiniin konformal (6l¢ek) doniisiimler altinda deismez olmasindan gelir. Metrik,
G — Qz(a:)g,w = G 4.57)

seklinde doniistiigiinde Weyl tensorii degismez kalir:

—_—

Crvpe = Crvpo- (4.58)
Konformal genel¢ekim kuraminin eylemi,

1
A= / 042/ =G BC, s CH7° (4.59)

seklindedir. Gauss-Bonnet teriminin 4-boyutta hareket denklemlerine katki getirmedigi-

ni hesaba katarsak bu eylem

A= — / d'r/—g2B(R,., R" — %32) (4.60)

olarak yazilabilir [|61]]. Dolayisiyla lb eyleminde o = —%6 olarak alirsak ve Einstein-
Hilbert terimini hesaba katmazsak elimizde konformal genelgekim kurami kalir. Bu

durum i¢in hareket denklemlerimiz,ﬂ
v v 1 v v
W, =K, — gHu =8rT, (4.61)

olarak yazilabilir.
Bir dnceki boliimde H,,, denklemlerini elde etmigtik. Oncelikle karisik (mixed) indeks
durumu i¢in H,;” tensoriiniin bilesenlerini (#.3) metrigi i¢in yazalim:

A2 R A A-1

Hy = 2AR"+2A(5 3 + - )R +2R( + —+ —5—), (4.62)
A2 RA A1
H =2A(55 + 2) R +2R( + —+ —57), (4.63)
/ / —
HY = H =2AR" + 2A(’j1 )R’ - 2R(R 4 —+ Ar2 1). (4.64)

?Bu boliimde hareket denklemlerini hesap kolaylig1 agisindan birinci indis kovaryant ikinci indis
kontravaryant formda olacak sekilde hesaplayacagiz.

34



Karigik (mixed) indeks durumunda K" tensoriinii

v v 1 v Av Apv 1 v
K =0(R + 56,/ R) = 2Va\V,RY 4+ 2R R = 26, RPR]

(4.65)

seklinde yazabiliriz. Alan denklemlerinin bilegenlerini bulmak i¢in 6ncelikle K" i¢in-

deki bilesenleri hesaplamaliyiz. (4.3) metrigi i¢in

Ricci tensorii bilesenleri :

AT A R A A-1
0 __ T _ JR i
Ry =k = (2+T) 2+r+r2
A A-1
2 _p3 _ _ (2
R} = R, (—+— ).

d’ Alambert operatoriinii Ricci tensorii tizerine uygularsak,

OR) = ¢*°0.03R) — "I 30, R}

+ zgaﬁrﬂaMerR; — zgaﬁr”apr"ﬁ“R;’

elde ederiz. Bilesenler cinsinden hesaplarsak,

DROO = DRll = A(Roo)” + (Roo)/(A/ + 7)

elde edilir. Ricci tensoriiniin iki defa kovaryant tiirevi alinirsa,

2A

2A
DR22 = DR33 = A(R22)” + (R22)/(A, + _)

r

(4.66)

(4.67)

(4.68)

VAVLRY = 0,0, R™ +T7,,0,R" + T, ,0,R» + (I, ) R*

+ I R +T7, I RY + (0\I',,) R
+

I, 06R? =T IV, RY + T IV, R

ifadesi bulunur. Bu ifadeyi bilesenler cinsinden yazarsak,

V\VoRN = A?'( ROy

VaViRY = A(R))"+ (Rf)’(%, + %) - %(R
VATl = épﬁl)/ + (R~ Rf)é i i_f)
VAV = SR (R R )

2
2

) +

2A

r2

(R

2
2

(4.69)

— RY))

(4.70)

buluruz. Bu ifadeleri kullanarak K tensoriiniin bilesenlerini hesaplayabiliriz.

“00* bileseni:
2A, /1

KOO — A[(ROO)”-F%RH] + (A/+T) (éR/_f'(ROO),)

1
— AR +2(Ry)* — 5772.
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“11” bileseni:

1 24, 1
Kll _ A[(Rll)// =+ §R”] + (A/ + T) (QR/ 4 (Rll)/) + A/(Rll)/
4A 2A 1
+ 2(RMH*+ T(Rf)’ — = (Ry — RJ) - 5792. (4.72)
“22(= 33)” bileseni:
" 1 /! / 2A ]‘ / / 2A /
K7 = A[(R}) + i |+ (A + 7)(51% + (Ry)) — T<R11)
2A 1
+ 2(R)*+ 70—2(}322 —R/') - §792. (4.73)

Burada P? = (R})* = (Ry)*+(R')*+ (RS)*+(R4’)?. Elde ettigimiz bu denklemleri
kullanarak W denkleminin bilesenlerini yazabiliriz.

Alan denkleminin ,° bilegeni:

" 1 /! I o/ 2A / 2A /
W = ARY) — 6(AR - AR + TR) - T(ROO) +2(R)?

1, 2 A A-1 1 o
- —R"—-R(— — P~ 4.74
R —SR(—+—5) 5P (4.74)
Alan denkleminin W,' bileseni:
A 1 2A 2A 4A
Wll — A(Rll)//_ ER/,+6(A/R,_TR/) _T(R11)1+T<R22)/+2(R11)2
1, 2 A A-1 1,
- —R*—-R(— — P 4.7
R 3R( =3 ) - 5P (4.75)
Alan denkleminin W,2(= W,*) bilegeni:
1 2A 2A
W22 — A(RQQ)// . 6(AR// + A'R — TR/) . T((Rll)/ . (R22))
2 A 1
- (A4 ?)(Rf — R}) 4+ A'(R}) + 2(R5)* + ERQ
2 A A-1 1_o
-R(— - P~ 4.76
+ 3R( —+—5) =3P (4.76)

Alan denklemlerinin W, ve T,? bilesenleri dordiincii mertebeden tiirevler igerirken,
W,! bileseni tigiincii mertebeden tiirev igerir. Coziimii bu bilegen iizeriden elde etme-
ye calisacagiz. Bir dnceki boliimde yaptigimiz gibi Q(r) = A’ + (Ar;l) seklinde bir

doniisiim yaparsak, Ricci tensoriiniin bilesenleri

1 Q
Q
R =R} = - 4.77)
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Ricci tensoriiniin bilesenlerinin tiirevleri

1 Q  Q
0y 1 I
(RO>:<R1)/ = _5( +7_T_2)
, Q  Q
(R22> = (ng)/ = _(7 o 7“_2)
1 Q20 20
0N\ __ 1 — /
(R )H—(Rl )// - _5( ! r 2 ﬁ)
Q20 20
2 3
(R))" = (RS)" = —(—-——5 +=3) (4.78)
egrilik skaleri ve tiirevleri
, 3
R = —-[Q +;Q]
R/ — [QII _|_ SQ/ o EQ}
r
R' = —-[Q"+ iQ iQ’Jr%Q}, (4.79)

seklinde yazilabilir. Bu ifadeleri kullanarak 1W,' denklemini yeniden yazarsak

(4.80)
ifadesini elde ederiz. Amacimiz bosluk durumundaki (TM” = () ¢oziimleri incelemek,
bu durumda W,” = O olur. A(r) = 1+ La+ cr? ¢bziimiinii dnerirsek Q = 3cr, Q' = 3¢
ve Q" = 0 seklinde elde edilir. Bu ifadeleri 1W,' = 0 denkleminde yerine yazarsak

1 2 2 2
H/l = —ﬁA3C + EAESCT — 5(? - 7) +-—-c —=c + §C =0 (481)

ifadesi saglanir. a ve c sabitlerini sirasiyla —2M ve — —)\ aldigimizda konformal genelce-
kim kurami i¢in bosluk ¢oziimiinii,
2M 1 2M -1
ds? = —(1 _2m —)\r2>dt2 + (1 AL ) dr? + 207 (4.82)
r 3 r 3
olarak elde ederiz [62]. Bu ¢6ziim Schwarzschild-de Sitter ¢oziimiidiir. Metrigin tekil
noktalarinin olay ufku olarak adlandirildigin1 daha 6nce soylemistik. Bu ¢6ziim icin
biri i¢ (r_) digeri dis () olmak {izere iki farkli ufuk vardir. D1g olay ufkunu metrigin
goo bileseninin sifir olma sartin1 kullanarak bulabiliriz.
1

M = 6r+(3 —Ar?) (4.83)

Metrik fonksiyonlar1 zamandan bagimsiz oldugundan Killing vektoriinii £ = §) =

(1, 0,0, 0) olarak yazabiliriz. Kovaryant ifadesi ise £, = ( (1— 1/\7" ),0,0,0)
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olarak yazilabilir. Buldugumuz M degeri i¢in Killing vektoriiniin olay ufku iizerinde

sifir oldugu aciktir.

Konformal genelgekim kuraminin entropi hesabini (4.1T])) ifadesi tizerinden yapacagiz.

Kuramin Lagrangian’i

_ B _1 2 ap
L_87T( SR+ RopR ) (4.84)

seklindedir. Bu durum i¢in entropi formiilii

oL
S = —27T/ — eV hd?Q
H 5R;waﬁ : ’
= —é/ 0 (- 'R 1R, R e eapV hd*Q (4.85)
4 H aRlu,,ag 3 P "

seklinde yazilabilir. Integrali almadan 6nce R? ve R, , 277 ifadelerinin Riemann tenso-

riine gore tiirevlerini hesaplamaliy1z:

OR?
— R(gHlegV? 4.86
aRﬂyaﬁ (g )7 ( )
OR,,R"
2 — o(gHeRVP), 4.87
IRy (9 ) (4.87)

Ikinci ifadede R,,R°" = g*g°¢g* g7 Ruoby R feea esitligi kullanilmigtir. Buldugumuz
ifadeleri yerine yazarsak,

1
P (— = Rg"g"" + 2¢"° R"P)e ., €05V hd*Q (4.88)

S —
4y 3

elde ederiz. Schwarzschild-de Sitter ¢oziimii icin yiizey gravite terimini ve bi-normal
tensoriin bilesenlerini (4.16]) denklemini kullanarak hesaplayabiliriz.

Yiizey gravite terimi:

1
K= —§(V051V051 + Vlfovlfo) [—
1— A2 1 — A2
o= () R (4.89)
+ +
Sifir olmayan bi-normal tensOr bilesenleri ise gy = —e19 = 1 olarak elde edilir. Elde

ettiklerimizi (4.88) ifadesinde yerine yazarsak

2
_é ( _ _Rgoogll + 4900R11)(€01)2\/ﬁd29 (490)

S =
4 )y 3
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olarak bulunur. Integral icindeki metrik bilesenleri, egrilik skaleri ve Ricci tensorii

bileseni sirasiyla,

seklindedir. Dolayisiyla entropi ifademiz

s = 0 (24A—4A)(—1)2\/Ed29
4 Jy '3

B
= —=)A
3 A

(4.91)

(4.92)

olarak elde edilir. Schwarzschild ¢6ziimiinde oldugu gibi entropi olay ufkunun alaniyla

orantilidir.
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5 SONUC

Bu tez calismasinda farkli genelcekim modelleri i¢in statik, dinamik olmayan kara-
delik ¢oziimleri incelenmistir. 2? kuraminda elde edilen ¢oziimler egrilik skalerinin
aldig1 degere gore “Reissner—Nordstrom” veya “Schwarzschild-de Sitter” ¢oztimleri-
ne karsilik gelir. Konformal ve R? genelgekim kuramlarinin ¢oziimlerinde, kozmolojik
sabit gibi davranan bir terim gelmektedir. Dolayisiyla bu kuramlar mevcut gozlemleri
aciklamak i¢in kozmolojik sabite ihtiya¢ duyulan kuramlarin yerine kullanilabilir.

Bu calismada ayrica incelenen karadelik ¢oziimlerinin entropi hesaplar1 yapilmugtir.
Hesaplar, Wald formalizmi kullanilarak, yilizey gravite teriminin sifir olmadigi, x # 0,
statik karadelik ¢oziimleri i¢in yapilmistir. Bu formalizmde entropi S, Killing vektorii
yoniinde hesaplanan Noether yiikiiyle orantilidir. Wald formalizmi kullanilarak genel
gorelilik cercevesinde entropi hesaplanmis, sonucun bilinen degerle, S = %, uyus-
tugu goriilmiistiir.

Farkli genelcekim kuramlar1 ayni1 karadelik ¢6ziimii i¢in farkli entropi sonuglar1 ver-
mektedir. Dolayisiyla entropi ifadesinin ¢oziime degil kullandigimiz kurama bagli oldu-
gunu sdyleyebiliriz. R? genelcekim kuraminda sonug S = ATHR olarak bulunmustur.
Entropi ifadesi sadece yiizey alaniyla orantili degil ayn1 zamanda egrilik skalerine de
baglidir. Egrilik skalerinin sifir oldugu, R = 0, ¢dziimler i¢in entropi degeri sifir olur.
Entropinin sifir olmasi, karadeligin miimkiin olan en kararli durumda olmasi olarak
diistintilebilir. Ayrica kuram egrilik skalerinin sifir olmadigr durumda, R # 0, R’nin
isaretine baglh olarak negatif entropi durumuna da izin vermektedir. Pek fiziksel ol-
mayan bu sonu¢ genellestirilmis ikinci yasa tarafindan kurtarilabilir. Genellestirilmis
ikinci yasa bize sunu soyler; “Karadelik entropisi ve evrenin entropisinin toplam degi-

simi daima sifirdan biytiktiir:”
§(Spn + Su) > 0. (5.1)

Konformal genel¢ekim kuraminda entropi yine yiizey alaniyla orantili, S = §(—)\)A Hs

olarak elde edilmistir. Karadelik ¢oziimiinde gelen ve kozmolojik sabit gibi davranan
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A parametresinin igaretine bagl olarak entropi negatif veya pozitif olabilir. Entropinin
pozitif taniml1 olabilmesi i¢in A parametresinin negatif secilmesi gerekmektedir. Bu
durumda elimizde Schwarzschild-anti de Sitter uzay zamani vardir.

Farkli topolojiler i¢in karadelik ¢oziimleri ve dinamik karadelikler i¢in entropi hesabi

acik bir problem olarak durmaktadir ve gelecek caligsmalara birakilmigtir.
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A Ricci Tensoriiniin Varyasyonu

Riemann tensorii:

A _ A A A o A o
R =017, — 0,17, + 17,17, — 17,17, (A.1)
seklindedir. Birinci ve iiciincii indisin kontraksiyonunu alirsak R’L w = It Riccl ten-
soriinii elde ederiz.
Ricci tensorii:
Ry, =0\, — 0,1\ + T, 7, —T* I, (A2)

seklindedir. Bu ifadenin metrik tensore gore varyasyonu, Christoffel sembollerinin

metrige gore varyasyonu iizerinden hesaplanabilir.
SRy = O\0T?,, — 0,01 )\ +0T4,,T7,, +T*, 007, =0T T7 , —T*, 617, (A3)

Amacimiz Ricci tensoriiniin varyasyonunu kovaryant tiirevler cinsinden yazmak. Bu-
nun i¢in Christoffel semboliiniin metrige gére varyasyonunun kovaryant olarak doniis-

tiigilinli gostermeliyiz. Christoffel semboliiniin varyasyonu:

5FAW = 5(gMTsum)
= 6g’\51“5#,, + gMcSF(;W, 5g>\5 _ —gmg"‘ségm
= =97 9"°0gpe s + 90Ty
= —9769,017,, + gAp%(auégup + 0409pu — 0p09,u)

1
— §g’\p(8uégl,p + 0,09, — 0p0G, — 2(59ng"“”) (A4)

halini alir. Parantez i¢ini dg,, 'niin kovaryant tiirevleri cinsinden yazabiliriz:

Vuégup = auégup - Fguy(sgap - Faupégm/a (AS)
vu(sgup = au(sgpu - Fapyégau - Faﬂyégopa (A6)
V09u, = 0,09, — F”upégm, — F”Vpégou. (A7)
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(A.5) ve (A.6) toplanip (A.7)’in ¢ikarilmasi bize parantez igini verir. Bu durumda Ch-

ristoffel semboliiniin varyasyonunu,
nv

1
oI, = 59/\p(vu59up + Vu0gou = Vp0guw) (A-8)

olarak yazabiliriz. dg,, kovaryant sekilde doniistiiglinden, onun kovaryant tiirevleri
iizerinden yazdigmmz 61" . ifadesi de kovaryant olarak donisiir. Dolayisiyla 0 R, "yl

kovaryant tiirevlerin farki cinsinden yazabiliriz:
VA(T?,,) = 00T, + T4, ,017,, — 7, 00", — 7, 6T, (A.9)
Indisleri yeniden tanimlarsak,
V(0T ) = 0,01\ + 17,007, — 19, 61, — 7,617, (A.10)
elde ederiz. Bu iki kovaryant tiirev ifadesinin farki alinirsa esitligi elde edilir.
SRy = VA(OT?,,) — V,(0T*,,) (A.11)

Bu ifade Palatini esitligi olarak adlandirilir.
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B Tensor Esitlikleri

Bir vektoriin kovaryant tiirevi
Vv, Af =90,A +T" A" (B.1)
seklindedir. Bu ifadeyi soldan /—g ile carparsak
V=gV, A" = /=g0, A" + /=gl AY (B.2)

elde ederiz. \/—gI'*, terimini \/—gI'* , = 0,,/—g seklinde yazmak miimkiindiir.

Bunun i¢in dncelikle Christoffel semboliinii yazalim.

1
F = 597" Ouvo + Do = 0oy (B.3)

o — p seklinde indisleri degistirirsek elimizde

1
FM,},V = 5.9#/\81/9#)\ (B'4)

ifadesi olur. Tekil olmayan matrisler igin In(detg,,) = Tr(Ing,.) seklinde bir esitlik

yazmak miimkiindiir. Bu ifadenin kismi tiirevini alirsak

dv9 = 99", 9, (B.5)

elde ederiz (detg,, = ¢). Bu ifadeyi (B.4)’de yerine yazarsak

10,9
r« =- B.6
§224 2 g ( )
buluruz. y/—g’nin kismi tiirevini
az/ vV —4 o laug (B 7)

V=9 2y

yazabiliriz. Yukaridaki iki ifadeyi esitlersek

N e N W (B.3)
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bulunur. Bu ifadeyi (B.2))’de yerine yazarsak

V=gV AP = /g0, A" + 0,/ —g A"

1
V! = —=0u (V=g A") (B.9)

ifadesi elde edilir.

Einstein alan denklemlerinin kovaryant olarak sabit olmasini kullanarak
V*G,, = V', =0 (B.10)

yazabiliriz. G, tensoriiniin agik ifadesini kullanarak Ricci tensoriiniin tiirevi i¢in soyle

bir esitlik elde edilebilir.

1

VG = V! (R = 59w R) = 0
1

VAR, = SV g R = 0

1
V'R. = 5V.R (B.11)

Riemann tensorii, bir vektoriin iki farkli yoldan yapilan paralel 6telenmesinin farki

seklinde tanimlanir. A, herhangi bir vektor olmak iizere,

V,V,A, —V,V,A, =R A (B.12)

popt v

seklindedir. Skaler egrilik, R, vektor degil skaler bir fonksiyondur. Skaler bir ifadenin
tiirevi vektor olacagindan (potansiyelin divergence’nin kuvvete esit olmasi gibi —V -

V = F) benzer ifadeyi egrilik skalerinin tiirevi i¢in de yazabiliriz:
V,.V,VA\R—-V,V,V,R =—-R’ ,V,R. (B.13)

Bu ifadeleri kullanarak [, tensoriiniin kovaryant olarak sabit oldugunu gdstermek

mimkiindir:

1
V*H,, = V*(RR,)- Zv*‘(R?gW) — V"V, V,R+ g, V'"OR
1
= (V'R)Ru + RV' Ry = SRV, R+ V,0R - OV, R
= V*RR,, +V,0R-0V,R

- 0. (B.14)
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C Formlar ve Integrasyon

Formlar dual vektor uzayinin elemanidirlar. Genel bir p-form
W= Wy, dr™ NN dx (C.1H

olarak yazilir ve w € AP(M) olarak gosterilir. dz#’ler aralarinda anti-simetriktirler.
Das tiirev, p-formu (p+1)-form yapan diferansiyel islemdir. Elimizde z = z,dz" sek-

linde bir 1-form varsa bunun dis tiirevi

dx = %dﬁ A dat (C.2)

2-form olur. Bir formun iki defa dis tiirevi sifirdir d’w = 0. Bunun nedeni tiirev islemi-
nin simetrik, kama (wedge) carpimininsa anti-simetrik olmasidir.

Iki formun ¢arpiminin dis tiirevi, w p-form, o g-form olmak iizere
dwANha)=dwNa+(—1)’wA da (C.3)

olarak yazilir.

Herhangi bir formun, bir vektor alan1 yoniindeki Lie tiirevi
Low=2x- dw+d(x-w) (C4)
seklindedir. Lie tiirevi ile dis tiirev sira degistirebilir (komiitatiftir):
d(Low) = Lydw. (C.5)

Stokes teoremi: (n-1)-boyutlu kapali yiizeye sahip n-boyutlu bir manifold diisiinelim.

n iizerinde dw seklinde taniml1 bir formun integrali

/dw:/ w (C.6)
Q o0

olarak alinabilir. Bu esitligi vektor dilinde yazmak istersek
/ V=gV, Ald"x = V—gArd" (C.7)
Q a9
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veya hacim elemani kullanarak
/ VA € podat A dx” A dz? A dz” = / Areypodr” Ndx? Ndz®  (C.8)
Q 00

olarak yazabiliriz. Hacim formu

1
€ = —€u . pdrtt N ANdat = /—gd"x (C.9)

~onl

seklinde tanimlanir. Bu ifadeyi kullanarak skaler fonksiyonlarin integrallerini form di-
linde yazabiliriz:

[vFss@ia= [ awe= [ 1 (€10
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