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SERBEST GRUPLAR VE ALTGRUPLARIN SERILERI

Mehmet CETINKAYA
Erciyes Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii
Yiiksek Lisans Tezi, Haziran 2015

Damisman: Prof. Dr. Himmet CAN

OZET
Bu tezin temel amac1 Serbest Gruplar ve Alt Gruplarin Serileri’ni incelemektir.

Serbest gruplar ilk olarak hiperbolik geometri calismalariyla ortaya c¢ikti. 1882 yilinda
yayimlanan bir makalede, Walther von Dyck serbest gruplarin miimkiin olan en basit
temsiline dikkat ¢ekti.

Serbest gruplarin cebirsel ¢alismasi bu gruba isimlerini veren ve bu gruplarm temel
Ozelliklerini insa eden Jakob Nielsen tarafindan 1924 yilinda baslatildi. Max Dehn bu
gruplarin topolojiyle baglantisin1 farketti ve Nielsen-Schreier teoreminin tamamimin ilk
ispatin1 elde etti. Otto Schreier 1927 yilinda bu sonucun bir cebirsel ispatini yayimladi ve
Kurt Reidemeister kombinsyonal topoloji iizerine 1932°de yayimladigi kitapta serbest
gruplar1 etrafli bir yaklasimla ele aldi. 1930 larmm sonlarinda, Wilhelm Magnus serbest
gruplarin ikinci derece merkezi serileri ve serbest Lie cebirleri arasindaki baglantiy1 kesfetti.

Bu tez ii¢ boliimden meydana gelmektedir. Birinci béliimde, grup teorisine ait temel tanim ve
teoremler verilmistir.

Ikinci bdliimde, n tane iireteg ve iiretecler arasindaki m tane bagint1 vasitasiyla insa edilen
sonlu bir G grubunun cebirsel yapisi detaylari ile ele alinmistir.

Ugiincii boliimde, Jordan-Holder teoremi yardimiyla sonlu bir grubun normal altgruplarmin
kompozisyon serilerinin nasil insa edildigi tizerinde durulmustur.



FREE GROUPS AND SERIES OF SUBGROUPS
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M. Sc. Thesis, June 2015
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ABSTRACT

The main objective of this thesis is to study the structure of free groups and series of
subgroups.

Free groups first arose in the study of hyperbolic geometry. In an 1882 paper, Walther von
Dyck pointed out that these groups have the simplest possible presentations.

The algebraic study of free groups was initiated by Jakob Nielsen in 1924, who gave them
their name and established many of their basic properties. Max Dehn realized the connection
with topology, and obtained the first proof of the full Nielsen-Schreier theorem. Otto Schreier
published an algebraic proof of this result in 1927, and Kurt Reidemeister included a
comprehensive treatment of free groups in his 1932 book on combinatorial topology. Later on
in the 1930s, Wilhelm Magnus discovered the connection between the lower central series of
free groups and free Lie algebras.

This thesis consist of three chapters. In the first chapter, some basic knowledge of group
theory is given.

In the second chapter, a finite group G that is structered by n generator and m relations
between generators has been analyzed.

In the third chapter, how to structure by with the aid of Jordan-Holder theorem a finite group
of normal subgroups of composition series has been analyzed.
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GIRIiS
Bu calismada amacimiz verilen bir sonlu grubu incelemektir. Burada ele alacagimiz
gruplar genel olarak Abeliyan olmayan gruplar olacaktir. Bu gruplar igin sonlu iiretegler
secilerek bu gruplarin nasil inga edildigi gosterilecek, lirete¢c kiimeleri arasindaki iliskiler

ortaya konulacaktir. Daha sonra bu gruplarm kompozisyon serileri olarak adlandirilan normal
altgruplarinin insasi tizerinde durulacaktir.

Burada n tane iireteg ve liretecler arasindaki m tane baginti vasitasiyla inga edilen bir
sonlu G grubunun cebirsel yapisi detaylari ile tartisilacaktir. Grubun elemanlar: indirgenmis
kelime olarak adlandirilacak ve grup iizerindeki islem de bileske islemi olacaktir. Bu tip
gruplar genel olarak serbest gruplar olarak adlandirilirlar. Ikinci olarak, sonlu bir grubun
normal altgruplarinin kompozisyon serilerinin Jordan-Holder Teoremi yardimiyla nasil insa
edildigi gosterilecektir.

Bu c¢aligmanin 6nemi, n tane lreteg ve liretecler arasindaki m tane bagint1 vasitasiyla
insa edilen bir sonlu G grubunun nasil elde edildigini gostermek ve ayrica sonlu bir grubun
normal altgruplarmin kompozisyon serilerini Jordan-Holder Teoremi yardimiyla insa
etmektir.

Calismayr daha agik kilmak adma ilk boliimde gruplarla ilgili temel tanim ve
teoremlere yer verilmis ve bu vesileyle okuyucunun bu ¢aligmayi bir biitiin olarak ele almasi
amaclanmistir.

Ikinci ve {iciincii boliimler de ise sirasiyla serbest gruplarin tanimi ve bunla ilgili
teoremlere ve alt gruplarin serilerine ve konuyla ilgili tanim ve teoremlere yer verilmistir.

Bu calismada kullanilan metotlar diger sonsuz elemanli gruplara da uygulanabilir.
Elbette akilda tutulmalidir ki bu sadece bir inceleme ¢alismasidir.



BOLUM 1

GRUP TEORISI iLE iLGILIi TEMEL BIiLGIiLER

Bu boliimde, daha sonraki boliimlerde kullanilacak olan grup teorisi ile ilgili temel kavramlar
ele almacaktir. Daha agik bir ifade ile 6nce grup kavrami tanitilacak, daha sonra koset, normal
alt grup, homomorfizm, boliim grubu gibi temel kavramlar lizerinde durulacaktir. Bu boliimde
kullanilan temel kaynaklar [1,2,4] diir.

Tamim 1.1.1. A bos olmayan bir ciimle olmak iizere, AXA dan A ya tanimli bir
* . AXA—A , (a,b)—axb

fonksiyonuna A iizerinde bir ikili islem denir. Eger * , A {izerinde bir ikili islem ise (A, *)
ifadesine A da bir cebirsel yapt denir.

Tanmim 1.1.2. G bos olmayan bir climle ve G lizerinde bir * islemi taniml olsun.
Eger, * islemi birlesme 6zelligini saglarsa; yani,
vV a,b,c € G igin
(axb) xc = a* (bxc)
ise,
Va e G i¢cin
a*e = e*a = a olacak sekilde bir e € G varsa (e ye G nin birim elemani denir),
Va e G i¢cin
axa”'=al*a=e

1

olacak bigimde bir a™! € G varsa (a™! e a nin bir ters elemani denir), o zaman (G, *) sirali

ikilisine bir grup denir.
Eger (G, *) grubunda, Va,b € G igin
axb =b+a

ise, bu gruba bir Abelyen (degismeli) grup denir.



Genellikle grup ¢arpimsal ise islem olarak ab notasyonunun grup toplamsal ise islem olarak
a+b notasyonunu kullanacagiz. Gruplar ile ilgili 6zellikler incelenirken, aksi belirtilmedikge
grup carpimsal olarak ele alinacaktir. Bir (G, *) grubu sadece G ile gosterilecektir.

Onerme 1.1.3. G bir grup ise asagidaki dzellikler saglanir.
1) G nin bir tek birim elemani vardir.

2) Va € G elemanmin bir tek a™?

inversi (ters elemanti) vardir.
3)vaeGigin (a )"t =adr.
4) va,b € G icin (ab)™! = b~ ta~1 dir.
5-) a,b,x € G igin ax = bx ya da xa = xb ise a = b dir.
Ispat.
1) e ve f, G nin iki birim eleman1 olsun. Bu taktirde,
ef =f (¢ birim eleman oldugundan )
ef = e ( fbirim eleman oldugundan ) olup,
f = ef =e dir. Yani birim eleman tektir.
2)VaeGigina’ ve a’”’, anin inversleri olsun. Bu durumda
a'=ea' =(a"a)a'=a" (aa') = a"e = a"dur.
3) VaeGigin, a 'a=aa"! = e oldugundan a1 in tersi a dir, yani
(aH 1 =adm.
4)a,beGolsun. (ab)(bta ) =abbt)al=aea ! =aa"! =edir.
Benzer sekilde, (b~*a~1)(ab) = e olup invers elemanm tekliginden
(ab)~* =b~1a 1 dir.
5) a,b,x € G olsun. ax = bx denklemi sagdan x~? ile carpilirsa a = b elde edilir.
Benzer sekilde, xa = xb denklemi soldan x~? ile ¢arpilirsa a = b elde edilir.

Tamm 1.1.4. G bir grup olsun. Eger Va € G i¢in, ea = a olacak sekilde bir e € G varsa,



e ye G nin sol birim elemani, eger Va € G i¢in, ae = a olacak sekilde bir e € G varsa, e ye G
nin sag birim elemant denir.

Tamm 1.1.5. G bir grup olsun. Eger Va € G i¢in, a'a = e olacak sekilde bir a8’ € G varsa a'ye
sol invers ( ters eleman ) denir. Eger Va € G i¢in, a &' = e olacak sekilde bir a' € G varsa, a' ye
sag invers ( ters eleman ) denir.

Tamm 1.1.6. (G, *) bir grup ve A, G nin bos olmayan bir alt climlesi olsun. Eger Va,b € A i¢in
axb € Aise, 0 zaman A, G nin * igslemine gore kapalidir denir.

Tamim 1.1.7. G bir grup ve H, G nin bos olmayan bir alt climlesi olsun. Eger H, G nin
islemine gore kapali ve bu isleme gore bir grup ise, o zaman H ye G nin bir alt grubu denir ve
H < G ile gosterilir.

Her G grubu, {e} ve G alt gruplarina sahiptir. Bu alt gruplara G nin asikar alt gruplar: denir,
Bir G grubunun, {e} ve G den farkl alt gruplarina da G nin gercek alt gruplar: denir.

Onerme 1.1.8. G bir grup ve H, G nin bos olmayan bir alt ciimlesi olsun. O zaman
H<G © V hy,hyeH i¢in h hy! € H dir.
Ispat. =: Asikardur.

&: Vhy,h, € Higin hy(h,)~! € H olsun. Islem G iistiinde birlesmeli oldugundan, H
iistiinde de birlesmelidir. Eger hipotezde h, yerine 6zel olarak h; alinirsa,

hi(hy)"*=eeH
olur.
O halde H nin birim elemani vardir. Eger hipotezde h; yerine e alinirsa,
Vh, € H i¢in,
e(hy)) ' =(hy) teH

dir. Boylece H < G dir.
Tamm 1.1.9. G bir grup, X € G ve A,B c G olsun. Bu durumda ,

1) AB={ab |aeA beB}

At ={aYaeA}

3) XA = {xal ae A}

seklinde tanimlanir.



Tamm 1.1.10. G bir grup ve a € G olsun. G nin eleman sayisina (kardinalitesine), G grubunun
derecesi ( mertebesi ) denir ve |G| ile gosterilir. Derecesi sonlu olan bir gruba sonlu grup,
derecesi sonsuz olan bir gruba da sonsuz grup denir. Eger a® = e olacak sekilde bir t pozitif
tamsayis1 varsa bu t pozitif tamsayilarmin en kii¢igiine a nmn derecesi denir ve |a] ile
gosterilir.

Tamm 1.1.11. G bir grup olmak tizere, G nin merkezi Z(G) ile gosterilir ve
Z(G)={aeG|vVgeGicinag =ga }
olarak tanimlanur.

Teorem 1.1.12. p bir asal ve m>0 olmak iizere, |G| = p™ olacak sekilde G sonlu bir grup ise,
0<u<m olmak iizere, G nin merkezinin mertebesi p* dir.

Onerme 1.1.13. G bir grup ve G nin merkezi Z(G) olmak iizere Z(G) < G dir.
Ispat. V g € G i¢in eg = ge oldugundan e € Z(G) olup, Z(G) # @ olur. o halde,
Va,,a, € Z(G) olsun. vg € G i¢in
a19 = ga, Ve a,g = ga,
dir.
a0 = ga; = a;” H(ax@)a; " '= ax " (gas) a7t
=ga; ' =a7'g
dir. Simdi, Vg € G i¢in
(a1a3)9 = a;(az'9)
= a;(gaz’)
=(a:9) az*
=(ga;) az*
=g(a;a;")
dir. Yani, Va,a, € Z(G) icin a;a;* € Z(G) olup Z(G) < G dir.
Tamim1.1.14. G bir grup, H <G ve a € G olsun. Bu durumda
C(@)={xeH|xa=ax}

climlesine a nin H de merkezleyeni denir.



Tanim 1.1.15. G bir grup ve H < G olsun. a € G olmak tizere
a 'Ha={a 'ha h e H}
ctimlesine H nin G de a ya gore eslenigi denir.

Onerme 1.1.16. G bir grup, a € G ve H < G olmak iizere, a~*Ha ciimlesi G nin bir alt
grubudur.

Ispat. Vx,y € a~'Ha icin,
X= a_lhla (h1€H)

y= a~hya (hyeH)

dir. O halde,
xy~! =(a"th;a)(a tha)™?!
=(a"'hia)(a""h;'a)
=a~'h,(aa"1)h;'a
= a~h,hy'a e a~*Ha (hyh;? € H)
dir.

Dolayisiyla a~*Ha < G dir.

Tamm 1.1.17. G bir grup ve X, G nin bir alt ctimlesi olsun. O zaman G nin X i igeren biitiin
alt gruplarmin kesisimine X tarafindan iiretilen bir alt grup denir ve <X> ile gosterilir. X e
<X> in bir iirete¢ ciimlesi denir. Eger X = {x;,x5,...,x,} 156, <X> = <xy,X,,...,x,> ile
gosterilir ve bu gruba x4,x,,...,x, tarafindan {iretilen bir alt grup denir.

Eger n=1 ise <x,> grubuna x; tarafindan tiretilen bir devirli alt grup denir.

€n

X = {x1,%5,..,.%,} is€ x; € X ve g € Z (i=1,2,...,n) olmak iizere, <X>, x;'x;%...x,
formundaki tiim sonlu ¢arpimlar tarafindan tiretilir.

Tanim 1.1.18.G bir grup olsun. Eger G={a": n € Z}= <a> olacak sekilde bir a € G varsa G ye
a tarafindan tretilen bir devirli grup denir.

Tamm 1.1.19. G bir grup, H < G ve x € G olsun. xH={xh|h € H} climlesine H nin G deki sol
koseti denir ve H nin G deki tiim sol kosetlerinin ciimlesi G/H ile gosterilir. Hx={hx |h € H}
ciimlesine H nin G deki sag koseti denir ve H nin G deki tiim sag kosetlerinin ciimlesi G/H ile
gosterilir.

Kosetlerle ilgili tanim ve teoremleri sol kosetler iizerinden inceleyecegiz.



Tanim 1.1.20. G bir grup ve H < G olsun. Her bir x € G i¢in, XH sol kosetindeki x € G
elemanina H nin G deki sol koset temsilcisi denir.

Onerme 1.1.21. G bir grup, H < G ve x,y € G olsun. Bu taktirde asagidaki kosullar denktir.
1) xH = yH
2)yexH
3) y = xh olacak sekilde bir h € H elemani vardir.
4) x~lyeH
Ispat. 1 =2 : xH = yH olsun. e € H ve H < G oldugundan,
y = ye e{yh|h e H}= yH
dir.
Dolayisiyla, XH = yH oldugundan y € XH dur.
2=3:y e xH = {xh| h € H} oldugundan y = xh olacak sekilde bir h € H vardir.
3=4: y=xh olacak sekilde bir h ¢ H mevcut olsun. Denklemi soldan x~1 ile ¢arparsak,
x ly=x"1(xh)=heH
elde edilir.
4=1: x~1y e H olsun. H bir grup oldugundan,
(x7ty)~t=y~'xeH
dir. Simdi g € yH olsun. Bu durumda, g= yh olacak sekilde bir h € H mevcuttur. O halde,

k=x~"1yh € H dir. Boylece g = xk € xH olup, yH ¢ xH dir. xH < yH da benzer sekilde
gosterilir. Boylece,

XH =yH
elde edilir.
Sonug¢ 1.1.22. H < G ve x € G olsun. Bu durumda,
X € H & xH = Hx
dir.

Onerme 1.1.23. H, K < G olsun. HK = KH ise, HK < G dir.



Ispat. e e Hve e e K olup e = ee € HK dir. Dolayisiyla HK # @ dir. x € HK olsun.

O halde, x = hk olacak sekilde h € H ve k € K vardir. H,K € G ve G bir grup oldugu i¢in X € G
dir. Boylece HK < G dir. Simdi X,y € HK olsun. HK nin tanimi geregince, X = h;k; ve
y = h,k, olacak sekilde hy,h, € H ve k,k, € K elemanlar1 vardir. O halde,

xy~1 = hky(hyk,) ™t

= hyk k;1hy?

= h,k,h;k;1 (HK = KH oldugundan)

=h,h;k k;1  (HK = KH oldugundan)
dir. Diger taraftan,
H,K < G oldugu i¢in h,h;* € H ve k k51 € K dir. Bu nedenle,

Xyt =hih; ki k;t = (h hy V) (ki k51) e HK

dir. Boylece HK < G dir.
Onerme 1.1.24. H< G ve x,y € G olsun. xH N yH # @ ise xH = yH dur.

Ispat. . xH N yH # @ olsun. Bu durumda g € xH N yH olacak sekilde en az bir g € G eleman:
vardir. Buradan g € xH ve g € yH dir. Onerme 1.1.21 den, gH = xH ve gH = yH du.
Dolayisiyla, XH = yH dur.

Onerme 1.1.26. H < G ve x,y € G olsun. xH # yH ise . xH N yH = @ dir. Ayrica,
f:H— xH
fonksiyonu birebir ve 6rtendir. Boylece, H ile XH ayn1 kardinaliteye sahiptir.

Ispat. hy,h, € H icin f(h,) = f(h,) olsun. Bu durumda xh, = xh, olup sadelestirme kuralindan
h, = h, dir. Béylece f birebirdir. g € xH olsun. Bu durumda Onerme 1.1.21 den, g = xh olacak
sekilde bir h € H vardir. f fonksiyonunun tanimi geregince,

g = xh =f(h)
olup, f drtendir.
Tanim 1.1.27. R, bostan farkli bir S climlesi lizerinde bir bagint1 olsun. Bu durumda,
1) Her a € S i¢in aRa ise R ye yansimali,

2) aRb iken bRa ise R ye simetrik,



3) aRb ve bRc iken aRc ise R ye gegismeli denir.

Eger, R bagintis1 yansimali, simetrik ve gecismeli ise, bu durumda R ye S ciimlesi iizerinde bir
denklik bagintis1 denir. Bundan sonra aRb, a~b notasyonu ile gosterilecektir.

Tamm 1.1.28. ‘~’°, S iizerinde bir denklik bagmtis1 ve x € S olsun. X i igeren { y € S|y ~ x}
ciimlesine X in denklik sinifi denir ve bu ciimle C[X] seklinde gosterilir.

Onerme 1.1.29. “~’, bir S ciimlesi iizerinde bir denklik bagmtisi olsun. Bu durumda, bu
denklik bagmtist sonucu elde edilen denklik smiflarinin ailesi, S nin bir par¢alanmasidir.
Yani, denklik siniflari, birlesimleri S yi veren ve ikiser ikiser ayrik olan climlelerdir.

Onerme 1.1.30. H < G olsun. G iizerinde bir ‘~* bagntisi, X,yeG i¢in,
x~y < x"lyeH
seklinde tanimlansin. Bu durumda ‘~’ G iizerinde bir denklik bagintisidir.

Tamm 1.1.31. G bir grup ve H < G olsun. H nin G de farkli sol(sag) kosetlerinin sayisma H
nin G deki indeksi denir ve [G:H] ile gosterilir.

Teorem 1.1.32. (Lagrange Teoremi) G sonlu bir grup ve H < G olsun. Bu durumda,
G| =[G:H]H|
dir.

Ispat. G sonlu bir grup oldugundan, [G : H ] < oo dir. H nin G deki tiim farkli sol kosetlerinin
smifi {x,H,...,x,H} olsun. O halde G = U’_, x; H dir. Onerme 1.1.26. dan, her bir 1 <i<r
icin |x;H| = |H| oldugu biliniyor.

Bu nedenle

Gl = [Ul=y x; HI = oy I HI = Xy |H | = hH = [GH]. |H]
elde edilir.
Tamm 1.1.33. G bir grup, H K <G ve x € G olsun.
HxK = {hxk | h € H, k € K}
ciimlesine, G de (H,K) — double koseti denir.
Tamim 1.1.34. G bir grup ve N < G olsun. Eger her geG igin

gNg™ =N



ise N ye G nin bir normal alt grubu denir ve N<G ile gosterilir.
Her G grubunda G ve {e} normal alt gruplardir.
Onerme 1.1.35. G bir grup ve N < G olsun. Buna gore asagidakiler birbirine denktir.

1) Vg € G ve VneN igin gng~* e N dir.

2) Vg € Gigin gNg~t < N dir.

3) Vg € Gigin gNg~* = N dir.

4) Vg € G igin gN = Ng dir.
Tamim 1.1.36. G bir grup olsun ve N, G nin bir normal alt grubu olsun.

G/N={aN|aeG}
climlesi tizerinde bir ¢arpma islemi soyle tanimlansin: VaN,bN € G/N igin,
(aN)(bN) = (abN)
olsun. Bu isleme gore, G/n bir gruptur ve bu gruba G nin N ile béliim grubu denir.
Tamm 1.1.37. G bir grup ve x,y € G olsun.
[x.y] =xyx~1y
elemanina X Ve y nin komiitatérii denir.
G’ =gp{[xy] [xyeG}
ise, G’ grubuna da G nin tiiremis grubu ya da komiitator grubu denir.
Teorem 1.1.38. (i) G’ tiiremis grubu, G nin bir normal alt grubudur ve G/G” Abelyendir.
(if) G/H Abelyen olacak sekilde, H, G nin herhangi bir normal alt grubu ise, G’ < H dir
Tanmim 1.1.39. (G,0) ve (H, *) iki grup olmak iizere eger ¥ : G—H doniisiimii
X,y € G igin
d(xoy) = 9(x)* I(y)

sartin1 saglarsa, 9 ye bir grup homomorfizmi ya da kisaca bir homomorfizm denir.
Tamm 1.1.40. 9:G—H grup homomorfizmi bire bir ise 9 ye bir monomorfizm denir.

Tanim 1.1.42. 9:G—H grup homomorfizmi hem bire bir hem de orten ise ¥ ye bir
izomorfizm denir ve G = H seklinde gosterilir.



Onerme 1.1.43. 9:G—H grup homomorfizmi olsun. Buna gore
a) e, G nin birim eleman1 ve ey, H nin birim eleman1 olmak tizere
I(e;) = ey dir.
b) va € G igin,
9(a™1) =[9(a)]? dir.
Tamm 1.1.44. G bir grup, N<G olmak tizere 9:G—G/N ve VaeG igin
J(a) =aN

seklinde tanimlanan donilisim Orten bir homomorfizmdir. Bu homomorfizme dogal
homomaorfizm denir.

Tanmim 1.1.45. 9:G—H bir grup homomorfizmi olsun.
Ker(9) = {xeG | 9(x) = ey}
cimlesine ¥ nin ¢ekirdegi denir.
Tamm 1.1.46. 9:G—H bir grup homomorfizmi olsun.
Im(9) = {J(g) | 9eG}

climlesine ¥ nin goriintiisii denir.
Onerme 1.1.47. 9:G—H grup homomorfizmi i¢in asagidaki ifadeler dogrudur.

1) Ker(9) < G dir.

2) Im(9) < H dir.

3) 9 birebirdir & Ker(9) = {e;} dir.

4) 9 ortendir & Im(I9) = H dir.
Tanim 1.1.48. 9:G—G grup homomorfizmine bir endomorfizm denir.

Tanim 1.1.49. 9:G—G birebir ve 6rten bir grup homomorfizmi ise 9 ye grup otomorfizmi
denir.

Tanim 1.1.50. G bir grup olmak iizere, VX € G i¢in I(X) = X ile taniml1 | : G—G doniisiimiine
birim déniigtim ya da ézdes doniisiim denir.

Tamim 1.1.51. G bir grup ve a € G olmak tizere, VX € G i¢in



I,(x) = axa™!
ile tanimlanan
1,:G—-G

otomorfizmine G grubunun bir i¢ otomorfizmi denir. G grubunun biitiin i¢ otomorfizmlerinin
ciimlesi [(G) ile gosterilir. G degismeli ise 1(G) = {I} birimdir. G nin biitiin otomorfizmlerinin
ctimlesi de Aut(G) ile gosterilir. Aut(G) fonksiyonlardaki bileske islemi ile bir grup meydana
getirir. Bu gruba G nin otomorfizmlerinin grubu denir.

Onerme 1.1.52. G bir grup olsun. O zaman
I(G) < Aut(G)
dir.
Tamm 1.1.53. H, G grubunun bir alt grubu olsun. Her 9:G—G otomorfizmasi i¢in
Y(H) < H ise H alt grubuna G nin bir karakteristik alt grubu denir.

Teorem 1.1.54. (Birinci izomorfizm Teoremi) 9:G—G’ bir grup homomorfizmi ve
Ker 9 = Kolsun. @: G/IK—8(G) , @(Kx) = 8(x) ile tanimlanan doniisiim bir izomorfizmdir.
Boylece

G/K = 6(G)
dir.

Teorem 1.1.55. (ikinci Izomorfizm Teoremi) G bir grup ve N<G olsun. N<A<G olacak
sekilde A nin G nin bir normal alt grubu oldugunu varsayalim. Bu taktirde

(GIN)/(AIN) = G/A
dir.
Ornek 1.1.56. (a,b)—R? olmak iizere
9: R2>R?
(xy)— 0(x,y) = (x+a,y+h)

seklinde tanimlanan fonksiyona (a,b) vektorii yoniindeki Oteleme fonksiyonu denir.
Diizlemdeki tiim Oteleme fonksiyonlarmin ciimlesi T(2) ile gosterilir. Eger f, (cd)eR?
yoniindeki bir 6teleme fonksiyonu ise,

(6of)(xy) = B[f (x.y)] = O(x+c,y+d) = (x+c+a,y+d+b)



dontigiimii de (c+a,d+b) yoniindeki bir Gteleme fonksiyonudur. Yani T(2) fonksiyonlarin
bileske islemine gore kapalidir.

Ipz: RZSR2

birim doniisimii T(2) kiimesinin birim elemanidir. (a,b.9 vektorii yoniindeki oteleme
fonksiyonunun tersi, (-a,-b) vektorii yoniindeki 6teleme fonksiyonudur. Boylece T(2) kiimesi
fonksiyonlarin bileske islemine gore bir gruptur.

Teorem 1.1.57. G bostan farkli bir kiime ve *, G tizerinde birlesimli bir ikili islem olsun.
Asagidaki 6nermeler birbirine denktirler.

(@) (G, *) ikilisi bir gruptur.
(b) Va,b € G igin a*x = b ve y+*a = b denklemlerinin G i¢inde X,y ¢6ziimleri vardir ve tektir.
Ispat. (a) = (b) (G, *) bir grup oldugundan, her elemanin tersi vardir. Bu sebeple
a*x=b=al*(@asxx)= alx*b
= (al*a)*x=alxb
=x=alxb

bulunur ve x € G oldugu agiktir. Benzer bicimde y * a = b denkleminin ¢6ziimii y = b * a1
olup y € G dir. Kabul edelim ki a * x; = b ve a * x, = b olsun. Bu durumda a * x; = a * x,
olup, x; = x, oldugu agiktir. Benzer sekilde y * a = b denkleminin ¢6ziimiiniin de tek oldugu
gosterilebilir.

(b) = (@) Verilen denklemlerin ¢6ziimleri G de olsun.
Ik olarak G nin * islemine gore birim elemana sahip oldugunu gdsterelim.

a € G sabit bir eleman olmak iizere a * X = a denkleminin bir ¢éziimii X = U € G olsun. Simdi u
nun G nin sag birimi, Vb € G i¢in b * u = b oldugunu goésterelim. y * a = b denkleminin bir
¢Oziimii y = z € G olsun. Bu durumda z = a = b dir. Boylece

bxu=(z+*a)*u=z+*(a*u)=z+*a=Dbolupu, G nin sag birimidir. Benzer sekilde Vb € G
icin v * b = b olacak sekilde bir v € G bulmak miimkiin olacaktir. Yani v, G nin her elemani1
icin sol birimdir. Fakat u sag birim oldugundan v * u = v dir. Benzer sekilde v, sol birim
oldugundan v * u = u olur. Bdylece U = v = € aranan birim elemandir.



e, G nin = iglemine gore birim elemani olmak iizere, herhangi bir a € G verildiginde, a nin
tersinin de G iginde oldugunu gosterelim. a,e € G i¢in @ * X = e ve y * a = e denklemlerinin
cozlimleri vardir ve tektir. Bu durumda x =e * X =y *a*x =y * e = y oldugundan

x=y=aqa 1dir
Boylece G bir gruptur.

Teorem 1.1.58. n > 2 pozitif bir tamsayi, G bir grup, a,,a,,...,a, € G olsun. 1 <m <n sartini
saglayan Vm € Z* igin

(a1,a2,....am)(Amy1s ---»Ax) = A1,05,...,0%
dir.

Ispat. Ispat1 n iizerinden tiimevarimla yapalim. n = 2 icin 1 < m < n sartin1 saglayan tek
tamsay1 m = 1 dir. Bu sebeple (a;)( a,) = a,a, dir.

Kabul edelim ki, iddiamiz n = k i¢in dogru olsun. Yani 1 < m <k sartm1 saglayan Vm € Z*
icin (aq,a,,....a,)( Qmy1, ---0K) = Aq,d5,...,a; olsun. Simdi iddiamizin n = k+1 igin de
dogru oldugunu gosterelim.

1 <m <k+1 sartin1 saglayan m € Z™ igin;
(i) Eger m =Kk ise
(a1,a2,--,am)( A1y - Qe Qper1) = (A1,02,- - 0k) Qg1
=ay,ay,...,0 Q41
(ii) Eger 1 <m<Kkise
(a1,az,- -, am)(Amg1s - Qper1) = (21,02, @) [( Ay ---Qk) Apeya]

=(a,az,- . am)( gy ---»Ak) A1
= (ay,az;.-,Qx) Agr1
=aq,0ag,...,05 0k

olur ve bdylece iddiamiz biitiin pozitif tamsayilar i¢in dogru olur.



BOLUM 2
SONLU OLARAK URETILEN GRUPLAR

Bu boliimde n tane iireteg ve liretecler arasindaki m tane bagint1 vasitasiyla inga edilen sonlu
bir G grubunun cebirsel yapisi detaylari ile tartisilacaktir.

Burada faydalandigimiz temel referanslar [3,5,7,8,10] olacaktir.
2.1 Serbest Gruplar

Tammm 2.1.1. X;,x,,...,x, degismeli olmayan semboller, a,b,...,r €{1,2,....,n} ve
o,P,...,peZ/{0} olmak lizere, sonlu sayida ¢arpandan olusan

W=xf{x5...xf (2.1)

elemanina bir kelime denir. Bir kelime x;,x,,...,x,, lerin bir fonksiyonu olarak kabul edilebilir
ve buna gore, daha acik bir sekilde, W(x4,x,,...,x,,) yazilir.

Tamim 2.1.2. Carpanlarinin sayist sifir olan bir kelimeye bos kelime denir. e ile gosterilir ve
x?=e (i=1,2,...,n)
olarak tanimlanir.

Tamm 2.1.3. Bir kelime, bos kelime ise ya da ayni sonek (a,b,...,r) e sahip ardisik X lere
sahip olmayan (2.1) formunda bir ¢arpim ise, bu kelimeye indirgenmis bir kelime denir.

Bostan farkli u ve v kelimelerinin ¢arpimi agagidaki gibi tanimlanir:
p=uv
olarak kabul edelim. Eger p indirgenmis kelime ise, p yi uv olarak tanimlariz.
Tersine, kabul edelim ki,
U=uyx® , v=xPy,
olsun, fakat x, u, in sonunda ve v, 1n basinda bulunmasm. Bu taktirde

x%xP=x**h (2.2)



kurali kullanilarak p sadelestirilir. Eger o+p=0 ise, x**# ¢arpam yok edilir ve daha sonraki
sadelestirmeler miimkiin hale gelebilir. indirgenmis p, kelimesine ulasana kadar bu siirece
devam edilir. Sonra p, indirgenmis kelimesi

uv =po
olarak tanimlanar.

Dikkat edilmelidir ki, uv ¢arpiminda belirsizlige yer verilmediginden dolayi, indirgeme
yontemi tektir. Bileske islemi bilinen yolla

ue=eu=u

olarak tanimlanir. Yani bos kelime, birim elemandir. (2.1) in tersi ise, agik¢a indirgenmis bir
kelime olarak

p B

wl=x, P x, P xg®
dir.
(uv)w = u(vw) (2.3)

birlesme kuralinin dogrulugunu ispatlamak biraz zahmetlidir ve asagidaki gibi birka¢ adimda
gergeklestirilir:

(i) x tek bir tireteg ve u, m son garpani ile wy 1n ilk ¢arpani, tssii sifir olmayan X in bir
kuvveti olmayacak sekilde, u, ve w, indirgenmis kelimeler (bos kelime olabilir) olsun.

(uox®)(xFwo) = ug(x**Fwp) = (uex**F)w,
dir.
(ii) Eger u ve w indirgenmis kelimeler ve X herhangi bir iireteg ise,
(ux®) w = u(x*w) (2.4)
dir.

Gergekten, uy ve w, terimlerinin (i) deki gibi oldugunu kabul edelim yani u = uyx",
w = x®w, ve 1, ® tamsayilar (sifir da olabilir) olsun. Bu taktirde,

(Ux¥)w = [(ux™)x*1(x Pwy)
= (upx ™) (x P wy)

n+d+a

= up(x Wo)

= up[x™ (x**Pwy)]



= (uox™)(x W)
=u(x*w)
dir.

(iif) Son olarak, genel durumda (2.3) ifadesini ispatlamak i¢in V nin g¢arpanlarinin sayisi
iizerinde tiimevarim uygulayacagiz.

Simdi, kabul edelim ki
V=1vyx%
olsun. Birlesme kurali v yerine, v, i¢in dogru olsun. Bu durumda,
(uv) w = (Uvgx®)w = [(Uvg)x “Jw

= (uvo)(x“w)
= u[vo(x“w)]
= u[(vox®)w]
= u(vw)

olacaktir, bu ise tiim durumlarda (4.3) {in dogrulugunu gosterir.

Az once tanimladigimiz bileske islemi ile birlikte, xq,x,,...,x, sembolleri vasitasiyla biitlin
indirgenmis kelimelerin ctimlesi, x;,x5,...,x, lizerinde serbest grup olarak adlandirilir.

Tek bir x tireteci tizerindeki serbest grup, sonsuz devirli gruptur.
Iki tirete¢ durumunda, yani X ve y iiretecleri icin tipik carpimlar
(xy 72X)(¥X) = Xy ~2XyX
(xy?)y~1x) = xyx
(xyx~H)(xy~'x) = x?
seklinde olacaktir.

Ozetlemek gerekirse, xq,X5,...,x,, sembolleri iizerindeki serbest grup, bu sembollerdeki tiim
indirgenmis kelimelerden olusur ve bunlar yalnizca

xixit=xilx;=e  (i=1,2,...,n) (2.5)



asikar kosullarin ve bunlarin sonuglarna baghdir. Dikkat edilmeli ki, birden fazla iireteg
iizerindeki serbest Abeliyan grup, serbest bir grup degildir. Ciinkii asikar olmayan
xyx~1y~1 = e bagntis1 bir Abeliyan grupta saglanir, fakat bir serbest grupta saglanmaz.

2.2 Bagintilar

G n tane tretec tarafinda tretilen bir grup yani G=gp{g:,95.....9»} Olsun. G nin her bir

elemani, gg, gf ,...,g- formunda bir carpimdir.
Eger G bir serbest grup degilse,

gégl..=glgs...

gibi asikar olmayan esitlikler vardir, ya da daha uygun notasyonla gdsterecek olursak,

esitligin sol tarafi (gg‘gf .)(gY gd ..) ! olmak iizere,
r(91.92;----:9n)=1 (2.6)
gibi agikar olmayan esitlikler vardir.

Bu durumu daha detayli analiz etmek i¢in, n tane x;,x,,...,x, sembolleri iizerinde tanimlanan
F serbest grubunu g6z 6niine alalim. Bu durumda,

0:F-G
doniistimiinii
O(W(x1,%7,....xn)) = W(G1,92,---.9n) (2.7)
olarak tanimlayalim. Ozel olarak,
6(e)=1

dir.
Dikkat edilecek dnemli nokta, # nin bir homomorfizm oldugudur. Béylece w;,w,€F i¢cin
O(wyw,) = O(w1)0(w,) (2.8)

dir. Cinkii wy;w, kelimesi, w; ve w, nin bitisikligi ve (2.2) ve (2.5) kurallarindan dolay1
sadelestirme ile elde edilen indirgenmis bir kelime olarak tanimlanir.

Bu kurallar herhangi bir grupta saglanir ve x; lizerinde gergeklestirilen herhangi bir islem g;
icin de gecerlidir. Bu da (2.8) in dogrulugunu gosterir. & nin bir homomorfizm olmasindan
dolay1, daha kisa sekilde,

0C)=g; (i=1,2,....n) (2.9)



yazabiliriz. Simdi, 8 nin ¢ekirdegi R yani Kerf = R olsun. Bu durumda,
R={r(xq,x5,....xp)eF : O(r(xq,X5,....X,))=€c}
dir. Gruplar i¢in birinci izomorfizm teoreminden
G=FR (2.10)
elde edilir.
Elde ettigimiz sonuglar1 asagidaki teoremle 6zetleyelim:

Teorem 4.2.1. F grubu, x4,x,,...,x, Uzerinde serbest grup olsun. ¢,,9,....9n€G igin
91:92-----9n€G i¢in g;1,95,...,.g, elemanlari tarafindan tiretilen herhangi bir G grubu,

Q(Xi):gi (i=1,2,...,n)

doniisiimiinden dolayi, F nin bir homomorfik goriintiisiidiir. Kerd, 6 etkimesi altinda, G de
bagintilara doniisen F nin biitiin kelimelerinden olusur.

(2.10) un sag tarafindaki F, R grup ciftinin G nin bir temsilini olusturdugunu séyleyecegiz.
Bir grup, bu sekilde bir ¢ok temsile sahiptir. Tersine, R, F nin bir normal alt grubu olmak
tizere G Vi, F/R olarak tanimlayalim. Bu taktirde r(x;,x,,...,x,) € R olmak iizere, G grubu,
9i=x;R (i=1,2,...,n) iireteglerine ve r(g;,9,.....gn) = 1 bagntilarina sahiptir. Ciinkii,

a(g1:92>----9n) = 1, G i¢in bir bagmtidir <= q(x1,x5,...,x,)R = R dir, yani q(x,,x5,...,x,) € R
dir.

Boylece, R nin elemanlari, G nin {iretecleri tarafindan saglanan bagintilar ile bire bir eslesir.
Bu sebepten, R ye, G nin bir baginti grubu denir.

2.3 Bir grubun tanim
Simdi n tane g4,9,,....gn Uretecleri ve m tane

Pr(91,92>--,9n)=1 (k=1,2,...,m) (2.11)
bagntilar1 ile tanimlanan bir G grubunu daha detayl1 inceleyecegiz.

Eger 6(91,92,---.gn) = 1 ve 1(g1,92,-.-.-9n) = 1, G de bagintilar ise bu taktirde

G(gll.gZB"-agn)T(gl,gz,...,gn) = 1,
{O-(gli g2, "-l,gn)}_l =1

ve g € G keyfi bir eleman olmak {izere,

97 {0(91.92.--.9n)}9 = 1



ifadeleri de G de bagntilardir.

Yukaridaki operasyonlar sonlu sayida uygulanarak, (2.11) den elde edilen
0(91,92, - 9gn) =1

bagntisina (2.11) in bir sonucu adi verilir.

X1,X3,...,Xy Uzerinde F serbest grubunu kullanarak, (2.12) bagintisini ve r = p(xq,X5,...,X5,)
kelimesini iliskilendirecegiz. Genelligi bozmaksizin bunun bir indirgenmis kelime oldugunu
ve bu sebepten F nin mesru bir elemani oldugunu varsayabiliriz. Ornegin,

9192976192 =1
bagintisini kabul etmeyip, yerine
9:192"9:92" =1
bagintisini kullanacagiz.
(2.11) bagintilart,
Te=Pi(X1.X2,...%n)  (k=1,2,...,m) (2.13)
kelimelerine karsilik gelir.

Bu bagmtilar ve onlarin tim sonuglar1 F nin, ry,75,...,5;, terimlerini iceren en kiiciik R,
normal alt grubunu olustururlar. Bu grup,

— F
Ro={ry, 12, ..., T}
ile gosterilir ve bu gruba ry,15,...,1, terimlerinin normal kapanisi ad1 verilir.

Tam olarak, R, grubu, w € F ve r,e{ry,r,,....1;,} olmak iizere, tim w~1r,w elemanlari
0 k€112 m k

tarafindan tiretilen F nin alt grubudur. R, i tamamen (2.11) ciimlesi ve F ile belirlendigine
dikkat edelim.

Teorem 2.2.1 den dolayi, R grubu, G nin bagmti grubu olmak iizere, G, F/R ile izomorfiktir.
r(g1, g2, > gn) = 1, G igin bir bagnt1 olacak sekilde, R, tim r(x;,x,,...,x,) kelimelerinin
climlesi oldugu i¢in, Ry m her bir elemaninin, R ye ait oldugu sonucu ¢ikarilir, yani

Ry<R (2.14)
dir. Eger,

Ry=R (2.15)



ise, G grubu g4, 95, ..., g, Uretegleri ve (2.11) bagintilar1 ile tanimlanir ve daha kisa bir
sekilde, (2.11), G i¢in tanimlayict bagintilarin bir climlesidir.

Baslangigtan beri G nin n eleman tarafindan {iretildigi varsayilirsa, (2.15) kosulu, verilen
(2.11) kosullarinin ve sonuglarinin, G nin yapis1 hakkindaki bilginin her makul pargasini
icerdigini belirtir.

Simdi asagidaki varlik problemini dikkate almaliy1z:

(2.11) bagmtilarmin bir ctimlesi verilsin. (2.11), tanimlayict bagmtilarin ciimlesi olmak iizere,
n ireteg lizerinde bir G grubu var midir? Basit bir yorum bu sorunun cevabmin olumlu
oldugunu gosterir.

(2.11) den baslayarak, R, normal kapanigini olusturunuz ve
Go=FIR, (2.16)
yazariz. Bu grup, tiim (2.11) bagmtilarin1 saglayan,
gP=x;R, (i=1,2,...,n)
kosetleri tarafindan tiretilir. Gergekten,
(97,92 --9n) = Pr(X1,X2,...Xn)Ro =Tk Ro = Ro
dir. Ciinkii 7, € R, dir.
Varsayalim ki, R, G, 1 bir bagint1 grubu olsun. Bu taktirde,
Go =FIR
dir.

Eger, r(x;,X,,...,x,) € Rise, x;, g? (i=1,2,...,n) ile yer degistirdiginde, G, i¢in bir bagintiya
doniisiir. Boylece

r(gi)’gg" . ’9191) = r(xller . ->xn)R0 = RO
olur. Bundan dolayt, r € R, dir. Buradan da anlasilir ki,
R <R,

dir. R <R, ve Ry <R oldugundan, R = R, dir. Béylece (2.11), G, i¢in tanimlayic1 bagintilarin
climlesidir. Ry= F oldugundan, yalnizca asikar grup (2.11) i saglar.

Olusturulan G, grubu, (2.11) i saglayan en biliylik ya da en serbest gruptur. Asagidaki
teoremle, bu durum tam olarak gosterilir.



Teorem 2.3.1. G =gp{g1, 92, ---» n}:

Pr(g1, 92, - 9n)=1¢ (k=1,2,...,m) (2.17)

tanimlayict bagintilariyla birlikte bir grup olsun.
H = gp{h,,h,,...,h,} nin ayn1 bagmtilari, yani,
pk(hlth:---:hn)le (k=1,2,,m)

bagmtilarim1 ve muhtemelen bunlarin sonucglar1 olmayanlar:1 da sagladigini varsayalim. Bu
taktirde,

e:G—H, &(g;)=h; (i=1,2,...,n) doniisimiinden dolay1, H, G nin bir homomorfik
goriintlistidiir.

Ispat. G ve H, n tane iiretece sahip oldugu i¢in, sirastyla G ve H nin bagnt1 gruplari olan R ve
S ¢ekirdekleri ile,

0:F—G, n:F—H

epimorfizmleri vardir. (2.14) notasyonunu kullanarak, R = R, diyebiliriz. Ciinkii (2.17), G i¢in
tanimlayic1 bagmtilarin bir climlesidir. H i¢in hipotez,

S>Ry(=R)
ifadesine denktir.
Simdi £:G—H doniisiimiiniin ingasma donelim:

uU=w(g1, gz, ---» gn) € G olsun.

F H
6 bir epimorfizm oldugu igin,
6(z)=u (2.19)

olacak sekilde, bir z € F vardir (z = W(x4,x5,...,X,) gibi).



u verildiginde, reR olmak iizere, (2.19) un genel ¢6ziimii zr dir. Ciinki,
0(2)=0(z) < z~'z€R
dir.
Simdi iddia ediyoruz ki, z, (2.19) ifadesini sagliyor ise,
e(U)=n(2) (2.20)
esitligi, G den H ye iyi tanimli bir £ doniisiimiinii belirler; yani,
zyi, zr ile degistirirsek, (2.20) nin sag tarafinin ayni kalacagini dogrulamaliyiz.
Fakat,
n(zr) = n@)n(r) = n(2)
dir. Ciinkii, (4.18) e gore, reS dir ve boylece n(r) = 1y dir.
¢ bir homomorfizm oldugu i¢in,
e(U1)e(uy) = e(usu,)
dir. Ozellikle, u = g; oldugunda, z = x; diyebiliriz ve tam olarak & doniisiimiinii belirleyen
e(gi) =n(x;) =h;  (iF1.2,...n)
esitligini buluruz. Bu da € un bir epimorfizm oldugunu gosterir. Simdi,
G =gp{ach,
a3 =c?=(ac)? =1 (2.21)

bagintilariyla tanimli bir grup olsun. x ve Yy firetecleri tizerindeki F serbest grubunu
kullanacagiz ve (2.21) de verilen ii¢ tane bagintiyla

rn=x o 2=Y . 1= (xy)?
elemanlarini iligkilendirecegiz.

Ry={r;, 15,13} Ve G,=F/R, olsun. weF olmak iizere, G, 1n elemanlar1, WR, kosetleridir ve her
bir kosetin,

Ry, XRo,x?Ry,YRo,YXRo,Yx 2R, (2.22)
kosetlerinden birine esit oldugunu gérmek kolaydir.

Ornegin, XyR, = yx?R, dir. Ciinkii r = 7~ (xr; 1x~1)r; € R, olmak iizere,



Xy = yx?r
dir.

Bu asamada, (2.22) deki alt1 kosetin farkli oldugunu ileri siiremeyiz. Ciinkii bu kosetlerin
bazilarini esit hale getiren (2.21) in sonuglar1 olabilir. Buna ragmen, |G| < 6 dir. Biliyoruz ki,
H, (4.21) i saglayan iki irete¢ iizerinde herhangi bir grup ise, bu taktirde H, G nin
homomorfik goriintiisiidiir ve boylece |H| <|G,| dir.

H = §; bu sartlar1 saglar. Ciinkii S5 simetrik grubu,
a=(123)vey(l2)

tarafindan tiretilir ve
@ =y? = (@y)? =1

dir.

|IS5] = 6 oldugu i¢in, |G,| = 6 sonucunu ¢ikaririz ve béylece G, = S5 dir.

Simdi bir G grubunu, abeliyan yapma yonteminden, yani G den G nin en biiyiik abeliyan
homomorfu olan G/G' grubuna gegisten bahsedelim. Bu, var olan bagintilara

9:'97'9:9;=1 (<)
bagintis1 eklenerek gergeklestirilecektir.
Ornek 2.6. G, kuaterniyon grubu asagidaki bagmtilar ile verilsin:
a*=1 , a*=b%* , ba=a%b (2.17)
Bu taktirde, G/G' grubunun yapisini insa edelim.
G/G' abeliyan grubu, (2.17) den kaynaklanan
4a=0, 2a=2b , b+a=3a+b
bagntilarim saglayan, @ = aG’ ve b = bG’ terimleri tarafindan iiretilir. Yukaridaki esitlikler,
2a=2b=0
esitligine indirgenir. Karsilik gelen baglant1 matrisi diyogonal formdadir, boylece
GIG'=C, D C,

oldugu goriiliir.



Eger x4,x,,...,x, sembolleri lizerinde F serbest grubu, bu yolla abeliyan yapilirsa,x; = X;F
olmak iizere, F/F' = (Xy, X5, ..., X,,) buluruz. Boylece F/F’, n tane iireteg tizerinde bir serbest
abeliyan gruptur. Bu arada, farkli sayida flirete¢ iizerindeki serbest gruplar izomorfik
olmayabilir.

Gergekten F,, ve F, sirasiyla m ve n tane tirete¢ lizerindeki serbest gruplar olsun ve onlarin
izomorfik oldugunu varsayalim. Bu taktirde, F,/F,, ve F,/F, gruplari da izomorf olacakti.
Fakat, bu gruplar sirasiyla m ve n iireteg lizerindeki serbest abeliyan gruplardir ve biliyoruz ki,
m = n degilse, bu gruplar izomorfik olamazlar.

Son olarak ispatsiz olarak ifade edelim ki serbest bir grubun her alt grubu yine serbesttir.



BOLUM 3

ALT GRUPLARIN SERILERI

Bu son boliimde, Jordan-Hoélder teorisi yardimiyla sonlu bir grubun normal alt gruplarinin
kompozisyon serilerinin nasil insa edildigi lizerinde durulacaktir. Bu boliimde
kullanacagimiz standart kaynaklar [6,9,10] olacaktir.

3.1 ¢ ice alt gruplar

Matematikte, kompleks olusumlari, indirgenemez daha basit bilesenlerine ayirmak yaygin bir
uygulamadir. Ornegin, tam sayilar asal ¢arpanlarma, polinomlar indirgenemez ¢arpanlarina
ayrilir.

Bir G grubunda ise, yontem, uygun 6zelliklerle sirasiyla azalan veya artan
A>A,>...  veya B:<B, <... (3.1)

alt grup serilerini incelemeye dayanir. Bu ig ige alt gruplarin her biri, G nin yapisina 151k tutar,
fakat, burada ortaya ¢ikacagi gibi, onlarin hi¢ biri G yi tamamen karakterize etmeye yetmez.
Bu baglamda (3.1) serileri, alt grup serileri olarak adlandirilir.

3.2 Jordan-Hélder Teoremi

Bir grubun mertebesi birden biiyiik ve asikar olmayan normal alt gruplara sahip degilse, bu
grup basit grup olarak adlandirilir.

Rastgele secilmis gruplar i¢in asagidaki tanim, normal alt gruplarin 6nemli bir tiirlind tarif
eder.

Tamm 3.2.1. A, bir G grubunun bir normal alt grubu olsun. Eger
AcHeG

olacak sekilde, G nin H normal alt grubu yoksa, A normal alt grubuna G nin bir maksimal
normal alt grubu denir.

Bu tanim asagida verilen kriter ile yeniden ifade edilebilir:



Kriter 3.2.2. A (#G) normal alt grubu G nin bir maksimal normal alt grubudur < G/ A bir
basit gruptur. Eger G/A asal mertebeli ise bu takdirde a bir maksimal normal alt gruptur. Yine,
eger G basit ise {1}, G nin yegane maksimal normal altgrubudur. Tartismay1 basitlestirmek
icin burada kendimizi sonlu gruplar ile kisitlayacagiz. Fakat elde edilen sonuclar sonsuz
gruplar icin de gegerlidir.

Tamm 3.2.3 Eger G basit olmayan bir grup ise bu taktirde A,, G nin bir maksimal alt grubu,
sonra A,, A; in bir maksimal alt grubu olacak sekilde azalan sirada maksimal normal alt
gruplarm bir dizisi var olsun, yani, eger

(1 Ge A ... A,.>{1} ise ve
(i)  GlA{, AlA,,...  A._1]A,, A, (3.3)

basit gruplar ise, G grubunun
Al’AZJ"'7AT (34)
alt gruplarmin bir dizisine, G nin bir kompozisyon serisi denir.

Acikca, A;, A;_; de normal iken ve aslinda maksimal normal iken, (3.2) dizisinde A; den 6nce
gelen herhangi diger bir grup i¢inde normal olmak zorunda degildir. Ozellikle, (3.4) gruplar1
arasindan yalnizca A; , G nin zorunlu olarak bir normal alt grubudur.

(3.3) de listelenen boliim gruplari, kompozisyon boliim gruplari ya da kompozisyon ¢arpanlar
olarak adlandirilir. Genel olarak maksimal normal alt gruplar biricik olmadigindan birden
fazla kompozisyon serisi mevcut olabilir. Bununla birlikte, asagidaki temel teorem
kompozisyon parg¢alarinin biricik oldugunu soyler.

Teorem 3.2.4 (Jordan-Holder)

Bir sonlu grubun herhangi iki kompozisyon serisi i¢inde, kompozisyon carpanlar siralari
harig, izomorfik ¢iftlerdir.

Ispat. G(=4,)> A, & A, A,.>{1} )
ve

G(=B,)> B, > B,>...> B,>{1} )
G i¢in iki tane kompozisyon serisi olsun. Eger,

GlAy , AJA, , ..., Ar_4]A,, A, (1)

ve



G/B, ,By/B,, ..., Bs_4/B , B (1)’

kompozisyon ¢arpanlar1 ¢iftler halinde izomorfik ise , (I) ~(I) yazilir. Agikga, bu, tim
miimkiin kompozisyon serilerinin ciimlesi iginde yeni diizenlemeler hari¢ olmak tizere bir
denklik bagmtist olusturur, ve amacimiz, bu anlamda tiim kompozisyon serilerinin denk

oldugunu gostermektir.
Ozellikle, dikkat edelim ki, (I)~(II) ise r=s dir.

G basit oldugunda, tek miimkiin kompozisyon serisi G = {1} dir. Bu durumda (I) ve (II)
serileri kesinlikle 6zdestir ve r=s=0 dir. Bdylece teorem agik bir sekilde tiim basit gruplar i¢cin

ve 0zellikle mertebesi dortten az tiim gruplar i¢in saglanir.

Simdi |G| lizerinde tiimevarimla ispata devam edecegiz ve basit gruplar1 goz ardi edecegiz,

yani bundan boyle, r>1 ve s>1 oldugunu varsayacagiz. Bu sartlar altinda 2 durum vardir:

Q) A;=B; olsun. (I) ve (II) deki ilk terimler ¢ikarilarak, A, i¢in iki tane kompozisyon
serisi elde ederiz, yani

Ao Ay Ac{1}
ve
A; > B,>..c B.e>{1}
dir.
|A;| < |G| oldugu i¢in, tiimevarim hipotezi
AdAy Ay lAs ..., A,

ve



ALIB, ,B4B,, ..., B,

kompozisyon carpanlarinin ¢iftler halinde izomorfik oldugunu belirtir. (I) ve (II)’ de ilk

terimler 6zdes oldugu i¢in, (I)~(I) dir ve bu durumda teorem ispat edilmis olur.

Simdi de (ii) A;#B; olsun. A; < G ve B; < G oldugu igin,

C=4,B,

grubu G de normaldir ve bu grup A4, i hem de B, i igerir. Ozellikle,

G>C>4

dir. Fakat A; , G nin maksimal bir normal alt grubudur. Bundan dolayi, ya C = G ya da
C = A, dir. Ikinci secenek kabul edilmemelidir. Ciinkii, B; < C oldugu i¢in, G > A, > B; olur.

Bu ise, B, in maksimal olmasi ile gelisir. Boylece

G=4,B,

dir. Simdi D = A; N B; olsun. Ikinci izomorfizm teoreminden

GlA, =B,/ D , G/B, = A, /D (3.5)

buluruz.

Yapi olarak, G / A; ve G/ B, basit gruplardir ve boylece B, / D ve A; / D gruplar1 da basit

gruplardir, yani, D, hem A, in hem de B; in maksimal bir normal alt grubudur. Simdi,

D> D> ... > D.>{1} D)

ve



Go A,>De Dy D,>{1} (V)

dir. Aslinda tim

G,/A, A, /D, DID,,..D, 11y’

G/B;,B,/D, D/D, ..., D, vy

kompozisyon c¢arpanlar1 basit gruplardir. Dikey cizginin sag tarafindaki kompozisyon
carpanlart (IIT)” ve (IV)’ de ortaktir, ayrica sol taraftakiler c¢apraz ciftler halinde

diizenlendiginde izomorfiktirler.

Boylece (III)~(1V) dir. Diger taraftan (i) durumunda tartisilan bir durumda, (I) ve (III) ile iki

terimde uyusur.

Boylece (I)~(III) dir. Benzer sekilde, (II)~(IV) dir. Dolayisiyla, (I)~(II) sonucu elde edilir. Bu

ise ispat1 tamamlar. Simdi asagidaki iki 6rnekle temel teoremi daha anlasilir kilalim.

Ornek 3.2.5. G, mertebesi 6 olan Abelyen olmayan bir grup olsun. G grubu

a®=b?=(ab)?* =1

bagntilariyla tanimlanabilir.

A = gp{a} alt grubunun mertebesi 3 tiir ve G de indeksi 2 dir. Bu ylizden,

A<G dir. Dolayisiyla

Go Ao {1}

bir kompozisyon serisidir, ¢linkii



G/IA= C, ve A= (G (3.6)
carpanlar1 asal mertebelidir ve dolayisiyla basittir.

Ornek 3.2.6. G = gp{s}, mertebesi 6 olan devirli bir grup olsun. 4,=gp{s?} , mertebesi 3

olan bir alt gruptur, ve bir abelyen grubun tiim alt gruplar1 normal oldugu i¢in,
G/lA, =C, ve A, = (5 (3.7)
carpanlart ile
Ge A,{1}
kompozisyon serisini elde ederiz.

Bundan farkli olarak, mertebesi 2 olan A; = gp{s3} alt grubu ile baslayabiliriz ve (3.7) ile

ayni, fakat ters mertebeli
G/IA; =C; ve A; =G,
carpanlarma sahip,
Ge A;{1}

kompozisyon serisini olusturabiliriz. Bu gruplar izomorfik olmamalarina ragmen, Ornek 3.2.5
ve Ornek 3.2.6 da aym kompozisyon carpanlari olustugu goriiliir. Iki durumda da
kompozisyon carpanlar asal mertebelidir. Bu 6zellik gelecek kisimda calisacagimiz gruplarin

Onemli bir sinifin1 karakterize eder.



3.3 Coziilebilir Gruplar

Tanim 3.3.1. Bir sonlu grubun tiim kompozisyon c¢arpanlari asal mertebeli ise, bu grup
¢oziilebilir olarak adlandirilir. Verilen bir grubun ¢oziilebilir olup olmadigma karar vermek

icin asagidaki 6nerme kullanilir.

Onerme 3.3.2. G sonlu bir grup olsun. Eger G grubu, H ve G/H ¢bziilebilir olacak sekilde bir

H normal alt grubu igeriyor ise, bu taktirde bu grup ¢oziilebilirdir.
Ispat. Eger 6nermenin hipotezindeki bu kosullar yerine getirilirse,
He H ..o H.>{1} (3.8)
Ve
G/He> G,/He...c> Go/H=>H (3.9)

kompozisyon serileri elde edilir. (G/H nin herhangi bir alt grubu, A/H formunda yazilabilir ve

H, G/H nin birim elemanidir.)

Hipoteze gore, (3.8) ve (3.9) un kompozisyon ¢arpanlar1 asal mertebelidir ve 6zellikle G,/H

asal mertebeye sahiptir. ikinci izomorfizm teoreminden,

Gi—1/H ~ —
R GG (Go=C)

oldugu i¢in,
GeG,>... G,>He Hyo..o Ho {1}

G i¢in her bir kompozisyon ¢arpaninin mertebesi asal olan bir kompozisyon serisidir. Bundan

dolay1, G ¢oziilebilirdir.



Onerme 3.3.3. Tiim sonlu Abelyen gruplar ¢éziilebilirdir.
Ispat. A sonlu bir Abelyen grup olsun. p asal olmak iizere, |A|= p ise,
Ac {1}

kompozisyon serisi, A nin ¢oziilebilirligini gosterir. |A| lizerinde timevarim uygulayalim ve A

nin bilesen mertebeli bir grup oldugunu varsayalim.

A grubu, A da kesinlikle normal olan gergek bir H alt grubuna sahiptir. H ve A/H, mertebesi
|A| dan kii¢iik olan Abelyen gruplar oldugu i¢in, tiimevarim hipotezi H ve A / H nin

¢oziilebilir oldugunu belirtir. Béylece Onerme 3.3.2 den, A ¢oziilebilirdir.

Onerme 3.3.4. Bir G sonlu grubu ¢oziilebilirdir & G grubu,
GeB, & B,>...> B.>{1} (G=By , {1} =B;1) (3.10)
ve her bir
B;_41/B; (i=1,2,...,st+1)
abelyen olacak sekilde, By, B,,..., B alt gruplarina sahiptir.

Ispat. Eger G ¢oziilebilir ise, Tanim 3.3.1 e gore B;_,/B; asal mertebeli olacak sekilde bir
Abelyen (3.10) serisi vardir. Tersine (3.10) ve (3.11) in saglandigin1 varsayalim. Her bir grup

kendinden oncekinin gercek bir alt grubu oldugu i¢in, (3.10) da gereksiz terim olmadigini



varsayabiliriz. |G| lizerinde tiimevarimla ispata devam edelim. (3.10) un ilk terimini yok
sayarak, timevarmm ile, By, i¢in B; in ¢dziilebilir oldugunu ifade eden bir seri elde ederiz.
(3.11) de i=1 yazarak, G/B; in Abelyen oldugunu ve béylece ¢oziilebilir oldugunu goriiriiz.

Boylece Onerme 3.3.2 den G ¢oziilebilirdir.
3.4 Tiiretilmis Seriler

Tamm 3.4.1. G verilen bir grup ve X,y € G olsun. Bu durumda x ve y elemanlarina karsilik

gelen

[x,y] =x~ty~'xy

ifadesine x ve y nin komiitatorii denir. Bu sekildeki biitiin komiitatorler vasitasiyla iiretilen

gruba, G nin tiiretilmis ( veya komiitator) grubu denir ve genellikle G’ olarak gosterilir. Yani,
G’=gp{[x.y] | x.y € G}
dir. Boylece, G’ nin bir tipik eleman1 komiitatorlerin bir sonlu ¢arpimmidir.

Acik olarak, G’ = {1} & G Abelyendir. Ayrica, G’ tiiretilmis grubu G nin bir normal
altgrubudur ve G / G’ Abelyendir. Diger taraftan, H, G nin herhangi bir normal altgrubu ise

bu taktirde G’< H dur.
G’, G grubunun tiiretilmis (komiitator) grubu olmak iizere,

G(=G%), G, G’=(G’),....D = (GE=Dy, ..
dizisini insa edelim. ¢ < ¢~ oldugu icin

G>G>G>..>GW > ... (3.12)



dir. Bu ise G nin tiiremis serisi olarak adlandirilir.

(3.12) deki her bir grup yalnizca kendinden oncekilerinin normali degildir, ayn1 zamanda

kendi bagina G nin karakteristik ve boylece normal bir alt grubudur.

Teorem 3.4.2. G sonlu grubu ¢oziilebilirdir < G nin tiiretilmis serisi birim grupta sonlanir,

yani bazi negatif olmayan s tamsayis1 i¢in G = {1} dir.
Ispat. (i) G = {1} olsun. Boylece, tiiretilmis seri
G>G>..>G6"D> {1} (3.13)

dir. O halde, tiiretilmis grubun yukarida verilen 6zelliginden, G~V / G® Abelyendir.
Boylece (3.13), Onerme 3.3.4 de dikkate alman bi¢imde bir seridir. Bundan su sonug ¢ikar ki,

G ¢oziilebilirdir.

(i) G nin ¢oziilebilir oldugunu ve boylece (3.10) ve (3.11) i saglayan bir alt gruplar serisine G

grubunun sahip oldugunu varsayalim. Iddia ediyoruz ki
G <B; (i=1,2,...) (3.14)

dir. G/ B, Abelyen oldugu i¢in, tiiretilmis grubun yukaridaki 6zelliginden, G* < B; sonucunu
¢ikarriz. Simdi, G4~V < B;_; esitsizligine tiimevarim hipotezini uygulayalim. Tiiretilmis

grubun tanimimdan, eger K < L ise K* <L’ dir. Boylece
6O = () <Biy
dir. B;_1 / B; Abelyen oldugu i¢in, tiiretilmis grubun yukaridaki 6zelliginden dolay1

B;_; < B;dir. Boylece G < B; dir. Bu ise, (3.14) ii ispatlar. Diger taraftan,



I = s+1 oldugu zaman,
GOt <Bg,, = {1}

olur. Boylece tiiretilmis seri, birim grupla sonlanir.
3.5 Nilpotent Gruplar
A ve B, G nin herhangi iki alt climlesi olmak {izere,

[A,B] = gp{[a,b] | acA , beB} (3.15)
alt grubunu insa edelim.

[a,b]™t =(a b rab) "t = b ta"tha=[b,a]
oldugu i¢in,
[A,B] = [B,A] (3.16)

dir. Agiktir ki, eger B < C ise [A,B] < [A,C] dir. Simdi, keyfi bir G grubuyla asagidaki gibi

tiimevarimsal olarak tanimlanan alt gruplarin bir dizisini iliskilendirelim:
=G, =[GGC]=G",..., T}y = [I%,G] (3.17)

[hpq <T% (k=1,2,...) oldugunu gostermeliyiz. k = 1 oldugunda bu asikardir. Kabul edelim
Ki I, <Tpyq (k>1) olsun. Ty = [[%,G] < [Tk—q1, G] = Ik sonucunu ¢ikaririz. Boylece (3.17),

aslinda bir,
G=h>20L>...2y 2T >... (3.18)

azalan serisidir.



Her bir T}, , G nin karakteristik bir alt grubudur, yani «, G nin bir otomorfizmi ise bu taktirde

a(ly) =T} dir. Clinkii @ : G—G bir homomorfizm oldugu igin,
a([a,b]) = [a(a),a(b)] olur. Boylece a([A,B]) = [a(A),a(B)] dir. Ayrica a(G) = G ve
a(Ty41) = [a(Ty) , G] dir. Diger taraftan a([},) = I}, oldugu i¢in, a(ly41) = [I[%,G] = T}4q dir.
Boylece
all) =T, (k=1,2,3,...)
dir. Sonug olarak, I < G (k=1,2,3,...) ve daha ziyade I',,; < T} dir.
Onerme 3.5.1. T}, / T, boliim grubu, G / Ty, (k=1,2,...) in merkezindedir.
Ispat. v: G—T},, , G nin G / I, lizerine dogal doniisiimii olsun, yani X € G olmak iizere,

V(X) = XI'y4+1 = X dir. v nin ¢ekirdegi I}, e esittir. uel} olmak tizere, I} / [y in tipik bir
eleman1 & = ul,,, dir. & ve X nin, her X i¢in degismeli oldugunu gostermek zorundayiz, yani

1(=T}4+1), G/ Tx44 in birim eleman1 olmak iizere,
[4,%] = 1 oldugunu ispatlamaliyiz. Diger taraftan,
[2,x] = [v(u),v()] = v([u.x])
dir.
T41 in tanimindan, [U,X] €Ty, dir. Boylece v([u,X]) = 1 dir. Bu ise ispat1 tamamlar.

Lemma 3.5.2. U, G nin karakteristik bir alt grubu ve V/U , G/U nun merkezi olsun. Bu

taktirde V, G nin karakteristik bir alt grubudur.



Ispat. V grubu, G nin modiil U ya gore, G ile degismeli olan en biiyiik alt grubu olarak tarif

edilebilir, yani
[V.G]=U

dir. Aslinda, u : G—G/U dogal déniisiimiinii uygularsak, 1, G/U nun birim eleman1 olmak
iizere, bu bagmt1 [u(V),u(G)] = {1} bagmtisina doniisiir. Bu ise V/U(=u(V)) nun her bir
elamaninin, G / U(=u(G)) nun her bir elemani ile degismeli oldugu anlamina gelir. Simdi, «,
G nin bir otomorfizmi olsun. Bu taktirde, [a(V),G] < a(U) dir. Hipoteze gore, a(U) = U ve

boylece [a(V),G] < U dir.
Dolayistyla, V nin maksimalliginden, a(V) c V dir. Eger a yerine a~?! i kullanirsak

a (V) c V, yani V c «a(V) sonucunu ¢ikaririz. Bundan a(V) = V dir. Boylece V bir

karakteristik alt gruptur. Bu ise ispat1 tamamlar.

Simdi Z, = {1} yazalim ve Z,, G nin merkezi olsun. Z;, G nin bir karakteristik alt grubu
oldugu i¢in, Lemma 3.5.2 den Z, / Z,, G/ Z; in merkezi olacak sekilde bir karakteristik Z, alt
grubu vardir. Tiimevarimla ilerleyerek, Z;,, / Z;, G / Z; nin merkezi olmak {izere Z;,; i

tanimlayalim. Boylece
{1}=2p<Z;<..2Z;<... (3.19)
karakteristik alt gruplarin artan bir serisini olugtururuz.
Tamm 3.5.3. (i) Eger I} 41 = [[%,G] (k=1,2,...,r) olmak iizere,
G=r>0>.>0>.> >0 ={1} (3.20)

ise, bir G grubu, » uzunlugunda bir alt merkezi seriye sahiptir denir.



(i) Bger Z; | Z;_4, G 1 Z;_; (j=1,2,...,5) nin merkezi olmak lizere,

{1} =Zy<Z;<..<Z;<..<Z;=G (3.21)

ise, bir G grubu s uzunlugunda bir tist merkezi seriye sahiptir denir.

Lemma 3.5.2 de oldugu gibi, Z;,

[2,G] < Z;_, (3.22)

ozelligine sahip G nin en biiyiik alt grubu olarak karakterize edilebilir.

Bu iki merkezi serinin terimleri arasinda dikkat cekici iliskiler vardir. Eger bu serilerden biri

var ise, digeri de vardir ve her iki seri de ayni uzunluga sahiptir.

IIk énce G nin r uzunlugunda bir alt merkezi seriye sahip oldugunu varsayalim. Bdylece

(3.20) saglanir ve bu grup icin (3.19) serisini goz oniine alalim. Simdi,
Iddia ediyoruz ki,
[hy1 <Z;  (i=0,1,...,r) (3.23)
dir.
i =0 oldugunda, bu agik bir sekilde dogrudur. Ciinkii [, = {1} = Z, oldugu varsayild1.

I_4 < Z;4q 1ispatlamak istersek, tiimevarim hipotezini kullanarak, i nin 6zel bir degeri igin

(3.23) saglanir. I, ;_; = [[-_;, G] oldugu i¢in, hipotezimizden [I}._;,G] < Z; dir.

(3.22) ye gore, [Z;+1,G] < Z; olacak sekilde, Z;,; en biiyilik alt gruptur. Buradan I,_; < Z;,4

dir. Bdylece, i nin her bir degeri i¢in (3.23) ispatlanir. Ozellikle, i = r oldugunda, I'; = G < Z,.



bulunur. Bu demektir ki, Z,. = G dir. Boylece (3.19), en fazla r adim sonra G de sonlanir, yani

G, uzunlugu s olan, s <r yi saglayan bir iist merkezi seriye sahiptir.

Ikinci olarak, G icin (3.21) in saglandigini varsayalim ve bu grup icin (3.18) serisini

inceleyelim. Simdi iddia ediyoruz ki,

[[<Zepq1—; (1=12,...,5+1) (3.24)
dir.
i = 1 oldugunda, bu durum saglanir. Ciinkii, Z; = G = I; oldugunu varsaydik.

Timevarimla devam ederek, (3.24) iin 1 nin bir 6zel degeri i¢in saglandigin1 varsayalim ve

[i41 < Zs_41 oldugunu gosterelim. Gergekten,
[i41 = 11,6l < [Zs41-i,G] < Zg
dir. (3.24) de i yerine s+1 yazilarak, I';,; <Z, = {1} elde edilir, yani I, ; = {1} dir.

Boylece (3.18), en fazla s+1 adim sonra, {1} de sonlanir. Bu ise, G nin r < s yi saglayan, r
uzunlugunda bir alt merkezi seriye sahip oldugunu ispatlar. Sonu¢ olarak, s <r ver <s

oldugundan s = r dir.

Tamm 3.5.4. Bir G grubu, bir alt merkezi seriye ya da bir iist merkezi seriye sahip ise, bu
gruba nilpotent grup denir. Bu serilerin ortak uzunlugu G nin nilpotentlik sinifi olarak

adlandirilir.
Ornek 3.5.5. A grubu, mertebesi birden biiyiik bir Abelyen grup ise, iist merkezi seri,

{(1}=7,<27,=A



serisine indirgenir. Boylece Abelyen gruplarin climlesi ( #{1} ), birinci smif nilpotent

gruplarm ciimlesi ile denk diiser.

Ornek 3.5.6. Sonlu p-gruplar nilpotenttir. Eger P sonlu bir p-grup ise, bu grubun merkezi
olan Z; in mertebesi birden biiyliktiir. Ayrica P / Z; de bir p-gruptur ve bdylece onun merkezi
Z, | Z; asikar degildir, yani Z; < Z, dir. Benzer sekilde, Z, < Z; olmak tizere, P / Z, grubu,

Z4 | Z, merkezine sahiptir. bu sekilde devam ederek, bir
{1} =7y < Z1<Z,<Z;<...

artan serisini olustururuz. Fakat P sonlu oldugundan, bu seri de sonlanmalidir. Z, = P
oldugunda bu durum gergeklesir. Boylece P, bir {ist merkezi seriye sahiptir ve bundan dolay1

nilpotenttir.

Onerme 3.5.7. G bir nilpotent grup olsun. Eger H, G nin bir gergek alt grubu ise, G de, H nin

N(H) normallestireni kesinlikle H den biiytiktiir.

Ispat. G grubu, r siifinda bir nilpotent grup olsun. {1} = Z, < H oldugu aciktir. Diger

yandan, H bir alt grup oldugundan, G = Z,. £H dir. Boylece 0 <k <r-1 ve
Zr<H , Zyy  £H (3.25)

olacak sekilde tek bir k tamsayis1 vardir. Dolayisiyla U € Z,,; ve u € H olacak sekilde bir u

elemani vardir. u € N(H), yani
u lHu=H (3.26)
oldugunu gostermek yeterlidir. Simdi,

h; € H keyfi bir eleman olsun. Bu taktirde (3.22) ve (3.25) den dolay1



[U,hl] € [Zk+1,G G] < Zk < H

dir. Bu demektir ki, h, € H olmak iizere, u"h;'u € H dir. Ayn1 zamanda h; e H oldugu igin,

u~'Huc H dir. Aym sekilde, u yerine u~! yazarsak, uHu"'cH sonucunu ¢ikaririz, yani

Hcu~'Hu dir. Boylece, (3.26) ispatlanir. Bu ise dnermeyi ispatlar.
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