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OZET

ALT VE UST REKOR DEGERLER iCiN
BiR KARMA MODEL

KOZAN, Agah

Doktora Tezi, Istatistik Anabilim Dali
Tez Danigmani: Yrd. Dog. Dr. Halil TANIL
Haziran 2015, 42 sayfa

Bu ¢aligmada, birbirinden bagimsiz ve ayn siirekli dagilima sahip rasgele
degiskenler dizisi tizerinde tanimli olan alt ve tist rekor modelleri birlestirilmis ve
elde edilen bu yeni modeldeki rasgele degiskenlere “Karma-Rekor Degerler” adi
verilmigtir. Karma-rekorlar ile giincel rekorlar (current records) arasindaki iliski
tizerinde durularak, bu modelin literatiirdeki yeri saptanmistir. Ayrica, karma-
rekor sayist ve karma-rekor zamanlarina iliskin dagilimlar ortaya konmustur. Son
olarak, karma-rekorlarin kiigiikten biiyiige siralanmasi ile ortaya ¢ikan ve “Sirali-
Karma-Rekorlar” adi verilen modele iliskin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu

elde edilmistir.

Anahtar sozciikler: Sira istatistikleri, rekor degerler, rekor zamanlari, giincel
rekorlar, rekor agikligi, rekor kapsami, karma-rekor degerler, karma-rekor

zamanlari.






ABSTRACT

A MIXED MODEL FOR LOWER AND UPPER
RECORD VALUES

KOZAN, Agah

Ph.D. in Department of Statistics
Supervisor: Asst. Prof. Dr. Halil TANIL
June 2015, 42 pages

In this study, lower and upper record models, which are defined in a
sequence of independent and identically distributed continuous random variables,
are mixed and the random variables in this new model are named as “Mixed-
Record Values”. By putting emphasis on the relation between mixed-records and
current records, the place of this new model is determined. Also, some
distributions about mixed-record count and times of mixed-records are presented.
Finally, the new random variables, which are acquired by ordering the mixed-
records in ascending order, are named as “Ordered-Mixed-Records” and joint

probability density function of this model is obtained.

Keywords: Order statistics, record values, record times, current records, record

range, record coverage, mixed-record values, mixed-record times.
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1. GIRIS

Uc olaylar yasantimizda nemli bir yere sahiptir. Ornegin, insanlarin bir
kismi, yaratilis mizaglar1 geregi herhangi bir konuda karar verirken “En kotii ne
olabilir?” sorusuna verecekleri cevabi1 dikkate alirlar. Bazi insanlarsa, iyimser
mizaglar geregi, olabilecek en iyi durumlari referans alarak hareket ederler. Genel
olarak, bu iki farkli anlayis1 birlestirerek yasantimiza yon vermek daha gercekei

ve daha mantikli géziikmektedir.

Yukarida bahsedilen tek yonli bakis acilarinin  karsili§i istatistik
literatiirinde “Rekor Degerler” kavrami olarak karsimiza ¢ikmaktadir. Dagilim
teorisi ilk kez Chandler (1952) tarafindan ortaya konmus olan bu kavram
baslangicta, alt rekorlar ve ist rekorlar olmak fiizere iki ayr1 model olarak
incelenmis, daha sonra Houchens (1984) tarafindan ortaya atilan “Giincel
Rekorlar” kavrami ile bu iki ayr1 model kismen birlestirilmistir. Houchens,
calismasinda, sayilabilir sonsuz Dbir gozlem dizisinde, alt ve st ayrimi
yapilmaksizin kaydedilecek rekorlarin en kiiciigli ve en biiytligiinii dikkate alan bir
model ortaya atmistir. Ayrica, O’nun bu c¢alismasina dayali olarak, istatistik
literatiiriine, “Rekor Kapsam1” (Record Coverage) ve “Rekor Agikligi” (Record
Range) kavramlar1 girmis ve giinlimiize kadar bu kavramlara dayali pek ¢ok

akademik makale yazilmistir.

Bu tez ¢alismasinda, Houchens’in “kismen birlestirme” yaklagimi bir adim
Oteye taginmis, baslangictan itibaren alt ve {ist ayrimi yapilmaksizin kaydedilen
tim rekorlardan olusan koleksiyon dikkate alinarak “Karma-Rekorlar” adini
verdigimiz yeni bir model ortaya atilmistir. “Basar1”, bir sistemin {ist rekor
kirmasi, “Basarisizlik” ise alt rekor kirmasi olarak tanimlanirsa, Houchens’in
modeli o sistemi son basar1 ve son basarisizligina gore; karma-rekorlar ise, yine
ayni sistemi, tiim basar1 ve tiim basarisizliklarini birlikte dikkate alacak sekilde
degerlendirmek icin kullanilabilir. Chandler’in iist (alt) rekorlar modeli ise, ayni
sistemi, sadece tiim basarilarina (basarisizliklarina) gore degerlendirmek igin

uygundur.



Bu tez calismasinin ikinci boliimiinde, bu c¢alismanin konusu ile ilgili
literatiirde yer almis bazi modeller ve konular ayrintili olarak ele alinmistir.
Uciincii  boliimde karma-rekor deger kavrami tanimlanmis, karma-rekor
indikatoriiniin tanimi verilerek karma-rekor degerler ile literatiirde yer alan giincel
rekor degerler arasindaki iligski agiklanmistir. Bu tanimdan hareketle k. gézlemin
n. karma-rekor olmasi olasiligr elde edilmistir. Sonrasinda, karma-rekor sayisinin
dagilim1 verilmis ve bu istatistigin beklenen degeri ve varyansi ortaya konmustur.
Karma-rekor sayisina iligkin bulunan bazi sonuglarin dogrulugu simiilasyon
yoluyla da dogrulanmistir. Bunlarin yani sira, yeni bir gézlemin n. rekor kapsami
icine diismesi olasilif1, dagilimdan bagimsiz giiven araligi seklinde verilmistir.
Calismanin dordiincii boliimiinde, sirali-karma-rekor deger modeli tanimlanmis ve
ilk n adet sirali-karma-rekor degerin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu i¢in bir
indirgeme bagmntis1 ortaya konmustur. Ayrica, bu ortak olasilik yogunluk
fonksiyonu kapali bigimde elde edilmistir. Son olarak, besinci boliimde ise

caligmada bulunan sonuglarin 6nemi ve literatiire katkis1 vurgulanmistir.



2. ONCEKIi CALISMALAR

Sirali rasgele degiskenlere iliskin modeller, Istatistik literatiiriinde &nemli
bir yere sahiptir. Bu boliimde, tez konusuyla yakindan iligkili olan, sirali rasgele
degisken modelleri arasinda yer alan, sira istatistikleri, rekorlar ve rekor
zamanlari, giincel rekorlar, rekor kapsami ve rekor ac¢ikligi kavramlarina

deginilecek, boylelikle tezin literatiirdeki yeri belirtilmis olacaktir.
2.1 Sira Istatistikleri

Sira istatistikleri pek ¢ok alanda uygulama bulmus bir konudur. Ciinkii sira
istatistikleri yeterli istatistiklerdir ve ug degerler, aciklik, medyan gibi istatistikler
sira istatistiklerine dayal1 olarak tanimlidir. Ug degerler ele alindiginda en kii¢iik
ve en bilyiik sira istatistigi ile ilgilenilmektedir. Aciklik, bir bagka deyisle en
biiyiik ve en kiiciik sira istatistiginin farki, bilindigi iizere degiskenligin basit bir
tahmin edicisi olarak On plana ¢ikmakta ve Ozellikle kalite kontrol
uygulamalarinda kabul gormektedir. Medyan da benzer sekilde sira istatistikleri
ile ifade edilmekte ve konum parametresi i¢in dayanikli bir tahmin edici olarak
kabul gormektedir. Sira istatistiklerinin bir bagka uygulama alani ise sistem
giivenirligidir. Bilindigi lizere, n tane bileseninden en az k tanesi saglam
oldugunda galisabilen sistemlere "n’den k ¢ikish sistemler” adi verilmektedir. Bu
tiir sistemlerin bozulma siiresi (n — k + 1). sira istatistigi ile ifade edilmektedir.
Bunlarin yani sira, drnegin bir uzay mekiginde toplanan partikiiller, doga olaylari
veya finansal ¢aligmalarda oldukga biiyiik veri setleri ile ilgilenilmektedir. Bunlar
gibi biiyiilk boyutlu orneklemler igin veri sikistirma araci olarak da sira
istatistikleri kullanilabilmektedir. Boyle bir durumda toplanan biiylik hacimli
orneklem yerine, sadece ilgilenilen ve yeterli sayidaki sira istatistiklerinden olusan

liste kullanilarak daha az veri ile ¢alisilir ve veri depolama alani kiigiiltiilebilir.

Yillar iginde sira istatistikleri ile ilgili pek ¢ok calisma yapilmistir. Sarhan
and Greenberg (1962) sira istatistikleri hakkinda 1960°a kadar olan gelismeleri
sentezlemistir. Sonrasinda David (1970), Harter (1970), Galambos (1978),
Balakrishnan and Cohen (1991), Arnold et al. (1992), Ahsanullah and Nevzorov

(2005) gibi sira istatistikleri tizerine pek ¢ok ¢aligsma literatiire gegmistir.



Sira istatistiklerini kisaca su sekilde tamimlayabiliriz: Xi, X5, ..., X}, ler
stirekli rasgele degiskenler olsun. Bu rasgele degiskenlerin 7. en kiigiigli X,..,, ile
gosterilirse, X;., < Xp., < -+ < Xj,., seklinde ifade edilen rasgele degiskenlere
“Sira Istatistikleri” denir. 1 <r <n olmak iizere, X,., rasgele degiskenine,

Istatistik literatiiriinde “r. sira istatistigi” ad1 verilir (Arnold et al, 1992).

Yukaridaki bilgiler 1s1ginda, Xi, X5, ..., X,,, birbirinden bagimsiz ve ayni
stirekli F(x) dagilim fonksiyonu ve f(x) olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip
rasgele bir orneklem olsun. Bu durumda sira istatistiklerinin ortak olasilik

yogunluk fonksiyonu, —oo < x; < x, < -+ < x,, < o0 ven € N* olmak iizere,

n
fX1:n:X2:n'-"'Xn!n (x1, %3, o, Xp) = 1! nf(xl)
i=1

ve en kiiglik r adet sira istatistiginin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu ise,

n!

le:n,Xz:n,---;XT:n(xl,xz, ey xr) = (n _ ,r)l

r
(1= FeI™ | [re

i=1
seklinde literatiirde yerini almigtir. Ayrica, 7. sira istatistiginin olasilik yogunluk
fonksiyonu ise, —o0 < x < ®,1 <r <nven € Nt olmak iizere,

n!

(r— 1)!&n—r)

forn(x) = FO)™HL = FOI" T f(x)
seklindedir. Ote yandan, r. ve s. sira istatistiklerinin ortak olasilik yogunluk

fonksiyonunun, 1 <r<s<n,ne€N*ve —o < x, < x; < 0 i¢in,

fRrmXsn (x,, x5)
n!
T r-Di—r-Dl(n->s

X [1=F(x )" f (er) f (x5)

!F(xr)r_l[F(xs) - F(xr)]s_r_l

oldugu bilinmektedir (David, 1970).



2.2 Rekor Degerler ve Rekor Zamanlari

Armold et al. (1992) kitabinda Rekor Degerler konusuna, “4 Temmuz
1957°de Riverside Kalifornia’da sicakliklar hizla ylikselmisti ve insanlar merak
icinde radyolarini acip “Acaba asfaltta yumurta pisirilir mi?” “Acaba daha once
bdyle yiiksek bir sicaklik yasanmis miydi1?” sorularmin cevaplarini ariyorlardi.”
seklinde bir giris yapmustir. Iste tam da bu ve benzeri sorular, bilim insanlarinin
rekorlara ve rekor degerlere dayali istatistiklere yonelmesine sebep olmustur.
Rekor degerlerin dagilimin ortaya koyarak konuyla ilgili Istatistik literatiiriindeki
ilk caligmayr yaptig1 kabul edilen Chandler da o zamanlar benzer sorularin
cevabimi aramustir. Chandler’m (1952) bu calismasi, Istatistik literatiiriinde,
dogrudan rekorlar tizerine yapilmis olan ilk ¢alisma olarak bilinmektedir. Resnick
(1973) ve Shorrock’un (1972, 1973) rekorlarin asimptotik teorisi ile ilgili yapmis
olduklar1 ¢aligmalar1 sayesinde 21 yi1l Once ortaya atilan rekor degerler konusunda
biiyiikk gelismeler ortaya ¢ikmustir. Sonrasinda, rekor degerler konusu farkli
dagilimli gézlem dizileri gibi alanlara dogru da genislemeye baglamistir. O
giinden bu yana pek ¢ok makale ve Nevzorov (2001), Ahsanullah and Ragab
(2006), Kotz and Nadaraja (2000) gibi pek ¢ok kitap yazilmistir. Glick’in (1978)
yayinladig1 calismasinda rekor degerler konusunun ilk 25 yilin1 ve gelismelerini
anlatmistir. Nagaraja’nin (1988) calismasi da benzer sekilde sonraki 10 yili ele

almistir.

Rekor degerler modelinin tanimina gére, X = {X;};cy+ birbirinden bagimsiz
ve ayni siirekli F(x) dagilim fonksiyonu ve f(x) olasilik yogunluk fonksiyonuna
sahip rasgele degiskenler dizisi olmak lizere, X; gozlemi, kendinden 6nceki tiim
gozlemlerden biiyiikse bu degere “Ust Rekor Deger” adi verilir. Yani,
j=123,.. ve Xpo—> — olmak iizere, X; > X;_;.;_1 sartim saglayan X;
gbzlemine tiist rekor adi verilir. Bu durumda, tst rekor zamanlar1 U(n) ile

gosterilecek olursa, bu zamanlar,

U =1

ven > 1i¢in



U(n) = min{j > U(n— 1):X; > Xym-1)}

seklinde tamimlanir. Burada U(1) baslangig rekor degerin zamanini
gostermektedir ve baglangi¢ rekor deger her zaman icin X, dir. Bu tanima gore, n.

iist rekor degerin marjinal olasilik yogunluk fonksiyonu,

[-Im(F)]"

From ) = f) o=,

,—00 < x < 00

ve ilk n adet {ist rekorun ortak olasilik yogunluk fonksiyonu ise,

R(x) = —In(F(x)) ve r(x) = = R(x) = £ 1(525) olmak iizere,

fRo@Xuey=Xum (xy, xg, o, X)) = 1T(X)T(0) T Otn-1)f (00)

—00<x1<x2<"-<xn_1<xn<00

seklindedir. Diger yandan, kendinden 6nceki tiim gozlemlerden kiigiik olan her
degere ise “Alt Rekor Deger” adi verilir ve benzer sekilde alt rekor zamanlari

L(n) ile gosterilirse,
L(1)=1
ve n > 1i¢in
L(n) = min{j > L(n — 1):Y; < Y, (1)}

seklinde tanimlanir. n. alt rekor degerin marjinal olasilik yogunluk fonksiyonu,

]n—l

[— ln(F(y))
(n—1)!

flrm@) = f)

,—0 <y <o

ve ilk n adet alt rekorun ortak olasilik yogunluk fonksiyonu ise,

Hy)=-In(F»)),h() = —%H(y) = % olmak iizere,

fraYi@r=Yim (y,, y,, ., yn) = h(yDRY2) . A1) f Om)



—O <Yy <Yp < <Y <™

seklindedir (Ahsanullah, 2004).

Rekor Degerlerin  dagilimimna iliskin  baz1  Ozelliklerin  literatiire
kazandirilmasindan sonra bu konuda yeni istatistiklerin de tanimlanmasi ihtiyaci
dogmustur. Siirekli dagilima sahip X3, X5, ..., X,, rasgele degiskenlerinden olusan
rasgele bir 6rneklem ele alinsin. Wilks (1959), X,,., = max{X;, X5, ..., X,,}’i asan
ilk yeni gozlemin kaginci gézlem oldugunu gosteren N (n) rasgele degiskenine ait

dagilimi ortaya koymustur. Buna gore,

P{N(n) > m} = P{imax{Xpn+1, Xn+2) -, Xnam} < Xnin}

— [ Frad(rra) =n [ Freadr)

n

1
= nj ryMtn-lgy =
n+m
0
olmaktadir. Siireklilikten dolay1 birbirinden bagimsiz olan X5, X5, ..., X4 rasgele
degiskenlerinin kesin olarak birbirlerinden farkli degerler alacagini biliyoruz ve
bu rasgele degiskenlerin her biri aym1 dagilima sahip olduguna gore her bir
{Xn+mn+m = Xk} 1 <k <n+m olayinin gergeklesmesi esit olasiliklidir. Bu

durumda,

1

P{Xn+m:n+m = Xk} =

olacaktir. Ayrica,

P{maX{Xn+1'Xn+2' ---'Xn+m} < Xn:n} = P{Xn+m:n+m = Xn:n}

n

n
= Z P{Xn+m:n+m = Xk} = n+m
k=1

olacagi agiktir. Bu sonuglara gore n adet gozlemden sonra ikinci rekorun, bir

baska deyisle baslangi¢ rekorundan sonraki ilk rekorun meydana gelmesi olasiligi,



P{U(2) > n}
= P{X, rasgele degiskeni X;, X,, ..., X;, arasindan en biiyiik degerdir}

=—n=12,..
n

olur ve ikinci rekorun n. gézlemde meydana gelmesi olasiligi,

P{U(2) = n} = P{U(2) >n — 1} — P{U(2) > n}
1

=—F,n=2,3..
nn—1) "

seklinde elde edilir. Buna gore ikinci rekorun ortalama olarak meydana gelme

zamani,

> 1
E(U(2)) = Zm .

olacaktir. U(k) > U(2) ve E(U(Z)) = oo olduguna gore Vk =2 igin
E(U(k)) = o olur. Bu sonugtan gdriilecegi iizere rekor zamanlari igin beklenen
bir ger¢eklesme siiresinden s6z etmek miimkiin degildir. Bu durum soyle bir olaya
benzetilebilir: Talihsiz bir kiginin bir kuyrukta bekledigi siireden daha fazla
bekleyecegi diisiiniilen bir kisinin ortalama bekleme siiresi sonsuzdur. Feller, bu
durumu 1966 tarihli kitabinda “Kotii Sansin Devamliligi” bashgi altinda bir
anektot seklinde anlatmis ve ispatlamistir. Ust rekor zamanlari i¢in elde edilen bu

sonug alt rekorlar i¢in de gegerlidir (Arnold et al., 1992).

Tanimlanan bir baska rekor istatistigi ise rekor indikatoridir. {I,};,-,

seklinde gosterilen rekor indikatdrleri,
11 = 1
ven > 1i¢in

{1' Xn > Xn_1m-1
0, diger

~
S
I



seklinde tanmimlanmaktadir. Baska bir deyisle, n. rekor indikatori,
X = {X;};en+ dizisindeki n. gozlem degerinin rekor deger olarak meydana gelip
gelmedigini gosteren bir rasgele degisken olarak tanimlanmistir. Rekor

indikatorleri birbirinden bagimsizdir ve

P(l, =1i,) = (%)ln (n _ 1) i, =0,1

olasilik fonksiyonuna sahip (%) parametreli Bernoulli dagilimina uymaktadirlar

(Renyi, 1962).

Tanimlanan bu rekor indikatorleri kullanilarak bir bagka rekor istatistigi
olan rekor zamanlarinin ortak dagilimini elde etmek kolaylasir. Buna gore,

1 <Tl1 <Tl2 < - <nk ig:in,

{U(2) =y, U3) = ng, ..., U(k) = ny}
( IZ = O; 13 = O, ""11’12—1 = O’ Inz = 1‘ 3
ITl2+1 = O; In2+2 = 0, ...,In3_1 = O’ITl3 = 1’

I
N
g

LIﬂk—l"'l = O’ Ink_1+2 = OF ""ITLk—l = 0, Ink = 1]

yazilir. Bu durumda, rekor zamanlarinin ortak olasilik fonksiyonu,

2 3 n2_21 le 1
3 4

nz—ln_2n2+1" Ny

N| =

P(U2) =n,,UQB) =n3,.., Uk) =ny) =

=[(ny — Dy — 1) . (g — D] ™
seklindedir (Arnold et al., 1992).

Bir baska rekor istatistigi ise , X;, X5, ..., X, sonlu dizisindeki toplam rekor
sayisin1 gosteren N,, rasgele degiskenidir. N,, rasgele degiskeninin dagilimi, rekor
indikatdrlerinin olasilik iireten fonksiyonlar1 kullanilarak elde edilebilir, ¢linki
rekor sayisi ile birbirinden bagimsiz rekor indikatorleri arasinda N, = ;-‘zllj

iliskisi vardir. Bu durumda N,, rasgele degiskeninin olasilik iireten fonksiyonu,
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G(s) = E(sM) = HE(s'i) - %1_[(5 io1)

seklinde elde edilir. Bu durumda, n uzunluklu bir rasgele degiskenler dizisinde k

tane iist rekorun ortaya ¢ikmasi olasiligi,

_ 1d*G(s)
k! dsk

p(k) = P(N, = k)

s=0

seklinde elde edilir. Baska bir deyisle, P(N,, = k) olasiligi,

1 n
[ml_[(s +1i— 1)]

ifadesindeki s*’nin katsayisidir (Arnold et al. 1992). Rekor sayisiin beklenen

degeri ve varyansi ise, y Euler sabiti (y = 0.5772 ...) olmak {izere,

n n 1

E(N,) =ZE(I]-) =Z—_z Inn+y
- (i |
j=1 j=1

ve

n

Var(N,,) = Z Ua’"(lj) = i}(l B ]1>
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seklinde elde edilir (Arnold et al., 1992). Yukaridaki sonuglara gore N,, rasgele
degiskeni i¢in bulunan beklenen degere bakildiginda rekorlarin meydana gelme
sikligmin gercekten de az oldugu goriilmektedir. Ornegin, Cantelli esitsizligi

kullanildiginda,
P(Nigoo = 20) < 0,036

elde edilir ve bu sonug rekorlarin meydana gelme sikliginin ne kadar az oldugunu

gozler Oniine sermektedir.

Rekor indikatorlerinin ortak olasilik fonksiyonu kullanilarak k > 1 icin

U (k)’nin marjinal olasilik dagilimi elde edilirken
{U(k) >n}={N, <k}

ve

Uk =n}={Ny=kNyy =k -1} ={l, =1,Ny_y =k -1}
seklinde 1iliskilerden yararlanilabilir. O halde, rekor indikatorleri, I,,’lerin
birbirinden bagimsiz olmasi1 goz oniine alindiginda {I,, = 1} ve {N,_, = k — 1}
olaylarinin da birbirinden bagimsiz olacagi ve bu iki olayin olasiliklart bilindigine
gore, n. gozlemin k. iist rekor olmasi olasiligi,

P(U®) =n) = P(I, = )P(N,_, = k — 1)

olacaktir ki bu olasilik,

n—-1
1 .
aﬂ(s +i—1)
i=1

esitligindeki s¥~1’in katsayisidir (Arnold et al., 1992).
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2.3 Giincel Rekor Degerler, Rekor Kapsami ve Rekor A¢ikhigi

Rekor degerler konusu gelistikce yeni konularin ortaya c¢ikmasina vesile
olmustur. Bunlardan bir tanesi de Giincel Rekor Degerler kavramidir. Klasik
rekorlarin yani sira, bazi ¢alismalarda, sadece o ana kadar meydana gelmis olan en
biiyiik ve en kiigiik deger ile ilgilenilmek istenebilir. Bu ikiliye literatiirde “Giincel
Rekorlar” adi verilmektedir. Bu konudaki ilk c¢alisma, Houchens tarafindan

1984°de yapilmustir.

L, ve U, rasgele degiskenleri, bagimsiz ve aym F dagilim, f olasilik
yogunluk fonksiyonuna sahip X = {X;};cy+ dizisindeki, sirasiyla n. giincel alt ve
tist rekor ikilisini gostersin. Baslangi¢ giincel rekor ikilisinin birbirine esit olacagi

agiktir (Ly = Uy = X;). Ly, niin marjinal olasilik yogunluk fonksiyonu,

fu,() =2"f(x)§1 = F(x)

- —lnF(x)
]=

o

ve Uy, niin marjinal olasilik yogunluk fonksiyonu ise,

n-1
—l 1-F
Fur () = 27 ({1 = [1 = F(x)] z “( (x))]

j=0

seklindedir. L), ve U}, i¢in ortak olasilik yogunluk fonksiyonu ise,

n

frvh(ew) = —;

< fOf@W(=In[1-Fw) +FOD",£<u

seklinde verilmistir (Ahmadi and Balakrishnan, 2005a).

Gilincel rekor ikilisine dayali (Ln Un) araligi, ilgili literatiirde
“Rekor Kapsami” ve R, = U, — L, rasgele degiskeni ise “Rekor Aciklig1” olarak
tanimlanmistir. Goriildiigii tizere rekor agikligr giincel rekor degerler ile oldukga
iliskilidir. X = {X;};cy+ dizisinde alt veya list ayrimi olmaksizin bir rekor meydana

geldigi anda yeni bir rekor agikliginin meydana gelecegi agikg¢a goriilmektedir.
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Yukarida verilen giincel rekor ikilisinin ortak olasilik yogunluk
fonksiyonunda yapilan degisken doniistimii sayesinde n. rekor agikliginin olasilik

yogunluk fonksiyonu,

fr, () = (n%y f_o:of(r +2)f(2) |- In(1-F(r+2) + F@)"| dz

olacaktir ve X;’lerin Uniform(0,1) dagildigi varsaymmi altinda ilgili olasilik

yogunluk fonksiyonu,

2"(1-1r)

m[—ln(l—r)]”‘l,o <r<l1

fr, (1) =

seklinde elde edilir (Arnold et al., 1992).

Glincel rekorlar ve rekor agikligi konularinda literatiirde pek ¢ok calisma
bulunmaktadir. Ornegin, Ahmadi and Balakrishnan’in (2005a) calismasina
bakildiginda, kullanmis olduklar1 veri setine dayali giincel rekorlar ile

ilgilendikleri goriilmektedir.

n |0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 |10 | 11 | 12 | 13
L, 19,0/19,0|18,4|17,4|17,4|17,4|17,2|15,6 15,6 15,6 |15,6|15,3|15,3|15,3
Uy |19,0(20,1{20,1|20,1(21,0(21,4|21,4|21,4|21,7|22,0|22,1|22,1|22,6|23,4

Yukaridaki degerler, 1864 — 1993 yillar1 arasinda Isvigre’nin Neurenburg
sehrindeki Temmuz ay1 ortalama sicakliklarina iligkin veri seti kullanilarak elde
edilmistir. 1993 yilina gelindiginde rekor kapsamiin 1864°ten beri 13 kez

oo

degistigi ve sonugta (L3, U;3) = (15.3,23.4) araligina ulagildig: agiktir.

Ayrica, Ahmadi ve Balakrishnan giincel rekorlara dayali olarak kuantiller ve
kuantil araliklar i¢in dagilimdan bagimsiz giiven araliklar1 (2004) ve bazi rekor
istatistikleri icin giivenilirlik ozellikleri (2005b) gibi konularda c¢alismalar
yapmislardir. Ahmadi, Razhmkhah ve Balakrishnan (2009) giincel k-rekorlar ve

bunlarin, dagilimdan bagimsiz giliven araliklar1 i¢in kullanimini incelemislerdir.
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Ahmadi ve Balakrishnan (2011) rekor kapsamina dayali olarak sira istatistikleri

icin dagilimdan bagimsiz kestirim araliklar iizerine ¢aligmislardir.
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3. KARMA-REKOR KAVRAMI

Bu bolimde, karma-rekorlar ve karma-rekor indikatorii tamimlanacak,
karma-rekor sayisinin ve karma-rekor zamanlarinin dagilimlar1 verilecek ve son

olarak dagilimdan-bagimsiz bir giiven aralig1 olusturulacaktir.

Giincel rekorlarla yakindan iligkili olan karma-rekorlar asagidaki gibi

tanimlanir.
Tanim 3.1

| zaman indeksi ve X = {X;};cy+, sayilabilir sonsuz siirekli rasgele
degiskenler dizisi olmak iizere, alt veya tist ayrimi yapilmadan bu dizinin rekorlari
kaydedilecek olsun. Kaydedilen her bir degere “Karma-Rekor” adi verilir ve

karma-rekorlarin zamanlari, A(r), r. karma-rekor zamani olmak tizere,
A1) =1,A2) =2
ver = 3,4,5, ... i¢in,
A(r) = min{i >A(r —1): X; < Xya@—1) Veya X; > XA(r—l):A(r—l)}

seklinde tanimlanir. Ilk n adet karma-rekor deger ise Xi,Xo, Xa(z) -» Xa(m)

seklinde gosterilir. O

Yukaridaki tanimdan hareketle karma-rekor degerler ile giincel rekor

degerler arasindaki 6nceden bahsedilen yakin iligki,
L;’l—l = min(Xl,Xz,XA(3), 'XA(n))
ve

U1,1—1 = maX(Xl,XZ,XA(3), ---'XA(n))
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seklinde ifade edilebilir. Karma-rekorlar, ayni zamanda rekor kapsamim
degistiren degerler olarak da nitelenebilir. Gozlemlenen karma-rekorlarin en
bliyiigii ve en kii¢iigii ile olusturulan aralik bize rekor kapsamini, bu iki deger

arasindaki uzaklik ise rekor agikligini vermektedir.
3.1 Karma-Rekor Indikatorii

Bir gozlemin karma-rekor olup olmadigini gosteren indikatér degisken,

& =& =1vei=34,..i¢in,

£ = {1, Xi < Xpi-gveyaX; > Xi 1.1
Lo, diger

seklinde tanimlanir. Asagidaki teorem, siirekli, bagimsiz ve ayni dagilimli bir

rasgele degiskenler dizisinde ¢&;’ lerin dagilim 6zelliklerini vermektedir:
Teorem 3.1

X = {X;};en+, sayilabilir sonsuz, bagimsiz, ayn1 dagiliml, siirekli rasgele
degiskenler dizisi olmak {izere, bu dizi lizerinde tanimli karma-rekor indikatorleri
icin agagidakiler dogrudur: i = 3,4,5, ... i¢in

) é&,p= % parametreli Bernoulli dagilimina sahiptir.

i) &, &,,... ler bagimsizdir.
Ispat:

i) i =3,4,5,..ve j; €{0,1} i¢in {& =j;} olay1 (i —1)!2/i(i —2)ti
farkli sekilde meydana gelir. O halde, i. karma-rekor indikatoriine ait olasilik

fonksiyonu, gozlem dizisi siirekli, bagimsiz ve ayni1 dagilimli oldugu igin

b= 1) = (i— D12 =)' 20 - 2)1-i

i! i
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olacaktir. Boylece, Teorem 3.1’in birinci boliimii ispatlanmis olur.

i) j; € {0,1} olmak tizere i = 3,4,5, ..., k i¢in {&5 = j3,¢é4 = ju, oo, &k = Jic}
olayt 2(2/3(3 —2)73)(2/+(4 — 2)tJ+) ... (27 (k — 2)t7Jk)  farkh  sekilde
meydana gelebilir. Yine, siirekli, bagimsiz ve ayni1 dagilimli olma varsayimindan

hareketle, sonug olarak, {{5 = j3,&4 = jy, ..., & = ji )} olayinin olasiligy,

P{&s5 =Jj3, 84 = Jar - i = Jic}
203713 — 2)1 I3 2Je(4 — 2)1 s | 20k (k — 2)1 Uk
- k!
~ 21+jz3+jat -+ H§=4(i — 2)i
B k!

seklinde elde edilir. Yukaridaki sonug, indikatorlerin bagimsiz olduklart varsayimi

altinda dagilimlarinin Bernoulli(%) oldugu bilgisi kullanilarak elde edilecek sonug

ile aynidir. Bu durumda Teorem 3.1(ii)’nin ispat1 da tamamlanmis olur. o

Karma-rekor indikatorii ve dagilimi verildikten sonra, yukaridaki bilgilere
dayali olarak k. gozlemin n. karma-rekor olmasi olay1 ele alinir ve bu olay,

A(k,n) ile gosterilirse, 1 < n < k i¢in,

Akn) ={6 =15 =1 +84+ -+ &1 =n=-3, =1}

yazilabilir. ilk (k —1) gozlem igerisindeki Karma-rekor sayis1 N,_; ile

gosterilirse,
A(k,n) ={Ny_y =n—-1,§ =1}

dogrudur. Yukaridaki esitlikte, Ny_,; ve &, rasgele degiskenlerinin bagimsiz

olduklar1 aciktir. Bu durumda, Teorem 3.1 kullanilarak,
2
P(AC 1) = L P(Niy =1 = 1)

elde edilir.
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Calismanin bir sonraki boliimii, yukaridaki esitligin saginda yer alan, sonlu

dizideki karma-rekor sayist ve dagilimi konusuna ayrilmistir.
3.2 Karma-Rekor Sayisi

Stirekli, bagimsiz ve aym dagilimli rasgele degiskenler dizisinin ilk n
elemani igerisindeki karma-rekor sayisl N, ile gosterilirse,
Npy=2+4+&+&++&, seklinde  tanimlanabilir. ~ Ny’nin  olasilik
fonksiyonuna gegmeden Once, onun ispatinda kullanilacak birka¢ bilgi Tanim

3.2.1, Lemma 3.2.1 ve Lemma 3.2.2’de verilmistir.
Tanmm 3.2.1

W, negatif olmayan tam say1 degerleri alan bir Kesikli rasgele degisken
olsun. Bu rasgele degiskenin olasilik ireten fonksiyonu; p(w), W’nun olasilik

fonksiyonu olmak {izere,

Gw(2) = EGY) = ) pw)z”
w=0

seklinde tanimlanmaktadir (Johnson et al., 2005). o
Lemma3.2.1

W, negatif olmayan tam say1 degerleri alan bir rasgele degisken olsun. Bu
rasgele degiskenin k gibi bir degere esit olmasi olasiligi, onun olasilik {ireten

fonksiyonu kullanilarak,

1 d*Gy (2)
pw(k) =P(W =k) = 0 dzk »

seklinde elde edilir (Johnson et al., 2005). o
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Lemma 3.2.2

Wi, W, ..., W, rasgele degiskenleri ayn1 dagilimli olma sarti aranmamakla
beraber birbirinden bagimsiz, negatif olmayan tamsayi degerler alan rasgele
degiskenler olsun. Bu rasgele degiskenlere bagli olarak, a;’ler belli sabitler olmak
tizere, S, = Y-, a;W; seklinde bir rasgele degisken tanimlansin. Bu rasgele

degiskene iligskin olasilik tireten fonksiyon,

Gs, (z) = E(z°") = Gy, (2") Gy, (2%2) ... Gy, (2%)
seklinde elde edilir (Johnson et al., 2005). o
Bu bilgilerden sonra, Ny, nin olasilik fonksiyonu asagidaki gibi verilebilir:
Teorem 3.2.1

X = {X;};en+, sayilabilir sonsuz, bagimsiz, aym dagilimh, siirekli rasgele
degiskenler dizisi olmak tizere, n>3vek =2,4,..,n i¢in N, rasgele

degiskeninin olasilik fonksiyonu asagidaki sekildedir:

P(Ny, = k) olasiligi,

5 12
— 2z +1)
e
[n. 2
ifadesindeki z*~2nin katsayisidir.

Ispat: Lemma 3.2.2°ye gore Nj, —2 rasgele degiskeninin olasilik {ireten
fonksiyonu ¢&s,&,, ... ,&, scklindeki (n —2) tane bagimsiz Bernoulli rasgele
degiskeninin olasilik {ireten fonksiyonlarmnin ¢arpimina esittir. §; rasgele

degiskeninin olasilik {ireten fonksiyonu, Tanim 3.2.1 dikkate alindiginda,

22+1—2

Gfi(z) = E(Zfi) = i
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olduguna gore Ny, — 2 rasgele degiskeninin olasilik iireten fonksiyonu

n-2
oy 2 ,
Gngoa@) = E(z"2) == [z + 0
i=1

seklinde yazilabilir. Bu sonu¢ ve Lemma 3.2.1 kullanilarak Teoremin ispati

tamamlanmis olur. O

Yukaridaki teoremden hareketle N, rasgele degiskeninin sagkalim

fonksiyonu Cizelge 3.2.1°de verilmistir.

Cizelge 3.2.1 Cesitli n’ler igin {P(N,, = k)},<15 olasiliklar1

k\n 10 20 30 40 50 100

2 1 1 1 1 1 1

3 0,9778 | 0,9947 | 0,9977 | 0,9987 | 0,9992 | 0,9998
4 0,857 0,9579 | 0,9796 | 0,9879 | 0,9919 | 0,9977
5 0,5966 | 0,8461 | 0,9161 | 0,9462 | 0,9621 | 0,9876
6 0,2999 | 0,6467 | 0,7813 0,848 0,8866 | 0,9566
7 0,1019 | 0,4106 | 0,5852 | 0,6874 | 0,7529 0,889
8 0,0219 | 0,2119 | 0,3762 | 0,4919 | 0,5748 | 0,7761
9 0,0027 | 0,0881 | 0,2052 | 0,3066 | 0,3888 | 0,6256
10 | 0,0001 | 0,0294 | 0,0947 | 0,1656 | 0,2313 | 0,4603
11 0 0,0079 0,037 0,0775 | 0,1209 | 0,3072
12 0 0,0017 | 0,0123 | 0,0315 | 0,0556 | 0,1856
13 0 0,0003 | 0,0035 | 0,0112 | 0,0225 | 0,1015
14 0 3,85E-05| 0,0008 | 0,0035 | 0,0081 | 0,0504
15 0 4,02E-06 | 0,0002 | 0,0009 | 0,0026 | 0,0227

Ayrica, Ny, rasgele degiskeninin beklenen degeri, bir bagka deyisle n’lik bir
dizide gerceklesmesi beklenen ortalama karma-rekor sayist Teorem 3.1(i)

kullanilarak,

2

n
AN
=3

BN = EGu+ &+ + &+t 6) =2+ ) E(E) =2+
i=3

seklinde elde edilir. N;, rasgele degiskeninin varyansi ise,
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VN = VE + &+ ) = ) V(ED

n

:i%(l—%) =E(Nr’l)—2—zliz

i=3 =3

olarak yazilabilir.

Diger yandan, eger N,,, birbirinden bagimsiz ve ayni dagilimli rasgele
degiskenler dizisi X = {X;};cy+ deki ust rekor sayisini gosterirse, bu rasgele

degiskenin beklenen degerinin, y, Euler Sabiti olmak tizere (y = 0,5772 ...),

n

E(N,) = 2% =~ In(n) +y

i=1

oldugu bilinmektedir (Arnold et al., 1992). Bu durumda, biiyiikk n degerleri goz
Onitine alinirsa, N rasgele degiskeninin beklenen degeri ve varyansi igin de,

sirastyla,
E(N}) =2E(N,) —1 = 2In(n) + 2y — 1

ve
2
V(N;) = 2In(n) + 2y + 2 — §T[2

esitlikleri yazilabilir. Yukarida verilen ortalama karma-rekor sayisi ve karma
rekor sayisinin varyansina iligkin teorik sonuglar desteklemek igin, Matlab paket
programi ile yazilan bir fonksiyon kullanilarak (Bkz. Ek 1) cesitli biiyiikliikte
orneklemler tiiretilmis ve 100000 tekrar sonrasi elde edilen simiilasyon sonuglari

Cizelge 3.2.2°de verilmistir.
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Cizelge 3.2.2 Uniform(0,1) dagilimli kitleden tiiretilen n 6l¢iimli 6rneklemler icin

ortalama karma-rekor sayilari ve karma-rekor sayilarinin varyanslari

Ortalama Karma Rekor Karma Rekor Sayisinin
n Sayisi Varyansi
Teorik Simiilasyon Teorik Simiilasyon
10 4,8579 4,8638 1,6589 1,6567
20 6,1955 6,1984 2,8108 2,8056
30 6,9900 6,9870 3,5414 3,5524
40 17,5571 7,5653 4,0761 4,0801
50 7,9984 8,0152 4,4979 45274
100 9,3748 9,3742 5,8348 5,7938
500 12,5856 12,5951 9,0139 9,0386
1000 13,9709 13,9571 10,3952 10,3521

3.3 Karma-Rekor Zamanlari

Tanim 3.1°de yer alan karma-rekor zamanlari ile heniiz ilgili literatiirde yer
almayan rekor kapsammin ve rekor agikligmin zamanlar iliskilidir. Ornegin,
A(n + 1) ile gosterilen (n + 1). karma-rekorun zamani, n. rekor kapsaminin ve n.
rekor acikliginin zamanlarina karsilik gelmektedir. Dolayisiyla, bu bolimde
bagimsiz ve ayn1 dagiliml siirekli rasgele degiskenler dizisi tizerinden verilecek
sonuglar, ayn1 zamanda, literatiirde yer alan rekor kapsami ve rekor agikligi
modellerini tamamlayici niteliktedir. Simdi, asagidaki teoremle, karma rekor

zamanlarmin ortak olasilik fonksiyonunu verelim:

Teorem 3.3.1

X = {X;};ey+, sayilabilir sonsuz, bagimsiz, aym dagihimli, siirekli
rasgele degiskenler dizisi olmak iizere, 3 <k; <k, <--<k, igin,
A(3),A(4), ..., A(n)’lerin ortak olasilik fonksiyonu,

2n—1

kn(kn - 1) H?=3(ki - 2)

P{AQ3) = ka) A(4) = ky, .., A(0) = k,} =
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seklindedir.

Ispat: Teorem 3.1°den hareketle,

(AQ) = ks, A(4) = ky, .., A(R) = k)

( 5;3 = O' 54 = 0! ""Ek3—1 = 0! €k3 = 1r )
€k3+1 = 0' Ek3+2 = 0' ""Ek4—1 = 0' S;k4 = 1'

A
~—

kan—ﬁ'l = O' Ekn_1+2 = O! ""Ekn—l = O' fkn = 1J
yazilabilir. Buradan hareketle,

P{A(3) = k3,A(4) = ky, ..., A(n) = k,}

-EE6-6)EEDER)-E)-E)E)

_ 2:2-..-2
B (k3 - 2)(k4 - 2) (kn—l - 2)(kn - 2)(kn - 1)kn

2n—1

ke (kn — DI,k — 2)

elde edilir ve teoremin ispati tamamlanmis olur. o

Karma-rekor zamanlarinin ortak olasilik fonksiyonu verildikten sonra, simdi
de onlarin tekli ve ¢arpim momentleri incelensin. n = 1,2,3, ... igin, n. karma-

rekor zamaninin beklenen degeri, yukaridaki teoremden hareketle,

— o79n-1 N 1 N 1
E(am) =2 ;3<k3—2)k4;+1<k4—2)

[09] o]

DI e 2+l<kn—1>1<kn—z>

kn-1=kn-2+1 n=Kn-1
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seklinde yazilabilir. Z,‘f’zuﬂm = ﬁ olduguna gore, yukaridaki beklenen

degerin
E(A(m)) =2m1

olacagi kolayca goriilebilir. Diger yandan «a € {2,3,..} i¢in A(n)’in a.

va—l

momentinin olmadigi, Z,‘;‘;uﬂm:oo bilgisi ve yine Teorem 3.3.1

kullanilarak,

E(A(n)%) =21 i 1 N 1
k3=3 (ks =2) ka=kz+1 (ks = 2)
-
- .
kn—1=kn—2+1 (kn—l N 2) =k 41 (kn - 1)(kn - 2)

seklinde gosterilebilir. Benzer olarak, n # m i¢in
E(A(m)A(m)) =
olacagi da aciktir.

Yukaridaki sonuglara ilave olarak, n. karma-rekor, k. gozlemde ortaya
¢iktiktan sonra, (n+ 1). karma-rekor igin ortalama bekleme siiresi ise, yine

Teorem 3.3.1°den hareketle,
E(A(n+ 1)|A(n) = k) = 2k

olarak bulunur.



25

3.4 Dagihmdan-Bagimsiz Bir Giiven Arahgi

Dagilimdan-bagimsiz (distribution-free) giiven araliklari, ilk kez Bairamov
ve Petunin (1991) tarafindan tanimlanmis ve parametrik olmayan istatistik
yontemler igerisinde uygulama alani bulmustur. Bu boliimde, daha sonra verilecek

Teorem 3.4.1°de dagilimdan-bagimsiz oldugu gosterilecek olan giiven araligi

(min(Xl, Xz,XA(g), ’XA(‘I’I+1)) ) maX(Xl, Xz,XA(3), IXA(TL+1)))

olarak secilmistir. Onceden tanimlandig1 iizere, A(n+ 1) rasgele degiskeni,
X = {X;}jen+ dizisindeki (n+1). karma-rekor zamanini gostermektedir.
Hatirlanacak olursa, Ly, = min(Xq, X2, Xa@3)s -+ Xam+1)) ve
Up = max(Xy, X3, Xa@3), -» Xam+1)) iliskisinin oldugu daha once vurgulanmusti.
O zaman, herhangi bir yeni gozlemin n. rekor kapsami igine diismesi seklinde
tanimlanan olay, i € {1,2,3,...} icin B = {X Aman+i € (L, U} ile gosterilebilir.
Bagimsiz ve ayni dagilimli siirekli gézlemlere dayali olarak bu olayin olasiligini

vermeden Once, onun ispatini kolaylastiran asagidaki lemmayi verelim:

Lemma 3.4.1

Y,(b,c) = fal x? (Inx)¢dx olmak iizere, a € [0,1] c R ve b,c € {0,1,2, ...}

i¢cin

c

Ya(b,c) = (=1)°c! ; — gbt1 (—lna?c_j
a\ (b + 1)1 Fr (b + D (c _j)!

esitligi dogrudur (Tanil, 2009). o
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Teorem 3.4.1

X = {X;};en+, sayilabilir sonsuz, bagimsiz, ayn1 dagiliml, stirekli rasgele
degiskenler dizisi olmak tizere, yeni bir gozlemin n. rekor kapsami igine diismesi

olasiligy,

n

! ! 2
P(Xaguenei € L U} =1 (3)

dir. o

Ispat: i. yeni gdzlem Xa(n41)4:NiN, n. giincel rekor ikilisi L), ve Uy, den bagimsiz

oldugu aciktir. Bu durumda, B = {Xa(n41)+i € (L, U)} olaymnin olasihigy,

P@) = [ [(FG) - F@)fy 00000

—00 —00

seklinde yazilabilir. Sonrasinda, L;, ve U, rasgele degiskenlerinin Bolim 2.3’de
verilen ortak olasilik yogunluk fonksiyonu yukaridaki esitlikte yerine yazilirsa, bu
olasilik asagidaki sekile gelir:

_ o — )n 2" n-1
P(B) —j] (y x)(n(1 —y + x))" 'dxdy
00

( 1)(11 1)211

1y
NCESVE f fy(ln(l —y+x))" tdxdy
00

1y
- f f x(In(1 — y + x)) ™ Vdxdy
00

Gosterim kolayligi i¢in,

1y
=jjy(ln(1—y+x))"‘1dxdy
00
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ve

1y
Ty = ffx(ln(l—y+x))"_1dxdy
00

olsun. Lemma 3.4.1 dikkate alindiginda,

1

) = fylpl—y(oln — 1dy
0

ve
1 1
n = [y G- Ddy - [ =y, 001y
0 0
seklinde elde edilir. Bu durumda,

1 1
7 — 1, = f 1, (0,1 — Ddy — f 1oy (Ln - Ddy
0 0

olur. Boylece, yine Lemma 3.4.1 kullanilarak

— 1 n-1 ! 1 1
m—my = (=D)""(n - )2—n—3—n
seklinde elde edilmis olur. Sonug olarak,
ppy = 2 ]
T T T
SC 2 i = 1- ()
T T mn—1)! Ll Pt | 3

bulunur ve teoremin ispati tamamlanir. O
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4. SIRALI-KARMA-REKOR DEGERLER

Bu bolimde, Tanim 3.1’den hareketle Y;:= X)) olmak iizere
Yim < Yo, <+ <Y, seklinde tanimlanan siirekli rasgele degiskenlere “Sirali-
Karma-Rekor Degerler” adi verilmistir. Daha dnce bahsedildigi tizere, (Y1.,, Ynn)
araligi, (n — 1). rekor kapsamina karsilik gelmektedir. Genel olarak, Y;.,,’in, rekor
kapsamini veya rekor agikligini degistiren i. en kiiciik deger oldugu sdylenebilir.
Diger yandan, sirali-karma-rekorlarin nerelerde kullanilabilecegine dair 6rnekler
vermek miimkiindiir. Ornegin, kitle ortalamasmin belirli bir degerden biiyiik
oldugu iddiasin1 kontrol etmek i¢in, kaydedilen karma-rekorlardan ka¢inin bu
degerden biiyiik olduguna bakilabilir. Ciinkii iddia ger¢ekten dogruysa, bu degerin
sagindaki karma-rekor sayisinin biiyiikk olmasi beklenir. ilk n karma-rekor
arasindan kacinin py’dan biyiik oldugu K, (u,) ile gosterilirse, bu rasgele
degiskenle, sirali-karma-rekorlar arasindaki iliski; k € {0,1,2, ...,n}, Yy, == —0

Ve Yyi1: = 00 I¢in,

{Kn(#o) = k} = {Yn—k:n < Ho < Yn—k+1:n}

seklinde ifade edilir. Bu iliskiden hareketle, {K,(uo) = k} olaymin olasiligini
hesaplayabilmek i¢in, sirali-karma rekorlarin ortak dagilimina ihtiya¢ oldugu

aciktir. Yani, bu olasilik,

P{Kn(#o) = k} = P{Yn—k:n <Ho < Yn—k+1:n}

Ko Ho Ho 1)

o Y1 Yn-k-1 Ho Yn—-k+1¥Yn-k+2 Yn-1

seklinde elde edilebilir.

Bu boliimde ilk olarak, X = {X;};cy+ dizisi; siirekli, birbirinden bagimsiz ve
ayn1 F(x) dagilim ve f(x) olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip oldugunda sirali-
karma-rekor degerlerin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu i¢in kullanilabilecek

bir indirgeme bagintis1 asagidaki teorem ile verilmektedir.
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Teorem4.1

Sayilabilir sonsuz, bagimsiz, aym1 dagiliml, siirekli rasgele degiskenler
dizisi X = {X;};cn+’ de tanimly, ilk n adet sirali-karma-rekor degerin ortak olasilik

yogunluk fonksiyonu i¢in asagidaki esitlik dogrudur:

fyl:n:YZ:nr---rYn:n (}’1; Vo eee) yn)

f1) v v ,
= 1:n—-1¥2n—-1,-In-1:n-1
1_F(yn)+F(y2)f (yz;:V3’---:yn)
f )
* 3 frun-vlem-1Yn-1n-1(y, oy, Ly, )

1=F(yp-1) +F(y1)

Vi <Y2 .o <Yn

Ispat: I; == [yi — %,yi + %) ve y; <y, < - <y, olmak lzere, I, 15, ..., 1,

araliklarmi dikkate alalim. dy;’ler yeterince kiiciik pozitif reel sayilar olmak

iizere, Y;., € I4, ..., Y.n € I, Olayimin olasiligi i¢in,

P{Yin € Iy, ., Ypun € I} = flnlzmetnn(yy yy, 0, y)dys dysy - dyy
yaklasik esitligi gecerlidir. Diger yandan,
Ay = {Xaem) < Yim_1} Ve Ay = {Xag) > Yn_1.n_1} Olmak iizere,

n. karma-rekorun ortaya ¢ikmasi kesin olay1 A; U A, seklinde ifade edilir. Bu

ayrik iki olaya dayali olarak {Y;.,, € I, ..., Yn.n € I} olayimnin olasilig1 igin,

P{Yl:n € Il' ""Yn:n € In}
= P{XA(n) € 11,Y1;n_1 € 12' ) Yn—l:n—l € In}

+ P{Yino1 € Ly oo, Yaotinet € Lncy, Xago € I}

esitligi yazilabilir. Benzer sekilde, yine dy;’ler yeterince kiigiik pozitif reel sayilar

olmak iizere, bu esitligin sagindaki olasiliklar i¢in,
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P{XA(n) €, Vi1 €15 ., Y11 € In}
= fram in-vYn-tn-i(y y) Ly )dy dy; - dyy

Ve

P{Yin-1 €Ity o, Yo-1m-1 € In_1, Xa(m) € In}

= frin-vot-im-1Xam (y,, y,, o, Y)dy dy; - dyy

yaklagik esitlikleri gegerlidir. Bu esitliklerin sag taraflar1 dikkate alinirsa,

fY1:n'Y2:n:---:Yn:n (yl' yZ' ey yn)
— fXA(n),Yl;n—1;---;yn—1:n—1 (yl' V2, o) yn)

+ fyl:n—l’---’Yn—l:n—l’XA(n) (yl' Vo, wes yn)

olacagi agiktir. Teoremin ispatin1 tamamlamak i¢in bu son esitligin sagindaki iki
olasiik yogunluk fonksiyonunun, fYun-t--Yn-1n-1  cinsinden karsiliklarin

bulmamiz yeterlidir. 1k terim icin,

fXA(n),Yl:n_1,...,Yn—1:n—1 (yl' y2i . yn)

— fyl:n—b---,Yn—l:n—l (yz, . yn)fXA(n)|Y1:n—1,...,Yn—1:n—1 (yl |y2' - yn)

yazilabilir. Bu ifade i¢indeki kosullu olasilik yogunluk fonksiyonunu elde etmek
icin, P{XA(n) € 11|Y1:H_1 =Y s Ypo1mo1 = yn} kosullu olasiligin1 ele alalim.

Yeterince kiiciik pozitif dy; i¢in,

P{Xatm) € |Yene1 = Yo, o) Yao1m—1 = Yn}

= fXA(")lYl:n_l""'Yn_l:n_l 1lyz, o yn)dys

yaklagik esitligi gecerlidir.
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Diger yandan,

P{XA(n) € I1|Y1:n—1 =Y e Ypo1n-1 = }’n}
= Z:;lp{XA(n—l)+1 € (V2 Yn)s Xa(n—1)+2
€ (V2 ¥n)s o» Xatm-1)+u-1 € V2, ¥n), Xy € 11}
= (PO —FO2)" P e 1)

P{X, € I}
1-=FQn) +F(y,)

@ -1
=P e} ) (FOW—FO)" =
u=
ve yine yeterince kiigiik pozitif dy; i¢in,

f()dy,
1=FQn) + F(y2)

P{Xatm) € |Yine1 = Yo, o) Yoo1m—1 = Y} =

yazilabilir. Bu iki yaklasik esitlik dikkate alindiginda,

f(ya)

XA(n)|Y1:n—1,---,Yn—1:n—1( Vs, s V) =
f Yilyz, o ym) = 7 F(yn) + F(y,)

olacagi aciktir. Bu durumda,

fXam -1 Yn-1m-1(y, yo )

f1)
- F(yn) + F(YZ)

= fY1:n—1'---'Yn—1:n—1 (yz, . yn) T
elde edilir. Benzer sekilde diistinerek,

fylzn—lr---'Yn—l:n—erA(n) (yl, Vo, eee) yn)

f(n)
— F(yp-1) + F(y1)

= fyl:n—l'---'yn—l:n—l (yl’ . yn_l) 1

oldugu gosterilebilir. Sonug olarak, bu son iki sonucu yerlerine yazarsak teoremin

dogru oldugu goriilecektir. o
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Yukarida verilen indirgeme bagintisindan sonra, ilk n adet karma-rekor

degerin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu, kapali formda asagidaki teoremdeki
gibidir.

Teorem 4.2

Sayilabilir sonsuz, bagimsiz, ayn1 dagilimli, siirekli rasgele degiskenler
dizisi X = {X;};ey+’de tammh, ilk n adet sirali-karma-rekor degerin

(V1.0 Yours v, Yun) ortak olasilik yogunluk fonksiyonu,

fyl:n,Yz:n,..-,Yn:n (yl, V2, eee) yn)

_zﬂf(yl Z Z z 1_[[1— yl] +1F(3’zj n+1+1)]

=n-1i,=i;—1 inp—2=ip-3—1 j=1

Y1 <Y2<:<¥n
seklindedir.

Ispat: Yukaridaki teoremin ispat1 matematiksel tiimevarim ile yapilabilir. Buna

gore, N =3 i¢in, Teorem 4.1 kullanilarak,

fhsleslas(y,, y), y,)
_ f(yl) Y1:2,Y2:2
TSRO+ RG] 0z Ya)
f(y3) Y1:2,Y2:2
1-F(y) + F(J’1)f O72)

yazilabilir. Y;., == X;., ve Y., = X,, oldugundan, ilk iki sirali-karma-rekor

degerin ortak olasilik yogunluk fonksiyonunun

fr2lez2(y,,y,) = 2f(y) f (v2)

olacag1 aciktir.
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Bu durumda,

frlestas(y,,y,, ;)
_ f(y1)
O o ep0)

1-F(y) +F(yp)
olur. O halde, ilk ¢ sirali-karma-rekor degerin ortak olasilik yogunluk

fonksiyonu,

frstestsa(y, y,, y;)
1

1-F(y,) + F(y1)

1
= 2 ODF 009 [T =50 7705

seklinde elde edilir ve n = 3 i¢in teoremin dogru oldugu gosterilmis olur. Simdi,

n = r i¢in teoremin dogru oldugu kabul edilsin. Yani,

Frirlaredrr(y, y) ,yr)

_znf(yl z Z z 1_[1 F yl +1F(Yz,-—r+1+1)]

11—7" 1l2 11—1 lr 2= lT 3— 1] 1

Yi<Y: < <)r
dogru olsun. O halde, n = r + 1 i¢in de teoremin dogru oldugunu gosterelim:

Teorem 4.1 kullanilarak,

fY1:r+1!Y2:T+1!""YT+1:r+1 (yl' yz' ey yr+1)
_ f(y1)
1=Fr1) + F(y,

frs1)
1=FQr)+FOn)

) fyl:r:YZ:rv---er:r (yz, V3 oeey yr+1)

frantertsn (7, vy, o, ;)

olacagi agiktir.
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Bu durumda,

fYl:_r+1‘Y2:r+1,...;Y‘r+1:1"+1 (yl’ yz’ ey yr+1)

f()ﬁ)
1-FWre1) + F(2)

r

2| [For)
i=1

r—2

Zr: i li —[ 1 F yl-+1)iF(yij—r+f+2)]

i1=T—1 i2=i1_1 lT’ 2= lT 37 1]

fWre1)
1-F(y,) + F(y) Hf(yl

Z Z z 1_[1 F +1F(ylj_r+]+1)]

i1=r-1i;=i;-1 lT21T31]1

olur. Buna gore, yukaridaki kesirli ifade toplamin i¢ine dahil edildiginde,

r+1

f%ﬂﬁﬂw%ﬂﬂwnmpmyﬂo=zflﬂ”)

r+1 lo
ISy . Z l_[ :
ig=r+1i1=ig—1iy=i1—1 ip_p=ip_3—1 j= 0 yl] F(yij—r+j+1)]

2335 o

p=Ti1=lg—1i=i1—1 ip_p=ip_3—1 j=0
olacaktir. Bu durumda,

fY1:r+1rY2:r+1r---rYr+1:r+1 (yl Vo, eees yr+1)

r+1 r+1 o

SIEP D) ﬂ[l TONETIEN

lo=ri1=lg—11=l1~1 Ilr_p=lr_3-1j=0

olur.
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Sonug olarak,

fY1:r+1:Y2:r+1j---JYT+1:T+1 (ylr Vo e yr+1)

r+1 r+1 i

=2| [ro0), ), - > H1 N

i1=Tip=i1—1 ip_1=ip_p—1 j= 1 +F(yl]—7”+l+1)]

V1 <Y2 < <Yr41

olacaktir. Bu sonug, teoremde n = r + 1 i¢in elde edilecek sonugla ayni oldugu

icin teoremin ispati tamamlanmis olur. o
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5. SONUC VE TARTISMA

Calismamizda birbirinden bagimsiz ve ayni siirekli F(x) dagilimina sahip
rasgele degiskenler dizisinde, baslangicgtan itibaren alt ve {ist ayrim1 yapilmaksizin
kaydedilen her bir rekor degere “Karma-Rekor” adi1 verilmistir. Ortaya atilan bu
yeni kavram literatiirdeki Giincel Rekor Degerler, Rekor Kapsami ve Rekor
Agiklig1 gibi konularla oldukea iligkilidir. Tez ¢alismasi igerisinde bu iliskiden
bahsedilmis ve sonrasinda karma-rekor kavramina iliskin baz1 dagilimsal sonuglar
elde edilmistir. ik olarak ilgili literatiirde var olan iist rekor indikatoriine benzer
sekilde “Karma-Rekor Indikatorii” tanimlanmis ve dagilimi elde edilmistir.

Rekorlarin sadece artan veya sadece azalan olarak ele alindigi klasik rekor

degerler kavramina gore i. rekor indikatdriinlin dagilimi Bernoulli(%) iken i.

karma-rekor indikatoriiniin dagilimi ise Bernoulli(%) seklinde bulunmustur. Bu

sonug, karma-rekor deger kavraminda, rekorlarin alt veya {ist olduguna
bakilmaksizin iki taraftan gerceklesmesi durumuyla ilgilenildigi igin beklenen bir

sonugtur.

Calisma kapsaminda ele alinan bir diger karma-rekor istatistigi karma-rekor
sayisidir. Tanimlanan karma-rekor indikatorii kullanilarak n hacimli sonlu sayida
bir rasgele degiskenler dizisindeki karma-rekor sayisi tanimlanmis ve bu rasgele
degiskenin olasilik fonksiyonu elde edilmistir. Sonrasinda bu sonlu dizide
ortalama karma-rekor sayisi ve karma-rekor sayisinin varyansi elde edilmistir.
Bulunan bu ortalama deger, klasik rekor degerler icin literatiirde var olan
beklenen st rekor sayisinin yaklasik olarak iki katidir ve dogal olarak bu sonug

karma-rekor deger kavrami disiiniildiigiinde beklenen bir sonugtur.

Karma-rekor kavrami bashgi altinda elde edilen bir bagka istatistik ise
karma-rekor zamanlaridir. Karma-rekor kavrami taniminda yer alan karma-rekor
zamanlarinin ortak olasilik fonksiyonu karma-rekor indikatorii kullanilarak elde
edilmistir. Sonrasinda, n. karma-rekor degerin ortalama olarak kaginci gézlemde
meydana gelecegi bulunmustur. Bu sonug literatiirde var olan klasik rekor
zamanlarimin beklenen degeri ile kiyaslandiginda olduk¢a 6nemli bir sonug olarak

karsimiza c¢ikmaktadir. Ciinkii, n. iist rekor degerin ortalama olarak meydana
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gelme zaman1 oo’a giderken, n. karma-rekor degerin beklenen zamani 2"~ olarak
bulunmustur. Bu sonu¢ bize rekorlar1 iki tarafli olarak ele alirsak ortalama bir
meydana gelis zamanindan s6z etmenin miimkiin hale geldigini géstermektedir.
Bunun yani sira, n. karma-rekor zamaninin varyansi i¢in benzer bir durumdan soz
etmek maalesef miimkiin olamamistir. n. karma-rekor zamaninin varyansi, n. list
rekor zamaninin varyansi ile ayni sekilde oo’a gitmektedir. Ayrica, karma-rekorlar
ile rekor kapsami ve rekor agikligi arasindaki iliskiden dolayi, bu sonuglar, bu

modeller i¢in de gegerli ve onlar1 tamamlayici niteliktedir.

Karma-rekor kavrami baslig1 altinda elde edilen son sonug ise dagilimdan

bagimsiz bir giiven araligidir. Bu alt baslik altinda, herhangi bir yeni gézlemin n.

n
rekor kapsami i¢ine diismesi olasiligi 1 — (g) olarak bulunmustur.

Dordiincii boliimde, ilk n adet karma-rekor degere dayali bir sira
istatistikleri modeli ortaya konmustur. Bu modelde tanimlanan sira istatistiklerine
“Sirali-Karma-Rekor Degerler” adi verilmistir. Sirali-karma-rekorlarin ortak
olasilik yogunluk fonksiyonu i¢in ilk olarak bir indirgeme bagintisi verilmistir. Bu
indirgeme bagmtisinda, ilk n adet sirali-karma-rekor degerin ortak olasilik
yogunluk fonksiyonunun, ilk (n— 1) adet sirali-karma-rekor degerin ortak
olasilik yogunluk fonksiyonu kullanilarak elde edilebilecegi gosterilmistir.
Sonrasinda, bulunan indirgeme bagmntis1 kullanilarak, ilk n adet sirali-karma-rekor
degerin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu dogrudan yazilmistir. Bulunan bu

sonug, tlimevarim yoluyla ispatlanmigtir.

Sonug olarak, Chandler (1952) tarafindan ortaya atilan st rekor ve alt rekor
modelleri, Houchens (1984) tarafindan kismen birlestirilmis, bu tezin dérdiincii
boliimiinde Onerilen sirali-karma-rekor modeliyle ise bu birlestirme islemi
tamamlanmistir. Ayrica, sirali-karma-rekor modelinin igerdigi bilgi, baglangigtan
itibaren kaydedilen tiim alt ve {ist rekorlara dayali olmasi sebebiyle, bir sistemin
performans artis ve azaliglarina (basar1 ve basarisizliklarina) iliskin 6zgegmisini
icermesi acisindan Onemlidir. Bu bilgiye dayali yapilacak degerlendirmeler,
Houchens’in modeline dayal1 yapilacak degerlendirmelere gore daha ayrintili ve

gercekel olacaktir, ¢iinkii, Houchens’in modeli sadece en son basar1 ve
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basarisizlik bilgisini igermektedir. Bu sebeplerden dolayi, bu tez calismasinin,
klasik rekor degerler kullanilarak yapilan pek ¢ok calismada oldugu gibi, yeni

konular ve farkli bakis agilarini ortaya ¢ikarmasi beklenmektedir.
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Ek 1 Karma-Rekor Sayisinin Beklenen Degeri ve Varyansi i¢in Simiilasyon
Matlab Kodlar1



Ek1

Karma-Rekor Sayisinin Beklenen Degeri ve Varyansi i¢in

Simiilasyon Matlab Kodlari

Uniform(0,1) dagilimindan tiiretilen veriler kullanilarak elde edilen Karma-
rekor sayisinin beklenen degeri ve varyansini teorik sonuglar ile birlikte veren
MATLAB fonksiyonu asagidaki gibidir. (n: Orneklem 6l¢iimii, nn: simiilasyon

tekrar sayisi)

function karmareksay(n,nn)
tt=0;
ttt=0;
for j=l:nn
s=1;
mini=rand;
maks=mini;
for i=2:n
x=rand;
if x<mini
s=s+1;
mini=x;
elseif x>maks
s=s+l;
maks=x;
end
end
tt=tt+s;
ttt=ttt+s"2;
end
$Teorik olarak ortalama karma rekor sayisi
t=2;
for i=3:n
t=t+(2/1);
end
t
%$Simiilasyona dayali ortalama karma rekor sayisi
simort=tt/nn
%Yaklasik deder olarak ortalama rekor sayisi
yt=2*log(n)+2*(0.5772)-1;
$Teorik olarak karma rekor sayisinin varyansi
v=t-2;
for i=3:n
v=v-(4/(1"°2));
end
v
%$Similasyona dayali karma rekor sayisinin varyansi
simvar=(ttt-nn*simort”2)/ (nn-1)
%Yaklaik deder olarak karma rekor sayisinin varyansi
yv=2*1log(n)+2*(0.5772)-(2/3) *pir2+2;
end



