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ÖZET

Doktora Tezi

GENELLEŞT·IR·ILM·IŞ LOKAL MORREY UZAYLARINDA KABA ÇEK·IRDEKL·I
POTANS·IYEL T·IPL·I BAZI ALTL·INEER OPERATÖRLER·IN VE

KOMÜTATÖRLER·IN·IN SINIRLILI¼GI

Ferit GÜRBÜZ

Ankara Üniversitesi
Fen Bilimleri Enstitüsü
Matematik Anabilim Dal¬

Dan¬̧sman: Prof. Dr. Ayhan ŞERBETÇ·I

Bu tez alt¬bölümden oluşmaktad¬r.

·Ilk bölüm giri̧s k¬sm¬na ayr¬lm¬̧st¬r.

·Ikinci bölümde, çal¬̧smam¬zla ilgili temel kavramlar ve toremlere yer verilmi̧stir.

Üçüncü bölümün birinci kesiminde, Calderón-Zygmund operatörleri taraf¬ndan üretilen
bir kaba çekirdekli altlineer operatörün genelleştirilmi̧s lokal Morrey uzaylar¬nda
s¬n¬rl¬l¬¼g¬ispatlanm¬̧st¬r. Üçüncü bölümün ikinci kesiminde, kesirli integral opera-
törleri taraf¬ndan üretilen kaba çekirdekli potansiyel tipli bir altlineer operatörün
genelleştirilmi̧s lokal Morrey uzaylar¬nda s¬n¬rl¬l¬¼g¬ispatlanm¬̧st¬r.

Dördüncü bölümün birinci kesiminde, lokal Campanato uzay¬ndan bir fonksiyon ve
kaba çekirdekli lineer operatörü taraf¬ndan üretilen komütatörlerin genelleştirilmi̧s
lokal Morrey uzaylar¬nda s¬n¬rl¬l¬¼g¬ispatlanm¬̧st¬r. Dördüncü bölümün ikinci kesi-
minde, lokal Campanato uzay¬ndan bir fonksiyon ve kaba çekirdekli potansiyel tipli
bir lineer operatörü taraf¬ndan üretilen komütatörlerin genelleştirilmi̧s lokal Morrey
uzaylar¬nda s¬n¬rl¬l¬¼g¬ispatlanm¬̧st¬r.

Beşinci bölümde, elde edilen sonuçlar¬n uygulamas¬ olarak, Marcinkiewicz opera-
törünün ve baz¬analitik yar¬gruplar¬n kesirli kuvvetlerinin s¬n¬rl¬l¬¼g¬verilmi̧stir.

Son bölümde ise elde edilen sonuçlar¬n analizi yap¬lm¬̧st¬r.

Ekim 2015, 66 sayfa

Anahtar Kelimeler: Genelleştirilmi̧s lokal Morrey uzay¬, lokal Campanato uzay¬, kaba
çekirdekli altlineer operatör, komütatör.
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ABSTRACT

Ph.D. Thesis

BOUNDEDNESS OF SOME POTENTIAL TYPE SUBLINEAR OPERATORS AND
THEIR COMMUTATORS WITH ROUGH KERNELS ON GENERALIZED LOCAL

MORREY SPACES

Ferit GÜRBÜZ

Ankara University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Ayhan ŞERBETÇ·I

This thesis consists of six chapters.

The �rst chapter is devoted to the introduction.

In the second chapter, some basic concepts and theorems related to this study are
given.

In the �rst section of the third chapter, the boundedness of a sublinear operator with
rough kernel generated by Calderón-Zygmund operators on generalized local Morrey
spaces is proved. In the second section of the third chapter, the boundedness of a
potential type sublinear operator with rough kernel generated by fractional integral
operators on generalized local Morrey spaces is proved.

In the �rst section of the fourth chapter, the boundedness of the commutators ge-
nerated by a function in local Campanato spaces and linear operators with rough
kernels on generalized local Morrey spaces is proved. In the second section of the
fourth chapter, the boundedness of the commutators generated by a function in local
Campanato spaces and some potential type linear operators with rough kernels on
generalized local Morrey spaces is proved.

In the �fth chapter, as application of results obtained , boundedness of Marcinkiewicz
operator and fractional powers of the some analytic semigroups are given.

Finally, the last chapter is devoted to the analysis of the results obtained.

October 2015, 66 pages

Key Words: Generalized local Morrey space, local Campanato space, sublinear operator
with rough kernel, commutator.
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ÖZGEÇM·IŞ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

v



S·IMGELER D·IZ·IN·I

Sn�1 Rn de birim küre
B (x; r) x merkezli r yar¬çapl¬yuvar
jB (x; r)j B (x; r) yuvar¬n¬n Lebesgue ölçüsü
suppf f fonksiyonun deste¼gi
!n Birim yuvar¬n hacmi
Lp (Rn) Lebesgue uzay¬
Mp;� (Rn) Morrey uzay¬
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1. G·IR·IŞ

Harmonik analizde, klasik operatörlerin çeşitli fonksiyon uzaylar¬ndaki eşitsizlik-

lerinin çal¬̧smalar¬ çok önemli bir yer tutmaktad¬r. Mp;� (Rn) Klasik Morrey u-

zaylar¬, ikinci dereceden eliptik k¬smi diferensiyel denklemlerin çözümlerinin lokal

davran¬̧slar¬n¬araşt¬rma çal¬̧smalar¬nda Morrey (1938) taraf¬ndan ortaya konulmuş-

tur. Morrey uzaylar¬Lebesgue uzaylar¬n¬n bir uzant¬s¬olarak de¼gerlendirilece¼gin-

den klasik operatörlerin s¬n¬rl¬l¬klar¬n¬n Morrey uzaylar¬nda araşt¬r¬lmas¬ oldukça

do¼gal ve önemlidir. Morrey uzaylar¬nda kesirli integral operatörünün (Riesz Potan-

siyeli) s¬n¬rl¬l¬¼g¬Adams (1975) taraf¬ndan çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. Chiarenza ve Frasca (1987)

Hardy-Littlewood maksimal operatörü, kesirli integral operatörü ve singüler in-

tegral operatörlerinin Morrey uzaylar¬nda s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬göstermi̧stir. Bu sonuçlar daha

sonra çeşitli uzaylara geni̧sletilmi̧stir. Mp;' (Rn) genelleştirilmi̧s Morrey uzaylar¬nda

Mizuhara (1991), Nakai (1994) ve Guliyev (1994) gibi araşt¬rmac¬lar Riesz potan-

siyeli, maksimal ve singüler integral operatörlerinin s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬elde etmi̧slerdir.

Nakai (1994), genelleştirilmi̧s Morrey uzay¬nda klasik operatörlerinin s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬

araşt¬rm¬̧s ve ' fonksiyonu üzerine r � t � 2r olmak üzere

C�1' (x; r) � ' (x; t) � C' (x; r) (1.1)

(noktasal doubling) şart¬n¬koymuştur.

Guliyev (1994, 1999, 2009), Nakai�nin ' fonksiyonu üzerine koydu¼gu (1.1) şart¬n¬

kald¬rm¬̧s ve e¼ger

1Z
r

'1(x; t)
dt

t
� C'2(x; r) (1.2)

koşulu alt¬nda Maksimal operatör ve Calderón-Zygmund operatörlerinin Mp;'1 (R
n)

genelleştirilmi̧s Morrey uzay¬ndan bir di¼ger Mp;'2 (R
n) genelleştirilmi̧s Morrey uza-

y¬na s¬n¬rl¬olduklar¬n¬ve e¼ger 1 < p < q <1 ve � = n
�
1
p
� 1

q

�
olmak üzere

1



1Z
r

t�'1(x; t)
dt

t
� C'2(x; r) (1.3)

koşulu sa¼glan¬yorsa Riesz potansiyelinin Mp;'1 (R
n) genelleştirilmi̧s Morrey uzay¬n-

dan bir di¼ger Mq;'2 (R
n) genelleştirilmi̧s Morrey uzay¬na s¬n¬rl¬ oldu¼gunu göster-

mi̧stir.

Son y¬llarda Guliyev ile birlikte Burenkov, Samko, Gogotashvili, Mustafayev ve

Hasanov gibi araşt¬rmac¬lar, Morrey-tipli uzaylar başta olmak üzere di¼ger fonksiyon

uzaylar¬nda yeni sonuçlar elde etmi̧slerdir.


, Rn üzerinde s¬f¬r¬nc¬ dereceden homojen ve 
 2 Ls (S
n�1) ; s > 1 olsun, bu-

rada Sn�1, d� normalleştirilmi̧s Lebesgue ölçüsü ile donat¬lm¬̧s Rn (n � 2) nin birim

küresini göstermekmektedir. Kompakt destekli f 2 L1 (Rn) için x =2 suppf olmak

üzere kaba çekirdekli T
 lineer veya altlineer operatörü

jT
f (x)j � c0
Z
Rn

j
 (x� y)j
jx� yjn jf (y)j dy (1.4)

koşulunu sa¼glayan bir operatör olsun, burada c0, f ve x den ba¼g¬ms¬zd¬r. Benzer

şekilde, her 0 < � < n ve kompakt destekli f 2 L1 (Rn) için x =2 suppf olmak üzere

kaba çekirdekli potansiyel tipli T
;� lineer veya altlineer operatörü

jT
;�f (x)j � c0
Z
Rn

j
 (x� y)j
jx� yjn��

jf (y)j dy (1.5)

koşulunu sa¼glayan bir operatör olsun, burada c0, f ve x den ba¼g¬ms¬zd¬r.


 � 1 oldu¼gu zaman (1.4) koşulu ilk olarak Soria ve Weiss (1994) taraf¬ndan tan¬m-

lanm¬̧st¬r. (1.4) ve (1.5) koşullar¬harmonik analizde pek çok operatör için sa¼glan¬r,

örne¼gin bunlar¬n en önemlileri Marcinkiewicz operatörü, Calderón-Zygmund ope-

ratörü, Carleson maksimal operatörü, Hardy-Littlewood maksimal operatörü, C.
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Fe¤erman singüler çarpanlar¬, R. Fe¤erman singüler integralleri, Ricci-Stein sal¬n¬ml¬

singüler integralleri, Bochner-Riesz ortalamas¬d¬r (Soria veWeiss 1994, Lu vd. 2002).

b, Rn üzerinde lokal integrallenebilir bir fonksiyon olmak üzere, kaba çekirdekli

potansiyel tipli operatör ile b taraf¬ndan üretilen komütatör aşa¼g¬daki gibi tan¬m-

lan¬r:

T
;b;� (f) (x) = [b; T
;�] f (x)

= b (x)T
;�f (x)� T
;� (bf) (x)

=

Z
Rn

[b (x)� b (y)] 
 (x� y)
jx� yjn��

f (y) dy:

Lineer ve altlineer operatörler ve bunlar¬n komütatörlerinin s¬n¬rl¬l¬¼g¬k¬smi türevli

denklemler teorisinde süreksiz katsay¬l¬ eliptik ve parabolik denklemlerin çözüm-

lerinin ön (apriori) eşitsizliklerinin elde edilmesinde önemli bir yer tutmaktad¬r.

Örne¼gin Calderón-Zygmund operatörlerinin komütatörleri ikinci mertebeden elip-

tik k¬smi diferensiyel denklemlerin çözümlerinin düzgünlü¼gü çal¬̧smalar¬nda kullan¬l-

maktad¬r. Coifman vd. (1976) b 2 BMO (Rn) iken
�
b; T
�
komütatörünün Lp (Rn),

1 < p < 1 üzerinde s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬göstermi̧slerdir. Daha sonra Janson (1978)
�
b; T
�

komütatörü Lp (Rn), 1 < p < 1 üzerinde s¬n¬rl¬ iken b 2 BMO (Rn) oldu¼gunu

göstermi̧stir. Ayr¬ca Coifman vd. (1976) b 2 BMO (Rn) iken
�
b; T


�
komütatörünün

Lp (Rn), 1 < p < 1 üzerinde s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬ göstermi̧slerdir. Mp;' (Rn) genelleşti-

rilmi̧s Morrey uzaylar¬nda altlineer ve komütatör operatörlerinin s¬n¬rl¬l¬¼g¬Ding vd.

(1998) taraf¬ndan elde edilmi̧stir. Genelleştirilmi̧s Morrey uzay¬üzerinde Guliyev

vd. (2011), Nakai (1994) taraf¬ndan konulan (1.2) ve (1.3) şartlar¬yerine ('1; '2)

fonksiyon çifti üzerinde daha zay¬f olan

1Z
r

essinf
t<�<1

'1 (x; �) �
n
p

t
n
p
+1

dt � C'2 (x; r)

yeterlik koşulunu koyarak T ve T� altlineer operatörlerinin ve bunlar¬n komütatör-

lerinin s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬göstermi̧slerdir. Karaman (2012) doktora tez çal¬̧smas¬nda, Guliyev

3



taraf¬ndan verilen ispat yöntemini kullanarak, genelleştirilmi̧s Morrey ve genelleşti-

rilmi̧s a¼g¬rl¬kl¬Morrey uzaylar¬nda altlineer operatörlerin ve altlineer komütatör o-

peratörünün s¬n¬rl¬l¬¼g¬hakk¬nda yeni sonuçlar elde etmi̧stir.

Bu tezin temel amac¬genelleştirilmi̧s lokal Morrey uzaylar¬nda kaba çekirdekli kon-

volüsyon tipli altlineer operatörlerin s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬incelemek ve kaba çekirdekli kon-

volüsyon tipli lineer operatörlerin komütatörleri içinCBMO tahminlerini verebilmek-

tir. Tezde, Guliyev taraf¬ndan verilen ispat yöntemi kullan¬larak, genelleştirilmi̧s

lokal Morrey uzaylar¬nda kaba çekirdekli altlineer operatörlerinin ve bunlar¬n komü-

tatörlerinin s¬n¬rl¬l¬¼g¬hakk¬nda yeni sonuçlar elde edilmi̧stir. Bütün durumlarda T
;

T
;�; T
;b ve T
;b;� operatörlerinin s¬n¬rl¬l¬k koşullar¬nda '1 ve '2 fonksiyonlar¬n¬n

monotonlu¼gu ile ilgili herhangi bir kabul yap¬lmay¬p sadece ('1; '2) nin Zygmund

tipli bir integral eşitsizli¼gini sa¼glad¬¼g¬kabul edilmi̧stir.

Tezin ikinci bölümünde konu ile ilgili temel kavramlar ve teoremler verilmi̧stir.

Üçüncü ve dördüncü bölümler tezin orijinal k¬s¬mlar¬d¬r. Üçüncü bölümün birinci

kesiminde, kaba çekirdekli Calderón-Zygmund singüler integral operatörü taraf¬ndan

üretilen ve (1.4) koşulunu sa¼glayan T
 kaba çekirdekli altlineer operatörünün p > 1

için LMfx0g
p;'1 genelleştirilmi̧s lokal Morrey uzay¬ndan bir di¼ger LMfx0g

p;'2 genelleşti-

rilmi̧s lokal Morrey uzay¬na ve p = 1 için LMfx0g
1;'1

uzay¬ndan WLMfx0g
1;'2

zay¬f uza-

y¬na s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬n sa¼glanmas¬ için ('1; '2) fonksiyon çifti üzerinde yeterlik şartlar¬

araşt¬r¬lm¬̧st¬r. Üçüncü bölümün ikinci kesiminde kaba çekirdekli kesirli integral o-

peratörleri taraf¬ndan üretilen ve (1.5) koşulunu sa¼glayan T
;� potansiyel tipli kaba

çekirdekli altlineer operatörünün 0 < � < n, 1 < p < q <1, 1
p
� 1

q
= �

n
için LMfx0g

p;'1

genelleştirilmi̧s lokal Morrey uzay¬ndan bir di¼ger LMfx0g
q;'2 genelleştirilmi̧s lokal Mor-

rey uzay¬na ve 1 < q <1, 1� 1
q
= �

n
için LMfx0g

1;'1
uzay¬ndanWLMfx0g

q;'2 zay¬f uzay¬na

s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬n sa¼glanmas¬ için ('1; '2) fonksiyon çifti üzerinde yeterlik şartlar¬ elde

edilmi̧stir. Dördüncü bölümün birinci kesiminde b 2 CBMOfx0gp2;�
(Rn) olmak üzere b

ve T
 taraf¬ndan üretilen T
;b komütatör operatörünün 1 < p <1, 1p =
1
p1
+ 1

p2
iken

LM
fx0g
p1;'1 genelleştirilmi̧s lokal Morrey uzay¬ndan bir di¼ger LM

fx0g
p;'2 genelleştirilmi̧s

lokal Morrey uzay¬na s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬n sa¼glanmas¬için ('1; '2) çifti üzerindeki yeterlilik

şartlar¬ belirlenmi̧stir. Dördüncü bölümün ikinci kesiminde b 2 CBMO
fx0g
p2;�

(Rn)
4



olmak üzere T
;b;� komütatör operatörünün 1 < p < 1, 1
p
= 1

p1
+ 1

p2
, 1
q
= 1

p
� �

n
,

1
q1
= 1

p1
� �

n
iken LMfx0g

p1;'1 genelleştirilmi̧s lokal Morrey uzay¬ndan bir di¼ger LM
fx0g
q;'2

genelleştirilmi̧s lokal Morrey uzay¬na s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬n sa¼glanmas¬ için ('1; '2) çifti ü-

zerinde yeterlilik şartlar¬ elde edilmi̧stir. Beşinci bölümde, elde edilen sonuçlar¬n

uygulamas¬olarak Marcinkiewicz operatörünün ve baz¬analitik yar¬gruplar¬n ke-

sirli kuvvetlerinin s¬n¬rl¬l¬¼g¬verilmi̧stir. Son bölümde ise elde edilen sonuçlar¬n analizi

yap¬lm¬̧st¬r.

A . B gösterimini A � CB, C > 0 eşitsizli¼ginin yerine kullanaca¼g¬z. A . B ve

B . A ise A � B yaz¬l¬r ve A, B ye eşde¼gerdir denir. Bu çal¬̧sma boyunca C farkl¬

sabitleri gösterecektir.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Tan¬m 2.1 (Esas supremum-Esas in�mum) (X; �; �) bir ölçü uzay¬ve f :

X ! R bir fonksiyon olsun (f fonksiyonunun ölçülebilir olmas¬gerekmez). E¼ger

her x 2 X için f (x) � a yani, fx : f (x) > ag kümesi boş ise a reel say¬s¬na

f nin üst s¬n¬r¬ denir. Tersine, e¼ger fx : f (x) > ag kümesi ölçümü s¬f¬r olan bir

küme taraf¬ndan kapsan¬yorsa a 2 R say¬s¬na f nin bir esas üst s¬n¬r¬denir. Yani,

fa 2 R : � (fx : f (x) > ag) = 0g esas üst s¬n¬rlar¬n kümesi boş kümeden farkl¬ise f

fonksiyonunun esas supremumu

esssup
x2X

f := inf fa 2 R : � (fx : f (x) > ag) = 0g

şeklinde tan¬mlan¬r. Di¼ger durumlarda esssup f = +1 dir. Benzer şekilde,

fb 2 R : � (fx : f (x) < bg) = 0g esas alt s¬n¬rlar¬n kümesi boş kümeden farkl¬ise

essinf
x2X

f := sup fb 2 R : � (fx : f (x) < bg) = 0g

al¬n¬r. Di¼ger durumlarda essinf f = �1 olarak tan¬mlan¬r. Ayr¬ca, f , X kümesinde

negatif olmayan bir fonksiyon olmak üzere, bu kavramlar aras¬nda�
essinf
x2X

f (x)

��1
= esssup

x2X

1

f (x)

iļskisi vard¬r.

Tan¬m 2.2 (X; �; �) bir ölçü uzay¬olsun. 0 < p <1 olmak üzere

Lp (X) =

8<:f 2M(X;�) :
Z
X

jf jp d� <1

9=;
kümesine p-inci kuvvetten integrallenebilen fonksiyonlar s¬n¬f¬denir. Lp (X) uza-

y¬nda bir f fonksiyonunun normu

kfkLp(X) =

8>><>>:
�R
X

jf jp d�
� 1

p

; 1 � p <1

esssup
x2X

jf(x)j ; p =1

6



ile tan¬mlan¬r. Burada

esssup
x2X

jf(x)j = inf f� > 0 : � (fx 2 X : jf(x)j > �g) = 0g

ile verilir.

1 � p � 1 olmak üzere, X in her bir kompakt alt kümesinde p-inci kuvveti in-

tegrallenebilen tüm ölçülebilir fonksiyonlar¬n uzay¬Llocp (X) ile gösterilir. Bu uzay

p = 1 için Lloc1 (X) � Lloc (X) şeklinde gösterilen lokal integrallenebilir fonksiyon-

lar¬n s¬n¬f¬n¬ gösterir. Lloc (X) uzay¬ 1 � p � 1 için bütün Lp (X) uzaylar¬n¬n

birleşimlerini içerir.

Tan¬m 2.3 WLp (X) zay¬f Lp uzay¬, 1 � p <1 olmak üzere

kfkWLp(X)
= sup

t>0
t� (fy 2 X : jf (y)j > tg)

1
p <1

quasi-normuna sahip f ölçülebilir fonksiyonlar¬n¬n uzay¬d¬r. 1 � p < 1 için

Lp (X) � WLp (X) sa¼glan¬r. WL1 (X) uzay¬n¬n tan¬m¬L1 (X) ile verilir.

Tan¬m 2.4 (Genelleştirilmi̧s Minkowski Eşitsizli¼gi) 1 � p < 1; (X;�) ve

(Y; �) ölçülebilir uzaylar olsun. f , (X;�) � (Y; �) çarp¬m uzay¬üzerinde ölçülebilir

bir fonksiyon olmak üzere0@Z
Y

0@Z
X

jf(x; y)j d�(x)

1Ap

d�(y)

1A
1
p

�
Z
X

0@Z
Y

jf(x; y)jp d�(y)

1A 1
p

d�(x)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r (Grafakos 2004).

Teorem 2.1 (Pozitif Kuvvetler ·Için Genelleştirilmi̧s Hölder Eşitsizli¼gi)
mX
i=1

1
pi
= 1 olacak şekilde p1; : : : ; pm > 0 reel say¬lar olsun. Ayr¬ca i = 1; : : : ;m

için fi 2 Lpi olsun. Bu durumda
mY
i=1

fi 2 L1 ve

Z mY
i=1

jfij d� �
mY
i=1

kfikLpi
7



eşitsizli¼gi sa¼glan¬r (Cheung 2001).

Tan¬m 2.5 (Fubini) � � 0; � � 0 olmak üzere (X;�) ve (Y; �) ölçü uzaylar¬ve

� 
 �; X � Y üzerinde tan¬ml¬çarp¬m ölçüsü olsun. Bu durumda F (x; y); � 
 �-

integrallenebilir iseZ Z
X�Y

F (x; y)d�
 � =

Z
X

0@Z
Y

F (x; y)d�

1A d�
=

Z
Y

0@Z
X

F (x; y)d�

1A d�
eşitli¼gi sa¼glan¬r. Burada X = Y = R ise � = � Lebesgue ölçüsüdür. Bu durumda

R2 de �
 � = dx1dx2 dir (Sadosky 1979).

Rn, n�boyutlu Öklid uzay¬; x:y =
nX
j=1

xjyj iç çarp¬m¬ve buna kaŗs¬l¬k gelen jxj = 
nX
j=1

x2j

! 1
2

normu ile x1; :::; xn 2 Rn olmak üzere tüm x = (x1; :::; xn) noktalar¬n¬n

kümesidir.

Rn üzerinde dx = dx1:::dxn ile Lebesgue ölçüsünü gösterece¼giz. Rn tam uzay¬üze-

rinde bir f fonksiyonunun (Lebesgue) integraliZ
Rn

f (x) dx =

Z
� � �
Z
f (x1; :::; xn) dx1:::dxn

ile gösterilir. Bir E � Rn ölçülebilir kümesinin Lebesgue ölçüsü jEj =
Z
E

dx ile gös-

terilir. B = B (x; r) = fy 2 Rn : jx� yj < rg kümesi merkezi x, yar¬çap uzunlu¼gu r

olan aç¬k yuvar¬ve B (x; r)c onun tümleyenini göstersin. !n = jB (0; 1)j olmak üzere

jB (x; r)j = !nrn =
�
n
2

�
�
1 + n

2

�rn = 1

n
!n�1r

n

biçimindedir, burada !n�1 = 2�
n
2

�(n2 )
, Rn de yar¬çap¬1 olan Sn�1 birim küresinin yüzey

alan¬d¬r. � (n), gamma fonksiyonudur ve � (n) =

1Z
0

xn�1e�xdx ile tan¬mlan¬r.
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Tan¬m 2.6 (Destek) Bir f fonksiyonunun deste¼gi f (x) 6= 0 şart¬n¬sa¼glayan x

noktalar¬n¬n oluşturdu¼gu kümenin kapan¬̧s¬d¬r ve suppf = fx 2 Rn : f (x) 6= 0g ile

gösterilir. E¼ger suppf s¬n¬rl¬bir küme ise f kompakt deste¼ge sahiptir denir.

Tan¬m 2.7 T , reel-de¼gerli ölçülebilir fonksiyonlar¬n bir (X;�) ölçü uzay¬ndan

kompleks de¼gerli, hemen her yerde sonlu, ölçülebilir fonksiyonlar¬n bir (Y; �) ölçü

uzay¬na tan¬mlanan bir operatör olsun. Bu durumda her f; g ve her � 2 C için

T (f + g) = T (f) + T (g) ve T (�f) = �T (f)

ise T operatörüne lineer operatör,

jT (f + g)j � jT (f)j+ jT (g)j ve jT (�f)j = j�j jT (f)j

ise T operatörüne altlineer operatör, bir C > 0 sabiti için

jT (f + g)j � C (jT (f)j+ jT (g)j) ve jT (�f)j = j�j jT (f)j

ise T operatörüne quasilineer operatör denir. Altlineerlik quasilineerli¼gin özel bir

durumudur (Grafakos 2004).

Tan¬m 2.8 ((p,q) tipli operatör) 1 � p; q � 1 , (X;�) ve (Y; �) iki ölçü uzay¬ve

T , Lp (X;�) uzay¬ndan tan¬m ve görüntü kümeleri s¬ras¬yla Y ve C olan ölçülebilir

fonksiyonlar¬n uzay¬na bir altlineer operatör olsun. E¼ger q <1 olmak üzere

� (fy 2 Y : jTf (y)j > �g) �
 
C kfkLp
�

!q
ise T zay¬f (p; q) tipinden ve e¼ger q =1 iken Lp (X;�) uzay¬ndan L1 (Y; �) uzay¬na

s¬n¬rl¬bir operatör ise zay¬f (p;1) tipindendir denir.

E¼ger T , Lp (X;�) uzay¬ndan Lq (Y; �) uzay¬na s¬n¬rl¬bir operatör ise kuvvetli (p; q)

tipindendir denir. Yani, her f 2 Lp (X;�) için

kTfkLq � C kfkLp

olacak biçimde bir C > 0 sabiti vard¬r. Buradan q =1 olmas¬durumunda zay¬f ve

kuvetli tip çak¬̧smaktad¬r.
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E¼ger T , kuvvetli (p; q) tipli ise ayn¬zamanda zay¬f (p; q) tiplidir. Gerçekten, e¼ger

E� = fy 2 Y : jTf (y)j > �g olarak al¬n¬rsa, bu durumda

� (E�) =

Z
E�

d� �
Z
E�

����Tf (y)�

���� d� � kTfkqLq(Y )
�q

�
 
C kfkLp(X)

�

!q

olur.

E¼ger (X;�) = (Y; �) ve T özdeşlik operatörü olarak al¬n¬rsa zay¬f (p; p) klasik Cheby-

shev eşitsizli¼gi olur (Lu vd. 2006).

Tan¬m 2.9 (Lebesgue Diferensiyelleme Teoremi) E¼ger f 2 Lloc (Rn) ise bu

durumda hemen her x 2 Rn için

lim
r!o

1

jB (x; r)j

Z
B(x;r)

f (y) dy = f (x)

sa¼glan¬r (Grafakos 2004).

Tan¬m 2.10 f : Rn �! R ve f 2 Lloc (Rn) olmak üzere, Mf : Rn �! [0;1]

Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu

Mf(x) = sup
r>0

jB (x; r)j�1
Z

B(x;r)

jf(y)j dy

biçiminde tan¬mlan¬r.

Dikkat edilirse M maksimal operatörü altlineer ve homojendir, yani her f; g 2

Lloc (Rn)

M (f + g) �Mf +Mg ve M (�f) = � (Mf) , 8� � 0

sa¼glan¬r.

Aşa¼g¬daki teorem M Hardy-Littlewood maksimal operatörünün hemen her yerde

sonlu, zay¬f (1; 1) ve 1 < p � 1 için kuvvetli (p; p) tipinden bir operatör oldu¼gunu

ifade etmektedir.
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Teorem 2.2 Rn üzerinde tan¬mlanan f fonksiyonu için

(i) f 2 Lp(Rn), 1 � p � 1 ise bu durumda Mf maksimal fonksiyonu hemen her

yerde sonludur.

(ii) E¼ger f 2 L1(Rn) ise bu durumda 8� > 0 için

jfx :Mf(x) > �gj � A

�

Z
Rn

jf(x)j dx = A

�
kfkL1(Rn)

sa¼glan¬r, burada A sadece n boyutuna ba¼gl¬bir sabittir.

(iii) f 2 Lp(Rn), 1 < p � 1 ise bu durumda Mf 2 Lp(Rn) ve

kMfkLp(Rn) � A kfkLp(Rn)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r, burada A sadece p ve n boyutuna ba¼gl¬bir sabittir (Stein 1970).

Tan¬m 2.11 f 2 Lloc (Rn) ve 0 < � < n olmak üzere I�f Riesz potansiyeli

(I�f)(x) =
1


(�)

Z
Rn

f(y)

jx� yjn��
dy

olarak tan¬mlan¬r, burada


(�) = �
n
2 2�

�
�
�
2

�
�
�
n
2
� �

2

�
biçimindedir.

Aşa¼g¬daki teorem I�f Riesz potansiyelinin Lebesgue uzaylar¬ndaki s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬karak-

terize etmektedir.

Teorem 2.3 (Riesz Potansiyeli ·Için Hardy-Littlewood-Sobolev Teoremi)

0 < � < n, 1 � p < q <1 ve 1
q
= 1

p
� �

n
olsun.

(i) E¼ger f 2 Lp(Rn) ise

(I�f) (x) =
1


(�)

Z
Rn

jx� yj�n+� f(y)dy

integrali hemen her x için mutlak yak¬nsakt¬r.
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(ii) E¼ger p > 1 ise bu durumda

kI�fkLq(Rn) � Ap;q kfkLp(Rn)

eşitsizli¼gi gerçeklenir.

(iii) E¼ger f 2 L1(Rn) ise bu durumda

jfx : jI�f(x)j > �gj �
 
A kfkL1(Rn)

�

!q

Yani, f ! I�f dönüşümü (1; q) zay¬f tiptir
�
1
q
= 1� �

n

�
(Stein 1970).

Tan¬m 2.12 (Singüler ·Integrallerin S¬n¬�and¬r¬lmas¬) K (x) çekirde¼gi �-inci

mertebeden homojen bir fonksiyon olsun. E¼ger x 2 Rn, x 6= � ise, Sn�1 = fx : jxj = 1g

birim küre üzerinde x in izdüşümü x0 = x
jxj olarak gösterelim. E¼ger K (x), �-inci

mertebeden homojen ise bu durumda

K (x) = jxj�K
�
x

jxj

�
= jxj�K (x0)

yaz¬labilir. 
 (x) = K
�
x
jxj

�
fonksiyonu s¬f¬r¬nc¬mertebeden homojendir. Böylece


 (x) = K (x0), Sn�1 de bir fonksiyon olarak al¬nabilir, 
 ya K çekirde¼ginin karak-

teristi¼gi denir.

K (x), ��-inci mertebeden homojen olmak üzere bir f �! f �K dönüşümünü göz

önüne alal¬m, burada (f �K) konvolüsyonu

(f �K) (x) =
Z
Rn

f (y)K (x� y) dy (2.1)

şeklinde tan¬ml¬d¬r. Bu durumda aşa¼g¬daki üç durum mevcuttur:

(i) E¼ger 0 < � < n ise, (2.1) integraline zay¬f singüler integral denir.

(ii) E¼ger � = n ise, (2.1) integraline singüler integral denir.

(iii) E¼ger � > n ise, (2.1) integraline hipersingüler integral denir.

0 < � < n için I�f Riesz potansiyeli, zay¬f singüleriteye sahip bir integraldir (Neri

1971).
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Şimdi T standart Calderón-Zygmund singüler integral operatörünü, k¬saca Calderón-

Zygmund operatörünü tan¬mlayal¬m. T : C10 ! Lloc (Rn) sürekli lineer operatörü

L2 (Rn) uzay¬ndan L2 (Rn) uzay¬na s¬n¬rl¬olan bir operatördür ve

Tf (x) = p:v:

Z
Rn

k (x; y) f (y) dy, x =2 suppf

ile tan¬mlan¬r. Burada k (x; y), f(x; y) 2 Rn � Rn : x = yg d¬̧s¬nda sürekli bir fonksiyon-

dur ve standart eşitsizlikleri sa¼glar: her x, y 2 Rn, x 6= y için

jk (x; y)j � C jx� yj�n (büyüklük koşulu)

olacak şekilde C > 0 vard¬r ve 2 jhj � jx� yj iken

jk (x; y + h)� k (x; y)j+ jk (x+ h; y)� k (x; y)j � C jhj�

jx� yjn+�
(düzgünlük koşulu)

olacak şekilde 0 < � � 1 vard¬r.

T Calderón-Zygmund operatörü Lp (Rn), 1 < p < 1 üzerinde s¬n¬rl¬d¬r ve zay¬f

(1; 1) tiplidir.


 aşa¼g¬daki koşullar¬sa¼glas¬n:

(i) 
 (�y) = 
 (y), 8� > 0

(ii)

Z
Sn�1


 (y0) d� (y0) = 0, y0 = y
jyj

(iii) 
 2 L1 (Sn�1).

Bu durumda f 2 Lp (Rn), 1 � p < 1 için T
 kaba çekirdekli Calderón-Zygmund

singüler integral operatörü

T
f (x) = p:v:

Z
Rn


 (x� y)
jx� yjn f (y) dy

biçiminde tan¬mlan¬r ve (1.4) koşulunu sa¼glar. Ayr¬ca 
 (x) � 1 oldu¼gu zaman T
,

T Calderón-Zygmund operatörüdür.

1971�de Muckenhoupt ve Wheeden, 0 < � < n, 
 2 Ls (Sn�1), 1 < s � 1 ve 
, Rn

üzerinde s¬f¬r¬nc¬dereceden homojen olmak üzere I
;� kaba çekirdekli kesirli integral

operatörünü
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I
;�f (x) =

Z
Rn


 (x� y)
jx� yjn��

f (y) dy

biçiminde tan¬mlad¬lar, I
;� (1.5) koşulunu da sa¼glar. Bunun yan¬nda 
 (x) � 1

oldu¼gu zaman I� Riesz potansiyeli elde edilir.

Tan¬m 2.13 x 2 Rn ve r > 0 için, B (x; r) x merkezli r yar¬çapl¬ aç¬k yuvar¬

ve jB (x; r)j, B (x; r) yuvar¬n¬n Lebesgue ölçüsü olsun. Sn�1, d� normalleştirilmi̧s

Lebesgue ölçüsü ile donat¬lm¬̧s Rn (n � 2) nin birim küresini göstermek üzere, 
 2

Ls (S
n�1) ; s > 1 ve 
, Rn üzerinde s¬f¬r¬nc¬dereceden homojen olsun. M
;� kaba

çekirdekli kesirli maksimal operatörü

M
;�f (x) = sup
t>0
jB (x; t)j�1+

�
n

Z
B(x;t)

j
(x� y)j jf (y)j dy

biçiminde tan¬mlan¬r.

� = 0 oldu¼gunda M
 � M
;0 , yani kaba çekirdekli Hardy-Littlewood maksimal

operatörüdür. Aç¬k olarak 
 � 1 oldu¼gu zamanM
;� operatörüM� kesirli maksimal

operatörü olur.

2.1 Morrey Uzay¬

KlasikMp;�Morrey uzaylar¬1938 deMorrey taraf¬ndan eliptik k¬smi diferensiyel den-

klemlerin çözümlerinin lokal davran¬̧slar¬n¬araşt¬rma çal¬̧smalar¬nda tan¬mlanm¬̧st¬r.

Daha sonra Morrey uzaylar¬n¬n önemli uygulamalar¬Navier-Stokes ve Schrödinger

denklemlerinde, süreksiz katsay¬l¬eliptik problemlerde ve potansiyel teoride ortaya

ç¬km¬̧st¬r.

Şimdi klasik Morrey uzaylar¬n¬n tan¬m¬n¬verelim.

Tan¬m 2.14 1 � p <1, 0 � � � n ve f 2 Llocp (Rn) olmak üzereMp;� �Mp;� (Rn)

Morrey uzay¬

Mp;� =
n
f : kfkMp;�

<1
o
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biçiminde tan¬mlan¬r, burada kfkMp;�
normu

kfkMp;�
� kfkMp;�(Rn) = sup

x2Rn;r>0
r�

�
p kfkLp(B(x;r)) <1

biçiminde verilir.

� = 0 içinMp;0 � Lp (Rn) olur. E¼ger � < 0 veya � > n ise bu durumdaMp;� = � olur,

burada �, Rn üzerinde 0�a denk olan bütün fonksiyonlar¬n kümesini göstermektedir.

Yukar¬daki norm tan¬m¬nda B (x; r) yerine B (0; r) al¬nacak olursa LMp;� (Rn) lokal

Morrey uzay¬elde edilir.

Ayr¬ca WMp;� � WMp;� (Rn) ile bütün f 2 WLlocp (Rn) fonksiyonlar¬n¬n uzay¬olan

zay¬f Morrey uzay¬n¬gösterece¼giz öyle ki burada

kfkWMp;�
� kfkWMp;�(Rn) = sup

x2Rn;r>0
r�

�
p kfkWLp(B(x;r))

<1

biçimindedir. Burada; WLp (B (x; r)), f ölçülebilir fonksiyonlar¬n zay¬f Lp�uzay¬n¬

göstermek üzere

kfkWLp(B(x;r))
�



f�B(x;r)

WLp(Rn)

= sup
t>0
t jfy 2 B (x; r) : jf (y)j > tgj

1
p

şeklindedir.

Lemma 2.1 1 � p <1 ve � = n olsun. Bu durumda Mp;n � L1 (Rn) ve

kfkMp;n
= !

1
p
n kfkL1(Rn)

sa¼glan¬r, burada !n = jB (0; 1)j dir.

·Ispat. f 2 L1 (Rn) olsun. Bu durumda

r�
n
p

0B@ Z
B(x;r)

jf (y)jp dy

1CA
1
p

� !
1
p
n kfkL1(Rn)

oldu¼gu görülür. Burada f 2Mp;n ve

kfkMp;n
= !

1
p
n kfkL1(Rn)
15



sa¼glan¬r.

f 2Mp;n olsun. Lebesgue diferensiyelleme teoreminden

lim
r!o

jB (x; r)j�1
Z

B(x;r)

jf (y)jp dy = jf (x)jp

olur. Bu durumda

jf (x)j =

0B@lim
r!o

jB (x; r)j�1
Z

B(x;r)

jf (y)jp dy

1CA
1
p

� !�
1
p

n kfkMp;n

elde edilir. Buradan f 2 L1 (Rn) bulunur ve

kfkL1(Rn) � !
� 1
p

n kfkMp;n

oldu¼gu görülür.

Chiarenza ve Frasca (1987) maksimal operatörün Morrey uzay¬nda s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬ispat

etmi̧slerdir.

Teorem 2.4 1 � p � 1, 0 < � < n ve f 2 Mp;� için Rn de Mf hemen her yerde

sonludur. Ayr¬ca, p > 1 için

kMfkMp;�
� C kfkMp;�

ve p = 1 için

kMfkWM1;�
� C kfkM1;�

sa¼glan¬r, burada C, f�den ba¼g¬ms¬z bir sabittir.

Fazio ve Ragusa (1993), Calderón-Zygmund operatörünün Morrey uzay¬nda s¬n¬r-

l¬l¬¼g¬n¬ispat etmi̧slerdir.

Teorem 2.5 1 � p <1, 0 < � < n olsun.Bu durumda p > 1 için

Tf


Mp;�

� C kfkMp;�

ve p = 1 için 

Tf


WM1;�

� C kfkM1;�

sa¼glan¬r, burada C, f�den ba¼g¬ms¬z bir sabittir (Fazio ve Ragusa 1993).
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2.2 Genelleştirilmi̧s Morrey Uzay¬

Mizuhara (1991), Morrey uzay¬n¬n tan¬m¬ndaki r� kuvvet fonksiyonu yerine bir ' (r)

veya daha genel olarak bir ' (x; r) fonksiyonu alarak Morrey uzaylar¬n¬genelleştir-

mi̧stir. Bu çal¬̧smalarda ' fonksiyonu üzerine r ye ba¼gl¬monoton tipli şartlar konul-

muştur. Ayr¬ca, Mizuhara (1991)�n¬n sonuçlar¬Nakai (1994) taraf¬ndan genelleştir-

ilmi̧stir.

Genelleştirilmi̧s Morrey uzaylar¬n¬n normalleştirilmi̧s biçimi Guliyev (2009) taraf¬n-

dan aşa¼g¬daki gibi tan¬mlan¬r.

Tan¬m 2.15 ' (x; r), Rn � (0;1) üzerinde pozitif ölçülebilir bir fonksiyon olsun.

1 � p <1 olmak üzere

kfkMp;'
� kfkMp;'(Rn) = sup

x2Rn,r>0
' (x; r)�1 jB (x; r)j�

1
p kfkLp(B(x;r)) <1

quasi-normuna sahip bütün f 2 Llocp (Rn) fonksiyonlar¬n¬n uzay¬ genelleştirilmi̧s

Morrey uzay¬olarak tan¬mlan¬r ve Mp;' �Mp;' (Rn) ile gösterilir. Ayr¬ca,

kfkWMp;'
� kfkWMp;'(Rn) = sup

x2Rn,r>0
' (x; r)�1 jB (x; r)j�

1
p kfkWLp(B(x;r))

<1

normuna sahip bütün f 2 WLlocp (Rn) fonksiyonlar¬n¬n uzay¬zay¬f genelleştirilmi̧s

Morrey uzay¬olarak tan¬mlan¬r ve WMp;' � WMp;' (Rn) ile gösterilir.

Bu tan¬ma göre, ' (x; r) = r
��n
p seçildi¼ginde M

p;r
��n
p
� Mp;� (Rn) Morrey uzay¬ve

WM
p;r

��n
p
� WMp;� zay¬f Morrey uzay¬oldu¼gu görülür.

Nakai (1994),Mp;' (Rn) genelleştirilmi̧s Morrey uzay¬ndaM , T ve I� operatörlerinin

s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬araşt¬rm¬̧s ve ' fonksiyonu üzerine r � t � 2r olmak üzere

C�1' (x; r) � ' (x; t) � C' (x; r) (2.2)

noktasal doubling şart¬n¬koymuştur. Burada C > 0; t; r ve x 2 Rn den ba¼g¬ms¬z

bir sabittir. Ayr¬ca bu şarta ilave olarak

1Z
r

'(x; t)p
dt

t
� C'(x; r)p (2.3)
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koşulu sa¼glan¬yorsa M ve T operatörlerinin Mp;' (Rn) genelleştirilmi̧s Morrey uzay¬

üzerinde ve e¼ger 1 < p < q <1 ve � = n
�
1
p
� 1

q

�
olmak üzere

1Z
r

t�p'(x; t)p
dt

t
� Cr�p'(x; r)p (2.4)

koşulu sa¼glan¬yorsa I� operatörünün Mp;' (Rn) genelleştirilmi̧s Morrey uzay¬ndan

bir di¼ger Mq;' (Rn) genelleştirilmi̧s Morrey uzay¬na s¬n¬rl¬olduklar¬n¬göstermi̧stir.

Nakai (1994)�deki sonucu içeren aşa¼g¬daki teoremler (1.4) koşulunu sa¼glayan bir T

altlineer operatörü ve [b; T ] komütatör operatörü için 1998� de Ding vd. (1998)

taraf¬ndan ispatlanm¬̧st¬r.

Teorem 2.6 '(x; r), (2.2)-(2.3) şartlar¬n¬sa¼glas¬n. T , (1.4) koşulunu sa¼glayan ve

Lp (Rn), 1 < p < 1 üzerinde s¬n¬rl¬olan bir altlineer operatör olsun. Bu durumda

T operatörü Mp;' (Rn) üzerinde s¬n¬rl¬d¬r (Ding vd. 1998).

Guliyev (1994, 1999, 2009), Nakai�nin (1994) ' fonksiyonu üzerine koydu¼gu (2.2) ve

(2.3) şartlar¬yerine e¼ger

1Z
r

'1(x; t)
dt

t
� C'2(x; r) (2.5)

koşulu sa¼glan¬yorsa M ve T operatörlerinin Mp;'1 (R
n) genelleştirilmi̧s Morrey uza-

y¬ndan bir di¼ger Mp;'2 (R
n) genelleştirilmi̧s Morrey uzay¬na ve benzer şekilde 1 <

p < q <1 ve � = n
�
1
p
� 1

q

�
olmak üzere (2.2) ve (2.4) şartlar¬yerine e¼ger

1Z
r

t�'1(x; t)
dt

t
� C'2(x; r) (2.6)

koşulu sa¼glan¬yorsa I� operatörünün Mp;'1 (R
n) genelleştirilmi̧s Morrey uzay¬ndan

bir di¼ger Mq;'2 (R
n) genelleştirilmi̧s Morrey uzay¬na s¬n¬rl¬olduklar¬n¬göstermi̧stir.

Daha sonra Guliyev vd. (2011), (2.5) ve (2.6) şart¬ndan daha zay¬f bir şart ile

Mp;' (Rn) genelleştirilmi̧s Morrey uzay¬üzerinde T ve T� altlineer operatörlerinin
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ve bunlar¬n komütatörlerinin s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬göstermi̧slerdir. Bu sonuç aşa¼g¬daki şekilde

özetlenebilir:


 � 1 oldu¼gu zaman, p > 1 için Mp;'1 genelleştirilmi̧s Morrey uzay¬ndan bir di¼ger

Mp;'2 genelleştirilmi̧s Morrey uzay¬na ve p = 1 için M1;'1 uzay¬ndan WM1;'2 zay¬f

uzay¬na Calderón-Zygmund operatörü taraf¬ndan üretilen ve (1.4) koşulunu sa¼glayan

T
 altlineer operatörünün s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬n sa¼glanmas¬ için ('1; '2) fonksiyon çifti ü-

zerinde

1Z
r

essinf
t<�<1

'1 (x; �) �
n
p

t
n
p
+1

dt � C'2 (x; r)

yeterlik koşulu elde edilmi̧stir, burada C, x ve r ye ba¼gl¬de¼gildir. Benzer şekilde; 0 <

� < n
p
, 1 < p <1, 1

p
� 1

q
= �

n
için Mp;'1 genelleştirilmi̧s Morrey uzay¬ndan bir di¼ger

Mq;'2 genelleştirilmi̧s Morrey uzay¬na ve, 1 �
1
q
= �

n
için M1;'1 uzay¬ndan WMq;'2

zay¬f uzay¬na Riesz potansiyeli taraf¬ndan üretilen ve (1.5) koşulunu sa¼glayan T
;�

altlineer operatörünün s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬n sa¼glanmas¬için ('1; '2) fonksiyon çifti üzerinde

1Z
r

essinf
t<�<1

'1 (x; �) �
n
p

t
n
q
+1

dt � C'2 (x; r)

yeterlik koşulu elde edilmi̧stir, burada C, x ve r ye ba¼gl¬de¼gildir.

2.3 BMO uzay¬ve komütatör operatörü

Bu kesimde John ve Nirenberg (1961) taraf¬ndan k¬smi diferensiyel denklemlerin

çal¬̧smalar¬s¬ras¬nda ortaya konanBMO uzay¬n¬n ve komütatör ope-ratörünün tan¬m¬n¬

ve baz¬özelliklerini verece¼giz. BMO uzay¬L1 uzay¬ile benzer özelliklere sahiptir

ve s¬kl¬kla L1 uzay¬yerine kullan¬l¬r. Klasik singüler integral operatörler L1 uza-

y¬ndan L1 uzay¬na s¬n¬rl¬ de¼gildir, fakat L1 uzay¬ndan BMO uzay¬na s¬n¬rl¬d¬r.

Ço¼gu kez Lp ve BMO aras¬ndaki interpolasyon Lp ile L1 aras¬ndakinden daha uy-

gun olmaktad¬r. Fakat BMO uzay¬n¬n rolü bundan daha kapsaml¬ve derindir. Bu

uzay standart çekirdekli konvolüsyon tipli olmayan singüler integral operatörlerin

L2 s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬n karekterizasyonunda oldu¼gu gibi analizde pek çok durumda önemli

19



bir role sahiptir. 1971�de Fe¤erman ve Stein BMO uzay¬n¬n H1 Hardy uzay¬n¬n

duali oldu¼gunu göstermi̧slerdir. f 2 Lloc (Rn) fonksiyonu ve bir B (x; r) yuvar¬için

fB(x;r) =
1

jB (x; r)j

Z
B(x;r)

f (y) dy

ifadesine f fonksiyonununB (x; r) üzerindeki ortalamas¬denir. Bu durumda
��f � fB(x;r)��

fonksiyonuna f fonksiyonunun sal¬n¬m¬ve

1

jB (x; r)j

Z
B(x;r)

��f (y)� fB(x;r)�� dy
ifadesine B (x; r) üzerinde f fonksiyonunun ortalama sal¬n¬m¬denir.

Tan¬m 2.16 f 2 Lloc (Rn) için

kfk� = sup
x2Rn;r>0

1

jB (x; r)j

Z
B(x;r)

��f (y)� fB(x;r)�� dy
olsun. E¼ger kfk� <1 ise f fonksiyonu ortalama sal¬n¬ma sahiptir denir ve kfk� <

1 olmak üzere f 2 Lloc (Rn) fonksiyonlar¬n¬n kümesi BMO (Rn) ile gösterilir.

BMO (Rn) bir lineer uzayd¬r. Bundan başka f , g 2 BMO (Rn) ve � skaler olmak

üzere

kf + gk� � kfk� + kgk�

k�fk� = j�j kfk�

sa¼glan¬r. Fakat k�k� bir norm de¼gildir. Çünkü kfk� = 0 olmas¬ f = 0 olmas¬n¬

gerektirmeyip f nin sabit olmas¬n¬ gerektirmektedir. Bundan başka her c sabit

fonksiyonu için kck� = 0 sa¼glan¬r. k�k� bir yar¬-norm olmas¬na ra¼gmen kar¬̧s¬kl¬¼g¬n

söz konusu olmad¬¼g¬durumlarda bir norm olarak adland¬r¬l¬r. c bir sabit iken f ve

f + c fonksiyonlar¬ayn¬BMO normuna sahip olup, farklar¬bir sabit olan BMO

uzay¬n¬n elemanlar¬özdeştir.
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kfk� � 2 kfk1 oldu¼gundan L1 (Rn) � BMO (Rn) sa¼glan¬r. Her s¬n¬rl¬(ölçülebilir)

fonksiyonBMO uzay¬ndad¬r. S¬n¬rl¬olmayanBMO fonksiyonlar¬da vard¬r. BMO (Rn)

uzay¬na ait olan fakat L1 (Rn) uzay¬na ait olmayan tipik bir örnek log jxj fonksi-

yonudur.

Tan¬m 2.17 Ölçülebilir fonksiyonlar kümesi üzerinde tan¬ml¬bir lineer T operatörü

ve bir b 2 Lloc (Rn) fonksiyonu için [b; T ] komütatörü

[b; T ] f (x) = b (x)Tf (x)� T (bf) (x)

ile tan¬mlan¬r.

Tan¬m 2.18 f 2 C10 , b 2 Lloc (Rn) ve T Calderón-Zygmund operatörü olmak

üzere
�
b; T
�
komütatör operatörü

�
b; T
�
f (x) =

Z
Rn

[b (x)� b (y)] k (x� y) f (y) dy, x =2 suppf

ile tan¬mlan¬r.

Calderón-Zygmund operatörlerinin komütatörleri ikinci mertebeden eliptik k¬smi

diferensiyel denklemlerin çözümlerinin düzgünlü¼gü çal¬̧smalar¬nda önemli bir rol oy-

namaktad¬r. Coifman vd. (1976) b 2 BMO (Rn) iken
�
b; T
�
komütatörünün Lp (Rn),

1 < p < 1 üzerinde s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬göstermi̧slerdir. Daha sonra Janson (1978)
�
b; T
�

komütatörü Lp (Rn), 1 < p < 1 üzerinde s¬n¬rl¬ iken b 2 BMO (Rn) oldu¼gunu

göstermi̧stir.

Ayr¬ca Coifman vd. (1976) b 2 BMO (Rn) iken
�
b; T


�
komütatörünün Lp (Rn),

1 < p < 1 üzerinde s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬araşt¬r¬p, T
 ve b 2 Lloc (Rn) taraf¬ndan üretilen�
b; T


�
komütatörünü

�
b; T


�
= p:v:

Z
Rn

[b (x)� b (y)] 
 (x� y)jx� yjn f (y) dy

şeklinde tan¬mlad¬lar.
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Teorem 2.7 '(x; r), (2.2)-(2.3) şartlar¬n¬ sa¼glas¬n ve b 2 BMO (Rn) olsun. T ,

(1.4) koşulunu sa¼glayan lineer operatör olsun ve [b; T ] komütatör operatörü Lp (Rn),

1 < p < 1 üzerinde s¬n¬rl¬olsun. Bu durumda [b; T ] operatörü Mp;' (Rn) üzerinde

s¬n¬rl¬d¬r (Ding vd. 1998).

2.4 CBMO Lokal Campanato Uzay¬

Bu kesimde CBMO Lokal Campanato uzay¬tan¬t¬l¬p, bu uzay¬n yap¬s¬hakk¬nda

baz¬sonuçlar verilecektir.

Tan¬m 2.19 1 � p < 1 ve 0 � � < 1
n
olsun. f 2 Llocp (Rn) olmak üzere

CBMO
fx0g
p;� (Rn)

CBMO
fx0g
p;� (Rn) =

n
f 2 Llocp (Rn) : kfk

CBMO
fx0g
p;�

<1
o

biçiminde tan¬mlan¬r ve kfk
CBMO

fx0g
p;�

normu

kfk
CBMO

fx0g
p;�

= sup
r>0

0B@ 1

jB (x0; r)j1+�p
Z

B(x0;r)

��f (y)� fB(x0;r)��p dy
1CA

1
p

<1

biçiminde verilir. Ayr¬ca burada fB(x0;r) fonksiyonu

fB(x0;r) =
1

jB (x0; r)j

Z
B(x0;r)

f (y) dy

biçimindedir.

Lu ve Yang (1995) merkeziBMO uzay¬n¬CBMOp (Rn) = CBMOf0gp;0 (Rn) biçiminde

tan¬mlad¬lar. Belirtmeliyiz ki 1 � p <1 için BMO (Rn) � CBMOfx0gp (Rn) dir.
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3. LM
fX0g
P;' GENELLEŞT·IR·ILM·IŞ LOKAL MORREY UZAYLARINDA

T
 VE T
;� OPERATÖRLER·IN·IN GUL·IYEV T·IP·I SINIRLILIKLARI

Bu bölümde ilk olarak genelleştirilmi̧s lokal Morrey uzaylar¬tan¬t¬l¬p, bu uzaylar¬n

yap¬s¬hakk¬nda baz¬sonuçlar verilecektir. Daha sonra ! negatif olmayan ve (0;1)

üzerinde ölçülebilir sabit bir fonksiyon olmak üzere,

H!g(t) :=

1Z
t

g(s)!(s)ds; 0 < t <1;

a¼g¬rl¬kl¬Hardy operatörünün s¬n¬rl¬l¬¼g¬hakk¬nda aşa¼g¬daki Teorem 3.1�i kullanarak,

LM
fx0g
p;' genelleştirilmi̧s lokal Morrey uzaylar¬nda T
 operatörünün Guliyev tipi s¬n¬r-

l¬l¬¼g¬n¬ve T
;� operatörünün ise Spanne-Guliyev tipi s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬s¬ras¬yla ispatlaya-

ca¼g¬z.

Genelleştirilmi̧s lokal Morrey uzaylar¬ ilk kez Guliyev (1994) taraf¬ndan aşa¼g¬daki

gibi tan¬mlanm¬̧st¬r.

Tan¬m 3.1 ' (x; r), Rn � (0;1) üzerinde pozitif ölçülebilir bir fonksiyon olsun.

1 � p <1 olmak üzere

kfkLMp;'
� kfkLMp;'(Rn) = sup

r>0
' (0; r)�1 jB (0; r)j�

1
p kfkLp(B(0;r)) <1

quasi-normuna sahip bütün f 2 Llocp (Rn) fonksiyonlar¬n¬n uzay¬genelleştirilmi̧s lokal

Morrey uzay¬olarak tan¬mlan¬r ve LMp;' � LMp;' (Rn) ile gösterilir.

Ayr¬ca

kfkWLMp;'
� kfkWLMp;'(Rn) = sup

r>0
' (0; r)�1 jB (0; r)j�

1
p kfkWLp(B(0;r))

<1

normuna sahip bütün f 2 WLlocp (Rn) fonksiyonlar¬n¬n uzay¬zay¬f genelleştirilmi̧s

lokal Morrey uzay¬olarak tan¬mlan¬r ve WLMp;' � WLMp;' (Rn) ile gösterilir.

Tan¬m 3.2 ' (x; r), Rn � (0;1) üzerinde pozitif ölçülebilir bir fonksiyon olsun.

1 � p <1 olmak üzere her sabit x0 2 Rn

kfk
LM

fx0g
p;'

� kf (x0 + �)kLMp;'(Rn) <1
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quasi-normuna sahip bütün f 2 Llocp (Rn) fonksiyonlar¬n¬n uzay¬genelleştirilmi̧s lokal

Morrey uzay¬olarak tan¬mlan¬r ve LMfx0g
p;' � LMfx0g

p;' (Rn) ile gösterilir.

Ayr¬ca

kfk
WLM

fx0g
p;'

� kf (x0 + �)kWLMp;'
<1

normuna sahip bütün f 2 WLlocp (Rn) fonksiyonlar¬n¬n uzay¬zay¬f genelleştirilmi̧s

lokal Morrey uzay¬olarak tan¬mlan¬r ve WLMfx0g
p;' � WLMfx0g

p;' (Rn) ile gösterilir.

Bu tan¬ma göre, ' (x0; r) = r
��n
p seçilmesiyle LMfx0g

p;r
��n
p
� LMfx0g

p;� (Rn) lokal Morrey

uzay¬ve WMfx0g

p;r
��n
p
� WMfx0g

p;� zay¬f lokal Morrey uzay¬oldu¼gu görülür.

Teorem 3.1 �1, �2 ve ! hemen her yerde pozitif ve (0;1) üzerinde ölçülebilir

fonksiyonlar olsun ve

H!g(t) :=

1Z
t

g(s)!(s)ds; 0 < t <1;

a¼g¬rl¬kl¬Hardy operatörünü gözönüne alal¬m. Bu durumda

esssup
t>0

�2 (t)H!g (t) � C esssup
t>0

�1 (t) g (t) ; C > 0; (3.1)

eşitsizli¼ginin (0;1) üzerinde negatif olmayan ve azalmayan tüm g fonksiyonlar¬için

sa¼glanmas¬için gerek ve yeter koşul

B := sup
t>0
�2 (t)

1Z
t

! (s) ds

esssup
s<�<1

�1 (�)
<1 (3.2)

olmas¬d¬r.

Ayr¬ca, (3.1) de C�, C nin en küçük de¼geri ise C� = B olmas¬d¬r (Guliyev 2012,

Mustafayev 2012). Özel olarak ! � 1 iken Teorem 3.1 Carro vd. (2001) taraf¬ndan

da ispatlanm¬̧st¬r.

24



3.1 LM
fx0g
p;' Genelleştirilmi̧s Lokal Morrey Uzaylar¬nda Kaba Çekirdekli

T
 Altlineer Operatörünün Guliyev Tipi S¬n¬rl¬l¬¼g¬

Bu kesimde, kaba çekirdekli Calderón-Zygmund singüler integral operatörü taraf¬n-

dan üretilen ve (1.4) koşulunu sa¼glayan T
 kaba çekirdekli altlineer operatörünün p >

1 için LMfx0g
p;'1 genelleştirilmi̧s lokal Morrey uzay¬ndan bir di¼ger LM

fx0g
p;'2 genelleşti-

rilmi̧s lokal Morrey uzay¬na ve p = 1 için LMfx0g
1;'1

uzay¬ndan WLMfx0g
1;'2

zay¬f uza-

y¬na s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬n sa¼glanmas¬ için ('1; '2) fonksiyon çifti üzerinde yeterlik şartlar¬

araşt¬r¬lacakt¬r.

Lemma 3.1 (T
 için lokal Guliyev eşitsizli¼gi) 
, s¬f¬r¬nc¬dereceden homojen,


 2 Ls (Sn�1), s > 1, x0 2 Rn ve 1 � p < 1 olsun. T
 (1.4) koşulunu sa¼glayan ve

p > 1 için Lp (Rn) üzerinde ve L1 (Rn) uzay¬ndan WL1 (Rn) uzay¬na s¬n¬rl¬olan bir

altlineer operatör olsun.

p > 1 ve s0 � p ise bu durumda

kT
fkLp(B(x0;r)) . r
n
p

1Z
2r

t�
n
p
�1 kfkLp(B(x0;t)) dt

eşitsizli¼gi herhangi bir B (x0; r) yuvar¬ve her f 2 Llocp (Rn) için sa¼glan¬r.

p > 1 ve p < s ise bu durumda

kT
fkLp(B(x0;r)) . r
n
p
�n
s

1Z
2r

t
n
s
�n
p
�1 kfkLp(B(x0;t)) dt

eşitsizli¼gi herhangi bir B (x0; r) yuvar¬ve her f 2 Llocp (Rn) için sa¼glan¬r.

Ayr¬ca, s > 1 için

kT
fkWL1(B(x0;r))
. rn

1Z
2r

t�n�1 kfkL1(B(x0;t)) dt (3.3)

herhangi bir B (x0; r) yuvar¬ve her f 2 Lloc1 (Rn) için sa¼glan¬r.

·Ispat. 1 < p <1 ve s
0 � p olsun. Key�bir x0 2 Rn için B = B (x0; r), x0 merkezli

r yar¬çapl¬yuvar ve 2B = B (x0; 2r) olsun. f fonksiyonunu

f = f1 + f2, f1 (y) = f (y)�2B (y) , f2 (y) = f (y)�(2B)C (y) , r > 0 (3.4)
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biçiminde ifade edelim. Bu durumda

kT
fkLp(B) � kT
f1kLp(B) + kT
f2kLp(B)

elde ederiz. f1 2 Lp (Rn) oldu¼gundan T
f1 2 Lp (Rn) olur ve T
f nin Lp (Rn) deki

s¬n¬rl¬l¬¼g¬ndan

kT
f1kLp(B) � kT
f1kLp(Rn) � C kf1kLp(Rn) = C kfkLp(2B)

elde edilir. Burada C > 0, f den ba¼g¬ms¬zd¬r.

x 2 B, y 2 (2B)C olmas¬ 1
2
jx0 � yj � jx� yj � 3

2
jx0 � yj olmas¬n¬ gerektirir.

Buradan

jT
f2 (x)j � 2nc1
Z

(2B)C

jf (y)j j
 (x� y)j
jx0 � yjn

dy

elde ederiz. Fubini teoreminden

Z
(2B)C

jf (y)j j
 (x� y)j
jx0 � yjn

dy �
Z

(2B)C

jf (y)j j
 (x� y)j
1Z

jx0�yj

dt

tn+1
dy

�
1Z
2r

Z
2r�jx0�yj�t

jf (y)j j
 (x� y)j dy dt
tn+1

.
1Z
2r

Z
B(x0;t)

jf (y)j j
 (x� y)j dy dt
tn+1

elde ederiz. Genelleştirilmi̧s Hölder eşitsizli¼ginin uygulanmas¬yla

Z
(2B)C

jf (y)j j
 (x� y)j
jx0 � yjn

dy

.
1Z
2r

kfkLp(B(x0;t)) k
 (x� �)kLs(B(x0;t)) jB (x0; t)j
1� 1

p
� 1
s
dt

tn+1
(3.5)

elde ederiz.
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x 2 B (x0; t) için, 
, s¬f¬r¬nc¬dereceden homojen ve 
 2 Ls (Sn�1), s > 1 olmak

üzere 0B@ Z
B(x0;t)

j
 (x� y)js dy

1CA
1
s

=

0B@ Z
B(x�x0;t)

j
 (z)js dz

1CA
1
s

�

0B@ Z
B(0;t+jx�x0j)

j
 (z)js dz

1CA
1
s

�

0B@ Z
B(0;2t)

j
 (z)js dz

1CA
1
s

=

0@ 2tZ
0

Z
Sn�1

j
 (z0)js d� (z0) rn�1dr

1A
1
s

= C k
kLs(Sn�1) jB (x0; 2t)j
1
s (3.6)

sa¼glan¬r. Böylece, (3.6) dan

jT
f2 (x)j .
1Z
2r

kfkLp(B(x0;t))
dt

t
n
p
+1

elde ederiz.

Ayr¬ca, her p 2 [1;1) için

kT
f2kLp(B) . r
n
p

1Z
2r

kfkLp(B(x0;t))
dt

t
n
p
+1

(3.7)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r. Böylece

kT
fkLp(B) . kfkLp(2B) + r
n
p

1Z
2r

kfkLp(B(x0;t))
dt

t
n
p
+1

oldu¼gu görülür. Di¼ger taraftan,

kfkLp(2B) � r
n
p kfkLp(2B)

1Z
2r

dt

t
n
p
+1

� r
n
p

1Z
2r

kfkLp(B(x0;t))
dt

t
n
p
+1
: (3.8)
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sa¼glan¬r. Böylece

kT
fkLp(B) . r
n
p

1Z
2r

kfkLp(B(x0;t))
dt

t
n
p
+1

elde ederiz.

1 < p < s olsun. (3.6) ya benzer şekilde, y 2 B (x0; t) oldu¼gu zaman,0B@ Z
B(x0;r)

j
 (x� y)js dy

1CA
1
s

� C k
kLs(Sn�1)
����B�x0; 32t

����� 1s (3.9)

sa¼glan¬r.

Fubini teoremi, genelleştirilmi̧s Minkowski eşitsizli¼gi ve (3.9)�dan,

kT
f2kLp(B) �

0B@Z
B

�������
1Z
2r

Z
B(x0;t)

jf (y)j j
 (x� y)j dy dt
tn+1

�������
p

dx

1CA
1
p

�
1Z
2r

Z
B(x0;t)

jf (y)j k
 (� � y)kLp(B) dy
dt

tn+1

� jB (x0; r)j
1
p
� 1
s

1Z
2r

Z
B(x0;t)

jf (y)j k
 (� � y)kLs(B) dy
dt

tn+1

. r
n
p
�n
s

1Z
2r

kfkL1(B(x0;t))
����B�x0; 32t

����� 1s dt

tn+1

. r
n
p
�n
s

1Z
2r

kfkLp(B(x0;t)) t
n
s
�n
p
�1dt:

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.

p = 1 < s � 1 olsun. T
 n¬n zay¬f (1; 1) s¬n¬rl¬l¬¼g¬ve (3.8) ifadesinin kullan¬lmas¬yla

kT
f1kWL1(B)
� kT
f1kWL1(Rn) . kf1kL1(Rn)

= kfkL1(2B) . r
n

1Z
2r

kfkL1(B(x0;t))
dt

tn+1
: (3.10)

oldu¼gu görülür. Bu durumda (3.7) ve (3.10) ifadelerini birleştirerek (3.3) eşitsizli¼gini

elde ederiz.
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Aşa¼g¬daki teoremde, LMfx0g
p;' genelleştirilmi̧s lokal Morrey uzaylar¬nda T
 opera-

törünün Guliyev tipi s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬elde edece¼giz.

Teorem 3.2 (T
 için Guliyev tipi s¬n¬rl¬l¬k) 
, s¬f¬r¬nc¬ dereceden homojen,


 2 Ls (Sn�1), s > 1, x0 2 Rn ve 1 � p <1 olsun. T
, (1.4) koşulunu sa¼glayan ve

p > 1 için Lp (Rn) üzerinde ve L1 (Rn) uzay¬ndan WL1 (Rn) uzay¬na s¬n¬rl¬olan bir

altlineer operatör olsun. Ayr¬ca, s
0 � p, p 6= 1, için ('1; '2) çifti

1Z
r

essinf
t<�<1

'1 (x0; �) �
n
p

t
n
p
+1

dt � C'2 (x0; r) (3.11)

koşulunu ve 1 < p < s için ('1; '2) çifti

1Z
r

essinf
t<�<1

'1 (x0; �) �
n
p

t
n
p
�n
s
+1

dt � C'2 (x0; r) r
n
s (3.12)

koşulunu sa¼glas¬n, burada C, r ye ba¼gl¬de¼gildir. Bu durumda T
 operatörü p > 1

için LMfx0g
p;'1 den LM

fx0g
p;'2 ye ve LM

fx0g
1;'1

den WLMfx0g
1;'2

ye s¬n¬rl¬d¬r. Yani p > 1 için

kT
fkLMfx0g
p;'2

. kfk
LM

fx0g
p;'1

ve p = 1 için

kT
fkWLM
fx0g
1;'2

. kfk
LM

fx0g
1;'1

eşitsizlikleri sa¼glan¬r.

·Ispat. 1 < p < 1 ve s
0 � p olsun. �2 (r) = '2 (x0; r)

�1, �1 (r) = '1 (x0; r)
�1 r�

n
p ,

g (r) = kfkLp(B(x0;r)) ve ! (r) = r
�n
p
�1 seçilmesiyle, Lemma 3.1 ve Teorem 3.1�den

kT
fkLMfx0g
p;'2

. sup
r>0

'2 (x0; r)
�1

1Z
r

kfkLp(B(x0;t))
dt

t
n
p
+1

. sup
r>0

'1 (x0; r)
�1 r�

n
p kfkLp(B(x0;r)) = kfkLMfx0g

p;'1

elde ederiz. Ayr¬ca burada (3.2) koşulu (3.11) koşuluna da denktir.
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1 < p < s olsun. �2 (r) = '2 (x0; r)
�1, �1 (r) = '1 (x0; r)

�1 r�
n
p
+n
s , g (r) =

kfkLp(B(x0;r)) ve ! (r) = r
�n
p
+n
s
�1 seçilmesiyle, Lemma 3.1 ve Teorem 3.1�den

kT
fkLMfx0g
p;'2

. sup
r>0

'2 (x0; r)
�1 r�

n
s

1Z
r

kfkLp(B(x0;t))
dt

t
n
p
�n
s
+1

. sup
r>0

'1 (x0; r)
�1 r�

n
p kfkLp(B(x0;r)) = kfkLMfx0g

p;'1

elde ederiz. Ayr¬ca burada (3.2) koşulu (3.12) koşuluna da denktir.

Benzer şekilde p = 1 için

kT
fkWLM
fx0g
1;'2

. sup
r>0

'2 (x0; r)
�1

1Z
r

kfkL1(B(x0;t))
dt

tn+1

. sup
r>0

'1 (x0; r)
�1 r�n kfkL1(B(x0;r)) = kfkLMfx0g

1;'1

elde ederiz.

Sonuç 3.1 
, s¬f¬r¬nc¬ dereceden homojen, 
 2 Ls (S
n�1), s > 1 ve 1 � p <

1 olsun. T
, (1.4) koşulunu sa¼glayan ve p > 1 için Lp (Rn) üzerinde ve L1 (Rn)

uzay¬ndanWL1 (Rn) uzay¬na s¬n¬rl¬olan bir altlineer operatör olsun. Ayr¬ca, s
0 � p,

p 6= 1, için ('1; '2) çifti
1Z
r

essinf
t<�<1

'1 (x; �) �
n
p

t
n
p
+1

dt � C'2 (x; r)

koşulunu ve 1 < p < s için ('1; '2) çifti

1Z
r

essinf
t<�<1

'1 (x; �) �
n
p

t
n
p
�n
s
+1

dt � C'2 (x; r) r
n
s

koşulunu sa¼glas¬n, burada C, r ye ba¼gl¬de¼gildir. Bu durumda T
 operatörü p > 1

için Mp;'1 den Mp;'2 ye ve M1;'1 den WM1;'2 ye s¬n¬rl¬d¬r. Yani p > 1 için

kT
fkMp;'2
. kfkMp;'1

ve p = 1 için

kT
fkWM1;'2
. kfkM1;'1

eşitsizlikleri sa¼glan¬r.
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s =1 olmas¬durumunda Teorem 3.2�den aşa¼g¬daki sonucu elde ederiz.

Sonuç 3.2 1 � p < 1 ve ('1; '2) çifti (3.11) şart¬n¬ sa¼glas¬n. Bu durumda T

operatörü p > 1 için LMfx0g
p;'1 den LM

fx0g
p;'2 ye ve LM

fx0g
1;'1

den WLMfx0g
1;'2

ye s¬n¬rl¬d¬r.

Sonuç 3.3 
, s¬f¬r¬nc¬dereceden homojen, 
 2 Ls (Sn�1), s > 1 ve 1 � p < 1

olsun. s
0 � p, p 6= 1, için ('1; '2) çifti (3.11) şart¬n¬ve 1 < p < s için ('1; '2) çifti

(3.12) şart¬n¬sa¼glas¬n. Bu durumda M
 ve T
 operatörleri p > 1 için LM
fx0g
p;'1 den

LM
fx0g
p;'2 ye ve LM

fx0g
1;'1

den WLMfx0g
1;'2

ye s¬n¬rl¬d¬r.

Uyar¬3.1 s = 1 olmas¬durumunda Sonuç 3.1, Guliyev vd. (2011) taraf¬ndan

ispat edilmi̧stir. Ayr¬ca yine s = 1 olmas¬durumunda Lemma 3.1 ve Teorem 3.2

Guliyev (2013b) taraf¬ndan ispat edilmi̧stir.

Aşa¼g¬daki ifadelerde, genelleştirilmi̧s lokal Morrey uzaylar¬nda (1.5) koşulunu sa¼glayan

T
;� altlineer operatörünün Spanne-Guliyev tipi s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬ispatlayaca¼g¬z.

3.2 LM
fx0g
p;' Genelleştirilmi̧s Lokal Morrey Uzaylar¬nda Kaba Çekirdekli

Potansiyel Tipli T
;� Altlineer Operatörünün Spanne-Guliyev Tipi

S¬n¬rl¬l¬¼g¬

Bu kesimde, kaba çekirdekli kesirli integral operatörleri taraf¬ndan üretilen ve (1.5)

koşulunu sa¼glayan T
;� potansiyel tipli kaba çekirdekli altlineer operatörünün 0 <

� < n, 1 < p < q < 1, 1
p
� 1

q
= �

n
için LMfx0g

p;'1 genelleştirilmi̧s lokal Morrey

uzay¬ndan bir di¼ger LMfx0g
q;'2 genelleştirilmi̧s lokal Morrey uzay¬na ve 1 < q < 1,

1 � 1
q
= �

n
için LMfx0g

1;'1
uzay¬ndan WLMfx0g

q;'2 zay¬f uzay¬na s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬n sa¼glanmas¬

için ('1; '2) fonksiyon çifti üzerinde yeterlik şartlar¬elde edilecektir.

Lemma 3.2 (T
;� için lokal Guliyev eşitsizli¼gi) 
, s¬f¬r¬nc¬dereceden homojen,


 2 Ls (Sn�1), 1 < s � 1 ve x0 2 Rn olsun. 0 < � < n, 1 � p < n
�
ve 1

q
= 1

p
� �

n

olsun. T
;�, (1.5) koşulunu sa¼glayan ve p > 1 için Lp (Rn) uzay¬ndan Lq (Rn) uzay¬na
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ve p = 1 için L1 (Rn) uzay¬ndan WLq (Rn) uzay¬na s¬n¬rl¬olan bir altlineer operatör

olsun.

p > 1 ve s0 � p ise bu durumda

kT
;�fkLq(B(x0;r)) . r
n
q

1Z
2r

t�
n
q
�1 kfkLp(B(x0;t)) dt

eşitsizli¼gi herhangi bir B (x0; r) yuvar¬ve her f 2 Llocp (Rn) için sa¼glan¬r.

p > 1 ve q < s ise bu durumda

kT
;�fkLq(B(x0;r)) . r
n
q
�n
s

1Z
2r

t
n
s
�n
q
�1 kfkLp(B(x0;t)) dt

eşitsizli¼gi herhangi bir B (x0; r) yuvar¬ve her f 2 Llocp (Rn) için sa¼glan¬r.

Ayr¬ca, p = 1 < q < s için

kT
;�fkWLq(B(x0;r))
. r

n
q

1Z
2r

t�
n
q
�1 kfkL1(B(x0;t)) dt (3.13)

eşitsizli¼gi herhangi bir B (x0; r) yuvar¬ve her f 2 Lloc1 (Rn) için sa¼glan¬r.

·Ispat. 0 < � < n, 1 � s0 < p < n
�
ve 1

q
= 1

p
� �

n
olsun. Key� bir x0 2 Rn için B

= B (x0; r), x0 merkezli r yar¬çapl¬yuvar ve 2B = B (x0; 2r) olsun. f fonksiyonunu

f = f1 + f2, f1 (y) = f (y)�2B (y) , f2 (y) = f (y)�(2B)C (y) , r > 0 (3.14)

biçiminde ifade edelim. Bu durumda

kT
;�fkLq(B) � kT
;�f1kLq(B) + kT
;�f2kLq(B)

elde ederiz. f1 2 Lp (Rn) oldu¼gundan T
;�f1 2 Lq (Rn) olur ve T
;�f nin Lp (Rn)

uzay¬ndan Lq (Rn) uzay¬na s¬n¬rl¬l¬¼g¬ndan

kT
;�f1kLq(B) � kT
;�f1kLq(Rn) � C kf1kLp(Rn) = C kfkLp(2B)

elde edilir, burada C > 0, f den ba¼g¬ms¬zd¬r.

x 2 B, y 2 (2B)C olmas¬ 1
2
jx0 � yj � jx� yj � 3

2
jx0 � yj olmas¬n¬ gerektirir.

Buradan

jT
;�f2 (x)j � 2n��c1
Z

(2B)C

jf (y)j j
 (x� y)j
jx0 � yjn��

dy
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elde ederiz. Fubini teoremindenZ
(2B)C

jf (y)j j
 (x� y)j
jx0 � yjn��

dy �
Z

(2B)C

jf (y)j j
 (x� y)j
1Z

jx0�yj

dt

tn+1��
dy

�
1Z
2r

Z
2r�jx0�yj�t

jf (y)j j
 (x� y)j dy dt

tn+1��

.
1Z
2r

Z
B(x0;t)

jf (y)j j
 (x� y)j dy dt

tn+1��

elde ederiz. Genelleştirilmi̧s Hölder eşitsizli¼gi ve (3.6)�danZ
(2B)C

jf (y)j j
 (x� y)j
jx0 � yjn��

dy

.
1Z
2r

kfkLp(B(x0;t)) k
 (x� �)kLs(B(x0;t)) jB (x0; t)j
1� 1

p
� 1
s

dt

tn+1��

.
1Z
2r

kfkLp(B(x0;t))
dt

t
n
q
+1

olur. Böylece,

jT
;�f2 (x)j .
1Z
2r

kfkLp(B(x0;t))
dt

t
n
q
+1

elde ederiz.

Ayr¬ca, her p 2 [1;1) için

kT
;�f2kLq(B) . r
n
q

1Z
2r

kfkLp(B(x0;t))
dt

t
n
q
+1

(3.15)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r. Böylece,

kT
;�fkLq(B) . kfkLp(2B) + r
n
q

1Z
2r

kfkLp(B(x0;t))
dt

t
n
q
+1

oldu¼gu görülür. Di¼ger taraftan,

kfkLp(2B) � r
n
q kfkLp(2B)

1Z
2r

dt

t
n
q
+1

� r
n
q

1Z
2r

kfkLp(B(x0;t))
dt

t
n
q
+1

(3.16)
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sa¼glan¬r. Böylece,

kT
;�fkLq(B) . r
n
q

1Z
2r

kfkLp(B(x0;t))
dt

t
n
q
+1

elde ederiz.

1 < q < s olsun. Fubini teoremi, genelleştirilmi̧s Minkowski eşitsizli¼gi ve (3.9)�dan,

kT
;�f2kLq(B) �

0B@Z
B

�������
1Z
2r

Z
B(x0;t)

jf (y)j j
 (x� y)j dy dt

tn+1��

�������
q

dx

1CA
1
q

�
1Z
2r

Z
B(x0;t)

jf (y)j k
 (� � y)kLq(B) dy
dt

tn+1��

� jB (x0; r)j
1
q
� 1
s

1Z
2r

Z
B(x0;t)

jf (y)j k
 (� � y)kLs(B) dy
dt

tn+1��

. r
n
q
�n
s

1Z
2r

kfkL1(B(x0;t))
����B�x0; 32t

����� 1s dt

tn+1��

. r
n
q
�n
s

1Z
2r

kfkLp(B(x0;t)) t
n
s
�n
q
�1dt:

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.

p = 1 < q < s � 1 olsun. T
;� n¬n zay¬f (1; q) s¬n¬rl¬l¬¼g¬ ve (3.16) ifadesinin

kullan¬lmas¬yla,

kT
;�f1kWLq(B)
� kT
;�f1kWL1(Rn) . kf1kL1(Rn)

= kfkL1(2B) . r
n
q

1Z
2r

kfkL1(B(x0;t))
dt

t
n
q
+1
: (3.17)

oldu¼gu görülür.

Bu durumda (3.15) ve (3.17) ifadelerini birleştirerek (3.13) eşitsizli¼gini elde ederiz.

Aşa¼g¬daki teoremde, LMfx0g
p;' genelleştirilmi̧s lokal Morrey uzaylar¬nda T
;� ope-

ratörünün Spanne-Guliyev tipi s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬elde edece¼giz.
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Teorem 3.3 (T
;� için Spanne-Guliyev tipi s¬n¬rl¬l¬k) 
, s¬f¬r¬nc¬dereceden

homojen, 
 2 Ls (Sn�1), 1 < s � 1 ve x0 2 Rn olsun. 0 < � < n, 1 � p < n
�

ve 1
q
= 1

p
� �

n
olsun. T
;�, (1.5) koşulunu sa¼glayan ve p > 1 için Lp (Rn) uzay¬ndan

Lq (Rn) uzay¬na ve p = 1 için L1 (Rn) uzay¬ndan WLq (Rn) uzay¬na s¬n¬rl¬olan bir

altlineer operatör olsun. Ayr¬ca, s
0 � p, p 6= 1, için ('1; '2) çifti

1Z
r

essinf
t<�<1

'1 (x0; �) �
n
p

t
n
q
+1

dt � C'2 (x0; r) (3.18)

koşulunu ve q < s için ('1; '2) çifti

1Z
r

essinf
t<�<1

'1 (x0; �) �
n
p

t
n
q
�n
s
+1

dt � C'2 (x0; r) r
n
s (3.19)

koşulunu sa¼glas¬n, burada C, r ye ba¼gl¬de¼gildir. Bu durumda T
;� operatörü p > 1

için LMfx0g
p;'1 den LM

fx0g
q;'2 ye ve LM

fx0g
1;'1

den WLMfx0g
q;'2 ye s¬n¬rl¬d¬r. Yani p > 1 için

kT
;�fkLMfx0g
q;'2

. kfk
LM

fx0g
p;'1

ve p = 1 için

kT
;�fkWLM
fx0g
q;'2

. kfk
LM

fx0g
1;'1

eşitsizlikleri sa¼glan¬r.

·Ispat. 1 < p < 1 ve s
0 � p olsun. �2 (r) = '2 (x0; r)

�1, �1 (r) = '1 (x0; r)
�1 r�

n
p ,

g (r) = kfkLp(B(x0;r)) ve ! (r) = r
�n
q
�1 seçilmesiyle, Lemma 3.1 ve Teorem 3.1�den

kT
;�fkLMfx0g
q;'2

. sup
r>0

'2 (x0; r)
�1

1Z
r

kfkLp(B(x0;t))
dt

t
n
q
+1

. sup
r>0

'1 (x0; r)
�1 r�

n
p kfkLp(B(x0;r)) = kfkLMfx0g

p;'1

elde ederiz. Ayr¬ca burada (3.2) koşulu (3.18) koşuluna da denktir.

1 � q < s olsun. �2 (r) = '2 (x0; r)
�1, �1 (r) = '1 (x0; r)

�1 r�
n
p
+n
s , g (r) =

kfkLp(B(x0;r)) ve ! (r) = r
�n
q
+n
s
�1 seçilmesiyle, Lemma 3.1 ve Teorem 3.1�den

kT
;�fkLMfx0g
q;'2

. sup
r>0

'2 (x0; r)
�1 r�

n
s

1Z
r

kfkLp(B(x0;t))
dt

t
n
q
�n
s
+1

. sup
r>0

'1 (x0; r)
�1 r�

n
p kfkLp(B(x0;r)) = kfkLMfx0g

p;'1
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elde ederiz. Ayr¬ca burada (3.2) koşulu (3.19) koşuluna da denktir.

Benzer şekilde p = 1 için

kT
;�fkWLM
fx0g
q;'2

. sup
r>0

'2 (x0; r)
�1

1Z
r

kfkL1(B(x0;t))
dt

t
n
q
+1

. sup
r>0

'1 (x0; r)
�1 r�n kfkL1(B(x0;r)) = kfkLMfx0g

1;'1

elde ederiz.

Sonuç 3.4 
, s¬f¬r¬nc¬dereceden homojen ve 
 2 Ls (Sn�1), 1 < s � 1 olsun.

0 < � < n, 1 � p < n
�
ve 1

q
= 1

p
� �

n
olsun. T
;�, (1.5) koşulunu sa¼glayan ve p > 1

için Lp (Rn) uzay¬ndan Lq (Rn) uzay¬na ve p = 1 için L1 (Rn) uzay¬ndan WLq (Rn)

uzay¬na s¬n¬rl¬olan bir altlineer operatör olsun. Ayr¬ca, s
0 � p için ('1; '2) çifti

1Z
r

essinf
t<�<1

'1 (x; �) �
n
p

t
n
q
+1

dt � C'2 (x; r)

koşulunu ve q < s için ('1; '2) çifti

1Z
r

essinf
t<�<1

'1 (x; �) �
n
p

t
n
q
�n
s
+1

dt � C'2 (x; r) r
n
s

koşulunu sa¼glas¬n, burada C, r ye ba¼gl¬de¼gildir. Bu durumda T
;� operatörü p > 1

için Mp;'1 den Mq;'2 ye ve M1;'1 den WMq;'2 ye s¬n¬rl¬d¬r. Yani p > 1 için

kT
;�fkMq;'2
. kfkMp;'1

ve p = 1 için

kT
;�fkWMq;'2
. kfkM1;'1

eşitsizlikleri sa¼glan¬r.

Uyar¬3.2 s = 1 olmas¬durumunda Sonuç 3.4, Guliyev vd. (2011) taraf¬ndan

ispat edilmi̧stir. Ayr¬ca yine s = 1 olmas¬durumunda Lemma 3.2 ve Teorem 3.3

Guliyev (2013a) taraf¬ndan ispat edilmi̧stir.
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Sonuç 3.5 
, s¬f¬r¬nc¬dereceden homojen ve 
 2 Ls (Sn�1), 1 < s � 1 olsun.

0 < � < n, 1 � p < n
�
ve 1

q
= 1

p
� �

n
olsun. s

0 � p için ('1; '2) çifti (3.18)

şart¬n¬ve q < s için ('1; '2) çifti (3.19) şart¬n¬sa¼glas¬n. Bu durumda M
;� ve T
;�

operatörleri p > 1 için LMfx0g
p;'1 den LM

fx0g
q;'2 ye ve p = 1 için LM

fx0g
1;'1

den WLMfx0g
q;'2

ye s¬n¬rl¬d¬r.

s =1 olmas¬durumunda Teorem 3.3�den aşa¼g¬daki sonucu elde ederiz.

Sonuç 3.6 1 � p < 1, 0 < � < n
p
, 1
q
= 1

p
� �

n
ve ('1; '2) çifti (3.18) şart¬n¬

sa¼glas¬n. Bu durumda T� operatörü p > 1 için LM
fx0g
p;'1 den LM

fx0g
q;'2 ye ve p = 1 için

LM
fx0g
1;'1

den WLMfx0g
q;'2 ye s¬n¬rl¬d¬r.
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4. LM
fX0g
P;' GENELLEŞT·IR·ILM·IŞ LOKAL MORREY UZAYLARINDA

T
;B VE T
;B;� KOMÜTATÖR OPERATÖRLER·IN·IN GUL·IYEV T·IP·I

SINIRLILIKLARI

Bu bölümde ilk olarak komütatör operatörünün tan¬m¬verilip, daha sonra ! negatif

olmayan ve (0;1) üzerinde ölçülebilir sabit bir fonksiyon olmak üzere,

H�
!g(r) :=

1Z
r

�
1 + ln

t

r

�
g(t)!(t)dt; r 2 (0;1)

a¼g¬rl¬kl¬ Hardy operatörünün s¬n¬rl¬l¬¼g¬ hakk¬ndaki aşa¼g¬da verilen Teorem 4.1� i

kullanarak, LMfx0g
p;' genelleştirilmi̧s lokal Morrey uzaylar¬nda b 2 CBMOfx0gp;� (Rn)

iken T
;b komütatör operatörünün Guliyev tipi s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬ve T
;b;� komütatör o-

peratörünün ise Spanne-Guliyev tipi s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬s¬ras¬yla ispatlayaca¼g¬z.

b, Rn üzerinde lokal integrallenebilir bir fonksiyon olmak üzere, kaba çekirdekli

potansiyel tipli operatör ve b taraf¬ndan üretilen komütatör aşa¼g¬daki gibi tan¬m-

lan¬r:

T
;b;� (f) (x) = [b; T
;�] f (x)

= b (x)T
;�f (x)� T
;� (bf) (x)

=

Z
Rn

[b (x)� b (y)] 
 (x� y)
jx� yjn��

f (y) dy:

Aşa¼g¬daki teorem Guliyev (2012) taraf¬ndan ispatlanm¬̧st¬r.

Teorem 4.1 �1, �2 ve ! hemen her yerde pozitif ve (0;1) üzerinde ölçülebilir

fonksiyonlar olsunlar.

esssup
r>0

�2 (r)H
�
!g (r) � C esssup

r>0
�1 (r) g (r) ; C > 0; (4.1)

eşitsizli¼ginin (0;1) üzerinde negatif olmayan ve azalmayan tüm g fonksiyonlar¬için

sa¼glanmas¬için gerek ve yeter koşul
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B := sup
r>0
�2 (r)

1Z
r

�
1 + ln

t

r

�
! (t) dt

esssup
t<s<1

�1 (s)
<1 (4.2)

olmas¬d¬r.

Ayr¬ca, (4.1) de C�, C nin en küçük de¼geri ise C� = B olmas¬d¬r (Guliyev 2012).

Uyar¬4.1 (4.1)ve (4.2) de 1
1 = 0 ve 0:1 = 0 oldu¼gu kabul edilecektir.

4.1 LM
fx0g
p;' Genelleştirilmi̧s Lokal Morrey Uzaylar¬nda Kaba Çekirdekli

T
;b Komütatör Operatörünün Guliyev Tipi S¬n¬rl¬l¬¼g¬

Bu kesimde, b 2 CBMOfx0gp2;�
(Rn) olmak üzere b ve T
 taraf¬ndan üretilen T
;b komü-

tatör operatörünün 1 < p <1, 1
p
= 1

p1
+ 1

p2
iken LMfx0g

p1;'1 genelleştirilmi̧s lokal Mor-

rey uzay¬ndan bir di¼ger LMfx0g
p;'2 genelleştirilmi̧s lokal Morrey uzay¬na s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬n

sa¼glanmas¬için ('1; '2) çifti üzerindeki yeterlilik şartlar¬belirlenmi̧stir.

Lemma 4.1 (T
;b için lokal Guliyev eşitsizli¼gi) 
, s¬f¬r¬nc¬dereceden homojen,


 2 Ls (Sn�1), s > 1, x0 2 Rn ve 1 � p <1 olsun. T
, (1.4) koşulunu sa¼glayan ve

p > 1 için Lp (Rn) üzerinde ve L1 (Rn) uzay¬ndan WL1 (Rn) uzay¬na s¬n¬rl¬olan bir

lineer operatör olsun. Ayr¬ca b 2 CBMOfx0gp2;�
(Rn), 1

p
= 1

p1
+ 1

p2
ve 0 � � < 1

n
olsun.

Bu durumda s
0 � p için

kT
;bfkLp(B(x0;r)) . kbkCBMO
fx0g
p2;�

r
n
p

1Z
2r

�
1 + ln

t

r

�
t
n�� n

p1
�1kfkLp1 (B(x0;t))dt

eşitsizli¼gi herhangi bir B (x0; r) yuvar¬ve her f 2 Llocp1 (Rn) için sa¼glan¬r.

Ayr¬ca, p1 < s için

kT
;bfkLp(B(x0;r)) . kbkCBMO
fx0g
p2;�

r
n
p
�n
s

1Z
2r

�
1 + ln

t

r

�
t
n�� n

p1
+n
s
�1kfkLp1 (B(x0;t))dt

eşitsizli¼gi herhangi bir B (x0; r) yuvar¬ve her f 2 Llocp1 (Rn) için sa¼glan¬r.
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·Ispat. 1 < p < 1 ve 1
p
= 1

p1
+ 1

p2
olsun. Key� bir x0 2 Rn için B = B (x0; r), x0

merkezli r yar¬çapl¬yuvar ve 2B = B (x0; 2r) olsun. f fonksiyonunu

f = f1 + f2, f1 (y) = f (y)�2B (y) , f2 (y) = f (y)�(2B)C (y) , r > 0

biçiminde ifade edelim. Bu durumda

T
;bf (x) = (b (x)� bB)T
f1 (x)� T
 ((b (�)� bB) f1) (x)

+ (b (x)� bB)T
f2 (x)� T
 ((b (�)� bB) f2) (x)

� J1 + J2 + J3 + J4:

elde edilir. Böylece

kT
;bfkLp(B) � kJ1kLp(B) + kJ2kLp(B) + kJ3kLp(B) + kJ4kLp(B)

oldu¼gu görülür.

Genelleştirilmi̧s Hölder eşitsizli¼gi ve T
 n¬n Lp1 (Rn) üzerindeki s¬n¬rl¬l¬¼g¬ndan

kJ1kLp(B) � k(b (�)� bB)T
f1 (�)kLp(Rn)

. k(b (�)� bB)kLp2 (Rn) kT
f1 (�)kLp1 (Rn)

. kbk
CBMO

fx0g
p2;�

r
n
p2
+n� kf1kLp1 (Rn)

= kbk
CBMO

fx0g
p2;�

r
n
p2
+ n
p1
+n� kfkLp1 (2B)

1Z
2r

t
�1� n

p1 dt

. kbk
CBMO

fx0g
p2;�

r
n
p
+n�

1Z
2r

�
1 + ln

t

r

�
kfkLp1 (B(x0;t)) t

�1� n
p1 dt

elde edilir.

J2 için T
 n¬n Lp (Rn) üzerindeki s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬kullanarak, genelleştirilmi̧s Hölder eşit-

sizli¼ginden

kJ2kLp(B) � kT
 (b (�)� bB) f1kLp(Rn)

. k(b (�)� bB) f1kLp(Rn)

. kb (�)� bBkLp2 (Rn) kf1kLp1 (Rn)

. kbk
CBMO

fx0g
p2;�

r
n
p2
+ n
p1
+n� kfkLp1 (2B)

1Z
2r

t
�1� n

p1 dt

. kbk
CBMO

fx0g
p2;�

r
n
p
+n�

1Z
2r

�
1 + ln

t

r

�
kfkLp1 (B(x0;t)) t

�1� n
p1 dt

40



eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.

J3 için x 2 B, y 2 (2B)C olmas¬12 jx0 � yj � jx� yj �
3
2
jx0 � yj olmas¬n¬gerektirir.

s
0 � p1 oldu¼gu zaman, Fubini teoremi, genelleştirilmi̧s Hölder eşitsizli¼gi ve (3.6)�dan

jT
f2 (x)j � c0

Z
(2B)C

j
 (x� y)j jf (y)jjx0 � yjn
dy

�
1Z
2r

Z
2r<jx0�yj<t

j
 (x� y)j jf (y)j dyt�1�ndt

.
1Z
2r

Z
B(x0;t)

j
 (x� y)j jf (y)j dyt�1�ndt

.
1Z
2r

kfkLp1 (B(x0;t)) k
 (x� �)kLs(B(x0;t)) jB (x0; t)j
1� 1

p1
� 1
s t�1�ndt

.
1Z
2r

kfkLp1 (B(x0;t)) t
�1� n

p1 dt:

eşitsizli¼gini elde ederiz. Böylece,

kJ3kLp(B) = k(b (�)� bB)T
f2 (�)kLp(Rn)

� k(b (�)� bB)kLp(Rn)

1Z
2r

kfkLp1 (B(x0;t)) t
�1� n

p1 dt

� k(b (�)� bB)kLp2 (Rn) r
n
p1

1Z
2r

kfkLp1 (B(x0;t)) t
�1� n

p1 dt

. kbk
CBMO

fx0g
p2;�

r
n
p
+n�

1Z
2r

�
1 + ln

t

r

�
kfkLp1 (B(x0;t)) t

�1� n
p1 dt

. kbk
CBMO

fx0g
p2;�

r
n
p

1Z
2r

�
1 + ln

t

r

�
t
n�� n

p1
�1kfkLp1 (B(x0;t))dt

oldu¼gu görülür.
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p1 < s oldu¼gu zaman Fubini teoremi, genelleştirilmi̧s Minkowski eşitsizli¼gi, genelleşti-

rilmi̧s Hölder eşitsizli¼gi ve (3.9)�dan

kJ3kLp(B) �

0B@Z
B

�������
1Z
2r

Z
B(x0;t)

jf (y)j jb (x)� bBj j
 (x� y)j dy
dt

tn+1

�������
p

dx

1CA
1
p

�
1Z
2r

Z
B(x0;t)

jf (y)j k(b (�)� bB) 
 (� � y)kLp(B) dy
dt

tn+1

�
1Z
2r

Z
B(x0;t)

jf (y)j kb (�)� bBkLp2 (B) k
 (� � y)kLp1 (B) dy
dt

tn+1

. kbk
CBMO

fx0g
p2;�

r
n
p2
+n� jBj

1
p1
� 1
s

1Z
2r

Z
B(x0;t)

jf (y)j k
 (� � y)kLs(B) dy
dt

tn+1

. kbk
CBMO

fx0g
p2;�

r
n
p
�n
s
+n�

1Z
2r

kfkL1(B(x0;t))
����B�x0; 32t

����� 1s dt

tn+1

. kbk
CBMO

fx0g
p2;�

r
n
p
�n
s
+n�

1Z
2r

�
1 + ln

t

r

�
kfkLp1 (B(x0;t))

dt

t
n
p1
�n
s
+1

. kbk
CBMO

fx0g
p2;�

r
n
p
�n
s

1Z
2r

�
1 + ln

t

r

�
t
n�� n

p1
+n
s
�1kfkLp1 (B(x0;t))dt

eşitsizli¼gini elde ederiz.

Di¼ger taraftan J4 için, s0 � p oldu¼gu zaman, x 2 B olmak üzere Fubini teoremi,

genelleştirilmi̧s Hölder eşitsizli¼gi ve (3.6)�dan

jT
 ((b (�)� bB) f2) (x)j .
Z

(2B)C

jb (y)� bBj j
 (x� y)j jf(y)jjx�yjndy

.
Z

(2B)C

jb (y)� bBj j
 (x� y)j jf(y)j
jx0�yjndy

�
1Z
2r

Z
2r<jx0�yj<t

jb (y)� bBj j
 (x� y)j jf (y)j dy dt
tn+1

.
1Z
2r

Z
B(x0;t)

��b (y)� bB(x0;t)�� j
 (x� y)j jf (y)j dy dt
tn+1

+

1Z
2r

��bB(x0;r) � bB(x0;t)�� Z
B(x0;t)

j
 (x� y)j jf (y)j dy dt
tn+1
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.
1Z
2r



�b (�)� bB(x0;t)� f

Lp(B(x0;t)) k
 (� � y)kLs(B(x0;t)) jB (x0; t)j1� 1
p
� 1
s dt
tn+1

+

1Z
2r

��bB(x0;r) � bB(x0;t)�� kfkLp1 (B(x0;t)) k
 (� � y)kLs(B(x0;t)) jB (x0; t)j1� 1
p1
� 1
s t�n�1dt

.
1Z
2r



�b (�)� bB(x0;t)�

Lp2 (B(x0;t)) kfkLp1 (B(x0;t)) t�1� n
p1 dt

+ kbk
CBMO

fx0g
p2;�

1Z
2r

�
1 + ln t

r

�
kfkLp1 (B(x0;t)) t

�1� n
p1
+n�
dt

. kbk
CBMO

fx0g
p2;�

1Z
2r

�
1 + ln t

r

�
kfkLp1 (B(x0;t)) t

�1� n
p1
+n�
dt

eşitsizli¼gini elde ederiz. Böylece,

kJ4kLp(B) � kT
 (b (�)� bB) f2kLp(Rn)

. kbk
CBMO

fx0g
p2;�

r
n
p

1Z
2r

�
1 + ln

t

r

�
t
�1� n

p1
+n� kfkLp1 (B(x0;t)) dt

oldu¼gu görülür.

p1 < s oldu¼gu zaman Fubini teoremi, genelleştirilmi̧s Minkowski eşitsizli¼gi, genelleşti-

rilmi̧s Hölder eşitsizli¼gi ve (3.9)�dan

kJ4kLp(B) .
 R
B

�����1R2r R
B(x0;t)

��b (y)� bB(x0;t)�� jf (y)j j
 (x� y)j dy dt
tn+1

�����
p

dx

! 1
p

+

 R
B

�����1R2r ��bB(x0;r) � bB(x0;t)�� R
B(x0;t)

jf (y)j j
 (x� y)j dy dt
tn+1

�����
p

dx

! 1
p

.
1R
2r

R
B(x0;t)

��b (y)� bB(x0;t)�� jf (y)j k
 (� � y)kLp(B(x0;t)) dy dt
tn+1

+
1R
2r

��bB(x0;r) � bB(x0;t)�� R
B(x0;t)

jf (y)j k
 (� � y)kLp(B(x0;t)) dy
dt
tn+1

. jBj
1
p
� 1
s

1R
2r

R
B(x0;t)

��b (y)� bB(x0;t)�� jf (y)j k
 (� � y)kLs(B(x0;t)) dy dt
tn+1

+ jBj
1
p
� 1
s

1R
2r

��bB(x0;r) � bB(x0;t)�� R
B(x0;t)

jf (y)j k
 (� � y)kLs(B(x0;t)) dy
dt
tn+1

. r
n
p
�n
s

1R
2r



�b (�)� bB(x0;t)�

Lp2 (B(x0;t)) kfkLp1 (B(x0;t)) jB (x0; t)j1� 1
p

��B �x0; 32t��� 1s dt
tn+1

+r
n
p
�n
s

1R
2r

��bB(x0;r) � bB(x0;t)�� kfkLp1 (B(x0;t)) ��B �x0; 32t��� 1s dt

t
n
p1

+1

. kbk
CBMO

fx0g
p2;�

r
n
p
�n
s

1R
2r

�
1 + ln t

r

�
t
n�� n

p1
+n
s
�1kfkLp1 (B(x0;t))dt
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eşitsizli¼gini elde ederiz.

Şimdi yukar¬daki tahminleri birleştirerek Lemma 4.1�in ispat¬n¬tamamlar¬z.

Aşa¼g¬daki teoremde, LMfx0g
p;' genelleştirilmi̧s lokal Morrey uzaylar¬nda

b 2 CBMOfx0gp;� (Rn) iken T
;b operatörünün Guliyev tipi s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬elde edece¼giz.

Teorem 4.2 (T
;b için Guliyev tipi s¬n¬rl¬l¬k) 
, s¬f¬r¬nc¬dereceden homojen,


 2 Ls (Sn�1), s > 1, x0 2 Rn ve 1 < p < 1 olsun. T
, (1.4) koşulunu sa¼glayan

ve Lp (Rn) üzerinde s¬n¬rl¬ olan bir lineer operatör olsun. b 2 CBMO
fx0g
p2;�

(Rn),
1
p
= 1

p1
+ 1

p2
ve 0 � � < 1

n
olsun.

Ayr¬ca, s
0 � p için ('1; '2) çifti

1Z
r

�
1 + ln

t

r

� essinf
t<�<1

'1 (x0; �) �
n
p

t
n
p1
+1�n� dt � C'2 (x0; r) (4.3)

koşulunu ve p1 < s için ('1; '2) çifti

1Z
r

�
1 + ln

t

r

� essinf
t<�<1

'1 (x0; �) �
n
p1

t
n
p1
�n
s
+1�n� dt � C'2 (x0; r) r

n
s (4.4)

koşulunu sa¼glas¬n, burada C, r ye ba¼gl¬de¼gildir. Bu durumda T
;b operatörü LM
fx0g
p1;'1

den LMfx0g
p;'2 ye s¬n¬rl¬d¬r. Yani

kT
;bfkLMfx0g
p;'2

. kbk
CBMO

fx0g
p2;�

kfk
LM

fx0g
p1;'1

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.

·Ispat. 1 < p < 1 ve s
0 � p olsun. �2 (r) = '2 (x0; r)

�1, �1 (r) = '1 (x0; r)
�1 r

� n
p1 ,

g (r) = kfkLp1 (B(x0;r)) ve ! (r) = r
n�� n

p1
�1 seçilmesiyle, Lemma 4.1 ve Teorem 4.1�

den

kT
;bfkLMfx0g
p;'2

. sup
r>0

'2 (x0; r)
�1 kbk

CBMO
fx0g
p2;�

�
1Z
2r

�
1 + ln

t

r

�
t
n�� n

p1
�1kfkLp1 (B(x0;t))dt

. kbk
CBMO

fx0g
p2;�

sup
r>0

'1 (x0; r)
�1 r

� n
p1 kfkLp1 (B(x0;r))

= kbk
CBMO

fx0g
p2;�

kfk
LM

fx0g
p1;'1
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elde ederiz. Ayr¬ca burada (4.2) koşulu (4.3) koşuluna da denktir.

1 < p < 1 ve p1 < s olsun. �2 (r) = '2 (x0; r)
�1, �1 (r) = '1 (x0; r)

�1 r
� n
p1
+n
s ,

g (r) = kfkLp1 (B(x0;r)) ve ! (r) = r
n�� n

p1
+n
s �1

seçilmesiyle, Lemma 4.1 ve Teorem 4.1�

den

kT
;bfkLMfx0g
p;'2

. sup
r>0

'2 (x0; r)
�1 r�

n
s kbk

CBMO
fx0g
p2;�

�
1Z
2r

�
1 + ln

t

r

�
t
n�� n

p1
+n
s
�1kfkLp1 (B(x0;t))dt

. kbk
CBMO

fx0g
p2;�

sup
r>0

'1 (x0; r)
�1 r

� n
p1 kfkLp1 (B(x0;r))

= kbk
CBMO

fx0g
p2;�

kfk
LM

fx0g
p1;'1

elde ederiz. Ayr¬ca burada (4.2) koşulu (4.4) koşuluna da denktir.

Sonuç 4.1 
, s¬f¬r¬nc¬dereceden homojen, 
 2 Ls (Sn�1), s > 1, x0 2 Rn, 1 < p <

1 olsun. b 2 CBMOfx0gp2;�
(Rn), 1

p
= 1

p1
+ 1

p2
ve 0 � � < 1

n
olsun. Ayr¬ca, s

0 � p

için ('1; '2) çifti (4.3) şart¬n¬ve p1 < s için ('1; '2) çifti (4.4) şart¬n¬sa¼glas¬n. Bu

durumda T
;b operatörü LM
fx0g
p1;'1 den LM

fx0g
p;'2 ye s¬n¬rl¬d¬r.

Sonuç 4.2 
, s¬f¬r¬nc¬dereceden homojen, 
 2 Ls (Sn�1), s > 1, 1 < p < 1 ve

b 2 BMO (Rn) olsun. T
, (1.4) koşulunu sa¼glayan ve Lp (Rn) üzerinde s¬n¬rl¬olan

bir lineer operatör olsun. Ayr¬ca, s
0 � p için ('1; '2) çifti

1Z
r

�
1 + ln

t

r

� essinf
t<�<1

'1 (x; �) �
n
p

t
n
p
+1

dt � C'2 (x; r) (4.5)

koşulunu ve p < s için ('1; '2) çifti

1Z
r

�
1 + ln

t

r

� essinf
t<�<1

'1 (x; �) �
n
p

t
n
p
�n
s
+1

dt � C'2 (x; r) r
n
s (4.6)

koşulunu sa¼glas¬n, burada C, x ve r ye ba¼gl¬de¼gildir. Bu durumda T
;b operatörü

Mp;'1 den Mp;'2 ye s¬n¬rl¬d¬r. Yani

kT
;bfkMp;'2
. kbkBMO kfkMp;'1

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.
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Sonuç 4.3 
, s¬f¬r¬nc¬dereceden homojen, 
 2 Ls (Sn�1), s > 1, 1 < p < 1 ve

b 2 BMO (Rn) olsun. Ayr¬ca, s0 � p için ('1; '2) çifti (4.5) koşulunu ve p < s için

('1; '2) çifti (4.6) koşulunu sa¼glas¬n. Bu durumda T
;b operatörü Mp;'1 den Mp;'2

ye s¬n¬rl¬d¬r.

Uyar¬4.2 s = 1 olmas¬durumunda Sonuç 4.3, Guliyev vd. (2011) taraf¬ndan

ispat edilmi̧stir. Ayr¬ca yine s = 1 olmas¬durumunda Lemma 4.1 ve Teorem 4.2

Guliyev (2013b) taraf¬ndan ispat edilmi̧stir.

Aşa¼g¬daki ifadelerde, genelleştirilmi̧s lokal Morrey uzaylar¬nda (1.5) koşulunu sa¼glayan

T
;� lineer operatörün komütatörü ile ilgili sonuçlar¬elde edece¼giz.

4.2 LM
fx0g
p;' Genelleştirilmi̧s Lokal Morrey Uzaylar¬nda Kaba Çekirdekli

T
;b;� Komütatör Operatörünün Spanne-Guliyev Tipi S¬n¬rl¬l¬¼g¬

Bu kesimde, b 2 CBMOfx0gp2;�
(Rn) olmak üzere T
;b;� komütatör operatörünün 1 <

p <1, 1
p
= 1

p1
+ 1

p2
, 1
q
= 1

p
� �

n
, 1
q1
= 1

p1
� �

n
iken LMfx0g

p1;'1 genelleştirilmi̧s lokal Mor-

rey uzay¬ndan bir di¼ger LMfx0g
q;'2 genelleştirilmi̧s lokal Morrey uzay¬na s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬n

sa¼glanmas¬için ('1; '2) çifti üzerinde yeterlilik şartlar¬elde edilmi̧stir.

Lemma 4.2 (T
;b;� için lokal Guliyev eşitsizli¼gi) 
, s¬f¬r¬nc¬dereceden homo-

jen, 
 2 Ls (Sn�1), 1 < s � 1, x0 2 Rn ve 1 � p < 1 olsun. T
;�, (1.5) koşulunu

sa¼glayan ve p > 1 için Lp (Rn) uzay¬ndan Lq (Rn) uzay¬na ve p = 1 için L1 (Rn) uza-

y¬ndan WLq (Rn) uzay¬na s¬n¬rl¬olan bir lineer operatör olsun Ayr¬ca 0 < � < n,

1 < p < n
�
, b 2 CBMOfx0gp2;�

(Rn), 0 � � < 1
n
, 1
p
= 1

p1
+ 1

p2
, 1
q
= 1

p
� �

n
ve 1

q1
= 1

p1
� �

n

olsun.

Bu durumda s
0 � p için

kT
;b;�fkLq(B(x0;r)) . kbkCBMO
fx0g
p2;�

r
n
q

1Z
2r

�
1 + ln

t

r

�
t
n�� n

q1
�1kfkLp1 (B(x0;t))dt
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eşitsizli¼gi herhangi bir B (x0; r) yuvar¬ve her f 2 Llocp1 (Rn) için sa¼glan¬r.

Ayr¬ca, q1 < s için

kT
;b;�fkLq(B(x0;r)) . kbkCBMO
fx0g
p2;�

r
n
q
�n
s

1Z
2r

�
1 + ln

t

r

�
t
n�� n

q1
+n
s
�1kfkLp1 (B(x0;t))dt

eşitsizli¼gi herhangi bir B (x0; r) yuvar¬ve her f 2 Llocp1 (Rn) için sa¼glan¬r.

·Ispat. 1 < p <1, 0 < � < n
p
, 1
p
= 1

p1
+ 1

p2
, 1
q
= 1

p
� �

n
ve 1

q1
= 1

p1
� �

n
olsun. Key�

bir x0 2 Rn için B = B (x0; r), x0 merkezli r yar¬çapl¬yuvar ve 2B = B (x0; 2r)

olsun. f fonksiyonunu

f = f1 + f2, f1 (y) = f (y)�2B (y) , f2 (y) = f (y)�(2B)C (y) , r > 0

biçiminde ifade edelim. Bu durumda

T
;b;�f (x) = (b (x)� bB)T
;�f1 (x)� T
;� ((b (�)� bB) f1) (x)

+ (b (x)� bB)T
;�f2 (x)� T
;� ((b (�)� bB) f2) (x)

� J1 + J2 + J3 + J4:

elde edilir. Böylece

kT
;b;�fkLq(B) � kJ1kLq(B) + kJ2kLq(B) + kJ3kLq(B) + kJ4kLq(B)

oldu¼gu görülür.

Genelleştirilmi̧s Hölder eşitsizli¼gi ve T
;� n¬n Lp1 (Rn) uzay¬ndan Lq1 (Rn) uzay¬na

s¬n¬rl¬l¬¼g¬ndan

kJ1kLq(B) � k(b (�)� bB)T
;�f1 (�)kLq(Rn)
. k(b (�)� bB)kLp2 (Rn) kT
f1 (�)kLq1 (Rn)

. kbk
CBMO

fx0g
p2;�

r
n
p2
+n� kf1kLp1 (Rn)

= kbk
CBMO

fx0g
p2;�

r
n
p2
+ n
q1
+n� kfkLp1 (2B)

1Z
2r

t
�1� n

q1 dt

. kbk
CBMO

fx0g
p2;�

r
n
q
+n�

1Z
2r

�
1 + ln

t

r

�
kfkLp1 (B(x0;t)) t

�1� n
q1 dt
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elde edilir.

J2 için T
;� n¬n Lp (Rn) uzay¬ndan Lq (Rn) uzay¬na s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬kullanarak ve genelleşti-

rilmi̧s Hölder eşitsizli¼ginden

kJ2kLq(B) � kT
;� (b (�)� bB) f1kLq(Rn)
. k(b (�)� bB) f1kLp(Rn)

. kb (�)� bBkLp2 (Rn) kf1kLp1 (Rn)

. kbk
CBMO

fx0g
p2;�

r
n
p2
+ n
q1
+n� kfkLp1 (2B)

1Z
2r

t
�1� n

q1 dt

. kbk
CBMO

fx0g
p2;�

r
n
q
+n�

1Z
2r

�
1 + ln

t

r

�
kfkLp1 (B(x0;t)) t

�1� n
q1 dt

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.

J3 için x 2 B, y 2 (2B)C olmas¬12 jx0 � yj � jx� yj �
3
2
jx0 � yj olmas¬n¬gerektirir.

s
0 � p1 oldu¼gu zaman, Fubini teoremi, genelleştirilmi̧s Hölder eşitsizli¼gi ve (3.6)�dan

jT
;�f2 (x)j � c0

Z
(2B)C

j
 (x� y)j jf (y)j
jx0 � yjn��

dy

�
1Z
2r

Z
2r<jx0�yj<t

j
 (x� y)j jf (y)j dyt�1�n+�dt

.
1Z
2r

Z
B(x0;t)

j
 (x� y)j jf (y)j dyt�1�n+�dt

.
1Z
2r

kfkLp1 (B(x0;t)) k
 (x� �)kLs(B(x0;t)) jB (x0; t)j
1� 1

p1
� 1
s t�1�n+�dt

.
1Z
2r

kfkLp1 (B(x0;t)) t
�1� n

q1 dt
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eşitsizli¼gini elde ederiz. Böylece,

kJ3kLq(B) = k(b (�)� bB)T
;�f2 (�)kLq(Rn)

� k(b (�)� bB)kLq(Rn)

1Z
2r

kfkLp1 (B(x0;t)) t
�1� n

q1 dt

� k(b (�)� bB)kLp2 (Rn) r
n
q1

1Z
2r

kfkLp1 (B(x0;t)) t
�1� n

q1 dt

. kbk
CBMO

fx0g
p2;�

r
n
q
+n�

1Z
2r

�
1 + ln

t

r

�
kfkLp1 (B(x0;t)) t

�1� n
q1 dt

. kbk
CBMO

fx0g
p2;�

r
n
q

1Z
2r

�
1 + ln

t

r

�
t
n�� n

q1
�1kfkLp1 (B(x0;t))dt

oldu¼gu görülür.

q1 < s oldu¼gu zaman Fubini teoremi, genelleştirilmi̧s Minkowski eşitsizli¼gi, genelleşti-

rilmi̧s Hölder eşitsizli¼gi ve (3.9)�dan

kJ3kLq(B) �

0B@Z
B

�������
1Z
2r

Z
B(x0;t)

jf (y)j jb (x)� bBj j
 (x� y)j dy
dt

tn��+1

�������
q

dx

1CA
1
q

�
1Z
2r

Z
B(x0;t)

jf (y)j k(b (�)� bB) 
 (� � y)kLq(B) dy
dt

tn��+1

�
1Z
2r

Z
B(x0;t)

jf (y)j kb (�)� bBkLp2 (B) k
 (� � y)kLq1 (B) dy
dt

tn��+1

. kbk
CBMO

fx0g
p2;�

r
n
p2
+n� jBj

1
q1
� 1
s

1Z
2r

Z
B(x0;t)

jf (y)j k
 (� � y)kLs(B) dy
dt

tn��+1

. kbk
CBMO

fx0g
p2;�

r
n
q
�n
s
+n�

1Z
2r

kfkL1(B(x0;t))
����B�x0; 32t

����� 1s dt

tn��+1

. kbk
CBMO

fx0g
p2;�

r
n
q
�n
s
+n�

1Z
2r

�
1 + ln

t

r

�
kfkLp1 (B(x0;t))

dt

t
n
q1
�n
s
+1

. kbk
CBMO

fx0g
p2;�

r
n
q
�n
s

1Z
2r

�
1 + ln

t

r

�
t
n�� n

q1
+n
s
�1kfkLp1 (B(x0;t))dt

eşitsizli¼gini elde ederiz.
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Di¼ger taraftan J4 için, s0 � p oldu¼gu zaman, x 2 B olmak üzere Fubini teoremi,

genelleştirilmi̧s Hölder eşitsizli¼gi ve (3.6)�dan

jT
;� ((b (�)� bB) f2) (x)j .
Z

(2B)C

jb (y)� bBj j
 (x� y)j jf(y)j
jx�yjn��dy

.
Z

(2B)C

jb (y)� bBj j
 (x� y)j jf(y)j
jx0�yjn��

dy

�
1Z
2r

Z
2r<jx0�yj<t

jb (y)� bBj j
 (x� y)j jf (y)j dy dt
tn��+1

.
1Z
2r

Z
B(x0;t)

��b (y)� bB(x0;t)�� j
 (x� y)j jf (y)j dy dt
tn��+1

+

1Z
2r

��bB(x0;r) � bB(x0;t)�� Z
B(x0;t)

j
 (x� y)j jf (y)j dy dt
tn��+1

.
1Z
2r



�b (�)� bB(x0;t)� f

Lp(B(x0;t)) k
 (� � y)kLs(B(x0;t)) jB (x0; t)j1� 1
p
� 1
s dt
tn��+1

+

1Z
2r

��bB(x0;r) � bB(x0;t)�� kfkLp1 (B(x0;t)) k
 (� � y)kLs(B(x0;t)) jB (x0; t)j1� 1
p1
� 1
s t��n�1dt

.
1Z
2r



�b (�)� bB(x0;t)�

Lp2 (B(x0;t)) kfkLp1 (B(x0;t)) t�1�n
q dt

+ kbk
CBMO

fx0g
p2;�

1Z
2r

�
1 + ln t

r

�
kfkLp1 (B(x0;t)) t

�1� n
q1
+n�
dt

. kbk
CBMO

fx0g
p2;�

1Z
2r

�
1 + ln t

r

�
kfkLp1 (B(x0;t)) t

�1� n
q1
+n�
dt

eşitsizli¼gini elde ederiz. Böylece,

kJ4kLq(B) = kT
;� (b (�)� bB) f2kLq(B)

. kbk
CBMO

fx0g
p2;�

r
n
q

1Z
2r

�
1 + ln

t

r

�
t
�1� n

q1
+n� kfkLp1 (B(x0;t)) dt

oldu¼gu görülür.

q < s oldu¼gu zaman Fubini teoremi, genelleştirilmi̧s Minkowski eşitsizli¼gi, genelleşti-

rilmi̧s Hölder eşitsizli¼gi ve (3.9)�dan

kJ4kLq(B) .
 R
B

�����1R2r R
B(x0;t)

��b (y)� bB(x0;t)�� jf (y)j j
 (x� y)j dy dt
tn��+1

�����
q

dx

! 1
q
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+

 R
B

�����1R2r ��bB(x0;r) � bB(x0;t)�� R
B(x0;t)

jf (y)j j
 (x� y)j dy dt
tn��+1

�����
q

dx

! 1
q

.
1R
2r

R
B(x0;t)

��b (y)� bB(x0;t)�� jf (y)j k
 (� � y)kLq(B(x0;t)) dy dt
tn��+1

+
1R
2r

��bB(x0;r) � bB(x0;t)�� R
B(x0;t)

jf (y)j k
 (� � y)kLq(B(x0;t)) dy
dt

tn��+1

. jBj
1
q
� 1
s

1R
2r

R
B(x0;t)

��b (y)� bB(x0;t)�� jf (y)j k
 (� � y)kLs(B(x0;t)) dy dt
tn��+1

+ jBj
1
q
� 1
s

1R
2r

��bB(x0;r) � bB(x0;t)�� R
B(x0;t)

jf (y)j k
 (� � y)kLs(B(x0;t)) dy
dt

tn��+1

. r
n
q
�n
s

1R
2r



�b (�)� bB(x0;t)�

Lp2 (B(x0;t)) kfkLp1 (B(x0;t)) jB (x0; t)j1� 1
p

��B �x0; 32t��� 1s dt
tn��+1

+r
n
q
�n
s

1R
2r

��bB(x0;r) � bB(x0;t)�� kfkLp1 (B(x0;t)) ��B �x0; 32t��� 1s dt

t
n
p1

��+1

. kbk
CBMO

fx0g
p2;�

r
n
q
�n
s

1R
2r

�
1 + ln t

r

�
t
n�� n

q1
+n
s
�1kfkLp1 (B(x0;t))dt

eşitsizli¼gini elde ederiz.

Şimdi yukar¬daki tahminleri birleştirerek, Lemma 4.2�nin ispat¬n¬tamamlar¬z.

Aşa¼g¬daki teoremde, LMfx0g
p;' genelleştirilmi̧s lokal Morrey uzaylar¬nda

b 2 CBMOfx0gp;� (Rn) iken T
;b;� operatörünün Spanne-Guliyev tipi s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬elde

edece¼giz.

Teorem 4.3 (T
;b;� için Spanne-Guliyev tipi s¬n¬rl¬l¬k) 
, s¬f¬r¬nc¬dereceden

homojen, 
 2 Ls (Sn�1), 1 < s � 1 ve x0 2 Rn olsun. T
;�, (1.5) koşulunu sa¼glayan

ve p > 1 için Lp (Rn) uzay¬ndan Lq (Rn) uzay¬na s¬n¬rl¬olan bir lineer operatör olsun

0 < � < n, 1 < p < n
�
, b 2 CBMOfx0gp2;�

(Rn), 0 � � < 1
n
, 1
p
= 1

p1
+ 1

p2
, 1
q
= 1

p
� �

n
ve

1
q1
= 1

p1
� �

n
olsun.

Ayr¬ca, s
0 � p için ('1; '2) çifti

1Z
r

�
1 + ln

t

r

� essinf
t<�<1

'1 (x0; �) �
n
p1

t
n
q1
+1�n� dt � C'2 (x0; r) (4.7)

koşulunu ve q1 < s için ('1; '2) çifti

1Z
r

�
1 + ln

t

r

� essinf
t<�<1

'1 (x0; �) �
n
p1

t
n
q1
�n
s
+1�n� dt � C'2 (x0; r) r

n
s (4.8)
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koşulunu sa¼glas¬n, burada C, r ye ba¼gl¬ de¼gildir. Bu durumda T
;b;� operatörü

LM
fx0g
p1;'1 den LM

fx0g
q;'2 ye s¬n¬rl¬d¬r. Yani

kT
;b;�fkLMfx0g
q;'2

. kbk
CBMO

fx0g
p2;�

kfk
LM

fx0g
p1;'1

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.

·Ispat. p > 1 ve s
0 � p olsun. �2 (r) = '2 (x0; r)

�1, �1 (r) = '1 (x0; r)
�1 r

� n
p1 ,

g (r) = kfkLp1 (B(x0;r)) ve ! (r) = r
n�� n

q1
�1 seçilmesiyle, Lemma 4.2 ve Teorem 4.1�

den

kT
;b;�fkLMfx0g
q;'2

. sup
r>0

'2 (x0; r)
�1 kbk

CBMO
fx0g
p2;�

�
1Z
2r

�
1 + ln

t

r

�
t
n�� n

q1
�1kfkLp1 (B(x0;t))dt

. kbk
CBMO

fx0g
p2;�

sup
r>0

'1 (x0; r)
�1 r

� n
p1 kfkLp1 (B(x0;r))

= kbk
CBMO

fx0g
p2;�

kfk
LM

fx0g
p1;'1

elde ederiz. Ayr¬ca burada (4.2) koşulu (4.7) koşuluna da denktir.

p > 1 ve q1 < s olsun. �2 (r) = '2 (x0; r)
�1, �1 (r) = '1 (x0; r)

�1 r
� n
p1
+n
s , g (r) =

kfkLp1 (B(x0;r)) ve ! (r) = r
n�� n

q1
+n
s �1

seçilmesiyle, Lemma 4.2 ve Teorem 4.1�den

kT
;b;�fkLMfx0g
q;'2

. sup
r>0

'2 (x0; r)
�1 r�

n
s kbk

CBMO
fx0g
p2;�

�
1Z
2r

�
1 + ln

t

r

�
t
n�� n

q1
+n
s
�1kfkLp1 (B(x0;t))dt

. kbk
CBMO

fx0g
p2;�

sup
r>0

'1 (x0; r)
�1 r

� n
p1 kfkLp1 (B(x0;r))

= kbk
CBMO

fx0g
p2;�

kfk
LM

fx0g
p1;'1

elde ederiz. Ayr¬ca burada (4.2) koşulu (4.8) koşuluna da denktir.

Sonuç 4.4 
, s¬f¬r¬nc¬dereceden homojen, 
 2 Ls (Sn�1), 1 < s � 1 ve x0 2 Rn

olsun. 0 < � < n, 1 < p < n
�
, b 2 CBMOfx0gp2;�

(Rn), 0 � � < 1
n
, 1
p
= 1

p1
+ 1

p2
,

1
q
= 1

p
� �

n
ve 1

q1
= 1

p1
� �

n
olsun. Ayr¬ca, s

0 � p için ('1; '2) çifti (4.7) şart¬n¬ve

q1 < s için ('1; '2) çifti (4.8) şart¬n¬sa¼glas¬n. Bu durumda I
;b;� operatörü LM
fx0g
p1;'1

den LMfx0g
q;'2 ye s¬n¬rl¬d¬r.
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Sonuç 4.5 
, s¬f¬r¬nc¬dereceden homojen, 
 2 Ls (Sn�1), 1 < s � 1 ve T
;�, (1.5)

koşulunu sa¼glayan ve p > 1 için Lp (Rn) uzay¬ndan Lq (Rn) uzay¬na s¬n¬rl¬olan bir

lineer operatör olsun. 1 < p < 1, 0 < � < n
p
, 1
q
= 1

p
� �

n
ve b 2 BMO (Rn) olsun.

Ayr¬ca, s
0 � p için ('1; '2) çifti

1Z
r

�
1 + ln

t

r

� essinf
t<�<1

'1 (x; �) �
n
p

t
n
q
+1

dt � C'2 (x; r) (4.9)

koşulunu ve q < s için ('1; '2) çifti

1Z
r

�
1 + ln

t

r

� essinf
t<�<1

'1 (x; �) �
n
p

t
n
q
�n
s
+1

dt � C'2 (x; r) r
n
s (4.10)

koşulunu sa¼glas¬n, burada C, x ve r ye ba¼gl¬de¼gildir. Bu durumda T
;b;� operatörü

Mp;'1 den Mq;'2 ye s¬n¬rl¬d¬r. Yani

kT
;b;�fkMq;'2
. kbkBMO kfkMp;'1

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.

Sonuç 4.6 
, s¬f¬r¬nc¬dereceden homojen ve 
 2 Ls (Sn�1), 1 < s � 1 olsun.

1 < p <1, 0 < � < n
p
, 0 � � < 1

n
,1
q
= 1

p
� �

n
ve b 2 BMO (Rn) olsun Ayr¬ca, s0 � p

için ('1; '2) çifti (4.9) koşulunu ve q < s için ('1; '2) çifti (4.10) koşulunu sa¼glas¬n.

Bu durumda I
;b;� operatörü Mp;'1 den Mq;'2 ye s¬n¬rl¬d¬r.

Uyar¬4.3 s = 1 olmas¬durumunda Sonuç 4.6, Guliyev vd. (2011) taraf¬ndan

ispat edilmi̧stir. Ayr¬ca yine s = 1 olmas¬durumunda Lemma 4.2 ve Teorem 4.3

Guliyev (2013a) taraf¬ndan ispat edilmi̧stir.
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5. BAZI UYGULAMALAR

Bu bölümde Teorem 3.2, Teorem 3.3, Teorem 4.2 ve Teorem 4.3�ü Marcinkiewicz

operatörüne ve baz¬analitik yar¬gruplar¬n kesirli kuvvetlerine uygulayaca¼g¬z.

5.1 Marcinkiewicz ·Integral Operatörü

Marcinkiewicz integral operatörü ilk olarak Marcinkiewicz (1938) taraf¬ndan

� (f) (x) =

0@ 2�Z
0

jF (x+ t) + F (x� t)� 2F (x)j2

t3
dt

1A
1
2

; x 2 [0; 2�]

biçiminde tan¬mlanm¬̧st¬r, burada F (x) =

xZ
0

f (t) dt biçiminde tan¬ml¬d¬r.

Sn�1 = fx 2 Rn : jxj = 1g; Rn de d� Lebesgue ölçüsü ile donat¬lm¬̧s birim küre

olmak üzere 
�n¬n aşa¼g¬daki koşullar¬sa¼glad¬¼g¬n¬kabul edelim:

(a) 
, Rn n f0g üzerinde s¬f¬r¬nc¬dereceden homojen bir fonksiyondur.

(b) 
, Sn�1 üzerinde s¬f¬r ortalama de¼gerine sahip, yani

Z
Sn�1


 (x0) d� (x0) = 0; x0 =
x

jxj

sa¼glan¬r.

(c) 
 2 Lip
 (Sn�1), 0 < 
 � 1, yani herhangi bir x0 ve y0 2 Sn�1 için

j
(x0)� 
(y0)j � Cjx0 � y0j


olacak şekilde C > 0 vard¬r.

(d) 
 2 L1 (Sn�1) dir.

1958 y¬l¬nda Stein, Marcinkiewicz integralini n-boyutlu Öklid uzay¬nda

�
(f)(x) =

0@ 1Z
0

jF
;t(f)(x)j2
dt

t3

1A1=2
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olarak tan¬mlam¬̧st¬r, burada

F
;t(f)(x) =

Z
jx�yj�t


(x� y)
jx� yjn�1f(y)dy

biçimindedir.

Stein (1958), Zygmund (1944)�un elde etti¼gi sonuçlar¬n benzerini n-boyutlu Öklid

uzay¬na aşa¼g¬daki teoremle geni̧sletmi̧stir.

Teorem 5.1 f 2 Lp (Rn), 1 � p � 2 ve 
 yukar¬da verilen (a) � (d) koşullar¬n¬

sa¼glas¬n. Bu durumda

(i) �
(f) hemen her yerde sonludur.

(ii) E¼ger1 < p � 2 ise k�
(f)kLp(Rn) � Ap kfkLp(Rn) sa¼glan¬r.

(iii) E¼ger p = 1 ise her � > 0 için � jfx 2 Rn : �
(f)(x) > �gj � C kfkL1(Rn) sa¼glan¬r

(Stein 1958).

�
 Marcinkiewicz integral operatörünün s¬n¬rl¬l¬¼g¬konusu yo¼gun bir şekilde çal¬̧s¬l-

maktad¬r (bak¬n¬z: Lu vd. (2006), Stein (1970, 1993),Torchinsky ve Wang (1990)).

Torchinsky ve Wang (1990) �
;� Marcinkiewicz integral operatörünü

�
;�(f)(x) =

0@ 1Z
0

jF
;�;t(f)(x)j2
dt

t3

1A1=2

şeklinde tan¬mlad¬lar, burada

F
;�;t(f)(x) =

Z
jx�yj�t


(x� y)
jx� yjn�1��f(y)dy

biçimindedir.

�
 Marcinkiewicz integral operatörünün komütatörü

�
;b(f)(x) =

0@ 1Z
0

jF
;t;b(f)(x)j2
dt

t3

1A1=2
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ile tan¬mlan¬r, burada

F
;t;b(f)(x) =

Z
jx�yj�t


(x� y)
jx� yjn�1 [b(x)� b(y)]f(y)dy

biçimindedir.

Benzer şekilde, �
;� Marcinkiewicz integral operatörünün komütatörü

�
;�;b(f)(x) =

0@ 1Z
0

jF
;�;t;b(f)(x)j2
dt

t3

1A1=2

ile tan¬mlan¬r, burada

F
;�;t;b(f)(x) =

Z
jx�yj�t


(x� y)
jx� yjn�1�� [b(x)� b(y)]f(y)dy

biçimindedir.

H uzay¬n¬H = ff : kfk = (
1R
0

jf(t)j2dt=t3)1=2 < 1g ile tan¬mlayal¬m, bu durumda

�
(f)(x) = kF
;t(f)(x)k oldu¼gu aç¬kt¬r. Genelleştirilmi̧s Minkowski eşitsizli¼ginden,

�
(f)(x) �
Z
Rn

j
(x� y)j
jx� yjn�1 jf(y)j

0B@ 1Z
jx�yj

dt

t3

1CA
1=2

dy � C
Z
Rn

j
(x� y)j
jx� yjn jf(y)jdy

elde edilir. Böylece, �
 (1.4) koşulunu sa¼glar.

Benzer şekilde genelleştirilmi̧s Minkowski eşitsizli¼ginden,

�
;�(f)(x) �
Z
Rn

j
(x� y)j
jx� yjn�1�� jf(y)j

0B@ 1Z
jx�yj

dt

t3

1CA
1=2

dy � C
Z
Rn

j
(x� y)j
jx� yjn�� jf(y)jdy

elde edilir. Böylece, �
;� (1.5) koşulunu sa¼glar.

Torchinsky ve Wang (1990), �
 n¬n p > 1 için Lp (Rn) üzerinde ve p = 1 için L1 (Rn)

den WL1 (Rn) e s¬n¬rl¬oldu¼gunu, �
;� n¬n ise p > 1 için Lp (Rn) den Lq (Rn) e ve

p = 1 için L1 (Rn) den WLq (Rn) e s¬n¬rl¬oldu¼gunu göstermi̧slerdir. Bu durumda

Teorem 3.2, Teorem 3.3, Teorem 4.2 ve Teorem 4.3�den aşa¼g¬daki yeni sonuçlar¬

elde ederiz.
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Sonuç 5.1 
 2 Ls (Sn�1), s > 1, x0 2 Rn ve 1 � p < 1 olsun. s
0 � p, p 6= 1,

için ('1; '2) çifti (3.11) şart¬n¬ve 1 < p < s için ('1; '2) çifti (3.12) şart¬n¬sa¼glas¬n.

Ayr¬ca, 
 yukar¬da verilen (a)� (c) koşullar¬n¬sa¼glas¬n. Bu durumda �
 operatörü

p > 1 için LMfx0g
p;'1 den LM

fx0g
p;'2 ye ve p = 1 için LM

fx0g
1;'1

den WLMfx0g
1;'2

ye s¬n¬rl¬d¬r.

Sonuç 5.2 
 2 Ls (Sn�1), 1 < s � 1 ve x0 2 Rn olsun. 0 < � < n, 1 � p < n
�
ve

1
q
= 1

p
� �

n
olsun. s

0 � p için ('1; '2) çifti (3.18) şart¬n¬ve q < s için ('1; '2) çifti

(3.19) şart¬n¬sa¼glas¬n. Ayr¬ca, 
 yukar¬da verilen (a)� (c) koşullar¬n¬sa¼glas¬n. Bu

durumda �
;� operatörü p > 1 için LMfx0g
p;'1 den LM

fx0g
q;'2 ye ve p = 1 için LMfx0g

1;'1

den WLMfx0g
q;'2 ye s¬n¬rl¬d¬r.

Sonuç 5.3 
 2 Ls (Sn�1), s > 1, x0 2 Rn, 1 < p <1 olsun. b 2 CBMOfx0gp2;�
(Rn),

1
p
= 1

p1
+ 1

p2
ve 0 � � < 1

n
olsun. s

0 � p için ('1; '2) çifti (4.3) şart¬n¬ve p1 < s için

('1; '2) çifti (4.4) şart¬n¬sa¼glas¬n.Ayr¬ca, 
 yukar¬da verilen (a) � (c) koşullar¬n¬

sa¼glas¬n. Bu durumda �
;b operatörü LM
fx0g
p1;'1 den LM

fx0g
p;'2 ye s¬n¬rl¬d¬r.

Sonuç 5.4 
 2 Ls (Sn�1), 1 < s � 1 ve x0 2 Rn olsun. 0 < � < n, 1 < p < n
�
,

b 2 CBMOfx0gp2;�
(Rn), 0 � � < 1

n
, 1
p
= 1

p1
+ 1

p2
, 1
q
= 1

p
� �

n
ve 1

q1
= 1

p1
� �

n
olsun.

s
0 � p için ('1; '2) çifti (4.7) şart¬n¬ve q1 < s için ('1; '2) çifti (4.8) şart¬n¬sa¼glas¬n.

Ayr¬ca, 
 yukar¬da verilen (a)�(c) koşullar¬n¬sa¼glas¬n. Bu durumda �
;�;b operatörü

LM
fx0g
p1;'1 den LM

fx0g
q;'2 ye s¬n¬rl¬d¬r.

5.2 Baz¬Analitik Yar¬Gruplar¬n Kesirli Kuvvetleri

Bu kesimde, önceki bölümlerde ad¬geçen teoremleri (Teorem 3.3 ve Teorem 4.3)

Riesz potansiyeli taraf¬ndan üstten s¬n¬rlanan çeşitli operatörlere uygulayaca¼g¬z.

L; L2 (Rn) üzerinde x, y 2 Rn ve her t > 0 için

jpt (x; y)j �
c1

t
n
2

e�c2
jx�yj2

t (5.1)

Gaussian üst s¬n¬r koşulunu sa¼glayan pt (x; y) çekirdekli bir e�tL analitik yar¬grubu

taraf¬ndan üretilen bir lineer operatör olsun, burada c1 ve c2; x, y, t den ba¼g¬ms¬z

pozitif sabitlerdir.
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0 < � < n için, L operatörünün L�
�
2 kesirli kuvvetleri

L�
�
2 f (x) =

1

�
�
�
2

� 1Z
0

e�tLf (x)
dt

t�
�
2
+1

ile tan¬mlan¬r.

Belirtmeliyiz ki, Rn üzerinde L = �� Laplace operatörü ise bu durumda L�
�
2 , pek

çok alanda önemli roller oynayan I� Riesz potansiyelidir.

Sonuç 5.5 (5.1) koşulu sa¼glans¬n. Ayr¬ca 1 � p < 1, 0 < � < n
p
, 1
q
= 1

p
� �

n
ve

('1; '2) çifti (3.18) koşulunu sa¼glas¬n. Bu durumda L
��
2 , p > 1 için LMfx0g

p;'1 den

LM
fx0g
q;'2 ye ve p = 1 için LM

fx0g
1;'1

den WLMfx0g
q;'2 ye s¬n¬rl¬d¬r.

·Ispat. e�tL yar¬grubu, (5.1) koşulunu sa¼glayan pt (x; y) çekirde¼gine sahip oldu¼gu

için ��L��
2 f (x)

�� . I� (jf j) (x)
eşitsizli¼gi sa¼glan¬r (bak¬n¬z: Duong ve Yan 2004). Böylece Teorem 3.3�den



L��
2 f



LM

fx0g
q;'2

. kI� (jf j)kLMfx0g
q;'2

. kfk
LM

fx0g
p;'1

:

elde ederiz.

b 2 Lloc (Rn) olmak üzere, b ve L��
2 taraf¬ndan üretilen komütatör

[b; L�
�
2 ]f (x) = b (x)L�

�
2 f (x)� L��

2 (bf) (x)

ile tan¬mlan¬r.

Chanillo (1982), 1 < p < n
�
, 1
q
= 1

p
� �

n
ve 0 < � < n oldu¼gunda [b; I�] f =

bI�f � I� (bf) komütatörünün Lp (Rn) den Lq (Rn) e s¬n¬rl¬ olmas¬ için gerek ve

yeter şart¬n b 2 BMO (Rn) oldu¼gunu göstermi̧stir. Daha sonra Duong ve Yan

(2004), Chanillo (1982)� nun sonucunu geni̧sleterek b 2 BMO (Rn) iken [b; L��
2 ]

komütatör operatörünün 1 < p < n
�
, 1
q
= 1

p
� �

n
ve 0 < � < n için Lp(Rn) den

Lq(Rn) e s¬n¬rl¬oldu¼gunu göstermi̧slerdir. Bu durumda Teorem 4.3�den aşa¼g¬daki

sonucu elde ederiz.
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Sonuç 5.6 (5.1) koşulu sa¼glans¬n. Ayr¬ca 0 < � < n, 1 < p < n
�
, b 2 CBMOfx0gp2;�

(Rn),

0 � � < 1
n
, 1
p
= 1

p1
+ 1

p2
, 1
q
= 1

p
� �

n
ve 1

q1
= 1

p1
� �

n
ve ('1; '2) çifti (4.7) şart¬n¬

sa¼glas¬n. Bu durumda [b; L�
�
2 ] operatörü LMfx0g

p1;'1 den LM
fx0g
q;'2 ye s¬n¬rl¬d¬r.
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6. TARTIŞMA VE SONUÇ

Harmonik analizde, klasik operatörlerin çeşitli fonksiyon uzaylar¬ndaki eşitsizlik-

lerinin çal¬̧smalar¬ çok önemli bir yer tutmaktad¬r. Mp;� (Rn) Klasik Morrey u-

zaylar¬, ikinci dereceden eliptik k¬smi diferensiyel denklemlerin çözümlerinin lokal

davran¬̧slar¬n¬araşt¬rma çal¬̧smalar¬nda Morrey (1938) taraf¬ndan ortaya konulmuş-

tur. Morrey uzaylar¬Lebesgue uzaylar¬n¬n bir uzant¬s¬olarak de¼gerlendirilece¼gin-

den klasik operatörlerin s¬n¬rl¬l¬klar¬n¬n Morrey uzaylar¬nda araşt¬r¬lmas¬ oldukça

do¼gal ve önemlidir. Morrey uzaylar¬nda kesirli integral operatörünün (Riesz Potan-

siyeli) s¬n¬rl¬l¬¼g¬Adams (1975) taraf¬ndan çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. Chiarenza ve Frasca (1987)

Hardy-Littlewood maksimal operatörü, kesirli integral operatörü ve singüler in-

tegral operatörlerinin Morrey uzaylar¬nda s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬göstermi̧stir. Bu sonuçlar daha

sonra çeşitli uzaylara geni̧sletilmi̧stir. Mp;' (Rn) genelleştirilmi̧s Morrey uzaylar¬nda

Mizuhara (1991), Nakai (1994) ve Guliyev (1994) gibi araşt¬rmac¬lar Riesz potan-

siyeli, maksimal ve singüler integral operatörlerinin s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬elde etmi̧slerdir.

Lineer ve altlineer operatörler ve bunlar¬n komütatörlerinin s¬n¬rl¬l¬¼g¬k¬smi türevli

denklemler teorisinde süreksiz katsay¬l¬ eliptik ve parabolik denklemlerin çözüm-

lerinin ön (apriori) eşitsizliklerinin elde edilmesinde önemli bir yer tutmaktad¬r

(örne¼gin bak¬n¬z: Guliyev ve Softova 2013, 2015). Calderón-Zygmund operatör-

lerinin komütatörleri ikinci mertebeden eliptik k¬smi diferensiyel denklemlerin çözüm-

lerinin düzgünlü¼gü çal¬̧smalar¬nda önemli bir rol oynamaktad¬r. Bu tezin temel

amac¬genelleştirilmi̧s Morrey uzaylar¬n¬da kapsayan genelleştirilmi̧s lokal Morrey

uzaylar¬nda kaba çekirdekli konvolüsyon tipli altlineer operatörlerin s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬in-

celemek ve kaba çekirdekli konvolüsyon tipli lineer o-peratörlerin komütatörleri için

CBMO tahminlerini verebilmektir. Tezde, Guliyev taraf¬ndan verilen ispat yöntemi

kullan¬larak, genelleştirilmi̧s LM
fx0g
p;' lokal Morrey uzaylar¬nda kaba çekirdekli be-

lirli altlineer operatörlerinin ve bunlar¬n komütatörlerinin s¬n¬rl¬l¬¼g¬hakk¬nda yeni

sonuçlar elde edilmi̧stir. Bütün durumlarda T
; T
;�; T
;b ve T
;b;� operatörlerinin

s¬n¬rl¬l¬k koşullar¬nda '1 ve '2 fonksiyonlar¬n¬n monotonlu¼gu ile ilgili herhangi bir

kabul yap¬lmay¬p sadece ('1; '2) nin Zygmund tipli bir integral eşitsizli¼gini sa¼glad¬¼g¬
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kabul edilmi̧stir.

Elde edilen sonuçlar özet olarak şöyledir:

1. Guliyev (2013b) taraf¬ndan elde edilen sonuçlar¬n genelleştirilmesi olarak, kaba

çekirdekli Calderón-Zygmund singüler integral operatörü taraf¬ndan üretilen ve (1.4)

koşulunu sa¼glayan T
 kaba çekirdekli altlineer operatörünün p > 1 için LMfx0g
p;'1

genelleştirilmi̧s lokal Morrey uzay¬ndan bir di¼ger LMfx0g
p;'2 genelleştirilmi̧s lokal Mor-

rey uzay¬na ve p = 1 için LMfx0g
1;'1

uzay¬ndan WLMfx0g
1;'2

zay¬f uzay¬na s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬n

sa¼glanmas¬için ('1; '2) fonksiyon çifti üzerinde yeterlik şartlar¬bulunmuştur.

2. Guliyev (2013a) taraf¬ndan elde edilen sonuçlar¬n genelleştirilmesi olarak, kaba

çekirdekli kesirli integral operatörleri taraf¬ndan üretilen ve (1.5) koşulunu sa¼glayan

T
;� potansiyel tipli kaba çekirdekli altlineer operatörünün 0 < � < n, 1 < p <

q < 1, 1
p
� 1

q
= �

n
için LMfx0g

p;'1 genelleştirilmi̧s lokal Morrey uzay¬ndan bir di¼ger

LM
fx0g
q;'2 genelleştirilmi̧s lokal Morrey uzay¬na ve 1 < q <1, 1� 1

q
= �

n
için LMfx0g

1;'1

uzay¬ndan WLMfx0g
q;'2 zay¬f uzay¬na s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬n sa¼glanmas¬için ('1; '2) fonksiyon

çifti üzerinde yeterlik şartlar¬elde edilmi̧stir.

3. Guliyev (2013b) taraf¬ndan elde edilen sonuçlar¬n genelleştirilmesi olarak, b 2

CBMO
fx0g
p2;�

(Rn) olmak üzere b ve T
 taraf¬ndan üretilen T
;b komütatör oper-

atörünün 1 < p <1, 1
p
= 1

p1
+ 1

p2
iken LMfx0g

p1;'1 genelleştirilmi̧s lokal Morrey uzay¬n-

dan bir di¼ger LMfx0g
p;'2 genelleştirilmi̧s lokal Morrey uzay¬na s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬n sa¼glanmas¬

için ('1; '2) çifti üzerindeki yeterlilik şartlar¬belirlenmi̧stir.

4. Guliyev (2013a) taraf¬ndan elde edilen sonuçlar¬n genelleştirilmesi olarak, b 2

CBMO
fx0g
p2;�

(Rn) olmak üzere T
;b;� komütatör operatörünün 1 < p <1, 1p =
1
p1
+ 1
p2
,

1
q
= 1

p
� �
n
, 1
q1
= 1

p1
� �
n
iken LMfx0g

p1;'1 genelleştirilmi̧s lokal Morrey uzay¬ndan bir di¼ger

LM
fx0g
q;'2 genelleştirilmi̧s lokal Morrey uzay¬na s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬n sa¼glanmas¬için ('1; '2)

çifti üzerinde yeterlilik şartlar¬elde edilmi̧stir.

5. Elde edilen sonuçlar¬n bir uygulamas¬olarak Marcinkiewicz operatörünün ve baz¬

analitik yar¬gruplar¬n kesirli kuvvetlerinin s¬n¬rl¬l¬¼g¬verilmi̧stir.
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