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OZET

Doktora Tezi

GENELLESTIRILMIS LOKAL MORREY UZAYLARINDA KABA CEKIRDEKLI
POTANSIYEL TiPLI BAZI ALTLINEER OPERATORLERIN VE
KOMUTATORLERININ SINIRLILIGI

Ferit GURBUZ

Ankara Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali

Damigman: Prof. Dr. Ayhan SERBETCI

Bu tez alt1 boliimden olugmaktadir.
Ik boliim giris kismina ayrilmistir.
Ikinci boliimde, calismamizla ilgili temel kavramlar ve toremlere yer verilmistir.

Uctincii boliimiin birinci kesiminde, Calderén-Zygmund operatorleri tarafindan iiretilen
bir kaba cekirdekli altlineer operatoriin genellestirilmis lokal Morrey uzaylarinda
siirlihgr ispatlanmistir. Uciincii boliimiin ikinci kesiminde, kesirli integral opera-
torleri tarafindan iiretilen kaba cekirdekli potansiyel tipli bir altlineer operatoriin
genellestirilmis lokal Morrey uzaylarinda siirhiligr ispatlanmigtir.

Doérdiincii boliimiin birinci kesiminde, lokal Campanato uzayindan bir fonksiyon ve
kaba cekirdekli lineer operatorii tarafindan itiretilen komiitatorlerin genellestirilmis
lokal Morrey uzaylarinda sinirhiligi ispatlanmigtir. Dordiincii boliimiin ikinci kesi-
minde, lokal Campanato uzayindan bir fonksiyon ve kaba ¢ekirdekli potansiyel tipli
bir lineer operatorii tarafindan iiretilen komiitatorlerin genellestirilmis lokal Morrey
uzaylarinda siirliligr ispatlanmigtar.

Beginci boliimde, elde edilen sonuglarin uygulamasi olarak, Marcinkiewicz opera-
toriiniin ve baz analitik yar1 gruplarin kesirli kuvvetlerinin sinirliligi verilmistir.

Son boliimde ise elde edilen sonucglarin analizi yapilmisgtir.

Ekim 2015, 66 sayfa

Anahtar Kelimeler: Genellegtirilmig lokal Morrey uzayi, lokal Campanato uzayi, kaba
cekirdekli altlineer operator, komiitator.
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ABSTRACT

Ph.D. Thesis

BOUNDEDNESS OF SOME POTENTIAL TYPE SUBLINEAR OPERATORS AND
THEIR COMMUTATORS WITH ROUGH KERNELS ON GENERALIZED LOCAL
MORREY SPACES

Ferit GURBUZ

Ankara University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Ayhan SERBETCI

This thesis consists of six chapters.
The first chapter is devoted to the introduction.

In the second chapter, some basic concepts and theorems related to this study are
given.

In the first section of the third chapter, the boundedness of a sublinear operator with
rough kernel generated by Calderén-Zygmund operators on generalized local Morrey
spaces is proved. In the second section of the third chapter, the boundedness of a
potential type sublinear operator with rough kernel generated by fractional integral
operators on generalized local Morrey spaces is proved.

In the first section of the fourth chapter, the boundedness of the commutators ge-
nerated by a function in local Campanato spaces and linear operators with rough
kernels on generalized local Morrey spaces is proved. In the second section of the
fourth chapter, the boundedness of the commutators generated by a function in local
Campanato spaces and some potential type linear operators with rough kernels on
generalized local Morrey spaces is proved.

In the fifth chapter, as application of results obtained , boundedness of Marcinkiewicz
operator and fractional powers of the some analytic semigroups are given.

Finally, the last chapter is devoted to the analysis of the results obtained.

October 2015, 66 pages

Key Words: Generalized local Morrey space, local Campanato space, sublinear operator
with rough kernel, commutator.
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1. GIRIiS

Harmonik analizde, klasik operatorlerin gesitli fonksiyon uzaylarindaki esitsizlik-
lerinin caligmalar1 ¢ok 6nemli bir yer tutmaktadir. M, ) (R™) Klasik Morrey u-
zaylari, ikinci dereceden eliptik kismi diferensiyel denklemlerin c¢oziimlerinin lokal
davraniglarini aragtirma ¢aligmalarinda Morrey (1938) tarafindan ortaya konulmus-
tur. Morrey uzaylar1 Lebesgue uzaylarinin bir uzantisi olarak degerlendirilecegin-
den klasik operatorlerin sinirhiliklarinin Morrey uzaylarinda arastirilmasi oldukca
dogal ve 6nemlidir. Morrey uzaylarinda kesirli integral operatériiniin (Riesz Potan-
siyeli) simrlihg Adams (1975) tarafindan ¢ahgilmigtir. Chiarenza ve Frasca (1987)
Hardy-Littlewood maksimal operatorii, kesirli integral operatorii ve singiiler in-
tegral operatorlerinin Morrey uzaylarinda sinirliligini gostermistir. Bu sonuglar daha
sonra ¢esitli uzaylara genigletilmigtir. M, , (R™) genellestirilmis Morrey uzaylarinda
Mizuhara (1991), Nakai (1994) ve Guliyev (1994) gibi aragtirmacilar Riesz potan-

siyeli, maksimal ve singiiler integral operatorlerinin sinirliligini elde etmislerdir.

Nakai (1994), genellestirilmiy Morrey uzayinda klasik operatorlerinin smirhligim

aragtirmig ve ¢ fonksiyonu iizerine r < ¢t < 2r olmak iizere
C o (a,r) < p(x,t) < Cp(a,7) (1.1)

(noktasal doubling) sartin1 koymustur.

Guliyev (1994, 1999, 2009), Nakai'nin ¢ fonksiyonu iizerine koydugu (1.1) sartin

kaldirmis ve eger

o0

/ o1(0,0) L < Cy(a7) (1.2)

t

r

kosulu altinda Maksimal operatér ve Calderén-Zygmund operatorlerinin M, , (R™)

genellestirilmis Morrey uzayindan bir diger M, , (R") genellestirilmis Morrey uza-

p,¥2
yina sinirhi olduklarini ve eger 1 < p < g<oovea =n (i — %) olmak tizere
1



[e.e]

/w%mw%so%@m (1.3)

r

kosulu saglaniyorsa Riesz potansiyelinin M, , (R™) genellegtirilmis Morrey uzayin-

PP
dan bir diger M, , (R") genellestirilmis Morrey uzayma simrh oldugunu goster-

mistir.

Son yillarda Guliyev ile birlikte Burenkov, Samko, Gogotashvili, Mustafayev ve
Hasanov gibi arastirmacilar, Morrey-tipli uzaylar basta olmak tizere diger fonksiyon

uzaylarinda yeni sonuclar elde etmislerdir.

Q, R" iizerinde sifirmci dereceden homojen ve € L, (S"1); s > 1 olsun, bu-
rada S"~ !, do normallegtirilmis Lebesgue 6lgiisii ile donatilmig R" (n > 2) nin birim
kiiresini gostermekmektedir. Kompakt destekli f € Ly (R™) i¢in = ¢ suppf olmak

iizere kaba cekirdekli T, lineer veya altlineer operatorii

s (@) < o [ =L )y (1.4

kosulunu saglayan bir operator olsun, burada cg, f ve x den bagimsizdir. Benzer
sekilde, her 0 < a < n ve kompakt destekli f € L; (R") igin = ¢ suppf olmak iizere

kaba cekirdekli potansiyel tipli Tq , lineer veya altlineer operatorii

)l

mMNMS%/%Qj%mﬂmm/ (15)

R'Il

kosulunu saglayan bir operator olsun, burada cy, f ve x den bagimsizdir.

2 = 1 oldugu zaman (1.4) kogulu ilk olarak Soria ve Weiss (1994) tarafindan tanim-
lanmigtir. (1.4) ve (1.5) kogullar1 harmonik analizde pek ¢ok operator igin saglanir,
ornegin bunlarin en 6nemlileri Marcinkiewicz operatorii, Calderén-Zygmund ope-

ratorii, Carleson maksimal operatorii, Hardy-Littlewood maksimal operatorii, C.
2



Fefferman singiiler ¢carpanlari, R. Fefferman singiiler integralleri, Ricci-Stein saliniml

singiiler integralleri, Bochner-Riesz ortalamasidir (Soria ve Weiss 1994, Lu vd. 2002).

b, R™ tizerinde lokal integrallenebilir bir fonksiyon olmak tizere, kaba cekirdekli
potansiyel tipli operator ile b tarafindan iiretilen komiitator asagidaki gibi tanim-

lanir:

Tosa (@) = 0Tl S (@
= b(@) Toof (#) = Toa (0f) (2)
= [ -sen 20

==/ (y)dy.
|z — 9
R’Il

Lineer ve altlineer operatorler ve bunlarin komiitatorlerinin simirlhilig: kismi tiirevli
denklemler teorisinde siireksiz katsayili eliptik ve parabolik denklemlerin ¢oziim-
lerinin 6n (apriori) esitsizliklerinin elde edilmesinde &nemli bir yer tutmaktadir.
Ornegin Calderén-Zygmund operatérlerinin komiitatorleri ikinci mertebeden elip-
tik kismi diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerinin diizgiinliigii ¢alismalarinda kullanil-
maktadir. Coifman vd. (1976) b € BMO (R") iken [b, T] komiitatériiniin L, (R"),
1 < p < oo iizerinde simirliigim gostermiglerdir. Daha sonra Janson (1978) [b,ﬂ
komiitatorit L, (R™"), 1 < p < oo iizerinde smirli iken b € BMO (R") oldugunu
gostermistir. Ayrica Coifman vd. (1976) b € BMO (R") iken [b, T] komiitatoriiniin
L,(R"), 1 < p < oo lizerinde smirlihgimi gostermislerdir. M, , (R") genellesti-
rilmig Morrey uzaylarinda altlineer ve komiitator operatorlerinin sinirhiligi Ding vd.
(1998) tarafindan elde edilmigtir. Genellestirilmis Morrey uzay: iizerinde Guliyev
vd. (2011), Nakai (1994) tarafindan konulan (1.2) ve (1.3) sartlar1 yerine (¢, ¢5)

fonksiyon cifti tizerinde daha zayif olan

00 . n
essinf T, T)TP
/t<T<oo ()01( ’ )
n
]

dt < Coy (z,71)
yeterlik kosulunu koyarak 7' ve T, altlineer operatorlerinin ve bunlarin komiitator-

lerinin sinirhligimi gostermislerdir. Karaman (2012) doktora tez ¢calismasinda, Guliyev
3



tarafindan verilen ispat yontemini kullanarak, genellestirilmis Morrey ve genellesti-
rilmis agirlikli Morrey uzaylarinda altlineer operatorlerin ve altlineer komiitator o-

peratoriiniin sinirliligi hakkinda yeni sonuclar elde etmigtir.

Bu tezin temel amaci genellegtirilmis lokal Morrey uzaylarinda kaba cekirdekli kon-
voliisyon tipli altlineer operatorlerin simirliligini incelemek ve kaba cekirdekli kon-
voliisyon tipli lineer operatorlerin komiitatorleri icin C'BM O tahminlerini verebilmek-
tir. Tezde, Guliyev tarafindan verilen ispat yontemi kullanilarak, genellestirilmis
lokal Morrey uzaylarinda kaba ¢ekirdekli altlineer operatorlerinin ve bunlarin komii-
tatorlerinin sinirliligr hakkinda yeni sonuclar elde edilmistir. Biitiin durumlarda 75,
To.0, Tap ve Tape operatorlerinin siirhilik kogullarinda ¢; ve ¢, fonksiyonlarimin
monotonlugu ile ilgili herhangi bir kabul yapilmayip sadece (¢, p,) nin Zygmund

tipli bir integral egitsizligini sagladigi kabul edilmistir.

Tezin ikinci boliimiinde konu ile ilgili temel kavramlar ve teoremler verilmistir.
Uctincii ve dordiincii boliimler tezin orijinal kisimlaridir. Uctincii boliimiin birinci
kesiminde, kaba ¢ekirdekli Calderén-Zygmund singiiler integral operatorii tarafindan
tiretilen ve (1.4) kogsulunu saglayan Ty, kaba ¢ekirdekli altlineer operatoriiniin p > 1
icin LM,;{prl} genellestirilmig lokal Morrey uzayindan bir diger LM},Z‘;} genellesti-

rilmis lokal Morrey uzayina ve p = 1 igin LMl{fpol} uzayindan WLMl{zO}

vy zayll uza-

yina siirhiliginin saglanmasi igin (¢4, ¢,) fonksiyon ¢ifti iizerinde yeterlik sartlary
arastirilmustir. Uciincii boliimiin ikinci kesiminde kaba cekirdekli kesirli integral o-
peratorleri tarafindan tiretilen ve (1.5) kosulunu saglayan Ty , potansiyel tipli kaba
cekirdekli altlineer operatoriiniin 0 < a <n, 1 < p < g < oo, %—% = 2 igin LM;TPOI}

genellestirilmis lokal Morrey uzayindan bir diger LMq{f;;} genellegtirilmis lokal Mor-

rey uzaymave 1 < g < oo, 1 —% = 2 i¢in LM l{ifl} uzayindan WLM;,ZZ} zayif uzayina

siirhihigimin saglanmasi igin (¢, ¢,) fonksiyon c¢ifti {izerinde yeterlik sartlar1 elde

edilmigtir. Dordiincii boliimiin birinci kesiminde b € C BM OIE;EO; (R™) olmak iizere b

ve T tarafindan tiretilen Tt , komiitator operatoriiniin 1 < p < oo, % = pil + p% iken

LMI;{fC, ?p}l genellesgtirilmis lokal Morrey uzayimdan bir diger LM;ZOQ} genellegtirilmis
lokal Morrey uzayina simirhliginin saglanmasi icin (¢, @5) ¢ifti tizerindeki yeterlilik

sartlar1 belirlenmigtir. Dordiincii boliimiin ikinci kesiminde b € CBM OJ{Q;O/\} (R™)
4



olmak tizere T}, komiitator operatoriiniin 1 < p < oo, ]lj = pil piz, % = % o,

q% = p% — 2 iken LM}" ?p]; genellestirilmis lokal Morrey uzayimdan bir diger LM(%;}
genellegtirilmig lokal Morrey uzayma simirhliginin saglanmasi igin (¢;, ¢,) ¢ifti ii-
zerinde yeterlilik sartlar1 elde edilmigtir. Beginci boliimde, elde edilen sonuglarin
uygulamasi olarak Marcinkiewicz operatoriiniin ve bazi analitik yar1 gruplarin ke-
sirli kuvvetlerinin sinirlihigr verilmigtir. Son boliimde ise elde edilen sonuglarin analizi

yapilmigtir.

A < B gosterimini A < CB, C' > 0 egitsizliginin yerine kullanacagiz. A < B ve
B < Aise A~ B yazilir ve A, B ye esdegerdir denir. Bu ¢alisma boyunca C' farkh

sabitleri gosterecektir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Tanim 2.1 (Esas supremum-Esas infimum) (X, X, u) bir olgii uzay1 ve f :
X — R bir fonksiyon olsun (f fonksiyonunun 6lgiilebilir olmasi1 gerekmez). Eger
her x € X i¢in f(z) < a yani, {z: f(x) > a} kiimesi bog ise a reel sayisina
f nin tist simur1 denir. Tersine, eger {x : f (z) > a} kiimesi 6l¢iimii sifir olan bir
kiime tarafindan kapsaniyorsa a € R sayisina f nin bir esas iist siir1 denir. Yani,
{a e R:p({x: f(x) > a}) =0} esas iist siurlarin kiimesi bog kiimeden farkl ise f
fonksiyonunun esas supremumu

esgcses;{lpf =inf{aeR:pu({x: f(z)>a}) =0}

seklinde tamimlanir. Diger durumlarda esssup f = +oo dir. Benzer sekilde,

{beR:pu({z: f(z) <b}) =0} esas alt sinirlarin kiimesi bog kiimeden farkl ise

eizi)r(lff =sup{beR:pu{z: f(zr) <b}) =0}

alinir. Diger durumlarda essinf f = —oo olarak tamimlanir. Ayrica, f, X kiimesinde

negatif olmayan bir fonksiyon olmak iizere, bu kavramlar arasinda

—1
(sa070) =y

ilgkisi vardir.

Tanim 2.2 (X, ¥, p) bir 6lgii uzayi olsun. 0 < p < oo olmak iizere

L,(X)= fEM(X,E):/|f|pdu<oo
X

kiimesine p-inci kuvvetten integrallenebilen fonksiyonlar siifi denir. L, (X) uza-

yinda bir f fonksiyonunun normu

1
Qlf\pdu) ,  1<p<oo
Hf”Lp(X):

esssup [f(@)],  p=os
zeX

6



ile tanimlanir. Burada

esssup [f(x)] =inf{\>0:p({x e X :|f(x)] > \}) =0}

zeX

ile verilir.

1 < p < o0 olmak iizere, X in her bir kompakt alt kiimesinde p-inci kuvveti in-
tegrallenebilen tiim olgiilebilir fonksiyonlarin uzay: Léoc (X) ile gosterilir. Bu uzay
p = 1igin Ll (X) = L' (X) seklinde gosterilen lokal integrallenebilir fonksiyon-
larm smifim gosterir. L' (X) uzay1 1 < p < oo igin biitiin L, (X) uzaylarinin

birlegimlerini igerir.

Tanim 2.3 WL, (X) zayif L, uzay1, 1 < p < oo olmak iizere

1
1w, o0 = S;lloatu({y €EX:|f(y)]>t})r <oo

quasi-normuna sahip f olgiilebilir fonksiyonlarimin uzayidir. 1 < p < oo igin

L,(X) C WL, (X) saglanir. W L, (X) uzaymin tanmm L., (X) ile verilir.

Tanim 2.4 (Genellestirilmis Minkowski Esitsizligi) 1 < p < oo, (X, u) ve
(Y, v) olgiilebilir uzaylar olsun. f, (X, pu) x (Y,v) ¢arpim uzay1 iizerinde 6lgiilebilir
bir fonksiyon olmak iizere

p

[ [reslae | aw < [ [uearaw | duw

Y X X Y

esitsizligi saglanir (Grafakos 2004).

Teorem 2.1 (Pozitif Kuvvetler igin Genellestirilmis Holder Esitsizligi)

Z 1% = 1 olacak gekilde py,...,pn > 0 reel sayilar olsun. Ayrica ¢ = 1,...,m

3

i=1
icin f; € L,, olsun. Bu durumda H fi€ Ly ve
i=1
J1stdn < 1A,
i=1 i=1

7



esitsizligi saglanir (Cheung 2001).

Tanim 2.5 (Fubini) ¢ > 0, v > 0 olmak iizere (X, u) ve (Y,v) dlgii uzaylar ve
p® v, X XY iizerinde tammlh ¢arpim 6lgiisii olsun. Bu durumda F(z,y), p ® v-

integrallenebilir ise

//F(m,y)du@v _ / /F(x,y)dﬂ dv

X XY Y

_ / /F(x,y)dv du

X

esitligi saglanir. Burada X =Y = R ise y = v Lebesgue ol¢iisiidiir. Bu durumda

R? de 1 ® v = dxydxy dir (Sadosky 1979).

R", n—boyutlu Oklid uzay1; z.y = Z$jyj i¢ garpim1 ve buna kargilik gelen |z| =
j=1

n 2
( E x?) normu ile zy, ..., x, € R" olmak iizere tiim = = (x4, ..., x,) noktalarimin
Jj=1

kiimesidir.
R™ {izerinde dx = dx;...dz,, ile Lebesgue olciisiinii gosterecegiz. R"™ tam uzay1 iize-

rinde bir f fonksiyonunun (Lebesgue) integrali

/f(x)dxz/---/f(xl,...,xn)dxl...dxn

R

ile gosterilir. Bir £ C R" 6lgiilebilir kiimesinin Lebesgue 6lgiisii |F| = / dz ile gos-
E
terilir. B = B (z,r) ={y € R" : |x — y| < r} kiimesi merkezi z, yaricap uzunlugu r

olan agik yuvar1 ve B (z, ) onun tiimleyenini gostersin. w,, = |B (0, 1)| olmak tizere

3 1
Bx,r)|=w," = —/———1r" = —w, 11"

1“26?) , R de yaricap1 1 olan S~ ! birim kiiresinin yiizey

alamidir. I' (n), gamma fonksiyonudur ve I' (n) = / x
0

bicimindedir, burada w,,_; =

N3

n=le=dx ile tanimlanir.



Tanim 2.6 (Destek) Bir f fonksiyonunun destegi f () # 0 sartim saglayan z

noktalarinin olugturdugu kiimenin kapamsidir ve suppf = {x € R* : f (x) # 0} ile

gosterilir. Eger suppf smirli bir kiime ise f kompakt destege sahiptir denir.

Tanim 2.7 T, reel-degerli dl¢iilebilir fonksiyonlarin bir (X, 1) 6l¢ii uzaymdan
kompleks degerli, hemen her yerde sonlu, 6lgiilebilir fonksiyonlarmm bir (Y, v) &lcii

uzayina tanimlanan bir operator olsun. Bu durumda her f, g ve her A € C igin

T(f+9)=T()+T(g) veT(Nf)=AT(f)

ise T" operatoriine lineer operator,

T (f+ 9l AT (HI+IT (9)] ve [T (M) = AT (f)]

ise T" operatoriine altlineer operator, bir C' > 0 sabiti igin

T+ 9l <CAT (HI+ T (9)]) ve [T Al = (AT ()]

ise T operatoriine quasilineer operatoér denir. Altlineerlik quasilineerligin 6zel bir

durumudur (Grafakos 2004).

Tamim 2.8 ((p,q) tipli operator) 1 < p,q < oo, (X, u) ve (Y, p) iki 6lgii uzayi ve
T, L, (X, p) uzaymdan tamm ve goriintii kiimeleri sirasiyla Y ve C olan ol¢iilebilir

fonksiyonlarin uzayma bir altlineer operator olsun. Eger ¢ < oo olmak iizere

v{ye Y |Tf(y) > A}) < (%)

ise T zayif (p, q) tipinden ve eger ¢ = oo iken L, (X, 1) uzaymdan L (Y, v) uzayma

siurh bir operator ise zayif (p, 0o) tipindendir denir.

Eger T', L, (X, i) uzaymdan L, (Y, v) uzayma smirhi bir operator ise kuvvetli (p, ¢)
tipindendir denir. Yani, her f € L, (X, u) i¢in

ITfllLg < C ALy

olacak bicimde bir C' > 0 sabiti vardir. Buradan ¢ = oo olmasi durumunda zayif ve

kuvetli tip cakismaktadir.



Eger T, kuvvetli (p,q) tipli ise aym zamanda zayif (p, q) tiplidir. Gergekten, eger
Ex={yeY :|Tf(y)| > A} olarak alinirsa, bu durumda

v(Ey) = /dyg / ’%@)’ ||Tf|\Lq(y . (cuf!LP(X)>

olur.

Eger (X, u) = (Y, v) ve T 6zdeslik operatorii olarak alimirsa zayif (p, p) klasik Cheby-
shev esitsizligi olur (Lu vd. 2006).

Tanim 2.9 (Lebesgue Diferensiyelleme Teoremi) Eger f € L' (R") ise bu

durumda hemen her x € R” icin

1
iy | S W= @
B(z,r)

saglanir (Grafakos 2004).

Tanim 2.10 f : R® — R ve f € L' (R") olmak iizere, M f : R — [0, o]

Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu

M () = sup| B (z.1)|” / ()] dy
B(z,r)

biciminde tanimlanir.

Dikkat edilirse M maksimal operatorii altlineer ve homojendir, yani her f,g €

Lloc (Rn)

M(f+g) < Mf+Mgve M(Af)=A(Mf), VYA>0

saglanir.

Asagidaki teorem M Hardy-Littlewood maksimal operatoriiniin hemen her yerde
sonlu, zayif (1,1) ve 1 < p < oo i¢in kuvvetli (p, p) tipinden bir operatér oldugunu
ifade etmektedir.
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Teorem 2.2 R” {izerinde tanimlanan f fonksiyonu igin
(i) f € L,(R"), 1 < p < oo ise bu durumda M f maksimal fonksiyonu hemen her
yerde sonludur.

(77) Eger f € L1(R"™) ise bu durumda VYo > 0 igin

A A
o Mf@) > ) < 2 [ 1@l do =2 1 lgen
Rﬂ,

saglanir, burada A sadece n boyutuna bagh bir sabittir.

(13i) f € Ly(R™), 1 <p < oo ise bu durumda M f € L,(R") ve

1M, @ < AL, @n

esitsizligi saglanir, burada A sadece p ve n boyutuna bagl bir sabittir (Stein 1970).

Tanim 2.11 f € L' (R") ve 0 < o < n olmak ftizere I, f Riesz potansiyeli

(If)( /|x_y|m

olarak tanimlanir, burada

bicimindedir.

Asagidaki teorem I, f Riesz potansiyelinin Lebesgue uzaylarindaki sinirliligini karak-

terize etmektedir.

Teorem 2.3 (Riesz Potansiyeli igin Hardy-Littlewood-Sobolev Teoremi)
0<oz<n,1§p<q<oove%:
(i) Eger f € L,(R") ise

L _ 2 glsun.
p n

(Iof) (z / 5=y F(y)dy

Rn

integrali hemen her x i¢in mutlak yakinsaktir.
11



(17) Eger p > 1 ise bu durumda

Hafllz,@ny < Apa [1Fll L, en)

esitsizligi gergeklenir.

(i7i) Eger f € L1(R™) ise bu durumda
Allf @\
o : af(@)] > N} < <%

Yani, f — I, f doéniisiimii (1, q) zayif tiptir (é =1- %) (Stein 1970).

Tanim 2.12 (Singiiler Integrallerin Simflandirilmasi) K () cekirdegi a-inci
mertebeden homojen bir fonksiyon olsun. Eger x € R™, z # fise, S" ' = {x : |z| = 1}

T

birim kiire iizerinde z in izdiisiimii 2’ = Tal olarak gosterelim. Eger K (x), a-inci

mertebeden homojen ise bu durumda

K@) = bl & () = ol K ()

]

yazilabilir. Q(z) = K (ﬁ) fonksiyonu sifirinci mertebeden homojendir. Boylece

Q(z) = K (2), S~ de bir fonksiyon olarak almabilir, Q ya K gekirdeginin karak-

teristigi denir.

K (), —a-inci mertebeden homojen olmak iizere bir f — f * K doniigiimiinii goz

oniine alahm, burada (f % K) konvoliisyonu
(F+K) (@) = [F ) K@= w)dy (21)
R

seklinde tanimlidir. Bu durumda agagidaki ii¢ durum mevcuttur:

(1) Eger 0 < av < n ise, (2.1) integraline zayif singiiler integral denir.

(17) Eger aw = n ise, (2.1) integraline singiiler integral denir.

(1ii) Eger a > n ise, (2.1) integraline hipersingiiler integral denir.

0 <a<mnign I,f Riesz potansiyeli, zayif singiileriteye sahip bir integraldir (Neri

1971).
12



Simdi 7 standart Calderén-Zygmund singiiler integral operatériinii, kisaca Calderén-
Zygmund operatoriinii tammlayalim. T : Cf° — L (R") siirekli lineer operatorii

Ls (R™) uzaymdan L, (R™) uzayma sinirli olan bir operatordiir ve

Tf(z)= p-v-/k (@,y) f(y)dy, ¢ suppf
Rn
ile tamimlanir. Burada k (x,y), {(z,y) € R" x R" : © = y} disinda siirekli bir fonksiyon-

dur ve standart esitsizlikleri saglar: her x, y € R", x # y i¢in

|k (z,y)] < Clz—y|™" (biiyiiklik kogulu)

olacak gekilde C' > 0 vardir ve 2 |h| < |z — y| iken

"

k(x,y+h)—k(z,y)|+|k(x+hy) —k(z,y)| < CW (diizgiinliik kogulu)
r—Y

olacak gekilde 0 < € < 1 vardir.
T Calderén-Zygmund operatérii L, (R"), 1 < p < oo tizerinde sinirhdir ve zayif

(1,1) tiplidir.

) agagidaki kogullar1 saglasin:
(1) @ (Ay) =Q(y), YA>0
i) [ Qo) =0 =
Sn—1

(i17) Q € Ly (S™71).
Bu durumda f € L, (R"), 1 < p < oo igin T kaba gekirdekli Calderén-Zygmund
singiiler integral operatorii

— Qxr—vy

Tof (@) = po. [ T2 )y

|z —y]
Rn

biciminde tanimlanir ve (1.4) kosulunu saglar. Ayrica Q (z) = 1 oldugu zaman T,

T Calderén-Zygmund operatoriidiir.

1971’de Muckenhoupt ve Wheeden, 0 < aw <n, Q € L, (S" 1), 1 < s < oo ve 2, R"
tizerinde sifirmci dereceden homojen olmak tizere Iq , kaba gekirdekli kesirli integral

operatorinii

13



Inof (z) = / %JC () dy

biciminde tammladilar, o, (1.5) kosulunu da saglar. Bunun yamnda Q(z) = 1

oldugu zaman [, Riesz potansiyeli elde edilir.

Tamim 2.13 = € R" ve r > 0 i¢in, B (z,r) x merkezli r yarigaph agik yuvari
ve |B (z,7)|, B(z,r) yuvarimin Lebesgue 6lgiisii olsun. S™!, do normallestirilmis
Lebesgue 6lgiisii ile donatilmig R™ (n > 2) nin birim kiiresini gostermek iizere, Q2 €
Ls(S™71); s > 1 ve Q, R tizerinde sifirnc1 dereceden homojen olsun. Mg, kaba

cekirdekli kesirli maksimal operatorii

Maf (@) =sup B (x.) 5 [ 106~ )] If ()] dy

B(z,t)

bi¢iminde tanimlanir.

a = 0 oldugunda Mg = Mg, yani kaba ¢ekirdekli Hardy-Littlewood maksimal
operatoriidiir. Agik olarak 2 = 1 oldugu zaman M, ,, operatorii M, kesirli maksimal

operatorii olur.

2.1 Morrey Uzay1

Klasik M, x Morrey uzaylar1 1938 de Morrey tarafindan eliptik kismi diferensiyel den-
klemlerin ¢oziimlerinin lokal davraniglarini arastirma caligmalarinda tanimlanmigtir.
Daha sonra Morrey uzaylarinin énemli uygulamalar1 Navier-Stokes ve Schrodinger
denklemlerinde, siireksiz katsayili eliptik problemlerde ve potansiyel teoride ortaya

cikmigtir.

Simdi klasik Morrey uzaylarinin tanimini verelim.

Tamm 2.14 1< p <o0,0< A <nvefe L (R") olmak iizere M, = M, (R")
Morrey uzayi
Myr = {151 £y, < o0}

14



bigiminde tammlamr, burada || f[|;, | normu

_2A
171ty = 1 gy = S50 3 1l ey < 00

biciminde verilir.

A = 0icin M, o = L, (R") olur. Eger A < 0 veya A > n ise bu durumda M, = 6 olur,

burada #, R" iizerinde 0’ a denk olan biitiin fonksiyonlarin kiimesini gistermektedir.

Yukaridaki norm tamminda B (x,7) yerine B (0, r) alinacak olursa LM,  (R") lokal

Morrey uzayi elde edilir.

Ayrica WM,y = WM, (R") ile biitiin f € WL (R") fonksiyonlarimn uzay: olan

zayif Morrey uzayimi gosterecegiz oyle ki burada

2
Hf”WMM = HfHWMM(Rn) = Ssup 7T °* ||fHWLp(B(x,T)) <0
’ ’ zeR™,r>0

bigimindedir. Burada; WL, (B (z,r)), f 6lgiilebilir fonksiyonlarin zayif L,—uzayin

gostermek {izere

||f||WLp(B(m,r)) = HfXB(mar)HWLp(R”)
1
= stligt\{y € B(xz,r):|f(y)| >t}

seklindedir.

Lemma 2.1 1 <p < oo ve A =n olsun. Bu durumda M, ,, = Lo, (R") ve

1
1 llas,.,. = @it 1l oy

saglanir, burada w,, = |B (0, 1)]| dir.

Ispat. f € L. (R") olsun. Bu durumda

, 1
i /!f(y)!”dy < Wb 1l

B(z,r)

oldugu goriiliir. Burada f € M, ,, ve

1
111, = @ 1Al o )
15



saglanir.

f € M,,, olsun. Lebesgue diferensiyelleme teoreminden

tiw B e, [ 17 @) dy= 1f @)
B(x,r)

olur. Bu durumda

D=

@) = | m|B ()| / PPy | <wn” I flly,,

r—o
B(z,r)

elde edilir. Buradan f € Lo, (R") bulunur ve
1y < 0 g,
oldugu goriiliir. m

Chiarenza ve Frasca (1987) maksimal operatoriin Morrey uzayimda siirhiligini ispat

etmislerdir.

Teorem 2.4 1 <p<oo, 0 <A <nvefeM,,icnR" de Mf hemen her yerde

sonludur. Ayrica, p > 1 igin

1 £l , < Cllfllas,
ve p =1 i¢in

saglanir, burada C, f’ den bagimsiz bir sabittir.

Fazio ve Ragusa (1993), Calderén-Zygmund operatoriiniin Morrey uzayimda simir-

liligini ispat etmislerdir.

Teorem 2.5 1 < p < o0, 0 <A < n olsun.Bu durumda p > 1 igin

1T, < Cllfll,
ve p =1 icin
HTfHWMLA <C ||f||M1,/\

saglanir, burada C', f’ den bagimsiz bir sabittir (Fazio ve Ragusa 1993).
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2.2 Genellesgtirilmis Morrey Uzay1

Mizuhara (1991), Morrey uzayinin tanimindaki r* kuvvet fonksiyonu yerine bir ¢ (r)
veya daha genel olarak bir ¢ (x,r) fonksiyonu alarak Morrey uzaylarimi genellegtir-
mistir. Bu ¢alismalarda ¢ fonksiyonu tizerine r ye baglh monoton tipli sartlar konul-
mustur. Ayrica, Mizuhara (1991)’nin sonuglar: Nakai (1994) tarafindan genellegtir-

ilmigtir.

Genellegtirilmis Morrey uzaylarinin normallegtirilmis bigimi Guliyev (2009) tarafin-

dan asagidaki gibi tanimlanir.

Tanim 2.15 ¢ (z,7), R" x (0,00) itizerinde pozitif 6lgiilebilir bir fonksiyon olsun.
1 < p < 0o olmak iizere
_ —1 _1
Wl = 1l gy = 10 (@) B @) 3 1l ey < o
zeR™,r>0
quasi-normuna sahip biitiin f € L (R") fonksiyonlarimn uzayr genellestirilmis
Morrey uzay1 olarak tanimlanir ve M, , = M, , (R") ile gosterilir. Ayrica,
_ -1 _1
||fHWMp,¢ = Hf||WMW(Rn) = xeigig@(%ﬂ |B (z, )| » HfHWLp(B(r,T)) <0
normuna sahip biitiin f € I/VLfD"c (R™) fonksiyonlarmin uzay: zayif genellestirilmis

Morrey uzay1 olarak tanmmlanir ve WM, , = WM, , (R") ile gosterilir.

Bu tanima gore, ¢ (x,r) = roe secildiginde M a-n = M, \ (R™) Morrey uzay: ve

p?r P

WM  s-n =WDM,, zayif Morrey uzay: oldugu gortiliir.

pr P

Nakai (1994), M, , (R") genellestirilmis Morrey uzaymda M, T ve I, operatorlerinin

sinirliligini arastirmig ve ¢ fonksiyonu iizerine r < ¢t < 2r olmak iizere
Cl (w,r) < p(x,t) < Cop(a,7) (2:2)

noktasal doubling sartim1 koymustur. Burada C' > 0; ¢, r ve x € R" den bagimsiz

bir sabittir. Ayrica bu sarta ilave olarak
! dt
[ ety < ety (23

r
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kosulu saglaniyorsa M ve T operatorlerinin M, (R") genellestirilmig Morrey uzay1

iizerinde ve eger l <p<qg<oovea=n (% — %) olmak {izere

o0

/t“’%p(:c,t)p% < Cr*Pp(z,r)? (2.4)

r

kosulu saglaniyorsa I, operatériiniin M, , (R™) genellestirilmis Morrey uzayindan

bir diger M, , (R™) genellestirilmis Morrey uzayma simnirh olduklarini gostermistir.

Nakai (1994)’deki sonucu igeren agagidaki teoremler (1.4) kosulunu saglayan bir T
altlineer operatorii ve [b, 7] komiitatér operatorii igin 1998’ de Ding vd. (1998)

tarafindan ispatlanmigtir.

Teorem 2.6 ¢(z,7), (2.2)-(2.3) sartlarim saglasin. 7', (1.4) kogulunu saglayan ve
L,(R"), 1 < p < oo iizerinde siirh olan bir altlineer operatér olsun. Bu durumda

T operatorii M, , (R™) tizerinde simirhdir (Ding vd. 1998).

Guliyev (1994, 1999, 2009), Nakai’nin (1994) ¢ fonksiyonu iizerine koydugu (2.2) ve
(2.3) sartlar yerine eger

o0

[ei@ T < coan) (25

’
kosulu saglaniyorsa M ve T operatérlerinin M, , (R") genellestirilmig Morrey uza-

ymndan bir diger M, ,, (R") genellestirilmis Morrey uzaymna ve benzer sekilde 1 <

p<qg<oovea=n (i — %1) olmak iizere (2.2) ve (2.4) sartlar1 yerine eger
N dt
t @1(3%75)? < Cpy(z,7) (2.6)

r

kosulu saglaniyorsa I, operatoriiniin M, , (R™) genellestirilmis Morrey uzayimdan

bir diger M, ,, (R") genellestirilmis Morrey uzayina simirh olduklarini gostermistir.

Daha sonra Guliyev vd. (2011), (2.5) ve (2.6) sartindan daha zayif bir sart ile

M, (R") genellestirilmis Morrey uzay: iizerinde 7" ve T, altlineer operatorlerinin
18



ve bunlarin komiitatorlerinin simirliligini gostermislerdir. Bu sonug asagidaki sekilde

ozetlenebilir:

1 = 1 oldugu zaman, p > 1 icin M, , genellestirilmis Morrey uzayimdan bir diger
M, ., genellestirilmis Morrey uzayma ve p = 1 icin M, ,, uzaymdan WM, , zayif
uzayma Calderén-Zygmund operatorii tarafindan iiretilen ve (1.4) kogulunu saglayan
Tq altlineer operatoriiniin siirhliginin saglanmasi igin (¢, ) fonksiyon c¢ifti ii-

zerinde

n

[e.9] 3 -

essinf ¢, (x,7) T
n

dt < Cip, (w,7)

yeterlik kosulu elde edilmistir, burada C', x ve r ye bagh degildir. Benzer gekilde; 0 <

a < %, 1 <p<oo, % — % = = i¢in M, , genellegtirilmiy Morrey uzaymdan bir diger
M, ., genellestirilmis Morrey uzayma ve, 1 — % = % igin My, uzaymdan WM,

zayif uzayma Riesz potansiyeli tarafindan iiretilen ve (1.5) kosulunu saglayan T, ,,

altlineer operatoriiniin simirhiligimin saglanmast i¢in (¢, ) fonksiyon ¢ifti tizerinde

n
o) : -
essmfgo Xr,T)TP
/t<T<oo 1( ’ )
n
tatt

dt < Coy (z,71)

yeterlik kosulu elde edilmistir, burada C, x ve r ye bagh degildir.

2.3 BMO uzay1 ve komiitator operatorii

Bu kesimde John ve Nirenberg (1961) tarafindan kismi diferensiyel denklemlerin
caligmalar sirasinda ortaya konan BM O uzayinin ve komiitator ope-ratoriiniin tanimini
ve baz1 ozelliklerini verecegiz. BMO uzay1 L., uzayi ile benzer 6zelliklere sahiptir
ve siklikla L., uzay1 yerine kullanilir. Klasik singiiler integral operatorler L., uza-
yindan L., uzayma sinirh degildir, fakat L., uzayindan BMO uzayma smirhdir.
Cogu kez L, ve BMO arasmdaki interpolasyon L, ile L., arasindakinden daha uy-
gun olmaktadir. Fakat BMO uzayimin rolii bundan daha kapsaml ve derindir. Bu
uzay standart gekirdekli konvoliisyon tipli olmayan singiiler integral operatorlerin

Ly sinirliliginin karekterizasyonunda oldugu gibi analizde pek ¢ok durumda énemli
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bir role sahiptir. 1971’ de Fefferman ve Stein BMO uzaymm H' Hardy uzaymin

duali oldugunu gostermiglerdir. f € L'°° (R") fonksiyonu ve bir B (x,7) yuvar i¢in

1
[Bar) = B )| / f(y)dy

B(z,r)
ifadesine f fonksiyonunun B (x, r) iizerindeki ortalamasi denir. Bu durumda ‘ f—- fB(x,r)‘

fonksiyonuna f fonksiyonunun salinimi ve

1
m / }f(y) - fB(a:,r)}dy
B(z,r)

ifadesine B (x, ) iizerinde f fonksiyonunun ortalama salmimi denir.

Tamm 2.16 f € L' (R") igin

1
fll.="sup ——————-t/) f W) = IB@n|dy
|| H z€R™,r>0 ’B (l’,?’)‘ ‘ ( ) ( )‘
B(z,r)
olsun. Eger ||f]|, < oo ise f fonksiyonu ortalama salimima sahiptir denir ve ||f]|, <

oo olmak iizere f € L' (R™) fonksiyonlarinin kiimesi BMO (R") ile gosterilir.

BMO (R™) bir lineer uzaydir. Bundan bagka f, g € BMO (R") ve A skaler olmak

lizere

1f+gll. < 71+ gl

AL = AT

saglanir. Fakat [|-||, bir norm degildir. Ciinkii ||f]|, = 0 olmas1 f = 0 olmasim
gerektirmeyip f nin sabit olmasim gerektirmektedir. Bundan basgka her ¢ sabit
fonksiyonu igin ||¢||, = 0 saglanir. ||-||, bir yari-norm olmasina ragmen karigikligin
s6z konusu olmadigi durumlarda bir norm olarak adlandirilir. ¢ bir sabit iken f ve
f + ¢ fonksiyonlar1 ayn1 BMO normuna sahip olup, farklar1 bir sabit olan BMO

uzayinin elemanlar1 6zdestir.
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I fll, <21 f]l oldugundan L. (R") C BMO (R™) saglanir. Her siirh (6lgiilebilir)
fonksiyon BM O uzaymdadir. Smirh olmayan BM O fonksiyonlari da vardir. BMO (R")
uzayma ait olan fakat L., (R™) uzayma ait olmayan tipik bir 6rnek log|z| fonksi-

yonudur.

Tanim 2.17 Olciilebilir fonksiyonlar kiimesi izerinde tanimli bir lineer T" operatorii

ve bir b € L'¢ (R") fonksiyonu icin [b, T'| komiitatorii

b, T]f(x) =b(z)Tf (x) =T (bf) (z)

ile tanimlanir.

Tanmim 2.18 f € CF, b € L' (R") ve T Calderén-Zygmund operatorii olmak

iizere [b,ﬂ komiitator operatorii

bT) £ (@)= [ @)~ b))k~ 9) S @)y, ¢ suppf

R

ile tanmimlanair.

Calderén-Zygmund operatorlerinin komiitatorleri ikinci mertebeden eliptik kismi
diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerinin diizgiinliigii caligmalarinda énemli bir rol oy-
namaktadir. Coifman vd. (1976) b € BMO (R") iken [b, T'] komiitatoriiniin L, (R™),
1 < p < oo iizerinde simrlihgim gostermiglerdir. Daha sonra Janson (1978) [b,ﬂ
komiitatorii L, (R"), 1 < p < oo iizerinde smurh iken b € BMO (R") oldugunu

gostermigtir.

Ayrica Coifman vd. (1976) b € BMO (R") iken [b,Tq| komiitatoriiniin L, (R"),
1 < p < oo iizerinde simrhihgm arastirip, T ve b € L'° (R") tarafindan iiretilen

b, Tq] komiitatoriinii

b, Ta] = po. / b(z) — b(y)] Y

seklinde tanimladilar.
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Teorem 2.7 ¢(z,7), (2.2)-(2.3) sartlarim saglasm ve b € BMO (R") olsun. T,
(1.4) kosulunu saglayan lineer operator olsun ve [b, 7' komiitator operatorii L, (R"),

1 < p < oo iizerinde smirh olsun. Bu durumda [b, T'| operatorii M, , (R™) tizerinde

siirhdir (Ding vd. 1998).
2.4 CBMO Lokal Campanato Uzay1

Bu kesimde C'BMO Lokal Campanato uzay1 tanitilip, bu uzayimn yapisi hakkinda

bazi1 sonuglar verilecektir.
Tamm 2.19 1 < p < cove 0 < A < = olsun. f € LI (R") olmak iizere
CBMO (R™)

CBMO;E?)S)} (R”) — {f c Léoc (]R”) : HfHCBMOIEff} < OO}

bigiminde tanmimlanir ve || f|] =0} TIOTIU
p,A

CBM

Sl

HfHCBMO;{),AO} r>%)

! p
W / }f@) - fB(fL‘w)| dy < 00

B(zo,r)

bigiminde verilir. Ayrica burada fp(,,) fonksiyonu

1
fB(xo,T) = m / f (y) dy
B(wo,r)

To,T

bi¢imindedir.

Lu ve Yang (1995) merkezi BM O uzaymu CBMO,, (R") = CBM O;?O} (R™) bi¢iminde
tamimladilar. Belirtmeliyiz ki 1 < p < oo igin BMO (R") c CBM o (R™) dir.
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3. LM,Ef;()} GENELLESTIRILMIS LOKAL MORREY UZAYLARINDA
To VE T, OPERATORLERININ GULIYEV TiPi SINIRLILIKLARI

Bu boliimde ilk olarak genellestirilmis lokal Morrey uzaylar: tanitilip, bu uzaylarin
yapist hakkinda bazi sonuglar verilecektir. Daha sonra w negatif olmayan ve (0, c0)

iizerinde Olciilebilir sabit bir fonksiyon olmak iizere,

H,g(t) = /g(s)w(s)ds, 0<t<oo,

agirliklh Hardy operatoriiniin sinirliligi hakkinda agagidaki Teorem 3.1° i kullanarak,
LM, 1}%0} genellestirilmis lokal Morrey uzaylarinda T, operatoriiniin Guliyev tipi sinir-
hligin ve Tg , operatoriiniin ise Spanne-Guliyev tipi simirhihigim sirasiyla ispatlaya-

caglz.

Genellestirilmig lokal Morrey uzaylar1 ilk kez Guliyev (1994) tarafindan asagidaki

gibi tammmlanmigtir.

Tanim 3.1 ¢ (z,7), R" x (0,00) tizerinde pozitif 6lgiilebilir bir fonksiyon olsun.

1 < p < oo olmak tizere

_ o —1 _1
HfHLMW = HfHLMpW(R”) = ?gg@ (0,r) " [B(0,r)[ > Hf“Lp(B(O,r)) <0

quasi-normuna sahip biitiin f € Léoc (R™) fonksiyonlarimin uzayi genellestirilmis lokal

Morrey uzay1 olarak tanmmlanir ve LM, , = LM, , (R") ile gosterilir.
Ayrica

_ -1 _1
||f||WLM,w, = ||f||WLMp7¢,(]R") = EEISSO (0,r)" [B(0,r)[ > ||f||WLp(B(O,T)) <0

normuna sahip biitiin f € WLZ’C (R™) fonksiyonlarimin uzay: zayif genellegtirilmis

lokal Morrey uzay1 olarak tanmmlanir ve W LM, , = W LM, , (R") ile gosterilir.
Tanim 3.2 ¢ (x,r), R" x (0,00) iizerinde pozitif 6lgiilebilir bir fonksiyon olsun.
1 < p < oo olmak iizere her sabit xy € R”

1l paggeer = 1S o+ Mg,y < o0
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quasi-normuna sahip biitiin f € Lﬁ,"c (R™) fonksiyonlarimin uzay: genellestirilmis lokal

Morrey uzay1 olarak tanimlanir ve LMépr} = LM;,;{fDO} (R™) ile gosterilir.

Ayrica
||f||WLM;i¢0} = ||f(l'() + '>||WLMp,¢ < o0

normuna sahip biitiin f € I/VL;Oc (R™) fonksiyonlarimin uzay: zayif genellestirilmis

lokal Morrey uzay1 olarak tanimlanir ve WLMg,fDO} = WLM;;O} (R™) ile gosterilir.

o a=n : : {wo}  _— {zo} (o
Bu tamma gore, ¢ (zo,7) =1 » segilmesiyle LMY, = LM\’ (R") lokal Morrey

p,r P

wzay1 ve WM = WM;“;"\O} zayif lokal Morrey uzay1 oldugu goriiliir.

p7/r P

Teorem 3.1 vy, vy ve w hemen her yerde pozitif ve (0,00) iizerinde 6lgiilebilir

fonksiyonlar olsun ve

[e.e]

H,g(t) := /g(s)w(s)ds, 0<t<oo,

t

agirlikli Hardy operatoriinii gozoniine alalim. Bu durumda

esssup vs (t) Hy,g (t) < Cesssupwvy (t) g (t), C >0, (3.1)
>0 >0

esitsizliginin (0, co) iizerinde negatif olmayan ve azalmayan tiim ¢ fonksiyonlar: i¢in

saglanmasi ic¢in gerek ve yeter kosul

[ ow (s)ds
B = t) | ——— 2
supua >/ esssup vy (1) &
t s<r<oo0

olmasidir.

Ayrica, (3.1) de C*, C' nin en kiigiik degeri ise C* = B olmasidir (Guliyev 2012,
Mustafayev 2012). Ozel olarak w = 1 iken Teorem 3.1 Carro vd. (2001) tarafindan

da ispatlanmigtir.
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3.1 LM;fpr} Genellestirilmis Lokal Morrey Uzaylarinda Kaba Cekirdekli
Tq Altlineer Operatoriiniin Guliyev Tipi Sinirlilig:

Bu kesimde, kaba cekirdekli Calderén-Zygmund singiiler integral operatorii tarafin-

dan iiretilen ve (1.4) kogulunu saglayan Tg, kaba ¢ekirdekli altlineer operatoriiniin p >

1 i¢in LMéfool} genellestirilmis lokal Morrey uzayimndan bir diger LM;,TOOQ} genellesti-
rilmis lokal Morrey uzayma ve p = 1 i¢in LM i{fpol} uzayindan W LM 1{7202} zayif uza-

yina simirhliginin saglanmasi igin (¢, ¢,) fonksiyon ¢ifti iizerinde yeterlik sartlary

aragtirilacaktir.

Lemma 3.1 (7, igin lokal Guliyev esitsizligi) €2, sifirinci dereceden homojen,
QeL,(S"1),s>1, 20 €R" ve 1 < p < oo olsun. Ty (1.4) kogulunu saglayan ve
p > 1ig¢in L, (R") iizerinde ve Ly (R™) uzaymdan WL, (R") uzayma siirh olan bir
altlineer operator olsun.

p > 1ve s < pise bu durumda

o0

n _n_q
ITof I, sy S 75 / 3N ey

27
esitsizligi herhangi bir B (o, r) yuvarl ve her f € L (R") i¢in saglanr.

p>1vep < sise bu durumda

[e.e]

n_n n_n_q
||TQf||Lp(B(IO,r)) Sre /t“" P ”fHLp(B(zo,t)) dt
2r

esitsizligi herhangi bir B (xg,r) yuvari ve her f € Lé"c (R™) igin saglanir.

Ayrica, s > 1 igin

o0

ol acotearn S 7" [ £ 1 oo 33)

2r

herhangi bir B (xg,r) yuvar ve her f € Ll (R") i¢in saglanir.

Ispat. 1 < p < oo ve s < polsun. Keyfi bir x5 € R" icin B = B (0, ), 2o merkezli

r yarigaph yuvar ve 2B = B (xg,2r) olsun. f fonksiyonunu

f=h+fe HW=FfWxs®), @)=Y xepe ), >0 (34)
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bi¢iminde ifade edelim. Bu durumda

HTQfHLp(B) < HTQflﬂLp(B) + HTQf2HLp(B)

elde ederiz. f; € L, (R") oldugundan Ty f; € L, (R™) olur ve T f nin L, (R") deki

sinirhiligindan

1TafillL, s < 1Tafills,@my < ClAlLEy = CflL,es

elde edilir. Burada C' > 0, f den bagimsizdir.
z € B,y € (2B)° olmasi tro—y| < |z —y| < 2|zo— y| olmasm gerektirir.

Buradan

|f () Iﬂ(ﬂf—y)ldy
|$0 —y|n

Tafs (2)] < 2% /

2B)¢
elde ederiz. Fubini teoreminden

flRE-vl, .
[y~ [ el o [

(2B)¢ (2B)¢ lzo—yl

dt
[ [ vonee-w

2r 2r<|zo—y|<t

Q

< / [ rwlee -l

2r B(wo,t)

elde ederiz. Genellestirilmis Holder esitsizliginin uygulanmasiyla

/ |f ()l !Q(x—y)ldy

|9Co - Z/|n

(2B)°

_1_1 dt
/ 112, i 19 @ = Mlzaanay 1B o, 7575 s
2r

»
—
w
(S
SN—

elde ederiz.
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x € B (x,t) igin, €, sifirmc1 dereceden homojen ve Q € L, (S"'), s > 1 olmak

lizere

@ =

[ ea-ra)| = | [ were
B(zo,t) B(z—xo,t)
< / Q(2)]° d
B(0,t+|x—xzo])
< / 12 (2)]°dz
B(0,2)
ot 5
= / / 1Q(2)|* do (2')r"dr
0 gn-—1
1
= Ol gn1y B (w0, 20)]* (3.6)
saglanir. Boylece, (3.6) dan
I dt
T @I S [ 17y 257
2r
elde ederiz.
Ayrica, her p € [1,00) igin
. s ] dt
I QfQHLp(B) ~ TP ||f||Lp(B(:c0,t)) F (3.7)
2r

esitsizligi saglanir. Boylece

. [ dt
o1y S Wy + 7% [ 1 iycoieomy s
2r

oldugu goriiliir. Diger taraftan,

o0

dt
fz,em) / e

2r
. f dt
5 [ Wy oteomn 57 33)
2r
27
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saglanir. Boylece
ol 00 S P/WN% -

elde ederiz.

1 < p < s olsun. (3.6) ya benzer sekilde, y € B (x¢,t) oldugu zaman,

3
B (l’o, §t>

E]

[ we-ra| <ol e,

B(zo,r)

B

(3.9)

saglanir.

Fubini teoremi, genellestirilmis Minkowski esitsizligi ve (3.9)’ dan,

» 1
dt
ot < //’/ DIR =)l dyi | do
2r B xot
dt
< [ [ N0 Dl o
2r B(zo,t)
11 r dt
< 1Bl [ [ 1Nl i
2r B(zo,t)
o0 1
n_n 3 \|* dt
IS rre s /|’f‘|L1(B(x0 t)) B <x07§t) tn+1

N

. L/°nfan Nl

esitsizligi saglanir.
p=1<s<ooolsun. Ty min zayif (1, 1) sturhligs ve (3.8) ifadesinin kullanilmasiyla

ITefillwee < 1Tohllwe, @ <Hf1HL1(lR”

dt
= Fluom) S /wmhw%ﬂtwl (3.10)

oldugu goriiliir. Bu durumda (3.7) ve (3.10) ifadelerini birlestirerek (3.3) esitsizligini

elde ederiz. m
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Asagidaki teoremde, LM,%O} genellegtirilmis lokal Morrey uzaylarinda Ty opera-

toriintin Guliyev tipi sinirhihigini elde edecegiz.

Teorem 3.2 (T igin Guliyev tipi siirlihik) €, sifirinct dereceden homojen,
QeLl (5", s>1, 20 €R" ve 1 < p < oo olsun. T, (1.4) kosulunu saglayan ve
p > 1igin L, (R") iizerinde ve Ly (R™) uzaymdan WL, (R") uzayma siirh olan bir
altlineer operator olsun. Ayrica, s < p, p # 1, icin (¢y, @,) cifti

/essmfgol (zo, 7)) TP

t<T<o0 = dt < Cpy (x9,7) (3.11)

T

kogulunu ve 1 < p < s igin (py, ¢5) cifti

/essmf ¢, (xo, 7) TP

t<7<°°tz T dt < Copy (zg,7) 75 (3.12)

T

kosulunu saglasin, burada C, r ye bagh degildir. Bu durumda T operatorii p > 1
icin LMgfaol} den LM, @02} ye ve LM’ {IO} den W LM} {10} ye simirhidir. Yani p > 1 igin

”TQf”LMngpO; SJ ||f||LMI;[fP01}
ve p =1 i¢in
1T Iy asie) S 17 e

esitsizlikleri saglanir.

fspat. 1 <p<ooves <polsun. vy (r) = @, (w0,7) ", v1 (1) = @ (zo,7) 777,

9(r) =1fll1, o) vew(r) = r~» ! secilmesiyle, Lemma 3.1 ve Teorem 3.17 den

dt
HTQf”LM,ff,,Oz} < SUPS% (o, 7 /HfHLp(B(zot)) )

N

—1 _
S;Iilg @1 (xo,m) " 17 v ||f||Lp(B(J;O,r)) = ||f||LMg;g>l}

elde ederiz. Ayrica burada (3.2) kogulu (3.11) kosuluna da denktir.
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1 < p < solsun. vy(r) = ¢, (330’7«)—1, vi(r) = ¢ (xo,r)_lr 2

_n.n_q
HfHLp(B(xO,T)) vew(r) =r r"s

g =

secilmesiyle, Lemma 3.1 ve Teorem 3.1’ den

dt
Tofll ey S s (0r)" / [P
S ?}ilg 1 (95077’)_ re Hf“Lp(B(xo,r)) = HfHLszifl}

elde ederiz. Ayrica burada (3.2) kogulu (3.12) kosuluna da denktir.

Benzer sekilde p = 1 igin

oSl S 5D (an.r / I siot000 57

AN

Sup oy (20,7) " 7 (11 Baoy = If lparteo

elde ederiz. m

Sonug 3.1 Q, sifirma dereceden homojen, Q € L,(S" '), s > 1vel < p <
oo olsun. Ty, (1.4) kosulunu saglayan ve p > 1 i¢in L, (R™) tizerinde ve L; (R")

uzaymdan W L; (R™) uzayma sinirli olan bir altlineer operator olsun. Ayrica, s <np,

p# 1, i¢in (4, p5) ifti

essinf o, (z,7) 77
/t<T<OO dt S CSDZ (:L" T)

t;}+1

r

kosulunu ve 1 < p < s i¢in (¢4, ,) ¢ifti

dt < Cys (z,71) rs

*essinf T,T)TP
/t<7’<oo 901 ( )
tpstt

kosulunu saglasin, burada C, r ye bagh degildir. Bu durumda T operatorii p > 1

icin M, den M, ,, ye ve My, den WM, ye smirhdir. Yani p > 1 igin

1Taf s, .. S 11,

ve p =1 i¢in
1Tedlwar, ., S 1Ly,

esitsizlikleri saglanir.
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s = 0o olmasi durumunda Teorem 3.2” den agagidaki sonucu elde ederiz.

Sonug 3.2 1 < p < oo ve (¢, ) cifti (3.11) sartim saglasin. Bu durumda T
operatérii p > 1 igin LM den LM%} ye ve LM 1{;01} den WLMl{fOOZ} ye siirhdir.

Sonug 3.3 ), sifirinc1 dereceden homojen, Q € L, (S"1), s >1vel < p < o0
olsun. s < p, p # 1, igin (¢,, @,) cifti (3.11) sarti ve 1 < p < s icin (i, ) cifti
(3.12) sartim saglasm. Bu durumda Mgq ve Tq operatorleri p > 1 igin LMJ;{fOOI} den
LM;,Z°2} ye ve LM ffool} den WLME,ZOQ} ye smurhdir.

Uyar1 3.1 s = oo olmasi durumunda Sonug 3.1, Guliyev vd. (2011) tarafindan
ispat edilmistir. Ayrica yine s = oo olmasi durumunda Lemma 3.1 ve Teorem 3.2

Guliyev (2013b) tarafindan ispat edilmigtir.

Agagidaki ifadelerde, genellegtirilmis lokal Morrey uzaylarinda (1.5) kogulunu saglayan

Tq,o altlineer operatoriiniin Spanne-Guliyev tipi simirhlhigini ispatlayacagiz.

3.2 LM;ZO} Genellestirilmis Lokal Morrey Uzaylarinda Kaba Cekirdekli
Potansiyel Tipli T, Altlineer Operatoriiniin Spanne-Guliyev Tipi
Sinirlilig:

Bu kesimde, kaba gekirdekli kesirli integral operatorleri tarafindan iiretilen ve (1.5)

kosulunu saglayan Tq , potansiyel tipli kaba ¢ekirdekli altlineer operatoriintin 0 <

a<n l<p<qg<oo, ]—17— % = 2 igin LM},ZOI} genellestirilmis lokal Morrey

uzayindan bir diger LMq{prQ} genellestirilmis lokal Morrey uzaymma ve 1 < ¢ < oo,
1 - % = 2 igin LM1{,201} uzayimdan WLM(}{,@} zay1f uzayma siirliliginin saglanmasi

icin (¢, 4) fonksiyon cifti iizerinde yeterlik gsartlar: elde edilecektir.

Lemma 3.2 (T, icin lokal Guliyev esitsizligi) 2, sifirinci dereceden homojen,

QELS(S”_l),1<s§oove:c0€R”olsun.O<a<n,1§p<§ve%:

3e

1

P

olsun. T 4, (1.5) kogulunu saglayan ve p > 1icin L, (R") uzayindan L, (R™) uzaymna
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ve p = 1i¢in L; (R™) uzaymmdan WL, (R") uzayma sinirh olan bir altlineer operator
olsun.

p>1ve s <pise bu durumda

o0

||TQ,af||Lq(B(x0,r)) Sre /tql ||f||Lp(B(w0,t)) dt

2r
esitsizligi herhangi bir B (o, r) yuvarl ve her f € LY (R") i¢in saglanr.

p > 1 ve q < s ise bu durumda

o0

n_n n_n_q
||TQ,afHLq(B(xO,7~)) Sree /ts ¢ HfHLp(B(;po,t)) dt
2r

esitsizligi herhangi bir B (o, r) yuvarl ve her f € L (R") i¢in saglanr.

Ayrica, p=1< ¢ < s igin

oo

1Tl i, moary ST / Dy ey 4t (3.13)

2r

esitsizligi herhangi bir B (zg,r) yuvari ve her f € L (R") i¢in saglanir.

Ispat. O<a<n,1§s’<p<gve%lzi—%olsun. Keyfi bir o € R” igin B

= B (xo, 1), o merkezli r yarigaph yuvar ve 2B = B (xg, 2r) olsun. f fonksiyonunu

f=h+tf, h)=fWxs®, LG =FfWXxemme ¥, >0 (3.14)

bi¢iminde ifade edelim. Bu durumda

”TQ,oszLq(B) < HTQ,ocleLq(B) + HTQ,af?”Lq(B)

elde ederiz. f1 € L, (R™) oldugundan T, f; € L, (R") olur ve T, f nin L, (R")

uzaymdan L, (R") uzaymna smirhhigimdan

1T fil, ) < 1Taafill, e < C il = C1F1L, o

elde edilir, burada C' > 0, f den bagimsizdir.
z € B,y € (2B)° olmasi tlzo—y| < |z —y| < 2|zo—y| olmasm gerektirir.

Buradan
HOMLIEE

Toofo (2)] < 27, /
(2B)°
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elde ederiz. Fubini teoreminden

fWQz—y — at
/ ‘ ( )‘ | (n_a )|dy ~ |f | |Q X >| n+1_ady
|$0 - yl :
(2B)¢ (B)° o

Q

dt
/ / Y2 (z—y )ldyt?H—Toc

2r 2r<|zo—y|<t

S / [ rwliee—plagi

2r B(zo,t)

elde ederiz. Genellegtirilmis Holder esitsizligi ve (3.6)” dan

/ |f ()l IQ(w—y)ldy

lzo —y|" "

(2B)¢

1—1_ dt
S [ 1Mty 196 = Mooy 1B 0O i

® =

i dt
S [ 1oty 77
2r

olur. Boylece,

i dt
To,fo ()] S / 112, (500 Fas]
27

elde ederiz.

Ayrica, her p € [1,00) igin
Toafels, e S 7 / [ (.15
esitsizligi saglanir. Boylece,

IToes .5 S Iy 0m + 7 / 11 pt000 257

oldugu goriiliir. Diger taraftan,

o0

dt
Flz,em) / ey

q/HfHLp(B zo.t)) TEIT (3.16)

1Nz, em = ra

IN



saglanir. Boylece,

o dt
ool S5 [ 1y 557
2r

elde ederiz.

1 < g < s olsun. Fubini teoremi, genellegtirilmis Minkowski esitsizligi ve (3.9)’ dan,

N
dt
ITontely, ) < N~ y)ldy- | da
2TBx0t)
dt
< / [ 1@ =Dl s
2r B(.’L‘()t)
11 dt
< 1B [ [ @R = )l i
2r B(zo,t)
e [ 3\[* di
S ore S/Hf”Ll(B(zot)) B(%,gt) prs
< rit / 1l gy €5,

esitsizligi saglanir.

p=1<gq<s < ooolsun. T, nmn zayif (1,q) siurhligr ve (3.16) ifadesinin

kullanilmasiyla,
||Tﬂ,af1||WLq(B) < HTQ,ozleWLl(Rn <||f1||L1(]R"

= N flem S 70 / ||f||L1<BW) 2 3

oldugu gortiliir.

Bu durumda (3.15) ve (3.17) ifadelerini birlegtirerek (3.13) esitsizligini elde ederiz.
]

Agagidaki teoremde, LM,%OJL genellestirilmis lokal Morrey uzaylarinda Ty, ope-

ratoriiniin Spanne-Guliyev tipi sinirliligini elde edecegiz.

34



Teorem 3.3 (T, i¢in Spanne-Guliyev tipi smirhihik) €2, sifirinci dereceden

homojen, Q € L,(S" 1), 1 <s<oovezy € R'olsun. 0 <a<n, 1 <p<?2

«
1

ve = =

p % — 2 olsun. Ty, (1.5) kosulunu saglayan ve p > 1 i¢in L, (R") uzayindan

L, (R"™) uzayma ve p = 1 i¢in L, (R") uzayindan WL, (R") uzayna sinirh olan bir
altlineer operator olsun. Ayrica, s < p, p # 1, icin (¢y, @,) cifti

tessmf ¢, (20, 7) TP
/ ks dt < Cy (z0,71) (3.18)

tatl

T

kosulunu ve ¢ < s i¢in (¢, ,) Gifti

t<T<00
n n
ta— st

n
s

dt < Cpqy (zo,7) 7 (3.19)

s

/essmf ¢y (zo,7) TP

T

kosulunu saglasin, burada C, r ye bagh degildir. Bu durumda Tg , operatorii p > 1
igin LM, ¢°1} den LMq{sz} ye ve LMl{ ™} den WLM;TOOQ} ye smurhdir. Yani p > 1 icin

||TQ,afHLM§302} S HfHLM,;[,'ﬁ?l}
ve p =1 icin
HTQ,afHWLMq{fPOQ} SJ HJ[IHLMI{’G;Ol}

esitsizlikleri saglanir.

n

ispat. 1< p < o0 ve 3, < P olsun. Vs (7") = @, (xo,r)_l, o (T’) = ¢ (:co,r)_l 7“_1’,

9(r) = 1fll1, o) vew(r) = r~a ! secilmesiyle, Lemma 3.1 ve Teorem 3.1’ den

oy S supea (oo / {Pr———

r>0

-1 n o
S igp% (2o, 7) "7 ||f||Lp(B(ac0,7’)) = HfHLM,ff”gl}

elde ederiz. Ayrica burada (3.2) kogulu (3.18) kosuluna da denktir.

g(r) =

secilmesiyle, Lemma 3.1 ve Teorem 3.1’ den

1 < g < solsun wa(r) = gy(a0,r) " vi(r) = ¢ (wor) 177

||f||Lp(B(a:0,7’)) ve w (T‘) = T_E—i_;_l

IToafll g S SUP 9, (0,7 /IIfIIL,, Blwort) T,H
< L — :
~S illof’ ¢1 (zo,7) T ||f||Lp(B(a:0,7")) ||f||LMp{}£1}
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elde ederiz. Ayrica burada (3.2) kogulu (3.19) kosuluna da denktir.

Benzer sekilde p =1 igin

T dt
-1
HTQvafHWLM}fPOQ} S sup g, (zo,7) / ||f||L1(B(zo,t)) JEE

r>0

N

.
1 _
ililo) w1 (zo,7) " HfHLl(B(J»‘oJ‘)) - ||f||LM1{:901}

elde ederiz. m

Sonug 3.4 Q, sifirmci dereceden homojen ve € L, (S"1), 1 < s < oo olsun.

0<a<n,1§p<§vel:

: % — 2 olsun. T, (1.5) kogulunu saglayan ve p > 1

icin L, (R") uzaymndan L, (R™) uzayma ve p = 1 icin L; (R") uzayindan WL, (R")
uzayma sinirh olan bir altlineer operator olsun. Ayrica, s < p icin (i, @y) Gifti
% nsginf o
e A
patl

dt < Coy (z,71)

r

kosulunu ve ¢ < s icin (¢, p,) Gifti

°°tessinf o, (z,7) TP
<7<00 n
/ P dt < Copqy (z,7) 7S

T

kosulunu saglasin, burada C, r ye bagh degildir. Bu durumda 7Tg , operatorii p > 1
icin M, ,, den M, ,, ye ve M, den WM,

Pypr 0P 4,0, y€ smurhdir. Yani p > 1 igin

1Tofl, .. S 1l

P,¥1
ve p =1 igin
1Toaf lwar, .. S 1l

esitsizlikleri saglanir.

Uyar1 3.2 s = oo olmasi durumunda Sonug 3.4, Guliyev vd. (2011) tarafindan
ispat edilmigtir. Ayrica yine s = oo olmasi durumunda Lemma 3.2 ve Teorem 3.3

Guliyev (2013a) tarafindan ispat edilmistir.
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Sonug 3.5 , sifirma dereceden homojen ve Q € L, (S"!), 1 < s < oo olsun.

0<a<nl<p<Zvel=1_20okun s <pign (p,p,) cifti (3.18)

sartin1 ve ¢ < s igin (¢, ) ifti (3.19) sartim saglasin. Bu durumda Mg, ve Tq,
operatorleri p > 1 igin LMI%)I} den LMq{prQ} ye ve p = 1 icin LMffOOl} den WLMC}{fp(;}

ye siirhidir.

s = 00 olmasi durumunda Teorem 3.3 den asagidaki sonucu elde ederiz.

Sonug 3.6 1 < p <00, 0 < < 2, % = %— % ve (p1,p,) cifti (3.18) sartim
saglasin. Bu durumda 7', operatorii p > 1 icin LMI;{fg)l} den LM(}{nyOQ} ye ve p = 1 icin

LM 1{;01} den WLMé{,faoz} ye simurhdir.
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4. LM};;O} GENELLESTIRILMIiS LOKAL MORREY UZAYLARINDA
Tos VE Top. KOMUTATOR OPERATORLERININ GULIYEV TiPi
SINIRLILIKLARI

Bu boliimde ilk olarak komiitator operatoriiniin tanimi verilip, daha sonra w negatif

olmayan ve (0, 00) iizerinde 6lgiilebilir sabit bir fonksiyon olmak iizere,

H g(r) = 7(1 +ln 3) gBwt)dt, e (0,00)

r
r

agirlikli Hardy operatoriiniin sinirlilign hakkindaki asagida verilen Teorem 4.17 i
kullanarak, LMngO} genellegtirilmig lokal Morrey uzaylarinda b € CBM OI%O} (R™)
iken T, komiitator operatoriiniin Guliyev tipi simirhihgim ve Tq,, komiitator o-

peratoriiniin ise Spanne-Guliyev tipi sinirliligini sirasiyla ispatlayacagiz.

b, R™ iizerinde lokal integrallenebilir bir fonksiyon olmak iizere, kaba cekirdekli
potansiyel tipli operator ve b tarafindan iiretilen komiitatér agagidaki gibi tanim-

lanir:

Tﬂ,b,a (f) (ZL’) = [b7 TQ,CM] f (‘7")
= b(2) Touf () — Tou (bf) (2)
— / [b(x) = b(y)] %f (y) dy.

R

Asagidaki teorem Guliyev (2012) tarafindan ispatlanmigtir.

Teorem 4.1 vy, vy ve w hemen her yerde pozitif ve (0,00) iizerinde 6lgiilebilir

fonksiyonlar olsunlar.

esssup vy (1) H g (r) < Cesssupvy (1) g(r), C >0, (4.1)

w
r>0 r>0

esitsizliginin (0, co) iizerinde negatif olmayan ve azalmayan tiim ¢ fonksiyonlar igin

saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul
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o0

B := supuv, ('r’)/ <1 +1In E) _wit)dt < 00 (4.2)

>0 r ) esssup vy (s)
r t<s<o0

olmasidir.

Ayrica, (4.1) de C*, C nin en kiigiik degeri ise C* = B olmasidir (Guliyev 2012).

Uyar1 4.1 (4.1)ve (4.2) de = = 0 ve 0.00 = 0 oldugu kabul edilecektir.

4.1 LM;,{fpr} Genellestirilmis Lokal Morrey Uzaylarinda Kaba Cekirdekli

To,, Komiitator Operatoriiniin Guliyev Tipi Smirhlig:

Bu kesimde, b € CBM OI{);”?/\} (R™) olmak iizere b ve T, tarafindan iiretilen Tg , komii-
tator operatoriiniin 1 < p < oo, Il) = p% + p% iken LM;;{f, ?p}l genellegtirilmis lokal Mor-
rey uzayindan bir diger LM},”;(;} genellegtirilmis lokal Morrey uzayina sinirliliginin

saglanmasi icin (¢, 5) Gifti tizerindeki yeterlilik sartlar1 belirlenmistir.

Lemma 4.1 (T, icin lokal Guliyev esitsizligi) 2, sifirinc: dereceden homojen,
QeL, (5", s>1,20 € R" ve 1 < p < oo olsun. Tg, (1.4) kosulunu saglayan ve
p > licin L, (R"™) tizerinde ve L; (R") uzayindan W L; (R") uzayina simnirh olan bir

lineer operatér olsun. Ayrica b € CBM Ogof (R"), 1 =1 4 p% ve 0 < A < = olsun.

1
p P

Bu durumda s < p icin

n U\ ,aa—n 1
I Topf L, (B@or) S HbHCBMo;;Oj re / <1 +In ;) P fll Ly, (Bt dt

2r

oc

esitsizligi herhangi bir B (o, ) yuvari ve her f € LY (R") i¢in saglanr.

Ayrica, p; < s igin

n_n t n)\_i_f_ﬂ_]_
s Moty S Wlommotey 755 [ (14107 ) €255 it
2r

esitsizligi herhangi bir B (o, r) yuvarl ve her f € L (R") i¢in saglanr.
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Ispat. 1 <p < oo ve i = pil + piz olsun. Keyfi bir 29 € R" i¢in B = B (x0,7), Zo

merkezli r yaricapl yuvar ve 2B = B (¢, 2r) olsun. f fonksiyonunu

f=h+tf h)=rWxsW®, L =FWXxapcW), r>0
bigiminde ifade edelim. Bu durumda
Topf (x) = (b(z) =bp)Tafi(z) = To ((b(-) —bg) fi) (x)
+(b(z) = bp) Tafo (x) = Ta ((b(-) — bp) f2) ()
= Ji+JatJs+Ju
elde edilir. Boylece
1Towfllz, iz < 11l + 1200, + 115l + 1allz, 5

oldugu goriiliir.

Genellestirilmis Holder esitsizligi ve Tg nin L, (R™) iizerindeki smirlihgindan

1l < N0C) —b8) Tafi (), @
S NG =o)L, @ 1Taft O, @y
tnA
S WPlesmoger ™ Ml e
4+ Rn) -1-
= Welepuoty 75 Wy ) [l
7 2r
< | N N RN N I
~ MOt r Ly, (B(wo,t))
2r

elde edilir.

Jo igin T nin L, (R™) iizerindeki simirhligimi kullanarak, genellestirilmig Holder esit-

sizliginden
12z, < 1Ta(b() = bs) fillp, @
S I®C) =b8) Alln, @y
5 ||b() - bBHLpQ(R") ||f1HL,,1(Rn)
S+ 4nA -1-
S Wllemmoge 75 5 Wl oy [ R
’ 2r
ZtnA t —1-
S Wlopuotey ™ [ (1412) 1l Het
2
2r
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esitsizligi saglanir.

Jsicin z € B, y € (2B)° olmas: Lzo —yl < |z —y| < 2w — y| olmasim gerektirir.

s’ < py oldugu zaman, Fubini teoremi, genellestirilmis Holder esitsizligi ve (3.6)’ dan

Tofs (@) < / Q@ —y) L <;'| dy

/ [ 0=l @l

2r 2r<\aco y|<t

Q

AN

Q(z = y)| |f (y)| dyt~""dt

Ll 1
Ls(B(wo,t)) |B (zg,t)| 71 st dt

—)

A
Ye—g
=
5_

§
%

AN
‘%’\
=
=
=
8
o
Z.
™
T
S|
Q.
~

esitsizligini elde ederiz. Boylece,

1 sll,8y = 1(0C) =bs) Tafs ()L, @

_1_i

< 1OC) = )y [ Wyt

2r

n 1_n
< OO =58l [ 1y oty ol

2r

< DinX t -1-
N HbHCBMogng” 1+1n7j ||f||Lp1(B(1‘0,t))t PLdt

n 13 =21
S Wlopuogey [ (14100) 0 A et

2r

oldugu goriiliir.
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p1 < soldugu zaman Fubini teoremi, genellestirilmis Minkowski esitsizligi, genellesti-

rilmig Holder esitsizligi ve (3.9)” dan

P v
dt
130l 8 < b (@) = bp][Q(z —y)|dy 7| de
27“B(x0t
dt
< F @G =b8) Q20 =9z, W
27’B(I0t)
T dt
< @D = b5l 0 12 = 1), ) gy
27’B(1‘0t)
LT dt
N HH&BMO?QTW Bl LF O = e s W
, 2TB(CEOt)
1
n_n, 3\ | dt
S ”bHCBMO{TO}Tp o /\/Hf“Ll B(zo,t)) ’ (x072t> fntl

n n dt
Z—Z4n\
S Bl v / (R T —e——

2r

n_n U\ na—nyn_g
S Wlopotey 7 [ (14105 A2y oy

2r
esitsizligini elde ederiz.
Diger taraftan J; i¢in, s’ < p oldugu zaman, x € B olmak iizere Fubini teoremi,
genellestirilmig Holder esitsizligi ve (3.6)” dan
Tl =) ) @IS [ 1) = bal 126 — )] )y

(2B)°

/|b ) = bsl 192 (2 — )] Ly

2B)

/ / y) = bel 12 (z =yl If W)l dyzih

2r 2r<\ro yl<t

/‘/ Y) — b 12 (z — )| 1f ()| dyrx

2r B Io t)
o [y R
2r B(moﬂf)
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_1_1
wot) |B (‘r()? )’1 L tﬂqil

< L1660 = ) sy 126~ DL,
2r

(o, "7 4

n / B0 — Do) | 111, ooy 19— 9)
_]__L
/ 60 = botes) L ata iy 1Ny i

—1—24nA
T HbHCBMO;{;,OA} / (1 in i) Hf”Lm(B(mo,t))t T d

2r
[eS)

—1—-24nA
S Wllesurotzy | (1108 17l 5

2r
esitsizligini elde ederiz. Boylece,

Wil < 1T (®() = bs) foll, e

o0

n t —1—24nA
S Wlomory 7 [ (14105) U7l oy

2r

oldugu goriiliir.

p1 < s oldugu zaman Fubini teoremi, genellestirilmis Minkowski esitsizligi, genellesti-

Py
d:v)

rilmis Holder esitsizligi ve (3.9)” dan

1all 1, 5) <ff I o) = bs@on | 1f W2 (@ — y)l dyzls

27"BZ‘0t
. b\
+{ dz
B |2

[ b5@or) — bs@on| [ 1f W12 (@ = y)| dy72
Sy }b( ) = bB@oy) | lf e - )HLP(B(:JcO,t)) dy%

B(:Bo t)

2r B(xo t)
+ f ‘bB (zo,r) — bB(a:o t)} ( )l HQ< - y)HLp B(zo,t)) dyt”‘H
B({E() t)

5 |B ;_; f f |b(y) — UB(xo,t) { |f | ||Q( )“LS(B(xo,t)) dy%

2r B(zo,t)

1_1 %

FIBEE T bsor = boenol S 1F G2 = 1)l oo s

2 B(zo,t)

n_n x _1 1
Sre s f 1(0C) = bson) 1, (o iy 110, B0y 1B (@0 )77 | B (20, §8)|* 55
1

‘I”I“;ii f }bB (zo,r) — bB(a:g,t)l ||f||L],Jl B(zo,t)) ‘B (an 2 ) ° t;?t+1

n_n P A= 4]
S bllgparogza 77 Si{:(lﬂn%)t T F Ly (oo dt
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esitsizligini elde ederiz.

Simdi yukaridaki tahminleri birlegtirerek Lemma 4.1” in ispatini tamamlariz. =
Asgagidaki teoremde, L]\/[Iifp‘)} genellestirilmis lokal Morrey uzaylarinda
be CBM Oii\‘)} (R™) iken Tqp operatoriiniin Guliyev tipi sinirhiligin elde edecegiz.

Teorem 4.2 (T, icin Guliyev tipi smirhilik) Q, sifirinci dereceden homojen,
Qel,(S" Y, s>1,z0 € R" ve 1 < p < oo olsun. Ty, (1.4) kosulunu saglayan

ve L, (R™) iizerinde simirh olan bir lineer operatér olsun. b € CBM Ogo)} (R™),
1_ 1

=14 Llyve0<\<iolsun.
p p1 p2 n

Ayrica, s < pigin (), @,) Gifti

7 ¢\ essinf oy (z9,7) T
/ (1 +1In —) fereee dt < Cy (x9,1) (4.3)

n
r tHJrlfn/\

T

kosulunu ve p; < s i¢in (i, ¢,) ¢ifti

s " te<ssinf 1 (20, 7) T
T<00 n
/ (1 +In ;) pr dt < Cy (xg, 7)1 (4.4)

T

kosulunu saglasin, burada C, r ye bagh degildir. Bu durumda 7§, ; operatorii LMI%E, 20}1

den LM;,ZOQ} ye smirhdir. Yani

||TQ,bf||LMZ£:'002} 5 ||b||CBMOI{>;?A} ||f||LMZ£fP¢}1

esitsizligi saglanir.

ispat. 1 < p < oo ves <polsun. vy (r) =@, (zo, )", v1 (r) = @y (g, 7) 1771,
g(r) = ||f||Lp1(B(IO7T)) ve w(r) = r™ 75! secilmesiyle, Lemma 4.1 ve Teorem 4.1’
den

< -1
HTQ,beLMZ‘EZQQ} ~ ililggp2(x07r) HbHCBMOI{);EOA}

t nA—
y / (1+ln;>t E Nl (o dt

2r

A

-1 -
Plesuogy 52 o (o) =2 Ml ey

= ||b||CBMO;E;?>\} ||f||LMéf’0¢}1
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elde ederiz. Ayrica burada (4.2) kosulu (4.3) koguluna da denktir.

1 <p<oovep <solsun. vy (r) = @, (x0,7) ", v1(r) = @ (z0,7)"" T
n 1

n)\fﬁ+

@[3

g(r)= ||f||Lp1 (Blzor)) VEW (1) =T se¢ilmesiyle, Lemma 4.1 ve Teorem 4.1’

den

< —1,.-%
HTQ,beLMZ‘)[fPOZ} ~ 3213@2('%‘0770) r ”bHCBMoz{;?A}

t A
x /(1+ln;)t MY F L, (B dt

2r

AN

-1 -
Plcssiogy s r (oo r 7t ey, eny

= ol

emofzy Ml

elde ederiz. Ayrica burada (4.2) kogulu (4.4) kosuluna da denktir. m

Sonug 4.1 Q, sifirnci dereceden homojen, Q € L, (8" 1), s > 1, 70 e R", 1 <p <
oo olsun. b € CBMO™} (R"), % =

oo Ly Llved< )< % olsun. Ayrica, s <p

P1 p2

icin (¢q, @,) ¢ifti (4.3) sartim ve p; < s icin (¢q, ¢,) cifti (4.4) sartim saglasin. Bu

durumda Tq, operatorii LM,™) den LM% ye smirhdur.

Sonug 4.2 Q, sifirma dereceden homojen, Q € L, (S"1), s > 1,1 < p < oo ve
b€ BMO (R") olsun. T, (1.4) kosulunu saglayan ve L, (R") iizerinde smirhi olan
bir lineer operator olsun. Ayrica, s < p icin (i, @,) cifti

7 ¢\ essinf oy (z,7) v
/ (1 +In —) ferex dt < Cpy (z,1) (4.5)

n
r trtt

T

kogulunu ve p < s igin (¢4, p,) cifti

s ‘ 1?<Ssi<nf o, (z,7) 7" .
/ <1 +1In ;) T dt < Copy(z,7)7s (4.6)

r

kosulunu saglasm, burada C, x ve r ye bagh degildir. Bu durumda T} operatorii

M, den M, ye smirhdir. Yani

||TQ,bf||z\4p_w2 S 16l a0 ||f||MW1

esitsizligi saglanir.
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Sonug 4.3 , sifirmci dereceden homojen, Q € L, (S"™1), s > 1,1 < p < co ve
b€ BMO (R") olsun. Ayrica, s < p icin (¢, @,) cifti (4.5) kosulunu ve p < s igin
(¢1, @) ifti (4.6) kogulunu saglasim. Bu durumda Tq operatorii M,,,, den M,

ye sinirlidir.

Uyar1 4.2 s = oo olmasi durumunda Sonug 4.3, Guliyev vd. (2011) tarafindan
ispat edilmistir. Ayrica yine s = oo olmasi durumunda Lemma 4.1 ve Teorem 4.2

Guliyev (2013b) tarafindan ispat edilmigtir.

Agagidaki ifadelerde, genellegtirilmis lokal Morrey uzaylarinda (1.5) kogulunu saglayan

Tq,o lineer operatoriin komiitatorti ile ilgili sonuglar: elde edecegiz.

4.2 LMZ;{fpr} Genellestirilmis Lokal Morrey Uzaylarinda Kaba Cekirdekli

Topo Komiitatér Operatoriiniin Spanne-Guliyev Tipi Simirlilig:

Bu kesimde, b € CBM O;;”?A} (R™) olmak tizere Tqy, komiitator operatoriiniin 1 <

p < 00, % = pil + p%, é = % -, qil = pil — = iken LMI;{f,fO}l genellegtirilmis lokal Mor-

rey uzayindan bir diger LMq%OQ} genellegtirilmis lokal Morrey uzayina sinirliliginin

saglanmasi icin (p,, ©,) ¢ifti iizerinde yeterlilik sartlar: elde edilmistir.

Lemma 4.2 (Tq;, icin lokal Guliyev esitsizligi) (2, sifirinci dereceden homo-
jen, Q € Ly (S™1), 1 < s < o0, 79 € R" ve 1 < p < 0o olsun. Ty ,, (1.5) kosulunu
saglayan ve p > 1 icin L, (R") uzayindan L, (R") uzaymna ve p = 1 i¢in L, (R") uza-

yindan WL, (R") uzayma siurh olan bir lineer operator olsun Ayrica 0 < a < n,

n {zo} mn 11 _ 1 1 1_1_a 1 _1_a
l<p<2,beCBMO,,Y (R )=0§/\<575—p_1+p_275—5 Tve =1
olsun.

Bu durumda s < p icin
< o 13 nA—=2—1
1TopafllLyBEom S ||b||CBMO;§;oA} T 1+ 111; e fll L, (B dt
2r
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esitsizligi herhangi bir B (o, r) yuvarl ve her f € L (R") i¢in saglanr.
Ayrica, ¢; < s igin

o0

n_n U\ a—nyn_g
s ey S Wlomoteg 7375 [ (14105 ) 0285l
2r

esitsizligi herhangi bir B (o, r) yuvarl ve her f € L (R") i¢in saglanr.

ve £ =L — 2 olsun. Keyfi
q1 p1 n

nol_ 1 .1 1_1_

Ispat. 1<p<oo,0<a<

p’p  p1 | p2’q P

31e

bir o € R" igin B = B (xo,7), ¥o merkezli r yarigapli yuvar ve 2B = B (xq, 2r)

olsun. f fonksiyonunu

f=h+t L) =rWxs®, L =FWXxep W), r>0

bi¢iminde ifade edelim. Bu durumda

Tapaf (x) = (b(z) =bp) Toufi () = Toa ((b(-) = bs) f1) ()
+(b(2) = bp) Taafz (¥) = Taa ((b(-) = bp) f2) (z)

= Ji+Jy+ Js+ Js
elde edilir. Boylece

1Tos.af |, < 1l m) + 1200 + 15,0 + 14,6

oldugu goriiliir.
Genellestirilmis Holder esitsizligi ve T, nin L, (R™) uzayindan L, (R") uzayna

sinirhiligindan

IN

10 () = bB) Taaft (g, @n

16 () = b8, ey 1 TSt O], o)

L+ A
S ”bHcBMO;E;?A}”Q " ||f1||Lp1(Rn)

11l 5)

AN

[e.9]

O Y 1_n
- ”bHCBMo;;Oj ree Hf”Lpl(ZB) /t o dt
1 2r
o0
n t _n
A 1
S Wleroger ™ [ (14185) 11l oyt
2r
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elde edilir.

Jo i¢in T o, nin L, (R™) uzayindan L, (R™) uzayima sinirhligim kullanarak ve genellegti-

rilmis Holder egitsizliginden

121l ., 5)

IA

1o (0() = bs) full
1) = b5) Fill, o

S 16 C) = s, @ Ilf1||Lm<Rn>

AN

[e.e]

ngniny 1
S Wbllesmote 75 1l amy [l
2r
< 2inA t S
S Wllomo ™ [ (1410 ) 11,y
2r

esitsizligi saglanir.
Jsicin z € B, y € (2B) olmas: 1 Lzo — y| <z —y| < 2|z — y| olmasimu gerektirir.

s' < p; oldugu zaman, Fubini teoremi, genellestirilmis Holder esitsizligi ve (3.6)’ dan

Took: (@) < / o 7y <y‘)l_ady

(2B)¢

/ [ oGl )l

2r 2r<\x0 y|<t

Q

< 12 — )| [f ()] dyt~ = dt

2r B(xo,t)

1- =% p—1-n+a

S [ 1 lpptan 19 =) (00, )] g1 mragy

2r

P

S [ 10 ooy

2r



esitsizligini elde ederiz. Boylece,

1 sll o,y = N(0C) =bs) Toafs ()L, @

1_n
< OC) = 0l [ 161y ooy ¢
2r
n 1
< OC) =0l [ 17 it
2r

nA t -1-
N ”bHCBMO“”O}Tqu /<1+1n; HfHLm(B(:co,t))t wdt

2r
< b a Lt l) e d
S HCBMO{W}” +In- Hf||Lp1(B(xo #)at
P2, r
2r
oldugu goriiliir.

¢1 < s oldugu zaman Fubini teoremi, genellestirilmig Minkowski egitsizligi, genellesti-

rilmig Holder esitsizligi ve (3.9)” dan

o\
dt
sl ey < Db () — bl 19 (2 — ) dy 0| o
27‘B$07
dt
< / | @O =02 = Dl v
QTB.’L'()t
dt
< £ G16C) =5l 19.C = )l ) ey
2 B(wo,t)
o0
< 11 dt
< Wlopmomg ™™ B [ [ 17 GIRC )l ) s
25
2 B(zo,t)
1
Efﬂ 3 s dt
S Dllosmoy v / isotennn B (0 51)| e
n dt
n_nipy
S Wl 5 [ (16108 171y

2r

n_n n)\flJrﬁfl
5 ||b||CBMOZ{);?A}Tq 5/(1+1n ) noe ||f||Lp1(B(xo,t))dt

2r
esitsizligini elde ederiz.
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Diger taraftan J; i¢in, ' < p oldugu zaman, x € B olmak iizere Fubini teoremi,
genellestirilmig Holder esitsizligi ve (3.6)’ dan
o (60) = b2) ) @S [ b0) = bl 19(x )] Hndy

(2B)°

S [ 16w - bal 12 - )] G ey

2B)c

/ / y) = bsl 1 (x = )| If W) dyzors

2r 2r<\x0 yl<t

/ / Y) = bp@en | 12 (z — )| |f ()| dy s

27“B xo t)

[ T
2r ( )

B(xg,t

1_1
Ls(B(zo,t)) |B(330a )| L g

S / H (b () - bB(wo,t)) fHLp(B(xo,t)) ||Q ( - y)
2r

(w0, )] 755 et

" / bBtaa) = b5tz0s| 11, (o 19 = 9)

/ H — bB(:Eot )||Lp2(B(x0 t)) ||f||[,p1 B(zo, t)) 1*7dt

—1-2+4n)
Bl et / (L 1) 1y gy €
2

2r
e

—1-"4nA
< IIbIICBMoIg;g}/(lﬂnf) L e L

2r
esitsizligini elde ederiz. Boylece,

il = 1o (60 = b0) foll
n T ,—1-24nn
S Wllomotey 7 [ (14102) €75 Ul g
2r

oldugu goriiliir.
q < s oldugu zaman Fubini teoremi, genellestirilmis Minkowski esitsizligi, genellesti-

N\
d:v)

rilmis Holder esitsizligi ve (3.9)” dan

1all 5y (f

I 0@ = bs@on ]| If W92 (@ —y)| dytes

2r B mo t)
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—i—(f qu>q

S/ }b(y) - bB(xo,t)| lf e - y)”Lq(B(:co,t)) dwai—iﬂ

2r B(wo,t)

Jbmenn = bawon| [ 1f IR @ = y)ldystim

B(Io,t)

+/ }bB(xo,r) - bB(zo,t)} S 1f Q- y)||Lq(B($0,t)) dytn—d—i-kl
2r

B(Io,t)
1_1 %
SB[ [ o) = bsen]| 1F W2 C = Do) Wit
2 B(zo,t)
1_1 %
Bl [ [bp@or) = bswon| [ 1F @20 =) Le(B(o.t)) dy s
2r B(zo,t)
n_n F 1-1 3 % d
Sres 2]7: H (b(') - bB(xo,t)) HLM(B(ZEW} ||f||Lp1(B(9c0,t)) |B (o, t)| 7 ‘B (Ioa 5t) tn_—ﬁﬂ
n_n oo 1
+rae s 2f }bB(xo,r) - bB(a:o,t)l ||f||Lp1(B(x0,t)) ‘B (l’o, %t) s t%cita+1
< b 27% o 1 1 L TL)\—quF%_Zl d
~ H HCBMO;[E;O)?T(I 2]‘( + n’/‘)t ! Hf”Lm(B(ro,t)) t

esitsizligini elde ederiz.

Simdi yukaridaki tahminleri birlestirerek, Lemma 4.2’ nin ispatin1 tamamlariz. m
Asagidaki teoremde, LM;,TOO} genellestirilmis lokal Morrey uzaylarinda
be CBM O;x)?} (R™) iken Tq o operatoriiniin Spanne-Guliyev tipi sinirlihigini elde

edecegiz.

Teorem 4.3 (Tq, i¢in Spanne-Guliyev tipi siirhilik) Q, sifirmmer dereceden
homojen, Q € L, (S"1), 1 < s < oo ve 7y € R" olsun. Tg 4, (1.5) kogulunu saglayan

ve p > 1igin L, (R™) uzaymndan L, (R") uzayma siirh olan bir lineer operator olsun

n {zo} (mon 11 _ 1 1 1 _1_a
O<a<n l<p<i beCBMO,Y (R ),0§/\<;,5—p—1+p—2,5—1—)—;ve
L -1 _ 2,lgun,
q1 P1 n
Ayrica, 5" < picin (py, ) Gifti
? ¢ te<ssi<nf o1 (o, T) T
/ (1 +1In ;) o Y dt < Cyy (xo,1) (4.7)
ta
kogulunu ve ¢; < s igin (¢y, ¢,) ¢ifti
i3 " tessinf 0y (w0, 7) TH1
<7T<00 n
/ (1 +1In ;) E—Tm dt < Cpy (x,7) 7 (4.8)

T
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kosulunu saglasin, burada C, r ye bagh degildir. Bu durumda Tgq , operatorii
LM}" ‘30}1 den LM(}{,ZOQ} ye stmirhdir. Yani

||Tﬂ,b,af||LMq{fPO2} S ||b||CBMOz{7;?>\} ||f||LMéf,O¢}1
esitsizligi saglanir.

n

Ispat. p > 1 ve s < polsun. vy (r) = @, (xo,r)*l, vy (r) = @y (wg,r) " r P,
g(r) = Hf||Lp1 By Ve W (1) = r™ a7 secilmesiyle, Lemma 4.2 ve Teorem 4.1’

den

-1
1Topafll peg S SUD 3 (o,7) ||b||CBMog;g}

t n)\———
x/(lﬂn;) Ay, (ot dt

2r

-1 _n
||b||CBMO;;?)\} Srglg @1 (zo,7) " P ||f||Lp1(B(;ro,T))

N

= HbHCBMOi;E?; HfHLM;f,Ow}l
elde ederiz. Ayrica burada (4.2) kogulu (4.7) kosuluna da denktir.

90 (x()? )—1’ U1 (T) = ¥ (1‘0,7‘)_ r Tats g<7n) =

secilmesiyle, Lemma 4.2 ve Teorem 4.1’ den

p>1veq < solsun. vy(r) =
nA— 2+

fn\:

Hf”Lpl(B(mo,r)) vew(r)=r "

1 _n
||Tﬂvb7af||LMq{fpo2} 5 Srlig¢2(x077ﬂ) r SHbHC’BMOz{);?)\}

t PA—
y / (Hm;)t* Y L (e

2r

G —
HbHCBMOé;O)} i;lg @1 (zo,7) T ||fHLp1(B(3:0,r))

AN

HbHCBMO;zog ”fHLMglz,Ogl

elde ederiz. Ayrica burada (4.2) kogulu (4.8) kosuluna da denktir. m

Sonug 4.4 Q, sifirmer dereceden homojen, 2 € L, (S"1), 1 < s < 0o ve 25 € R"
olsun. 0 < a<n,1<p<2Z, bECBMO;xOA}(R") 0<A< i l:pi—f—i

n’ p

1

1 _1_
q p

ve qil =L — 2 olsun. Ayrica, s < pigin (¢, ) Gifti (4.7) sartm ve

p1 n

3R

¢ < s igin (¢q, @,) cifti (4.8) sartin saglasin. Bu durumda Iqj , operatorii LM,}{lw, ?p}l
den LM(}(,TOOQ} ye sinirhidir.
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Sonug 4.5 , sifirna1 dereceden homojen, € L, (S" 1), 1 < s < oo ve Tq 4, (1.5)

kogulunu saglayan ve p > 1 i¢in L, (R") uzaymndan L, (R™) uzaymna sirh olan bir

lineer operator olsun. 1 <p <00, 0 <o < 2, % = % — % vebe BMO (R") olsun.
Ayrica, s’ < p igin (1, ) cifti
it ¢ S<ssi<nf o, (z,7) TP
/ (1 +1In ;) P dt < Co, (x,71) (4.9)
kosulunu ve ¢ < s i¢in (¢, p,) ¢ifti
s " ?ssinf o, (z,7) TP
<T<00 n
/ <1+1n ;) P dt < Copy (z,7) 7 (4.10)

r

kosulunu saglasin, burada C, z ve r ye bagh degildir. Bu durumda Tg o operatorii

M,

b, den Mg . ye simirhdir. Yani

1Tapaflly,,, S 10lsxo £,

esitsizligi saglanir.

Sonug 4.6 ), sifirmer dereceden homojen ve Q € L (S™!), 1 < s < oo olsun.
l<p<oo,0<a<f 0<A< %,%:%—%vebeBMO(R”) olsun Ayrica, s < p
icin (¢q, ¢,) ¢ifti (4.9) kosulunu ve ¢ < s igin (¢y, ¢,) ¢ifti (4.10) kogulunu saglasin.

Bu durumda I, operatori M), , den M, ye smrhdir.

Uyar1 4.3 s = oo olmasi durumunda Sonug 4.6, Guliyev vd. (2011) tarafindan
ispat edilmigtir. Ayrica yine s = oo olmasi durumunda Lemma 4.2 ve Teorem 4.3

Guliyev (2013a) tarafindan ispat edilmigtir.
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5. BAZI UYGULAMALAR

Bu boéliimde Teorem 3.2, Teorem 3.3, Teorem 4.2 ve Teorem 4.3’ ii Marcinkiewicz

operatoriine ve bazi analitik yar1 gruplarin kesirli kuvvetlerine uygulayacagiz.

5.1 Marcinkiewicz Integral Operatdrii

Marcinkiewicz integral operatorii ilk olarak Marcinkiewicz (1938) tarafindan

z € [0, 27]

() @) = /|F(m+t)+F(;—t)—2F(x)|dt |

xT

bi¢iminde tamimlanmigtir, burada F' (x) = / f (t) dt bigiminde tanimhidir.

0

Sl = {x € R" : |z| = 1}, R" de do Lebesgue olgiisii ile donatilmig birim kiire
olmak iizere €2’ nin asagidaki kogullar1 sagladigini kabul edelim:

(a) 2, R™\ {0} iizerinde sifirmc1 dereceden homojen bir fonksiyondur.

(b) ©2, S™ ! iizerinde sifir ortalama degerine sahip, yani

T

ST/IQ(QJ’)da(:L"):O, v

z|

saglanir.

(¢) Q € Lip, (S*1), 0 < v < 1, yani herhangi bir 2/ ve 3 € S"! igin

Q(z") — Q)| < Cla" =y
olacak sekilde C' > 0 vardir.

(d) Q € Ly (S"1) dir.

1958 yilinda Stein, Marcinkiewicz integralini n-boyutlu Oklid uzayinda
1/2

o) () = / Fos ()P



olarak tanimlamistir, burada

bicimindedir.

Stein (1958), Zygmund (1944)” un elde ettigi sonuclarin benzerini n-boyutlu Oklid

uzayina asagidaki teoremle genigletmigtir.

Teorem 5.1 f € L,(R"), 1 < p < 2 ve Q yukarida verilen (a) — (d) kosullarim
saglasin. Bu durumda

(1) po(f) hemen her yerde sonludur.

(17) Egerl <p < 2ise [|uo(f)llr, @) < Ap [ fll7, @0 saglanr.

(i) Eger p = Liseher A > Oicin A {z € R : puqg(f)(x) > A} < C'| f| 1, @n) saglanr
(Stein 1958).

i Marcinkiewicz integral operatoriiniin sinirliligl konusu yogun bir sekilde caligil-

maktadir (bakimiz: Lu vd. (2006), Stein (1970, 1993), Torchinsky ve Wang (1990)).

Torchinsky ve Wang (1990) ju , Marcinkiewicz integral operatoriinii

1/2
dt
3

oD@ = | [ P 1)@
0
seklinde tanimladilar, burada

FoadD)@) = [ |Q(”“°—‘y>f<y>dy

T — y‘nflfa
lz—y|<t

bicimindedir.

1o Marcinkiewicz integral operatoriiniin komiitatorii



ile tanimlanir, burada

Qz —y)

|z —y|"!

%Mmm—!/ b(x) — b)) () dy

le—y|<t
bicimindedir.

Benzer sekilde, pq , Marcinkiewicz integral operatoriiniin komiitatori

1/2
dt
NQ,ab /|F9atb |2

ile tanimlanir, burada

FooasD) = [ )~ bl )

lz—y|<t

bicimindedir.

H uzaymi H = {f : ||[f|| = ([ |f(®)|*dt/t?)/* < oo} ile tammlayalim, bu durumda

0
po(f)(x) = ||Fa:(f)(z)| oldugu aciktir. Genellestirilmis Minkowski esitsizliginden,

1/2
2z — )| dt 2z — y)|
N < [ | [ G| <o [ Sl
R™ z—y|
elde edilir. Boylece, pg, (1.4) kogulunu saglar.
Benzer sekilde genellestirilmis Minkowski esitsizliginden,
1/2
dt |
— dy < C d
po ol /u e W / 2wy

z—y|

elde edilir. Boylece, piq , (1.5) kosulunu saglar.

Torchinsky ve Wang (1990), g nin p > 1igin L, (R") tizerinde ve p = 1 igin L; (R")
den WL, (R") e siurh oldugunu, pg ,, nin ise p > 1 igin L, (R”) den L, (R") e ve
p = 1icin L; (R") den WL, (R") e smirh oldugunu gostermiglerdir. Bu durumda
Teorem 3.2, Teorem 3.3, Teorem 4.2 ve Teorem 4.3’ den asagidaki yeni sonuglari

elde ederiz.
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Sonug 5.1 Q € L,(S"), s> 1,50 € R"vel <p < occolsun. s < p, p# 1,
icin (¢q, ¢y) ¢ifti (3.11) sartim ve 1 < p < s igin (¢, p,) ¢ifti (3.12) sarti saglasin.
Ayrica, Q yukarida verilen (a) — (¢) kogullarim saglasin. Bu durumda g, operatorii
p > 1igin LMI;{fOOl} den LMI;%OQ} ye ve p =1 igin LMffOOl} den WLMl{‘rO} ye sinirhdir.

P2

Sonug 5.2 Q€ L,(S"!), 1 < s < oo vexg € R olsun. O<a<n, 1<p<Zve

% — 2 olsun. s < picin (py, ¢,) ¢ifti (3.18) sartim ve ¢ < s i¢in (¢, ¢,) cifti

SR

(3.19) sartim saglasin. Ayrica, (2 yukarida verilen (a) — (¢) kogullarii saglasin. Bu
durumda g , operatorii p > 1 icin LM,;{?I} den LMq{fO(;} ye ve p = 1 igin LMl{f;Ol}
den WLMS%) ye simirhdur.

Sonug 5.3 Q€ L, (S"1),s>1, 20 R, 1 <p< ooolsun. b € CBMOE?/\} (R™),
é — pil + p% ve 0 < A\ < % olsun. s* < p icin (¢,, p,) cifti (4.3) sartmi ve p; < s icin
(1, p5) cifti (4.4) sartim saglasin.Ayrica, 2 yukarida verilen (a) — (¢) kosullarim

saglasm. Bu durumda jug, ;, operatorii LML} den LML} ve siirhdir.

Sonug 5.4 Qe L,(S" 1), 1<s<ooveryeER"olsun. 0 <a<n,1<p< -,
{zo} mn 11 _ 1 1 1 _1_ « 1 1 o
bECBMOpZS\(R ),OS)\< E,I—D—p—l—f—p—wE—E—;Veq—l—p—l—zolsun.
s < picin (i, ) cifti (4.7) sarti ve g1 < s icin (i, y) cifti (4.8) sartim saglasin.
Ayrica, 2 yukarida verilen (a)—(c) kogullarim saglasm. Bu durumda g, ., , operatorii

LMI;{ff ?p]; den LM,%OQ} ye sinirhdir.
5.2 Baz1 Analitik Yar1 Gruplarin Kesirli Kuvvetleri

Bu kesimde, 6nceki boliimlerde adi gegen teoremleri (Teorem 3.3 ve Teorem 4.3)
Riesz potansiyeli tarafindan iistten sinirlanan cesitli operatorlere uygulayacagiz.
L, Ly (R™) iizerinde x, y € R™ ve her ¢t > 0 igin

lz—y[2

C
i ()| < e (5.1

tL analitik yar1 grubu

Gaussian iist sinir kogulunu saglayan p; (z,y) gekirdekli bir e~
tarafindan iiretilen bir lineer operator olsun, burada c¢; ve ¢o; x, y, t den bagimsiz

pozitif sabitlerdir.
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0 < o < n icin, L operatoriiniin L~ 2 kesirli kuvvetleri

. 17 dt
L 2f(x)= et (x =
P =g [
0
ile tanimlanir.
Belirtmeliyiz ki, R™ tizerinde L = —A Laplace operatérii ise bu durumda L~ 2, pek

¢ok alanda 6nemli roller oynayan I, Riesz potansiyelidir.

Sonug 5.5 (5.1) kosulu saglansimn. Ayrica 1 < p < o0, 0 < a < 5 % = 1—1) — 2 ve
(¢, 0,) cifti (3.18) kosulunu saglasin. Bu durumda L™2, p > 1 icin L M};{fgl} den
LM;@OQ} ye ve p =1 i¢in LM fffl} den WLM(}%OQ} ye siirhdir.

L var1 grubu, (5.1) kosulunu saglayan p; (z,%) ¢ekirdegine sahip oldugu

ispat. e
icin

L3 f ()] S Lo (If]) ()

esitsizligi saglanir (bakimz: Duong ve Yan 2004). Boylece Teorem 3.3’ den

1275 £ty S M D gegr S 160t -

elde ederiz. m

b € L' (R™) olmak iizere, b ve L™ 2 tarafindan iiretilen komiitator

(o3

b, L73]f (&) = b(x) L5 f (x) — L% (bf) ()

ile tanumlanir.

Chanillo (1982), 1 < p < 2, 1 =1 _ 24 0 < a < n oldugunda [b,1,] f =

a’ g P n
bl,f — I, (bf) komiitatoriiniin L, (R") den L, (R™) e smrh olmasi icin gerek ve
yeter sartin b € BMO (R") oldugunu gostermisgtir. Daha sonra Duong ve Yan
(2004), Chanillo (1982)’ nun sonucunu genisleterek b € BMO (R") iken [b, L™%]
komiitator operatoriiniin 1 < p < =, % = }D —2ve 0 < a < nigin L,(R") den
L,(R™) e smirh oldugunu gostermislerdir. Bu durumda Teorem 4.3’ den agagidaki

sonucu elde ederiz.
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Sonug 5.6 (5.1) kogulusaglansm. Ayrica0 <a <n,1<p<?2,be CBMO;;?)\} (R™),
0<A<i, % = pil+pi2, % = 1%—%Veqi1 = pil—%ve (1, p9) Gifti (4.7) sartin

saglasin. Bu durumda [b, L~ %] operatorii LM, 2’0}1 den LMq{fDOz} ye stirhdir.
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6. TARTISMA VE SONUC

Harmonik analizde, klasik operatorlerin cgesitli fonksiyon uzaylarindaki esitsizlik-
lerinin galigmalar: ¢ok onemli bir yer tutmaktadir. M, ) (R") Klasik Morrey u-
zaylar1, ikinci dereceden eliptik kismi diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerinin lokal
davramglarim aragtirma ¢aligmalarinda Morrey (1938) tarafindan ortaya konulmus-
tur. Morrey uzaylar1 Lebesgue uzaylarinin bir uzantisi olarak degerlendirilecegin-
den klasik operatorlerin simirhliklarinin Morrey uzaylarinda aragtirilmas: oldukca
dogal ve énemlidir. Morrey uzaylarinda kesirli integral operatoriiniin (Riesz Potan-
siyeli) simirlihg Adams (1975) tarafindan galisilmigtir. Chiarenza ve Frasca (1987)
Hardy-Littlewood maksimal operatorii, kesirli integral operatorii ve singiiler in-
tegral operatorlerinin Morrey uzaylarinda sinirliligini gostermistir. Bu sonucglar daha
sonra ¢esitli uzaylara genigletilmigtir. M, , (R™) genellestirilmis Morrey uzaylarinda
Mizuhara (1991), Nakai (1994) ve Guliyev (1994) gibi aragtirmacilar Riesz potan-

siyeli, maksimal ve singiiler integral operatorlerinin sinirhligini elde etmislerdir.

Lineer ve altlineer operatorler ve bunlarin komiitatorlerinin sinirhihigir kismi tiirevli
denklemler teorisinde siireksiz katsayil eliptik ve parabolik denklemlerin ¢oziim-
lerinin 6n (apriori) esitsizliklerinin elde edilmesinde ¢nemli bir yer tutmaktadir
(6rnegin bakimz: Guliyev ve Softova 2013, 2015). Calderén-Zygmund operator-
lerinin komiitatorleri ikinci mertebeden eliptik kismi diferensiyel denklemlerin ¢oziim-
lerinin diizgiinliigii caligmalarinda 6énemli bir rol oynamaktadir. Bu tezin temel
amac1 genellestirilmis Morrey uzaylarini da kapsayan genellestirilmis lokal Morrey
uzaylarinda kaba cekirdekli konvoliisyon tipli altlineer operatorlerin simirliligini in-
celemek ve kaba ¢ekirdekli konvoliisyon tipli lineer o-peratorlerin komiitatorleri igin
C' BMO tahminlerini verebilmektir. Tezde, Guliyev tarafindan verilen ispat yontemi
kullanilarak, genellestirilmis LMé,ﬂO}lokal Morrey uzaylarinda kaba cekirdekli be-
lirli altlineer operatorlerinin ve bunlarin komiitatorlerinin simirlilign hakkinda yeni
sonuglar elde edilmistir. Biitiin durumlarda T, To.o, Tap ve Tap,e operatorlerinin
sinirhilik kogullarinda ¢, ve ¢, fonksiyonlarinin monotonlugu ile ilgili herhangi bir

kabul yapilmayip sadece (i, ¢,) nin Zygmund tipli bir integral egitsizligini sagladig
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kabul edilmigtir.

Elde edilen sonuclar 6zet olarak soyledir:

1. Guliyev (2013b) tarafindan elde edilen sonuglarin genellegtirilmesi olarak, kaba
gekirdekli Calderén-Zygmund singiiler integral operatorii tarafindan iiretilen ve (1.4)
kosulunu saglayan T, kaba cekirdekli altlineer operatoriiniin p > 1 icin LM;;OI}
genellestirilmis lokal Morrey uzayindan bir diger LMI%;} genellegtirilmis lokal Mor-
rey uzaymna ve p = 1 igin LMi{fpol} uzayimdan WLMI{’ZOQ} zay1f uzayma simirliliginin
saglanmasi icin (i, ¢,) fonksiyon c¢ifti iizerinde yeterlik sartlar: bulunmustur.

2. Guliyev (2013a) tarafindan elde edilen sonuglarin genellestirilmesi olarak, kaba
gekirdekli kesirli integral operatorleri tarafindan iiretilen ve (1.5) kogulunu saglayan

Tq,. potansiyel tipli kaba cekirdekli altlineer operatoriiniin 0 < a@ < n, 1 < p <

q < o0, % — % = 2 igin L]\/[I;{fpol} genellegtirilmis lokal Morrey uzayimndan bir diger
LM(}{,ZOZ} genellestirilmig lokal Morrey uzayma ve 1 < ¢ < oo, 1 — % = 2 j¢in LMl{fpol}

uzayindan WLMq{prQ} zayif uzayma siirliigimin saglanmasi igin (@, ¢,) fonksiyon
cifti tizerinde yeterlik sartlar1 elde edilmistir.

3. Guliyev (2013b) tarafindan elde edilen sonuglarin genellegtirilmesi olarak, b €
CBM O]{);Ef/\} (R™) olmak iizere b ve Tq tarafindan iiretilen Tq, komiitatér oper-
atoriiniin 1 < p < oo, % = pil + p% iken LM;;{fi ?p}l genellestirilmis lokal Morrey uzayin-
dan bir diger LM;7Q;°2} genellestirilmis lokal Morrey uzayina smirliliginin saglanmasi
icin (¢, 9) Gifti tizerindeki yeterlilik sartlar: belirlenmigtir.

4. Guliyev (2013a) tarafindan elde edilen sonuglarin genellestirilmesi olarak, b €
CBM OI{)ZJO/\} (R™) olmak tizere Tq 5 o komiitator operatoriiniin 1 < p < oo, ]l) = p%—i—p%,
% = ]l)— o, qil = pil — 2 iken LMgi fp}l genellestirilmis lokal Morrey uzaymdan bir diger
LM(}%OQ} genellegtirilmis lokal Morrey uzayma sinirlihigimin saglanmasi igin (¢, ¢5)
cifti tizerinde yeterlilik sartlar1 elde edilmistir.

5. Elde edilen sonuglarin bir uygulamasi olarak Marcinkiewicz operatoriiniin ve bazi

analitik yar1 gruplarin kesirli kuvvetlerinin sinirhihigi verilmistir.
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