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X bos olmayan bir kiime olmak iizere X {izerindeki tiim kismi doniisiimlerin
klimesini PTy ve tim (tam) doniistimlerin kiimesini Ty ile gosterelim. O zaman, PTy
ve Ty kiimeleri doniisiimlerin bileske islemi ile birer yarigrup olup bu yarigruplara
sirasiyla, kismi doniigiimler yarigrubu ve (tam) doniisiimler yarigrubu denir. Y, X in
bos olmayan bir alt kiimesi ve bir @ € PTy icin Xa = im(a) = {xa : x € X} olmak
uzere

TX,Y) = {a€eTy:XacV}
PT(X,Y) = {a€PTy:Xa<SY}ve
FIX,Y) = {a€eTXY):Xac<cYa}

kiimeleri de doniistimlerin bileske islemi ile birer yarigruptur.

Bu ¢alismada, yakin zamanda T(X,Y), PT(X,Y) ve F(X,Y) alt yarigruplarin
inceleyen bazi ¢alismalar derlenerek, 6zellikle bu alt yarigruplarin doguray kiimeleri
hakkinda elde edilen baz1 sonuglar sunulmustur.

Anahtar Kelimeler: Doniisiim yarigruplari, doguray kiimesi, rank
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Onto a non-empty set X, denote the set of all partial transformations by PTy
and the set of all (full) transformations by Tx. Then, PTy and Ty are semigroups with
function composition and these semigroups are called partial transformations
semigroup and (full) transformations semigroup, respectively. Let Y be a non-empty
subset of X and Xa = im(a) = {xa : x € X} for any @ € Py. Then, the sets

TX,Y) = {a€eTy:XacV}
PT(X,Y) {a € PTy : Xa S Y} ve
F(X,Y) {a eTX,Y): Xa S Ya}

are also semigroups with function composition.

In this paper, the studies which study the subsemigroups T(X,Y), PT(X,Y)
and F(X,Y) were compiled, and especially some results about the generator sets of
these subsemigroups were informed.

Key Words: Transformation semigroups, generator set, rank
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1.GIRIS Siilleyman AKSOY

1. GIRIS

1950 li yillarin sonunda cebirin bash basina bir alt dali haline gelen yarigrup
teorisi giinlimiizde de popiiler bir ¢alisma alanidir. Her sonlu yarigrup sonlu bir
doniisiim yarigrubuna gomiilebileceginden doniisiim yarigruplari ve bu yarigruplarin
doguray kiimeleri yarigrup teorisinde onemli bir yere sahiptir. Daha Once birgok
doniistim yarigrubunun doguray kiimeleri Uzerine ¢alisilmis, ranklar1 ve idempotent
ranklar1 bulunmustur.

X bos olmayan bir kiime olmak tizere X Uzerindeki tim kismi doniistimlerin
kiimesini PTy ve tum (tam) donisiimlerin kiimesini Ty ile gosterelim. PTy ve Ty
kiimeleri doniisiimlerin bileske islemi ile birer yarigrup olup bu yarigruplara
sirasiyla, kismi doniistimler yarigrubu ve (tam) doniistimler yarigrubu denir. Y, X in
bos olmayan bir alt kiimesi ve bir « € PTy i¢in Xa = im(a) = {xa : x € X} olmak

uzere

T(X,Y) = f{a€Ty:XaCVY}
PT(X,Y) = {a€PTy:Xa<VY}ve
F(X,Y) = {a€T(XY):XaCYa}

kiimeleri de doniistimlerin bileske islemi ile birer yarigruptur.
Bu ¢alismada, yakin zamanda T(X,Y), PT(X,Y) ve F(X,Y) alt yarigruplarini
inceleyen bazi ¢alismalar derlenerek, 6zellikle bu alt yarigruplarin doguray kiimeleri

hakkinda elde edilen baz1 sonuglar sunulmustur.



1.GIRIS Siilleyman AKSOY




2.TEMEL TANIM ve TEOREMLER Suleyman AKSOY

2. TEMEL TANIM ve TEOREMLER

Bu bolimde, tez boyunca gerekli olacak bazi 6n bilgiler verilecektir.

2.1. Yangruplar

Tanim 2.1.1. S bos olmayan bir kiime olmak iizere S X S den S ye taniml1 herhangi
bir fonksiyona S Uzerinde bir ikili islem denir. o, S Uzerinde bir ikili islem olmak

Uzere (S,o) ikilisine de bir grupoid denir.

Tanmm 2.1.2. o, § f{izerinde bir ikili islem olmak {izere eger o islemi birlesme

ozelligini sagliyorsa, diger bir ifade ile, Vx,y,z € S igin

(xoy)oz=x0(yoz)

oluyorsa (S§,0) ikilisine bir yarigrup denir.
(§,°) bir yarigrup ise (xoy)oz veya xo(yoz) yerine sadece xyz

yazilabilir. Ayrica, n € N ve her x € S igin

n tane

yazilir.

Tammm 2.1.3. S bir yarigrup olsun. Vx,y € S i¢in xy = yx oluyorsa S ye bir
degismeli yarigrup denir.

Tamm 2.1.4. S bir yarigrup olmak iizere Vx € S i¢in zx = z olacak sekilde bir
z € S varsa z ye S nin bir sol sifir elemani denir. Benzer sekilde, S nin bir sag sifir
eleman: da tanimlanabilir. Eger bir z € S hem sol hem de sag sifir eleman ise z ye S

nin bir sifir eleman: denir.
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Onerme 2.1.5. S bir yarigrup olmak iizere S nin sifir elemani varsa bu eleman tektir.

Ispat: z ve 7, S yarigrubunun iki sifir elemani olsun. z bir sifir eleman oldugundan
zz' = z ve benzer sekilde, z' bir sifir eleman oldugundan zz’' = z' olup buradan

z = 7' oldugu elde edilir. m

Bu teklikten dolayi, S yarigrubunun bir sifir elemani varsa bu eleman 0 ile

gosterilir.

Tanim 2.1.6. S bir yarigrup olsun.
1) Eger Vx,y € S icin xy = x oluyorsa bu yarigruba sol sifir yarigrubu denir.
i) Eger Vx,y € S icin xy = y oluyorsa bu yarigruba Sag sifir yarigrubu denir.
i) Eger Vx,y € S i¢in xy = z olacak sekilde bir z € S varsa bu yarigruba sifir

yarigrubu denir,

Tamm 2.1.7. S bir yarigrup olsun. Eger Vx,y € S i¢in xyx = x oluyorsa bu

yarigruba dikdortgensel band denir.

Tamim 2.1.8. S bir yarigrup olmak iizere Vx € S i¢in ex = x olacak sekilde bire € S
varsa e ye S nin bir sol birim elemani denir. Benzer sekilde, S nin sag birim elemant
da tanimlanabilir. Eger bir e € S, hem sol hem de sag birim eleman ise e ye S nin bir

birim elemani denir.

Onerme 2.1.9. S bir yarigrup olmak iizere S nin birim eleman: varsa bu eleman

tektir.

Ispat: e ve e’, S nin iki birim eleman1 olsun. e bir birim eleman oldugundan
ee’ = e' ve benzer sekilde, e’ bir birim eleman oldugundan ee’ = e olup buradan

e = e’ oldugu elde edilir. m
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Bu teklikten dolayi, S yarigrubunun bir birim elemani varsa bu eleman 1 veya

15 ile gosterilir.

Tamim 2.1.10. Birim elemani olan bir yarigruba monoid denir. Ayrica, S bir yarigrup

olmak Uizere

51—{ S, 1€eSise
“Su {1}, 1¢Sise

kiimesi Vx,y € St igin

Xy, x#1, y+1lise
) x, y = lise
Xy = y, x = 1lise
1, x=y=1ise

seklinde tanimlanan ikili iglem ile bir monoid olur. Bu monoide gerekli ise S ye birim

eleman eklenerek elde edilen monoid denir.

Tamm 2.1.11. S bir monoid olmak lizere Vx € S i¢in xx™! = x"1x = 1 olacak

sekilde bir x~1 € S varsa S ye bir grup denir.

Tamim 2.1.12. S bir yarigrup ve T, S nin bos olmayan bir alt kiimesi olsun. Eger
VYa,b € T igcinab € T ise T ye S nin bir alt yarigrubu denir ve T < S ile gosterilir.

Tamim 2.1.13. S bir yarigrupve T < Solsun.T <K <SikenyaK=TyadaK =S

olmak zorunda ise T ye S nin bir maksimal alt yarigrubu denir.

Tamim 2.1.14. S bir yarigrup ve @ # I € S olsun. Eger Va € [ ve Vs € S igin sa € |
oluyorsa I ya S nin bir sol ideali denir. Benzer sekilde sag ideal tanimlanabilir. Eger
I, S nin hem sol hem de sag ideali ise I ya S nin bir ideali denir ve T < S ile

gosterilir.
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Tamm 2.1.15. S bir yarigrup ve e € S olmak iizere eger e? = e oluyorsa e ye S nin
bir idempotent eleman: denir. S yarigrubunun tim idempotent elemanlarinin kiimesi

E(S) ile gosterilir.

Tanim 2.1.16. S bir yarigrup olsun.

1) S, sifir elemani olmayan bir yarigrup ise ve S nin kendisi disinda bagka bir
ideali yoksa S ye bir basit yarigrup denir.

i) S, sifir elemanli ve en az iki elemani olan bir yarigrup olmak (zere
§% = {st: s,t € S} # {0} ve S nin {0} ve kendisi disinda baska bir ideali yoksa S ye
bir 0-basit yarigrup denir.

Onerme 2.1.17. Sifir elemanli bir S yarigrubunun 0-basit olmast igin gerek ve yeter

kosul Va € S — {0} igin SaS = S olmasidir.

Ispat: Howie (1995), Proposition 3.1.1°¢ bakiniz.m

Bu 6nermeden su 6nemli sonuca variriz: Bir S yarigrubunun 0-basit olmasi
icin gerek ve yeter kosul Va,b € S —{0} igin xay = b olacak sekilde x,y € S

elemanlarinin var olmasidir.

Tamim 2.1.18. TUm elemanlar1 idempotent olan bir yarigruba band denir. Ayrica,

degismeli bir banda da yarilatis denir.

Tammm 2.1.19. S, sifir elemanli bir yarigrup olsun. Eger bir s € S igin s™ =0 ve
s™~1 = 0 olacak sekilde bir m tamsayisi varsa s elemanma bir nilpotent eleman ve

m tamsayisina da s nin indeksi denir.
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2.2. Homomorfizmler

Tamm 2.2.1. S ve T iki yarigrup olmak tizere

Va,b€eSicin(ab)e = (a)p(b)e

olacak sekilde bir ¢:S — T fonksiyonu varsa bu fonksiyona S den T ye bir
homomorfizm denir.

Ayrica, bire-bir bir homomorfizme monomorfizm, 6rten bir homomorfizme
epimorfizm, hem bire-bir hem de 6rten bir homomorfizme izomorfizm, S den S ye bir
homomorfizme endomorfizm ve S den S ye bir izomorfizme de otomorfizm denir.

S ve T gibi iki yarigrup arasinda bir izomorfizm varsa S ile T izomorfiktir

(izomorftur) denir ve bu durum S = T seklinde gosterilir.
Tamim 2.2.2. S ve T iki yarigrup ve ¢:S — T bir homomorfizm olmak (izere
im(p) =S¢ = {xp : x € S}
seklinde tanimlanan kiimeye ¢ nin gorintl kiimesi ya da S nin ¢ altindaki goriintiisii
denir. im(¢), T nin bir alt yarigrubudur. Ayrica, ¢ bir monomorfizm ise S ile im(¢p)
izomorfiktir.
Tamm 2.2.3. S ve T iki yarigrup ve ¢:S +— T bir homomorfizm olmak Uizere
Ker(p) ={(x,y) : xp =y¢; x,y €S}
seklinde tanimlanan kiimeye ¢ nin ¢ekirdek kiimesi denir. Diger bir ifade ile; Ker(¢)

klimesi, ¢ altinda goriintiisii esit olan S yarigrubunun elemanlariyla olusturulan tim

ikililerin kimesidir.
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2.3. Bagintilar, Denklik Bagimtilar1 ve Kongrianslar

Tamim 2.3.1. X ve Y bos olmayan iki kiime olmak iizere

XXY={xy):xeX,yeY}

kiimesine X ile Y nin kartezyen ¢arpimi denir. Ayrica, X X Y nin her bir alt kimesine
de X ten Y ye bir bagint: denir. Ozel olarak, X ten X e bir bagintiya X lizerinde bir
baginti denir ve X kiimesi Uzerindeki tim bagmtilarin kiimesi B (X) ile gosterilir.

@ ve Ay=1x = {(x,x):x € X} kiimesi de X iizerinde birer bagintidir. Bu

bagintilara sirasiyla bos baginti ve birim bagint: denir.
Tamim 2.3.2. Va, f € B(X) icin
af ={(x,y):3dze€ Xicin (x,z) € ave (z,vy) € B}
seklinde tanimlanan isleme bagintilarin bileske igslemi denir. B(X) bu islem ile bir
yarigruptur. Bu yarigruba X Uzerindeki bagintilar yarigrubu denir. Ay, bu isleme

gbre B(X) in birim eleman1 olup B(X) ayn1 zamanda bir monoiddir.

Tamm 2.3.3. «, X lizerinde bir bagint1 olmak tizere

Dom(a) = {x:3yeXicin(x,y) € a}
im(a)=Xa = {y:3xeXicin(x,y) € a}
xa = {y: (xy)€a}

seklinde tanimlanan Dom(a), im(a) ve xa kiimelerine sirasiyla a nin tanim kiimesi,

a min gortintii kiimesi Ve x elemammnin «a altindaki goriintii kiimesi denir. Ayrica,

at={xy): (nx)€a}
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seklinde tammlanan a~! bagintisina da « nin tersi denir. Dikkat edilirse

i) Va,f,0 €B(X) icin a<p ise Dom(a) € Dom(B), im(a) S im(p),
atcplvead cpo,
i) Va € B(X)icin(a™H)™! =aq,

iii) VYay,ay, ..., an, € B(X) icin, (aqay - ay) ™t = apt - ay;la;?!

oldugu kolayca goriiliir.

Tamim 2.3.4. a € B(X) olmak Uzere Vx € X icin |[xa| < 1 ise a ya X Uzerinde bir
kismi doniisiim denir. Eger Vx € X icin |xa| =1 ise a ya X lzerinde bir (tam)
dontisiim denir. a € B(X) bir kismi dontisim ve (x,y) € a ise xa = {y} yerine

xa =y yazilir. Bu durumda

Dom(a) = {x:3qyeXicinxa =y}
im(a) =Xa = {y:3xeXicinxa =y}

seklinde de ifade edilebilir. Ayrica, |im(a)| = |Xa| sayisina a doniisiimiiniin ranki

denir ve rank(a) seklinde gosterilir.

Tamm 2.3.5. a € B(X) olsun.
i)  AxC aise a ya yansiyan baginti denir.
i) a7l = aisea yasimetrik bagint: denir.
iii) a? S aise a ya gecismeli bagint1 denir.

iv) aa”! C Ay ise a ya ters simetrik bagint1 denir.

Bu o6zelliklerden ilk {igiinli saglayan bir bagintiya da X Uzerinde bir denklik

bagntisi denir.

Tamim 2.3.6. «, X iizerinde bir denklik bagintisi olmak iizere x € X igin
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xa={y: (x,y) € a}

kiimesine x in denklik sinifi denir. Ayrica, a nin tim denklik siniflarindan olusan

X/a ={xa:x € X}

kiimesine de X in «a ile olusturulan bolum kiimesi denir.

Onerme 2.3.7. a, X iizerinde bir denklik bagintis1 ve xa, ya € X/a olmak (izere ya

xaNya =@ yadaxa = ya seklindedir.

Ispat: Karakas (2008), Ders 1, Teorem 1’¢ bakiniz. m

Tamm 2.3.8. a, X iizerinde bir denklik bagintisi olmak iizere Vx € X i¢in x — xa
seklinde tanimlanan a*: X — X/a doniisimii 6rten bir doniisiim olup bu doniisiime

X Uzerindeki dogal doniisiim denir.

Tamim 2.3.9. X ve Y bos olmayan iki kiime ve ¢: X — Y bir doniisiim olmak Uzere

Ker(p) = oo™t ={(x,y): xp =yp; x,y € X}

seklinde tanimlanan bagint1 X iizerinde bir denklik bagintis1 olup bu bagintiya ¢ nin

¢ekirdegi denir.

Tamm 2.3.10. X bos olmayan bir kiime ve R, X iizerinde bir bagint1 olsun. R i
iceren tum denklik bagmtilarinin kesisimi de bir denklik bagintist olup bu denklik
bagintisina R tarafindan dogurulan denklik bagintis1 denir ve R€ ile gosterilir. Diger
bir ifade ile, herhangi bir R bagmtisim1 igeren en kiigiik denklik bagintisina R

tarafindan dogurulan denklik bagintist denir. Ayrica,

10
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i) R=0iseR®=Ay,
i) R bir denklik bagintis1 ise R¢ = R ve
i) R¢=(R1)°

olur.

Tamim 2.3.11. X bos olmayan bir kiime ve R, X Uzerinde bir yansiyan baginti olsun.

Ax < R oldugundan

R = AyR < R?
R? = AyR%* C R®

olur. Buradan benzer sekilde devam edilirse
RS R*CR3..

oldugu elde edilir. Bu bilgiden hareketle, X Uzerinde R* bagintisi

R = UR"

nezt

seklinde tanimlanir.

Onerme 2.3.12. X bos olmayan bir kiime ve R, X iizerinde bir yansiyan bagmt:

olmak lzere R, X Uzerinde R yi igeren en kiigiik gegismeli bagintidir.
Ispat: Howie (1995), Lemma 1.4.8’¢ bakiniz. m
Onerme 2.3.13. X bos olmayan bir kiime ve R, X iizerinde herhangi bir bagint1 ise

R® =(RURTUA)®

11
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olur.

Ispat: Howie (1995), Proposition 1.4.9’a bakiniz.m

Tammm 2.3.14. S bir yarigrup ve R, S ilizerinde bir bagint1 olsun. Vs €S ve
(x,y) ER i¢in eger (sx,sy) € R oluyorsa R ye sol wuyumlu baginti, eger
(xs,ys) € R oluyorsa R ye sag uyumlu baginti denir. Hem sag uyumlu hem de sol
uyumlu bir bagmtiya da wyumlu baginti denir. Diger bir ifade ile
V(x,y),(x,y") € Rigin (xx',yy") € R oluyorsa R uyumlu bir bagint1 olur.

Tamim 2.3.15. Sol uyumlu bir denklik bagintisina sol kongrians, sag uyumlu bir
denklik bagmtisina sag kongriians ve hem sol uyumlu hem de sag uyumlu bir

denklik bagintisina da kongruans denir.

Tamim 2.3.16. S bir yarigrup olmak tizere a, S izerinde bir kongrlians ve S/a, S nin

« ile elde edilen bolum kimesi olsun. Vxa, ya € S/a igin

(xa)(ya) = (xy)a

seklinde tanimlanan islem altinda S/a bir yarigrup olur. Bu yarigruba S nin « ile

elde edilen boliim yarigrubu denir.

Onerme 2.3.17. S ve T iki yarigrup ve @:S — T bir homomorfizm olmak tizere

Ker(p) = {(x,y) : xp =yp; x,y €S}

S tizerinde bir kongriianstir.

Ispat: Howie (1995), Theorem 1.5.2’ye bakiniz. m
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Teorem 2.3.18. (1. izomorfizm Teoremi) S ve T iki yarigrup ve ¢:S — T orten bir

homomorfizm ise S/Ker(¢) = T olur.

Ispat: Howie (1995), Theorem 1.5.2’ye bakiniz. m

Tamim 2.3.19. S bir yarigrup ve R, S lizerinde bir baginti olmak iizere

R¢ = {(xay,xby) : (a,b) ER, x,y € S}

seklinde tanimlanan R¢ kiimesi, S yarigrubu zerinde R yi iceren en kugik sol ve

sag uyumlu bagintidir. Ayrica, Q da S Uizerinde bir baginti1 olmak Uzere
) RC Q= R°cCQ-
i) (R =R,
i) (RUQ)°=RUQCve
iIv) R bir kongriians ise R = R

seklindedir.

Tamm 2.3.20. S bir yanigrup ve R, S iizerinde herhangi bir bagint1 olmak {izere S
yarigrubu Uzerinde R yi iceren tim kongriianslarin kesisimi de bir kongriians olup bu
kongriiansa R tarafindan dogurulan (liretilen) kongriians denir ve R* ile gosterilir.

Bu tanimdan anlasilacag iizere R*, R yi iceren en kiigiik kongriianstr.

Teorem 2.3.21. S bir yarigrup ve R, S iizerinde bir bagimnt: ise R* = (R¢)€ dir.

Ispat: Howie (1995), Proposition 1.5.8’¢ bakiniz. m
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2.4. Green Denklik Bagintilar

Tanmim 2.4.1. S bir yarigrup ve a € S olmak (izere

Sla = {sa:seS}
aSt = {as:s € S'}ve
SlaSt = {sat:s,t €S}

kiimelerine sirasiyla S nin a tarafindan dogurulan (Uretilen) sol ideali, sag ideali ve
iki tarafli ideali denir. Bu kiimeler ayn1 zamanda, sirasiyla, S nin a elemanini igeren

en kiglk sol ideali, sag ideali ve iki tarafli idealidir.

Tammm 2.4.2. S bir yarigrup olsun. S nin ayni sol idealini iireten elemanlarla
olusturulan tiim ikililerin olusturdugu bagntiya sol-Green bagintisi (L-Green), ayni
sag idealini iireten elemanlarla olusturulan tiim ikililerin olusturdugu bagintiya
sag-Green bagintist (R-Green) ve aymi iki tarafli idealini ireten elemanlarla
olusturulan tiim ikililerin olusturdugu bagintiya da Green bagintisi (J-Green) denir.

Buna gore

L ={(x,y) € SxS: Stx = Sly},
R ={(x,y) € 5xS: xSt = yS1} ve
J ={(x,y) € 5xS: SxS! = Stys1}

seklinde olup bu bagintilarin her biri bir denklik bagintisidir.

Onerme 2.4.3. S bir yarigrup ve s, t € S olsun.
i) sLt<s=xtvet = ysolacak sekilde x,y € St vardur.
ii) sRt & s =txvet = sy olacak sekilde x,y € ST vardur.

iii) sJt © s = xtx' ve t = ysy' olacak sekilde x,x’,y,y" € S* vardur.

Ispat: Howie (1995), Proposition 2.1.1°¢ bakiniz. m
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Onerme 2.4.4. Bir S yarigrubu iizerindeki £ -Green ve R-Green bagintilar1 bileske

islemine gore degismeli, yani £ e R = R o L seklindedir.

Ispat: Howie (1995), Proposition 2.1.3’¢ bakiniz. m

Tamim 2.4.5. Herhangi bir S yarigrubu iizerindeki £-Green ve R-Green bagintilari

ile S lizerinde tanimlanan H = £ N R bagintisina H -Green bagintis: denir.

Tamim 2.4.6. Herhangi bir S yarigrubu iizerindeki £ -Green ve R-Green bagintilarini

iceren S iizerindeki en kiiglik denklik bagintisina D-Green bagintist denir. Buradan

D=(LUR)E

oldugu kolayca gorulur.

Onerme 2.4.7. Herhangi bir S yarigrubu iizerindeki £, R ve D-Green bagintilari igin
D = LoRolur.

Ispat: Howie (1995), Corollary 1.5.12 ve Proposition 2.1.3’den kolayca goriilir. m
Tamim 2.4.8. S bir yarigrup ve a € S olsun. a nin S iizerinde tanimh H, £, R, D
ve J-Green bagntilart altindaki denklik siniflari, sirasiyla H,, Ly, Ry, D, Ve ], ile
gosterilir. Ayrica, S yarigrubunun bu denklik bagmtilari ile olusturulan bolim
kiimeleri, sirasiyla S/H, S/L, S/R, S/D, S/J seklinde gosterilir.

S yarigrubu tlizerindeki Green bagintilar1 arasinda

HeLRcDCJ

iligkisi vardir. Ayrica, D-Green bagmtisinin tanimindan dolayr herhangi a,b € S

elemanlari i¢in
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L,NR,=H,SL,R,<SL,UR, S D, Ve

an@LaﬂRbiQ)@LbﬂRai@

oldugu da kolayca gorulebilir.

Onerme 2.4.9. G bir grup olmak (izere G (izerindeki Green bagmtilar1 igin
H=L=R=D=J=GXGolur.

Ispat: G = G ve V(a,b) € G X G i¢in G = Ga = Gb = aG = bG oldugundan

(b)) ELR=GCXGCESLRESGXG=L=R=GXG

olur. Ayrica, H=LNR=GXG Vve GXG=L=RCDCSJCSGXG
oldugundan H = L =R =D = J = G X G oldugu elde edilir. m

Onerme 2.4.10. Bir S degismeli yarigrubu iizerindeki Green bagmtilar1 igin
H=L=R=D=Jolur.

Ispat: V(a,b) € J igin S'aS* = S1bS? oldugunu biliyoruz. Ayrica,

St=181csistc st =51t =41

ve S degismeli oldugundan aS* = S'a ve bS* = S1b olup

StasSt = 51pSt = SiSla =SS = Sla=S'b=>alb=J<S LS J

oldugu ve buradan da £ = J oldugu elde edilir. Benzer sekilde R = J oldugu da

kolayca gosterilebilir. Buradan X =L NR =L ve D =(LUR)¢ = L? =L olup
H =L=R=D=J oldugu elde edilir. m
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Teorem 2.4.11. (Green Teoremi) S bir yarigrup ve a, b € S olsun.

i) aRb ise As,s’ € St icinas = b ve bs' = a olup

Ps
Ps:Lg— Ly, x >Xxs

Psr ,
PsiiLp — Ly, y—ys

seklinde tanimlanan pgve ps, doniisiimleri birbirinin tersi olan iki bire-bir ve 6rten
doniistimdiir. Ayrica pg, L, daki her bir H-sinifin1 L, de bu H-siifinin bulundugu
R-sinifindaki H -smifina esler. Benzer sekilde, ps, de L, deki her bir H-sinifini L,
da bu H -simifinin bulundugu R-smifindaki H -sinifina esler.

ii) alb ise 3t,t' € Sticinta = b vet'b = aolup

pl
AR, — Ry, x> tx

Aer
Ao iRy — R, y—t>t’y

seklinde tanimlanan A, ve A;, doniistimleri birbirinin tersi olan iki bire-bir ve Orten
doniistimdiir. Ayrica A, R, daki her bir H -sinifin1 R, de bu H -sinifinin bulundugu
L-siifindaki H -sinifina esler. Benzer sekilde, A;, de R;, deki her bir H-sinifin1 R,
da bu H -smifinin bulundugu L-simifindaki H -sinifina esler.

Ispat: Howie (1995), Lemma 2.2.1 ve 2.2.2’ye bakiniz. m

Onerme 2.4.12. S bir yarigrup ve a, b € S icin aDb ise |H,| = |Hp| olur.

Ispat: Howie (1995), Lemma 2.2.3’¢ bakiniz. m

Teorem 2.4.13. H, S yarigrubunda bir H-sinifi ise ya HXNH = @ ya da H> = H
olur. Eger H? = H oluyorsa H, S nin bir alt grubudur.

Ispat: Howie (1995), Theorem 2.2.5’¢ bakiniz. m
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Sonug 2.4.14. S bir yarigrup ve e, S de bir idempotent eleman ise H,, S nin bir alt
grubudur. Ayrica, S yanigrubunun hicbir H-smifi birden fazla idempotent eleman

iceremez. m

2.5. Regulerlik ve Tersinir Elemanlar

Tamim 2.5.1. S bir yarigrup ve a € S olsun. Eger 3x € S igin axa = a oluyorsa a ya
regller eleman denir. Tiim elemanlar regiiler olan bir yarigruba da regiiler yarigrup

denir.

Onerme 2.5.2. S bir yarigrup ve a € S regiler eleman ise Vx € L, ve Vx € R, da

regulerdir.

Ispat: a € S regiiler ve b € L, olsun. Bu durumda axa=a, yp=a ve za=b

olacak sekilde x € S ve y,z € St var olup

b = za = z(axa) = (za)x(yb) = b(xy)b

esitligi elde edilir. xy € S oldugundan b de regulerdir. Benzer sekilde Vx € R, nin

da regiiler oldugu gosterilebilir. m

Bunun bir sonucu olarak, a € S reguler ise Vx € D, regllerdir. Bu durumda

D, ya reguler D-sinifi denir.

Onerme 2.5.3. Regiiler bir D-smifindaki her bir £-sinifi ve her bir R-smufi en az bir

idempotent eleman igerir.

Ispat: Howie (1995), Proposition 2.3.2’ye bakiniz. m

Onerme 2.5.4. S bir yarigrup ve e € S bir idempotent eleman ise e, L, nin bir sag

birim elemani ve R, nin bir sol birim elemanidir.
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Ispat: Howie (1995), Proposition 2.3.3’¢ bakiniz. m

Tamm 2.5.5. S bir yarigrup ve a € S olmak lzere axa = a ve xax = x olacak
sekilde x € S varsa a ya bir tersinir eleman, x e de a nin bir tersi denir. a nin tim

terslerinin kiimesi V (a) ile gosterilir. Buna gore

V(a) ={x €S :axa=a, xax = x}

seklindedir.

Gruplarda her elemanin bir ve yalniz bir tersi vardir. Yarigruplarda ise bir
elemanin bir veya birden ¢ok tersi olabilecegi gibi higbir tersi de olmayabilir.
Ormnegin, bir dikdortgensel band icin herhangi bir eleman diger tiim elemanlarin
tersidir. Sifir yarigruplarda ise 0 elemanin tersi kendisi, yani 0 olup diger
elemanlarin tersi yoktur. Daha genel bir 6rnek verecek olursak; idempotent eleman

ayni zamanda kendisinin tersidir.

Onerme 2.5.6. S bir yarigrup ve a € S olsun. a nin bir tersinin olmasi igin gerek ve

yeter kosul a nin regiiler olmasidir.

Ispat: a € S regiiler ise 3x € S icin axa = a olup esitligin her iki tarafin1 sagdan ve

soldan x ile carpar ve islemlere devam edersek
a=axa = xax = xaxax = x(axa)xax = (xax)a(xax)
oldugu elde edilir. Ayrica,
a = axa = (axa)xa = a(xax)a
olup buradan xax € S elemaninin a nin bir tersi oldugu sonucuna variriz.

Diger taraftan, a € S tersinir ise 3x € S i¢in axa = a ve xax = x olup a

regulerdir. m
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Teorem 2.5.7. S bir yarigrup, D bir reguler D-sinifi ve a € D olsun.

i) Egera’ € V(a)ise a’ € D olur ve iki #-smifi, R, N L,, ile L, N Ry, sirasiyla
idempotent olan aa’ ve a’a elemanlarini igerirler.

i) Bir b €D igin R, NL, ve L, N R, sirasiyla e ve f idempotent elemanlarini
iceriyorsa Oyle bir a* € Hy, vardir ki aa* = e, a*a = f ve a*, a nin tersidir.

1) Hic bir H-smift a nin birden fazla tersini igeremez.
Ispat: Howie (1995), Theorem 2.3.4’¢ bakiniz. m

Onerme 2.5.8. S regiiler bir yarigrup ve a, b € S olsun.
i) alb & a’'a = b'b olacak sekilde a’ € V(a) ve b’ € V(b) vardur.
i) aRb < aa’ = bb’ olacak sekilde a’ € V(a) ve b’ € V(b) vardir.
iii) aHb < a'a=>b'bveaa’ = bb' olacak sekilde a’ € V(a) ve b’ € V(b)

vardur.
Ispat: Howie (1995), Proposition 2.4.1’¢ bakiniz. m
2.6. Doguray Kiumeleri
Tamim 2.6.1. S bir yarigrup ve X, S nin bos olmayan bir alt kiimesi olsun. S nin X
kiimesini igeren tum alt yarigruplarinin kesisimi de bir alt yarigrup olup bu alt

yarigruba S nin X tarafindan dogurulan (Uretilen) alt yarigrubu denir ve (X) ile

gosterilir.

(X)=ﬂ{T:X§TSS}

Tanimdan da anlasilacag gibi (X), X kiimesini iceren en kicik alt yarigruptur.
Eger X = {xy,x,, ..., x,} seklinde sonlu bir kiime ise (X) yerine (xy,x,,...,x,)

yazilir.
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Eger (X) = S oluyorsa X e S nin bir doguray (Urete¢) kiimesi, X in her bir
elemanina S nin bir doguray: (Ureteci) ve S ye de X tarafindan dogurulan (Uretilen)
yarigrup denir. Buna ek olarak; eger S = (xq, x5, ..., X,) IS S Yye sonlu dogurayli

yarigrup Ve 0zel olarak S = (x) ise S ye monojenik (tek dogurayli) yarigrup denir.

Onerme 2.6.2. (X), X (izerindeki tiim sonlu ¢arpimlardan olusur. Diger bir ifade ile

(X)={x1x, - x, i nELY; x1,%5, ..., X € X}

seklindedir.

Ispat: T = {x;x, - x, : n € Z%; x4, %5, ..., X, € X} olsun. T nin X i iceren en kiigciik
alt yarigrup oldugunu gostermeliyiz.
x,y € T olsun. Bu durumda x = x;x, -** x,, V€ y = Y1V, - ¥, olacak sekilde
m,n € Z* ve X1, X2, o X V1, Va2, s Yn € X vardir. Buradan
Xy = X1Xp - XyV1V2 - Yo € T Olup T, X i iceren bir alt yarigruptur. Dolayisiyla da
(X) € T olur.
Diger taraftan, Vx x5 - x, € T i¢in xq, x5, ..., x, € X, X S (X) ve (X) bir alt
yarigrup oldugundan x;x, ---x, € (X) olup buradan T S (X) oldugu elde edilir.

Boylece T = (X) oldugu gosterilmis olur. m

Ozel olarak, X = {x} ise (x) = {x™:n € Z*} olur. Buradan da kolayca
goriilebilecegi gibi, S = (x) sonsuz elemanli bir monojenik yarigrup ise ({x),)

yarigrubu ile (Z*, +) yarigrubu izomorfik olur.

Teorem 2.6.3. S bir yarigrup ve bir a € S i¢in (a) sonlu elemanli bir monojenik

yarigrup ise

m

(a) ={a,a?, ...,a™ a™, ...,a™" 1} ve @™t = g™
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olacak sekilde m,r € Z* vardir. Ustelik m,r € Z* bu sekildeki en kiiciik pozitif
tamsayilar olmak tizere herhangi 1 <i,j<m+r—1 ve i #j tamsayilar igin

at # a’ dir.

Ispat: (a) sonlu oldugundan

I={x€Z*:3yeZ vex # yicina* = a”}

kiimesi bos degildir. Ayrica @ = I € Z* olup I kiimesinin bir en kiigiik elemani

min(/) = m vardir. O zaman

J={x€Zt: a"=a™*}cZt

kiimesi de bos olmayip bir en kii¢iik eleman1 min(J) = r vardir. Simdi de

M ={a,ad? ..,a™ a™, .., am" 1}
kiimesini ele alalm. Oncelikle 1 <i,j<m+7r—1 ve i #j tamsayilarn icin
a' # a’ oldugunu gosterelim.
Kabul edelim ki i <j ve a‘ =a’ olsun. O zaman i,j € I olup m €I en
kiclk eleman oldugundan i =m +p ve j=m+ q olacak sekilde Ip,q € Z*
vardir. Ayrica, i <j oldugundan p <q ve j<m+r—1 olup q <r olmaldir.

Buradan

aq—p+m — aq—pam — aq—pam+r — aq+mar—p — ap+mar—p — am+r — am
olup g —p €] olur. r €] en kuglk eleman oldugundan r < g —p olup r <gq

oldugu elde edilir. Bu durum g < r olmasi ile gelisir. O zaman a‘ # a’ olmalidr.

Son olarak (a) = M oldugunu gostermeliyiz.
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Vi<i<m+r—1 icin a‘ € (a) olup M S (a) oldugu elde edilir. Diger

taraftan, a® € (a) ve m + r < k olsun. Bélme algoritmasindan

k—m=sr+tve0<t<r-—1

olacak sekilde s € Z* ve t € Z* U {0} tamsayilar1 var olup

k _ ,m+sr+t m+ra(s—1)r+t — ama(s—l)r+t — ... m+t

a a =a =a

oldugu elde edilir. t <r —1 oldugundan m+t <m+7r —1 olup a®* = a™** e M

ve buradan da (a) S M olur. Boylece (a) = M oldugu gosterilmis olur. m
Tamm 2.6.4. Yukaridaki teoremde bahsi gegen m € Z* sayisina a nin indeksi ve
r € Z* sayisina da a min periyodu denir. Bu durumda S = (a) monojenik yarigrubu

M,, ,- seklinde gosterilir.

Teorem 2.6.5. S bir yarigrup olmak tizere bir a € S igin a nin indeksi m ve periyodu

rolsun. 0 < k,l < r — 1 tamsayilari

m+ k = 0 (modr)
m+ 1 =1 (modr)

olacak sekildeki iki tamsay1 olmak {izere

Ka — {am' am+1' . am+r—1}

kiimesi r elemanli, birim elemanm1 a™** olan ve a™*! tarafindan dogurulan bir

devirli gruptur. (Bu gruba (a) monojenik yarigrubunun ¢ekirdegi denir.)
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ispat: ¢:K,+— Z/r, a' — i seklinde tanimlanan ¢ fonksiyonu bir izomorfizm

olup (K,,’) = (Z/r, +) oldugundan (K_,") bir devirli gruptur. Ayrica,

(@Yo =m+k=0
(@™Hp=m+1=1

oldugundan a™**, (K,,") nin birim eleman1 ve a™*! de (K,,") nin dogurayidir. m
Tamm 2.6.6. S, sonlu dogurayli bir yarigrup olsun. S nin en kiciuk elemanl bir
doguray kiimesinin eleman sayisina S nin yarigrup ranki denir ve rank(S) ile
gosterilir. Diger bir ifade ile,

rank(S) = min{|X]| : $ = (X) ve X sonlu}

pozitif tamsayisina S nin yarigrup ranki denir. Monoid ranki ve grup rank: da benzer

sekilde tanimlanir.

Tamim 2.6.7. S bir yarigrup olmak tizere A € E(S) ve S = (A) olacak sekilde bir A

klimesi varsa S ye idempotent dogurayl yarigrup ve

idrank(S) = min{|A| : A S E(S) ve S = (A)}

pozitif tamsayisina da S nin idempotent ranki denir.

Onerme 2.6.8. S ve T iki monoid olmak lzere 15, 1 sirastyla S ve T monoidlerinin

birim elemanlari ve X, Y de sirasiyla S ve T monoidlerinin doguray kiimeleri ise

Z={(x1r):x €XjU{(15y):y €Y}

kiimesi de S X T monoidinin bir doguray kiimesidir.
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Ispat: (s,t) ESXT igin s=x.x,-x,, Ve t=y,y,y, olacak sekilde

X1 X, e, Xy € X V@ Y1,Y5, ..., Y € Y vardir. Buradan

(1, 1) - (o 12) (L, y1) -+ (Lg, V) = (X1 X, Y1YV2 -+ V) = (S, 8)
olup (Z) = § x T oldugu elde edilir. m
Sonug 2.6.9. S ve T sonlu dogurayli iki monoid ise S X T de sonlu doguraylidir. m

Onerme 2.6.10. S sonlu dogurayli bir yarigrup ve X, S nin herhangi bir doguray
kiimesi olsun. O zaman S nin, X in bir alt kiimesi olan sonlu bir doguray kiimesi

vardir.

Ispat: Y = {y,,v,, ..., ¥}, S nin bir sonlu doguray kiimesi olsun. X, S nin herhangi
bir doguray kiimesi oldugundan Vy; €Y (i € {1,2,...,n}) ic¢in y; = x; x;, =~ x;,

olacak  sekilde  x;,x;), ..., %;

. EX ve [k €Z" vardr. O zaman
l

Z= Uii1{xi1'xi2' ""xik-} kimesi X in sonlu bir alt kimesidir ve
L

S =(Y) S (Z) € (X) = Soldugundan S = (Z) dir. m
2.7. Baza Doniisiim Yarigruplar:

Tammm 2.7.1. X bos olmayan bir kiime olmak iizere X Uzerindeki tim (tam)
doniistimlerin kiimesi Ty ve tim kismi doniistimlerin kiimesi PTy ile gosterilir. Ty ve
PTy kimeleri, doniisiimlerin bileske islemi ile birer yarigrup olup bu yarigruplara
sirasiyla (tam) doniisiimler yarigrubu ve kismi doniistimler yarigrubu denir.
Ayrica, Ty < PTy oldugu aciktir.

Ozel olarak; X, n elemanl1 sonlu bir kiime ise Ty ve PTy yerine sirasiyla T,, ve

PT,, yazilir.
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Tanim 2.7.2. X, ={1,2,..,n} kimesi (zerindeki tim bire-bir ve o&rten
dontistimlerin (permiitasyonlarin) kiimesi S,,, doniisiimlerin bileskesi islemi ile bir
grup olup bu gruba n-inci simetrik grup (permttasyonlar grubu) denir.

S, nin, grup teoride Ustlendigi role benzer bir rolii, yarigruplarda T, Ustlenir.
Bu yiizden sonlu yarigruplarin yapisini anlamak igin T, yarigrubunu incelemek
onemlidir.

Herhangi bir yarigruptan (tam) dondsiimler yarigrubuna olan bir
homomorfizme o yarigrubun temsili denir. Eger bu temsil ayn1 zamanda bire-bir ise
bu temsile glvenilir temsil denir.

Gruplardaki Cayley teoreminin benzeri olan asagidaki teorem, her yarigrubun
(tam) dontsiimler yarigrubunun bir alt yarigrubuna izomorfik oldugunu
sOylemektedir. Bu teoremle birlikte (tam) doniisiimler yarigrubunun, yarigrup

teorisindeki 6nemi daha da belirgin hale gelmektedir.

Teorem 2.7.3. Kardinalitesi n olan her sonlu yarigrup T,, veya T,,, in bir alt

yarigrubuna izomorfiktir.
Ispat: Ganyushkin ve Mazorchuk (2009), Theorem 2.4.3’e bakiniz. m
Onerme 2.7.4. Va, 8 € PT, i¢in Dom(ap) S Dom(c) olur.
Ispat: Ganyushkin ve Mazorchuk (2009), Exercise 2.1.4’e bakiniz. m
Teorem 2.7.5. a, B € PT,, olmak lizere

i) im(aB) € im(B),

ii) Ker(a) € Ker(ap)

olur.

Ispat: a, B € PT,, olmak iizere

im(ap) = (im(a))B € (X,)B = im(B)
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olup sonug agiktir. Diger taraftan, V(x, y) € Ker(a) i¢in

xa =ya = (xa)p = (ya)p = x(ap) = y(ap)
olup buradan da Ker(a) < Ker(af) oldugu elde edilir. m

Herhangi bir a € T, icin Ker(a) nin bir denklik bagintis1 oldugunu biliyoruz.

1 seklinde

im(a) ={ay,a,,...,a,} olmak dUzere i=1,..,r icin A; =aa”
tanimlanan A; kimeleri, Ker(a) nin denklik simiflaridir. Béylece X, nin, Ker(a)
denklik bagmtisina gore pargalanisi {A;,A4,, ..., A} olur. Buradan hareketle, her

a € T,, donilistimii i = 1, ..., 7 icin A;a = q; seklinde ya da

az(Al A, .. A

veya kisaca a =
a a .. a a

i

seklinde gosterilebilir.
Benzer sekilde, a € PT,, kismi donisimi de im(a) = {aq,a,, ...,a,},

i=1,..,ricin 4; = q;a™ ! ve X,\ Ul_; 4; = A;,, olmak tizere

o= (A1 o Ay Ar+1> veya a = <121 Ay .. 127«) veya kisaca @ = <121)

al e ar - 1 az e T i
seklinde gosterilebilir.

Tamim 2.7.6. X,, = {1,2, ..., n} kiimesinin bir pargalanis1 {44, 4,, ..., A} olmak Uzere
i =1,..,ricin bir tek a; € A; segilerek olusturulan T = {a4, a,, ..., a,} kiimesine

{A;, A,, ..., A} nin bir transversali denir.
Onerme 2.7.7. Bir a € T,, déniisiimiiniin sag sifir eleman olmast igin gerek ve yeter

kosul |[im(a)| = 1 olmasidir. Dolayisiyla da T;, nin n tane sag sifir elemani vardr.

Ancak, n > 1 i¢in T,, nin sol sifir eleman1 yoktur.
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Ispat: (=) a € T, bir sag sifir eleman olsun. O zaman Vp € T,, ve Vx € X,, i¢in

(x)Ba = (x)a olur. Ozel olarak B = (12 ...n) € T, icin de bu esitlik gecerli olup

(Dpa=Da= 2)a=1Da
(2)Ba = (2)a = (3)a = (D«

M)Ba = (N« :> MDa =ma
ve buradan da
MDa=R)a=-=Mna
oldugundan |im(a)| = 1 oldugu elde edilir.

(<) |im(a)| =1 olsun. O zaman, Vx,y € X,, icin (x)a = (y)a olup
VB €T, ve Vx € X,, igin

()Ba = ((x)B)a = (x)a

oldugundan « bir sag sifir elemandir.

Ayrica, |X,| =n oldugundan |im(a)| =1 olacak sekilde n tane farkli
doniistim var olup T, nin n tane sag sifir elemani vardir.

n>1 a €T, ve (1)a =k € X, olsun. @ nin bir sol sifir elman olmasi i¢in
VB €T, ve Vx € X,, icin (x)af = (x)a olmast gereklidir. n > 1 olup (k)B # k
olacak sekilde bir § € T, vardir ve x = 1igin

(Dap = (k) #k = (Da

olacagindan a bir sol sifir eleman olamaz. m
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Onerme 2.7.8. a € T,, nin bir idempotent eleman olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

Vx € im(a) icin (x)a = x olmasidir.

Ispat: (=) a € T,, bir idempotent eleman ve x € im(a) olsun. O zaman 3y € X,,

icin (¥)a = x ve a idempotent eleman oldugundan Vz € X,, icin (z)a? = (z)a olup

a = (a)a=)a®=a=x

oldugu elde edilir.
(=) a €T, Vx€im(a) icin (x)a =x ve z € X, olsun. (2)a € im(a)

oldugundan

(2)a? = ((2)a)a = (2)a
olup a bir idempotent elemandir. m

Teorem 2.7.9. Herhangi «, § € PT,, doniisiimleri igin
i) aflp e im(a)=im(pB),
i) aR B < Ker(a) = Ker(B) ve Dom(a) = Dom(f),
i) a DB = |im(a)| = [im(B)],

seklindedir.

Ispat: Ganyushkin ve Mazorchuk (2009), Theorem 4.5.1’¢ bakiniz. m

Teorem 2.7.10. Herhangi a, 8 € T,, doniisiimleri igin
i) alpf < im(a) =im(B),
i) aRpB < Ker(a) = Ker(B) ve
i) aDp < |im(a)| = [im(B)|

seklindedir.
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Ispat: Ganyushkin ve Mazorchuk (2009), Theorem 4.5.1°¢ bakiniz. m
Onerme 2.7.11. T, bir regiiler yarigruptur.

Ispat: Ganyushkin ve Mazorchuk (2009), Theorem 2.6.3’e bakiniz. m
Onerme 2.7.12. Ty bir regiiler yarigruptur.

Ispat: Clifford ve Preston (1961), sayfa 33’e bakiniz. m

Tamm 2.7.13. Eger bir x € X,, icin xa = x ise x € a nin bir sabit noktas: denir ve

tim sabit noktalarin kiimesi
Fix(a) = {x € X,;:xa = x }

seklinde gosterilir. Aksi halde, sabit olmayan nokta denir ve tim sabit olmayan

noktalarin kiimesi
Shift(a) = {x € X,;: xa # x}
seklinde gosterilir.
Tanim 2.7.14. n,r > 2 tamsayilar i¢in a € S,, ve Shift(a) = {iy, ..., i} olsun. Eger
LA =iy, i, = i3, ..., L1 =1, Ve ,a = 4
ise a ya bir r—devir denir ve a = (i;i,:-i,) seklinde yazilir. Ayrica
1 — devirler, Vi € X, icin () =1y, seklinde yani

M=2)==Mn) = 32) seklinde tanimlidir. Uzunlugu 2 olan bir devire,

yani bir 2 — devire, bir transpozisyon denir.
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Teorem 2.7.15. Va € §,, permiitasyonu transpozisyonlarin bir carpimi seklinde

yazilabilirdir.

Ispat: Rotman (1995), Theorem 1.3’¢ bakiniz. m

Teorem 2.7.16. n>2ve a=(12),=(12 .. n) €S, olmak Uzere S, = {(a,B)

olur.

Ispat: Howie (1995), 1.9 EXERCISES 6’ya bakiniz. m

Tanim 2.7.17. n,r > 2 tamsayilar i¢in a € T,, ve Shift(a) = {iy, ..., i} olsun. Eger

ila = iz, iza = i3, ...,ir_la = iT’ i-,-a = iT+1 ve ir+1a = i'f'+1

ise @ = ||i;iy ... i, || seklinde yazilir.

Teorem 2.718. n>2, a=(12), =12 ..n) ve 6 =]12| olmak Uzere
T, = (a, 8, 0) olur.

Ispat: Howie (1995), 1.9 EXERCISES 7’ye bakiniz. m

Teorem2.7.19.n>2,a=(12), =(12 .. n), 0 =||12]| ve

olmak tzere PT,, = (a, 8,0, €) olur.

Ispat: Howie (1995), 1.9 EXERCISES 13’¢ bakiniz. m
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2.8. Tersinir Yarigruplar

Tersinir yarigruplar ilk olarak Vagner (1952, 1953) ve (birbirinden bagimsiz
olarak) Preston (1954a,b,c) tarafindan c¢alisilmistir. Vagner tersinir yarigruplar
‘genellestirilmis gruplar’ olarak adlandirdi ve bu ifade bir¢ok yil Rus yazininda kabul
edildi. Her iki durumda da diisiincenin temeli, bir kiime iizerindeki bire-bir kismi
dontistimlerin olusturdugu yarigruplar1 c¢aligmakti ve elde edilen ilk sonug¢ (grup
teorisinde yer alan Cayley teoremine benzer sekilde), her tersinir yarigruptan bire-bir
kismi doniistimlerin tersinir yarigrubuna bir guvenilir temsilin var oldugunu belirten
temsil teoremidir. Bu 6nemli sonug Vagner-Preston teoremi olarak bilinir.

Tersinir yarigruplarin tanimin1 vermeden once 6n hazirlik olarak birkag tanim
verecegiz.

(G, ,u), birim elemanil olan bir grup olsun. Bu grubu ii¢ isleme sahip olarak

da diisiinebiliriz. Bu islemler; a,a™,b e G olmak iizere

i) ikili islem (Binary operation): 4 :(a,b) ab
i) Tekli islem (Unary operation): ar>a ™"

i) 0-11 islem (0-ary operation): a+>1
seklindedir. Bu durumda G grubu (G, z,* 1) seklinde ifade edilebilir.

Tamm 2.8.1. (S,,u) bir yarigrup olsun. Eger Va e S igin (a')': a olacak sekilde

bir ar>a' tekli islemi varsa S yarigrubuna bir U-yarigrubu denir ve (S,y,') ile

gosterilir. Her yarigrubun bir U-yarigrup olarak diisiiniilebilecegi olduk¢a agiktir
(a'=a olarak alinabilir).
Yukaridaki gibi tanimlanan tekli islem ile ikili islem bir¢ok durumda birbirini

etkilemektedir. Bu etkilesimler ¢alisildiginda yeni kavramlar ortaya ¢ikmistir. Bir S,

U-yarigrubu iizerinde yapilan bu ¢alismalardan bir tanesinde a' genel olarak a™ ile

gosterilir ve eger
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VaeS$S icin aa'a=a

oluyorsa S ye bir I-yarigrubu denir. Ayrica, S bir | -yarigrup iken a™ de S nin bir

eleman1 oldugundan

olup a*eS, a nm bir tersidir.

Dikkat edilirse, (G, ) grubu bir I-yarigrubudur.
Tamm 2.8.2. (S,,u,‘l) bir I-yarigrup olsun. Eger Va,b € S igin
(aa‘1 Xbb‘l)z (bb‘1Xaa‘1)
oluyorsa S ye bir tersinir yarigrup denir.

Teorem 2.8.3. S bir yarigrup olsun. Asagidakiler birbirine denktir.

) S tersinir yarigruptur.

i) S regiilerdir ve idempotent elemanlar1 degismelidir.

iii) Her L-smifi ve her R-sinifi tam olarak bir tane idempotent eleman igerir.
iv) S nin her elemaninin bir tek tersi vardir.

Ispat: Howie (1995), Theorem 5.1.1’ye bakiniz. m
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3.T(X,Y) ALT YARIGRUBU

X bos olmayan bir kiime ve Y, X in bos olmayan bir alt kiimesi olmak {izere

TX,)Y)={a€Ty:XacV}

klimesinin doniisiimlerin bileske islemi ile Ty in bir alt yarigrubu oldugu agiktir. Bu

bolimde T (X,Y) alt yarigrubu ile ilgili baz1 cebirsel 6zellikler verilecektir.
3.1. T(X,Y) nin Regiilerligi
T(X,Y) nin regiilerligi ile ilgili teoreme gegmeden 6nce asagidakilere dikkat edelim.
i) Eger|Y]| =1iseT(X,Y) tek elemanl olup regiilerdir.
i) Eger Y =X ise T(X,Y) =Ty olup Ty regiiler oldugundan T(X,Y) de
regulerdir.
iii) Eger |X| <2ise|Y|=1veyaY = X olup i) veii) den T(X,Y) regulerdir.
Simdi kullanacagimiz bazi notasyonlart verelim. Bir a € T(X,Y) icin

Xa={x;zi€l}, ;jat=X; (i€el) ve UjgX; =X olacak sekilde bir I indis

kiimesi var olup

seklinde yazilabilir (Clifford ve Preston (1967), sayfa 241°e bakiniz).

Teorem 3.1.1. T(X,Y) nin regiiler olmasi igin gerek ve yeter kosul |Y| =1 veya

Y = X olmasidir.
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Ispat: |[Y| =1 ve Y # X olsun. O zaman a # b olmak lizere a,b €Y ve c€ X \ Y

vardir. Herhangi bir @ € T(X,Y) doniisiimiinii ele alalim. Xa={y;:i€l},
yia™t = X; (i € I) ve Uses X; = X olmak iizere o doniistimiiniin @ = (*7) seklinde
yazilabildigini biliyoruz. Simdi de g = (£*\{9) € T(X,Y) seklinde tammlanan S

dontigiimiinii ele alalim. ¢ € Y oldugundan Vi € I i¢in y; # c olup

=5 ) = ()28

olur. O zaman Va € T(X,Y) icin aff # B olup B € T(X,Y) regiler olmayan bir
elemandir. Dolayisiyla |Y| # 1 ve Y # X iken T(X,Y) regiiler degildir.

Tersinin dogrulugu yukaridaki bilgilerden kolayca gorilebilir. m

Simdi F(X,Y)={a € T(X,Y) : Xa € Ya} kiimesini ele alalim. Dikkat
edilirse, Y€ X olup VB €Ty icin YB S XB oldugundan Va € F(X,Y) icin

Xa €S Ya € Xa olup

FX,Y)={a€eTX,Y): XacSYa}={aeTX,Y): Xa=Ya}
olur. Ayrica bir a € F(X,Y) doniisiimii icin Xa = {y;:i € I}, yja 1 =X; (i €I) ve
Uier X; = X olsun. Xa € Ya oldugundan Vi € I igin z;a = y; olacak sekilde bir
z;€Y wvar olup X;NnY#@ olur. Dolayisiyla «a € F(X,Y) dontsimi

Xa={ypi€l},yjat=X; (€I, Ui X;=X ve Vi €licin X;nY # @ olmak

Uzere
( i)
a
Vi

seklinde yazilabilir.
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Onerme 3.1.2. F(X,Y), T(X,Y) nin bir sag idealidir.

Ispat: Y #0 ve bir a €Y elemam icin sabit doniisiim (ﬁ) € F(X,Y) olup
F(X,Y) # @ olur. Simdi a, f € F(X,Y) alalim. O zaman Xa = Ya olup Xaf8 = Yap
oldugundan aff € F(X,Y) olur. Benzer sekilde fa € F(X,Y) olup F(X,Y) <
T(X,Y) oldugu elde edilir.

Ayrica, « € F(X,Y) ve 8 € T(X,Y) icin Xa = Ya ve buradan Xa6 = Yab
olup @@ € F(X,Y) olur. Dolayisiyla F(X,Y), T(X,Y) nin bir sag idealidir. m

Teorem 3.1.3. F(X,Y), T(X,Y) alt yarigrubunun en genis regiiler alt yarigrubudur.

Ispat: a € F(X,Y) olsun. O zaman Xa ={x;: i €I} =Ya, Ujgx;a”* =X ve

Vi € Iicin x;a™* nY # @ olmak lzere

seklinde yazilabilir. Her bir x; € Ya igin bir d, € x;a~tnY secilirse dy,a = x; Ve
Vx; # x; € Ya igin dy, # d,, olur. Bir k € I secelim ve J = I\{k} olarak alalim. O

zaman {x; : j € J} = Ya\{x;} olup
_ (% X\ ¥}
'8 - <dxj dxk )

seklinde tanimlanan £ doniisimi icin f € T(X,Y) ve affa = a olur. Ayrica,
Xp={d,, :ie€l}< (Ya)B S YB olup B € F(X,Y) oldugundan F(X,Y), T(X,Y)
nin bir regtiler alt yarigrubudur.

Simdi de regiiler olan herhangi bir @ € T(X,Y) elemanin ele alalim. O

zaman 3B € T(X,Y) icin afa = a olup Xa = XaBa = (XaB)a € Ya oldugundan
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a € F(X,Y) olur. Dolayisiyla F(X,Y), T(X,Y) alt yarigrubunun en genis regiiler alt

yarigrubudur. m
3.2. T(X,Y) Uzerinde Green Denklik Bagintilari

Onerme 3.2.1. « € T(X,Y) ve B € F(X,Y) olsun. O zaman Xa € Xf olmas! igin
gerek ve yeter kosul Iy € T(X,Y) icin @ = yB olmasidir.

Ispat: a e T(X,Y) ve B € F(X,Y) icin Xa = {a;:i € I} € {b;:j € J} = XB olsun. O

Zaman

_ al-a_l _ bjﬁ_l
a_( a; >Veﬁ_< b; )

seklinde yazilabilir. B € F(X,Y) olup her bir a € Xa € XB S YB icin a =yp
olacak sekilde 3y € Y vardir. Dolayisiyla y € af~t olup Ynap~t# @ olur.
Simdi Vi € I igin bir d,, €Y N a;B~1 secelim. Bu durumda dq, EY Ve dgf = a;

olup

e
= da
dontisimii i¢in y € T(X,Y) ve a = yB olur.

Tersine, 3y e T(X,Y) icin a =ypB olsun. O zaman Xa = (Xy)B < XB
oldugu aciktir. m

Teorem 3.2.2. a,B € T(X,Y) olsun. aLB olmasi i¢in gerek ve yeter kosul ya
a,BEFX,Y)veXa=Xfyadaa,B & F(X,Y)vea=f olmasidir.

Ispat: a,f € T(X,Y) icin aLB olsun. O zaman a = Af ve = ua olacak sekilde
34, u € T(X,Y)?! vardir. ilk olarak a € F(X,Y) oldugunu kabul edelim. Eger f = a
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isep € F(X,Y) ve Xa =X olur. Eger B # a ise A, u € T(X,Y) olur. Buradan
XB = Xua = (XuM)B < YB olup B € F(X,Y) olur. «a € F(X,Y) ve B = ua olup
Onerme 3.2.1°’den XS S Xa oldugu ve benzer sekilde f € F(X,Y) ve a = A8 olup
Xa € XB oldugu elde edilir. Dolayisiyla Xa = X olur. Simdi de a € F(X,Y)
oldugunu kabul edelim. Eger A, u€T(X,Y) ise Xa=XAB) =XA(ua)) =
(XAuw)a € Ya olup bu durum a € F(X,Y) olmasi ile gelisir. O zaman ya A =1 ya
da ¢ = 1 olmalidir. Dolayisiyla @ = £ olur.

Tersineya a,f € F(X,Y)ve Xa=XB yadaa,f &F(X,Y) ve a = olsun.
Eger a,f € F(X,Y) ve a = f 1ise sonug aciktir. Eger o, f € F(X,Y) ve Xa = X[

ise Onerme 3.2.1°den aLp olacag kolayca gorilebilir. m

Teorem 3.2.3. a, B € T(X,Y) olsun. Ker(f) < Ker(a) olmas igin gerek ve yeter
kosul 3y € T(X,Y) icin a = By olmasidir. Dolayisiyla aRf olmasi i¢in gerek ve
yeter kosul Ker(a) = Ker(f) olmasidir.

Ispat: 3y € T(X,Y) icin a = By ise Ker(B) < Ker(a) oldugu agiktir. Simdi de
Ker(B) < Ker(a) oldugunu kabul edelim. Eger x € Xf ise 3z € X icin x = zf olup

y : X — X doniisiimiinii

_{za, x € Xf ise
V= xB, x & Xp ise

seklinde tanimlayalim. Ker(B) < Ker(a) oldugundan y iyi tammlidir ve y € T(X,Y)
oldugu acgiktir. Her bir x € X icin y = xf € XB olsun. y doniisiimiiniin tanimindan

dolay1 xBy = (xB)y = yy = xa olup @ = By oldugu elde edilir. m

Onerme 3.2.4. a,p € T(X,Y) icin Ker(a) = Ker(B) ise ya a, € F(X,Y) ya da
a,B & F(X,Y)olur.

Ispat: a, 5 € T(X,Y) icgin Ker(a) = Ker(B) olsun. a ¢ F(X,Y) oldugunu kabul
edelim. O zaman (X\Y)a € Ya olup Vy €Y icin x,a # ya olacak sekilde bir
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Xo € X\Y vardir. Buradan Vy € Y icin (x,,y) € Ker(a) olur. Eger B € F(X,Y) ise
XB =YpB olup Iy €Y icin (xy,y) € Ker(B) olur. Bu durum Ker(a) = Ker(B)
olmasi ile geligir. Dolayisiyla § € F(X,Y) olmalidir. m

Teorem 3.2.3 ve Onerme 3.2.4 kullanilarak asagidaki sonuc kolayca elde
edilebilir.

Sonug 3.25. a,B € T(X,Y) olsun. aRB olmasi igin gerek ve yeter kosul ya a, 8 €
F(X,Y) ve Ker(a)=Ker(f) ya da a,f&FXY) ve Ker(a)=Ker(f)

olmasidir.m

Teorem 3.2.2 ve 3.2.3’iin dogal bir sonucu olarak asagidaki teoremi verelim.

Teorem 3.2.6. o, € T(X,Y) olsun. aH' S olmas: igin gerek ve yeter kosul ya
a,BEFX,Y), Xa =XB ve Ker(a) =Ker(B) ya da a,f &€ F(X,Y) ve a=p

olmasidir. m

Teorem 3.2.7 a,B € T(X,Y) olsun. aDB olmasi i¢in gerek ve yeter kosul ya
a,BEFX,Y)ve |Xa| =|XB|yadaa,p & F(X,Y) ve Ker(a) = Ker() olmasidir.

Ispat: aDp olsun. O zaman 3y € T(X,Y) icin aLy ve yRp olur. Eger a € F(X,Y)
ise aLy oldugundan y € F(X,Y) ve buradan da Xy =Yy olur. Ayrica, yRf
oldugundan Ker(y) = Ker(B) ve 31 € T(X,Y)! icin g = yA olur. F(X,Y), T(X,Y)
nin bir sag ideali oldugundan B € F(X,Y) olur. O zaman |Xa| = |Xy|=
|X/Ker(y)| = |X/Ker(B)| = |XB| olur. Diger taraftan, eger a & F(X,Y) ise aly
oldugundan a =y olup buradan (a =y)RB oldugu elde edilir. O zaman
Ker(a) = Ker(f) olup Onerme 3.2.4’ten B & F(X,Y) olur.

Tersineyaa,f € F(X,Y) ve |Xa| = |XB|yadaa,B & F(X,Y) ve Ker(a) =
Ker(B) oldugunu kabul edelim. Eger a,f € F(X,Y) ve |Xa| = |Xp] ise bire-bir ve
orten olan bir 6:XB — Xa doniisimii vardir. = 6 almirsa u € T(X,Y) ve
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Xu=XBO = (XB)O = Xa olur. B € F(X,Y) oldugundan XB € YB olup buradan
Xu=XBOCYBO =Yu ve dolayisiyla da u € F(X,Y) oldugu elde edilir.
a,u € F(X,Y) ve Xu = Xa olup Teorem 3.2.2°den aLu olur. Ayrica, u = 6 ve 6
dontisiimleri bire-bir oldugundan Ker(u) = Ker(B) ve buradan da uRp olur.
Dolayistyla aDf oldugu elde edilir. Diger taraftan, eger «,f € F(X,Y) ve
Ker(a) = Ker(B) ise Sonu¢ 3.2.5’ten aRpB olup R S D oldugundan yine aDf
oldugu elde edilir. =

Onerme 3.2.8. Y € X ve m, X Uzerinde herhangi bir denklik bagimtis1 olsun. Eger
|X/m| = |Y| ise Ker(a) = m ve Xa =Y olacak sekilde bir a« € T(X,Y) dontisimi

vardir.

Ispat: A. H. Clifford ve G. B. Preston (1961), Lemma 2.7’ye bakiniz. m

Onerme 3.2.9. a,f € T(X,Y) olsun. Eger 34 € T(X,Y) ve 3u € T(X,Y)?! icin
a = Apuise | Xa| < |YB]| olur.

Ispat: 31 € T(X,Y) ve 3u € T(X,Y)! icin @ = ABu olsun. O zaman XA € Y olup
XAB € YB ve dolayisiyla |XAS| < |YS]| oldugu elde edilir. Eger u =1 ise a = A8
olup buradan |Xa| = |XAB| < |YB]| olur. Eger u € T(X,Y) ise |Xa| = |X(ABu)| =
|(XAB)u| < |XAB| < |YB| olup buradan |Xa| < |YB]| oldugu elde edilir. m

Teorem 3.2.10. a,B8 € T(X,Y) olsun. aJp olmasi i¢in gerek ve yeter kosul ya
Ker(a) = Ker(B) yada |[Xa| = |Ya| = |YB| = |XB]| olmasidir.

Ispat: a,f € T(X,Y) icin aJB oldugunu kabul edelim. O zaman 3y, A,y 1’ €
TX,Y)licina=yBAve f=y'al’ olur. Egery =1=7y"ise a = A ve f = al’
olacagindan aRf ve dolayisiyla Ker(a) = Ker(B) olur. Eger y € T(X,Y) ya da
Y €T(X,Y) ise 30,0’ € T(X,Y) ve 36,8 € T(X,Y)! icin a = 6BS ve B = d'ad’
oldugu kolayca gorilebilir. Ornegin; y = 1vey' € T(X,Y) isea = Ave f = y'al’
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olup buradan a =A=' ar)A=y'a(A'1) =y (BOAA=y'B(AA'1) olur.
Onerme 3.2.9 kullanilarak |YB| = |Xa| = |Ya| = |XB| = |YB]| oldugu elde edilir.
Dolayisiyla |[Xa| = |Ya| = |YB| = |XB] olur.

Tersine, ya Ker(a) = Ker(B) ya da |Xa| = |Ya| = |YB| = |XB]| oldugunu
kabul edelim. Eger Ker(a) = Ker(p) ise aRf olup R < J oldugundan aJp olur.
Eger | Xa| = |Ya| = |YB| = |XB] ise |X/Ker(a)| = |Xa| = |YB] ve
|X/Ker(B)| = |XB| = |Ya| olup Onerme 3.2.8°den Ker(y) = Ker(a), Xy =Y,
Ker(1) = Ker(B) ve XA =Ya olacak sekilde y,A € T(X,Y) dontisiimleri vardir.
Ker(y) = Ker(a) ve Ker(4) = Ker(B) oldugundan yRa ve AR olup buradan
3y, A € T(X,Y)! icin o =yy' ve B = 21" oldugu elde edilir. Ayrica, Xy =Yp
oldugundan Y8 = {y; : i € I} olmak (izere

y = <)’i)/_1>
Yi

seklinde yazilabilir. Her bir i € I igin bir a; € y;f~'nY # @ secelim ve p": X - X

dontistimiini

;L yiy
d _( aj )

seklinde tanimlayalim. O zaman B’ € T(X,Y) ve y = B'B olur. Benzer sekilde,
XA =Ya oldugundan A = a’'a olacak sekilde Ja’ € T(X,Y) doniisiimiiniin var
oldugu da kolayca gosterilebilir. Dolayisiyla @« = yy' = B'By’ ve B = A" = a'al’
olup aJp oldugu elde edilir. m

Bilindigi tizere, herhangi bir yarigrup iizerinde D € J ve 6zel olarak, Ty
Uzerinde D = J dir. Fakat bu durum T(X,Y) i¢in her zaman dogru olmayabilir.
Bununla birlikte, Teorem 3.2.7 ve 3.2.10’un dogrudan bir sonucu olarak T(X,Y) nin

F(X,Y) alt yarigrubu lizerinde D = J oldugu goriiliir.
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Sonu¢ 3.2.11. a, B € F(X,Y) olsun. T(X,Y) lzerinde aJB olmasi igin gerek ve yeter
kosul T(X,Y) lizerinde aDp olmasidir.

Ispat: o, €F(X,Y) ve T(X,Y) uzerinde aJf olsun. O zaman vya
Ker(a) = Ker(B) ya da |Xa| = |[Ya| = |YB| = |XB]| olur. Eger Ker(a) = Ker(B)
ise | Xa| = |X/Ker(a)| = |X/Ker(B)| = |XB]| olur. Her iki durumda da | Xa| = |XB|
olup Teorem 3.2.7°den aDg olur.

Tersine, a, B € F(X,Y) ve T(X,Y) Uzerinde aDp olsun. Herhangi bir yarigrup

uzerinde D € J oldugundan aJf olur. m

Teorem 3.2.12. Eger Y, X in sonlu bir alt kimesi ise T (X,Y) tzerinde D = J olur.

Ispat: Y, X in sonlu bir alt kiimesi ve a, 8 € T(X,Y) icin T(X,Y) lizerinde aJp
olsun. O zaman ya Ker(a) = Ker(B) ya da |Xa| = |Ya| = |YB| = |XB| olur.
Ayrica, @ € F(X,Y) iken |Xa| > |Ya| olduguna dikkat edelim.

Eger |Xa| = |Ya| ise Y sonlu oldugundan Xa da sonlu olup Xa = Ya ve
dolayisiyla a € F(X,Y) oldugu elde edilir. Eger @ € F(X,Y) ve B ¢ F(X,Y) ise
Xa = Ya fakat | XB| > |YB| olup Ker(a) = Ker(B) olmak zorunda kalir. Bu durum
Onerme 3.2.4 ile celisir. Dolayisiyla ya a,f € F(X,Y) ya da a,f € F(X,Y)
olmalidir. Eger «a,f € F(X,Y) ise Sonug 3.2.11°’den aDp olur. Eger a, 8 € F(X,Y)
ise |Xa| > |Ya| olacagindan Ker(a) = Ker(f) olmak zorunda kalir ve Teorem

3.2.7°den yine aDp olur. Dolayisiyla J € D olup D = J oldugu elde edilir. m

3.3. T(X,Y) nin Maksimal Tersinir Alt Yarigruplari

Bir regiiler yarigruptaki herhangi iki idempotent eleman degismeli ise bu
regiiler yarigrubun bir tersinir yarigrup oldugunu biliyoruz. Eger |Y| = 1 ise T(X,Y)
tek elemanlidir ve bu eleman bir sabit doniisiimdiir. Bu durumda T(X,Y) nin
maksimal tersinir alt yarigrubu yoktur. Dolayisiyla bu bélimde |Y| = 2 oldugunu

kabul edecegiz.
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Tamim 3.3.1. X bos olmayan bir kiime ve Y de X in bos olmayan bir alt kiimesi

olsun. Her bir a € Y icin F, kiimesi
F,={a € F(X,Y):aa = ave a, X\aa ! iizerinde bire — bir}

seklinde tanimlanir. F, kiUmesi (ﬁ) sabit dontisiimiinii iceriyor olup bos kime

degildir.

Teorem 3.3.2. «a € T(X,Y) ve a € Y olsun. a € F, olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

{a} U (X\Y) € aa™?! ve a min Y\aa ™! Uzerinde bire-bir olmasidir.

Ispat: Eger Y = X ise X\Y = @ ve F(X,Y) = Ty olup buradan « € F, olmasi igin
gerek ve yeter kosul a € Ty, {a} S aa™! ve @ nn X\aa™! Uzerinde bire-bir
olmasidir. Simdi de Y # X olmasi durumunu ele alalim. @« € T(X,Y) ve a €Y i¢in
a € F, oldugunu kabul edelim. O zaman a € F(X,Y), aa =a ve a, X\aa™!
lizerinde bire-birdir. Oncelikle (X\Y)a = {a} oldugunu gosterelim. b € (X\Y)a
olsun. O zaman xa = b olacak sekilde bir x € X\Y vardir. @ € F(X,Y) oldugundan
b € (X\Y)a € Ya olur. Buradan 3y € Y i¢cin b = ya olup x,y € ba ! ve x #y
olur. E; nin tammindan b = a olmak zorundadir. Dolayisiyla {a} U (X\Y) € aa™!
ve a, Y\aa~?! lizerinde bire-birdir.

Tersine, {a} U (X\Y) S aa™! ve a nin Y\aa™! lzerinde bire-bir oldugunu
kabul edelim. a € Y ve {a} € aa~! oldugundan a = aa € Ya ve buradan {a} € Ya
oldugu goriiliir. Boylece (X\Y)a = {a} € Ya ve dolayisiyla @ € F(X,Y) oldugu
elde edilir. Y\aa™! = X\aa™?! ve a, Y\aa™! lzerinde bire-bir oldugundan a,

X\aa ™1 Uzerinde de bire-birdir. Dolayisiyla a € F, olur. m

Hatirlanacag lizere, bir @ € Ty doniisiimiiniin idempotent eleman olmasi igin
gerek ve yeter kosul Vx € Xa icin xa = x olmasidir. T(X,Y), Ty in bir alt yarigrubu
oldugundan “a € T(X,Y) elemaninin T (X, Y) nin bir idempotent eleman1 olmasi i¢in

gerek ve yeter kosul Vx € Xa i¢in xa = x olmasidir” sonucuna variriz. Ayrica,
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Teorem 3.3.2°den dolay1 eger a, F, da bir idempotent ise Vx € Y\aa™?! icin xa = x

olur.

Onerme 3.3.3. L, T(X,Y) nin F, € L olacak sekildeki bir regiiler alt yarigrubu ve
a € L\ F, olsun. Bu durumda asagidaki 6nermeler dogrudur.

i)  Idempotent eleman olan 3B € F, icin aLB olur.

i) Eger aa = a ise a, L Uzerinde F, nin hicbir elemaniyla R-Green baglantili

degildir.

Ispat: i) U A4; = X\aa™! olmak (izere

seklinde yaziliyor olsun ve B = {a; : i € I} olmak Uzere B € T(X,Y) doniisiimii

g = (al- X\B)

a; a

seklinde tanimlansin. O zaman £ : X = Y doniisiimii B {izerinde bir birim doniisiim
ve X\B = af~! olur. Buradan B = X\aB~! ve B, X\aB~! = B Uzerinde bire-bir
olur. a € X\B oldugundan a=af €YpB ve {a} S YB olur.B={a;:i€l}CY
oldugundan (X\Y)B < (X\B)B ={a} S YB olup B € F(X,Y) oldugu elde edilir.
Buradan da f € F, oldugu ve dahasi  nin bir idempotent eleman oldugu kolayca
goraldr,

Ayrica, LS F =F(X,Y) alt yangrubu T =T(X,Y) nin bir regiler alt
yarigrubu olup Hall teoreminden £L = LT n (L x L) € LT n (F X F) olur. Burada
(a,b) € LS notasyonu “a = sh ve b = ta olacak sekilde s,t € S vardir” anlamina
gelmektedir. Ayrica Xa = X olup Teorem 3.2.2°den L (zerinde a LS olur.

i) aa = a olmak (zere L Uzerinde 35 € F, icin aRf oldugunu kabul edelim.

O zaman Teorem 3.2.3’ten Ker(a) = Ker(B) ve buradan da aa™! = af~? olur.
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Simdi de x;a = x,a olacak sekilde x;,x, € X\aa™!

Ker(a) = Ker(B) olacagindan x;8 = x,8 olup B, X\af ™! = X\aa™! Ulzerinde

alalim. O zaman (x1,x,) €

bire-bir oldugundan x; = x, olur. Buradan a nin X\aa~?! Uzerinde bire-bir oldugu
elde edilir ve bu durum a € F, olmasi ile ¢elisir. Dolayisiyla @, F, nin hicbir

elemaniyla R-Green baglantili degildir. m
Teorem 3.3.4. F,, T(X,Y) nin bir maksimal tersinir alt yarigrubudur.

Ispat: ilk olarak F, nin T(X,Y) nin bir alt yarigrubu oldugunu gosterelim. a, § € F,
olsun. O zaman a,B € F(X,Y), aa =a=ap ve a ile B swasiyla X\aa™! ve
X\apf~?! uzerinde bire-bir olur. F(X,Y), T(X,Y) nin bir sag ideali oldugundan
af € F(X,Y) olup a(aB) =a ve af nin X\a(aB)™ ! lzerinde bire-bir oldugu
aciktir. Dolayisiyla a8 € F, olur.

Ikinci olarak F, nin T(X,Y) nin bir regiiler alt yarigrubu oldugunu gésterelim.
VYa € F, icin aa = a ve Teorem 3.3.2°den Vx € Ya\{a} icin |xa™t| =1 olur.
{x;} =Ya\{a} ve her i icin x;a ! =y; olsun. O zaman U{y;} = Y\aa™ ! ve

X =Y Uaa~! olmak tizere

- o)
X; a

seklinde yazilabilir. Ayrica, {x;} = Ya\{a} ve A = X\{x;} olmak lizere B € T(X,Y)

doniisimiinii

#=Gi o)

seklinde tanimlayalim. a € A oldugundan a = af € YB olup {a} € YB oldugu elde
edilir. Ayrica x; €Y oldugundan Vx € X\Y ve her i igin x #x; olup
(X\Y)p = {a} € YPB ve dolayisiyla g € F(X,Y) olur. af = a ve B, {a} = X\ap™!
Uzerinde bire-bir oldugundan 8 € F, olur. Dolayisiyla @« = afa oldugu elde edilir.
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Simdi de F, nin tersinir oldugunu gosterelim. Bunun i¢in de F, nin
idempotent olan herhangi iki elemaninin degismeli oldugunu gostermek yeterlidir.
a,B € F, iki idempotent eleman olsun. O zaman Vx € X\aa™?! icin xa = x ve
vx € X\aB~ticin xB = x olur. x, X in herhangi bir eleman1 olsun.

1. Durum: x € X\aa™! ise; o zaman xa = x olur. Eger x € X\apf™?! ise
xf=x olup x(aB)=((xa)B =xB =x=xa=(xB)a=x(Ba) olur. Eger
x € a1 ise xB = a olup buradan da x(af) = (xa)B = xB = a = aa = (xB)a =
x(Ba) oldugu elde edilir. Dolayisiyla a8 = Sa olur.

2. Durum: x € aa~? ise; 0 zaman xa = a olup 1. Durum igin yapilan ispattan
dolay1 aff = fa olur.

Son olarak F, nin maksimal tersinir alt yarigrup oldugunu gosterelim. Bunun
icin F, & L C F(X,Y) € T(X,Y) olacak sekilde T(X,Y) nin tersinir olan bir L alt
yarigrubunun var ve a € L\ F; oldugunu kabul edelim. 8, gorintl kiimesi {a} olan
sabit doniisiim olsun. O zaman £, F, nin bir idempotent eleman1 ve Sa da L nin bir
idempotent elemani olur. faff = B ve L deki herhangi iki idempotent eleman
degismeli oldugundan B = Baf = BBa = fa ve aa = (af)a = a(fa) =af =a
olur. L regiiler oldugundan a = aa’a olacak sekilde 3a’ € L var olup L (zerinde
aRaa’ ve aa', L nin bir idempotent eleman: olur. Simdi y = aa’ olarak alalim. O
zaman Onerme 3.3.3’ten y € L\F, ve idempotent eleman olan 3¢ € F, icin yLo
olmalidir. Bir yanigruptaki her idempotent eleman, kendisinin bulundugu L£-Green
smifinda bir sag birim eleman oldugundan y = yo = oy = o € F, olur. Bu durum

y & F, olmasi ile ¢gelisir. Dolayisiyla L = F, olur. m

Sonug 3.3.5. F, = {a € Ty : aa = ave a, X\aa ! lizerinde bire — bir} kiimesi Ty

in bir maksimal tersinir alt yarigrubudur.
Ispat: Y =X almwrsa TXY)=Ty=FX,Y) ve F,={a€Ty:aa=

a ve a, X\aa ! iizerinde bire — bir} olup Teorem 3.3.4°ten E,, Ty in bir maksimal

tersinir alt yarigrubu olur. m
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Teorem 3.3.6. X bos olmayan herhangi bir kiime ve Y, X in |Y| = n olacak sekildeki

bos olmayan bir alt kiimesi olsun. O zaman her bir a € Y igin |F,| = ¥"=3 r! (";1)2

olur.

Ispat: a €Y ve a € F, olsun. Teorem 3.3.2’den Y =Y, UY,, a € Y;, Y3 € Y\{a} ve

|Y,] = |Y5] olmak Gizere

q = <(X\Y) uh Yz)

a Y3

seklinde yazilabilir. Eger Y, = @ ise bu sekildeki tek doniisiim goruntl kiimesi {a}
olan sabit doniisimdir. 1 <t <n — 1 i¢in |Y,| = t olsun. Bu sekilde (";1) tane Y,
kiimesi ve her bir Y, icin de ("") tane Y; kiimesi vardir. Dolayisiyla Y, ve Y3
kimeleri (";1)2 farkli sekilde secilebilir. @ nin Y, kiimesine kisitlanis1 bir
permiitasyon oldugundan a nin her bir Y, ve Y; secimi icin mimkun olan t! tane

farkli formu vardir. Bu durumda a donisimi t! (";1)2 farkli formda olabilir.

Dolayisiyla |F,| = 1 + YXrZ 7! (”;1)2 =yroor! (";1)2 olur. m

Sonug 3.3.7. X sonlu bir kiime ve |X| =n olsun. O zaman F, = {a € Ty : aa =
. . . . _ —1\2
a ve a, X\aa ! lizerinde bire — bir} kiimesinin eleman sayis1 Yr—j 7! (”r 1)

olur.m
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4. PT(X,Y) ALT YARIGRUBU
X bos olmayan bir kiime ve Y, X in bos olmayan bir alt kiimesi olmak {izere
PT(X,Y) ={a € PTy : Xa € Y}

klimesinin doniistimlerin bileske islemi ile PTy in bir alt yarigrubu oldugu agiktir. Bu
bolimde PT(X,Y) alt yarigrubu ile ilgili bazi cebirsel 6zellikler verilecektir.
Oncelikle bazi  notasyonlart verelim. Herhangi bir Z <X icin
Za ={xa:x € Dom(a) N Z} olarak almirsa Xa = {xa :x € Dom(a) N X} =
{xa : x € Dom(a)} = im(a) olur. Ayrica, bir « € PT(X,Y) i¢in Xa = {x;:i € I},

x;a = X; (i €1) ve U;e; X; = Dom(a) olacak sekilde bir I indis kiimesi var olup

seklinde yazilabilir.
4.1. PT(X,Y) nin Regiilerligi
Onerme 4.1.1. AS B € X ise Va € PT(X,Y) icin Aa € Ba olur. m

Simdi PF = PF(X,Y) ={a € PT(X,Y):Xa = Ya} kimesini ele alalim.
a € PF icin Xa={y;i€l}, yjal=X; (i€l) ve Ui X; =Dom(a) olsun.
Xa =Ya oldugundan Vi €1 igin z;a =y; olacak sekilde z; €Y var olup

X;nY # @ olur. Dolayisiyla herhangi bir « € PF donisimii Xa = {y;:i €
I}, yviat =X; (i €I), Uje; X; = Dom(a) ve Vi € I igin X; N Y # @ olmak lizere

=%
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seklinde yazilabilir.
Onerme 4.1.2. PF kiimesi PT(X,Y) nin bir sag idealidir.

Ispat: PF kiimesinin PT(X,Y) nin bir alt yarigrubu oldugu agiktir. Ayrica, & € PF
ve B E€PT(X,Y) icin Xa =Ya olup Xaf =Yaf oldugundan aff € PF olur.
Dolayisiyla PF, PT(X,Y) nin bir sag idealidir. m

Teorem 4.1.3. Bir a € PT(X,Y) elemaninin regiiler olmasi igin gerek ve yeter kosul

a € PF olmasidir.

Ispat: 6 € PT(X,Y) bir regiiler eleman olsun. O zaman 30 € PT(X,Y) icin 665 = 6
olur. Buradan X§ = X866 = (X660)58 < Y6 olup § € PF oldugu elde edilir.

Tersine a € PF olsun. Vx € Xa = Ya igin bir d, € xa™1 NnY secilsin ve
y:Xa - {d,:x € Xa} doniisimii Vx € Xa icin xy = d, seklinde tanimlansin. O

zamany € PF ve aya = a olup a regilerdir. m

Bu teoremden PF alt yarigrubunun PT(X,Y) nin biitiin regiiler elemanlarini

icerdigi goriiliir.
4.2. PT(X,Y) Uzerinde Green Denklik Bagintilari

Onerme 4.2.1. « € PT(X,Y) ve B € PF olmak lizere Xa € Xf olmasi icin gerek ve
yeter kosul Iy € PT(X,Y) icin @ = yf olmasidur.

Ispat: « € PT(X,Y) ve € PF igin Xa € XB olsun. O zaman B;NY # @ ve

B;nY # @ olmak lzere a = (zi) ve B = (ii B{') seklinde yazilabilir. Ayrica, her i

aj
icin bir b, e B;NnY secelim ve y = (g%) doniisimiinii tanimlayalim. O zaman

y € PT(X,Y) ve a = yp olup istenen saglanir.
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Tersinea € PT(X,Y), B € PF ve 3y € PT(X,Y) icin a =yp olsun. O
zaman Xa = (Xy)B € XB olur. m

Teorem 4.2.2. a,f € PT(X,Y) olsun. aLB olmasi icin gerek ve yeter kosul ya
a,f € PFveXa=XByadaa,B ¢ PF ve a = 8 olmasidir.

Ispat: aLp olsun. O zaman a = A ve B = ua olacak sekilde 34, u € PT(X,Y)?*
vardir. Oncelikle a € PF oldugunu kabul edelim. Eger A =1 ya da pu =1 ise
a= B€EPF ve Xa=XpB olur. Eger Apu€PTXY) ise XAuc<Y olup
XB = Xpa = (XpuA)B € YB olur. Buradan S € PF  oldugu elde edilir. Ayrica
a=AB ve B =ua olup Onerme 4.2.1’den Xa = XB olur. Simdi de a & PF
oldugunu kabul edelim. Eger A, u € PT(X,Y) ise Xa = XAB = (XAuw)a S Ya olup
bu durum a € PF olmas: ile gelisir. Dolayisiyla A =1 ya da u = 1 olup buradan
p = a & PF oldugu elde edilir.

Tersi Onerme 4.2.1in bir sonucudur. m
Teorem 4.2.3. a, 8 € PT(X,Y) olsun.
Dom(a) < Dom(p) ve Ker(B) n (Dom(,[i') X Dom(a)) C Ker(a)

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul 3y € PT(X,Y) i¢in @ = By olmasidir. Ayrica, aRf
olmasi igin gerek ve yeter kosul Dom(a) = Dom(B) ve Ker(a) = Ker(p)

olmasidir.

Ispat: a = Sy olacak sekilde 3y € PT(X,Y) varsa Dom(a) € Dom(B) oldugu
aciktir. Diger taraftan (a,b) € Ker(8) N (Dom(ﬁ) X Dom(a)) olsun. O zaman
af = bB olur. b € Dom(a) = Dom(By) oldugundan bBy vardir ve bBy = (bB)y =
(aB)y = aBy = aa olup a € Dom(a) olur. Ayrica, aa = (af)y = (bB)y = ba
olup (a,b) € Ker(a) olur. Dolayisiyla Ker(f) n (Dom(ﬁ) X Dom(a)) C Ker(a)
oldugu elde edilir.
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Tersine, Dom(a) € Dom(f) ve Ker(8) n (Dom(ﬁ) X Dom(a)) c Ker(a)
oldugunu kabul edelim. x € (Dom(a))ﬁ olsun. O zaman 3a € Dom(a) i¢in aff = x
olur. Dikkat edilirse b = x olacak sekildeki b € Dom() icin (b,a) € Ker(B) N
(Dom(ﬁ) X Dom(a)) C Ker(a) olup ba = aa oldugu elde edilir. y € PT(X,Y)
doniistimiinii Vx € Dom(y) = (Dom(a))ﬁ icin xy = aa, Oyle ki 3a € Dom(a) igin

afl = x, seklinde tanimlarsak @ = Sy olur. m

Sonu¢ 4.2.4. a,B € PT(X,Y) ve aRpB olsun. O zaman ya a,8 € PF ya da
a,B € PT(X,Y) \ PF olur.

Ispat: a,B € PT(X,Y) ve aRB olsun. Eger a € PF ise her i icin a; €Y ve
A;NY # @ olmak lzere a = (‘:?) seklinde yazilabilir. Ayrica aRf olup bir dnceki
teoremden Dom(a) = Dom(B) ve Ker(a) = Ker(f) olur. O zaman, her i igin
b; € Y olmak tizere 8 = (g;) seklinde yazilabilir. Buradan X8 = Y ve dolayisiyla

p € PF oldugu elde edilir.m

Teorem 4.2.5. a,f € PT(X,Y) olsun. aDB olmasi igin gerek ve yeter kosul ya
a,BEPF ve |Xa|=1|XB| ya da apfB €&PF, Dom(a)=Dom(B) ve
Ker(a) = Ker(f) olmasidir.

Ispat: 3y € PT(X,Y) igin aLyRp olsun. Eger a € PF ise Teorem 4.2.2’den y € PF
ve |Xa| = |Xy| olur. Ayrica y € PF ve yRf olup Teorem 4.2.3 ve Sonug 4.2.4’ten
B € PF, Dom(y) = Dom(p) ve Ker(y) = Ker(f) olur. Buradan da |Xa| = |Xy| =
|Dom(y)/Ker(y)| = |Dom(B)/Ker(B)| = |XB]| oldugu elde edilir. Diger taraftan,
eger a & PF ise Teorem 4.2.2°den y € PF ve a =y olur. Ayrica y € PF ve yRf
olup Teorem 4.23 ve Sonu¢ 4.24°ten S €& PF,Dom(y)=Dom(B) ve
Ker(y) = Ker(pB) olur. Buradan Dom(a) = Dom(y) = Dom(f) ve
Ker(a) = Ker(y) = Ker(p) oldugu elde edilir.
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Tersine ya a, 8 € PF ve |Xa| = |XB| yada a,B ¢ PF, Dom(a) = Dom(pB)
ve Ker(a) = Ker(B) olsun. Eger a,f € PF ve |Xa| = |XpB| ise bir 6:Xp —» Xa
bire-bir ve 6rten doniisiimii vardir. u = 6 olsun. 8 € PF oldugundan u € PT(X,Y),
Dom(u) = Dom(B), Xu = XBO = (XB)6 = Xa ve Xu = XBO = (YB)O = Yu olur.
O zaman u € PF ve Xu = Xa olup Teorem 4.2.2°den aLu olur. Ayrica, u = 6 ve 6
bire-bir oldugundan Ker(u) = Ker(f) olup Teorem 4.2.3’ten uRp olur. Buradan
aDf oldugu elde edilir. Diger taraftan, eger «,f € PF, Dom(a) = Dom(S) ve
Ker(a) = Ker(B) ise Teorem 4.2.3’ten aRf ve buradan da aDf oldugu elde

edilir. m

Onerme 4.2.6. a, € PT(X,Y) olsun. Eger 31 € PT(X,Y) ve u € PT(X,Y)? icin
a = ABuise | Xa| < |YB]| olur.

Ispat: (X)B € YB oldugundan [(XAD)B| < |YB| olup |Xa|=|XAB)ul <
[(XA)B| < |YB]| oldugu elde edilir. m

Teorem 4.2.7. a,B € PT(X,Y) olsun. aJB olmas: icin gerek ve yeter kosul
yaDom(a) = Dom(B) ve Ker(a) = Ker(B) ya da |Xa| = |Ya| = |YB| = |XB]|

olmasidir.

Ispat: aJB olsun. O zaman a=ABu ve pB=Aau olacak sekilde
34 u, A, € PT(X,Y)! vardir. Eger A =1 = A" ise a = Bu ve f = ay’ olacagindan
aRp olur. Buradan da Dom(a) = Dom(f) ve Ker(a) = Ker(fB) oldugu elde edilir.
Eger 1 € PT(X,Y) veya A’ € PT(X,Y) ise 30,0’ € PT(X,Y) ve 36,8’ € PT(X,Y)?
icin @ =08 ve B =oc'ad’ seklinde yazilabilir. O zaman Onerme 4.2.6’dan
[YB| = |Xa| = |Ya| = |XB| = |YB| ve buradan da |Xa| = |Ya| =|YB| = |XB]
oldugu elde edilir.

Tersine, ya Dom(a) = Dom(f) ve Ker(a) = Ker(B) ya da |Xa| = |Ya| =
|YB| = |XB]| olsun. ilk olarak Dom(a) = Dom(B) ve Ker(a) = Ker(f) oldugunu
kabul edelim. O zaman aRp olup aJp oldugu elde edilir. Simdi de |Xa| = |Ya| =
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|[YB| = |XB| oldugunu ve a = (‘21) seklinde yazildigin1 kabul edelim. |Xa| = |YB]|
oldugundan B; NY % @ ve B; N Y = @ olmak tizere § = (7 77) seklinde yazlabilir
i bj

Ayrica, a; € B; N Y olmak Uzere A = (22) ve u = (Zi) doniigiimlerini tanimlayalim.

Buradan A,u € PT(X,Y) ve a = Afu oldugu elde edilir. Benzer sekilde, |XB| =
|Ya| esitligi kullanilarak B = A'au’ olacak sekilde A,u € PT(X,Y) bulunabilir.
Dolayisiyla aJf oldugu gosterilmis olur. m

4.3. PT(X,Y) icin izomorfizm Teoremi

Onerme 4.3.1. Eger a € PT(X,Y) \ {0} ise asagidakiler birbirine denktir.
i) Bira eYicina = (%) seklindedir.
i) @ bir idempotent elemandir ve VB € PT(X,Y) icin ya (af)? =0 ya da

(aB)? = a olur.

Ispat: i)= ii): a=(%) ise a nmn bir idempotent eleman oldugu agiktr.

B € PT(X,Y) olsun. Egera & Dom(B) ise aBf =@; eger a € Dom(fB) ise

af = (a‘z) olup buradan da (a8)* = @ yada (af)? = (&) = a oldugu clde edilir.
ii)= i): @ # @ oldugundan Ja € Xa €Y vardir. A =aa™! olsun. a bir

idempotent eleman oldugundan a € A olur. Buradan (a(g))z ="' =(" =0

olup kabuliimiizden dolay1 (%) = a olur. b € A olsun. O zaman ((‘2)(;))2 = (2)2 =

(4) # @ olup yine kabulimiizden dolay: () = a olur. Buradan a = b, A = {a} ve

dolaystyla da a = (%) oldugu elde edilir. m

Teorem 4.3.2. X bos olmayan sonlu bir kiime ve Y; ile Y,, X in bos olmayan iki alt
kiimesi olsun. O zaman PT(X,Y;) = PT(X,Y,) olmasi igin gerek ve yeter kosul

|Y1| = |Y,| olmasidir.
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Ispat: PT(X,Y;) = PT(X,Y,) ve ¥:PT(X,Y;) —» PT(X,Y,) fonksiyonunun bir

izomorfizm oldugunu kabul edelim. Ayrica

My={():aev} ve My={(;):beV}

kiimelerini ele alalim. O zaman |M;| = |Y;| ve |M,| = |Y,| olur. Onerme 4.3.1’den
her bir « € M, bir idempotent eleman ve VB € PT(X,Y;) icin ya (aB)? = @ ya da
(aB)? = a olur. Dolayisiyla (a¥)? = a¥ olup Vy = B¥ € PT(X,Y,) icin

Y =0
a¥

(a¥y)? = (aPB¥)? = (ap)?¥ = {
oldugu elde edilir. Buradan, 3b € Y, icin a¥ = (}) olup M;¥ S M, oldugu elde
edilir. Ayrica ¥~1: PT(X,Y,) - PT(X,Y;) doniisiimii bir izomorfizm oldugundan
benzer sekilde M,¥~! < M; olur. Boylece |M,| = |M,¥|< |M,|=|M,¥71| <
M| ve buradan da |M;| = |M,| oldugu elde edilir. Dolayisiyla da |Y;| = |M | =
|M,| = |Y,| olur.

Tersine, |Y;| = |Y;| oldugunu kabul edelim. O zaman 6;:Y; — Y, bire-bir ve
orten doniistimii vardir. X sonlu oldugundan |[X \ Y;| = |X \ Y,| olup benzer sekilde
0,:X\Y; » X\ Y, bire-bir ve 6rten doniisiimii vardir. 8 = 6; U 8, olsun. O zaman
0:X - X doniisimii de bire-bir ve o6rtendir. Simdi de ®:PT(X,Y;) -» PT(X,Y,)
doniisiimiinii  Va € PT(X,Y;) i¢in a® =6071af scklinde tamimlayalim. @
doniislimiiniin  bir izomorfizm oldugu kolaylikla gosterilebilir. Dolayisiyla

PT(X,Y,) = PT(X,Y,) olur. m
44.T,, ve PT, , nin Ranki
X sonlu bir kiime ve Y, X in bos olmayan bir alt kimesi olsun. n > 2,n € N

ve 1 <r<n-—1olmak lzere |X|=n ve |Y|=r ise kolaylik olmasi agisindan
T(X,Y) =T,, ve PT(X,Y) = PT,,, seklinde gosterilir.
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Ayrica, 1 < r < n olmak lzere n elemanli bir kiimenin r li pargalaniglarinin
sayist S(n,r) ile gosterilir ve bu sayiya 2. Stirling sayisi denir. Bir anlamda bu say,
n elemanli bir kiime {izerinde r tane denklik sinifina sahip olan denklik bagintisi

sayisidir ve S(n, 1) = S(n,n) = 1 olmak lzere
Sn,r)=S(n—-1,r—-1)+rS(n—-1,r)

indirgeme bagintis1 yardimiyla kolayca bulunur.

Dikkat edilirse n > 2 ve 1 <r <n—1igin |T,,| = 7™ olur. Diger taraftan
PT,, T,41 yarigrubuna gomiilebileceginden |PTM| = (r+1)" oldugu kolayca
gosterilebilir.

Hatirlanacag tizere, T,, - veya PT, , deki herhangi iki elemanin R-baglantili
olmast i¢in gerek ve yeter kosul ¢ekirdek kiimelerinin ayni olmasi idi. Buradan T,, ,.
ve PT,, de sirasiyla S(n,r) ve S(n+ 1,7 + 1) tane maksimum rank r-li R-sinifi
oldugunu kolaylikla gorebiliriz (mimkun olan tim farkli r-li cekirdek kimeleri
kadar). Va,B € PT,, icin Ker(a)n (Dom(aﬁ) X Dom(aﬁ)) c Ker(af) ve
Dom(af) S Dom(a) oldugundan T, , nin herhangi bir doguray kiimesinin, T, , deki
ranki r olan S(n,r) tane farkli R-smifinin her birinden en az bir tane eleman
icermesi gerektigi kolaylikla gosterilebilir. Benzer sekilde, PT, , nin herhangi bir
doguray kiimesi de PT,,,- deki ranki r olan S(n + 1,7 + 1) tane farkli R-sinifinin her
birinden en az bir tane eleman icermelidir. Buradan rank(T,,) = S(n,r) ve
rank(PT,,) = S(n+ 1,7 + 1) oldugu sonucuna variriz. Ayrica, T, ve PT,, nin
ranki 7 olan her bir R-sinifinin r! tane eleman1 oldugu da agiktir.

Hatirlanacag iizere,
E,= {a € Ty {1, ..., n}a={1, ...,r}a}

T, nin en genis regiiler alt yarigrubudur ve dahasi T, nin bitln regller
elemanlarinin kiimesidir. Ranki r olan herhangi bir a € F,, doniisimii icin

{1,...n}a ={1,...,r} ={1,...,r}a olup F,, nin {1, ...,r} kimesi tizerinde ¢akisan
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R-baglantili herhangi iki elemani esit olmalidir. Dolayisiyla T, , nin, ranki r olan
birbirinden farkli ™" tane regiler R-smifi vardir ({r +1,...,n} kimesinden
{1, ..., r} kiimesine tanimli fonksiyon sayis1 kadar). Bunlarin her biri ayn1 zamanda
bir H-smifidir ve ayrica {1, ..., r} Uzerindeki simetrik grup S, ye izomorf olan birer
alt gruptur.

Benzer sekilde, PT, , nin en genis regiiler alt yarigrubu
PE,, ={a € PT,, : {1,..,n}a = {1, ..., r}a}

kiimesi olup bu kiime ayn1 zamanda PT,, ;- nin biitiin regiiler elemanlarinin kiimesidir.
Ranki r olan herhangi bir a € PE,, doniisimii i¢in {1,..,7}={1,..,n}a =
{1,...,r}a ve dolayisiyla da {1, ...,7} € Dom(a) oldugu aciktir. Ayrica, PF, , nin
{1, ...,r} kimesi ilizerinde ¢akisan R-baglantili herhangi iki elemani esit olmalidir.
Dolayisiyla PT,, ,- nin, ranki r olan birbirinden farkli (r + 1)™~" tane regiiler R-sinfi
vardir ({r + 1, ...,n} kimesinden {1, ..., r} kiimesine tanimli kismi fonksiyon sayisi
kadar). Bu R-smiflarinin her biri ayn1 zamanda birer H -sinifidir ve ayrica {1, ..., 7}
uzerindeki simetrik grup S,- ye izomorf olan birer alt gruptur.

Ozel olarak, T, ={(;7 =71} olup rank(T,;)=1=S(1) oldugu
agiktir. Diger taraftan, PT,; in sifirdan farkli S(n + 1,2) tane eleman: var olup
yukaridaki ¢ikarimlardan dolayr bunlarin hepsi de herhangi bir doguray kiimesinde
olmalidir. Buradan S(n + 1, 2) = rank(PT,, ;) oldugu elde edilir. Dolayisiyla n > 3

ve 2 < r <n — 1 olmasi durumu ele alinacaktir.

Onerme 4.4.1. T,, ve PT,, yargruplar, ranki r olan elemanlar tarafindan

uretilirler.

Ispat: 1<k <r olmak Uzere a € PT,,, rtanki k olan bir eleman ve
Yo € {1, ..., r}\im(a) olsun. Ilk olarak a € T, oldugunu kabul edelim. O zaman, «
nin asikar olmayan bir ¢ekirdek sinifina ait olan bir x, € Dom(a) = {1, ...,n}

vardir. Bu durumda a4, a, € T, doniisiimleri Vx € {1, ..., n} icin
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. X, x € im(a) ise
Yo, X = X, ise o
X, = i ve Xty = XoX, X = YplSe
xa, X #+ xgise . .
Yo,  x&im(a) U {y} ise

seklinde tanimlansin. $imdi de a € PT,,\T,, oldugunu kabul edelim ve bir
X9 € {1,...,n}\Dom(a) elemanini ele alalm. Bu durumda da a;,a; € PT,,
dontigimleri Dom(a;) = Dom(a) U {x,} ve Dom(a,) = {1,...,n}\{y,} olmak

Uzere

X, x € im(a) ise
Yo, x & im(a) ise

Yo, X = Xxq ise

. ve xa, =
xa, X # x,ise 2 {

xa1={

seklinde tamimlansin. Her iki durumda da a = aja, olur. Ayrica, im(a;) =
im(a;) = im(a) U {y,} ve dolayisiyla rank(a;) = rank(a,) = k + 1 olup istenen

saglanir. m

Onerme 4.4.2. a,y € PT, icin im(y) € im(a) ve a = ay olsun. O zaman y? =y

olur.

Ispat: x € Dom(y) olsun. O zaman xy € im(y) € im(a) ve buradan da
Jda € Dom(a) i¢in xy = aa olur. a € Dom(a) oldugundan a € Dom(ay) olup

xy = aa € Dom(y) ve xy? = aay = aa = xy oldugu elde edilir. m
Simdi de

€=(12 "'7”|7”+1 .- n
12 -

rl r r) € Tnr

doniisiimiinii ele alalim (¢ € PT,,, olduguna da dikkat edelim). &, ranki r olan bir
idempotent eleman oldugundan kendisinin i¢inde bulundugu R-smifi R, T, nin
(benzer sekilde PT,,, nin) birim eleman:1 € olan bir alt grubudur. « € T,,,- (benzer

sekilde @ € PT,,) ranki r olan herhangi bir eleman olsun. O zaman a&e = a oldugu
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agiktir. Ayrica herhangi bir y € R, igin y¢ = ¢ olacak sekilde 3t € N var (¢t = 7!
alabiliriz) olup a = ae = ay® = (ay)y*! ve dolayisiyla da ayRa olur. Diger
taraftan, ay; = ay, olacak sekildeki y4,y, € R, i¢in y; in R, alt grubundaki tersi
y1 ! olmak Uzere a = ac =ay;y; P =ay,y; ! ve im(yy, D) ={1,..,r} =
im(a) olup Onerme 4.4.2°den y,y; ! déniisiimii, Ty, - nin (benzer sekilde PT;, . nin)

bir idempotent elemamidir. Buradan y,y; !

= ¢ ve dolayisiyla da y; =y, oldugu
elde edilir. O zaman R, dan R, ya y — ay seklindeki esleme bire-birdir. Dolayisiyla
IR.| = |R,I(=7") olup R, = aR, oldugu elde edilir. Bu son sonu¢ ve Onerme
4.4.1°den T, , nin (benzer sekilde PT,, , nin), R, siifin1 ve ranki r olan diger tiim R-
siiflarindan yalmz bir tane keyfi eleman: igeren bir A alt kimesinin, T,,, icin
(benzer sekilde PT,, , i¢in) bir doguray kiimesi oldugu sonucuna variriz.

r = 2 oldugunu kabul edelim. Bu durumda
3 N
12 1)

olup R, grubunun g, tarafindan iretildigi aciktir. Dolayisiyla B = A\{¢} =
(A\R;) U {g,} kiimesi, T,, nin S(n,2) (benzer sekilde PT,, nin S(n+1,3))

R, = {s,sb = (;

elemanli bir doguray kiimesidir.

Son olarak r = 3 oldugunu kabul edelim. Bilindigi tizere S, simetrik
grubunun ranki 2 idi. Ozel olarak, a = (12) transpozisyonu ve b = (12..r)
r-deviri S, simetrik grubunu Uretmektedir. Bunlara R, da karsilik gelen elemanlar

(R¢ nin, S, ye izomorf bir grup oldugunu hatirlayalim) sirasiyla

. _(1 23 - r|r+1 n) ve & _(1 2 ~r—17r|r+1 - n)
a7 \213 w71 rooer b—1\2 3 r 1 1 w1
olup {e,, €, } kiimesi R, siifini tiretir. Bunun yaninda
,_ (12 =r—17|r4+1=n
& = (2 3 r 1 r r) € Tn'r
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(aym1 zamanda €;, € PT,, olduguna da dikkat edelim) elemanini da ele alalim. &’}
elemanmin rankinm r, ¢, & R, Ve €, = €&, = e2¢;, oldugu kolayca gorulir. &', A
nin &' Rey, olacak sekildeki (tek) elemani olmak Uzere
B = (A\(R. U {e'})) U {e4, £} kiimesi, T, nin S(n,r) (benzer sekilde PT,, nin
S(n+ 1,r + 1)) elemanl bir doguray kiimesidir.

Boylece asagidaki iki teorem ispatlanmis olur.
Teorem4.43.n>2ve 1l <r <n-—1iginrank(T,,) = S(n,r) olur. m

Teorem4.4.4.n>2vel <r <n-—1icinrank(PT,,) =S+ 1,7+ 1) olur. m
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5. F(X,Y) ALT YARIGRUBU

3. Bolimde X bos olmayan bir kiime ve Y, X in bos olmayan bir alt kiimesi

olmak Uizere

FX,Y)={a €eT(X,Y) : Xa S Ya}
kiimesinin T(X,Y) nin en genis regiiler alt yarigrubu oldugu ve hatta T(X,Y) nin
biitiin regiiler elemanlarini igerdigi gosterilmisti. Yine ayni boliimde, T(X,Y) nin
Green bagintilarinin ve bir maksimal tersinir alt yarigrubunun saptanmasinda
F(X,Y) nin belirleyici roli izerinde durulmustu. Bu bélimde ise F(X,Y) nin diger
bazi cebirsel 6zellikleri incelenecektir.

5.1. F(X,Y) nin Baz1 izomorfizm Ozellikleri

Y, X in bos olmayan bir alt klimesi olsun. Ty ile F(X,Y) nin izomorfikligi ile

ilgili gerek ve yeter kosullar1 verebilmek i¢in ilk 6nce asagidakilere dikkat edelim.
i) EgerY = {a} seklinde yalniz bir elemandan olusuyorsa F(X,Y) de yalniz bir
elemandan olusur ve bu eleman gorinti kiimesi {a} olan sabit doniistimdiir.

i) EgerX =Yise F(X,Y) =Ty olur.

Ayrica, bir « € F(X,Y) doéniisiimiiniin Xa = {y;:i € I}, y;a™ = X; (i € I),
Uit X; = X veVi €licin X; NY # @ olmak lizere

=%

seklinde yazilabilir oldugunu da hatirlayalim.
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Onerme 5.1.1. Ty = F(X,Y) olmas1 igin gerek ve yeter kosul ya X =Y ya da

|Y| = 1 olmasidir.

Ispat: X =Y iken Ty = F(X,Y) oldugu agiktir. |Y| = 1 ise Ty ve F(X,Y) yalniz bir
eleman (sabit dontisiim) iceriyor olup Ty = F(X,Y) olur.

Simdi de bir ® izomorfizmi altinda Ty = F(X,Y), Y € X ve |Y| = 2 oldugunu
kabul edelim. Y (zerindeki birim donisim 1y, Ty nin birim elemani oldugundan

(1,)® = € doniistimii de F(X,Y) nin birim eleman1 olmak zorundadir. Bu da
Va € F(X,Y) icin ea=a ve ae=a

olmasi demektir. « € F(X,Y), Xa =Y olacak sekilde bir doniisiim olsun (6rnegin,

belirli bir y, € Y icin a doniistimii

xa—{x’ x €Y ise
o, X ¢Yise

seklinde tanimlanirsa Xa =Y vea € F(X,Y) olur). O zaman Ye = (Xa)e =
(X)ae = Xa =Y olup buradan Xe = Ye =Y oldugu elde edilir. i € I ve {y;} =Y

olmak Uzere € = (JA;%) olsun. e bir idempotent eleman oldugundan Vi € I igin y; € A4;

olur. Y & X oldugundan 3j € I icin x € (X\Y) N 4; vardwr. |Y]| =2 oldugundan

j # k € I var olup

A;, k#i+jise
B, =34\{x}, i=jise
A U{x}, i=kise

seklinde B; kiimeleri tanimlayabiliriz. Bu durumda {B;}, X in Vi € [ i¢in y; € B; ve
{A;} # {B,} olacak sekildeki bir pargalanisidir. Simdi de
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déniisimiinii ele alalim. B € F(X,Y) olup buradan fe = (5) + (*y‘) = €f celiskisi

elde edilir. Dolayisiylaya X =Y yada |Y| = 1 olmalidir. m

Teorem 5.1.2. X ve Z bos olmayan iki kiime ve @ #Y <€ X olsun. T, = F(X,Y)
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul ya X =Y ve |Y|=|Z| ya da |Y|=1=|Z]

olmasidir.

Ispat: Eger X =Y ve |Y| = |Z| ise Ty = T, ve Onerme 5.1.1°den Ty, = F(X,Y) olup
T, = F(X,Y) oldugu elde edilir.

Tersine, T, = F(X,Y) oldugunu kabul edelim. O zaman F(X,Y) birim
elemana sahiptir. Eger |Y| = 1 ise F(X,Y) sadece bir elemanli olup buradan |Z| = 1
ve dolayisiyla da |Y| = 1 = |Z| oldugu elde edilir. Eger |Y| = 2 ise X = Y olmalidur.
Aksi takdirde, eger Y € X ise F(X,Y) nin birim elemani olamaz. Buradan
Ty = F(X,Y) = T, ve dolayisiyla da |Y| = |Z| oldugu elde edilir. m

Bu teoremin dogrudan bir sonucu olarak asagidaki sonug elde edilir.
Sonu¢5.1.3. EgerY € X ve |Y| > 2ise Ty ile F(X,Y) izomorfik olamaz. m
Teorem 5.1.4. Ty, F(X,Y) nin icine gémulebilir.

Ispat: Eger X =Y veya |Y| =1 ise Ty = F(X,Y) olup Ty, F(X,Y) nin icine
gomiilebilir. Simdi deY & X ve |Y| > 1 oldugunu kabul edelim. Bu durumda bir

a € Y secelim ve her bir ¢ € Ty i¢in a’: X — X donistimiinii

, {xa, x €Yise
xa = .
aa, x &Y ise
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seklinde tanimlayalim. O zaman a' € F(X,Y) olup a,f € Ty icin tanimlanan a’ ve
B' dontisimlerinin Y kiimesine kisitlaniglart sirasiyla a'|y = a ve B'|y =8
olacagindan W, : Ty » F(X,Y), a¥, =a' seklinde verilen ¥, fonksiyonu
bire-bir olur. Ayrica (af)’ = a'B’ oldugundan ¥, bir homomorfizmdir. Dolayisiyla

Ty, F(X,Y) nin icine gdmulebilir. m

Sonug 5.1.5. Her S yarigrubu, ST € X olacak sekildeki bir X kiimesi icin F(X,St) in

icine gémulebilir. m

Teorem 5.1.6. Her regiiler S yarigrubu F(S1, S) nin icine gémiilebilir.

Ispat: S bir regiiler yarigrup olsun. Eger S nin birim elemani varsa (S nin sag regiiler
temsili kullanilarak) birim eleman1 15 olan (S Uzerindeki birim doniisiim) regiiler
yarigrup Tq1 = T = F(S,S) = F(S1,5) nin igine gomiilebildigi agikga goriiliir. Eger
S nin birim eleman1 yoksa |S| > 1 ve S € S? olacagindan F(S1,S) birim elemansiz
bir regiiler yarigrup olur. Bu durumda her bir s € S igin s = sts olacak sekilde t € S
vardir. Buradan pg: S - S doniisimii Vx € St icin  xp; = xs  seklinde
tammlanirsa  1p; = 1s = s = sts = stp,  olacagindan  p; € F(S1,S)  olur.
Dolayisiyla s +— pg seklinde tammlanan S — F(S!,S) genisletilmis sag regiiler
temsili bir monomorfizm olup S, birim elemansiz bir regiiler yarigrubun igine

gomdlebilir. m
5.2. F(X,Y) Uzerinde Green Denklik Bagintilar1 ve idealler
3. Bolimde T(X,Y) iizerinde Green denklik bagntilar1 incelenmisti. Elde

edilen sonuglar dogrultusunda F(X,Y) tizerinde Green denklik bagmntilar1 asagidaki

gibi tanimlanir.
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Onerme 5.2.1. a, 8 € F(X,Y) olsun.
i) aLp olmasi igin gerek ve yeter kosul Xa = X olmasidir.
i) aRp olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Ker(a) = Ker(B) olmasidir.
iii) aDp olmasi igin gerek ve yeter kosul |Xa| = |XB| olmasidir.
iv) D = J dir.

Ispat: i) ve ii): F=F(X,Y), T=T(X,Y) nin bir regiiler alt yarigrubu olup Hall

Teoreminden [Howie, Proposition 11.4.5]
LE=LTN(FxF)ve RE=RTNn(FxXF)

olur. Buradan aLpB © Xa = XB ve aRp < Ker(a) = Ker(B) oldugu elde edilir.
iii): Eger F(X,Y) lzerinde aDp ise T(X,Y) lzerinde de aDp olacagindan
|Xa| = |XPB]| oldugu elde edilir. Simdi de |Xa| = |XB]| oldugunu kabul edelim. O
zaman bire-bir ve orten bir 6 : X8 - Xa fonksiyonu vardir. u = 6 alirsak Xu =
XBO = (XP)6 = Xa olur. B € F(X,Y) oldugundan XB € YB olup Xu = XpB6O <
YBO =Yu ve dolayisiyla da u € F(X,Y) olur. a,u € F(X,Y) ve Xa = Xu olup
1)’den dolay1 aLu oldugu elde edilir. u = 6 ve 0, X[ lzerinde bire-bir oldugundan
Ker(a) = Ker(f) olup ii)’den dolay1 uRf oldugu elde edilir. Dolayisiyla aDp olur.
vi): F(X,Y) lzerinde aJp oldugunu kabul edelim. O zaman T (X, Y’ Uzerinde
de aJp olacagindan Ker(a) = Ker(fB) veya |Xa| = |Xf]| olmalidir. Eger Ker(a) =
Ker(B) ise |[Xa| = |X/Ker(a)| = |X/Ker(B)| = |XB] olup iii)’den dolay1 aDp olur.
Diger taraftan, herhangi bir yarigrup iizerinde D € J oldugundan D = J oldugu elde

edilir. m

Onerme 5.2.2. a,Bf € F(X,Y) ve |Xa| < |XB| olsun. O zaman a = ABu olacak
sekilde 3A, u € F(X,Y) vardir.

Ispat: a,f € F(X,Y) ve |Xa| <|XB| olsun. O zaman Vi€ ve Vj €] igin
ANY#0 BnY+@+BnY, {a;} €Y ve{b;,b;} SY olmak tizere
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a= a vef = bi by

seklinde yazilabilir. Vi € I igina; € B;NY, b; € C; ve U C; = X olmak lizere

(@) =G

A=, veu= ( )

al- a;

seklinde tanimlanirsa A, 4 € F(X,Y) ve @ = ABu olur. m

Teorem 5.2.3. 2 < r < |Y]| olmak Uzere F(X,Y) nin 6z idealleri
Or={a €EFX,Y): |Xa| <7}

seklindeki Q,- kiimeleridir.

Ispat: @ € Q, ve B € F = F(X,Y) olsun. O zaman |Xaf| < |Xa| <rolur. XB €Y
oldugundan |XBa| < |[Ya| = |Xa| < r oldugu elde edilir. Ayrica, belirli bir y, €Y

icin

X, X EYise
Yo, x & Yise

Xy = {
seklinde tanimlanan y € F(X,Y) doniisimii i¢in y € F\Q, olup Q,, F nin bir 6z
idealidir.

Tersine A, F nin bir 6z ideali ve r sayisi da Va € A icin |Xa| < r olacak
sekildeki en kucik kardinalite olsun. Buradan A € Q, oldugu agiktir. Ayrica, A bir
0z ideal oldugundan 3y € F\A var olup 2 <r < |Xy| < |Y| olur. Simdi de bir
B € Q, doniisiimiinii ele alalim. O zaman |X£| < r olur ve r nin se¢iminden dolay1
|XB| < |Xa| olacak sekilde Ja € A vardir. Ayrica, Onerme 5.2.2°den S = Aau
olacak sekilde 34, u € F var olup A € Q,. oldugu elde edilir. m
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5.3. F(X,Y) nin Maksimal Regiiler Alt Yarigruplari

Bu bolimde Y, X in sonlu bir alt kiimesi olmak tzere ilk olarak F(X,Y) nin
H-Green smiflar1 karakterize edilecek ve daha sonra F(X,Y) nin maksimal regtler
alt yarigruplar1 belirlenecektir. Ayrica, kolaylik olmasi agisindan F(X,Y) yerine
kisaca F yazilacaktir.

Hatirlanacag tizere Ty in grup olan her bir H-Green smifi, 34 € X icin S,
simetrik grubuna izomorftur (Clifford ve Preston (1961), Theorem 2.10). Bu teorem

F icin uygulandiginda da dogru olur. Soyleki; € € F bir idempotent eleman ve
Viel icin A;NnY #0Q,a, €A; ve {aq;}SY olmak Uzere €= (2&') olarak

yazilabilsin. “a € H, © Xa = Xe ve Ker(a) = Ker(e)” oldugundan

A
H, = {(a ;) : g,{a;} lizerinde bir permﬁtasyon}
i

Aj
a;o

olur. Buradan ( ) +— o eslemesi altinda H, = S(4y oldugu goriiliir. Ayrica Y, X in

|Y| = r olacak sekildeki sonlu bir alt kiimesi ve 1 < k < r olmak (izere
J(F;k) ={a € F : |Xa| =k}

olsun. O zaman J(F; k), F yarigrubunun bir J-Green sinifidir.

Kolaylik olmasi agisindan bundan sonra Y = {a,, a,, ..., a,-} alinacaktur.
Onerme 5.3.1. J(F; r), izomorfik olan ayrik gruplarin bir birlesimidir.

Ispat: Oncelikle her bir a € J(F; ) doniisiimiiniin 1 < j < ri¢in 4; N Y # @ olmak

Uzere

(A1 A, .. Ar)
a =
a, a, .. a,
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seklinde yazilabilir olduguna dikkat edelim.

Her bir B; kimesi, ¥ nin bir ve yalmz bir elemanini igeriyor olmak uzere
; = {B1, By, ..., B} kimesi X in herhangi bir r-li pargalanisi olsun. Bu sekildeki bir
m; pargalamisina X in kesisim Ozellikli bir par¢alamigi denir. 1 <j <r igin

b; € B; n'Y olmak lzere ¢;,

_ (Bl B, .. Br)
““=\b, by .. b,

seklinde tanimlanan idempotent eleman olsun. O zaman ¢; € J(F; r) olur ve

By B, .. B
HGZ{( 1 2 r>:O-ESY}
¢ a0 a0 .. a,0

€; yi iceren grup H-Green sinifidir. X in kesisim 6zellikli tim pargalaniglari 7; ler
icin He, © J(F;7) olur. X in kesisim 6zellikli tim pargalanislarmin sayisi |I] olsun.
O zaman Vi € [ i¢in H,, = Sy ve J(F;1) = Ui, He, Olup J(F;7) ayrik gruplarin bir

birlesimidir. m
Onerme 5.3.2. J(F; r), F nin bir regiiler alt yarigrubudur.

Ispat: a,p € J(F;r) olsun. O zaman 1 <i<ricina; EA,NB;NY ve 5,5 €Sy

olmak Uizere

Al Az “en Ar Bl Bz “en Br
«=( ) ve = )
a,0 a,o0 .. a,0

seklinde yazilabilir. Buradan 0§ € Sy ve

aﬁz( Aq A, ... A, )
a,06 a,o6 .. a,cd
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olup ap € J(F;r) oldugu elde edilir. Ayrica, J(F;7) = U He, ayrk gruplarm bir

birlesimi oldugundan J(F; r) deki her eleman regulerdir. m
Simdide 1 < k < r olmak (izere
QF; k) =J(F; DU UJ(F;k) ={a € F: |Xa| <k}

kiimesini ele alalim. F regiiler ve Teorem 5.2.3’ten dolay1r Q(F; k), F nin bir ideali
oldugundan Q(F; k), F nin bir regiiler alt yarigrubu olur. Buradan agagidaki 6nerme

elde edilir.

Onerme 53.3. 1<k <7 icin Q(F;k), F nin bir ideali ve bir reguler alt

yarigrubudur. m

Teorem 5.3.4. Q(F;r —2)U]J(F;r) kimesi F nin bir maksimal regiler alt

yarigrubudur.

Ispat: Q(F;r — 2), F nin bir ideali ve J(F;r), F nin bir alt yarigrubu oldugundan
T =Q(F;r —2)UJ(F;n) kimesi F nin bir alt yarigrubu olur. Onerme 5.3.2 ve
5.3.3’ten dolay1 Q(F;r — 2) ve J(F;r) regiler olup T de regulerdir.

Simdi de T nin maksimal regiiler oldugunu gosterelim. T € S € F olacak
sekilde F nin bir S regiiler alt yarigrubu var olsun. O zaman 3¢ € J(F;r—1) NS

varolupl <i<r—1icin4; nY # @ olmak lzere

v = (A1 A, .. Ar—l)
a; Ay ... Qp_q

seklinde yazilabilir. Dolayisiyla |A; N'Y| = 2 olacak sekilde bir A; vardir. Kolaylik
olmasi agisindan A; NY = {y;,y,} €Y oldugunu kabul edelim. g € J(F;r — 1)
herhangi bir eleman olsun. O zaman 1<i<r—-1 i¢cin B,NnY #0Q ve

{by, ..., b} =Y olmak lizere
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g = <B1 B, .. Br_1>
by by .. b4

seklinde yazilabilir. O zaman |B; nY| =2 olacak sekilde bir B; var olup bir
y €EB;nY secilebilirr 1<i<r—1 igin a; €C; olmak lzere {Cy,Cy,...,C}

kiimesi X in bir pargalanisi olsun ve

y:<61 Cp o Cioy G Ciyq o Cr_y cr>
bj by .. bj_y by bjuy .. by b,

olarak tanimlansin. Buradan y € J(F;r) ve

v = <A1 Ay oo Ay A Ajpr . AH) Ches
bj by . bj_y by by . by

olur. Simdi de {c,, ..., c,_1} = Y\{y, v} ve 2 <i <r—1 icgin ¢; € A; olmak Uzere

(v1,y, € A; oldugundan bu miimkiindiir)

5= <B1 B, ... Bi-1 B\{y} Bj+1 .. By {y}>
G C .. G V1 Ciy1 - Cr—1 Y2

seklinde tanimlansin. O zaman § € J(F;n) olup

5 :<81 B, .. B,_,
b, by, .. by_,

) —50€s
olur. Dolayisiyla J(F;r — 1) € S olup bu durum S = F olmasini gerektirir. m
Simdi ileride verecegimiz Teorem 5.3.6’nin ispat1 i¢in kullanacagimiz J(F; 1)

ile ilgili baz1 bilgileri verelim. Y, {44, 4,, ..., A} nin bir transversali olmak (zere

J(F; r) deki her bir €; idempotent elemani igin
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A A, .. A
{7 ) oes)
: a0 a0 .. 4,0

idi. O zaman

A @."&)Ha

Va € He, icina = (
¢ a,0 a0 .. a,0

seklinde tanimlanan ®; : H,, = Sy doniigiimii bir izomorfizmdir. Dolayisiyla i € I
icin M; nin H, nin bir maksimal alt grubu olmasi igin gerek ve yeter kosul
(M;)®; = U; nin Sy nin bir maksimal alt grubu olmasidir. J(F; 1) = U;e; He, 0lmak
Uzere Vi € I icin M;, H,, nin bir maksimal alt grubu ve butun U; kimeleri birbirine
esit olmak lizere U;, Sy nin M; ye karsilik gelen maksimal alt grubu olsun. O zaman
M = U M; olmak Uzere M < J(F;r) olur ve ayn1 zamanda M, asagidaki 6nermede
bahsi gecen Ozelligi saglar.

Son olarak, S bir yarigrup ve 4, S nin bos olmayan bir alt kiimesi olmak tzere

(A) yarigrubunun, S nin A y1 igeren en kiigiik alt yarigrubu oldugunu hatirlayalim.
Onerme 5.3.5. M, J(F;r) nin bir maksimal regiiler alt yarigrubudur.

Ispat: @, p € M olsun. O zaman 3i,j €l icin a e M; ve BE M; olup V1<t <r

icina; € A, N B, ve 5,6 € U; = U; olmak Uzere

_<A1 A, .. Ar> _<31 B, .. Br>
*= a,0 a,0 .. Q0 vep = a6 a6 .. a0

seklinde yazilabilir. Buradan ¢ € U; ve

A A, . A, )
a,06 a,o6 .. a,06

=
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olup @B € M; oldugu elde edilir. Dolayisiyla M, J(F;r) nin bir alt yarigrubudur.
Ayrica, her bir M; bir grup oldugundan M nin regiiler oldugu agiktir.

Simdi de M nin maksimal regiiler oldugunu gosterelim. M & T < J(F;r)
olacak sekilde J(F;r) nin bir T regiiler alt yarigrubu var olsun. O zaman 3a € T\M
var olup bir i € I igin a € H.,\M; olur. M; < T ve M;, H,, de maksimal oldugundan
H, = (M;,a) S T olur. k € I herhangi bir eleman, 1 <i <rigina; € C; ve p € Sy

olmak Uzere

A:(Cl C, .. C,

€H
a.p ap .. arp> €k

olsun. Ayrica, 1 < i < rigin a; € D; olmak Uzere

Dy D, .. D
= < 1 2 r) € H,
aip azp .. ayp

doniigiimiinii ele alalim. O zaman A = €,u € M He, < T olur. Buradan Vk € I igin

H,, © T ve dolayisiyla T = J(F;7r) olur. m

Teorem 5.3.6. M, bir onceki Onermede bahsi gecen kime olsun. O zaman

Q(F;r — 1) U M, F nin bir maksimal regiiler alt yarigrubudur.

Ispat: Teorem 5.3.4’teki ispata benzer bir ispat yaparak Q(F;r — 1) U M kiimesinin,
F nin bir regiiler alt yarigrubu oldugunu gosterebiliriz.

Simdi de T =Q(F;r—1)UM kiimesinin maksimal regiiler oldugunu
gosterelim. S, F nin T & S € F olacak sekilde bir regiiler alt yarigrubu olsun. O
zaman M S SnNJ(F;r) kiumesi J(F;r) nin bir alt yarigrubudur. Eger
a € [SNJ(F;r)]\M ise a € H,\M; olacak sekilde 3i € I vardir. M;, He, nin bir
maksimal alt grubu ve (M; U «) de H,, nin M; yi 0z olarak iceren bir alt grubu

oldugundan H. =(M;Ua) S S oldugu elde edilir. Dolayisiyla a, SN J(F;r)
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kiimesinde bir regiiler elemandir ve S N J(F;r) de J(F;r) nin M; yi 6z olarak iceren
bir regiiler alt yarigrubudur. Dolayisiyla, Onerme 5.3.5’ten S N J(F;r) = J(F;7) ve
buradan da S = F oldugu elde edilir. m

Ileride F nin sadece iki tip (Teorem 5.3.4 ve 5.3.6°da verilen sekilde) maksimal
regiiler alt yarigrubu oldugu gosterilecektir. Ama Oncesinde ispat i¢in gerekli olan

asagidaki dOrt Onermeyi verelim.

Onerme 5.3.7. T, J(F;1) = Ujes He, nin bir maksimal regiiler alt yarigrubu olsun.
Ayrica | = {j €1:TNH,, #@}vevj €] iginT, =T n H; olsun.
i) T; kiumelerine, Sy de (izomorfizm altinda) karsilik gelen V; kimeleri

cakisiktir.
i) Vj€]JicinTj, He, nin bir maksimal alt grubudur.

Ispat: i): Birbirinden farkli j, k € J ikilisi icin V; # Vi oldugunu kabul edelim. O
zaman bir o € V;\Vy, (ya da o € Vi \V;) vardir. 1 <i <7 i¢in y; € A; N B; olmak

Uzere

€T;

Ay Ay A,
€Ex = J

B, B, .. Br>
a a, .. a,

a,0 a,o .. a0

)ETkveﬁ=<

olsun. o & V}, oldugundan

A Ay o A,

€ H \T
A0 a0 ... ara) e\ T

6k5=(

olur. Bununla birlikte T N (Hek\Tk) = @ oldugundan €, & T olmas1 gerekir. Fakat
exf € Ty Tj € T oldugundan bu miimkiin degildir. Dolayisiyla Vj, k € J igin V; =V

olur.
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i): 3k €] igin Tj nin H,, mn bir maksimal alt grubu olmadigim kabul
edelim. O zaman, H,, nin bir maksimal alt grubu M i¢in T, & My olur. M, ya Sy de
karsilik gelen alt grup Uy olsun. O zaman i)’den dolay1 Vj, k € ] i¢in V; =V}, © Uy
olur. U; kiimeleri birbirine esit olmak tizere (yani, Vi € I icin U; = Uy) U;, Sy nin M;
ye karsilik gelen bir maksimal alt grubu ve M = U;¢; M; olsun. Onerme 5.3.5’ten M,
J(F;r) nin bir maksimal regiiler alt yarigrubudur. Vj €] icin V; € Uy = U;
oldugundan T; & M; olup buradanda T = Uje; T; & U;e; M; = M oldugu elde edilir.
Bu durum T nin maksimalligi ile celisir. Dolayisiyla Vj € J igin Tj, He, nin bir

maksimal alt grubudur. m

Onerme 5.3.8. Bir I indis kiimesi icin J(F;7) = U;g H, i €1 icin M;, H,, nin bir
maksimal alt grubu ve U; kiimeleri birbirine esit olmak Uzere U;, Sy nin M; ye
karsilik gelen maksimal alt grubu olsun. O zaman J(F;r) nin her M maksimal

regiiler alt yarigrubu M = U;¢; M; seklindedir.

Ispat: M, J(F;r) nin bir maksimal regiler alt yarigrubu olsun. Ayrica
]={jeI:MnH€j th)} ve Vj € ] igin M; =MnH, olsun. O zaman her bir M;
kimesi Hej nin maksimal alt grubudur ve Onerme 5.3.7’den dolay: M; kimelerine
karsilik gelen U; maksimal alt gruplarmnin hepsi esittir. Eger | & I ise M = U ¢; M;
kiimesi J(F; r) nin U;e; M; regiiler alt yarigrubunun 6z alt kiimesi olur. Bu durum M

nin maksimalligi ile ¢elisir. Dolayisiyla | = I ve M = U;¢; M; oldugu elde edilir. m

Onerme 5.3.9. Eger S, F nin bir maksimal regiiler alt yarigrubu ve SN J(F;r) &
J(F;r)ise S N J(F;r) bos kiimeden farklidir ve J(F; r) nin bir maksimal reguler alt

yarigrubudur.
Ispat: S, F nin bir maksimal regiiler alt yarigrubu olsun. Eger S N J(F;r) = @ ise S,

T =Q(F;r —1) UM nin 6z alt kimesi olur. Bu durum T yarigrubunun F nin bir

maksimal regiiler alt yarigrubu olmasi ile ¢elisir. Dolayisiyla S N J(F;r) # @ olur.
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SN J(F;r) nin F nin bir alt yarigrubu oldugu aciktir. Bir I indis kiimesi icin
J(F;7) = Ujer He, seklinde ayrik gruplarm bir birlesimi oldugundan SN
J(F;1) = Uier(S 0 HEL.) de gruplarin bir birlesimidir. Dolayisiyla SN J(F;r) de
regiilerdir. Eger S N J(F;r) maksimal regiiler degilse J(F;r) nin bir M maksimal
regiiler alt yarigrubu tarafindan icerilir. Buradan Q(F;r — 1) U M, S alt yarigrubunu
0z olarak iceren bir maksimal regiiler alt yarigrup olur ve bu durum S nin
maksimalligi ile ¢elisir. Dolayisiyla S N J(F;r), J(F;r) nin bir maksimal reguler alt

yarigrubudur. m

Onerme 5.3.10. Eger S, F nin bir maksimal regiler alt yarigrubu ve
SNnJj(F;r)=J(F;r)ise SNnJ(F;r —1) = @ dir.

Ispat: Ilk olarak Q(F;r — 1) = (J(F;r — 1)) oldugunu gosterelim. a € J(F;r — 2)

olsun. O zaman, V1 < i <r—2ig¢in 4; NY # @ olmak tzere

v = (A1 A, .. Ar_z)
a; Ay ... Qp_y

seklinde yazilabilir. Kolaylik olmasi agisindan |A; N'Y| = 2 oldugunu kabul edelim.

yeA, NY ve a,_; €Y\{a,aq,..,a,_,} olsun. Ayrica B,y €J(F;r—1)

dontisiimleri by, b, € Y\{a,, as, ..., a,_,} olmak tzere

A, Ay o A,
g - ( \{v} {y}>

by a, .. a—_, b,
ve by, b, € By, 2<i<r—1i¢ina; € B; olmak lzere

y = (Bl By, .. By_, Br_1>
A, Ay .. QAp_p Qp_q

seklinde tanimlansin. Buradan
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Ay Ay o Ary )
=Qa
a; Ay .. Qp_y

ﬁy=(
oup J(F;r —2) € (J(F;r — 1)) oldugu elde edilir. Timevarm ile V3 <k <n-1
icin  de J(F;r—k)< ((F;r—1)) oldugu gosterilebilir.  Dolayisiyla
Q(F;r—1)=(J(F;r—1)) olur.

Simdi de bir « € S N J(F;r — 1) doniisiimiiniin var oldugunu kabul edelim. O
zaman Teorem 5.3.4’tekine benzer bir ispatla J(F;r —1) €S oldugu goriliir.
Buradan Q(F;r —1) = (J(F;r — 1)) & S olup S = F oldugu elde edilir. Bu durum
S nin maksimalligi ile ¢eligir. Dolayisiyla S N J(F;r — 1) = @ olmalidir. m

Teorem 5.3.11. S, F nin bir maksimal regiiler alt yarigrubu ve M de, Onerme
5.3.8’deki M kumesi olsun. O zaman

i) S=Q9(F;r—2)UJ(F;r) veya

i) S=9(F;r—1)uM
seklindedir.

Ispat: Bir I indis kimesi icin J(F;7r) = Uier He, olsun. Mimkin olan iki durum
vardir.

1. Durum: SnJ(F;r)=J(F;nr) ise; o zaman Onerme 5.3.10°dan
SNJ(F;r—1) =0 olur. Ayrica Q(F;r —2)UJ(F;r), S yi iceren bir
maksimal regiiler alt yarigrup oldugundan S = Q(F;r — 2) U J(F;r) olur.

2. Durum: SnJ(F;r) € J(F;r) ise; M = S nJ(F;r) olsun. O zaman Onerme
5.3.9’dan M, bos kiimeden farklidir ve J(F;r) nin bir maksimal reguler alt
yarigrubudur. Onerme 5.3.8’den dolayr da Vi €1 icin M;, H., nin bir
maksimal alt grubu ve Sy nin M; lere karsilik gelen alt gruplar birbirine esit
olmak Uzere M = U;¢; M; seklindedir. Ayrica Q(F;r —1) UM, F nin S yi
iceren bir maksimal regiiler alt yarigrubu oldugundan S = Q(F;r —1) UM

olur. m
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Sonu¢ 5.3.12. M, S,, simetrik grubunun bir maksimal alt grubu olsun. O zaman n
elemanli sonlu bir kime Uzerindeki (tam) doniisiimler yarigrubu T, nin, her
maksimal regiiler alt yarigrubu Q(n;r) = {a € T,, : |Xa| < r} olmak Uzere

i) Q(n;n—2)US, veya

i) 9(m;n—1)uUM
seklindedir.

Ispat: X, n elemanl sonlu bir kiime olsun. ¥ = X alinirsa T(X,Y) = T,, = F oldugu
elde edilir. Buradan J(F;n) =S, olup J(F;n) nin bir maksimal regiler alt
yarigrubu, S,, nin bir maksimal alt grubudur. Bdylece Teorem 5.3.4, 5.3.6 ve

5.3.11°den yukaridaki sonug elde edilir. m

5.4. F,, , nin Ranki

X bos olmayan sonlu bir kiime ve Y, X in bos olmayan bir alt kiimesi olsun.
|X] =n ve |Y| =r olmak (zere bu bélimde kolaylik olmasi agisindan F(X,Y) =
F,, seklinde yazacagiz ve Y = {ay, a,, ..., a, } olarak alacagiz.

F,, nin rankini hesaplayabilmek icin ilk olarak J(F;r) nin rankim
hesaplamak gerekir. Hatirlanacagi tizere J(F;r) Uzerinde H = R olup J(F;r) nin

n

r"™~ 7 ayrik H - sinifi vardir.

n ve r pozitif tamsayilar, n > r ve S, T, nin ranki en fazla r olan elemanlar
tarafindan tretilen alt yarigrubu olmak {izere

,S)=|{Xa:a€Ss |Xa| =1} ve k.(S) =|{Ker(a): a €S, |Xa|=r}

olsun. Eger a, B € T,, ranklar1 r olan iki eleman olmak (zere af nin da ranki r ise
Xapf = XB ve Ker(af) = Ker(a) olur. Dolayisiyla

rank(S) = max{i,.(5), k,-(S)}
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olur.

J, E, nin ranki en fazla r olan elemanlar: tarafindan dretilen alt yarigrubu

olsun. Buradan J = J(F;7) = Uj-; H, ve

L,(ND=|{Xa:a€j} =1 ve k.(J) =|{Ker(a) : @ € J}| =r""T"

olur. J, E,, nin ranki en fazla r olan elemanlar: tarafindan iiretilen alt yarigrubu
oldugundan Xaf = XB ve Ker(aB)=Ker(a) ise aBf €] olur. Ayrica
rank(J) = max{i,.(J), k,(J)} = k,-(J) = r™ 7 oldugu kolayca goriilebilir.

Bu bilgiler yardimiyla asagidaki 6nerme elde edilir.

Onerme 5.4.1. a,f € J(F;7) ise Ker(aB) = Ker(a) ve Xaf = X olur. Bunun

sonucunda da rank(J) = r™ " olur. m

Onerme 5.4.2. S bir yarigrup ve e, S nin bir idempotent eleman1 olsun. Eger S nin

yalniz bir tane L-sinifi varsa Va € S i¢in H, = aH, olur.

Ispat: S nin yalnmz bir tane £-sinifi oldugunu kabul edelim. O zaman a € S ve e, S
de bir idempotent eleman olmak tizere aLe olup e, L, = S nin bir sag birim elemani
oldugundan ae = a olur. Ayrica e € R, olup Green Teoreminden aH, = H,, = H,

oldugu elde edilir. m
J(F;r) = UL, He, ayrik gruplarin bir birlesimi oldugundan J(F;7) nin
€1, €2, ..., €p seklinde toplam p = r™™" tane idempotent eleman: vardir. Bunlardan

biri

. _<a1 Ay . Gp_q {ar}U(X\Y)>

a; ay .. Qy_q a,
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olsun. O zaman €4, He, in birim elemanidir. Ayrica, 1 < i,j < p i¢in eger a € H,, Ve
B € He, ise aff € H, olur. Ozel olarak, B = €; ise aff = ae; = a olur.
Egern=1veyar =1 ise rank(](F; r)) = 1 oldugu agiktir. Ayrica, n =r

ise J(F;r) =S, oldugunu biliyoruz. Ozel olarak, eger n=r=2 ise
szz(zz(]zL i)) oldugundan rank(J(F;7)) = rank(S,) =1 olur. Simdi de

n = 3 olmasi durumunu ele alalim. 3 <r <n—1ise Vi € I i¢in H,, = S, ve grup

olarak

S_(_(123...r—1 r) _<123...r—1 r))
r=WM=\21 3 L r=1 +) 23 4 .. r 1

oldugunu da biliyoruz. Bu bilgiler yardimiyla asagidaki teorem elde edilir.
Teorem 5.4.3. n > 3 igin

n=r ise

Zr
rank(](F;T)) = {rn-r, 2<r<n-—lise

olur.
Ispat: J = J(F;r) = UL, H,, seklinde her biri ¥ (zerindeki simetrik grup S, ye
izomorf olan ayrik gruplarin bir birlesimi oldugunu biliyoruz. p =r™""" ve
€1,€z,...,€p doniisiimleri de J(F;r) nin idempotent elemanlar1 olmak Uzere
E = {61, €5, ...,ep} olsun. O zaman, E bir sol sifir yarigruptur ve J, S, X E direkt
carpimina izomorftur. Ayrica, rank(J) = r™" oldugundan rank(S, X E) =r™""
olur. Ozel olarak, r =2 igin rank(S,) =1, r >3 icin rank(S,) =2 ve
rank(E) = |E| dir. Dolayisiyla teoremin ispati icin
rank(S, X E ) = max{rank(S,.), |E|} oldugunu gostermek yeterli olacaktir.

Eger n=1r ise E={¢;} ve S, XE =S5, olup r=n=>=3 oldugundan
rank(S, X E ) = rank(S,) = 2 = max{rank(S,.), |E|} olur.
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Eger2<r<n-—1ise |E| =r™" > 2 olup max{rank(S,), |E|} = |E| =p
olur. Dolayisiyla iki durum s6z konusudur. {, 1, 6 donilisiimleri yukaridaki gibi
tamiml1 ve 1y de S, grubunun birim doniisiimii olsun.

1. Durum: r =2 ise; A ={({,€1),(1y, &), (1y,€3), ..., (1y,€,)} olsun. O
zaman A nin S, X E yi iirettigi agiktir.

2. Durum: 3<r<n-—1 ise; A={( ) (6,€) (1y,€3),..,(1y, )}
olsun. O zaman |A| = p olur. Keyfi bir (a,€;) € S, X E elemanim ele alalim. Eger
i >3 ise {n,0} kimesi S, yi trettiginden (a,€;) nin (n,€;),(6,€,) ve (1y,€;)
elemanlarmin ~ sonlu  bir carpimi  olacagi  aciktir. Eger i=1 ise
(0,€1) = (1y,€1)(0,€3) = (n,€1)(m, €1)(6, €;) oldugundan (a,€;) elemant (1, €;)
ve (6,€,) nin sonlu bir ¢arpimu olur. Eger i = 2 ise Onerme 5.4.2’den dolayi
S, x{e;} = (6,€,)(S, X {€1}) olacagindan (a,€,) eleman1 (n,€;) ve (6,€,) nin
sonlu bir ¢arpimi olur. Dolayisiyla A kiimesi, S, X E direkt carpimini iiretir.

Her iki durumda da S, X E, p tane eleman tarafindan iiretilebilmektedir.
Bununla  birlikte  rank(S, XE)>=p oldugundan rank(S, X E) = |E| =
max{rank(S,), |E|} oldugu elde edilir. m

m bos olmayan herhangi bir X kiimesinin bir pargalanigt olsun.
dy>d,>->d, ve Y¥ dju;=n olmak lizere m pargalanisi her birinin
uzunlugu d; olan p; tane smiftan olusuyorsa bu pargalamis T = d,*1d,"? - d;***
tipine sahiptir veya t-tiplidir denir. X in z-tipli tiim pargalaniglarinin sayis1 V' (7) ile
gosterilir. Ayrica, 7 pargalanigindaki smif sayis1 v = Y&, u; olup bu saytya da  nun
agirligi denir.

X in agirhign r olan bir z-tipli pargalanisini ele alalim. Ker(a) denklik
bagintisina gore elde edilen parcalanis -tipli olacak sekildeki butlin @ doniisiimleri
(kisaca t-tip parcalanisa sahip a doniisiimleri) tarafindan iretilen yarigrup S(t)
olsun. Buradan i,.(S(2)) = (7) ve k,(S(1)) = N'(r) oldugu kolayca goriilir.

Benzer sekilde, X in agirligi r olan kesisim 6zellikli bir z-tipli par¢alanigini
ele alalim. F = F,, deki 7-tipli biitlin doniisiimler tarafindan iretilen yarigrup J(t)

ve X in kesisim Ozellikli t-tipli tim par¢alanislarinin sayis1 da NV (7) olsun. Buradan
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ir(J(@) =1ve k,(J(x)) = Np(r) oldugu kolayca gorilir. n >3ve2<r<n-—1
iken en Ust J-siifi | = J(F;r) = f:;r H,, en az iki #-smifi igerir ve H, deki
bitiin elemanlar ayni tip pargalanigsa sahip olur. J de 74,75, ..., T seklinde k tane
farkli tip pargalanigin var oldugunu kabul edelim. O zaman her bir i icin J(z;),
gruplarin bir birlesimi olan ve sadece bir L-smifi igeren bir yarigruptur. Buradan

Teorem 5.4.3’tekine benzer bir ispatla

rank(J/ (1)) = Np(1;) = max{k,(J(z;)),i-(J(z:))} ve

k k

Z rank(J () = Z Nio(r,) = |E| = rank())

i=1
oldugu elde edilir.

Onerme 5.4.4. Eger a € J(F;r — 1) ise R, = aH,, olur.

Ispat: @ € J(F;r — 1) ve B € aH,, olsun. O zaman 3u € H,, icin B = au olur. H,_,
F,, nin bir alt grubu oldugundan u~' € H, var olup Bu~"' = a seklindedir. Buradan
BRa ve dolayisiyla 8 € R, oldugu elde edilir. Diger taraftan, bir y € R, icin
| Xy| = |Xal| =r—1 olur. Xa ={by,b,,...,b_1} ve Xy ={cy,Cy ...,Cr_q1} V€
i=12,..,r—1icin A; N Y # @ olmak Uzere

o= <A1 Ay ... Ar_1> ve y = <A1 Ay ... Ar_1>
b; b, .. byr_; €1 Cy o Cp_q

seklinde yazilabilir olsun. O zaman bir tek b € Y\Xa ve bir tek ¢ € Y\Xy eleman:
vardir.

Eger b = a, ise A € J(F; r) donilisimiini

. (bl b, .. by_; {ar}U(X\Y)>

C1 Cy . Cp_q c
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seklinde tanimlayalim. Eger b # a, ise 3t € {1,2,...,r — 1} icin b; = a, olacak

sekilde b; var olup A € J(F; r) doniistimiinii

A=<b by w. bi_y biry o by_y {a,}u(X\Y))

C Cl “en Ct_l Ct+1 Xyl Cr_l Ct

seklinde tanimlayalim. O zaman A € H., ve y = ald olup R, € aH,, oldugu elde

edilir. m
Onerme5.45.2<k <r—1icin Q(F; k) = (J(F; k)) olur.

Ispat: a € Q(F;k—1) olsun. O zaman |Xa|=t<k—1 olup 1<i<t icgin
A; NY # @ olmak Uzere

<A1 A, .. At)
a =
a, a, .. a;

seklinde yaziliyor olsun. Kolaylik olmasi agisindan |A; NY| > 2 oldugunu kabul
edelim. y € A; nY olsun ve bir a € Y\{ay,a,, ..., a;} elemanin1 secelim. Ayrica
B,y € J(F; t + 1) doniistimlerini

4 AN} 42 . A
p = ve
a a ay .. a
_ {a, a1} a; ... a; X\{aj ay, .., a:}
v a, Ay .. a a
seklinde tanimlayalim. O zaman Sy = « olup sonug agiktir. m
J(F;r), F,, nin bir alt yarigrubu oldugundan eger a € Q(F;r —1) ise

VB,y € J(F;r) icin @ # By oldugu agiktir. Dolayisiyla Q(F; r — 1) nin herhangi bir
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eleman1 J(F;7) nin elemanlar tarafindan lretilemez. Ayrica, eger a € J(F;r) ve

a = By ise B,y € J(F;r) olur. Dolayisiyla rank(Fn,r) > rank(](F; r)) + 1 olur.
Teorem 5.4.6. n > 3 igin

3 n=r ise

rank(Fn,r) = {r‘;’l—T +1, 2<r<n-1lise

olur.
Ispat: A, J(F; ) nin bir doguray kiimesi, |A| = rank(J(F; 7)) ve

Uz({abaz} as ay .. a1 {a;}UX\Y)
a, a, a3 ... Qp_p Ar_q

>E](F;r—1)

olsun. AU {o} kimesinin F, , nin bir doguray kiimesi oldugunu gosterebilmek igin
ilk olarak, eger a € J(F;r—1) ise AL u € J(F;r) icin a = Aou oldugunu
gosterelim.

a €J(F;r—1) i¢in aax = ba ve a # b olacak sekilde a,b €Y vardir.
{bi,by, ..., b _1}SYVve i=12,..,r—1i¢in4; NY # @ olmak lizere

v (Al A, .. Ar—l)
by by, .. b4

seklinde yaziliyor olsun. Kolaylik olmasi agisindan a, b € A; oldugunu kabul edelim

ve A € J(F;r) doniisimiini

= <a A \{a} A, .. Ar_1>

seklinde ve y € J(F;r — 1) doniisimiini de
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yz({abaz} az Ay ... QAr—q {ar}U(X\Y)>ER
b, by by .. b,_, by_y o

seklinde tammlayalim. Buradan a = Ay olur. Ayrica, Onerme 5.4.4’ten R, = oH,,
olupy € R, = oH,, olacagindan 3u € H,, € J(F;7) igina = Ay = Aoy olur.

J(F; r) nin biitiin elemanlarinin A kiimesinin elemanlarinin bir sonlu ¢arpimi
seklinde yazilabilecegi agiktir. Simdi de a € Q(F;r — 1) elemanm ele alalim.
Onerme 5.4.5’ten dolayr @ = B4 -+- B olacak sekilde fB; € J(F;r — 1) vardir. Ayrica,
yukaridaki nottan dolayr da @ = (A,04) - (Aou;) olacak sekilde A;,u; € J(F;1)
var olup a nin, AU {o} kiimesinin elemanlarinin bir sonlu ¢arpimi seklinde
yazilabildigi goriiliir. Diger taraftan, rank(F,,) = rank(J(F;7r)) + 1 oldugundan
rank(F,,) = rank(/(F;r)) + 1 olur. Dolayisiyla bu teorem, Teorem 5.4.3’Uin

dogrudan bir sonucudur. =
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