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BLACK-SHOLES KISMi DIFERANSIYEL DENKLEMININ
SONLU ELEMAN VE SONLU FARK YONTEMLERI
ILE COZUM ANALIZi

OZET

Black-Scholes kismi diferansiyel denklemi (Black & Scholes, 1973) matematiksel
finans alaninda ve finans endiistrisinde en c¢ok kullanilan {inlii denklemlerden
birisidir. Bu tez calismasinda, Black-Scholes kismi diferansiyel denkleminin sonlu
eleman lineer yaklasimi ve sonlu fark yontemi kullanilarak sayisal ¢oziim analizi
yapilmustir. Literatiirde bilinen uygun sayisal yontemler kullanilmistir. Opsiyon
sozlesmelerinin fiyatlandirilmasi i¢in, Black-Scholes kismi diferansiyel denklemiyle
elde edilen sayisal ¢oziim ile Black-Scholes formiilii ile bulunan sonug
karsilastirilmaktadir. Cesitli finansal kosullarda analizler yapilmaktadir. Ayrica,
sonlu eleman ve sonlu fark sayisal yontemlerinin Black-Scholes kismi diferansiyel
denklemine uygulanmasinda ortaya c¢ikan sayisal hatalarin davranisi ve kaynagi
arastirilmaktadir.

Calismanin ilk boliimiinde, (Hull, 2008) ve (Wilmott, 2007) temel alinip, Black-
Scholes kismi diferansiyel denkleminin elde edilis yontemlerinden biri gosterilerek
denklem tanitilmaktadir. Sonrasinda sonlu fark yontemleri ve sonlu eleman
yontemleri hakkinda genel bilgiler verilmektedir. ikinci béliimde sonlu fark
yontemlerinden agik (explicit) yontem, kapali (implicit) yontem ve Crank-Nicolson
yontemi kisaca anlatilmaktadir (Willmott, Howison and Dewynne, 1995).
Uygulamada Crank-Nicolson yontemi kullanildi. Farkli kosullar altinda alim (call)
ve satim (put) opsiyonlari sozlesmesi fiyatlar1 Crank-Nicolson yontemi ile elde
edilerek Black-Scholes formiiliine karsi gelen fiyatlar ile karsilagtirildi. Elde edilen
hatalarin ¢izelgelerine ve grafiklerine yer verilmistir. Uciincii béliimde Black-
Scholes denkleminin ¢6ziimii i¢in sonlu eleman yontemi kullanildi. YOntemin
kullanilabilmesi i¢in denklemin zayif formu elde edildi. Elde edilen bu zayif form
tizerinden konumsal ve zamansal yaklagim uygulandi. Zamansal yaklasim i¢in de
Crank-Nicolson yontemi segildi. Yaklasimda elde edilecek cebirsel denklemler igin
lineer (dogrusal) eleman yaklagim fonksiyonlari kullanildi. Uygulama yine farkli
kosullardaki alim ve satim opsiyonlar1 {lizerinden yapildi. Elde edilen sozlesme
fiyatlar1 Black-Scholes formiilii ile karsilastirilarak elde edilen hatalar cizelgeler ve
grafikler ilizerinden yorumlandi. Son olarak sonlu eleman ydntemi lineer eleman
yaklasimi i¢in ag iyilestirilmesi varlig1 arastilip bununla ilgili 6rnekler cizelge ve
grafik tizerinden verildi.

Sonug olarak, baslangic hisse fiyati ile hisse islem fiyatinin yakin oldugu durumlarda
hata miktarinda salimimlar goézlemlendi. Sonlu eleman yontemi lineer eleman
yaklasimi ile elde edilen hatalarin sonlu fark yontemi Crank-Nicolson yaklasimina
gore daha biiylik oldugu goriildii.
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Anahtar Sozciikler: Black-Scholes kismi diferansiyel denklemi, sonlu eleman
yontemi, sonlu fark yontemi, hata analizi, matematiksel finans, opsiyon sdzlesmesi,
Avrupa alim opsiyonu, Avrupa satim opsiyonu
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SOLUTION ANALYSIS OF BLACK-SCHOLES PARTIAL
DIFFERENTIAL EQUATION BY FINITE ELEMENT AND FINITE
DIFFERENCE METHODS

SUMMARY

Black-Scholes partial differential equation (Black & Scholes, 1973) is one of the
most famous equations in mathematical finance and financial industry. In this thesis,
numerical solution analysis is done for Black-Scholes partial differential equation
using finite element method with linear approach and finite difference methods. The
methods which are used, are known in literature. The numerical solutions are
compared with Black-Scholes formula for option pricing. The numerical errors are
determined for the finite element and finite difference applications to Black-Scholes
partial differential equation. The aim of this thesis is to examine the behavior and
source of the corresponding errors under various market situations.

Black-Scholes partial differential equation is introduced in the first chapter of this
thesis. One of the derivations of the Black-Scholes PDE is showed based on (Hull,
2008) and (Wilmott, 2007). The derivation starts with establishing a model to stock
price. Then, it continues with developping a portfolio which consist of one long
option and one short stock. Also, It6’s lemma is needed to reach the equation. In the
final part of the first chapter, general informations are given about finite difference
and finite element methods. The basic informations about the finite difference
method are given in the light of (Willmott, Howison and Dewynne, 1995).

In chapter two, the approximated solution of Black-Scholes PDE is calculated by the
finite difference method. The Crank-Nicolson method is used because it is more
efficient than the forward difference and the bacward difference methods. We used
MATLAB software to compute the approximated solution for the call and put
options. The approximated solution is compared with exact solution using Black-
Scholes formula. We examine the behavior of the corresponding errors for various
market situations such as stable market and high volatility conditions. In the graphs,
the oscillations are observed when the initial stock price is close to the exercise price.

In chapter three, the basic informations about the finite element method are given in
the light of (Reddy, 1993). The finite element method divides a given problem into a
set of simple subproblems, then finds the approximated solution assembling solutions
produced for each subproblem.

The finite element method has three basic features. First, the set of geometrically
simple subdomains of the problem gives a geometrically complex domain. Second,
any continuous function which can be showed by a linear combination of algebraic
polynomials derives the approximation function over each finite element. Third,
satisfying the governing equations gives algebraic relations among the undetermined
coefficients.
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Given a problem, the approximated solution with finite element method consists of
these step:

- Discretization of the given domain into a set of finite elements
- Differential equation is expressed in a weak form

- Derivation of element equation for all elements. Construct finite element
interpolation functions and compute element matrices

- Assembly of element equation to obtain general equation system
- Impositon of the boundary conditions
- Solution of the assembled equations

The solution of time-dependent diferential equations involves two steps: Spatial
approximation and temporal approximation. The spatial finite element model results
in a set of time-dependent ordinary differential equation. In temporal approximation
step, finite difference method is used to obtain algebraic equations from time-
dependent ordinary differential equation.

In chapter three, the approximated solution of Black-Scholes PDE is calculated by
the finite element method. First, weak form of differential equation is derived. After
that, spatial approximation and temporal approximation are implemented to obtain
algebraic equations. Linear-element approximation functions are used to construct
the algebraic equations. The approximated solution is computed for the call and put
options using MATLAB software. The approximated solution is compared with the
exact solution coming from Black-Scholes formula. Like the behavior of errors
coming from the finite difference method, the oscillations are observed when the
initial stock price is close to the exercise price. In addition, mesh refinement is
examined for finite element method with linear-element approximation. Domain is
divided in different spatial step intervals and error values are computed
corresponding to each different spatial step interval then computed error values are
compared in the tables and the graphs.

In finite difference method, the oscillations are observed when the initial stock price
is close to exercise price under low volatility conditions. This result is compatible
with (Hackmann, 2009). We observe that the absence of limit on normal distribution
function N(d,) as exercise time approaches causes the oscillations when the initial
stock price is close to exercise price.

Generally, Black-Scholes model is more useful when financial market is stable. We
observe that the number of oscillations increases under high volatility conditions.
Moreover, the cumulative rounding error rose when the number of steps and the
remaining time for exercise increased during the application of finite difference
method to Black-Scholes partial differention equation. These observations are
compatible with literature.

Likewise, the oscillations in finite element method are similar to finite difference
method as the initial stock price is close to exercise price. The errors in finite
element method are greater than those of finite difference method. The reason for
this is thought as related to the chosen linear element approximation functions in the
finite element method. Also, better results may be obtained for selected different
element approximation functions (See: Topper, 2005).
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We tested the effectiveness of the mesh refinement for the finite element method
with linear-element approximation. We divided the domain set for different spatial
step intervals (As) for various initial stock prices, given a fixed exercise price. As a
result of the mesh refinement, it is seen that there are different cases for the finite
elemet method with linear approximation and more efficient results are obtained in
the case of low exercise price.

Key words: Black-Scholes partial differential equation, finite element method, finite
difference method, error analysis, mathematical finance, option contract, European
call option, European put option
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1. GIRIS

Matematiksel Finans alanin konularindan opsiyonlarin fiyatlandirma problemleri i¢in
Black-Scholes denkleminin (Black & Scholes, 1973) bulunmasindan sonra kismi
diferansiyel denklemler kullanilmaya baslandi. Bu kismi diferansiyel denklemlerin
yaklasik ¢oziimleri iginse sayisal yontemlerden faydanilir. Bu tez ¢alismasinda,
Black-Scholes kismi diferansiyel denkleminin yaklagik ¢6ziimii igin sayisal
yontemlerden Sonlu Fark Yonemi (SFY) ve Sonlu Eleman Yontemi (SEY) ele

alinmustir.

Sonlu Fark Yontemi tanim kiimesi igerisinde belirlenmis diigiim noktalarini
kullanarak yaklasik ¢oziim ararken Sonlu Eleman Yontemi tim tanim kiimesi
lizerinden islem yapar. Diizgiin verilmis tanim kiimeleri i¢in her iki yontem de iyi
calisirken, tanim kiimesini diizensiz veya degisik sekillerde oldugu durumlarda ise
SEY daha iyi ¢alismasi1 beklenmektedir. Ayrica, sinir kosullarinin tiirevler igerdigi
karmagik durumlar1 SEY’in daha iyi ele aldig1 diistiniilmektedir. (Topper, 2005).

Tek boyutlu problemler i¢in, Sonlu Eleman Yontemi ile ¢éziime yaklagsmanin daha
karmasik oldugu ilk asamada goze garpar (Achdou & Piranneau) buna karsin SFY ile
yapilan hesabin ve uygulamanin SEY e gore daha kolay oldugu sdylenebilir.

Iki ve daha fazla boyutlu problemlerde ise, tanim kiimesinin diizensiz oldugu
denkleme SEY ile yaklagsmanin daha iyi oldugu ve olusturulan ag’in (mesh)
iyilestirilmesinde Sonlu Eleman Ydnteminin daha elverisli olduguna dair goriisler

mevcuttur. (Alberty, 2004).

1.1 Black-Scholes Kismi Diferansiyel Denklemi

Bu alt boliimde Black-Scholes kismi diferansiyel denklemin elde edilisi Hull(2008)
ve Wilmott(2007) temel alinarak anlatilacaktir.

Bir hisse senedi opsiyonunun fiyatina modelleme yapabilmek i¢in, 6ncelikle hissenin
kendi fiyatina bir model gelistirebilmek gerekir. Bir hisse senedi fiyati S’nin, drift

orani olarak bilinen p oraninda zamanla artig gostererek puS olmasi beklenir. Bunun



anlam1 6t gibi kiigiik bir zaman diliminde, hisse senedi fiyat1 S i¢in beklenen artig

uSot ‘dir. Bu modeli,

6S = uSét (1.2)
seklinde gosterebiliriz. ot—0 limitinde

dS = pSdt (1.2)
olarak ifade edilebilir.
Gergek hayatta bir hisse senedi fiyatinin ayn1 zamanda volatilite géstermesi beklenir.
Hisse senedinin &t zaman diliminde ylizdelik getiri degiskenligi, hisse senedi fiyatina

bakilmaksizin ayni oldugu varsayilabilir. Bu durumda o6t zaman dilimindeki

degisimin standart sapmasi hisse senedi fiyatiyla orantilidir. Béylece model,

dS = uSdt + 0Sdz (1.3)
Bu denklem, hisse senedi fiyati davranisinin modeli olarak kullanilir. ¢ degiskeni;
hisse senedi fiyatinin volatilitesini, p degiskeni beklenen getiri oranini temsil

etmektedir.

Bir IT portfoyiiniin, uzun vadeli bir V(S,t) opsiyonu ile kisa vadeli delta A
miktarinca bir hisse senedi AS ‘ten olustugu diisiiniiliirse, portfdy asagida verilen

denklem ile ifade edilir.
= V(S,t) — AS (1.4)

Portfoylin, ¢ zamanindan t — t + 6t zamanina geldiginde, portfoy degerindeki
degisimin ne olacag: aragtirilmak istenir. Bu degisimin, denklemde yer alan opsiyon
ve hisse senedindeki degisimlere bagli oldugu goriilmektedir. Dolayistyla,

portféydeki degisim asagidaki gibi ifade edilir.

dl = dv(S,t) — AdS (1.5)
Buradan dV(S, t) elde etmek i¢in Itd lemasindan faydalanilir,
1t6 Lemasi: (1t6, 1944) V = V(S(t),t) iken S asagidaki denklemi sagliyorsa

dS = uSdt + 0Sdz (1.6)

Boylece dV asagidaki denklemi saglar;

ovV(S,t) v,y 1, 0°V(S, ) dv(s,t)
T + uS ER +§0' S a5z dt + oS 1S dz (1.7)

dv(s,t) = <



Elde edilen bu dV(S, t) ve denklem (1.3) denklem (1.5) yerine koyulacak olursa, dIl
icin agagidaki denklem elde edilir.

av(s,t ov(s,t) 1 d2%V(S,t
dl'l=< 9 S ( )+— 252¥>dt

ot M T T2° 52

VY 47 — A(uSdt + oSdz) (1.8)

+0S s

Yukaridaki denklemin sag tarafinda yer alan dz’li terimler, dz‘den dolay1 denklemin
rassal terimleridir. Bu rassallik portfoyiin riskli olmasina sebebiyet vermektedir. Bu
durumdan kurtulmak yani portfoyii risksiz bir hale getirmek icin dz‘li terimlerin

katsayilari sifira esitlenmesi gerekir.

05T dz — AgSdz = 0 (1.9)
Buradan,
A= dC) 1.10

aliarak portfoy risksiz bir hale getirilir. A ifadesi portfdy denkleminde yerine

konulursa elde edilen portfoy,

vy 1, ,0%V(S, )
dIl —< ot +EO' S T dt

(1.11)

Portféydeki bu degisim tamamen risksizdir. Bu durumda portfoy degerindeki artis,
bir miktar nakit paranin risksiz faiz getirisi olan bir hesapta elde edecegi artisa esit

olmak zorundadir. Yani,
dIl = rildt (1.12)

olacaginda bu iki portfoy degeri birbirine esitlenirse,

v,y 1, 0°V(S,t)
( o 2% o2

) dt = rlldt (1.13)

Buradaki portfoly6 degeri olan II yerine (1.4) ‘teki esitligi yazilirsa,

v,y 1, ,0%V(S, )
< o 270 s

) dt = r(V(S, t) — AS)dt (1.14)

Denklemin sag tarafinda yer alan AS yerine (1.10) ‘daki ifade koyulursa,



dv (s, t)) n

S (1.15)

ovs,t) 1, 0°V(S,t)
( o T2°° s

)dt = r(V(S,t) -S
Her taraf dt ‘ye boliindiigiinde, meshur Black-Scholes denklemi (Black & Scholes,
1973) asagidaki gibi elde edilir.

v,y 1, ,0%V(S, ) dv(s,t)
gt T29°% T TR

—1V(S,0) =0 (1.16)

Black-Scholes kismi denklemlerinin bu kisimda gosterilen disinda farkli elde edilis
yontemleri de bulunmaktadir. Diger elde edilis yontemleri i¢in (Rouah) ve (Shreve,
2004) ‘e bakilabilir.

1.2 Sonlu Farklar Yontemi

Sonlu farklar yontemi (SFY) diferansiyel denklem ¢6ziimiinde kullanilan
yontemlerden biridir. Bu yontemdeki amag, denklemde yer alan her bir kismi tiirev
igin sayisal yaklasik bir ¢6ziim bulabilmektir. Bunu yapabilmek igin, diferansiyel
denklemde yer alan kismi tiirevlere ¢6ziim aranan nokta civarinda Taylor seri agilimi

yapilir.

Bir f(x,y) fonksiyonu i¢in, x’in h komsulugunda Taylor seri a¢ilimi olan f(x +

h,y) ve f(x — h,y) denklemleri asagidaki gibi ifade edilir;

oy, 10 @y) , 197y

fa+hy) = fy) + == ht 5= h? 4 =
+ 0 (1.17)
0 i 192 , 193 )
f(x—h,y):f(x,y)_yh E% 1 J;ixsy)h3
+O0Y (1.18)

lleri fark yaklasimi denklem (1.17) kullanarak birinci mertebeden asagidaki gibi

ifade edilir;

ax h

(1.19)
Geri fark yaklagimi denklem (1.18) kullanarak birinci mertebeden asagidaki gibi
ifade edilir;

ofx,y) fy)—flx—hy)
ax h

(1.20)



Merkezi fark yaklasimi denklem (1.18)’den denklem (1.17)’nin ¢ikarilmastyla birinci
mertebeden asagidaki gibi ifade edilir;

af(x'y) ~f(x+ h,y) —f(x—h,y)
ax 2h

(1.21)

Ikinci mertebe kismi tiirevler i¢in yaklasimi yine bu yolla elde etmek miimkiindiir.
Denklem (1.17) ve denklem (1.18)’in toplanmasiyla ikinci mertebeden merkezi fark
yaklasimi agagidaki gibi ifade edilir;

azf(x,y) _f(x+ h,y) - 2f(x,y) +f(x—h,y)

Ay = = +0(h?)  (1.22)

Zamana bagli kismi diferansiyel denklemlerin sonlu fark yontemi ile ¢dziimiinde

kullanilan yontemlerin bazilar1 sunlardir,

Acik (explicit) Yontem; sayisal ¢oziimiin bir sonraki zaman adimindaki degeri, bir

onceki zaman adiminda verilmis degerler yardimiyla bulunur.

Kapali (implicit) Yontem; agik formiil bilinmediginden tiim grid noktalar iizerinde

denklem yazilarak elde edilen denklem sistemi ¢oziilerek yaklasik ¢oziim elde edilir.

Crank-Nicolson Yontemi; acik ve kapali yontemlerin ortalamasidir.

1.3 Sonlu Eleman Yontemi

Sonlu eleman yontemi (SEY), bir problemin daha basit alt problemlere ayrilarak her
birinin kendi i¢inde iiretilen ¢oziimle probleme yaklasik bir ¢6ziimiin bulundugu bir

yontemdir.

Sonlu eleman yonteminde genel olarak, verilen bir diferansiyel denklemin ¢oziimii
i¢in
n

u~ z sy (1.23)

i=1
Seklinde cebirsel basit fonksiyonlar ile yaklasik bir u ¢dziimii aranir.

Sonlu eleman yontemi i¢in ti¢ temel 6zellik vardir: Birincisi, verilen bir problemin
geometrik olarak karmagik tanim kiimesi, sonlu eleman olarak adlandirilan
geometrik olarak basit alt bolgelerin birlesimi olarak gosterilir. Ikincisi, her bir sonlu

eleman {lizerindeki yaklasim fonksiyonu, cebirsel denklemlerin lineer kombinasyonu



olarak gosterilen siirekli bir fonksiyonun kullanilmasiyla elde edilir. Ugiinciisii,

eleman denklemleri ¢oziimiin siirekliligini ve/veya fiziksel niceliklerin dengesini

kullanarak bir araya getirilir. Yaklasim fonksiyonlari, interpolasyon teorisindeki

kavramlar kullanilarak cebirsel polinomlar ve katsayilarindan elde edilir. (Reddy,

1993).

Sonug olarak, sonlu eleman yontemi 6ncelikle alt bolgelere ayrilmis her bir eleman

icin sistem Ozelliklerini igeren denklemlerin c¢ikartilip sonrasinda tiim sistemi

yansitacak sekilde eleman denklemlerini birlestirerek sisteme ait lineer denklem

takiminin elde edilmesidir. Bir elemana ait denklemlerin elde edilmesinde degisik

yontemler kullanilabilir. Bunlar i¢inde en ¢ok kullanilan dort temel yontem sunlardir:

(Topcu & Tasggetiren, 1998)

a)

b)

d)

Direkt yaklasim: Bu yaklasim daha c¢ok tek boyutlu ve basit problemler

i¢cin uygundur.

Varyasyonel yaklasim: Bir fonksiyonelin ekstremize yani maksimum ve

minimum edilmesi demektir.

Agirlikl kalanlar yaklagimi: Bir fonksiyonun cesitli degerler karsiliginda
elde edilen yaklasik ¢oziimii ile ger¢ek ¢Oziim arasindaki farklarin bir
agirlik fonksiyonu ile ¢arpilarak toplamlarint minimize etme islemidir. Bu
yaklasim kullanilarak eleman ozelliklerinin elde edilmesinin avantaji,

fonksiyonellerin elde edilemedigi problemlerde uygulanabilir olmasidir.

Enerji dengesi yaklasimi: Bir sisteme giren ve ¢ikan termal veya mekanik

enerjilerin esitligi ilkesine dayanur.

Verilen bir problemin sonlu eleman ile ¢6ziimii su adimlari igerir:

1)

2)

3)

4)

Tanim kiimesinin sonlu eleman kiimesine ayriklastiriimasi

Diferansiyel denklemin zayif (agirlikli-integral) formiiliinde ifade

edilmesi

Biitiin elemanlar i¢in eleman denkleminin belirlenmesi. Sonlu eleman
interpolasyon fonksiyonlarin olusturulmasi ve eleman matrisinin

hesaplanmas.

Genel sistem denklemini olusturmak ic¢in sonlu eleman denklemlerinin

birlestirilmesi



5) Sinir kosullarinin uygulanmasi
6) Birlestirilmis sistem denkleminin ¢6ziimii

Zamana bagli diferansiyel denklemlerin ¢dziimii iki asamada gerceklestirilir. ilk
asamada diferansiyel denklemlere zamana bagl adi diferansiyel denklemler elde
etmek igin sonlu eleman yontemi ile yaklasim uygulanir. ikinci asamada, zamana
bagli bu diferansiyel denklemlerden cebirsel denklem elde etmek icin sonlu fark

yontemi yaklasimi uygulanir.






2. BLACK-SCHOLES KISMi DIFERANSIYEL DENKLEMININ SONLU
FARK YONTEMI ILE COZUMU

Black-Scholes kismi diferansiyel denklemin ¢oziimii igin sonlu fark yontemleri
arasindan bolim (1.2)’de bahsedilen agik (explicit), kapali (implicit) ve crank-
nicolson yontemleri en ¢ok tercih edilen yontemlerdir. (Bkz. Wilmott, Howison ve

Dewynne, 1995)

2.1 Acik Yontem

Denklem (1.16)’da verilen Black-Scholes KDD’nin hisse senedi fiyat1 S i¢in merkezi
fark, zamani t i¢in geri fark yaklagimlar1 kullanilirsa
Vet —vp 1 Vit — 2Vt + Vnth Vit — Vi1
—+= AS)? AS) [l “mel
A T30 (mAS) AS? A\ T35
—rytl =0 (2.1)

Denklem (2.1) diizenlenirse asagidaki gibi ifade edilir
Vm = aVii + BVt +yVli (2.2)

0<n<<N,0<m<M
1

a =5At(02m2+rm)

B =1-At(c?m? +71)

1
Yy = EAL“(crzm2 —rm)

Denklem (2.2)’de goriildiigii iizere V;* bilinmeyen degeri, V211, n+1  yit1 hilinen
degerlere bagli olarak hesaplanir. Bu ydntem uygulanabilirlik acisindan kolay

< e . At 5
olmasina ragmen, ¢6ziimiin yakinsakligi 1,z oranina baghdir.
S



2.2 Kapal Yontem

Denklem (1.16)’da verilen Black-Scholes KDD’nin hisse senedi fiyatt S i¢in merkezi

fark, zamani t igin ileri fark yaklagimlari kullanilirsa

Vptl —yn 1 me1— 2V + Vi Vier — Vin
m m +§02(mAS)2< m+1 m m 1>+r(mAS)< m+1 m 1)

At AS? 2AS
— TVt =0 (2.3)

Denklem (1.23) diizenlenirse asagidaki gibi ifade edilir
Vit = aVi + BV +yVin, (2.4)

O<n<N,0<m<M

1
a= —EAt(azmz + rm)

B =1-At(c*m? +7r)

1
y = —EAt(azm2 —rm)

Denklem (2.4)’de goriildiigii iizere VA*! bilinen degerine karsihik, Vi, ,, V2 ,vD_

bilinmeyen degerleri var. Bu yontem uygulanabilirlik acisindan zor olmasina

ragmen, ¢oziimiin yakinsakligi AATtZ oranina bagl degildir.

2.3 Crank-Nicolson Yontemi

Crank-Nicolson yontemi denklem (2.1)’te verilen agik (explicit) yontem ile denklem
(2.3)’te verilen kapali (implicit) yontemin ortalamasina karsilik gelir. (Bkz. Wilmott,

Howison ve Dewynne, 1995)

n+1l _ yn

Vm Vm 2
T 0((dt)?)

0S? (YRl _gpntl 4 pntl N AP A VA S VA
4 AS? AS?

n+1 n+1 n
) <Vm+1 - Vm—l + m+1

4 2AS 2A
+ 0((ds)?) (2.5)

m—1 r
S ) + 5 U™ + V)
Denklem (2.5) diizenlenirse asagidaki gibi ifade edilir

10



aVmia + BV +¥Vimoy = Vil — (B = 2Vt —yVpts (2.6)

1
a= —ZAt(asz +rm)

At
B = 1+7(02m2+r)

1
Yy = —ZAt(GZm2 —rm)

Denklem (2.6)’de goriildiigii iizere VRY], VB*1 vI+1 bilinen degerlerine karsilik,

B +1, Vi, V2_; bilinmeyen degerleri var. Bu yontem daha oncesinde bahsedilen
acik ve kapali yontemlere gore daha etkili olmasindan dolay1 uygulamada bu yontem

tizerinde calisildu.

2.4 Uygulama

Black-Scholes kismi diferansiyel denkleminin bir 6nceki kisimda bahsedilen sonlu
fark yontemlerinden olan Crank-Nicolson ydntemi ile ¢6ziimii alim ve satim
opsiyonlart icin MATLAB’da yapilmistir. Elde edilen yaklasik ¢6ziim, Black-
Scholes formuliine karsi gelen tam ¢oziim ile karsilastirilmistir. Black-Scholes
formulii ile olusturulan tam ¢6ziim i¢cin MATLAB’m blsprice fonksiyonu

kullanilmistir. Black-Scholes formulii asagidaki gibi ifade edilir:

C =S,N(dy) —Ke "T-DN(d,) (2.7)
P =Ke "T-ON(-d,) — SyN(—d;) (2.8)
S 2
In(32)+(r+ T—t
0 () (T >( )
oVvT —t
S 2
In(2)+(r—5|(T -1
dy = ®)+(-7) =dy—oVT—t
oVvT —t

C: Alim (Call) opsiyonu
P: Satim (Put) opsiyonu

Burada N(x) normal dagilim fonksiyonudur. Ayrica, sabit bir Sy icin t = T ‘ye
yaklasirken lim N(d,) ti¢ farkli deger alir:

11



0 So<K
lmN@) =2 S, =K
1 So>K
degerlerini alir (Saunders, 2005). Diger bir ifadeyle limit yoktur.
Kullanilan parametreler:
So- Hisse senedi baslangig fiyati K Hisse senedi islem fiyati

r: Risksiz faiz orani o: Volatility

T: Vade bitim tarihi

2.4.1 Alim opsiyonu
Alim opsiyonuna ¢6ziim aranirken kullanilan sinir kosullart:

Cr=0 0<n<N
{C;Vl, = MAS — Ke T(N-mat 0<n

Ve bitis kosulu:

CN = max(0,mAs — K) , 0<m<M
Alim opsiyonu i¢in fiyat ve hata tablosu ¢izelge 2.1 ve Cizelge 2.2’de sabit iglem
fiyatina kars1 degisen hisse baslangi¢ fiyatlarina gore olusturuldu. Alim opsiyonu i¢in

hatalarin en biiyiik degerleri 1072 ile 1073 araliginda degiskenlik gosterdigi

gorilmektedir.

Cizelge 2.1 : SFY_Farkli hisse basglangi¢ degerleri i¢in alim opsiyonu fiyat ve hata
degisimi (K=12, r=0.05, 6=0.2, T=1)

So B-S Form C-N Err

5 0.0000 0.0001 0.000072
6 0.0003 0.0009 0.000589
7 0.0042 0.0064 0.002155
8 0.0288 0.0319 0.003122
9 0.1161 0.1150 0.001066
10 0.3247 0.3139 0.010858
11 0.7005 0.6810 0.019513
12 1.2541 1.2328 0.021319
13 1.9626 1.9455 0.017121
14 2.7871 2.7761 0.010962
15 3.6883 3.6825 0.005788
16 4.6359 4.6334 0.002497
17 5.6093 5.6086 0.000791

12



Cizelge 2.1 (Devam): SFY_Farkli hisse baslangi¢ degerleri i¢in alim opsiyonu fiyat
ve hata degisimi (K=12, r=0.05, 6=0.2, T=1)

So B-S Form C-N Err

18 6.5964 6.5963 0.000067
19 7.5903 7.5905 0.000160
20 8.5875 8.5877 0.000182
21 9.5862 9.5864 0.000141
22 10.5857 10.5858  0.000094
23 11.5854 11.5855  0.000057
24 12.5853 12.5854  0.000033
25 13.5853 13.5853  0.000018
26 14.5853 14.5853  0.000010

27 15.5853 15.5853  0.000005
28 16.5852 16.5853  0.000003

29 17.5852 17.5852  0.000001
30 18.5852 18.5852  0.000001
31 19.5852 19.5852  0.000000

32 20.5852 20.5852  0.000000
33 21.5852 21.5852  0.000000
34 22.5852 22.5852  0.000000
35 23.5852 23.5852  0.000001
36 24.5852 24.5852  0.000001
37 25.5852 25.5852  0.000002
38 26.5852 26.5853  0.000004
39 27.5852 27.5853  0.000008
40 28.5852 28.5853  0.000013
41 29.5852 29.5853  0.000023
42 30.5852 30.5853  0.000038
43 31.5852 31.5853 0.000061
44 32.5852 32.5853 0.000097
45 33.5852 33.5854 0.000151
46 34.5852 34.5855 0.000228
47 35.5852 35.5856  0.000339
48 36.5852 36.5857 0.000494
49 37.5852 37.5860 0.000706
50 38.5852 38.5862 0.000991

Cizelge 2.2 : SFY_Farkli hisse baglangi¢ degerleri i¢in alim opsiyonu fiyat ve hata
degisimi (K=30, r=0.05, 6=0.2, T=1)

So B-S Form C-N Err

5 0.0000 0.0000 0.000000
6 0.0000 0.0000 0.000000
7 0.0000 0.0000 0.000000
8 0.0000 0.0000 0.000000
9 0.0000 0.0000 0.000000
10 0.0000 0.0000 0.000000
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Cizelge 2.2 (Devam): SFY_Farkli hisse baslangi¢ degerleri i¢in alim opsiyonu fiyat
ve hata degisimi (K=30, r=0.05, 6=0.2, T=1)

So B-S Form C-N Err

11 0.0000 0.0000 0.000002
12 0.0000 0.0000 0.000010
13 0.0000 0.0001 0.000035
14 0.0002 0.0003 0.000100
15 0.0007 0.0010 0.000237
16 0.0024 0.0028 0.000466
17 0.0066 0.0074 0.000777
18 0.0163 0.0174 0.001100
19 0.0360 0.0373 0.001311
20 0.0719 0.0732 0.001258
21 0.1324 0.1333 0.000816
22 0.2270 0.2269 0.000068
23 0.3656 0.3642 0.001351
24 0.5578 0.5549 0.002897
25 0.8119 0.8074 0.004515
26 1.1338 1.1278 0.006007
27 1.5274 1.5202 0.007203
28 1.9934 1.9854 0.007995
29 2.5305 2.5222 0.008343
30 3.1352 3.1269 0.008268
31 3.8023 3.7944 0.007837
32 4.5257 4.5186 0.007142
33 5.2989 5.2926 0.006281
34 6.1150 6.1097 0.005345
35 6.9676 6.9632 0.004410
36 7.8507 7.8472 0.003532
37 8.7589 8.7561 0.002746
38 9.6873 9.6853 0.002069
39 10.6321 10.6306  0.001508
40 11.5897 11.5887 0.001055
41 12.5575 12.5568 0.000700
42 13.5332 13.5328 0.000427
43 14.5149 14.5147  0.000218
44 15.5012 15.5012  0.000058
45 16.4910 16.4911 0.000070
46 17.4835 17.4837 0.000183
47 18.4780 18.4783  0.000294
48 19.4739 19.4743  0.000417

49 20.4709 20.4715 0.000567
50 21.4688 21.4695 0.000756

Sabit tutulan islem fiyatinin kiigiik oldugu durumda, hisse senedi baslangig¢ fiyatinin
kiicik oldugu yerlerdeki hatalarin islem fiyatinin biiyiik oldugu yerlerdeki
hatalardan daha biiyiik oldugu gozlemlenmektedir. Sekil 2.1 ve sekil 2.2°de ilgili
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hata degisim grafikleri gosterildi. Hisse senedi baslangi¢ fiyatinin sabit tutulan islem
fiyatina yakin oldugu yerlerde hatanin salinim yaptig1 goriilmektedir.

Farkl baglangig hisse fiyatlan igin call opsivonunda hata dedigimi
DDEE T T T T T T T

‘ Crank-Micolson ¥dntemi

0.02

0.015

Hata

0.01

0.005

Sekil 2.1: SFY_Farkl1 hisse baslangi¢ degerleri i¢in alim opsiyonu fiyat ve hata
degisimi (K=12, r=0.05, 6=0.2, T=1)

w107 Farkl baglangig hisse fiyatlan igin call opsiyanunda hata degigimi

9 T T T T T T T T
‘ Crank-Micolson Ydantemi

Hata

Sekil 2.2: SFY_Farkl1 hisse baglangic degerleri i¢in alim opsiyonu fiyat ve hata
degisimi (K=30, r=0.05, 6=0.2, T=1)
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Cizelge 2.3’te volatilitenin yliksek oldugu durumda hata degisimi incelenmistir. Bu
durum i¢in sabit tutulan islem fiyatinin biiyilk oldugu deger ele alimustir.
Volatilitenin yiiksek olmas1 hata degerlerinin volatilitenin kii¢iik oldugu duruma gore
cok biiylik farklar gostermedigi goriilmekle beraber, hatanin daha c¢ok salinim

yapmasina sebebiyet verdigi gozlemlenmektedir.

Cizelge 2.3: SFY_Farkli hisse baslangi¢c degerleri i¢in alim opsiyonu fiyat ve hata
degisimi (K=30, r=0.05, 6=0.6, T=1)

So B-S Form C-N Err

5 0.0037 0.0039  0.000203
6 0.0111 0.0114  0.000265
7 0.0264 0.0267  0.000276
8 0.0536 0.0538  0.000226
9 0.0966 0.0967  0.000119
10 0.1594 0.1593  0.000029
11 0.2454 0.2452  0.000199
12 0.3577 0.3574  0.000371
13 0.4988 0.4983  0.000525
14 0.6706 0.6699  0.000644
15 0.8743 0.8736  0.000712
16 1.1109 1.1102  0.000720
17 1.3809 1.3802  0.000661
18 1.6841 1.6836  0.000533
19 2.0205 2.0201  0.000338
20 2.3894 2.3893  0.000082
21 2.7902 2.7904  0.000225
22 3.2219 3.2224  0.000566
23 3.6835 3.6845  0.000924
24 4.1740 4.1753  0.001274
25 4.6923 4.6938  0.001589
26 5.2370 5.2388  0.001837
27 5.8070 5.8090 0.001983
28 6.4011 6.4031  0.001988
29 7.0182 7.0200  0.001809
30 7.6570 7.6584  0.001402
31 8.3163 8.3171  0.000717
32 8.9952 8.9949  0.000296
33 9.6925 9.6908  0.001690
34 10.4072 10.4037  0.003520
35 11.1383 11.1324  0.005845

2.4.2 Satim opsiyonu
Satim opsiyonuna ¢6ziim aranirken kullanilan sinir kosullart:

Pr=0 0<n<N
{P;; = Ke T(N=mAL _ MAS 0<n<N
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Ve bitis kosulu:

PN =max(0,K —mAs), 0<m<M

Satim opsiyonuna gore elde edilen sonuglar c¢izelge 2.4 ve cizelge 2.5’te
gosterilmektedir. Hisse baglangi¢ fiyatlarinin kiigiik oldugu durumlarda, kiiglik islem
fiyatina kars1 gelen hatalarin, biiyilik islem fiyatina karsi gelen hatalardan daha biiyiik
oldugu goriilmektedir. Bu durum hisse baslangi¢ fiyatlar1 biiyiidiikge tersine
donmektedir. Cizelgeler dogrultusunda olusturulan hata degisim grafikleri sekil 2.3
ve sekil 2.4°de verilmektedir.

Cizelge 2.4: SFY_Farkli hisse baslangi¢ degerleri i¢in satim opsiyonu fiyat ve hata
degisimi (K=12, r=0.05, 6=0.2)

So B-S Form C-N Err

5 6.4148 6.4148  0.000072
6 5.4150 5.4156  0.000589
7 4.4190 44211  0.002155
8
9

3.4435 3.4466  0.003122
2.5308 2.5298  0.001066

10 1.7395 1.7286  0.010858
11 1.1153 1.0958  0.019513
12 0.6688 0.6475  0.021319
13 0.3774 0.3602 0.017121
14 0.2018 0.1908  0.010962
15 0.1031 0.0973  0.005788
16 0.0507 0.0482  0.002497
17 0.0241 0.0233  0.000791
18 0.0112 0.0111  0.000067
19 0.0051 0.0052  0.000160
20 0.0023 0.0024  0.000182
21 0.0010 0.0011  0.000141
22 0.0004 0.0005  0.000094
23 0.0002 0.0002  0.000057
24 0.0001 0.0001  0.000033
25 0.0000 0.0001  0.000018
26 0.0000 0.0000 0.000010
27 0.0000 0.0000  0.000005
28 0.0000 0.0000  0.000003
29 0.0000 0.0000  0.000001
30 0.0000 0.0000  0.000001
31 0.0000 0.0000  0.000000
32 0.0000 0.0000  0.000000
33 0.0000 0.0000  0.000000
34 0.0000 0.0000  0.000000
35 0.0000 0.0000  0.000000
36 0.0000 0.0000  0.000000
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Cizelge 2.4 (Devam): SFY Farkli hisse baslangi¢ degerleri igin satim opsiyonu fiyat
ve hata degisimi (K=12, r=0.05, 6=0.2)

So B-S Form C-N Err

37 0.0000 0.0000  0.000000
38 0.0000 0.0000  0.000000
39 0.0000 0.0000  0.000000
40 0.0000 0.0000  0.000000
41 0.0000 0.0000  0.000000
42 0.0000 0.0000  0.000000
43 0.0000 0.0000  0.000000
44 0.0000 0.0000  0.000000
45 0.0000 0.0000  0.000000
46 0.0000 0.0000  0.000000
47 0.0000 0.0000  0.000000
48 0.0000 0.0000  0.000000
49 0.0000 0.0000  0.000000
50 0.0000 0.0000  0.000000

Cizelge 2.5: SFY_Farkli hisse baslangic degerleri i¢in satim opsiyonu fiyat ve hata
degisimi (K=30, r=0.05, 6=0.2)

So B-S Form C-N Err

5 23.5369 23.5369  0.000000
6 22.5369 22.5369  0.000000
7 21.5369 21.5369  0.000000
8
9

20.5369 20.5369  0.000000
19.5369 19.5369  0.000000

10 18.5369 18.5369  0.000000
11 17.5369 17.5369  0.000002
12 16.5369 16.5369  0.000010
13 15.5369 15.5370  0.000035
14 14.5371 14.5372  0.000100
15 13.5376 13.5378  0.000237
16 12.5392 12.5397 0.000466
17 11.5435 11.5443  0.000777
18 10.5532 10.5543 0.001100
19 9.5728 9.5742  0.001311
20 8.6088 8.6101  0.001258
21 7.6693 7.6701  0.000816
22 6.7639 6.7638  0.000068
23 5.9025 5.9011 0.001351
24 5.0947 5.0918  0.002897
25 4.3488 4.3442  0.004515
26 3.6707 3.6647  0.006007
27 3.0642 3.0570  0.007203
28 2.5303 2.5223  0.007995
29 2.0674 2.0591  0.008343
30 1.6721 1.6638  0.008268
31 1.3392 1.3313  0.007837
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Cizelge 2.5 (Devam): SFY Farkli hisse baslangi¢ degerleri igin satim opsiyonu fiyat
ve hata degisimi (K=30, r=0.05, 6=0.2)

So B-S Form C-N Err

32 1.0626 1.0555  0.007142
33 0.8358 0.8295  0.006281
34 0.6519 0.6466  0.005345
35 0.5045 0.5001  0.004411
36 0.3876 0.3841  0.003533
37 0.2957 0.2930  0.002747
38 0.2242 0.2221  0.002072
39 0.1690 0.1675  0.001513
40 0.1266 0.1256  0.001065
41 0.0944 0.0937  0.000717
42 0.0701 0.0696  0.000454
43 0.0518 0.0515  0.000263
44 0.0381 0.0380  0.000128
45 0.0279 0.0279  0.000037
46 0.0204 0.0204  0.000021
47 0.0149 0.0149  0.000055
48 0.0108 0.0109  0.000072
49 0.0078 0.0079  0.000078
50 0.0056 0.0057  0.000077

Farkh baglangig hisse fivatlan igin put opsivonunda hata dedisimi

0.025

Crank-Micolson Yanterni

0.0z

0.015

Hata

0.01

0.005

=0

Sekil 2.3: SFY_Farkli hisse baslangi¢ degerleri i¢in satim opsiyonu fiyat ve hata
degisimi (K=12, r=0.05, 6=0.2, T=1)
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w107 Farkl baglangig hisse fivatlan igin put opsiyonunda hata dedigimi
9 T T

Crank-Micolson Yanterni

Hata

Sekil 2.4: SFY_Farkli hisse baslangi¢ degerleri i¢in satim opsiyonu fiyat ve hata
degisimi (K=30, r=0.05, 6=0.2, T=1)

Sekiller incelendiginde, alim opsiyonundaki duruma benzer sekilde hisse baslangic
fiyatinin islem fiyati civarinda oldugu durumlarda hatanin salinimlar yaptigi

gozlemlenmektedir.
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3. BLACK-SCHOLES KISMi DIFERANSIYEL DENKLEMININ SONLU
ELEMAN YONTEMI ILE COZUMU

Bu boliimde (Reddy, 1993) temel alinarak sonlu eleman ydntemi anlatilacaktir.
Black-Scholes kismi diferansiyel denkleminin ¢6ziimii i¢in sonlu eleman yonteminde
dogrusal (lineer) eleman yaklagimi kullanilacak, vanilla (alim-satim) opsiyon

fiyatlandirmas ve ilgili hata analizi yer alacaktir.

3.1 Zayif (Agirhkli-integral) Formiilasyonu

Zayif form ii¢ asamada elde edilir:

[lk olarak, diferansiyel denklemdeki tiim ifade tek bir tarafa toplanir dolayisiyla diger
taraf sifira esit olur (denklem 1.16 elde edilen Black-Scholes denklemi bu sekilde
ifade edildigi i¢in bu kisim elde var), sonrasinda tiim denklem agirlik fonksiyonu w

ile carpilir ve problemin tanim kiimesi iizerinde integrali alinir.

—V(S,0|ds  (3.1)

av(s,t 2%V(S,t dV(S,t
O—] l ( ) Sz%+rs ( )

Bu olusan ifadeye ayn1 zamanda denklemin “Agirlikli-Integral Formu” da denir.

Ikinci asamada, bagimli degisken ve agirlik fonksiyonu arasinda tiirevin dengeli
dagilimi i¢in kismi integrasyon kullanilir ve, birincil ve ikincil degiskenlerin

olusumu igin sinir terimleri belirlenir.

. 2V 9 (52 av) oo Y _ 000V .’
©3s2 = 3s as “%s aS 3S 3-2)
0= j [ + (SZ 6V> 25 ov g2 dw GV) + S av

@ 59 55(5%05g “5s asas) T % us

— r(nV] ds (3.3)
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0‘[[ av 1 262 dw dV +( )5 av V]dS 1 2[52 av 34
) 1“9t 2% Bsas TN T O T 29 [S @], G4
Q

Uciincii asamada; temel smir kosullarinin saglanmasi igin agirlik fonsiyonunu
kisitlayarak ve verilen ikincil degisken degerleri yerlerine koyarak simir terimleri

yeniden ifade edilir.

-Q- = (SA'SB)
1 ov _
z“§£=Q
[ ] = [ % . = (w(Sp)Qg — w(S54)Qa)

Dolayist ile denklem (3.4) asagidaki gibi diizenlenir;

O_j[av 1 Sawav+( s VT
= | |05t 29 g5 a5+ (T~ 0)Sw g —rw

— (w(Sp)Qp — w(S4)Q4) (3.5)

3.2 Sonlu Eleman Yaklasim

Zayif form olan denklem (3.5) goriildigi tizere Black-Scholes denklemine esit bir
denklem olup birinci mertebeden zamana bagli bir problemi ifade etmektedir. Bu
problemin ¢oziimii i¢in zamana bagli diferansiyel denklemi cebirsel denklemlere
cevirecek bir sonlu eleman yaklasimi tanimlamak gerekir. Bu yaklasim iki adimda

olusturulur:
1. Konumsal yaklagim

2. Zamansal yaklagim

3.2.1 Konumsal yaklasim

Diferansiyel denklemin ¢6ziimiine tanim kiimesinin ayristirtlmasiyla olusan her bir

eleman asagidaki ifade ile yaklagir:

n

M&ﬂzW@Qz}}ﬂﬁﬁﬁ) (3.6)

j=1
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Burada uf‘ler sonlu elemanin diigiim noktalarinda ¢oziimiin degerlerini ve I/Jf’ler
eleman yaklasim fonksiyonlarini temsil etmektedir. Denklem (3.6) herhangi bir ¢
zamani igin u‘nun konumsal yaklasimini gostermektedir. Bu adim, elemandaki u; (t)
diigim degiskenleri i¢in zamana baglh adi diferansiyel denklemlerin kiimesi ile

sonuclanir.

Bu durumda n cebirsel denklemi elde edebilmek icin denklem (3.6)’y1 V yerine,
ayrica Rayleigh-Ritz (ya da Galerkin) yontemi geregince zayif formdaki agirlik

fonksiyonu o yerine 5, Y5, ... , g yerlestirilir:
i 0 1,00 (N oY, S
_ , Yj _ T .2q2_ i Z o) _ 2 . Z J
0‘f v Zat‘pl 295 35 | L Wos | T =008 2 w5s
Sa j= Jj=1 j=1
n
= ) uy | dS = (iCSp)Qs — Yi(S)Qw) (3.7)
j=1

Bu ifadeyi diizenlersek:
s

- 3 au]

0= [ w3

dY; 0, oY,
< > 0282 —— 2 68) <(F 6%)Sy; >—F¢i¢j]uj}d5

— (Wi(Sp)Q — ¥i(S4)QA) (3.8)

Elde edilen bu denklem matriks seklinde asagidaki gibi de ifade edilebilir:

+

[Me1{u} + [KT{u} = {Q} (3:9)
Ml]= j dJllllde (3961)
Sa
SB
1 oyY; oY
Kij = j [( 50°8? all; aﬁ’)+<(r—oz)s¢i%>—r¢i¢j] dS  (3.9b)

Sa

Qi = —(¥i(Sp)Qs — ¥:(Sa)Qa) (3.9¢)
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3.2.2 Zamansal yaklasim

Denklem (3.9)’daki zamana bagli tiirev durumundan, bu denklemi ¢6zmek ic¢in
kullanilan en yaygin yontem a-ailesi yaklagimidir. Bu yaklasim iki adimda ele alinir.
Ik adim icin, bagimli degiskenin zamana gore tiirev degeri sonlu fark ydntemi

yaklagimina goére hesaplanir:

_ {u}s+1 - {u}s

) = 3.10
{u}s+a Ats+1 ( )

Ikinci adimda, bu bagimli degiskenin zamana gore tiirev degeri agirhikli ortalamayla
hesaplanir. Bu agirlikli ortalama, ardisik iki zaman adimindaki degiskenin degerleri

ile yapilan lineer interpolasyonla hesaplanir:

{u}sﬂz =(1- (X){ll}s + a{u}s+1 (3.11)

Bu iki adim yani denklem (3.10) ve (3.11) birbirine esitlenecek olursa:

{u}s+ 1 {u}s

(1 - a){u)s + af{u}se, = Ato.,

(3.12)

Denklem (3.12) ts,; zamaninda adi diferansiyel denklemleri u;’li cebirsel

denklemlere indirgemek igin kullanilir. Bunun igin oncelikle denklemin her tarafi

Atg,, ve denklem (3.9a)’daki [M] denklem sistemi ile ¢arpilir.

Atsy1(1 = ) [MI{u}s + Atgpra[MI{i}syr = IM]({u}syq —{u)s)  (3.13)

Denklem (3.13)’te yer alan [M]{u}s ve [M]{u}s,; yerine denklem (3.9)’un t = t4 ve

t = tg,4 icin kars1 gelen degerleri ¢ekilerek yazilir:
[M1{u}s + [K1{u}s = {Q}, (3.14a)
[MI{i}ss1 + [K](udsin = {0, (3.14b)
Bu durumda denklem (3.13) diizenlenip asagidaki gibi ifade edilir:
([M] = Atgy1 (1 = O[KDu}s = (IM] + AtsyqalK]D{u}siq

—Ato, s (a{@}s+1 +(1- a){@}s) (3.15)
Elde edilen denklem (3.15) basit bir ifadeyle asagidaki gibi ifade etmek miimkiindiir:

[Al{u}s = [Bl{u}s+1 — A{Q} (3.16)

[A] = (IM] — Ats41 (1 — @) [K]) (3.16a)
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[B] = ([M] + At,,,alK]) (3.16b)

{0} = («f0},,, + 0 - 0{0},) (3.16¢)
Buradaki a degeri icin asagidaki integrasyon semalarindan biri segilir.

0 ileri fark,  O(At)
1/2 Crank — Nicolson, 0((A)?)
a=
2/3 Galerkin,  0((At)?)
L1 Geri fark, 0(At)

Bu tez c¢alismasinda Crank-Nicolson semasina karsi gelen o = 1/2 degeri

kullanilmustir. (Bkz: Reddy, 1993)

3.3 Sonlu Eleman Modeli

Bir Onceki kisimda elde edilen denklem (3.16)’nin ¢6ziimii i¢in [A] ve [B]
matrislerinin hesaplanmasi ile miimkiindiir. [A] ve [B] matrislerinin hesaplanmasi
icin [M] ve [K] matrislerinin hesaplanmasi gerektigi goriilmektedir. [M] ve [K]
matrisleri denklem (3.9a) ve (3.9b)’den elde edilir. Denklem (3.9a) ve (3.9b)’de
goriildiigii iizere [M] ve [K] matrisleri v; ; yaklasim fonksiyonlarma bagl oldugu

icin bu fonksiyonlarin belirlenmesi gerekir.

Bu tez caligmasinda 1;; yaklasim fonksiyonlar1 i¢in lineer(dogrusal) eleman
yaklagim fonksiyonlar1 ele alinacaktir. Bu durumda denklem (3.6)’da verilen her bir
eleman i¢in yaklasik ¢oziim asagidaki gibi ifade edilir:

n

US(S,0) = ) uf (05 (S) = W (S)us + S (S)us (317)

j=1
Denklem (3.17)’de yer alan lineer interpolasyon fonksiyonlari olan 1f’ler S genel
koordinat diizlemi iginde ifade edilmektedir. Bu 1{ fonksiyonlarma lineer bir model
olusturabilmek i¢in bu fonksiyonlar her bir elemana karsilik gelecek bir x yerel
koordinat diizleminde tanimlanir. Tanim kiimesi her bir eleman i¢in Q = (S4,S5) =
(Xe, Xo41) = (0, h) olarak ele alinir. Y{ lineer interpolasyon fonksiyonlari ise her bir

eleman i¢in agagidaki sekilde ifade edilir:

W@ =1-3

ERUACIES (3.18)

>
S| R
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Bundan sonra denklem (3.9a) ve (3.9b)’de verilen [M] ve [K] matrisleri asagidaki
sekilde hesaplanabilir:

h
0

h
1 a ia i _ a j —
Kij = f [(—EGZ)_(Z Té%) + ((r - GZ)lei %) - rl/lllllj] dx (319b)
0

Denklem (3.19a) ve (3.19b)’de verilen [M] ve [K] matrisleri hesaplanacak olursa
asagidaki ifadeler elde edilir:

h
[M] =2 [i ; (3.20a)

[K]=626_r[(1) _é]+?[_§ _§]+%[_§ _g] (3.20b)

3.4 Uygulama

Black-Scholes kismi diferansiyel denkleminin sonlu eleman yontemi ile ¢6ziimii bu
kisma kadar bir eleman tizerinden anlatilmigtir. Elde edilen bu bir eleman {lizerinden
yaklagik ¢oziim tanim kiimesinde ayriklagtirilan tiim elemanlar i¢in MATLAB’da bir
araya getirilerek alim ve satim opsiyonlari i¢in uygulama yapilmistir. Elde edilen
yaklagik ¢ozlim, Black-Scholes formuliine kars1 gelen tam ¢oziim ile
karsilastirilmistir.  Black-Scholes formulii ile olusturulan tam ¢6ziim i¢in

MATLAB’m blsprice fonksiyonu kullanilmustir.

Kullanilan parametreler:

S, Hisse senedi baslangig fiyati K Hisse senedi islem fiyati
r: Risksiz faiz orani c: Volatility

T: Vade bitim tarihi

3.4.1 Ahm opsiyonu
Alim opsiyonuna ¢oziim aranirken kullanilan sinir kosullari:

Cr=0 0<n<N
{C;; = MAS — Ke "(N-mAt 0<n<N
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Ve bitis kosulu:

CN = max(0,mAs — K) , 0<m<M

Cizelge 3.1 : SEY_Farkli hisse baslangi¢ degerleri i¢in alim opsiyonu fiyat ve hata
degisimi (K=12, r=0.05, 6=0.2, T=1)

So B-S Form SEY Err

5 0.0000 0.0000 0.0000
6 0.0003 -0.0000 0.0003
7 0.0042 0.0000 0.0042
8 0.0288 -0.0000 0.0288
9 0.1161 0.0000 0.1160
10 0.3247 -0.0001 0.3248
11 0.7005 0.1070 0.5935
12 1.2541 0.9970 0.2571
13 1.9626 1.9801 0.0175
14 2.7871 2.9637 0.1766
15 3.6883 3.9471 0.2588
16 4.6359 4.9306 0.2947
17 5.6093 5.9141 0.3047
18 6.5964 6.8975 0.3011
19 7.5903 7.8810 0.2907
20 8.5875 8.8645 0.2770
21 9.5862 9.8479 0.2617
22 10.5857 10.8314 0.2457
23 11.5854 11.8149 0.2295
24 12.5853 12.7984 0.2130
25 13.5853 13.7818 0.1965
26 14.5853 14.7653 0.1800
27 15.5853 15.7488 0.1635
28 16.5852 16.7322 0.1470
29 17.5852 17.7157 0.1305
30 18.5852 18.6992 0.1139
31 19.5852 19.6827 0.0974
32 20.5852 20.6661 0.0809
33 21.5852 21.6496 0.0644
34 22.5852 22.6331 0.0478
35 23.5852 23.6165 0.0313
36 24.5852 24.6000 0.0148
37 25.5852 25.5835 0.0018
38 26.5852 26.5670 0.0183
39 27.5852 27.5504 0.0348
40 28.5852 28.5339 0.0513
41 29.5852 29.5174 0.0679
42 30.5852 30.5008 0.0844
43 31.5852 31.4843 0.1009
44 32.5852 32.4678 0.1175
45 33.5852 33.4513 0.1340
46 34.5852 34.4347 0.1505
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Cizelge 3.1 (Devam): SEY Farkl: hisse baslangi¢ degerleri i¢in alim opsiyonu fiyat
ve hata degisimi (K=12, r=0.05, 6=0.2, T=1)

So B-S Form SEY Err

47 35.5852 35.4182 0.1670
48 36.5852 36.4017 0.1836
49 37.5852 37.3851 0.2001
50 38.5852 38.3686 0.2166

Farkl baglangig hisse fiyatlan icin call apsiyonunda hata dedigimi
I:I? T T T T T T T T

Sonlu-Eleran Yantemi

06 .

0.5 .

0.4 4

Hata

0.3 .

0.2 .

0.1

|:| 1 1 1 1 1 1 1 1
5 10 15 20 26 30 35 40 45 50
=0
Sekil 3.1: SEY_Farkli hisse baslangi¢ degerleri i¢in alim opsiyonu fiyat ve hata

degisimi (K=12, 1=0.05, 6=0.2, T=1)

Cizelge 3.2 : SEY_Farkli hisse baglangi¢ degerleri i¢in alim opsiyonu fiyat ve hata
degisimi (K=18, r=0.05, 6=0.2, T=1)

So B-S Form SEY Err
5 0.0000 0.0000 0.0000
6 0.0000 -0.0000 0.0000
7 0.0000 0.0000 0.0000
8
9

0.0000 -0.0000 0.0000
0.0004 0.0000 0.0004

10 0.0029 -0.0000 0.0029
11 0.0129 0.0000 0.0129
12 0.0432 -0.0000 0.0432
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Cizelge 3.2 (Devam): SEY_Farkli hisse baglangi¢ degerleri i¢in alim opsiyonu fiyat
ve hata degisimi (K=18, r=0.05, 6=0.2, T=1)

So B-S Form SEY Err

13 0.1146 0.0000 0.1146
14 0.2540 -0.0000 0.2540
15 0.4871 0.0000 0.4871
16 0.8329 -0.0002 0.8331
17 1.2988 0.0007 1.2981
18 1.8811 0.9874 0.8937
19 2.5672 1.9700 0.5972
20 3.3399 2.9537 0.3861
21 4.1806 3.9372 0.2434
22 5.0722 4.9206 0.1516
23 6.0004 5.9041 0.0963
24 6.9538 6.8876 0.0663
25 7.9243 7.8710 0.0533
26 8.9059 8.8545 0.0514
27 9.8946 9.8380 0.0566
28 10.8878 10.8215 0.0663
29 11.8837 11.8049 0.0788
30 12.8813 12.7884 0.0929
31 13.8798 13.7719 0.1080
32 14.8790 14.7554 0.1237
33 15.8785 15.7388 0.1397
34 16.8782 16.7223 0.1559
35 17.8781 17.7058 0.1723
36 18.8780 18.6892 0.1888
37 19.8779 19.6727 0.2052
38 20.8779 20.6562 0.2217
39 21.8779 21.6397 0.2382
40 22.8779 22.6231 0.2548
41 23.8779 23.6066 0.2713
42 24.8779 24.5901 0.2878
43 25.8779 25.5735 0.3043
44 26.8779 26.5570 0.3209
45 27.8779 27.5405 0.3374
46 28.8779 28.5240 0.3539
47 29.8779 29.5074 0.3704
48 30.8779 30.4909 0.3870
49 31.8779 31.4744 0.4035
50 32.8779 32.4578 0.4200

Allm opsiyonuna gore elde edilen sonuclar cizelge 3.1 ve ¢izelge 3.2°de
gosterilmektedir. Bu sonuglara gore islem fiyatinin kiigiik tutuldugu durumda farkli
hisse baslangic fiyatlari igin hatalarin daha kiiciik oldugu goriilmektedir. Cizelgeler
3.1 ve 3.2 dogrultusunda olusturulan hata degisim grafikleri sekil 3.1 ve sekil 3.2°de

verilmektedir.
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Farkl baglangig hisse fiyatlan igin call opsiyonunda hata dedigimi
14 T T T T T T T T

Sonlu-Eleman Yantemi

12F

Hata

06|

0.4r

0.2F

Sekil 3.2: SEY_Farkli hisse baslangi¢ degerleri igin alim opsiyonu fiyat ve hata
degisimi (K=18, r=0.05, 6=0.2, T=1)

Sekiller incelendiginde, hisse baslangi¢ fiyatinin islem fiyati civarinda oldugu

durumlarda hatanin keskin salinimlar yaptig1 gézlemlenmektedir.

3.4.2 Satim opsiyonu
Satim opsiyonuna ¢oziim aranirken kullanilan sinir kosullart:

Pl =0 0<n<N
{pﬁ = Ke TN-1At _ pIAS 0<n<N

Ve bitis kosulu:

PN = max(0,K — mAs) , 0<m<M

Satim opsiyonuna gore elde edilen sonuglar ¢izelge 3.1 ve ¢izelge 3.2°de
gosterilmektedir. Hisse baglangi¢ fiyatlarinin kiigiik oldugu durumlarda, kii¢iik islem
fiyatina kars1 gelen hatalarin, biiyiik islem fiyatina karsi gelen hatalardan daha biiyiik
oldugu goriilmektedir. Bu durum hisse baslangi¢ fiyatlar1 biiyiidiikge tersine
donmektedir. Cizelgeler dogrultusunda olusturulan hata degisim grafikleri sekil 3.3
ve sekil 3.4’de verilmektedir. Sekiller incelendiginde, alim opsiyonundaki duruma
benzer sekilde hisse baslangi¢ fiyatinin islem fiyati civarinda oldugu durumlarda

hatanin keskin salinimlar yaptig1 gozlemlenmektedir.
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Cizelge 3.3 : SEY Farkli hisse baslangi¢ degerleri i¢in satim opsiyonu fiyat ve hata
degisimi (K=12, r=0.05, 6=0.2, T=1)

So B-S Form SEY Err

5 6.4148 5.8877 0.5270
6 5.4150 4.9041 0.5109
7 4.4190 3.9207 0.4983
8
9

3.4435 2.9372 0.5063
2.5308 1.9537 0.5771

10 1.7395 0.9702 0.7693
11 1.1153 0.0938 1.0215
12 0.6688 0.0003 0.6686
13 0.3774 -0.0001 0.3774
14 0.2018 0.0000 0.2018
15 0.1031 -0.0000 0.1031
16 0.0507 0.0000 0.0507
17 0.0241 -0.0000 0.0241
18 0.0112 0.0000 0.0112
19 0.0051 -0.0000 0.0051
20 0.0023 0.0000 0.0023
21 0.0010 -0.0000 0.0010
22 0.0004 -0.0000 0.0004
23 0.0002 0.0000 0.0002
24 0.0001 -0.0000 0.0001
25 0.0000 0.0000 0.0000
26 0.0000 -0.0000 0.0000
27 0.0000 0.0000 0.0000
28 0.0000 -0.0000 0.0000
29 0.0000 0.0000 0.0000
30 0.0000 -0.0000 0.0000
31 0.0000 0.0000 0.0000
32 0.0000 -0.0000 0.0000
33 0.0000 0.0000 0.0000
34 0.0000 -0.0000 0.0000
35 0.0000 0.0000 0.0000
36 0.0000 -0.0000 0.0000
37 0.0000 0.0000 0.0000
38 0.0000 -0.0000 0.0000
39 0.0000 0.0000 0.0000
40 0.0000 -0.0000 0.0000
41 0.0000 0.0000 0.0000
42 0.0000 -0.0000 0.0000
43 0.0000 0.0000 0.0000
44 0.0000 -0.0000 0.0000
45 0.0000 0.0000 0.0000
46 0.0000 -0.0000 0.0000
47 0.0000 0.0000 0.0000
48 0.0000 -0.0000 0.0000
49 0.0000 0.0000 0.0000
50 0.0000 -0.0000 0.0000
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Farkl baglangig hisse fiyatlan igin put apsiyonunda hata dedigimi
1.4 . .

Sonlu-Eleman Yiantermni

1.2F .

Hata

25 30 35 40 45 50

Sekil 3.3: SEY Farkli hisse baslangi¢ degerleri i¢in satim opsiyonu fiyat ve hata
degisimi (K=12, r=0.05, 6=0.2, T=1)

Cizelge 3.4 : SEY Farkli hisse baslangi¢ degerleri i¢in satim opsiyonu fiyat ve hata
degisimi (K=18, r=0.05, 6=0.2, T=1)

So B-S Form SEY Err

5 12.1221 11.7987 0.3235
6 11.1221 10.8148 0.3073
7 10.1221 9.8315 0.2907
8
9
10

9.1222 8.8480 0.2742
8.1226 7.8645 0.2581
7.1250 6.8810 0.2440

11 6.1350 5.8976 0.2375
12 5.1653 49141 0.2512
13 4.2368 3.9306 0.3062
14 3.3761 2.9471 0.4290
15 2.6093 1.9637 0.6455
16 1.9550 0.9800 0.9750
17 1.4209 -0.0026 1.4235
18 1.0032 0.0007 1.0025
19 0.6894 -0.0002 0.6896
20 0.4620 0.0001 0.4620
21 0.3027 -0.0000 0.3027
22 0.1943 0.0000 0.1943
23 0.1225 -0.0000 0.1225
24 0.0760 0.0000 0.0760
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Cizelge 3.4 (Devam): SEY Farkli hisse baglangic degerleri i¢in satim opsiyonu fiyat
ve hata degisimi (K=18, r=0.05, 6=0.2, T=1)

So B-S Form SEY Err

25 0.0465 -0.0000 0.0465
26 0.0281 0.0000 0.0281
27 0.0168 -0.0000 0.0168
28 0.0099 0.0000 0.0099
29 0.0058 -0.0000 0.0058
30 0.0034 0.0000 0.0034
31 0.0020 -0.0000 0.0020
32 0.0011 0.0000 0.0011
33 0.0006 -0.0000 0.0006
34 0.0004 0.0000 0.0004
35 0.0002 -0.0000 0.0002
36 0.0001 0.0000 0.0001
37 0.0001 -0.0000 0.0001
38 0.0000 0.0000 0.0000
39 0.0000 -0.0000 0.0000
40 0.0000 0.0000 0.0000
41 0.0000 -0.0000 0.0000
42 0.0000 0.0000 0.0000
43 0.0000 -0.0000 0.0000
44 0.0000 0.0000 0.0000
45 0.0000 -0.0000 0.0000
46 0.0000 0.0000 0.0000
47 0.0000 -0.0000 0.0000
48 0.0000 0.0000 0.0000
49 0.0000 -0.0000 0.0000
50 0.0000 0.0000 0.0000

Farkh baslangig hisse fiyatlan igin call opsiyvonunda hata dedigimi

1.5

T T T
Sonlu-Elerman Yantemi

Hata

35 40 45 a0

Sekil 3.4: SEY Farkli hisse baslangi¢ degerleri igin satim opsiyonu fiyat ve hata
degisimi (K=18, r=0.05, 6=0.2, T=1)
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3.4.3 Ag iyilestirmesi

Sonlu elaman yontemi lineer yaklasim igin ag iyilestirme (mesh refinement)
calismasi tanim kiimesi farkli As araliklara boliinerek farkli hisse baglangic
fiyatlarina (Sy) karsilik sabit hisse igslem fiyat1 (K) alinarak yapildi. Black-Scholes
formulii kullanaral elde edilen hata degerleri cizelge 3.5 ve ¢izelge 3.6 verildi. Ag
tyilestirme ile ilgili ¢alisma neticesinde farkli hisse islem fiyati K i¢in iyilestirme
sonuglarinda farkli durumlarin olustugu goriildii. K’nin kiigiik degerleri icin
iyilestirmenin daha etkili oldugu gozlemlendi. Dolayisiyla K degeri arttikga

iyilestirmenin etkisi azalmaktadir.

Cizelge 3.5 : SEY Farkli hisse baslangic degerleri i¢in alim opsiyonu ag iyilestirme
yapildiginda hata karsilagtirmasi (K=12, S=0:100, 6=0.2, r=0.05, T=1, At=0.01)

So As=1.25 As=1.1 As=1 As=0.9 As=0.8
5 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
6 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003

7 0.0042 0.0042 0.0042 0.0042 0.0042

8

9

0.0288 0.0288 0.0288 0.0288 0.0288

0.1161 0.1161 0.1160 0.1160 0.1161
10 0.3247 0.3248 0.3249 0.3249 0.3248
11 0.3055 0.5027 0.6998 0.6281 0.6999
12 0.0214 0.1578 0.2666 0.3568 0.4638
13 0.2541 0.1171 0.0074 0.0819 0.1895
14 0.4128 0.2761 0.1667 0.0771 0.0304
15 0.4951 0.3583 0.2488 0.1593 0.0518
16 0.5310 0.3942 0.2847 0.1952 0.0877
17 0.5410 0.4042 0.2948 0.2052 0.0977
18 0.5374 0.4006 0.2912 0.2016 0.0941
19 0.5270 0.3902 0.2807 0.1912 0.0837
20 0.5133 0.3765 0.2670 0.1775 0.0700
21 0.4980 0.3612 0.2518 0.1622 0.0547
22 0.4821 0.3452 0.2358 0.1462 0.0388
23 0.4658 0.3290 0.2195 0.1299 0.0225
24 0.4494 0.3125 0.2031 0.1135 0.0061
25 0.4329 0.2961 0.1866 0.0970 0.0104
26 0.4164 0.2795 0.1701 0.0805 0.0269
27 0.3998 0.2630 0.1536 0.0640 0.0435
28 0.3833 0.2465 0.1370 0.0475 0.0600
29 0.3668 0.2300 0.1205 0.0310 0.0765
30 0.3503 0.2134 0.1040 0.0144 0.0930
31 0.3337 0.1969 0.0875 0.0021 0.1096
32 0.3172 0.1804 0.0709 0.0186 0.1261
33 0.3007 0.1639 0.0544 0.0352 0.1426
34 0.2842 0.1473 0.0379 0.0517 0.1591
35 0.2676 0.1308 0.0213 0.0682 0.1757
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Cizelge 3.6 : SEY Farkli hisse baslangi¢ degerleri i¢in alim opsiyonu ag iyilestirme
yapildiginda hata karsilastirmas1 (K=18, S=0:100, 6=0.2, r=0.05, T=1, At=0.01)

So As=1.25 As=1.1 As=1 As=0.9 As=0.8
5 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
6 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

7 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

8

9

0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

0.0004 0.0004 0.0004 0.0004 0.0004
10 0.0029 0.0029 0.0029 0.0029 0.0029
11 0.0129 0.0129 0.0129 0.0129 0.0129
12 0.0432 0.0432 0.0432 0.0432 0.0432
13 0.1146 0.1146 0.1146 0.1146 0.1146
14 0.2540 0.2540 0.2540 0.2540 0.2540
15 0.4872 0.4872 0.4871 0.4871 0.4871
16 0.8328 0.8328 0.8331 0.8329 0.8330
17 0.8545 1.0352 1.2981 1.1727 1.1996
18 0.6485 0.7849 0.8937 0.9839 1.0916
19 0.3506 0.4876 0.5972 0.6866 0.7940
20 0.1400 0.2767 0.3861 0.4757 0.5832
21 0.0029 0.1340 0.2434 0.3330 0.4404
22 0.0947 0.0421 0.1516 0.2411 0.3486
23 0.1500 0.0132 0.0963 0.1858 0.2933
24 0.1800 0.0432 0.0663 0.1558 0.2633
25 0.1930 0.0562 0.0533 0.1428 0.2503
26 0.1949 0.0581 0.0514 0.1410 0.2484
27 0.1896 0.0528 0.0566 0.1462 0.2537
28 0.1800 0.0431 0.0663 0.1559 0.2633
29 0.1675 0.0307 0.0788 0.1683 0.2758
30 0.1534 0.0166 0.0929 0.1824 0.2899
31 0.1383 0.0015 0.1080 0.1975 0.3050
32 0.1226 0.0142 0.1237 0.2132 0.3207
33 0.1066 0.0302 0.1397 0.2293 0.3367
34 0.0903 0.0465 0.1559 0.2455 0.3530
35 0.0740 0.0629 0.1723 0.2619 0.3693

Cizelge 3.5 ve cizelge 3.6’daki ag iyilestirme durumlart sekil 3.5 ve sekil 3.6’da
grafik lizerinde gosteriliyor. Hisse islem fiyati (K)’nin 12 oldugu durumda, hisse
baslangic fiyatinin 13 ile 27 araligina bakilirsa As’in azaldik¢a hatanin da azaldig
goriilecektir. Dolayisiyla bu kosullar altinda ag iyilestirmenin etkili oldugu
sOylenebilinir. Ayrica, hisse baslangi¢ fiyat1 islem fiyatindan uzaklastikca ag
iyilestirmenin etkisinin azaldigi goriilmektedir. K’nin 18 oldugu durumda ise ag

iyilestirmenin etkisi K’nin 12 oldugu duruma gore daha azaldig: farkediliyor.
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Farkl adim araliklan ve baglangic hisse fiyatlan igin call opsiyonunda hata kargilagtirmasi

Hata

10 152 20 28 30 35
=0

Sekil 3.5: SEY Farkli adim araliklar1 ve hisse baslangi¢ degerleri i¢in alim opsiyonu
hata karsilastirilmasi (K=12, r=0.05, 6=0.2, T=1)

Farkl adim araliklan ve baglangig hisse fiyatlan igin call opsiyonunda hata kargilagtirmas:

1.4r-
—&—ds=1.25
—z—ds=1.10
1.2} demt
[ —#— ds=0.90
—8—ds=0.80

Hata

Sekil 3.6: SEY Farkli adim araliklar1 ve hisse baslangi¢ degerleri i¢in alim opsiyonu
hata karsilastirilmas1 (K=18, r=0.05, 6=0.2, T=1)
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4. SONUC

Bu tez calismasinda, Black-Scholes kismi diferansiyel denkleminin sonlu eleman
lineer yaklasimi ve sonlu fark yontemi kullanilarak sayisal ¢oztimlerde ortaya ¢ikan
hatanin karsilastirilmas: hedeflenmistir. Karsilastirmada tam ¢6ziim igin Black-
Scholes formiilii kullanilmistir. Farkli finansal kosullarda analizler yapilmaktadir.

Black-Scholes modeli finansal marketin sakin oldugu durumlarda daha kullanighdir.

Sonlu fark yonteminde volatilitenin diisiik oldugu finansal durumlarda, baslangig
hisse fiyati ile islem fiyatinin yakin oldugu durumlarda hata miktarinda salinimlar
gozlemlenmistir. Bu sonu¢ (Hackmann, 2009) ile tutarlidir. Baslangic hisse fiyat1 ile
islem fiyatinin yakin oldugu durumlarda hata miktarinda salinimlar olmasi, bitis
kosulu sirasinda normal dagilim fonksiyonu N(d;) degerinin limitinin olmayisindan

kaynaklandigina inanmaktay1z.

Volatilitenin yiiksek oldugu durumlarda hata miktarindaki salinim sayis1 artmaktadir.
Ayrica, sonlu fark sayisal yonteminin Black-Scholes kismi diferansiyel denklemine
uygulamasinda islem kalan zamani ve adim sayisi arttikga birikimli yuvarlama

hatasinin arttig1 gézlemlenmistir. G6zlemlenen sonuglar literatiirle tutarhdir.

Sonlu eleman yontemi ile elde edilen sonucglar sonlu fark yontemi ile paralellik
gostermekle beraber, hatalarin sonlu fark yontemindekine gére daha biiyiik oldugu
goriilmektedir. Hatalarin biiyiilk olmast SEY’de secilen dogrusal (lineer) eleman
yaklasim fonksiyonu ile ilgili oldugu diisiiniilmektedir. Daha farkli secilen eleman
yaklagim fonksiyonlar i¢in daha iyi sonuglar elde edilebilir. (Bkz: Topper, 2005).
Ayrica, SEY’in baslangi¢ hisse fiyati ile islem fiyatinin yakin oldugu durumlarda
hata miktarindaki salimmlarin SFY ile benzerlik gosterdigi de gozlenmektedir.
Yaptigimiz ag iyilestirmesinde SEY lineer yaklasim igin farkli durumlar olustugu

goriilmiis olup, islem fiyatinin kiigiik oldugu durumlarda daha etkili sonug vermistir.
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