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Bu ¢aligmada Banach uzayinda asimtotik olarak genislemeyen doniisiimlerin iki sonlu ailesi i¢in hata
iceren kapali iterasyon siireci gézoniine alinmaktadir. Bu tezin amaci, diizgiin konveks Banach uzayla-
rinda asimtotik olarak geniglemeyen doniisiimlerin sonlu iki ailesi i¢in kapali iterasyon siirecinin zayif
ve kuvvetli yakinsaklik teoremlerini incelemektir .Bu ¢alismada kaynaklar kisminda verilen Sun
(2003), Qin ve ark. (2009) ve Cianciaruso ve ark. (2010)’nun ve digerlerinin ¢aligmalar1 incelenmekte
ve gelistirilmektedir.
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In this paper, we consider an implicit iterative process with errors for two finite families for
asymptotically nonexpansive mappings in the framework of Banach space. The purpose of this thesis
is to establish weak and strong convergence theorems of the implicit iteration process for two finite
families of asymptotically nonexpansive mappings in uniformly convex Banach spaces. Our results
improve and extend the corresponding ones announced by Sun (2003), Qin et al. (2009) and
Cianciaruso et al.(2010) and many others.
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1. GIRIS

“Sabit Nokta Teorisi” ¢aligmalart 19. yiizy1l baslarina dayanmaktadir.
Matematikte sabit nokta teorisi adi diferansiyel denklemlerin ¢éziimiiniin varligini,
tekligini ve bir integral denklemde ¢Ozliimiin varligimi gostermek amaciyla
kurulmustur.

Banach sabit nokta teoremi, doniisiimiin sabit noktasinin varligimi garanti
ettigi gibi, Brouwer ve Schauder sabit nokta teoremlerinden farkli olarak bu noktanin
tekligini ve nasil bulunabilecegini de gdstermektedir.

Banach ve metrik uzaylarinda genislemeyen, sozde genislemeyen
dontisiimler, asimtotik olarak s6zde genislemeyen doniisiimler ve asimtotik olarak
genislemeyen doniisiimler icin de iterasyon dizilerinin sabit noktaya yaklagimi ile
ilgili problemler birgok yazar tarafindan ¢alisilmaktadir. Petryshyn ve Williamson
1973’de iterasyon dizisinin sdzde genislemeyen doniisiimlerinin sabit noktaya zayif
ve kuvvetli yakinsakligini incelemigler ve gesitli 6zel durumlarda Dotson (1970)
tarafindan calisilan ve Mann (1953), tarafindan sunulan Mann (bir-adim) iterasyon
dizisinin yakinsaklig ile ilgili calismalar yapmislardir.

Asimtotik  olarak  genislemeyen doniisiimlerin  smifi, genislemeyen
doniistimlerin siifinin dogal bir genislemesidir. Goebel ve Kirk (1972), asimtotik
olarak genislemeyen doniisiimlerin notasyonunu sunarak, konveks Banach uzayinin
K bos olmayan sinirli konveks bir alt kiimesi {izerinde tanimlanan asimtotik olarak
genislemeyen T doniisiimiiniin bir sabit noktaya sahip oldugunu ispatladilar.

Banach uzaylarinda s6zde genislemeyen doniistimler i¢in Ishikawa (1974),
tarafindan sunulan Ishikawa (iki-adim) iterasyon dizilerinin yakinsakligi, Ghosh ve
Debnath (1997), tarafindan incelenmistir. Daha sonra, Liu (2002), tarafindan
asimtotik olarak sdzde genislemeyen doniisiimler i¢in Ishikawa iterasyon dizilerinin
sabit noktaya yakinsakligi i¢in gerekli ve yeterli kosullar gosterilmistir. Chang ve
Zhou (2003), Banach uzayinda asimtotik olarak sdzde genislemeyen tipli
dontigiimlerin karigik hatali Ishikawa dizilerinin Banach uzayinda sabit noktaya
yakinsakligi i¢in gerekli ve yeterli kosullar ¢alismislardir.

Noor (2000), ilk olarak Hilbert uzaylarinda degisimsel eklemenin yaklasim
¢Oziimlerini ¢alismis ve iig-adim iterasyon dizisini kurmustur. Glowinski ve Tallec
(1989), iic adim iterasyon semasinin Mann ve Ishikawa iterasyon semalarindan daha
iyi sonu¢ verdigini gostermislerdir. Ayrica Xu ve Noor (2002), Banach uzaylarinda
lic-adim iterasyonu i¢in asimtotik olarak genislemeyen doniisiimlerin sabit noktalara
yaklasimini gostermislerdir. Chidume ve ark. (2003), T: K — K’ya asimtotik olarak
geniglemeyen T donisiimlerinin genellestirilmesinde oldugu gibi T:K — K’ya
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olmayan asimtotik olarak genislemeyen T doniisiimlerinin genel yapisin
tanimlamistir.

Xu ve Ori  (2001), sonlu genislemeyen doniisiimler ailesi i¢in kapali
iterasyonlarin siirecini tanimlamiglardir.

Xu ve Ori (2001), Hilbert uzaylarinda kapali iterasyon i¢in sonlu
genislemeyen doniisiimlerin ailesinin ortak sabit noktasina zayif yakinsak olduklarini
gostermislerdir. Zhou ve Chang (2002), Banach uzaylarinda kapali iterasyon ig¢in
sonlu genislemeyen doniistimlerin ailesinin ortak sabit noktasina kuvvetli ve zayif
yakinsak olduklarini ispatlamislardir. Sun (2003), Xu ve Ori'nin kapal
iterasyonunundan faydalanarak Banach uzaylarinda asimtotik olarak sozde
genislemeyen doniigiimiiniin ortak sabit noktaya yakinsakligini ispatlamistir. Qin ve
ark. (2009), diizgiin konveks Banach uzaylarinda asimtotik olarak genislemeyen
doniistimlerin iki sonlu ailesi icin alinan kapali iterasyonun kuvvetli ve zayif
yakinsakliklarini ¢alismiglardir. Cianciaruso ve ark. (2010), Banach uzaylarinda
Ishikawa iterasyonu igin sonlu asimtotik olarak genislemeyen doniisiimlerin ortak
sabit noktalarina kuvvetli ve zayif yakinsak oldugunu ispatlamislardir.

Bu tez dort bolimden olugsmaktadir. 2. Boliimde konuyla ilgili temel
kavramlar ve 6n bilgiler verilmektedir. 3. Boliimde ise genel olarak kullanilan
iterasyon metodlar1 verilerek genislemeyen ve onun genislemeleri olan doniigsiimler
icin Xu ve Ori (2001), kapal1 iterasyon dizisi incelenecektir. Son boliimde kaynaklar
kisminda verilen Sun (2003), Qin ve ark. (2009) ve Cianciaruso ve ark. (2010),
caligmalar1 incelenmektedir.

Bu calismalar gozoniline alinarak Banach uzayinda asimtotik olarak olarak
genislemeyen doniistimlerin iki sonlu ailesi i¢in hata iceren kapali iterasyon siireci
g0z Oniine alinmaktadir. Bu iterasyon siireci kullanilarak asimtotik olarak olarak ge-
niglemeyen doniigiimlerin iKi sonlu ailesi i¢in kuvvetli ve zayif yakinsaklik teorem-
leri ispatlanmaktadir.
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2. ONCEKI CALISMALAR

Bu kisimda, calismamizda kullanacagimiz bazi temel tanim, teorem ve
ornekler verilecektir.

2.1. Diziler

Tanmm 2.1.1. N dogal sayilar kiimesinden R reel sayilar kiimesine tanimlanan her
fonksiyona bir reel terimli dizi veya kisaca dizi denir ve {x,} seklinde ifade edilir.

Tamm 2.1.2.Her neN igin X, <M olacak sekilde bir M reel sayisi varsa {x,}

dizisine iistten sinirlidir denir. M sayisina da bu dizinin bir iist smir1 adi verilir. Ust
smirlarmin en kiigligline de dizinin en kiigiik ist sinir1 veya supremumu denir. Sup X,

veya ekdsx, ile gosterilir.

Tamim 2.1.3.Her neN igin x, > K olacak sekilde bir K reel sayis1 varsa {x,}

dizisine alttan sinirlidir denir. K sayisina da bu dizinin bir alt sinir1 adi verilir. Alt
sinirlarinin en biiyligiine dizinin en biiyiik alt sinir1 veya infimumu denir. inf x, veya

ebasx, ile gosterilir.

Tanmim 2.1.4.Her neN igin |x,| < L olacak sekilde bir L pozitif reel sayisi varsa
{x,} dizisine simirh dizi denir.

Tanmm 2.1.5(x,) bir reel say: dizisi olsun ve X, € R olsun. Her £>0 igin n>n,
oldugunda |x, —X,| <& olacak sekilde bir n, €N sayis1 bulunabiliyorsa {x,} dizisi
X, ’a yakinsaktir denir ve limx, =x, veya {x,} — X, seklinde gosterilir.Yakinsak

her dizi sinirlidir ve limiti tektir (Kolmogorov, Fomin, 1970).

Tamm 2.1.6. Bir {x,} dizisi verilsin. Her ne N igin x, <x_,, ise bu diziye monoton

n+1

artan dizi denir. Her ne N i¢in x, > X_., ise monoton azalan dizi denir.

n+1

Tanmm 2.1.7.x:N—>R, x(n)=x, dizisi verilsin. n:N—N, n(k)=n, dizisi bir
artan dizi olmak iizere (xon):N— R bileske fonksiyonuna {x,} dizisinin bir alt

dizisi denir ve (xon)(k)=x(n(k))=x(n,)=x, seklinde gdsterilir.



2. ONCEKI CALISMALAR Harun CiCEK

Teorem 2.1.8. Gergel degerli bir {x } dizisinin yakinsak ve limitinin L olmasi igin
gerekli ve yeterli kosul {x,} dizisinin biitiin {Xnk} alt dizilerinin de aym1 L limitine

yakinsamasidir. Her sinirli reel say1 dizisinin en az bir yakinsak alt dizisi vardir
(Kolmogorov, Fomin, 1970).

Tamm 2.1.9 Herhangi bir X uzayimnda {x,} dizisi verilsin. O zaman

limx, =limsup x, =inf (sup(xn))

21\ nzm

seklinde tanimlanan limit degerine {X,} dizisinin iist limiti denir.

inf (x,)

n=m

Benzer olarak  limx, =liminf x_ :sup(

m>1

seklinde tanimlanan limit degerine {X,} dizisinin alt limiti denir.

Teorem 2.1.10. {x,} swmrlt bir dizi ise limsupx, ve liminf x, sirasiyla {x } dizisi-
nin en bilyik ve en kiigliik limit noktasidir ve liminfx, <limsupx, ve
liminf (—x, ) =—limsup x, *dir (Royden, 1968).

Teorem 2.1.11. {x,} reel sayilarin sinirli bir dizisi olsun. O zaman

limx, =limx, = x < limx_ = x’dir (Royden, 1968).

Tamm 2.1.12. {x_} reel terimli bir dizi olsun. Her &£>0 sayisina kars1 gelen bir

N, € R sayist mn>n, alindiginda |x, —x,| <& olacak sekilde bulunabiliyorsa {x,}

dizisine Cauchy dizisi adi verilir.

2.2. Metrik Uzaylar

Tammm 2.2.1. X bos olmayan bir kiime olsun. d:X xX —R fonksiyonu, her
X,¥,Z€ X igin

(M1)d(x,y
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kosullarini sagliyorsa d’ye X iizerinde bir metrik adi verilir. (X,d) ikilisine de bir
metrik uzay denir. (X,d) metrik uzayr kisaca X ile gosterilir.

Tamm 2.2.2. X bir metrik uzay ile bu uzaym bir X, noktast ve pozitif bir r reel
sayisi verilsin. Bu durumda
B(Xp,r)={xe X :1d(x,x)<r}
kiimesine x, merkezli ve r yarigapl acik yuvar,
B(X,,r)={xe X :d(x,x)<r}
kiimesine x, merkezli ve r yarigapl kapali yuvar,
S(Xo,r):{XE X :d(xo,x):r}
kiimesine de x, merkezli ve r yaricapl yuvar yiizeyi denir.

Tamim 2.2.3. R °nin bazi alt kiimelerinin bir 99T sinift g6z Oniine alinsin. Bir Ac R

kiimesi icin, A U A, , A, €91 yazilabiliyorsa 9t sinifina A kiimesinin bir ortiisii
AeA

ad1 verilir. Bu durumda A kiimesinin her noktas1t 9t sinifi i¢inde bulunur. 9t deki

biitiin kiimeler agiksa bu siuf bir acik ortii adim alir. M simift A, A,,..., A,,... gibi

kiimelerin olusturdugu sayilabilir bir sinifsa ve Ac UA yazilabiliyorsa 9t sinifina
i=1
A nin sayilabilir ortiisti denir.

Tamm 2.2.4. 2 smifi bir AcR kiimesinin bir 6rtiisii olsun. X, her {iyesi 2'nin
icinde olan bir alt kiimeler sinifiysa ve X sinifi da A kiimesinin bir Ortiisii ise N2
alt sinifi A °nin bir alt 6rtlisti adini alir.

Tamim 2.2.5.Bir Ac R kiimesinin her agik ortiisiiniin sonlu bir alt 6rtiisii varsa
A’ya kompakt kiime ad1 verilir.

Onerme 2.2.6. Bir metrik uzayin kompakt alt kiimesi kapali ve smirlidir
(Bayraktar,1992).

Tamm 2.2.7. X kompakt bir kiime ise X metrik uzayina kompakt metrik uzay de-
nir. Her kompakt metrik uzay tamdir (Kolmogorov, Fomin, 1970).

Tamim 2.2.8. X bir metrik uzay ve A Xin bir alt kiimesi olsun. Bir X € X noktasi-
nin A kiimesine uzakligt bu noktanin A°’nin tim noktalarma uzakliklarinin

infimumudur. d (x, A) =inf {d (x,y):ye A} seklinde gosterilir.
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Tamm 2.2.9. X bir metrik uzay ve A ile B, X’in birer alt kiimesi olsun. A ve B
kiimesinin birbirine uzakligi, xe A ve y € B i¢in;

d(AB)=inf{d(x,y):xeAyeB|
dir. Bu tammda d(A,B)=d(B,A) oldugu agiktir. Iki kiime arasindaki uzakligin
sifir olmasinin bu kiimelerin ayni oldugunu ifade etmedigi aciktir.

Tanim 2.2.10. X metrik uzaymin bir alt kiimesi A olsun. Bir A alt kiimesinin ¢apz,
d(A)= Sup{d (X,y):x,ye A} ile tanimlanur.

Tamm 2.2.11. X bir metrik uzay, bu uzay iginde bir dizi {x,} ve xe X olsun. Her
£>0 i¢in ny <n oldugunda d(x,,x)<e& yada x, €B(x,¢&) olacak sekilde bir n,
dogal sayis1 varsa {Xn} dizisi X noktasina yakinsiyor denir. Bu durum X, — X ya da
limx, = x seklinde ifade edilir.

n—oo

Onerme 2.2.12. Bir (X,d) metrik uzayinda yakinsak her dizi smirhdir ve limiti
tektir (Kolmogorov, Fomin, 1970).

Tamm 2.2.13. X bir metrik uzay ve {x,} bu uzayda bir dizi olsun. Her &> 0igin
m,n> nyoldugunda d(x,,%,)<e¢ olacak sekilde bir n, dogal sayis1 varsa {x,}
dizisine bir Cauchy dizisi denir.

Tamm 2.2.14. Bir X metrik uzaymdaki her Cauchy dizisi X i¢inde yakinsak ise
X metrik uzayma tam metrik uzay denir (Kolmogorov, Fomin, 1970).

2.3. Normlu Lineer Uzaylar

Tanmm 2.3.1. X bos olmayan bir kiime ve F bir say1 cismi olsun. Her x,y,z € X

ve hera,f € F igin
1) X+y=y +X

2)x+(y+z)=(x+y)+z

3) x+ 60 =X olacak bi¢imde bir § 6gesi var

4) x+ X =6 olacak bigimde bir xe X 06gesi var

5) a(x+y)=ax+ay

6) (o + B)x=ax+ Bx

7) (afpx) = a(Bx)

8)1.x=xX

kosullari saglaniyorsa X kiimesine F cismi tizerinde bir lineer uzay denir.
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Tamm 2.3.2. X bir lineer uzay ve A< X olsun. Eger x,y € A i¢in 0< 1 <1 olmak
lizere A-x+(1-21)-ye A oluyorsa A kiimesine konveks kiime denir.

Tamm 2.3.3. X bir lineer uzay olsun. N: X — R doniisiimii her x,y e X ve her
a e R igin;

N1) N(x)>0 ve N(x)=0<=x=0

N2) N(ax)= |a| N (x)

N3) N(x+Yy)=N(x)+N(y)
kosullarini sagliyorsa bu doniisiime norm denir. X bir lineer uzay ve bu uzay iize-
rinde bir norm tanimlanmis olsun. Bu uzaya normlu lineer uzay denir. Genel olarak,

N norm doniisiimii yerine | - | sembolii kullanilir.

X normlu bir lineer uzay olmak iizere, d:XxX —>R; d(x,y)=[x—y|| seklinde

tanimlanan d donilisimii X uzay iizerinde bir metriktir. Bu metrige norm metrigi
denir. Bu nedenle her normlu uzay bir metrik uzaydir (Bayraktar, 1992).

Tamm 2.3.4. ( X, || . ||) normlu lineer uzayinin alt kiimesi A olsun. Eger
R, =sup{|x—y|:xe Aye Al <o

oluyorsa A kiimesine X i¢inde sinirli kiime denir.

Tamm 2.3.5.(X K ||) normlu lineer uzay1 iginde bir {x,} dizisi verilmis olsun. Her
£>0 i¢in n>n, oldugunda |x, —x| <& olacak sekilde bir n, sayis1 bulunabiliyorsa

{x,} dizisi x noktasina yakinsaktir denir ve X, — X seklinde gosterilir.

Onerme 2.3.6.(X,|| . ||) normlu lineer uzay: i¢inde yakinsak her dizi sinirhidir ve
limiti tektir (Kolmogorov, Fomin, 1970).

Tamm 2.3.7.(X,|| . ||) normlu lineer uzay iginde {x,} dizisi verilmis olsun. Her
>0 igin m,n=n, oldugunda |x,—x| <& olacak sekilde bir n, sayisi

bulunabiliyorsa {x,} dizisine Cauchy dizisi ad1 verilir.

Onerme 2.3.8.(X,|| . ||) normlu lineer uzay: iginde her Cauchy dizisi sinirhdir
(Kolmogorov, Fomin, 1970).

Onerme 2.3.9.(X,|| . ||) normlu lineer uzaymda {xn} bir Cauchy dizisi, xe X

noktasina yakinsak bir {Xnk} alt dizisine sahip ise {x,} dizisi de x’e yakisaktir
(Kolmogorov, Fomin,1970).
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Tanim 2.3.10.(X,|| . ||1), (Y,|| . ||2) birer normlu lineer uzay, X uzayindan Y igine
f bir donlisim ve X,€Xolsun. Eger her &>0 sayisina karsihik
[x=xl, <6 =[f ()= ()|, <e yada f(B(x,5))=B(f(x).z)

olacak sekilde bir ¢ >0 sayis1 varsa f fonksiyonuna X, noktasinda siireklidir

denir.
Bir (X,|| - ||) normlu lineer uzaymin her noktasinda siirekli olan f

doniistimiine X iizerinde siirekli bir fonksiyon adi verilir.

2.4. Banach Uzaylan

Tamim 2.4.1. X normlu lineer uzay olsun. X, norm metrigine gore tam ise X uza-
yina Banach uzayi denir.

Tanim 2.4.2. X ’in normlu reel veya kompleks lineer uzay olusuna gore Banach uza-
yina, reel veya kompleks Banach uzayi denir.

Tamm 2.4.3. X ve Y ayni bir F cismi iizerinde iki lineer uzay olsun. T: X —Y
doniistimii her x,y e X ve her ¢ € F igin

T(x+Yy)=T(x)+T(y)
T(a-x)=a-T(x)
ya da buna denk olarak her x,ye X vea,fB € F igin
T(a-x+B-y)=a-T(X)+8-T(y)
sartin1 sagliyorsa T donlisimiine lineer doniisiim denir. Eger T doniigimii

yukaridaki sartlardan herhangi birini gerceklemezse T doniislimiine lineer olmayan
doniisiim denir.

Tamm 2.4.4.(X,|| : ||) ve (Y|| : ||) iki normlu uzay ve T:X —Y bir doniisim
olsun. Her xe X igin [T (x)|<M-[X| olacak sekilde bir M >0 sabiti varsa, T

doniistimiine siirlt doniisiim denir.

Tanimm 2.4.5. X bir lineer uzay olsun. Bu uzayin bir vektoriine bir skaler say1 karsi
getiren bir f:X — I fonksiyonu lineer fonksiyonel olarak adlandirilir. Lineer

fonksiyonellerin olusturdugu X" =L(X,F) lineer uzaymna da X uzaymimn cebirsel

duali ad1 verilir.

Tanim 2.4.6.(X,|| . ||) bir normlu lineer uzay: {izerindeki tiim siirekli lineer

fonksiyonellerin olusturdugu lineer uzayma X uzaymin topolojik duali adi verilir.



2. ONCEKI CALISMALAR Harun CiCEK

f':X > F smurh lineer fonksiyonellerin olusturdugu topolojik dual X' =B(X,F)

ile gosterilir. X'de bir normlu lineer uzaydir ve F tam oldugu i¢in X tam olmasa

bile X' daima bir Banach uzayidir. X' topolojik dualinin, X~ cebirsel dualin alt
uzay1 oldugu agiktir.

Tanim 2.4.7. X normlu lineer uzayinin X'duali de normlu lineer uzay oldugundan
bu uzayin da duali, yani X {iizerinde her sinirl siirekli fonksiyonele bir skaler say1
kars1 getiren stirekli lineer fonksiyonellerin olusturdugu lineer uzay tanimlanabilir.

(X')' = X" lineer uzayma X ’in biduali (ikinci duali) ad1 verilir. X" bir Banach

uzayidir.

Tamm 2.4.8. T: X — X" fonksiyonu lineerdir. " fonksiyonuna X uzaymnm X"
uzay1 i¢ine kanonik doniisiimii ad1 verilir. I" kanonik doniistimiiniin erisim uzayr X"

bidualinin tiimiinii kapsarsa yani R(I')=X" ise X uzayr norm refleksif ya da ki-
saca refleksif olarak adlandirilir. X" daima tam oldugundan bir X normlu lineer

uzay1 ancak Banach uzay: ise refleksif olabilir. Bir Banach uzayr ancak ve ancak
duali refleksif ise refleksif olur.

Tamim 2.4.9. X bir Banach uzay1 olsun. Eger X,y € X ve herhangi bir ¢ € (0, 2] icin

[X| <1, [y]|<Lve [x—y]>& iken |*=X} < olacak bigimde bir 5=5(¢)>0

say1s1 bulunabiliyorsa X uzayma diizgiin konveks Banach uzay1 denir. Diizgiin
konveks Banach uzayi refleksifdir.

Tamm 2.4.10. X normlu lineer uzay1 iginde bir dizi {x,} ve X, € X olsun. Eger,
lim|x, —%,| =0 ise {x,} dizisi X, noktasina kuvvetli yakmnstyor denir ve limx, =X,
n—oo n—oo
seklinde ifade edilir.

Tamm 2.4.11. X normlu lineer uzay i¢inde bir dizi {x,} dizisi verilmis olsun. Eger,
her f eX’ i¢in lim f(x,)=f (X)) olacak bigimde bir X, € X elemani varsa {X,}

dizisi X,’a zayif yakinsiyor denir ve X, ——> X, seklinde ifade edilir.

Tanim 2.4.12. X normlu lineer uzayi lizerinde sinirli lineer fonsiyonellerin bir dizisi
( fn) olsun. Eger her xe X i¢in f, (X) — f (X) olacak sekilde bir f e X' fonksiyo-
neli varsa, (f,) dizisi f ye *—zayif yakinsar denir ve f,—*—f seklinde ifade
edilir.
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Ornek 2.4.13. X bir Banach uzayi, X, ve X X ’in elemanlar;, f ve f ’de X ’in
elemanlari olsun. (neN)

X, >X%, f,o>f

b) x, —2—>x,, f,——>f

n

C) X, ——>%,, f,——f
ise n—oo iken f, (x,)—> f(x) dir. Bir refleksif normlu lineer uzayda her sinirl
dizinin zay1f yakinsak bir alt dizisi vardir (Kolmogorov, Fomin, 1970).

Teorem 2.4.14. X normlu lineer uzay: i¢inde {x,} bir dizi olsun. Bu takdirde;

1) {Xn} kuvvetli yakinsak ise zayif yakinsaktir.

2) (i) sartinin tersi genelde dogru degildir.

3) X normlu uzaymnin sonlu boyutlu olmasi durumunda {Xn} zay1f
yakinsak ise ayni zamanda kuvvetli yakinsaktir (Kolmogorov, Fomin, 1970).

Ornek 2.4.15. Bir refleksif Banach uzaymnda her sinirl dizi, zayif yakinsak bir alt
diziye sahiptir.

Tanmm 2.4.16. T, R wuzayindan R icine tanimli bir doniisim olmak iizere
F :{XER:T(X)zx} seklinde bir kiime tanimlansin. F kiimesinin her bir X

elemanina T doniisiimiiniin sabit noktasi, F; kiimesine de T doniisiimiiniin sabit
noktalarin kiimesi denir.

Tamm 2.4.17.(X,d) bir metrik uzay olsun ve f:X — X fonksiyonu bu uzay:
kendi i¢ine doniistiirsiin. Her X,y e X nokta cifti ve k >1 kosulunu saglayan bir k
reel sayisi i¢in d ( f (X), f (y))S k-d (X, y) kosulu saglaniyorsa f ’ye Lipschitz
stirekli fonksiyonu adi verilir. k ise Lipschitz sabiti olarak adlandirilir.

Tamm 2.4.18.(X,d) bir metrik uzay olsun ve f:X — X fonksiyonu bu uzay
kendi i¢ine doniistiirsiin. Her X,y e X nokta ¢ifti ve 0<k <1 kosulunu saglayan bir
k reel sayisi icin d ( f(x), f (y)) <k-d(x,y) kosulu saglaniyorsa f ’ye bir biiziilme

dontisiimii ad1 verilir. Bir biizilme donilistimiiniin Lipschitz siirekli bir fonksiyon
oldugu agiktir. k Lipschitz sabiti bu durumda biiziilme sabiti olarak adlandirilir.

Teorem 2.4.19. Tam metrik uzay iizerinde her daralma doniisiimii, bir sabit noktaya
sahiptir (Kolmogorov, Fomin, 1970).

10
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Teorem 2.4.20. X bir tam metrik uzay ve f bir biiziilme doniisimii ise f

fonksiyonunun tek bir sabit noktasi vardir. Biiziilme olmayan doniistimlerin de sabit
noktas1 vardir, hatta tek olabilir (Kolmogorov, Fomin, 1970).

Tamim 2.4.21. X bir Banach uzay1 , K’ da X ’in kapali , siirli bir alt kiimesi olsun.
Eger, her T:K —>K genislemeyen doniisimii bos olmayan bir sabit nokta
kiimesine sahip ise K ’ya sabit nokta 6zelligine (fixed point property-fpp) sahiptir
denir. Tk = k (k € K) denkleminin ¢6ziimii T ’nin bir sabit noktasidir ve F; olarak
gosterilir.

Ornek 2.4.22. T:K — K bir doniisim ve K = R olmak iizere Tk = k? + 7k + 9
ise Fr = {=3} olur.

Ornek 2.4.23. T: K — K bir doniisim ve K = R olmak iizere Tk =k ise Fr = R
olur.

Ornek 2.4.24. K + & olmakiizere I : K —» K 6zdeslik déniisiimii icin K *nin her
noktasi sabit noktadir.

Ornek 2.4.25. K =R olmakiizere T:K - K, Tk =a+k (a € R) seklindeki
Oteleme doniisiimlerinin sabit noktalar1 yoktur.

Ornek 2.4.26. K = R? olmakiizere T:K — K, T(k,1) = (k,—1) doniisiimii icin
Fr = {(k,0): k € RYdir.

K bostan farkli bir kiime ve Ty, T,: K = K herhangi doniisiimler olsun. Eger
T,k = T,k = k olacak sekilde bir k € K varsa, bu k noktasina T; ve T, nin ortak
sabit noktasi denir. Bu doniigtimlerin ortak sabit noktalarinin kiimesi F = Fr, N Fr,
ile gosterilir. Ornegin ;

Ornek 24.27. K=R, T;,T,:K -» K bir donisim ve T k=k?— 6k + 12
T,k =k?—5k+9  doniisiimlerinin  ortak  sabit  noktalarrin  kiimesi
F = FT1 N FTZ = {3}’ tiir.

Ornek 24.28. K=R? T, T,:K > K bir doéniisim ve T, (k, 1) = (—k, 1)

T.(k, 1) = (3k, D) doniisiimlerinin ortak sabit noktalarinin kiimesi
F = FT1 N FTZ = {(0, l)}’ dir.

11
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3. MATERYAL ve METOD

3.1 iterasyon Metodlar

Bir dontisiimiin sabit noktasini veya noktalarmi bulurken kullanilan gesitli
iterasyon metotlar1 vardir. Bunlardan bazilart Picard iterasyon metodu, Kirk
iterasyon metodu ve bunlar gibi bilinen iterasyon metotlaridir. Ayrica son zaman-
larda 1-adim, 2-adim, 3-adim iterasyonlar1 olarak da bilinen sirasiyla Mann,
Ishikawa, Noor iterasyon metotlari ve Rhoades’in n-adim iterasyon metodu sikga
kullanilmaktadir.

Simdi bu iterasyon metotlarindan bazilarini verelim:

X herhangi bir kiime ve T : X — X bir doniisiim olsun. T"(x)’i herhangi bir x e X
igin T"(x)=x ve T™(x)=T (T” (X)) olacak sekilde tanimlayabiliriz. T"(x), x'in
T alundaki n. iterasyonu denir. T"(n>1) doniisiimi de T’ nin n. iterasyonu

olarak adlandirilir. Notasyonlari basitlestirmek i¢in T(x) yerine Tx kullanilacaktir
(Berinde, 2006).

Picard iterasyon metodu: (X,d) bir metrik uzay, K da X in kapali bir alt kiimesi

ve T:K — K donilisimii en az bir sabit noktaya sahip olsun. Picard iterasyonu,
X, € X olmak iizere

(81) x,=Tx, ,=T"% , n=12,...
seklinde tamimlanir (Picard,1890).

Picard iterasyonu, bazen ardigik yaklasikliklarin dizisi (sequence of successive
approximations) olarak da adlandirilir. Picard iterasyonu, quasi-contractive
operatorlerin bir sinifi igin Mann iterasyonundan daha hizli yakinsar (Berinde, 2004).

Krasnoselskij iterasyon metodu: (N,| [|) reel normlu uzay ve T:N—N bir
doniisiim olsun. Krasnoselskij iterasyonu, X, € N ve 1 e[0,1] igin
(3.2) Xp = (1= 2) X, + ATx n=12,.

seklinde tanimlanir. Bu iterasyon A =1 i¢in Picard iterasyonuna indirgenir
(Krasnoselskij, 1955).

n !

Kirk iterasyon metodu: X keyfi bir Banach uzay1 ve T : X — X bir doniisiim olsun.
Kirk iterasyonu x, € X olmak iizere

2 k
(B83) X=X, +aTX, +a,T X, +..+ T X,

seklinde tanimlanir. Burada k >1 tamsayi ve i=0,1,2...,K i¢in a; = 0 olmak lizere

12
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oytoyta,+..+a =1
dir.
Bu (3.3) esitligi ile verilen Kirk iterasyonu, Kk =0 igin Picard iterasyonuna k =1 i¢in
de Krasnoselskij iterasyonuna indirgenir (Kirk, 1971).

Mann iterasyon metodu: W. R. Mann tarafindan 1953 yilinda kurulmus ve Banach
daralma ilkesini saglamayan bir ¢ok doéniisiimiin bir sabit noktaya sahip oldugunu
gostermek i¢in kullanilmistir. Mann iterasyon metodu, X keyfi bir Banach uzayi, K
da X’ in bos olmayan konveks bir alt kiimesi T :K — K bir doniisiim ve X € K
keyfi bir nokta olmak {izere Mann iterasyonu,

(3.4) X =(1—a, )%, +a,Tx,, n>1

seklinde tanimlanir. Burada lime, =0, Zan = Ve Vne icin {e,}e(0,1)dir

n—o0
n=1

(Mann, 1953). (3.4) esitligi ile verilen Mann iterasyonundaki «, = A (sabit) olarak

alinirsa bu Mann iterasyonu agik olarak Krasnoselskij iterasyonuna indirgenir
(Berinde, 2006).

Ishikawa iterasyon metodu: 1974 yilinda S. Ishikawa tarafindan kurulmustur
Ishikawa iterasyonu ise, X keyfi bir Banach uzayi, K’ da X’ in bos olmayan konveks
alt kiimesi T : K — K bir doniisiim ve X, € B keyfi bir nokta olmak iizere Ishikawa

iterasyonu
X = (1_ o, ) X, + anTyn
(3.5) Yo =(1-8)% + BTy, n=1

seklinde tanimlanir. Burada lime, =0, limB3, =0, > a, =» ve Vneigin {a,}

n=1

ve {f,} €(0,1) dir (Ishikawa, 1974).

Bu (3.5) esitligi ile verilen iterasyonda, S =0 almmmast durumunda Ishikawa

iterasyonunun Mann iterasyonuna indirgendigi asikar olmasma ragmen Mann ve

Ishikawa iterasyonlar1 i¢in yakinsama sonuglart arasinda genel bir bag yoktur
(Berinde, 2006).

Noor iterasyon metodu: 2000 yilinda M. A. Noor tarafindan kurulmustur. Bu
iterasyon ise, X keyfi bir Banach uzayi, K’ da X’ in bos olmayan konveks alt kiimesi,
T :K — K bir doniisiim ve u, € B keyfi bir nokta olmak tizere Noor iterasyonu

Uy =(1—a,)u, +,Tv,,
(3.6) v, =(1-2,)u, + 8,Tw,,
W, =(1-y,)u, +7,Tu,, n>1

seklinde tanimlanir. Burada lime, =0, lim g, =0, limy, =0, Zan = Ve Vne
nN—o n—oo

n—o0

icin {a,, }, {B.}, {vn} € (0,1)’dir (Noor, 2000).

n=1

13
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Noor, c¢oziimler yenileyen degisik teknikler kullanarak Hilbert uzaylardaki
cesitli esitsizliklerin yaklasik ¢oziimlerini ¢alismak i¢in 3-adim (Noor) iterasyonunu
analiz etmis ve tanitmistir. Xu ve Noor, diizgiin olarak konveks bir Banach uzayinin
kapali, sinirli ve konveks bir alt kiimesinde kendi tizerinde tanimlanmig asimtotik
olarak genislemeyen bir doniisiimiin sabit noktasi i¢in Noor iterasyonunun
yakinsakligini ¢aligmislardir.

3.2. Genislemeyen Déniisiimler ve lgili Temel Teoremler

Tamm 3.2.1. X bir normlu uzay, K ‘da X ’in bos olmayan alt kiimesi ve T : K — K
bir doniisiim olsun. VX,y e K igin HT X=T y”s”x—y” ise T ’ye genislemeyen
doniigiim denir. Eger peF, #J ve VxeK igin HT X— pHS”X— p|| ise T ’ye
sozde genislemeyen doniisiim denir. F #& olmasi durumunda, genislemeyen bir
doniigiim, sdzde genislemeyen bir donilisiimdiir. Fakat tersi dogru degildir.

Tamm 3.2.2. X bir Banach uzayi, K< X ve T:K — K bir doniisiim olsun. Eger
X,y e K igin ‘T”X—T”y‘ <k, |x—y|| oldugunda k, —1 olacak sekilde bir {k,}
c[1,00) dizisi varsa T ’ye asimtotik olarak genislemeyen doniisiim denir.

Tanmmm 3.2.3. X bir normlu uzay ve K’ da X’in bos olmayan alt kiimesi ve
T:K—>K bir donlisim olsun. Eger pelk ve VxeK ve Vnx1l icin

dizisi varsa bu T dontisiimiine asimtotik olarak sézde genislemeyen doniisiim denir.

T "X — p” <(1+r,)|x—p| olacak sekilde limr, =0 sartimi saglayan bir {r,}[0,)

Teorem 3.2.4. X diizgiin konveks Banach uzayi, K‘da X’in bos olmayan kapali, kon-
veks alt kiimesi ve T : K — K bir genislemeyen operator olsun. Bu durumda T en az

bir p € K sabit noktasina sahiptir (Berinde, 2006).

Lemme 3.2.5. X, diizgiin konveks Banach uzay1 ve {a,}, uygun bir &< (0,1) igin

[£,1-¢] da bir dizi olsun. {x,} ve {y,},r>0 icin limsup|x,|<r, limsup|y,|<r

ve limsup|a,X, +(1-a,)y,|=r olacak sekilde X’ de iki dizi olsun. Bu durumda

n—oo

rI]im||xn —Y,||=0 dir (Schu, 1991).

14
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Lemma 3.2.6. X bir Banach uzayi, p>1 ve R>1 olsun. Bu durumda X ‘in diizgiin
konveks olmasi igin gerek ve yeter sart her Xx,yeB(0, R):{Xe E:|x|< R} ve
aeloa] dgin  [Ax+@-2)y|" <X +@-2)|y]" -w,(A)a(x—y]) olacak
sekilde siirekli, kesin artan, konveks ve g(0)=0 sartini saglayan bir
g:[0,00) —[0,00) fonksiyonunun vardir. Burada W, (A)=A(1-2)"+2"(1-2)
olarak alinmigtir (Xu, 1991).

Lemma 3.2.7. {Sn} ve {tn} Sy <S,+t, Vn=>1 ve Ztn <o olacak sekilde negatif

! Yn+l —
n=1

olmayan reel diziler olsun. Bu durumda lims, limiti vardir. Ustelik j—> oo iken

s,, >0 olacak sekilde {s,} nin bir {S
s, — 0 olur (Tan ve Xu, 1993).

} alt dizisi varsa 0 zaman n—oo igin

nj

Tanmim 3.2.8. X bir Banach uzay1 olsun, K’da X in bos olmayan kapali alt kiimesi
olsun. Eger ||x,, — Tx,|| = 0 olacak sekilde K iginde herhangi bir {x,} dizisi igin
Xp, > x* € K olacak sekilde {x,}’nin bir {x,,} alt dizisi varsa T:K — K déniisii-
miine yar1 kompakt denir.

Tamm 3.2.9. X bir Banach uzay1 olsun, K’da X in bos olmayan kapali alt kiimesi
olsun. K i¢inde herhangi bir {x,,} dizisi i¢in {x,,} dizisi x,’a zayif olarak , Tx,, - 0’a
kuvvetli olarak yakinsar ve Tx, = 0 esitligi saglanirsa T :K — K doniisiimiine
orijinde yar1 kapalidir denir.

Lemma 3.2.10. X, bir diizgiin konveks Banach uzayi olsun, K’da X’ in bos olmayan
kapali konveks alt kiimesi olsun ve T:K —>K,F (T) = ile asimtotik olarak

genislemeyen bir doniisiim olsun. O zaman, | — K sifira yar1 kapalidir, yani K’ daki
her bir {Xn} dizisi i¢in; eger {Xn} , p eK ’ya zayif yakinsak olursa, {(I - K)Xn} "de

kuvvetli yakinsak olursa, bu durumda (I —T) p =0 olur (Chang, Cho, Zhou, 2001).

Lemma 3.2.11. Sonlu genislemeyen doniistimlerin ailesi i¢in kapali iterasyonlarin
stireci agagidaki sekilde tamimlanmistir. K, H Hilbert uzaymin kapali konveks bos

olmayan bir alt kiimesi olsun. (T;),i=1...N olmak iizere {Ti}iN =1 N tane

genislemeyen doniisiim olsun ve F = ﬂ:\il F (T. ) #J K ’nin sabit noktalarinin ortak
kiimesi olsun; {c,} = (0,1) ve x, € K igin,

X =X +(1-e)Tx

X, = % +(1—a, ) T,%,

15
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Xy = o Xy + (1= ) Ty Xy
XN = Ay Xy +(l_aN+1)TN+lXN+1
Genel olarak
(3.2.1) Xy =Xy + (1= ) TyXy, N=1

elde edilir.

Burada T, =T, oy, dir (Xu ve Ori, 2001).
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4.ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

Bu boliimde, kaynaklar kisminda verilen ¢alismalar detayli olarak incelenerek
mevcut sonuglar karsilastirilacaktir. Banach uzaylarinda gelistirilmis kapali iterasyon
dizileri i¢in kaynaklar kisminda verilen ¢aligmalar 1s18inda asimtotik olarak genisle-
meyen doniisiimlerin ve onun genislemeleri olan doniisiimlerin sabit noktalara ve
sonlu sayidaki boyle doniisiimlerin ortak sabit noktalara yaklasimi incelenecektir.

4.1.Asimtotik Olarak Genislemeyen Déniisiimlerin Sonlu Bir Ailesi I¢in Kapal
Iterasyon Siirecinin Kuvvetli Yakinsakhk Teoremi

Bu bolimde Xu ve Ori (2001)’nin (3.2.1)’deki iterasyonu Zhao-hong Sun
(2003) tarafindan sonlu asimtotik olarak sdzde genislemeyen doniisiimlerin bir ailesi

i¢in tanimlanan {an} , (0,1) araliginda reel bir dizi ve X, € K baslangic noktasi ile

asagida iterasyona genislemesi seklinde tanimlanar.

X =X, + (1_ al)Tlxl

Xy =y Xy +(1— oy ) Ty Xy
2
Xy = Oy Xy +(1_aN+1)Tl XN

2
Xon =a2NX2N—l+(l_a2N )TN Xon

Yukaridaki ifade asagidaki gibi kompakt bir formda yazilabilir. Burada
I ={1,2,3,....N} olsun.

X, =X, +(1-, )T %, n>1

n

4.1.1)

Burada n=(k—1)N +i,i el seklinde tanimlanir (Sun, 2003).

Teorem 4.1.1. X reel bir Banach uzay1 olsun. K ise X’ in bos olmayan kapali alt
kiimesi olsun. T., i€l K’nin kendinden kendine N tane asimtotik olarak sozde
genislemeyen doniisiimii olsun. Yani tim x € K,p; € F(T;),i € | igin

IT" = pill < (1 + g )xllx — il
olur. F = N}, F(T;) #0 ve xo €K, i €{1,23,...N} i¢cin ¥ u; ves € (0,1)
icin {a,} < (5,1 —s) oldugunu kabul edelim o zaman ( 4.1.1) iterasyonu ile tireti-

len x, kapali iterasyon dizisi F iginde bir sabit noktaya yakinsar ancak ve ancak
lim,,_, o, infd (x,, F) = 0 ‘dir (Sun, 2003).

Sonug 4.1.2. Teorem 4.1.1.°deki sartlarla beraber , (4.1.1) tarafindan iiretilen kapali
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iterasyon dizisi {x,}, ortak bir sabit nokta olan p e F ’ye yakinsaktir ancak ve ancak

p € F ’ye yakinsayan {Xn} ’nin {an} sonsuz alt dizisi vardir (Sun, 2003).

Teorem 4.1.3. X, reel diizgiin konveks bir Banach uzay1 olsun. K ise X’ in kapali

konveks alt kiimesi olsun. T, ise biitiin i €| i¢in ZUin <+oo olacak sekilde K’ nin N
n=1

tane diizglin L—Lipschiztian asimtotik olarak s6zde genislemeyen dontisiimleri olsun.
F= ﬂzl F(T,)#9Q ve yan kompakt olacak sekilde {T,,iel} nin bir eleman: T ol-
sun. Baz1 s€(0,1) i¢in x,eK ve {a,}=(s,1-5) olsun. Bu takdirde kapal

iterasyon siireci (4.1.1) tarafindan tanimlanan {x,} dizisi {T;,iel} doniisimiiniin
ortak bir sabit noktasina kuvvetli bir sekilde yakinsar ( Sun, 2003).

Teorem 4.1.4. X reel diizgiin konveks bir Banach uzay1 olsun. K ise X’ in kapali

konveks alt kiimesi olsun. T, ise biitiin i €l i¢in Zuin <+ooolacak sekilde K’ nin N

n=1
tane asimtotik olarak genislemeyen doniisiimleri olsun. F :ﬂiN:lF (T.) =D ve yan
kompakt olacak sekilde {T,iel} nin bir elemant T olsun. Bazi Se(O,l) icin
X, €K ve {an}c(s,l—s) olsun. Bu takdirde kapali iterasyon siireci (4.1.1)

tarafindan tanimlanan {x.} dizisi {T;,iel} doniisiimiiniin ortak bir sabit noktasina
kuvvetli bir sekilde yakisar ( Sun, 2003).

4.2 Asimtotik Olarak Genislemeyen Doniisiimiin iterasyon Dizileri i¢in
Yakinsaklar

4.2.1.Asimtotik Olarak Genislemeyen Déniisiimleri i¢in Kapah Iterasyon
Siirecinin Yakinsaklik Analizi

Bu boliimde, Xu ve Ori’nin ¢alismast goz oniinde bulundurularak reel bir
Banach uzayinda sonlu asimtotik olarak genislemeyen iki doniisiim ailesi igin genel
bir kapali iterasyon siirecini ele alan Xiaolong Qin ve ark.(2009) ‘nin c¢aligmasi
incelenmektedir.

K, X’in K+K cK sartini saglayan ve X, € K ’nin baslangi¢ noktas: olmak
iizere bos olmayan kapali konveks bir alt kiimesi olsun. {T,,T,,.T } ve
{S.,S,,...Sy } : K — K asimtotik olarak genislemeyen doniisiimiiniin iki sonlu ailesi
olsun. {«,} ve {B,} [0,1] de iki reel dizi olsun. Bu durumda {x,} dizisi asagidaki

sekilde tanimlanir.
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X = a1Xo+ 1 al I:ﬂlxl+ :B)Slx1+V1]+u1'
X, =, % +(1-, ) T,[ BX +(1=3,) S, % +V, |+ U,,

Xy =y Xy + (L= ) Ty [ BuXy +(1= By ) Sy +Vy |+ Uy,

XN = Oy Xy +(1_('}51\144)11 [:BN+1XN+1 +(1_ﬂN+l) S XN +VN+1] + Uy

2 2
Xon = Con Xon o (1= )TN [ﬂZNXZN +(1=Bon ) SiXon +Van ]+u2N’

3 3
Xons1 = PN Xon +(1_a2N+1)T1 [ﬂ2N+1X2N+1 +(1_ﬁ2N+l)Sl Xon+1 +V2N+1]+u2N+l'

Her bir n>1 degeri i¢in n=(k-1)N+i esitligi elde edilebilir. Burada
i=i(n)e{l2,..N}k=k(n)>1 pozitif bir tam sayidir ve n—oo iken k(n)— o
dur. Bu sebeple yukaridaki esitlikleri asagidaki gibi kompakt formda yazilabilir.

X, =X, +(1- a) [/5’” +(1- ,B) x +V }+u , Vn>1 (4.2.1)

n“n-1
(4.21) de vy, =px,+(1- ﬂ) x +V. yazﬂarak asagidaki kompakt form elde
edilir.
yn::Ban-'_(l_ﬂn)Silz Xn +Vn’
X, =X, +(1- o:n)'l'lz‘n)”)yn+un vn>1 = (4.2.2)

olur (Qin ve ark., 2009).

Onerme 4.2.1.1. X, Banach uzay1 olsun ve K X ’in bos olmayan kapal alt kiimesi
olsun. {T, }zl ve {S; }IN:1 K’nin kendisi lizerinde asimtotik olarak genislemeyen donii-
siimleri olsun. Bu durumda

|srx— , vn21xyekK,i=12..N
olacak sekilde h, —1 ile {h } =[1,00) vardir (Qin ve ark., 2009).

, Vn>1x,yeK,i=12,..N

Onerme 4.2.1.2. {T,,T,,...T,} ve {S,S,,...S,} Onerme 4.2.1.1°deki gibi olsun.
Bu durumda {T,,T,,... Ty} ve {S,,S,,...Sy} bir Lipschitzian sabiti olan L>1 ile
diizgiin Lipschitziandir, diger bir degisle
st , vnx>1
olacak sekilde bir L >1 sabiti vardir (Qin ve ark., 2009).

, vn>1

Teorem 4.2.1.3. X Opial sartin1 saglayan diizgiin bir konveks Banach uzayi olsun; K
ise X'in bos olmayan, kapali ve konveks bir alt kiimesi olsun. {T,,T,,...,T,} ve
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{S..S,,....Sy} » F= ﬂ F(T,)#Q olacak sekilde K’nin kendi iizerinde asimtotik
olarak gemslemeyen donusumlerlmn iki  sonlu ailesi olsun. Burada

= F(T,) ve F(S)=) F(S)’dw. {u,} ve {v,} Kda iki smurh dizi
olsun. {a,} ve {8}, (0,1) arahgmda reel diziler olarak kabul edilsin. {h } Onerme

42.1.1°de tammlanan bir dizi ve L=>sup,,h, =1 olsun. Asagidaki sartlar
saglanirsa,

Dl <o 30 Vil <
2)2 h, 1<oo

3) Biitiin n>1i¢in a, <¢,, £,<a,, L<1 L
Bu durumda (4.2.2) ile tanimlanmis olan {x,} dizisi p e F ’ye zayif yakisar (Qin
ve ark., 2009).

olacak sekilde a,,a, €(0,1) vardur,

Teorem 4.2.1.4. X, diizgiin bir konveks Banach uzay1 olsun; K ise X'in bos olmayan,
kapali ve konveks bir alt kiimesi olsun. {T,,T,,...Ty} ve {S,S,,...S,},

F =ﬂ:11F(Ti)¢® olacak sekilde K’nin kendi iizerinde asimtotik olarak
genislemeyen dontisiimlerin iki sonlu ailesi olsun. Burada F(T)zﬂiN F(T,) ve

ﬂ F(S) dir. {T,,T,,...T,} ve {S,S,,...S,} i¢indeki doniisiimlerden
blI‘lSll’ll yarl-kompakt oldugunu kabul edelim.{u } ve {v,} K’da iki smirh dizi

olsun. {e,} ve {B,}, (0,1) araliginda reel diziler olarak kabul edilsin. {h } Onerme
4.2.1.1°de tanimlanan bir dizi ve L >sup,, h, >1 olsun. Asagidaki sartlar saglanirsa;

D 2l <o 20 vl <
2)>" (h,~1)<oo,

3)Biitin n>1i¢in & <¢,, S, <a,, L<1 1

olacak sekilde a,,a, €(0,1) vardr,
2
Bu durumda (4.2.2) ile tammlanmus olan {x } dizisi {T,T,,...T,} Ve

{S,,S,,.... Sy } ’lerin ortak bir sabit noktasma kuvvetli yakinsar (Qin ve ark., 2009).

Teorem 4.2.1.5. X, diizgiin bir konveks Banach uzayi olsun; K ise X~ in bos olma-
yan, kapali ve konveks bir alt kiimesi olsun. {Tl,TZ,...,TN} ve {S,S,,...S\},

F =ﬂ:11F(Ti)¢® olacak sekilde K’min kendi iizerinde asimtotik olarak
genislemeyen doniisiimlerin iki sonlu ailesi olsun. Burada F(T) :ﬂIN F(T,) ve

ﬂ F(S;) dir. {T,.T,,..Ty} ve {S.S,.....Sy} i¢indeki doniisiimlerden
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birisini yari-kompakt oldugunu kabul edelim.{u,} ve {v,} K’da iki smrh dizi
olsun. {a,} ve {8}, (0,1) araliginda reel diziler olarak kabul edilsin. {h,} Onerme

4.2.1.1°de tanimlanan bir dizi ve L=>sup,h, =21 olsun. Asagidaki sartlar
saglanirsa;

I T R I A 32
2)>" (h,-1)<oo,
3)Biitin n>1 i¢in & <«,, B, <4a,, L<1 L

olacak sekilde a,,a, €(0,1) vardur,

2

Bu durumda (4.2.2) ile tammlanmus olan {x,} dizisi {T,,T,,..., T }Vve {S,,S,,... Sy}

lerin  ortak bir sabit noktasina kuvvetli yakinsar, ancak ve ancak
liminf___ (x,,F)=0 (Qin ve ark., 2009).

4.2.2.Banach Uzaylarinda Asimtotik Olarak Genislemeyen Doniisiimlerin
Sonlu Bir Ailesi I¢cin Ishikawa Kapah Iterasyon Siirecinin Zayif ve

Kuvvetli Yakinsaklik Teoremleri

Bu boliimde asagida verilen bir sonlu asimtotik olarak genislemeyen donii-
stim ailesi i¢in bir kapali iterasyon siireci ¢aligan Filomena Cianciaruso ve ark.

(2010), ¢alismasi incelenmektedir. N = (k (n)—1)+ i(n), i(n)efd,... N} icin
x, =(1-a, —7,)(x, 1) Jrozn'l'i(klf)”)yn +y.u, n>1
Yo =(1=B,=8,) % + BT "Ya +6,,, n21 (4.2.3)

{an}, {Bn) {vn}, {62} [0,1] kapali araliginda a,+y,<1ve B,+6,<1
sartlarim1 saglayan dort reel dizi , {u,} ve {v,} X Banach uzayinda K alt kiimesi
icindeki sinirli diziler ve x, € K baslangic noktasi alalim.

Lemma 4.2.2.1. X, diizgiin konveks bir Banach uzay1 olsun. K ise X’ in bos olma-
yan kapali ve konveks alt kiimesi olsun T,...,T :K =K, F(T);t & ile birlikte N
tane asimtotik olarak genislemeyen déniisiim olsun. {u } ve {v,} K’ da iki sirh

dizi olsun ve {a,}, {Bn}, {¥vn}, {6} [0,1] kapali arahiginda asagidaki sartlari
karsilayan dort reel dizi olsun:

1) Biitin n>1; i¢in o, +y,<1ve S,+9,<1

2) O<liminf e, <limsup, «, <1

3) limsup, ,, B, <1

4) Z:_lyn <00 z:_lﬁn <0 Z:_l(h_n—l) <o
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O zaman (4.2.3) ile tammlanan {x,}dizisi i¢in lim___||x,—p| tim p € F(T) i¢in

vardir ve {h,} dizisi i¢in h, € [1,+0] ve lim,_ h, = 1 dir (Cianciaruso ve ark.,
2010).
Lemma 4.2.2.2. X, diizgiin konveks bir Banach uzayi olsun. K ise X ‘in bos olma-

yan kapali ve konveks alt kiimesi olsun T,,... T, :K > K, F(T)= ile birlikte N
tane asimtotik olarak genislemeyen déniisiim olsun. {u,} ve {v,} K’ da iki smirh
dizi olsun ve {e&,}, {B.}:{r.}.{5,} [0,1] kapal araliginda asagidaki sartlar:
karsilayan dort reel dizi olsun:

1) Biitiin n>1; i¢in &, +y, <1ve g, +9, <1

2) O<liminf , e, <limsup, ., o, <1

3) limsup, ., g, <1

4) Z:_17n <0 Z:_lén <00 Zf_l(h_n—l) <o
O zaman (4.2.3) ile tanimlanan {x,} ve {y,} dizileri igin;

i) lim =0

k(n
Xy _Tl(rf))yn

n—o0
X =Ty | =0

limitleri vardir (Cianciaruso ve ark., 2010).

ii) lim

N—o0

Sonug¢ 4.2.2.3. Lemma 4.2.2.2’deki ayni1 hipotezle ayrica asagidaki esitlikleri de elde
ederiz. lim___(y,—x,)=0 ve lim___ (xn_1 —Tiz‘n()”)xn)= 0 ise {x,} asimtotik olarak

diizglindiir, yani: lim___ (x, —x,,)=0 olur (Cianciaruso ve ark., 2010).

Teorem 4.2.2.4. X, Opial sartin1 saglayan diizgiin konveks Banach uzay1 olsun. K
ise X’ in bos olmayan kapali ve konveks alt kiimesi olsun T,...,T, :K =K, N tane
ortak sabit nokta kiimesi bostan farkli olan asimtotik olarak genislemeyen doniisiim
olsun. {u,} ve {v,} , K’daiki smurl dizi olsun ve {e,}, {8,}.{r.}.{5,} [0.1]

kapali araliginda asagidaki sartlar1 karsilayan dort reel dizi olsun:

1) Biitiin n>1; i¢in o, +y, <1 ve g, +9, <1

2) O<liminf o, <limsup, ., «, <1

3) limsup, ,, B, <1

4) Z:)_l;/n <00 Z:)_ld] <0 Z:_l(h_n —1) <o
Bu durumda (4.2.3) ile tanimlanan {xn} Ishikawa kapali iteratif dizisi K ’da
T,,..., T, 'nin ortak bir sabit noktasina zayif yakinsar (Cianciaruso ve ark., 2010).

Teorem 4.2.2.5. X, diizgiin konveks Banach uzayi olsun. K ise X’ in bos olmayan
kapal1 ve konveks alt kiimesi olsun T,,...,T, : K =K, N tane ortak sabit nokta kii-

mesi bostan farkli ve T; (i € I)’lerden en az biri yar1 kompakt olan asimtotik olarak
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genislemeyen doniisiim ailesi olsun. {u.} ve {v,} K’ da iki siurl dizi olsun ve
{a,} (B} {ra} 1 {6,} [0,1] kapal arahiginda asagidaki sartlari saglayan dort reel

dizi olsun:
1) Biitiin n>1; i¢in o, +y, <1 Vve S,+0,<1

2) O<liminf o, <limsup, «, <1
3) limsup, ,, B, <1

4) Ziﬂn <0 Z:ﬁn <0 Z:l(h_n —1) <o
Bu durumda (4.2.3) ile tamimlanan {x,} Ishikawa kapali iteratif dizisi K ‘da
T,,...,T, ‘nin ortak bir sabit noktasina kuvvetli yakinsar (Cianciaruso ve ark., 2010).

Teorem 4.2.2.6. X, diizgiin konveks Banach uzay1 olsun. K ise X’ in bos olmayan
kapali ve konveks alt kiimesi olsun T,...,T. : K — K, N tane ortak sabit nokta kii-

mesi bostan farkli olan asimtotik olarak genislemeyen doniisiim olsun. {u,} ve {v,}
K’da iki smurlt dizi olsun ve {e,}, {8,}.{r.}:{6,} [0,1] kapali arahiginda

asagidaki sartlar1 saglayan dort reel dizi olsun:

1) Biitiin n>1; i¢in o, +y, <1 ve f,+9, <1
2) limsup, ,, o, <1

Y X< X,a <o 3o (R-1)<e
Bu durumda (4.2.3) ile tanimlanan {x_ } dizisi K’ da ortak bir sabit noktaya kuvvetli

bir sekilde yakinsar ancak ve ancak lim __ infd (xn F(T )) =0 limiti vardir
(Cianciaruso ve ark., 2010).

4.3. Banach Uzaylarinda Sonlu iki Asimtotik Olarak Genislemeyen Doniisiim

Ailesinin Kapah Iterasyon Dizileri I¢in Yakinsakhk Teoremleri

Bu béliimde Banach uzaylarinda asimtotik olarak genislemeyen doniisiimle-
rin sonlu iki ailesi i¢in agagidaki kapali iterasyonlarin kuvvetli ve zayif yakinsaklik
teoremlerini inceleyecegiz. Bu calismada Xu ve Ori (2001), Gun (2006 ), Qin ve
ark. (2009) ve Cianciaruso ve ark. (2010), kaynaklari 1s18inda asagidaki asimtotik
olarak genislemeyen doéniisiimlerin sonlu iki ailesi i¢in iterasyon siirecini tanitalim. K

, X Banach uzaymin bos olmayan kiimesi olsun, {T}IN: , Ve {Si}iN: , K ’daki asimtotik

olarak
genislemeyen doniisiimlerin N tane iki sonlu ailesi olsun. {o,}, {8,} .{7.}.{3,}

[0,1] ’de n>1 i¢in o, +y, <1 ve [, +3, <1 gosterimini saglayan dort reel dizi
olsunve {u,}, {v,} smrh diziler olsun.

Sonra x, € K baslangi¢ noktas1 olmak tizere {xn} dizisinin tanima:

23



4.ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA Harun CiCEK

X :(1_a1 _71))(0 -yl [(1_:81 _51)X1_ﬂlslxl _51\/1:'4‘71“1’

X, =(1=a, = 7,) % a1, [ (1= B, = 8,) X, = B,5,%, — 5,V |+ 7,0,

Xy =(1=ay =7y ) X~y Ty [ (1= By =0y ) Xy — By SyXy =SV |+ 7y

Xy = (l_aN+1 - 7N+1) Xy — aN+1T12 [(1_ﬂN+1 _5N+1) XN _ﬂN+lSlsz+1 _5N+1VN+1] + 7naUnas
XoN :(1_a2N 72N )XZN—l_QZNTNZ I:(l_ﬂZN _52N )XZN _:BzNSiJXzN _52NV2N ]+7/2NU2N1

3 3
Xon41 :(1_a2N+1_72N+1)X2N _a2N+1T1 [(1_ﬂ2N+l_52N+1)X2N+1_ﬂ2N+lSl X2N+l_52N+lV2N+l:|

ZINELPIEE

seklindedir.

X, € K verilen keyfi bir nokta olsun. (3.2.1) tarafindan iiretilen kapali
iterasyon {x,} dizisi asagidaki kompakt form seklinde yazilmalidir;

Yo = (1—ﬂn _5n)xn +ﬂnsi‘zg;) Y +5nvn;
(4.3.1)
X, =(1—a, = 7,) X\ + an'l'i(krf;‘) +y, + U

Burada Vn=>1 i¢in n=(k(n)-1)N+i(n)e{L2,..N} k(n)=1

X bir Banach uzayi olsun ve K’ da X ’in bos olmayan kapali bir alt kiimesi
olsun.
{Trie{l...N}}ve{s;tie{l..,N}} de Kdan K’ ya, N’er tane asimtotik olarak

-t Al
}, [1,00) araliginda bir dizi

genislemeyen doniisiim olsun. Tiim X,y € K ve n>1 i¢in

i=1..N;icin n—>ow iken /1:] —1 olacak sekilde {li

vardir.
<p|x-y| i=1..,N

Yine benzer sekilde n>1 ve X,y e Kigin |S'X—Sy

igin; n—co iken 1 —>1 ile {x} dizisi [Leo) arahginda bir dizi vardur.

h, =max {2, A2, A,y 15 oms '} denilirse n—co iken h, —1 olacak sekilde

n n

{hn} , [1, oo) araliginda bir dizi vardir.

Bu durumda tiim X,y € K ve her bir i =1,...,N igin;

Tx-Ty]< Ayl < x-y]

ve
<t [ =yl <ty x=y]

S'x-Sy

olur.
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Ayrica {Ti:ie{l,...,N}} ve {Si:ie{l,...,N}} K’ dan K'ya asimtotik olarak
genislemeyen  doniisimler ailesi olsun. Tim X,yeK ve n>1 igin

L=sup{h,:n>1} oldugunda ve

olacak ~sekilde Lipschitzian sabit sayist L>1 ile {T:ie{l..,N}}ve
{Si e {1, N\ }} diizgiin Lipschitzian’dur.

Tamm 4.3.1. Eger tiim X € K ’lar igin max( ||X—T|x||+||x—S|x||jZ f(d(xF))

1<I<N

olacak sekilde tiim r €[0,0) i¢in f(0)=0, f(r)>0ile f:[0,00) —>[0,0) azalma-
yan bir doniisiim varsa, F = ﬂ F(T,)NF(S,)#D olacak sekilde {Ti ie{l.., N}}

ailesi K’dan K’ya N tane asimtotik olarak genislemeyen donilisimii ve
{S;:ie{l..,N}} ailesi K’dan K’ya N tane asimtotik olarak genislemeyen
doniistimii K" da (A) sartini sagliyor denir.

X bir Banach uzay1 ve K’da X ’in bos olmayan kapali bir alt kiimesi olsun.
{Trie{l...N}}ve{s;tie{t..,N}}’de Kmn Ner tane asimtotik olarak
genislemeyen déniisiimlerin iki sonlu ailesi olsun  «, + 7, , B,+ 8,€[ 0] olacak
sekilde {a,}.{7,}.{8,}.{5,} €[0.1] ve herhangi bir X, ,,u,,v,eK dizileri igin
C,:K =K doniisiimii ;

Co(X) = (1=t = 70) % s + T [ (1= B, = 8, ) X+ BS{x+ 8V, |+ 7., olur.

Herhangi x,y e K igin asagidaki ifade yazilir.
01 -1t T [~ oA i

—(1—a AL +aT [(1 B, 5)y+,BnSI y+5v]+ynun
L=, §)x+ﬂ8 X +68v, —(1- 4, 5)y+[;’8 Y+ v

]

<q L[(l B, —8,)|x— xS
<a,L[(1-4 —6n>||x—yll+ﬁnL||X—y||]
ganL[(l—ﬂn—5n)+ﬂn|-||x_y”]
<a,L*[x-y]

. 1 :
Eger tim nx>1igin L*<-— olursa C, bir biizilme doniisiimiidiir. Teorem

a,

2.4.20.’den X, € K tek sabit noktasi vardir:

25



4.ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA Harun CiCEK

X, =C,(X)=(1—a, —7,) %4 +aT [(1 B,—5,)X, +ﬂS X, +5V ]%Un
yani (4.3.1) kapal1 iterasyon siireci iyi tammhdlr .

Lemma 4.3.2. X bir reel Banach uzay1 olsun ve K’da X ’in bos olmayan kapali kon-
veks alt kiimesi olsun. {T, e {1 ..... N}}Ve{S e {1 ..... }} > de
F= ﬂ F(T, )= D

ile K’dan K’ya asimtotik olarak gemslemeyen doniistimlerinin sonlu iki ailesi olsun.
{up}.{v, } ler ise K’daki iki siirh dizi ve «, +7,, 8, +6, €[0,1] olacak sekilde

{a.} {7} {8.}:{6,} €[0,1] dort reel dizi olsun. {h,} n—>co iken h —1 olacak
sekilde [1, o) araliginda bir dizi ve L= Sup{hn n> 1} olsun.
Asagidaki sartlar saglanirsa,

1) i(hn —l) o, <o

2) limsupe, <1; O<7, =inf{a,:n>1} <sup{e,:nzl}=r<=

n—oo

3) i}/n <00, i5n <0
n=1 n=1

O halde verilen herhangi bir X, € K noktas1 ve {Xn} de (4.3.1) ile tanimlandiginda

tim F= ﬂF )JNF(S,)# D igin lim||x,—p| vardur.

Ispat: (4.3.1)’den asagidaki esitligi elde edilir.
(41) ”yn - p” = H((l_ /Bn _5n ) Xn + ﬂnsi:g;)xn + 5nvn ) - pH
< (1_ﬁn —0, )”Xn - S:E(r;)xn - pH+ S, ”Vn o p”

= (l_ﬂn _5n)||xn—l o p”+ﬂnhn ”Xn o p||+5n ”Vn - p”
olsun. O zaman M, =sup,, |V, — p| olmak iizere

(42) ”yn_p||:(1_ﬂn_5n+ﬁnhn)||xn_p||+5nM2

<h, |%, — p|+S,M,
yazilir.
Boylece ||y, — p||<h, |x, — p|+5,M, elde edilir.

Ayrica ||Xn—p||=H 1—0! —Vn)X_ +05T-(k(n)y T7U, =P H

< (1=aty =7, )Xo 1= P+ [T Vo = B + 72 [,
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< (l_an _7n)||xn—l - p||+anhn ”yn - p||+7n ”un - p”
(4.1) , (4.2) “de yerine yazilir ve M, =sup,, ||un — p|| alinirsa.

(43) ”Xn - p” :(1_an _7/n)||xn—1 - p”_i_anhn2 ”Xn—l - p||+anhn5nM2 +7/an
elde edilir. K, =a,h.6,M, + .M, olsun.

Burada {¢,} ve {h.} dizilerinin smirlilig1 ve 3) sartindan Zf:l K, <o elde
edilir. 2 ) sartindan e, h* <7L° <1 ve bdylece 1—(,h,*)>1—7L% >0 elde edilir.
(4.3)’den

_ (1_aﬂ) _ Kn
(a4 e L e

bulunur. Simdi
2 2
1-a, 1 (h?-Da, <1 (h?-Da,

1-a,h? 1-aqh?  1-7L?
ve

(hn2 —1)()!” < (hn _1)(hn +1)an < (hn _1)an(|-+1)

1-718 1-71° B 1-7l2
esitsizliklerinden
@5) %, = pll<(1-0, ), pll+t,
elde edilir. Burada o, _(h,~Ya, (2L+1) ve tnzL verilen kabullerden
1-7L (1-e,h?)

Zkl 0, <® Vez t, <oo elde edilir.

Buna gore her pe F = n F(T,)NF(S,) igin lim|x, — p| vardur.
i—1 n—o0

Boylece ispat biter.

Teorem 4.3.3. X, bir reel Banach uzay: olsun ve K ’da X ’in bos olmayan kapali
konveks alt kiimesi olsun. {T, el N}}Ve{S e {l ..... N}} > de
F= ﬂ F (T )= D

ile K’dan K ’ya asimtotik olarak genlslemeyen dontigiimlerinin sonlu iki ailesi ol-
sun. {u,}, {Vn} ’ler ise K’daki iki siirh dizi ve a,+y,,8,+6, € [O,l] olacak sekilde
{a,} v} 8.} {6, €[0,1] dort reel dizi olsun. {h} n—oo iken h, —1 olacak
sekilde [1, ) araliginda bir dizi ve L=sup{h,:n Zl} olsun.

Asagidaki sartlar saglanirsa,

1) S(h,-1) &, <o0

2) limsupe, <1; O0<7, =inf{a,:n>1} <sup{e,:n=lj=r<=
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3) Zw:yn <0, i@ <o
n=1 n=1

N

0 zaman (4.3.1)’de tammlanmis {x_} dizileri peF = ﬂ F(T,)NF(S;) ortak sabit
i=1

noktasina kuvvetli yakinsaktir ancak ve ancak

(4.6) liminf d (x,,F)=0 olur.

Ispat: Gereklilik asikardir. Simdi de Teorem 4.3.3’nin yeterliligini gdsterecegiz.
N

peF=)F(T,)NF(S) i¢in (45), d(x,,F)<(1+o,)d(x,,—F)+t, elde edilir.
i=1

Burada ZO'n <oo Ve Ztn < oo ’dur. Boylece biitiin n>1 icin

n=1 n=1
(4.7) d(x,,F)<(1+0,)d (%, —F)+t,
elde edilir.
(4.7y’den ve Lemma 4.3.2°den liminfd (Xn, F) vardir.  liminf d (Xn, F) =0

nN—o0 n—o0

oldugundan limd (Xn, F) =0 olur.

Simdi {Xn} 'nin K’da Cauchy dizisi oldugunu gosterecegiz.
Biitiin z>0 i¢in 1+z <exp(z) oldugu Ortalama Deger Teoreminden bilinmektedir.
(4.6) dan herhangi bir p e F i¢in m ve n dogal sayilari verildiginde;

X, = B < exp[_z oij”xn - p||+exp( > aij( > t‘j

i=n+1 i=n+2 i=n+1
<Ml -pl+m| 3t
i=n+1

elde edilir. Burada M :exp{z crn}<+oo "dir. Burada limd (x,,F)=0 oldugu i¢in
i=n+1 N—e0

g

herhangi bir € > 0 verildiginde, burada biitin n> N, i¢in d(x,,F) < ve
2(1+M)
o < £
t. < —— olacak sekilde bir N, dogal sayis1 vardir. |X —p,| < olacak
i;l i M S 0 g y ” n pl” 2(1+ M )

N
sekilde p, e F =[F(T,)nF(S,) vardir. Bdylece tiim n> N, ve m>1 igin

i=1
||Xn+m - Xn” = ||Xn+m - pl” = +||Xn - pl”

<(@eM)x, - p1||+M(itij

i=n+1
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[@EM)e M) e edil
201+ M) | 2M

Bu durum {x, } dizisinin K’da bir Cauchy dizisi oldugunu gdstermektedir.

X uzay1 tam oldugundan {Xn} yakinsaktir. {Xn} ’nin bir p noktasinda yakinsadigini
kabul edelim. Bu durumda peK olur. Cinki K, X’in kapali bir alt kiimesidir.

N
F=F(T,)nF(S,) kiimesi kapahdir. lI1imd(xn,F)=0 olmast d(p,F)=

N

sonucunu vermektedir.Bdylece pe F =(F(T,)nF(S;) dir.
i=1
Boylece ispat tamamlanir.

Lemma 4.3.4. X bir reel Banach uzay1 olsun ve K’da X ’in bos olmayan kapali
konveks alt kiimesi olsun. {'I'I i e{l N}}Ve{S. al e{l N}} > de

F= ﬂF )= D

ile K’dan K ’ya asimtotik olarak gemslemeyen doniistimlerinin sonlu iki ailesi ol-
sun. {u,},{v,} ler ise K’daki iki smrh dizi ve «a,+y,,/,+8, €[0,1] olacak se-

kilde {&,},{7.}.{8,}.{5,} €[0,1] dért reel dizi olsun. {h;} n—oo iken h —1
olacak sekilde [1, ) araliginda bir dizi ve L=sup{h,:n> 1} olsun.
Asagidaki sartlar saglarsa ;

1) S(h, -1) &, <o0
n=1
2) limsuper, <1; O0<7, =inf{a,:n>1} <sup{e,:n=l=r<=

3) D yu<w, D5 <o
n=1 n=1
o halde verilen X, € K noktas igin {Xn} ’de (4.3.1) tarafindan tanimlandiginda tiim

F= ﬂF 7&@ icin |Im||X - p|| vardir. Yani peK igin, { } ve {yn}

d|Z|Ier1 (4.3.1) tarafindan tanimlanirsa;
lim|[T,x, —x,[[=1lim|S,x, —x,||=0,vI1=12,...,N

n—oo n—oo

elde edilir.

Ispat:
Lemma4.3.2°den peF igin lim|x, — p| vardir.
(4.8) lim|x, - p|=d
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olsun. Eger d = 0 olursa ispat tamamlanir. Simdi d > 0 olsun.O zaman (4.8) ve
(4.3.1)’den

%, pl=Ja-a) (%= P)+ 70 =% 0]+ [ (T - B )+ -x, 0| @9)
elde edilir.

(4.8) ve (3) sartina gore elimizde

limsup|(L-a,)[(Xs = P)+ 7, (U, =%, ]| <limsup(L-a,)[x,., = p[+ limsup, Ju, —x,.,]| = d
(4.10) yazilir.

Buradan

@11)  limsup|(T{9y, - p)+ 7, U, ~x,)

i(

< limsup|(Ti3y, o)
+limsupy, (U, —x,0))|
<limsup(h, )]y, - p|
<limsuph, %, — p||+!]ii1?Osup5n IV, =X,_o||=d elde edilir.
(4.9) — (4.11)°den

(4.12) limsup (T."(")yn - xn_l) =0 elde edilir.

(4.2) ve (4.12)den
1%, =Xy = (1—a — ) Xos = X1 + T Y, + 70U,

yn Xn1 +7/n(un - n—l)H —0 (n —)OO)
(4.13) !im||xn —xn71|| =0 elde ed|I|r. Buradan Vj e{L,2,...,N} igin

(4.14) =0 elde edilir.

n+J

Diger taraftan
”Xn_p”:H(l_a _7/n)xn 4t X +C¥T yn+7/n n p”

<(1 Ol 7n)||xnl p|
S(:I'_an) Xn—l_ i(n) yn +T,

ifadesinden |y, —p|<d elde edilir.

Yo = 0|+ 70 Ju. - o
Y= ]+ 7 s = X0

Ayrica (4.1) esitsizliginin her iki tarafina limsup uygulanirsa
(4.15) limsup||y, — p|<d bulunur.

Buradan
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(4.16) lim|ly, - p| =H(1—[ﬁ’n)xn =P+, (V=% )+ B.S() X, — P +8, (v, =X, )
oldugundan
(4.17) rI]i%rro1o||(1—ﬁ’n)xn —p+6, (v, =%, ) <
ve
!T;sup "= P+6,(V,—X,) <!Lrposup —p|+lim 8, (v, =X, )| <
olur.
(4.16) ve (4. 17)den
(4.18) lim S %, =%, [[=0
ve
(4.19) lim S, —x,.,| < im||$¢x, —x [ +1im[x, ~x, =0 olur.

Gergekten de n>N, n=(n—N)(modN)ve n=(k(n))-IN+i(n),i(n)e{L...N}

icin @, = i'zf]';)xn —X, 4| almirsa (4.19)’dan M[lo @, =0 olur.
O zaman
k(n k(n

(4.20) 1S, %, = %4 < HSi Dy = Xy +[SE %, — %,

<@+ Silzg;)xn - Si(n)xn

< @yt LHSi'EES)_lxn - X,

<o, L - -]

k 1

+‘ Si(ﬁ)) n = Xn-n)1 X N)—l”

yazilabilir.

Her n>N, n=(n-N)
|

n—N=(k(n)-1)N +i

Diger bir degisle k(n—N

)ve ( (n)-1)N+i(n) igin
k(n=N)-1)+i(n—N) olur.
k(n)-1and i(n—N)=i(n)  dir.

n)=
)=

Boylece asagidaki esitlikler elde edilir.

)1y g(n)-t =
(4.21) ISt 5, = S| = —s 0ty

n I

=5~
= >

n—N

= x

Xon — X(n—N)—lH = o

an

(422) | n N n N)-
(4.21) ve (4.22), (4. 20) de yerlne yazﬂlrsa

(4.23) lim|S,x, —X._,[ =0 elde edilir.
Boylece (4.13)’ten
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(4.24) lim|S,x, —x,||=0 olur.
Boylece Vj e{l,2,...,N} icin (4.14) ve (4.24)’ten

(4.25) I|m Sni X =0 olur.
N o0

Bunuda (J{[S,.;% =%} 0, (n—>0) igin yazilabilir.
1 "~

Buradan

(4.26) lim|S,x, —x,|=0, VI€12,..,N elde edilir.

Ayrica
%,
HT n_Ti(krS)n)Xn—l +‘Ti:r$;])yn_xn 1 n—l_Xn”
< (L0 [Xos = Xa |+ 10 [ %0s = Vi + Tk( ly —x_,
= (L+h)|[Xoe =X+ 1, |1 [(1 By =3,) %+ BSi %, +§v] T Yo =X, s
( hn)”Xn -1 Xn”_'_h H 1_ﬂ X _Xn—1)+ﬂn(sin Xn_Xn—l)+5n(Vn_Xn i|+‘T|E<rE;1)
< (1) %y =%, |+, (1 A% )|+ A (500, ~x,.,) +5n||vn—xn||}+"ri:£;)y

bulunur.
Yukaridaki esitsizligin her iki tarafinin lim alinirsa (4.12), (4.13), (4.19) ve 3)

n—o0

sartindan ; VI e{l,2,..., N} i¢in

(4.27) T %, =%, =0
Benzer sekilde ;
(4.28) lim|T,x, —x,[ =0

Boylece ispat tamamlanur.

Teorem 4.3.5. X bir reel Banach uzay1 olsun ve K’'da X ’in bos olmayan kapali
konveks alt kiimesi olsun. {T, e {1 ..... N}}Ve{S el N}} > de

F= ﬂF )=

ile K’dan K’ya asimtotik olarak genlslemeyen doniistimlerinin sonlu iki ailesi olsun.
{u,}.{v,} ler ise K’daki iki smurh dizi ve a,+7,,[,+6, €[0,1] olacak sekilde
{a.} {7} {8}, {6,} €[0,1] dbrt reel dizi olsun. {h} n—co iken h —1 olacak
sekilde [1, o) araliginda bir dizi ve L= Sup{hn n 21} olsun.

Asagidaki sartlar saglanirsa;

1) S (h,~1) a, <o
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2) limsupe, <1; O<r1:inf{an:nzl}ssup{an:n21}=r<i

L2
3) iyn<oo, i§n<oo
n=1 n=1

Bu sartlarla  (4.3.1) tarafindan tanimlanan {Xn} dizisi {Ti e {ZL oo N }} ve
{Si e {1, o N }} ortak sabit noktasina zayif yakinsaktir.

Ispat: peF :ﬂiN:lF(Ti)m F(S;) olsun. Bu durumda Lemma 4.3.2.°deki gibi
iiﬂ”XH —p| vardir ve n>1igin {x,}, K’da smrhdir. X" in refleksif olmas: ve
{x,} ’in smurhligi dolayistyla {X,} nin {an}—> p zayif yakinsak olacak sekilde
{an} alt dizisi vardir. Lemma 3.2.10."dan biitiin i €{1,...,N} i¢in o(x,)=F(T,) ve
o(x%,)=F(S;) elde ederiz. Boylece o({x,})=F olur. Son olarak {,} nin p’ye
yakinsakhigini gosterelim. p,qe({x,}) oldugunu kabul edelim. Burada w({x,})
{Xn} ’in zay1f limit kiimesi anlamina gelir.

{an} ve {ij}, {Xn} ‘in sirastyla p ve q ‘ya zayif bir sekilde yakinsayan iki alt
dizisi olsun. Opial sart1 geregi @(X,) tek olur. Dolayisiyla p = g olur. Boylece {Xn}

p € F ’ye zayif yakinsaktir.
Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.3.6. X bir reel Banach uzay1 olsun ve K’'da X’in bos olmayan kapali
konveks alt kiimesi olsun. {T, e {1,..., N}}Ve{Si el N}} ’de

N

F=F(T)nF(S)=Q

i=1
ile K’dan K ’ya asimtotik olarak genislemeyen doniisiimlerinin sonlu iki ailesi
olsun. {u,},{v,} ler ise K'daki iki smurh dizi ve «a,+y,, 5,+6,<€[01] olacak
sekilde {a,},{7,}.{B.}.{6,} €[0,1] dort reel dizi olsun. {h,} n—oo iken h -1
olacak sekilde [1,0) araliginda bir dizi ve L=sup{h, :n>1} olsun.
Asagidaki sartlar saglanirsa ;

1) S (h,-1) @, <o

2) limsuper, <1; O<rlzinf{an:nzl}SSup{an:nzl}:r<é

) Ss<w, 36 <o
n=1 n=1
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O halde x, e K verilen herhangi bir nokta ve (4.3.1) tarafindan tanimlanan {x}
dizisi tim F =(")",F (T,) =@ ler igin lim|lx, - p| vardir.

Yani {Ti e {ZL..., N}} ve {Si e {1,..., N}} doniisiimleri yar1 kompakt veya
(A) sartin1 sagliyorsa, 0 halde (4.3.1) tarafindan tanimlanan {Xn} dizisi
{Trie{l...N}} ve {S;:ie{L..,N}} ortak sabit noktasina kuvvetli yakinsaktir.

ispat:

{Tl} ve {Sl} ‘nin yar1 kompakt oldugunu veya (A) sartini sagladigini kabul edelim.

Lemma 4.3.4.°teki (4.26) ve (4.28)’e gore {Tl} ve {Sl} ’in yar1 kompakt olusuyla
lim|[x, —=T,x,|=0=lim||x, —S,x,||=0 dur.

n—oo

nj

(4.26) ve (4.28)’den biitiin 1 ={1,2,...,N} i¢in

{X,}’nin j — oo iken {an}_) peF olan {x } alt dizisi vardir. Lemma 4.3.4.’teki

lim

n—o0

Xy —T|an

=|p-T,p|=0 ve lim

n—o0

Xy _SI an

:||p—SI p||:0 ‘dir

Buna gore peF *dir. liminf _ f(d(x,,F))=0 oldugu igin {x,}’in F “de sabit
bir noktaya yakinsadigini gosterir. Eger {Tl} ve {Sl} (A) sartin1 sagliyorsa

liminf,_, f(d(x,,F))=0"dir. Teorem 4.3.3.°den {X,}nin Fde sabit bir noktaya
kuvvetli yakinsadigini gosterir.

Bu durum ispat1 tamamlamaktadir.
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5.SONUC ve ONERILER

Genellikle iterasyon dizilerinin yakinsakliklar1 genislemeyen ve onun genel-
lesmeleri olan déniisiimler i¢in son zamanlarda ¢ok ¢alisilan bir konudur. Ozellikle,
yakin tarihlerde sunulan Mann (bir-adim), Ishikawa (iki-adim) ve Noor (iig-adim)
iterasyon dizilerinin genislemeyen ve onun genellesmeleri olan doniisiimler igin
kuvvetli ve zayif yakinsakliklari igin yeni sonuglar elde edilmistir. Bu ¢alismada,
Banach uzaylarinda asimtotik olarak genislemeyen doniisiimlerin kapali iterasyon
dizileri olusturarak kaynaklar kisminda verilen ¢alismalar 1s18inda asimtotik
genislemeyen doniisiimlerin ve onun genislemeleri olan doniistimlerin sabit noktalara
ve sonlu sayidaki boyle doniisiimlerin ortak sabit noktaya yaklasimi elde edilmeye
calisgilmaktadir. Bunlarin 1s18inda, yeni  gelistirilmis iterasyon dizilerinin
genislemeyen ve onun genellesmeleri olan sonlu sayidaki iki doniisiim i¢in ortak
sabit noktaya yaklasimi incelenebilir.
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