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OZET
Yiiksek Lisans Tezi

INTEGRALLENEBILIR DENKLEMLER ICIN
SOLITON COZUMLER VE UYGULAMALARI

Biisra Kutlu

istanbul Ticaret Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Danmisman: Prof. Dr. Dogan Kaya
2015, 59 sayfa

Bu c¢alismada, Korteweg- de Vries-Burgers denkleminin ve genellestirilmis
Kawahara denkleminin integrallenemez oldugu Painlevé testi kullanilarak
gosterilmistir. Her iki denklem igin Painlevé analizinin yeni bir yaklasimi, teorik
olarak kurulmustur. Daha sonra integrallenemez bir denklemin genel degil 6zel tam
¢oziimiiniin olacagi belirtilmistir. Denklemlerin tam ¢6ziimii ise Hirota metodu ve

basitlestirilmis Hirota metodu ile bulunmustur.

Anahtar Kelimeler: Basitlestirilmis Hirota metodu, Genellestirilmis Kawahara
denklemi, Hirota metodu, Painlevé testi, Korteweg-de Vries-Burgers denklemi,

soliton.



ABSTRACT

M. Sc. Thesis

SOLITON SOLUTIONS TO INTEGRABLE
EQUATIONS WITH APLICATIONS

BiisraKutlu

Istanbul Commerce University
Institute of Science and Technology
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Dogan Kaya
2015, 59 pages

In this study, by using Painlevé test, it is determined that the Korteweg- de Vries-
Burgers’ equation and generalized Kawahara equation are nonintegrable. Painlevé
analysis was established as a new approach to both theoretical equations. Then, it is
expressed that a nonintegrable equation has exact solution not general solution. As a
final, the exact solutions of the equations are obtained by using a simplified Hirota

method.

Keywords: Generalized Kawahara Equation, Hirota Method, Painlevé test,
Korteweg-de Vries-Burgers Equation, Simplified Hirota Method, Solitons.
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1. GIRIS

Dogadaki bir¢ok olay lineer degildir. Lineer olmayan bir olayin matematiksel
modellemesi ise genellikle zamana bagli diferansiyel denklemler ile agiklanir.
Modellemesi yapilan olaylarin diferansiyel denkleminin ¢dziimii, bize olaylarin
durumu hakkinda degerli bilgiler verir. Bu ylizden lineer olmayan olaylar
arastirmacilar tarafindan, {izerinde olduk¢a yogunlasilan bir konu olmustur.
Hayatimizda ise bizi etkileyen ve yasantimizi kolaylastiran bir¢ok durum dalga
kavrami ile agiklanmaktadir. Dalga, bir cismin ortamdaki sarsintiyla yeni diizene
gectigi hal olarak tanimlanabilir. Dalgalara; deprem esnasindaki yerkiire hareketi
sonucu olusan tsunamiler, radyo, televizyon, telefon vb. cihazlardaki
elektromanyetik dalgalar ve ses dalgalar1 6rnek olarak verilebilir. Bir tas, suya
atildiginda, tasin ¢evresinde olusan su dalgalar1 goriliir. Sarsintinin ¢evresinde, Su
tizerinde yiizen bir cisim varsa cismin asag1 yukar1 hareket ettigi; fakat sarsintinin
oldugu yerden baska yone dogru hareket etmedigi goriiliir. Yani sarsinti meydana

geldigi zaman, hareket eden su degil, dalgadir (Whitham, 1974).

Dalgalar, olusmasi esnasinda ve sonrasinda sekillerini degistirmiyorsa, bu dalgalara
“solitary dalga” ad1 verilmektedir. Solitary dalgalar ilk olarak, 1834 yilinda Iskogyali
bilim adami J. ScottRussell tarafindan gézlemlenmistir. Russell, Edinburg-Glasgow
kanalinda fark ettigi dalgalari, "Dalgalar Raporu" adli bilimsel raporunda (York
Eyliil 1844 (Londra 1845)) su ciimleleri ile anlatmstir:

"Ben iki at giiciiyle giden bir botun, dar bir kanaldan gecerken hareketini
gozliiyordum. Bot aniden durunca kanalda hareketli olan su kitlesinin birikmedigini
gordiim. Bu su kitlesi, botun u¢ kismi etrafinda birikti. Ve daha sonra aniden arkaya
dogru yayildi. Biiyiik bir hizla one dogru tek basina bir su dalgasinin meydana
geldigini fark ettim. Bu yuvarlanmis belirgin su kiitlesinin hizimin azalmadan ve
seklinin degismeden kanal boyunca ilerleyiginin devam ettigini fark ettim. Onu at
swrtinda takip ettim, ona yetistigimde saatte 8-9 mil hizla ilerleyigine devam ettigini

gordiim. Onu 1-2 mil takip ettikten sonra kanalin doniisiinde kaybettim. Boylece



1834'iin Agustos ayinda benim biiyiik dalga kaymasi olarak adlandirdigim ilk

gozlemlerimi tanitma sansim oldu” (Jager, 2006).
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Sekil 1.1. Russell'in dalga ¢evirimi (Duritt, 2005)

Sekil 1.1°de Russell’n iizerinde deney yaptig1 dalgalarin bir modeli goriilmektedir.
Russell, solitary dalgalar {lizerinde yaklasik on yil calistiktan sonra 1844 yilinda
“Dalgalar Uzerine Kayitlar" adli ¢alismasini yayimlamistir. Calismalar1 sonucunda
dalganin hizint (v); g yergekimi ivmesi, d su yiizeyi lizerinde dalganin genligi ve h

suyun derinligi olmak {izere

v=Jg(d+h) (1.1)

olarak bulmustur. Bu esitligin olusum modeli Sekill.2’ de goriilmektedir.



u(x t)

Sekil 1.2. Bir solitary dalga

Dalgalar, lineer olmayan diferansiyel denklemlerin ¢alismalarinda gériilmektedir ve
ilerlemeleri esnasinda sekillerini ve genliklerini korumaktadir. Bu dalga hareketinin
bir goriintiisii de Sekil 1.3’te goriilmektedir. Sabit bir v hiz1 ile ilerleyen dalganin yer

degistirirken seklini ve A genligini korudugu saptanmistir.

Disy

Sekil 1.3. Ilerleyen dalga

u(x, t)=f(x-vt) ile ifade edilen dalganin v>0 olmasi halinde, X ekseninin pozitif
yoniinde; v<O oldugunda ise X ekseninin negatif yoOniinde hareket ettigini

belirtmektedir.



2. LITERATUR OZETi

1895 yilina gelindiginde, Diederik Johannes Korteweg ve onun doktora &grencisi
Gustav de Vries adli iki Alman bilim insani, yayimladiklar1 makale ile Russell'ln
calismalarin1 dogrulamiglardir (Eckhaus ve Harten, 1981). Onlar, solitary dalgalarin
varliginda si1g su ylizeyinin yiiksekligini modellemek ig¢in, lineer olmayan bir
diferansiyel denklem tiiretmislerdir. Korteweg —de Vries denklemi (KdV) olarak

literatiire gegcen denklem,;
u, (X, t) +6u(x,t)u, (x,t) +u,, (x,t)=0 (2.1)

seklinde tanimlanmislardir. Daha sonralar1 1967 yilinda, Gardner, Greene, Kruskal

ve Miura ters sagilim doniisiimii yontemiyle KdV denkleminin analitik ¢oziimiinii,
u(x,t) =asech?(y(x—wt)), v=_2a=4y° (2.2)

seklinde bulunarak solitary dalga ¢oziimlerinin ailesi ifade edilmistir (Gardner vd.,
1967; Drazin ve Johnson, 1989; Bundgaard, 2011).

Dalgalar ilerlemeleri esnasinda farkli sekillerde goriillmektedirler.

» Kink Dalgalar (Kink Waves): Asimptotik durumda ilerleyen dalgalardir.
Bunlar sonsuzda bir sabite yaklasir. Standart Burgers’ denklemi ile
modellenen denklem, kirik dalgalarin ¢oztiimlerinin iyi bilinen bir
denklemidir. Kirtk dalganin grafiksel olarak ifadesi Sekil 2.1.°de

gosterilmistir:

Sekil 2.1. Kirik dalga



= Periyodik Dalgalar (Periodic Waves): Cos(x-t) fonksiyonu gibi periyodik
olarak ilerleyen dalgalardir. Standart dalga denklemi;u, =u,, olan denklem,

periyodik ¢oziimler verir. Grafik olarak, Sekil 2.2’de gosterilmistir:
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Sekil 2.2. Periyodik dalga

= Tepe Noktah Dalgalar (Peakons): Tek dalga ¢oziimleridir. Bu durumda
ilerleyen dalgalar, tepe noktasinin kosesi hari¢ diizdiir. Etkilesim sonrasinda

hiz ve sekillerini koruyan ¢oziimlerdir. Grafiksel gosterimi ise Sekil 2.3°te

verilmistir:

Sekil 2.3.Tepe noktal1 dalga

1960'lara kadar verilmesi gereken ilgiyi goremeyen “solitary dalgalar”, 1965 yilina
gelindiginde Zabusky ve Kruskal tarafindan solitary dalgalarmin birbiriyle
etkilesiminin incelenmesi sebebiyle tekrar giindeme gelmistir. Zabusky ve Kruskal,
KdV denklemi iizerine yaptiklar1 c¢alismalar neticesinde, bu denklemin

integrallenebilecegini gostermeleri sonucunda, solitary dalgalara ilgi tekrardan



artmistir. Calismalarinda, solitary dalgalarin birbirleriyle etkilesimini kesfettikten
sonra, seklini ve genligini koruyan dalgalarin bu etkilesim ile ortaya ¢iktigin
gozlemlemislerdir. Sekillerini koruyan ve karakterlerini kiigiik pargalarina kadar
aktaran solitary dalgalara, “soliton” deyip, Soliton kavraminin dogusuna vesile

olmuslardir.

Sekil 2.4. iki solitonun ¢arpisarak saga dogru hareket etmesi

Solitonlar; plazma fizigi, astrofizik, akigkanlar dinamigi gibi pek ¢ok bilim dalinda
caligmalar1 etkilemistir. KdV ya da diger diferansiyel denklemlerin tek soliton

¢Oziimii varsa tek dalga, birden fazla ¢6ziimii varsa “solitonlar” olarak adlandirilir.

Bir bilginin, iletilmesi aninda dis ve i¢ etkilerle, zarara ugramadan baska bir yere
tasinmasi ¢ok Onemlidir. Bu noktada solitonlarin rolii fark edilmektedir. Soliton
dalgalar, 10.000 km’ye kadar oOzelliklerini degistirmeden ilerleyebilmektedir.
Carpistiklarinda, sekillerini degistirmediklerinden, dalgalar optik fiberler boyunca
her iki yonde de iletilebilmektedir. Sekil 2.4’te bu durum goriilmektedir. Kisaca;

solitonlar yasantimizin ¢ogu alanindaki sinyal iletiminde ¢ok dnemlidir.

1971 yilina gelindiginde Ryogo Hirota "Hirota direct method" adli bir makale

yayinlamistir.  Yaymladigi makalede KdV denkleminin tam ¢6ziimlerinin



bulunmasinda ¢oklu soliton ¢oziimlerini bulmak i¢in bir yontem sunmustur. Hirota
metodunun temel diisiincesi, solitonlar igin iistel ¢oziim bulmaya caligmaktir.
Yontemin amaci lineer olmayan bir diferansiyel denklemi lineer hale getirmek igin
uygun bir donlisim yapmaktir. Dontisiim yardimiyla denklem "bilineer form™
denilen forma donistiiriilmektedir. Denklem "Hirota D operator" denilen 6zel bir
diferansiyel operatorii ile bilineer forma getirilmektedir. Son olarak denkleme
perturbasyon genislemesi yaparak uygun, ayni kuvvetteki terimlerin ortak paranteze

alinmasiyla soliton ¢6ziimlere ulasilmaya ¢alisilmaktadir (Hirota, 2004).

"Integrallenebilirlik kavrami nedir?" Diye soruldugunda, bilim adamlar: tarafindan
verilen tek bir tanim yoktur. Denklemlerin integrallenebilir olmasi, ¢éziimlerinin var
oldugunun ispati i¢in olduk¢a Onemlidir. Ayrica sistemin davranisi hakkinda bize
degerli bilgiler sunmaktadir (Mikhalov, 2009). Hirota metodu uygulanan
denklemlere “integrallenebilen denklemler” denilebilir. Hirota metodu ya da Hirota
bilineer formuna gore, integrallenebilen denklemlerin ¢oklu solitona kadar ¢oziimleri
bulunabilir. Ancak integrallenemeyen denklemler, sadece iki soliton ¢6ziim
icerebilir. Hietarinta tarafindan yayimlanan makalelerde de yeni integrallenebilir
denklemler tiretilmistir (Hietarinta, 1997; 2005; 2009).

Hirota doniisiim metodu yaninda, lineer olmayan diferansiyel denklemleri lineer hale
getirip ¢ozilimlerine ulasmak icin birgok metot gelistirilmistir: Backlund doniisiimii
(Papachristou, 2015), Cole-Hopf ve Miura doniisiimii (Gesztesy ve Holden, 1998),
Ters sagilma doniisimii (Caudrelier, 2015), Darboux doniisiimii (Zhou, 2014),

Painlevé a¢ilim metodu, Tanh metodu (Abazari, 2014) bu metotlardan bazilaridir.

20. yiizyilin sonlarmna dogru Paul Painlevé ve onunla ¢alisan arkadagslari, bu
calismada ayrintili bir sekilde ele alacagimiz Painlevé analizini incelemislerdir.
Yaptiklart ¢aligmalar sonucunda, lineer olmayan denklemlerin ¢oziimiini tekil
(singtiler) nokta acisindan ele almiglar ve hareketli tekillikleri sadece kutuplar olan
bir denklem sinifin1 ortaya koymuslardir. Daha sonralari 1980 yilinda Ablowitz,
Ramani ve Segur, adi diferansiyel denklemler (ADD) igin Painlevé analizini,

Ablowitz-Ramani-Segur algoritmas1 (ARS algoritmasi) olarak gelistirmisler



(Ablowitz vd. 1980). 1983 yilinda ise Weiss, Tabor ve Carnavale, ARS
algoritmasinin kismi diferansiyel denklemler (KDD) i¢in bir genellemesi olan Weiss-
Tabor-Carnavale metodu (WTC metodu) nu ifade etmislerdir (Weiss vd. 1983).
KDD'lerin Painlevé 06zelligine sahip olup olmadigimi anlamak amaciyla, yani
integrallenebilir olup olmadigini ispatlamak i¢cin WTC metodu yaninda, Kruskal'in
basitlestirme metodu (Kruskal, 1992), Conte'nin degismezlik metodu (Conte, 1999)
gibi farkli metotlar da gelistirilmistir. Hangi metot kullanilirsa kullanilsin, sonug

olarak alinan denklemin veya sistemin integrallenebilir olup olmadig ile ilgili aym

ciktilar elde edilecektir (Gui-Qiong, 2003; 2005, Xu ve Li, 2005).

Biz bu calismada, klasik olarak yapilanlar1 anlamaya calistik. Yakin zamanda yeni
yayilanmis (Kudryashov, 2015) olan Painlevé testini; klasik testi ve yeni bir
yaklagimi, Korteweg-de Vries-Burgers’ ve genellestirilmis Kawahara denklemlerine

uyguladik.



3. TEMEL KAVRAMLAR

Tanim 3.1

Bir bilinmeyen fonksiyon ve bu fonksiyonun mubhtelif tiirevlerini igeren
matematiksel denklemlere diferansiyel denklemler denir. Bir denklemde belirli bir
degiskene gore tiirev aliniyorsa, o degiskene bagimsiz degisken; denklemde tiirevi

alinan degiskene ise bagimli degisken denir.

Bir tek bagimsiz degisken igeren diferansiyel denkleme adi diferansiyel denklem

denir ve genel olarak n. mertebeden adi bir diferansiyel denklem;

FOGY, YL YY) =0, (3.1)

seklinde gosterilir.

Iki veya daha fazla bagimsiz degisken igeren diferansiyel denkleme kismi
diferansiyel denklem denir ve n. mertebeden bir kismi diferansiyel denklem,
u ou ou o°u ou du du  du

F(xy,t,u,—,—,—, ) , , Yooy =0, 3.2
Oy Ox 0y Ot ox* oxoy oy® ot? ax“) (3:2)

olarak yazilir.

Tanim 3.2

Bir diferansiyel denklemde bagimli degisken ve tiirevlerinin katsayilart bagimsiz
degisken ihtiva ediyor ise bu diferansiyel denkleme lineer diferansiyel denklem
denir. Eger diferansiyel denklemde bagimli degisken, {istel, logaritmik veya
trigonometrik olarak bulunuyorsa ya da bagimli degiskenin kendisi veya herhangi bir
tirevinin derecesi birden biiyiik ise bu tir diferansiyel denklemlere de lineer

olmayan diferansiyel denklem denir.



Tanim 3.3

Bir a<x<b araliginda tanimli bir ¢ fonksiyonu bu aralikta bulunan her X i¢in taniml

ve n. mertebeden tiireve sahip fonksiyonu,

F(x,$(x),$'(%),...." (x)) =0 (3.3)

ise ¢ fonksiyonuna (3.1) denkleminin ¢éziimidiir denir. Bir adi diferansiyel
denklemin genel ¢6zlimil, diferansiyel denklemin mertebesi kadar sabit igerir. Coziim
fonksiyonundaki sabitlere verilen her bir degere karsilik bulunan ¢oziime de ozel
¢oziim denir. Bir adi diferansiyel denklemin ¢6ziimii egri ailesine karsilik gelmesine

ragmen, bir kismi diferansiyel denklemin ¢6ziimii yiizey ailesine karsilik gelir.

Ozel olarak, ikinci mertebeden bir diferansiyel denklem goz éniine alindiginda bu tip
denklemlerin ¢ozlimleri iki sabit igerdiginden bu sabitleri bulmak i¢in iki ek sart
verilmelidir. Eger sartlar; bagimli degisken ve tiirevlerinin, bagimsiz degiskenin
ayni degeri i¢in verilen sartlarinda ise baslangi¢ sartlart; bagimsiz degiskenin farkli
degerleri igin verilen sartlar seklinde ise sinir sartlar: ile tanimlanir. Bir diferansiyel
denklemin baglangi¢ sartlari ile incelenmesine baslangic deger problemi; sinir

sartlar1 ile incelenmesine sunir deger problemi denir.

V%) = Yor Y'(%) = Yireen Y (%) = Vo (3.4)

(3.1) ve (3.4) ile birlikte verilen problem baslangi¢ deger veya Cauchy Problemi

olarak bilinir. Ayrica,

V(%) = Yor Y'(%) = Vi YO () = Vs (3.5)

(3.1) ve (3.5) ile birlikte verilen denkleme sinir deger problemi denir.

Diferansiyel denklem bir fiziksel olaym modeli oldugundan, kolaylik olmasi
acisindan genellikle ikinci mertebeden sabit katsayili bir kismi diferansiyel denklem
alinarak siniflandirmaya gidilir. Ikinci mertebeden bir kismi diferansiyel denklemin

genel hali;

au,, +bu, +cu, +du, +eu, + fu+g=0, (3.6)
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seklinde yazilabilir. Burada a, b, ¢, d, e, f ve g sabitler, A =b® —4ac olmak iizere;
A = 0ise denklem Parabolik ( Diflizyon Denklemi),

A > 0ise denklem Hiperbolik (Dalga Denklemi),

A < Qise denklem Eliptik ( Laplace Denklemi),

olarak siniflandirilmaktadir. Parabolik tipteki bir kismi diferansiyel denkleme 6rnek
olarak; difiizyon (1s1) denklemi, hiperbolik tipteki bir kismi diferansiyel denklem
dalga denklemi, eliptik tipteki bir kismi diferansiyel denkleme ise Laplace denklemi

verilebilir.

Tanim 3.4

Lineer uzaylarda tanmimli doniisiimlere operatér denir. X ve Y lineer uzaylar ve

T:X —Y bir fonksiyon olmak iizere her x,x, € X ve her A,z e K igin

T (A% + 12%,) = AT () + 4T (%,) (3.7)

sartt saglanirsa T fonksiyonuna bir lineer operatér veya lineer doniisiim denir.

Y =R veyaY =C olmasi durumunda ise T fonksiyonu bir lineer fonksiyoneldir

denir.

Teorem 3.1 (Tekil Nokta)

Eger bir f(z) fonksiyonu herhangi bir z, noktasinin komsulugundaki her bir z i¢in
tirevlenebiliyorsa, f(z) fonksiyonuna 2z, noktasinda analitiktir denir. f(z)

fonksiyonunun analitik olmadig1 nokta f (z)fonksiyonunun bir tekil noktasidir.

Tekil noktalarin durumu Laurent serileri yardimiyla incelenebilir. Yani
f(2)=Y a,(z-2) (38)

bigiminde seriye agilabilir. Burada a, ,n=0,¥1+2,... katsayilar1 herhangi basit

kapali pozitif yonlii C egrisi igin
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‘1f f(2)

" 2mid (2-z,)™

(3.9)
seklinde tek tiirlii belirlidir.

Zan(Z—Zo)n serisine Laurent serisi, a, katsayilarma ise z, noktasindaki f(z)
n=—w0

fonksiyonunun Laurent katsayilari denir.

f(z) fonksiyonu z=z, noktasinda tekil noktaya ve z<|z—z,|<R bolgesinde

Laurent seri agilimina sahip olsun. Bu durumda z -z, kuvvetlerine gore durumlari

incelersek:

1) Seride z—z,1n negatif kuvvetleri yoksa yani n=-1,-2,-3,... i¢in a, =0ise z,
noktasina, f(z) fonksiyonunun kaldirilabilir tekil noktasidir denir.

2) Seride, f(z)fonksiyonunun acilimi (z2—2z,)™ (ke N*) seklinde yazilabiliyorsa
yani a,,=a,,=..=0 ise z, noktast k. mertebeden bir kutup noktasidir
denir. Yani n=-k-1,-k-2,... i¢in a, =0 ve a, #0 ise z, noktasina K.
mertebeden bir kutup noktasidir denir. Eger K =1 ise z =z, tekil noktasi basit

kutup adini alir.

3) Seride z-—z,m sonsuz goklukta negatif kuvveti varsa, z;noktasina esas tekil
nokta denir. Yani sonsuz ¢oklukta N tamsayisi i¢in a_, # 0 ise z,noktasina esas

tekil nokta denir.

Tamim 3.5 (Sabit ve Hareketli Tekillikler)

Diferansiyel denklemlerde ¢ozlimler integral sabitlerini i¢erdiginden, tekil noktalar
integral sabitlerine dolayisiyla problemin baslangic ve simr sartlarina bagh
olabilirler. Boyle tekil noktalara hareketli tekil noktalar denir. Eger tekil noktalar

integral sabitlerine bagli degilse, bu tekil noktalara sabit tekil noktalar denir.
Tamm 3.6 (Bagdasabilirlik Sarti)

Eger verilen diferansiyel denklem sistemi en az bir noktada 6zdes olarak sifiri

sagliyorsa bu denklem sistemi bagdasabilirlik sart1 sagliyor denir.
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Tanm 3.7 (Meromorf Fonksiyon)

Bir f fonksiyonunun D bolgesindeki tekil noktalari sadece kutup noktalari ise f

fonksiyonuna, D bolgesinde bir meromorf fonksiyondur denir.

Tamm 3.8 (Cebirsel Dallanma)

n>1 pozitif tamsay1 olmak iizere

w=f(2)=(z-2,)" (3.10)

seklindeki ¢6ziim z = z, noktasinda cebirsel dallanma tekilligine sahiptir denir.

3.1 Integrallenebilirlik

Integrallenebilirlik kavramu, ilk olarak Fuchs tarafindan ortaya atilmis olup birgok
bilim insan1 bu kavram hakkinda ¢alismalar yapmistir (Fuchs, 1884). Bu calismalar
neticesinde integrallenebilirligin en Onemli Ozelliklerinden biri de, denklem

sisteminin davranislar1 hakkinda genel bir bilgi vermesidir.

Matematikte klasik dinamik sistemlerinin zamana bagl davraniglari, lineer olmayan
diferansiyel denklemler ile temsil edilirler. Lineer olmayan bu diferansiyel
denklemler; bagimli degiskenlere, dis kuvvetlere ve sistemin enerjisine bagli olarak,
¢oziimiin diizenli yoriingelerinin yani sira diizensiz yoriingeler de ortaya cikarirlar.
Dinamik sistemlerin diizgiin ve diizglin olmayan yoriingelerin belirlenmesi ve bu
yoriingeleri incelenmeye yarayacak iyi tanimli analitik tekniklerin bulunmasi bir¢cok
bilim insaninin arastirma sahasit olmustur. Lineer olmayan dinamik sistemlerde,
verilen sistemin hareketinin ne zaman diizgiin oldugunu bulmak O6nemli bir
problemdir. Bu safhada, integrallenebilirligin ne oldugu ve onun ne zaman
bulunabilecegi sorulari dogal olarak ortaya ¢ikar. Lineer olmayan bir sistemin de
lineer denklem sistemine indirgenmesi mimkiindiir. Bu lineer denklem sistemi

integre edilebilir 6zelliklere sahiptir ve genel ¢6ziimlerinin integral gdsterimleri
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vardir. Eger uygun sayida integraller elde edilirse bu durumda integrallenebilirlik
tam integrallenebilirlik olarak adlandirilir. Integrallenebilirlik, dinamik sistemi genel
olarak anlamak icin daha fazla onsezi giicii ve nicel bilgi elde etme isinde basari ile
kullanilabilen matematiksel bir ozellik olarak diisiiniilebilir. Integrallenebilirlik
kavrami, dinamik sistemlerde daha yaygin olarak kullanilmasina ragmen, fiziksel
olaylarin modellenmesinde ve integral denklemlerde de kullanilmaktadir.
Integrallenebilirlik kavramu ile ¢dziilebilirlik kavrami bazi yonleri ile iliskisi olsa da
birbirinden farkli kavramlardir. Matematikgilerin ilgilendikleri en 6nemli husus tam
olarak taniminin belirli olmamasindan &tiirii verilen denklemin integrallenebilir olup
olmadigidir. Integrallenebilirlik kavrami bazi bakimlardan iyi tanimli olmadigindan,
hangi sartlar altinda ne zaman tam integrallenebilirligi hakkinda bir sey sdylenemez.
Ayrica integrallenebilirlik hallerini ortaya ¢ikaracak iyi tanimli bir 6l¢iitiin yoklugu
nedeni ile ne zaman diizensiz hareket alanina gegerek integrallenemez oldugu
hakkinda bir seyler soylemek ¢ok daha zordur (Yokus, 2011; Bekir, 2005). Lineer
olmayan denklemlerin integrallenebilir olup olmadigini tespit etmede bir¢ok yontem

gelistirilmistir: Painlevé analizi bunlardan birine 6rnektir (Painlevé, 1888).

3.2 Painlevé Analizi ve Integrallenebilirlik

Painlevé analizi yani tekil nokta analizinin amaci, serbest degisken iceren kompleks
diizlemde genel ¢oziimiin sahip oldugu tekillikleri bulup cinslerini belirlemek ve
¢Oziimiin hangi sartlar altinda meromorfik oldugunu belirtmektir. Bunun sonucu
olarak, bir diferansiyel denklemin Painlevé ozelligine (P-6zelligi) sahip olmast i¢in

gerek yeter sart genel ¢oziimde hareketli tekilliklerin sadece kutup noktasi olmasidir.

Verilen lineer olmayan dinamik sitem, Painlevé 6zelligine sahip bir diferansiyel
denklem sistemi ile iliskilendiriliyorsa bu dinamik sistemin integrallenebilir olmasi

ve ¢oziimiiniin hareketli bir tekil nokta civarinda Laurent serisine agilmasi beklenir.

Literatiirde, adi diferansiyel denklemler i¢in Painlevé 6zelliginin bilinen ii¢ tanimi

vardir:
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1) Diferansiyel denklemin ¢6ziimlerinin  hareketli tekillikleri  kutupsa,
ozellestirilmis Painlevé 6zelligine sahiptir.

2) Diferansiyel denklemin ¢oziimleri, biitiin hareketli tekilliklerin etrafinda tek
degerli ise Painlevé ozelligine sahiptir.

3) Genel ¢oziim, bitiin hareketli tekilliklerin civarinda tek degerli ise
genellestirilmis Painlevé 6zelligine sahiptir (Conte ve Musette, 2008).

3.3 Adi Diferansiyel Denklemler i¢cin Painlevé Analizi (ARS algoritmasi)

Tanim 3.3.1

Bir adi diferansiyel denklemin veya sistemin Painlevé 6zelligine (P-tiirlinden) sahip

olmasi i¢in sadece sabit tekil noktalara sahip olmasi gerekmektedir.

Bu tanim 1978 yilinda Ablowitz, Ramani ve Segur tarafindan verilmistir.

(;:\:V =F(z,w,w',...,w" ™) (3.3.1)
seklinde w,w',..., w""™ degiskenlerine gore rasyonel, z degerine gore analitik olan
N. mertebeden bir adi diferansiyel denklem alalim.1980 yilinda Ablowitz, Ramani ve
Segur tarafindan bu diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii i¢in bir algoritma
gelistirilmistir (Ablowitz vd. 1980). ARS algoritmast ile hareketli bir z, tekil noktas:
civarinda Laurent seri ¢oziimiiniin var oldugu kabul edilerek bir ¢6ziim aranacaktur.

ARS algoritmasi olarak anilan algoritmada {i¢ adim vardir:

I.  z, hareketli tekil nokta civarinda Laurent serisinin bas terim (ilk terim)
davraniginin belirlenmesi,
ii.  Rezonanslarin yani denklemin ¢6ziimiiniin keyfi sabitlerinin (integral
sabitlerinin) Laurent serisi agilimina girebildikleri kuvvetlerin bulunmasi,
iii.  Hareketli tekil noktalara rastlamadan yeter sayida keyfi (integral) sabitin

varliginin dogrulanmasidir.
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Bas Terim (ilk Terim) Davramsi

n. mertebeden (3.3.1) diferansiyel denklemi i¢cin w(z) fonksiyonunun z, keyfi

hareketli tekilliginin bir komsulugunda
wW(z) =w,(z—-2,)", z—>2z, (3.3.2)

seklinde bir ¢dziim arayalim. Re(p)z <0 olsun. p nin degerini belirlemek igin
(3.3.2), (3.3.1) denkleminde yerine yazilir. p nin bazi degerleri i¢in diferansiyel

denklem dengeye gelirken, bazi terimlerin dengelemeye imkan vermedigi goriiliir ki

bu terimler ihmal edilir. p nin her se¢imi i¢in dengelenen terimlere bas terimler (ilk
terim) denir. p degerlerinden en az birisi irrasyonel ya da kompleks say1 ise (2.2.1)
denkleminin P-tipi olmadigin1 sdyleyebiliriz. Bu durumda algoritmaya son verilir. p
degerlerinden herhangi birisi rasyonel say1 ise bas terim davranisindan p inci
basamaktan cebirsel dallanma gosterir. Eger p degerleri tamsayi ise ¢oziim her bir p
icin W(z) =w,(z—2,)", hareketli kutup noktasinin delinmis komsulugunda gegerli

Laurent serisinde ilk terimi gosteriyor olabilir. Bu durumda (3.3.1) in ¢oziimii:
wW(z) =(2-2,)" D w;(z-12)), 0<|z—7,|<R (3.3.3)
=0

seklindedir. Bu Laurent serisi ¢oziimiinde z,, hem keyfi sabit hem de tekilligin
bulundugu yerdir. Bu ¢éziimde W, katsayilarm (n-1)tanesi daha keyfi ise bunlar z,

da dahil olmak {izere verilen diferansiyel denkleminin ntane integrasyon sabitleridir.

Laurent agiliminda bu keyfi w; sabitlerinin bulundugu z-2z, in kuvvetlerine

rezonans denir.

Rezonanslar

w(z) :(z—zo)piwj(z—zo)", 0<|z-2z,|<R

j=0

bigimindeki Laurent seri aciliminda elde edilen her bir (p,w,) i¢in sadece etkin

terimler (dengeleme yapilan terimler) alinarak ilk diferansiyel denklem basitlestirilir

ya da kesmeye tabi tutulur. Basitlestirilmis denklemde,
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W(z) =w,(z—2,)" +w,(z—2,)"" (3.3.4)
ifadesi yerine yazilir ve W, ye gore lineer olan terimler bir araya getirilerek
Q) =w,(z-2,)",  p'=p+r-n (3.3.5)

ifadesi elde edilir. Burada n, denklemin mertebesini gosterir. Q(r) polinomunun
kokleri, rezonanslari belirtir. Q(r) =0, diizgiin tekil nokta komsulugunda bir lineer

diferansiyel denkleminin ¢oziimlerinin  bulunmasinda kullanilan  Frobenius

yontemindeki indisel denkleme benzer nitelik gostermektedir. Q(r) =0, denkleminin
bir kokii daima —1dir ki bu durum z; tekil noktasinin keyfiligini yani hareketli

oldugunu gosterir. r bir rasyonel sayr ise cebirsel hareketli dallanmayi ifade
ettiginden ¢6ziim P-tipinde olmaz ve algoritma sona erer. Laurent seri agiliminin

diferansiyel denklemin genel ¢6ziimii olmasi i¢in Q(r)=0denkleminin (n—1) tane
negatif olmayan birbirinden farkli tamsayr kokii olmalidir. (p,w,) igin Q(r)=0
polinomunun boyle koklerinin sayisi (n—1)den az ise genel ¢6ziim mevcut degildir

ve algoritma sona erer.
Keyfi integrasyon Sabitlerini Bulmak

Son adimda ise Laurent seri agiliminda, verilen denklemin mertebesi kadar integral

(keyfi) sabitleri arastirilir. Birinci adimda elde edilen her bir (p,w,) icins<n-1
olmak {tizere, I, <r, <...<r, sayilar1 Q(r)=0 polinomunun negatif olmayan tamsay1

kokleri olsun. Buna gore adi diferansiyel denklemde,
w(z) =W0(Z—Zo)pzsle (z—12,)"" (3.3.6)
j=1

serisini yerine yazalim. (Z—Zo)p”'_n in artan kuvvetlerine gore diizenlenir ve

katsayisi sifira esitlenirse
Q(j)w; -R,(z;a,,a,,..,a,,) =0 (3.3.7)

olur. j <rigin yukaridaki denklemden a, katsayilari belirlenir ve j =1, igin Q(r) =0

olur. Bu noktada iki durum ortaya ¢ikar. R, (Zy;89,8,,..,8, ;) =0 ise a, bir keyfi
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sabittir, Laurent serisinin n tane keyfi sabiti elde edilinceye kadar devam edilir.
Boylece adi diferansiyel denklem P-tipindedir. er (Zo;ao,ai,...,arl_l);tO ise
yukaridaki esitlik 6zdes olarak saglanamaz ve a, bir keyfi sabit degilse ele aldigimiz

adi diferansiyel denklemin (3.3.3) seklinde bir ¢6ziimii yoktur. Algoritmanin bu
adimi lineer diferansiyel denklemler i¢in Frobenius yontemine ¢ok benzerdir (Bekir,

2005; Ogiin 2008).

3.4 Kismi Tiirevli Diferansiyel Denklemler icin Painlevé Analizi (WTC
Algoritmasi)

ARS algoritmasinin genellestirilmis durumu olan ve kismi tlirevli denklemler ic¢in
uygulanan WTC algoritmas: ilk defa 1983 yilinda Weiss, Tabor ve Carnavela
tarafindan ortaya konmustur (Weiss vd. 1983). Ayn1 zamanda algoritma KDD testi

olarak da adlandirilir.

Tanim 3.4.1

Bir kismi diferansiyel denklemin genel ¢oziimiiniin karakteristik olmayan hareketli
dallanma tekillikleri kutup noktalar1 ise kismi diferansiyel denklem Painlevé

ozelligine sahiptir denir.

Kismi tiirevli denklemde, z, keyfi sabiti yerine ¢(z,z,,...,z,) keyfi analitik
fonksiyonu alinsin ve seri bu ¢(z;,2,,...,z,) =0 tekil manifold civarinda agilsin.

u=u(z,z,,..,2,)de kismi diferansiyel denklemin bir ¢6ziimii olsun. Bu durumda,

u(x,8) = gx, DU (1)’ (3.4.1)

esitliginin oldugunu varsayalim. Bu ag¢ilim Laurent seri acilimi ya da Painlevé

actlimi olarak adlandirilir. Bu durumda bir tamsayi; u, #0, ¢=¢(z,,2,,...,2,) Ve
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u;=u,(z,2,,.+2,), #(z,2,,...,2,)=0 manifold komsulugunda (z,2,,...,2,) in

analitik fonksiyonlaridir. Adi diferansiyel denklemlerdeki duruma benzer tarzda

algoritma, rezonanslardaki bagdasabilirlik sartinin eklenmesi ile doért adimdan olusur:
i) Bas terim (ilk terim) davranisi

p reel say1 ve ¢(x,t) keyfi fonksiyon olmak iizere

u(x,t) =u, (X, t)@(x,t)° (3.4.2)

seklindeki ¢6ztiimii kismi tiirevli diferansiyel denklemdeki etkin terimler (dengelenen

terimler) de yerine yazilir ve bulunabilecek tim p degerleri belirlenir. Re(p) <0

olmasi gerekir. Bulunan p degerlerinden u,(X,t) bas terimi elde edilir.

i) Rezonanslar

[lk adimda bulunan p ve u, degerleri kullamilarak kismi tiirevli diferansiyel

denklemin etkin terimlerinde,

u(X,t) = Uy (X, )B(X,1)® +u; (X, t)(x, 1) "] (3.4.3)
ifadesi yerine yazildiktan sonra U, , gesitli diizenlemeler ile @(Xx,t) PHIT teriminin

Q'()) =Ny, (3.4.4)
seklindeki katsayilarindan, rezonanslari belirleyen
Q(j)=0 (3.4.5)

denklemi elde edilir. Burada n kismi diferansiyel denklemin mertebesidir.

j=-1 Q(j) =0 denkleminin her zaman bir kokiidir ve ¢ manifoldunun keyfi

olmast anlamina gelir. Hareketli kritik manifoldlarin olmamasi i¢in —1 hari¢ diger

biitiin koklerin birbirinden farkli negatif olmayan tamsayilar olmasi gerekir.
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1ii) Keyfi fonksiyonlarm bulunmasi
. i _
Ikinci adimda bulunan rezonanslarin en biiytigii j, olsun. Bu durumda u = Zu T2
j=0
sonlu toplami, kismi tiirevli diferansiyel denklemde yerine yazilir ve ¢ in

katsayilarinin bulunmasi ile
Q(j)u;R; =0 (3.4.6)

elde edilir. Rj , k=0,1,..., j—1 olmak tizere ¢ Ve u, nin kismi tiirevlerini iceren bir
polinomdur. j rezonansi igin Q(j) =0 oldugundan R; 6zdes olarak sifir ise (3.4.6)
denkleminden u; nin keyfi oldugu sdylenebilir. Eger degilse verilen denklem P-
tipinde degildir.

iv) Rezonanslardaki Bagdasabilirlik Sartlar

Ugiincii adimda  bulunan rezonans degerlerinden sonra U, (X,t) fonksiyonlari
hesaplanir. ¢ fonksiyonu 0 ise U;(X,t) fonksiyonu keyfi olarak segilebildiginden

rezonansin bagdasabilir oldugu soylenir. Eger sifirdan farkli ise ¢(x,t) keyfiligi i¢in
(2.3.1) agilim1 yoktur. Denklemin Painlevé 6zelligini saglamasi i¢in rezonanslarin
bagdasabilir olmas1 gerekir (Ablowitz ve Clarkson, 1991; Bekir, 2005; Kangalgil,
2008; Ogiin, 2008; Porsezian, 1997).

3.5 Painlevé Analizi icin Yeni bir Yaklasim (Kudryashov, 2015)

Lineer olmayan diferansiyel denklemlerin tam ¢6ztimlerini bulmak i¢in birgok metot
kullanilabilir. Ama 6ncelikle dikkat edilmesi gereken nokta, denklemin tam ¢6ziimii
ile integrallenebilirlik kavrami arasindaki iliski nedir; bilmek gerekir. Verilen
denklemin bazi tam ¢Oziimleri ne zaman bulunabilir, ne zaman bulunamaz? Bu
sorunun cevabi i¢in lineer olmayan diferansiyel denklemin genel ¢dzlimiiniin
hareketli kritik noktalarini analiz edecegiz. Painlevé analizi, lineer olmayan adi

diferansiyel denklemin integrallenebilirligi hakkindaki sorularin cevaplarini igerir.
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Birgok genellestirilmis KdV denklemi,
u, +6uu, +u, =F(u,u,u,) (3.5.1)
formunda yazilabilir.

F(u) = yu,, varsayimi ile (3.5.1) denklemi dalgalarin tanimlanmasinda kullanilan

Korteweg-de Vries- Burgers’ (KdVB) denklemini igerir. Bu denklemin tam ¢6ziimii

Boliim 5°te verecegiz. Ayrica ¢oziimlerde, F(u) fonksiyonunun baska bagimlilar1 da

vardir. Genellestirilmis KdV denklemini,

u, +6uu, +u  =F (u), (3.5.2)
seklinde alalim. F, (u) polinom bi¢imindedir. Yani;

F (u)=a +au+au’+au’+..+au", n=456,. (3.5.3)
seklindedir. Burada a;, i =0,1,2,...,n Katsayilar1 birer sabittir.

Asagida verilen ilerleyen dalga ¢6zlimiinii kullanarak,

u(x,t) =w(z), z=kx+at,

lineer olmayan adi diferansiyel denklem bigimini,

k®w,,, +6kww, + oW, =a, +a,w+a,w +aw’ +...+a w" (3.5.4)
olarak elde ederiz.

(3.5.4) denklemi ig¢in integrallenebilirlik durumunu igeren genellestirilmis KdV
denklemini ele alalim. Bu amagla, Painlevé testi i¢in Kovalevskaya’nin yoluna

bagvurabiliriz (Ablowitz ve Clarkson, 1991).

Teorem 3.5.1

(3.5.4) denklemi n =3ve n > 5 oldugu zaman Painlevé testinin birinci adimini

gecemez.
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Ispat

Bilindigi gibi Painlevé testinin ilk adimi Laurent serisindeki genel ¢Ozliimiin
aciliminda ilk terimi bulmaktir. Eger ilk terim, (z — z;) 1n negatif tamsay1 kuvvetine
sahip ise denklem Painlevé testini gecer ve ikinci adima gegilir. z,, lineer olmayan
diferansiyel denklemin genel ¢oziimii igin hareketli kutup noktasidir. (3.5.4)

denklemi 6zerk yapidadir ve (z — z,) harig z degiskeni kullanabiliriz.
w=h,z" (3.5.5)

ifadesini (2.6.4) biitiin terimlerinde yerine yazalim. Boylece etkin terimleri igeren

denklemi elde ederiz. F, (u)veF,(u) durumlarinda etkin terimlerin oldugu denklem
W,,, +6ww, =0 (3.5.6)
bigimindedir. (3.5.4) denklemi (3.5.5) denkleminde yerine yazilirsa;

by (p)(P—1)(p—2)z"~ +6h; pz*** =0

bulunur. Etkin terimler arasinda dengeleme yapilirsa p = —2 olur yani denklem

ikinci dereceden bir kutba sahip olur.

n >3 durumunda etkin terimlerin oldugu denklem,

w,, —aw'=0, n=345,.. (3.5.7)
bi¢imindedir. Ayrica n=3 durumunda; by(p)(p — 1)(p — 2)zP~3 — a3b3z3* = 0.
Etkin terimler arasinda dengeleme yapilirsa p = —g kutup degerine sahiptir ve
denklem,

k®w,,, +6kww, + @W, =a, +a,w+a,w’ +aw’

seklinde elde edilir ve kutup degerinden goriilecegi gibi denklem Painlevé testini

gecmez.

n=4 durumunda ise by(p)(p — 1)(p — 2)zP~3 — a,b3z*® = 0 olur. Buradan
dengeleme yapilirsa p = —1 kutup degerine sahiptir ve bir genellestirilmis KdV

denkleminin,
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k®w,,, +6kww, + oW, =a, +a,w+a,w’ +a,w’ +a,w*

seklinde tam ¢Oziimiine sahip oluruz. Bunlara ilaveten n>5 durumunda genel
.. 3
¢Oziimiin kutup noktalar1 i¢in p < 2 bulunur. Béylece n=3 ve n>5 durumlarinda

(3.5.4) denklemi Painlevé testini gecemez. Bununla birlikte n=2 ve n=4 olan

durumlarda Painlevé testine devam edebiliriz (Kudryashov, 2015).

Bu yaklagimda, klasik Painlevé testinden farkli bir ele alisla integrallenebilirlik
tartisilmistir. Bu yeni yaklagima gore, ¢ozlimii seri seklindeki polinom ile eslestirerek
Painlevé testine baglanilmustir. Yukarida da goriilmiistiir ki Painlevé testinin ilk
adiminda, denklem n in durumlarina gore Painlevé testinin ilk adimini geger. Klasik
Painlevé testine gore daha kolay sekilde testin ilk adimini gegip gecmedigine karar

verme imkani tanir.
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4. HIROTA METODU
Bu boliimde Hirota metodu ile ilgili bilgileri verecegiz.
Tamm 4.1
S :C" — Cdiferansiyellenebilen fonksiyonlarin bir uzayi olsun. Hirota D operatorii

[DP DM J{f.g}=[(, ~8,)™ (&, ~0,)™..]F (x.t,..).g(x\t'...) (4.)

x=x"t=t',...

seklinde tanimlanmistir (Pekcan, 2005). Burada m,, i=1,2,3,...pozitif tamsayilar ve

X,t,... bagimsiz degiskenlerdir.

Bu tanim, Hirota D operatériinden D, ve D, ile asagidaki sekilde de verilmistir

(Hirota 1980)

DPD;"(f.g){aﬁ—g] (g—aij F(0.9(x1)

N (4.2)

Burada m ve n negatif olmayan tamsayilardir. Bu tip diferansiyel operatore bilineer

operator de denir.

Yukarida verilen ifadenin birkag tiirevi agik olarak verilmek istenirse

D(f.g)=f'g-g'f

(0. fag="fg+g,f)

= D(f.g)=f"g-2f'g+g"f

(@:f.g=f,9+2fg,+fg,)

« D¥(f.g)=f"g-3f"g+3g"f'—g"f

= Di(f.g)=f"g-4f"g'+6f"g"-4f'g"+ fg".
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Tanima gore asagidaki 6zellikler kolayca goriilmektedir,

-D;“(f.l)z(aiJ f,

X

e D;(f.9)=(-D)"D;(g.),

e D (f.f)=0, meciftise,

e DI(f.f)=2D"(f .f), mtekise,
« DI'(f.9)=D7"(f,g-fg,),

e D,D,(f.f)=2D,(f.f)=2D(f,.f),

° D;neplxlepzx — (pl_ pz)me(pﬁpz)x’
of
oD (f.g.h) =(a_j gh+ fD,(g.h),
X

,Q(L]:Dx(f.g)
g°

. i(ijm(ijm
8x2 g 92 g gz J

DZ(f.f)

oxtlog f = 2=t -T)
¢y XE

(Curry, 2008; Goldstein, 2007; Martinez; Matsuno, 1984; Newell, 1986).

Simdi Hirota metodunun sonuglarinin uygulamasini asagida verilen KP denklemine

uygulayalim.
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Ornek 4.1 Kadomtsev-Petviashvili (KP) denklemi

Matematik ve fizikte yaygin olarak bilinen Kadomtsev-Petviashvili denklemi ya da
KP denklemi, Boris Borisovich Kadomtsev ve Vladimir losifovich Petviashvili

tarafindan dogrusal olmayan dalga hareketini tanimlamak i¢in bir kismi diferansiyel
denklemdir (Kadomtsev ve Petviashvili, 1970). KP denklemi, tek boyutlu KdV

denkleminin iki boyutlu, x ve y ’ye bir genellemesi olarak,
(u, —6uu, +u,,),—3u, =0 (4.3)

seklinde tanimlanmistir. KdV denklemi gibi KP denklemi de tamamen

integrallenebilirdir.
u=-20>log f (4.4)
doniistimii ile KP denkleminin bilineer formu,

ff,—3f f +3f2+ ff, —4f f  +3f f-3f2=0 (4.5)

X XXX

elde edilir. Bu bilineer formdan yola ¢ikip, KP denkleminin Hirota D operatorii

kullanilarak yazilan Hirota bilineer formu,
(DXDt+Df+3Dy2){f.f}:0 (4.6)

dir. Bazi denklemler i¢in bilineer form daha karmasik bulundugundan Hirota bilineer

formu gruplandirilarak ifade edilmeye ¢aligilir.
HirotaPerturbatif Genislemesi

Yukarida adim adim verdigimiz Hirota bilineer formu bulma isleminden sonra

¢ozlime ulagmak igin perturbatif genisleme yapilabilir. Bu amagla,
f=f+ef +&*f,+... (4.7)

ifadesi bilineer bigime getirilen ifadede yerine yazilir. Burada f, sabit;
f.,, m=12,... katsayilardir. ¢ ise perturbasyon parametresi denilen bir sabittir.

Genelligi bozmaksizin f, =1 almabilir. Boylece f.f carpimu,
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f.f=11+e(fl+1.1)+°(f, 1+ f,.f + .6, +1.f)+... (4.8)

seklindedir. Hirota D operatorii kullanarak, P(D,,D,){f.f}=B(f.f) seklinde

tanimlayabiliriz. B, Hirota D operatériiniin bilineer formunun polinomal halini ifade

etmek lizere,

B{f.f}=B{L.G+eB{f.1+1.1f}+ 828{f3.1+ f,.f+f.f,+1f}+..=0 (4.9
olur. Burada &£", m=0,1,2,... nin tiim katsayilarin1 ayr1 ayri sifira esitlemeliyiz. &% m
katsayisi asikar olarak sifirdir. &' in katsayisindan,

B{f.1+1.f}=2B()f, =0 (4.10)

oldugu kolaylikla goriiliir. Bu denklemin ¢oziimlerinden biri iistel fonksiyondur.
Burada Hirota metodunun etkisi ortaya ¢ikar. Boylece bundan sonra bulunacak biitiin
solitonlar i¢cin adim adim ifadeleri sifira esitleyip gerekli soliton ¢oztimlere ulagilir

(Pekcan, 2005; Wang, 2010; Wazwaz, 2009; Qiao, 2010).
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5. BASITLESTIRILMIiS HIROTA METODU

Lineer olmayan bir kismi diferansiyel denklem Hirota metodu ile bilineer forma
donustirilebilir. Bilineer forma doniistiiriilebilen KDD nin ¢oklu soliton ¢éziimleri
bulunabilir. Ancak bazi lineer olmayan diferansiyel denklemler vardir ki onlarin
bilineer formunu bulmak oldukea giigtiir. Bu noktada, basitlestirilmis Hirota metodu
yardimiyla bilineer forma donistiirilemeyen denklemin, solitary ve soliton
¢oziimleri bulunabilir (Hereman ve Zuang, 1994). Basitlestirilmis Hirota metodu ile
denklemin c¢oklu soliton ¢oziimlerini elle hesaplamak c¢ok zor oldugundan
bilgisayarda sembolik islem paketleri kullanmak isimizi kolaylastirmaktadir.
Sembolik paketlerden Mathematica, Hirota metodu ve basitlestirilmis Hirota metodu
icin son zamanlarda kullanilan etkin programlama dillerindir biridir (Hereman ve
Nuseir, 1997). Biz de gerekli gordiiglimiiz hesaplamalar ve ¢izimlerde Mathematica
paket programini kullandik. Basitlestirilmis Hirota metodu asagida verilecegi gibi

bes adimdan olusan bir algoritma ile gdsterilebilir:
1. Adim
Lineer olmayan bir KDD
F(u,u,,u,u,,u,,u.,..)=0 (5.1)
seklinde verilmis olsun.
2. Adim
Lineer olmayan bir doniisiim olarak
uoc f(w) (5.2)

ifadesini alalim. Burada w=w(x,t) dir. (5.2) doniisiimiinii (5.1) de yerine yazip

gerekli diizenlemeleri yapilirsa
Q(w)=0 (5.3)

seklinde bir ifade elde edilir.
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3. Adim

2. adimda buldugumuz Q(w) polinomal ifadesini, verilen kismi tiirevli diferansiyel
denklemin tiim kuvvetlerine gore diizenledigimizde; lineer olan operatorii L- ve

lineer olmayan operatéri = N;- ,N,- ,N;-,.. ifadeleri ile tanimlayarak

gruplandirmalar yapilir.

4. Adim
Eger,
WX, 1) =1+ W, +&°W, + W, +...+ "W +... (5.4)

perturbasyon ifadesini 2.adimdaki (5.2) ifadesinde yerine yazarsak £ un kuvvetlerine

bagli bir tiir dizi elde ederiz.
5. Adim

& un artan kuvvetlerine gore gruplandirma yapilip her biri sifira esitlenirse

O(&"):L-w, =0

O(e?):L-w, = N, (W, W,) +...
(5.5)
O(®) 1 L-w, = N, (W, W,) +...

ifadesi elde edilir. Burada tekrarlayici terimler arasinda (5.5) den asagi dogru sag
taraftaki her ifade onceki denklemin ¢oziimiine bagl tekrarli denklemlerin oldugu
yerdir. Bu tekrarlamali yontem ile W, W,, W, ... gibi ¢dziimlerin bir serisini igerir. Bu

¢oziimler arasinda eger i soliton ise w. = Oolur, bundan sonraki tiim solitonlar asag:

dogru adim adim ¢6ziimlenerek bulunur. Boylece (5.4) serisi kesilmis olur ve (5.1) in

¢oziimleri igerilebilir (Zhang, 2012).
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6. KORTEWEG-de VRIES-BURGERS’ DENKLEMI

Bu béliimde, KdV, Burgers’ ve Korteweg-de Vries- Burgers’ (KdVB) denklemlerini
ele alacagiz. Oncelikle denklemlerin integrallenebilir olup olmadigmi, Kklasik
Painlevé testi ile inceleyecegiz. Ayrica KdVB denklemine, Painlevé analizine
getirilen yeni yaklagimi uygulayacagiz. Daha sonra basitlestirilmis Hirota metodunu

kullanarak, denklemin bir tam ¢6ziimiinii bulacagiz.
ut+7/umux+ﬁuxxxxx :F(uvux7uxx'uxxx'u4x) (6 1)
ifadesini ele alalim. Burada

i) =0, m=1 F(u)=pu, oldugu zaman denklem; Burgers' denklemi,

ii) =0, m=1 F(u)=qu,, oldugu zaman denklem; KdV denklemi,

iii) =0, m=1, F(u)=pu, +au,, oldugu zaman denklem; KdVB denklemi,

iv) f=1, F(u)=puu, +au,, oldugu zaman denklem; genellestirilmis Kawahara
denklemidir.

Yukarida (6.1) denklemine dort ayri gruplandirma yaptik. Bu gruplandirma ile

verdigimiz denklemleri, asagida tek tek ele alacagiz.

(6.1) denkleminde {igiincii maddedeki Korteweg-de Vries- Burgers’ (KdVB)

denklemini ele alalim,
u, +&uu, — pu,, —qu,,, =0 (6.2)

bicimindedir. Burada & ve p pozitif parametrelerdir, q ise negatif parametredir.
KdVB denklemi olarak da adlandirilan (6.2) denklemi Su ve Gardner tarafindan
tiiretilmistir (Su ve Gardner, 1969). Hem s6niim hem de dagilim igerdigi i¢in zayif
nonlineerlik ve uzun dalga boyu benzerliklerinde lineer olmayan sistemlerin genis bir
sinifi i¢in bir denklem modelidir. (6.2) denklemi zayif nonlineer plazma dalgalarinin
taniminda elektron hareketsizlik etkilerini igerdigi zamanki yapidadir (Kaya, 2004).
KdVB denklemi birgok fiziksel olay1 icermektedir. Ornegin gaz kabarciklarini igeren

stv1 akisi, elastik bir tiip i¢inde dalgalarin yayilmasi ile dolu viskoz akiskan, zayif
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lineer olmayan plazma dalgalar1 ve tiirbiilans siirec¢lerini anlatmada kullanilan bir
denklem modelidir (Feng ve Meng, 2007). KdVB denkleminin ¢o6ziimlerinin
bulunmasinda birgok gilizel yontem, matematik¢iler ve fizikgiler tarafindan

gelistirilmistir.

Coziimii bulmaya ge¢meden oncelikle, denklemin ¢o6ziimiin mevcut oldugunu
dolayisiyla integrallenebilir bir denklem oldugunu ispatlamak gerekmektedir. Iyi
bilindigi gibi KdVB denklemi integrallenemeyen bir denklemdir. Wkptest (Xu ve Li,
2005) dort adimda bize bu sonucu vermektedir. Etkin terim analizi ile birlikte &£ =1

i¢in
a=-2 ve U,(x,t) =12q¢4> 6.3)

elde edilir. (6.2) denkleminin rezonans degerleri ise
{-14,6} (6.4)

dir. Kruskal'm ¢(x,t) =x—w(t) tekil manifoldu igin (6.2) denkleminin birbiri

ardinca Uy, U;,U,,U, Ve Ug in degerleri r =6 rezonans kosulunda;
p(2p° -2500pq’u, +5620°y, ) =0 (6.5)

ifadesi keyfi y/(t) fonksiyonu i¢in agik¢a belirli degildir. Bu yiizden genel olarak,

bu mertebede (3.8) serisine giren bir logaritmik terim sunmak gereklidir. Boylece
(6.2) denklemi Painlevé testi i¢in basarisizdir ve integrallenemezdir (Gui-Qiong ve
Zhi-Bin, 2004).

6.1 Burgers’ Denklemi

(6.1) denkleminin birinci durumunda,

u, +&uu, —pu, =0 (6.1.1)

XX
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seklinde verilen ifade, Burgers’ denklemi olur. Bu denklem 1939 yilinda Hollandal
bilim adami Johannes Martinus Burgers’ (1895-1981) tarafindan tanimlanmustir.
Burgers’ denklemi akiskanlar mekaniginde goriilen nonlineer, parabolik temel bir
kismi diferansiyel denklemdir. Gaz dinamigi ve trafik akisinin modellemesi olarak

uygulamalir matematik alaninda, fizik ve astrofizik alanlarinda uygulamalar1 vardir.

Integrallenebilirlik kosulunu arastirmak icin Painlevé analizi uygulanabilir. Painlevé

testine gore etkin terim analizi yapilirsa

a=-1 ve u,(xt)=—(-2b+yy, —xy,) (6.1.2)
bulunur. Rezonans degerleri, U, (t)¢“ +U, ()" ifadesi (6.1.1) de yerine yazilarak
i={12} (6.1.3)

seklinde bulunur. j=-1 ¢ fonksiyonunun keyfiligine karsilik gelir. Uyumluluk

durumunu  arastirirken, en  biiyiikk rezonans de8eri olan j=2 i¢in

2 .
u(x,t):¢’1z¢’uj(t) kesikli agilimi (6.1.1) denkleminde yerine yazilir. ¢ nin

j=0
kuvvetlerinin katsayilari esitlenir. Eger Burgers’ denklemi Painlevé testini gegerse ¢

ve u, kesikli acilimda keyfi fonksiyonlar olmalidir. Detayli hesaplamalar ile

Uy =2P, U =y,; U,, v =w(t)keyfi fonksiyonlar ve Burgers’ denkleminin ¢oziimii
_2q

u(x,t) =——+2y, +(x—y)u, (6.1.4)
X—y

dir. Boylece li¢ adim boyunca Burgers’ denkleminin Painlevé integrallenebilirligi

dogrulanmis olur (Shingareva ve Lizarraga-Celaya, 2011).
6.2 KdV Denklemi

(6.1) denkleminin ikinci durumunu inceleyecek olursak, g = —¢ olmasi durumunda
KdV denklemi
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u,+uu, +ou,, =0 (6.2.1)

dir. Ik olarak Lord Rayleigh ve Boussinesq (1871 ve 1876) tarafindan tanitilmistir
(Boussinesq, 1877). KdV olarak bilinen solitary dalgalarin varliginda sig su
yiizeyinin yiiksekligini modellemek i¢in tiirettikleri lineer olmayan bir kismi
diferansiyel denklemdir. KdV denklemi daha sonralar1 bir¢ok fiziksel olayin
aciklanmasinda kullanilmistir. Bir yogunluk tabakali okyanusta uzun i¢ dalgalar,
iyon plazma akustik dalgalar, bir kristal kafeste akustik dalgalar1 ifade eden
denklemdir (Jager, 2006).

KdV denkleminin integrallenebilir oldugunu goéstermek i¢in Painlevé analizine

bagvurabiliriz. Painlevé analizi i¢in etkin terim analizi yapilirsa,
a=-2VeU, =-1204’ (6.2.2)

olarak bulunur. Béylece KdV’nin Laurent seri ¢6ziimii,
U =47y 4 u, (1) (6.23)
k=0

formundadir. Rezonans degerleri i¢in

U=U,(t)g* +u,(t)g’? (6.2.4)
esitligi (6.2.1) da yerine yazilir ve

j=-14,6 (6.2.5)

rezonans degerleri bulunur. j=-1 rezonansi ¢ fonksiyonunun keyfiligine karsilik

gelir. Uyumluluk durumu arastirilirken, en biiyiik rezonans degeri igin
6 .

u(x,t)=¢2> g'u,(t) (6.2.6)
=0

kesikli acilimi (6.2.1) denkleminde yerine yazilir. ¢ nin benzer kuvvetlerinin
terimleri toplanip gruplandirma yapilir. Boylece rezonans degerlerinde u, Ve U,

fonksiyonlarmin keyfi kaldigi goriliir. Bu durum, KdV denkleminin (3.8) seklinde
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Laurent seri agiliminda ii¢ tane keyfi fonksiyon icerdigini gostermektedir. Boylece
KdV denkleminin Painlevé o6zelligine sahip oldugu yani integrallenebilir oldugu
sOylenir (Bekir, 2005; Conte ve Musette, 2008).

KdV denkleminin, integrallenebilir oldugunu belirttikten sonra birgok metot
yardimiyla ¢6ziimii bulunabilir. Biz Hirota metodunu kullanarak bir soliton

¢Oziimiinii aragtiralim.

Bilineer forma doniistiiriilen KdV denklemine
f=f +ef +&*f,+... (6.2.7)

perturbatif genislemesi yapabiliriz. Burada, f,i1=12,..; xt,.. ye bagh

fonksiyonlar, ¢ perturbasyon parametresi denilen bir sabittir. Bir soliton ¢dziim igin

f=f+ef, (6.2.8)
0 1

alalim. Burada f, =e” ve § =kXx+Wwt+q, dir. Dikkat edersek her i >2iginf =0
dir. Bu durumda f (6.2.1) denkleminde yerine yazilir ve &", m=0,1,2,...
katsayilarmin yok oldugu goriiliir. £° katsayisindan P(0,0){I}=0 oldugundan

P(D){L.1} = 0dir. &'in katsayisinda diizenlemeler yapilirsa,
w, = —k; (6.2.9)

bulunur. & nin katsayis1 da asikar olarak yok olur. Genelligi bozmamak adina & =1
almabilir ve boylece f =1+e% olur. Sonu¢ olarak KdV denkleminin bir soliton

¢ozimi

kf
2cosh? (=
( 2)

u(x,t) = — =-2k?Sech? (2) (6.2.10)

seklinde bulunur. Burada 6, =k x—Kkt+a,, xeR, t>0 dir.
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Sekil 6.1. 3D-KdV denkleminin bir soliton ¢oziimii

10

Sekil 6.2. 2D-KdV denkleminin bir soliton ¢dziimii

Yukarida KdV denkleminin, Sekil 6.1°de bir soliton ¢oziimii i¢in 3D dalga modeli ve
Sekil 6.2°de ise bir soliton ¢dziimiin 2D gorseli goriilmektedir. Iki, {ic ve N solitona

kadar ¢oziimler referanslarda ayrintili bir sekilde incelenmistir (Martinez).

Burgers’ ve KdV denklemlerinin Painlevé testini gegerek integrallenebilirligi
gosterildikten sonra ¢oziimlerinin olacagi belirtilip ¢oziimleri birer oOrnek ile

gosterildi.
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Kismi diferansiyel denklemler i¢in Painlevé testi iki durumda oOzetlenebilir: Eger
KDD Painlevé testini gecerse bir genel ¢dziim bulunabilir, eger Painlevé testini
gecmezse tek degerli 6zel bir ¢6ziim bulunabilir. Ayrica Hirota metodu ya da Hirota
bilineer formuna gore integrallenebilir denklemlerin ¢oklu solitona kadar ¢oziimleri
bulunabilir. Ancak integrallenemeyen denklemler igin sadece iki soliton ¢oziim
bulunabilir (Shingareva ve Lizarraga-Celaya, 2011). Bu yiizden integrallenemeyen
KdVB denkleminin bir soliton ¢oziimii basitlestirilmis Hirota metodu ile bulunabilir.
Basitlestirilmis Hirota metodu, Hirota D operatorii ile bilineer forma getirilmesi zor
olan ya da miimkiin olmayan denklemlerde bagvurulan bir metottur (Hereman ve

Nuseir, 1997).

6.3 KdVB Denkleminin Tam Céziimii Uzerine Yeni Bir Yaklasim

KdV denkleminin genel halini aldigimiz

u, +6uu, +u,, =F(,u,,u, (6.3.1)

bicimindeki ifade de F(u)=pu, varsayarsak (6.3.1) denklemi dalgalarin
tanimlanmasinda kullanilan KdVB denklemi olur. Burada y =1 ve (6.1) denkleminin

tiglincli durumunda, KdVB denkleminin genel halini verdigimiz denkleme uygunluk

acisindan € = 1,p = 1,q = —1 alinirsa KdVB denklemi,

u, +uu, —u,, +u,, =0

haline gelir. Biz bu ifadeyi

u, +uu, —u, +u, =F (u) (6.3.2)
seklinde alalim. Burada,

F(u)=a +au+au’+au’+..+au", n=456,.

polinomal formda,a; katsayilar1 birer sabit olsun. Asagida verilen ilerleyen dalga

¢Oziimi kullanilir,
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u(x,t) =w(z), z=kx+at,

(6.3.3)
ve bu déniistiimii, (6.3.2) denkleminde yerine yazarsak sol taraf,
3 2
k*w,,, —K“W,, + kww, + ow, (6.3.4)
biciminde olur. Lineer olmayan adi diferansiyel denklem formunda alirsak,
k*w,, —k*W,, +kww, +ow, = a, +aW+a,w* +a,Ww’ +...+a w" (6.3.5)

seklinde yazilir. (6.3.5) denkleminin integrallenebilirlik sart1 i¢in KdVB denklemini

alalim. Painlevé testini uygularken Kovalevskaya’nin yolunu kullanabiliriz.

Teorem 6.3.1

(6.3.5) denklemi n =3ve n>5 oldugu zaman Painlevé testinin birinci adimini

gegemez.
Ispat

Bilindigi gibi Painlevé testinin ilk adimi Laurent serisindeki genel ¢6ziimiin
aciliminda ilk terimi bulmaktir. Eger ilk terim, (z — z,) 1n negatif tamsay1 kuvvetine
sahip ise yani hareketli kutba sahip ise, denklem Painlevé testini geger ve ikinci
adima gegilir. z,, lineer olmayan diferansiyel denklemin genel ¢ozlimii i¢in hareketli
kutup noktasidir. (5.3.5) denklemi 6zerk yapidadir ve (z —zy) hari¢ z degiskeni

kullanabiliriz.
w=h,z" (6.3.6)

Ifadesini (6.3.5) her bir teriminde yerine yazalim. Bdylece etkin terimlerle birlikte

denklemleri bulabiliriz. F; (u)veF,(u) durumlarinda etkin terimlerin oldugu denklem
W,,, +Ww, =0 (6.3.7)
formuna sahiptir. (6.3.6) ifadesini (6.3.7) denkleminde yerine yazarsak;

bo(p)(p — 1) (p — 2)zP~3 + b3pz??~1 = 0 olur. Etkin terimler arasinda dengeleme

yapilirsa p = —2, ikinci dereceden bir kutba sahip oldugunu buluruz.
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n >3 durumunda etkin terimlerin oldugu denklem,
w,, —aw'=0, n=34,5,.. (6.3.8)

formundadir. Ayrica n=3 durumunda; by(p)(p — 1)(p — 2)zP~3 — azbh3z3¥ = 0.
Etkin terimler arasinda dengeleme yapilirsa p = —g kutup degerine sahiptir ve
denklem,

k*w,_, —k*w,_ +kww, + ow, = a, +a,w+a,w’° +a,w’

dir ve Painlevé testini ge¢mez.

n=4 durumunda by(p)(p — 1)(p — 2)zP~3 — asbgz* = 0 olur, dengeleme

yapilirsa p = —1 kutup degerine sahiptir ve bir KdVB denkleminin
kw,,, —k*w,, +kww, + ow, =a, +a,w+a,w’ +aw’ +a,w*
tam ¢Oziimiine sahip oluruz. Bunlara ilaveten n>5 durumunda genel ¢oziimiin

kutup noktalar1 igin pS% bulunur. Béylece n=3 ve n>5 durumlarinda (6.3.5)

denklemi Painlevé testini gegemez. Bununla birlikte n=2 ve n=4 olan durumlarda

Painlevé testine devam edebiliriz.

Tam ¢Oziimi bulmak icin bilineer forma doniistiiriilmesi zor oldugundan

basitlestirilmis Hirota metodunu kullanabiliriz.
Bir soliton ¢oziim

(6.1) denkleminin {iglincii durumunda ¢ =1, p=1ve q=-1 olarak alinirsa KdVB

denklemi

u, +uu, —u,, +u,, =0 (6.3.9)

formuna dontsiir. Denkleme
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o%lIn f

U=2—>: (6.3.10)

seklinde doniisiim yapilir. Doniistimii u; de yerine yazip, diger terimler ile denklem

X e gore bir kez integrali alinarak,

2

u
2(In f)xt+?—ux+uXX =0 (6.3.11)

ifadesi elde edilir. Daha sonra (6.3.10) donilisiimiiniin gerekli tiirevleri alinarak

(6.3.11) da yerlerine yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa,

f 3( fxt - fxxx + fxxxx) + f 2(_ fx ft -2 fxi +3fxx fx _4fxxxx fx) +f (10 fxx fx2 -2 fxs)
(514 =0

(6.3.12)
ifadesi bulunur. Operator form ile yazilmak istenirse;
FIL(F)+ F2Ny(F, £)+ TN, (F, F, £)«N(F, f, f, F)=0 (6.3.13)

ifadesi elde edilir. Lineer ve lineer olmayan operatorler, f (x,t) den j(x,t) kadar olan

keyfi fonksiyonlarla sirastyla asagidaki sekilde tanimlanmistir;

0% o8- ot
Taa & ot (6.3.14)
ve
N,(f,9)=-fg9,-2f,9,+3f, f —4f.0, (6.3.15)
N,(f,g,h)=10f_g,h —2f g.h, (6.3.16)

N,(f,g,h k)=-5f,g,hk, (6.3.17)

f=f,+ef +&*f,+... perturbasyon formunun bir ¢oziimiinii arastirmak igin,

perturbe ifadesi (6.3.4) denkleminde yerine yazilir ve & un farkli kuvvetlerinin
katsayilar1 sifira esitlenerek perturbatif formunun ilk ii¢ denklemi asagidaki sekilde

verilir;
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g:L-f,=0

(6.3.18)
gL f,=-3fL- f,—N,(f,, f,) (6.3.19)
gL f,=-3fL-f,—(3f,+3f2)L- f,—N,(f,, f,)—2f,N,(f,, f,). (6.3.20)

0 =kx—wt +& olmak iizere f, =€’ alinr. (6.3.18 ) denkleminde yerine yazilirsa w,
w=k’-k* (6.3.21)
olarak bulunur. (6.3.19) denklemi ¢oziiliirse, sag taraftaki ifade asagidaki gibidir
—N,(f,, f,) =5k* —2k%*’. (6.3.22)
Boylece f,formu,
f, =ae” (6.3.23)
dir. a degerini bulmak i¢in (6.3.19) denkleminin sol tarafi ¢oziimii

L-f, =a(-3k* +3k*)e* (6.3.24)
bulunur ve (6.3.19)nin sag tarafi ile esitlenirse

5k* —2k*

8= A (6:3.25)

ifadesi bulunur. n>3i¢inf, =0 oldugu dogrudan goriiliir. Boylece yapilan u
dontsimi e=1 ile birlikte

5k4 _2k3 20

f=1+e’+—1——
—3k* +3k*

, (6.3.26)

dir ve denklemin ¢6ziimii ise

3(—1+k)(—e9k2(3—3k+e9(—5+17k+5e9(—2+5k)))+4e29k(—2+5k)ke9—3(—1+k)ke29)
u(@) =

(3—3k+e9(3—3k+e9(—2+5k)»2

(6.3.27)
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ya da

0p2 4 o202 _ 8e20kS  10e3%k5 | 20e29k6 | 25¢39k6  8e?0ktke®  20¢2%k%kef Ke20
e +e e
u(Q) _ 3k3-3k*  3k3-3k* = 3k3-3k* ' 3k3-3k* 3k3-3k* 3k3-3k*

(1 + e 202013 5e26 4 )2
3k3-3k* = 3k3-3k*

(6.3.28)

seklindedir. Burada @=kx+(—k®>+k*)t+a, k ve s Kkeyfi reel sabitlerdir ve

xeR, t>0 dir.

Sekil 6.3.1. 3D-KdVB denkleminin bir soliton ¢ézimii

u

10 ¢

05+

: : ‘ X

Sekil 6.3.2. 2D KdVB denkleminin bir soliton ¢éziimii
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Yukarida KdVB denkleminin bir soliton ¢ézliimiiniin k=0.9 ve a=-1 degerleri i¢in 3D
gorseli verilmistir. t=-2.5, k=0.9 ve a=-1 degerlerinde ise bir soliton ¢dziimiiniin 2D

gorseli goriilmektedir.

42



7. GENELLESTIRILMIS KAWAHARA DENKLEMI

Calismamizin bu boliimiinde, genellestirilmis Kawahara denklemini ele alacagiz.
Oncelikle denklemin integrallenebilirligini Painlevé analizi ile inceleyecegiz.
Painlevé analizinde diisiiniilen yeni yaklasimi, genellestirilmis Kawahara denklemine
de uygulayip iizerinde teoriler kuracagiz. Daha sonra denklemin bir tam ¢6ziimiinii,

basitlestirilmis Hirota metodu ile bulacagiz.

Kawahara denklemini (KD), 1972 yilinda Takuji Kawahara tarafindan tiiretilmistir.
Besinci mertebeden KdV denkleminin genellemesi olan bir denklemdir. Fiziksel
birgok olayda 6rnegin, yiizey gerilimi ile birlikte s1g su dalgalari, kilcal yer¢ekimi su

dalgalari, plazma dalgalar1 gibi birgok dalga modelinde ortaya ¢ikar.

(6.1) denkleminin doérdiincii durumunda ele alinan Genellestirilmis Kawahara

denklemi (GKD),
u, — U, +eu™u, +qu,, + Bu,.. =0 (7.1)
olarak verilir. Burada s, y,a ve g fiziksel parametreler, n bir tamsayidir.

v" m=1 olmasi durumunda magneto-akustik dalgaya karsilik gelir.

v" m=2 olmasi durumunda ise s1g su yaklagimi i¢indir.
(Suarez ve Morales, 2014).

Yukarida verilen durumlardaki denklemler i¢in analitik ¢Oziimleri incelenmis
durumdadir. Fakat genel ¢ozlimleri heniiz bulunamamistir. “Genellestirilmis
Kawahara denkleminin bulunamayan genel ¢oziimiine karsilik 6zel bir ¢éziimii var
mi1?” Sorusu ortaya c¢ikmaktadir. Denklemin soliton ¢oziimlerini bulabilmek i¢in
integrallenebilir olup olmadigin1 géstermek gerekmektedir. Bunun i¢in Painlevé testi
kullanmak bize olduk¢a yardimeci olmaktadir. Painlevé testi icin Kruskal metodu,

genellestirilmis Kawahara denkleminin Painlevé testini gegemedigini gdstermektedir
(Biswas, 2009).
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e 1 =-1¢=1almnirsa genellestirilmis Kawahara denklemi
u, +u, +u™u, +au,, +pu,.. =0 (7.2)

(Basitlik agisindan « =a ve £ =b seklinde distiniilebilir.)
(Oncelikle m = 2 olarak diisiinelim.)

formuna doniislir. Diizenlemis oldugumuz genellestirilmis Kawahara denklemine

Painlevé testini uygulayabiliriz.

Kruskal metodu ii¢ adimda genellestirilmis Kawahara denklemi igin uygulanirsa;

1.Adim Bas terim analizi

Genellestirilmis Kawahara denkleminin ¢6ziimiiniin Laurent serisi seklinde bir

¢Oziimii oldugunu varsayalim. Etkin terimini bulmak i¢in
uoc ¢ “u, (7.3)

ifadesi (7.2) denkleminde yerine yazilir. Burada u,(t) analitik bir fonksiyondur. (7.2)

denkleminde yerine yazildiktan sonra

2 2

—p¢*PPuUs + #Uy, + pU, (—24b — 2a¢® — ¢* —500 0 —3ag’ p —35bp® —ag’p (7.4)
~10bp® —bp* + ¢y (t)

ifadesi elde edilir. Daha sonra en yiiksek mertebedeki lineer olmayan terimlerde

dengeleme yapilirsa

p =2 Ve U, =F/(-360b—12ag? — ¢ + 'y (t) (7.5)

olarak bulunur. Burada p pozitif tamsay1 oldugundan Painlevé testinin birinci adimi

gerceklesmis olur.

2.Adim Rezonanslar1 bulmak
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Laurent serisindeki ¢ fonksiyonunun kuvvetleri, yani; serideki keyfi katsayilarin

belirlenmesi rezonans analizi ile olur. Bunun igin asil denklemimiz olan

genellestirilmis Kawahara denklemine
Uy (D)4 +u; (t)gp"” (7.6)

ifadesini yazilir. ¢ fonksiyonunun en kiigiik kuvveti parantezinde gruplandirilir ve

gerekli diizenlemelerden sonra
Qi) =(i+D(j-8)(i*~7j+30)=0 (7.7)
polinom ifadesi elde edilir. Buradan rezonans degerleri

{-1,6,8,(7+iN71/2),(7-iN71/ 2)} (7.8)

seklinde elde edilir. j=-1rezonansi ¢ fonksiyonunun keyfiligine karsilik gelir.

Fakat rezonans degerleri icerisinde kompleks rezonans noktalar1 da vardir. Painlevé
testinin devam edebilmesi igin kompleks rezonans koklerinin  bulunmamasi
gerekmektedir. Bu noktada Painlevé analizi sona erer. Boylece genellestirilmis
Kawahara denklemi Painlevé testi ile de ispat edilmistir ki integrallenemez bir
denklemdir. Genellestirilmis Kawahara denklemi i¢in ayni sonu¢ Conte tarafindan da

bulunmustur (Shingareva ve Lizarraga-Celaya, 2011).

7.1 Genellestirilmis Kawahara Denkleminin Tam Coziimii Uzerine Yeni Bir

Yaklasim

(7.3) denkleminde ele aldigimiz genellestirilmis Kawahara denklemi a =1 =1

olmak iizere,

m
u, +u, +u"u, +u, +u... =0

(7.1.1)

olur.

m —_—
u, +u, +u"u, +u, +u,. =F @)
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seklinde alalim.

F(u)=a +au+au’+au’+..+au", n=456,.. polinomal formda, a;
katsayilar1 birer sabit olsun. Ilerleyen dalga ¢dziimii kullanilarak,

u(x,t) =w(z), z=kx+at, (7.1.2)

doniistimiinii, denklemde yerine yazarsak sol taraftaki ifade,

77777

5 3 2y pm
KW, +K*W,,, +K“W"W, +kw, + ow, (7.1.3)
olur. Lineer olmayan adi diferansiyel denklem formunda alirsak,

5 3 2y 4,M — 2 n
KW, + KWy, + KWW, KW, + W, =8, +3W+BW +aW +..+a W 7

27777

seklinde yazilir. (7.1.4) denkleminin integrallenebilirlik sart1 i¢cin genellestirilmis
Kawahara denklemini alalim. Amacimiz Kovalevskaya’'nin yolu ile Painlevé testine

bagvurmaktir.

Teorem 7.1.1

(7.1.4) denklemi m = n oldugu zaman m = 1,2,4 durumlarinda Painlevé testinin
birinci adimmi geger. m < n oldugu zaman n = 6 ve n > 7 durumlarinda Painlevé

testinin birinci adimini gegemez.
ispat

Bilindigi gibi Painlevé testinin ilk adimi Laurent serisindeki genel ¢oziimiin
aciliminda ilk terimi bulmaktir. Eger ilk terim, (z — z,) 1n negatif tamsay1 kuvvetine
sahip ise yani hareketli kutba sahip ise, denklem Painlevé testini gecer ve ikinci
adima gegilir. z,, lineer olmayan diferansiyel denklemin genel ¢ozliimii i¢in hareketli
kutup noktasidir. (7.1.4) denklemi 6zerk yapidadir ve (z —zy) hari¢ z degiskeni

kullanabiliriz.
w=h,z" (7.1.5)

ifadesini (7.1.4) denkleminin her bir teriminde yerine yazalim.
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m = n oldugu zaman F;(u),F,(u),F3;(u) ve Fy(u) durumlarinda etkin terimlerin

oldugu denklem

W, +W"W, =0 (7.1.6)

27777

formuna sahiptir. (7.1.5) ifadesini (7.1.4) denkleminin etkin terimlerinde yerine yazip
dengeleme yaparsak;

p=——
m

bulunur. p kutup degerinin tam say1 olmasi, m degerlerinin ancak ve ancak {1,2,4}

olmast durumlarinda mimkiindiir. Boylece (7.1.4) denkleminin sirasiyla —1,—2,—4

kutup degerlerine sahip oldugunu buluruz. Kutup degerinin tam sayr olmasindan

dolayt m = n durumunda, m=12,4 oldugu zaman denklem Painlevé testinin ilk

adimin1 geger.

m < n durumunda etkin terimlerin oldugu denklem formu,

n
W, W = 0

(7.1.7)

seklindedir. N=5 oldugu zaman (7.1.5) ifadesi etkin terimlerde yerine yazilip
5

dengeleme yapilirsa, denklem p:—z kutup degerine sahip olur ve Painlevé

testinin ilk adimin1 gecemez. N=6 oldugu durumda p =-1kutup degeri bulunur ve

denklem,

koW, + k3w, +kw™W, +kw, + ow, = a, +a,W+a,W’ +a,W’ +a,w* +aw’ +aw’
(7.1.8)

bigimindedir ve (7.1.5) denklemi Painlevé testinin ilk adimini geger. n=7 oldugu
durumda ise p:—g bulunur ve (7.1.5) denklemi Painlevé testinin ilk adimini
gecemez. Bunlara ilaveten n>7 durumunda genel ¢6ziimiin kutup noktalar1 igin
p S% bulunur ve (7.1.5) denklemi Painlevé testinin ilk adimin1 gecemez. Bununla

birlikte n=1,n=2,n=4 ve n=6 olan durumlarda Painlevé testine devam edebiliriz.
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Teorem 7.1.2
(7.1.8) denklemi a, #0, a, =a, =a, =a, =0 oldugu zaman tam ¢dziime sahip olur.
Ispat

a, #0, a, =a, =a, =a, =0 alalim. O halde (7.1.8) denklemi

kw,,, . +k°W,,, +kw"w, +kw, + oW, = a, +a,w+a,w’

(7.1.9)

seklinde yazilir. Laurent serisinin baslangi¢ degerini ve kutup degerlerini bulmak igin
(7.1.4) denklemi (7.1.9) denkleminin etkin terimlerinde yerine yazilir. Gerekli

diizenlemelerden sonra
p=——
m

bulunur.

m=1licinp=-4

bulunur. Etkin terimlerde yerine yazilir ve baslangig terimi b, = —1680k*
elde edilir. O halde
w = —1680k*z™* + bz"™*

seklinde ¢6ziimii, rezonans degerlerini bulmak i¢in etkin terimlerde yerine yazariz.

Burada gerekli diizenlemeler ile rezonans degerleri
r={-1,8,12, ;(11-V159), ;(11+ivV159)}
olarak bulunur.

m=2icinp=-2

bulunur. Etkin terimlerde yerine yazilir ve baslangig terimi b, = v—360k?

elde edilir. O halde
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w =+V—360k%z72 + bz" 2

seklinde ¢6ztimii, rezonans degerlerini bulmak igin etkin terimlerde yazariz. Burada

gerekli diizenlemeler ile rezonans degerleri

r={-16,8, (7 \/?), (7+ |2}

seklinde bulunur.

m=4icinp=-1

1
bulunur. Etkin terimlerde yerine yazilir ve baslangic terimi by = (—120)+k

elde edilir. O halde

w = (=120)kz~L + bz

seklinde ¢6zlimii, rezonans degerlerini bulmak igin etkin terimlerde yazariz. Burada

gerekli diizenlemeler ile rezonans degerleri
r={-1,56, 5(5-v39), (5+iv39)}

seklinde bulunur. Ug¢ durumdan da goriildiigii gibi —1 rezonans degeri =z
fonksiyonunun keyfiligine karsilik gelir. Fakat bundan sonraki koklerde kompleks
rezonans degerleri bulunmustur. Bu durum, baska bir keyfi fonksiyonun Laurent
serisine giremeyecegini gostermektedir. Yani dort tane daha keyfi fonksiyonun
bulunmas1 beklenirken bu durum miimkiin olamamaktadir. Painlevé analizi burada
sona erer. Dolayisiyla (7.1.8) denklemi Painlevé testini gecemez. Teori geregi
integrallenemeyen denklemlerin tam ¢oziimii mevcuttur. (7.1.8) denklemi tam

¢ozlime sahiptir.

Genellestirilmis Kawahara denkleminin integrallenemez oldugu yukarida gosterildi.
Eger bir kismi diferansiyel denklem Painlevé testini gecemezse; genel bir ¢oziim
degil, tek degerli 6zel bir ¢éziim bulunabiliyordu. Nonlineer KDD denklemlerinin
soliton ¢oziimlerini bulabilmek i¢in en ¢ok kullanilan yontemlerden biri Hirota
metodudur. Hirota metodunda uygun doniisim yapildiktan sonra Hirota D operatorii

ile bilineer formda yazilir. Ancak baz1 denklemler uygun doniisiim sonrasinda uzun
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ve karmasik hale gelebilmektedir. Hirota D operatorii ile bilineer formda
yazilamamaktadir. Bu noktada, basitlestirilmis Hirota metodu sorunun ¢oziilmesinde
yardimel olmaktadir. Bu ¢alismada, basitlestirilmis Hirota metodu yardimi ile
integrallenemeyen  genellestirilmis Kawahara denkleminin bir  ¢&ziimiinii

arastiracagiz.

Bir soliton ¢oziim

(7.3) denkleminde @ = B = 1,m = 2 alinirsa genellestirilmis Kawahara denklemi,
u +u, +u’u +u  +u . =0 (7.1.1)
ifadesine doniisiir. Denkleme,

0% In f

u=2
OX?

(7.1.2)

dontisiimii yapilir. Doniistimii u; de yerine yazip, diger terimler ile denklem X e gore

bir kez integrali alinarak,

3

2(In f)xt+u+u§+uxx+u =0 (7.1.3)

XXXX

ifadesi elde edilir. Daha sonra (7.1.2) doniisiimiiniin gerekli tiirevleri alinarak (7.1.3)

de yerlerine yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa,

f 5( fxt + fxx + fxxxx + fxxxxxx) +f 4(_ fx ft - fx2 -4 fxxx fx -3 fj -6 fxxxxx fx -15 fxxxx fxx

~10f2)+ f 3(% £2 4121, £2+30 o f.2 +1201,, o f,) + F2(-42F2 61}
~120f, f2—270F2F2)+ f(364f, %)+ (~3641°)=0 (7.1.4)

elde edilir. Operator form ile

FOL(F)+ FANL(F, F)+ 3N, (F, F, £)+ F2N,(F, F,F, f)+ IN(F, £, f,f,f)
+N(f, f, f,,f,f)=0. (7.15)

seklinde yazilir.

Lineer ve lineer olmayan operatorler, f(x,t)denj(x,t) ye kadar olan Kkeyfi
fonksiyonlarla asagidaki sekilde ifade edilmistir,
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o> 8- o' &
et —t—
00, & o &

Xt

L =

(7.1.6)

ve
N,(f,9)=—fg,-fg,+4ff —3f.g, —6f, f —15f f —10f g, (7.17)

Nz(f,g,h):—g—;fxxgxxhXXJrlZf fg,+30f,,f,g,+120f f,f (7.1.8)

XX 7 X XXXX © X XXX T XX X

N,(f,g,hk)=-4f_g,f0,-6f09nhk -120f  f g —270f_ g, f.0, (7.1.9)

XXX X

N, (f,g,hk 1)=364f f g hk (7.1.10)
Ng(f,g,hk,l, j)=% fahklij, . (7.1.11)

f=f +ef +&°f,+... perturbatif genislemesinin bir ¢éziimiinii arastirmak igin,
perturbatif ifadeyi, (7.1.4) denkleminde yerine yazip & un farkli kuvvetlerinin

katsayilar1 sifira esitlenerek belirtilir. Biz ilk ti¢ denklemin perturbatif genislemesini

vermek istersek,

g . L-f=0 (7.1.12)

g 1 L-f,=-5fL-f,—N,(f,f) (7.1.13)
g L f,=-5fL-f,—(5f,+10f7)L- f —N,(f,, f) -4 N (f, f)-N,(f, f,f)

(7.1.14)
olarak ifade edilir.

Bir soliton ¢oziim igin f =g’ alinir, burada @=kx—-wt+J,xeR, t>0dir. Bu

ifade (7.1.12) denkleminde yerine yazilir ve w,

— (1,5 3
w=—(k> +k’ +k) (7.1.15)

olarak bulunur. (7.1.13) denklemini ¢6zmek i¢in oncelikle sag tarafi hesaplarsak,
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N, (f,, f,) =—(20k°® +16k*)e* (7.1.16)

elde edilir. Boylece f,

20

f,=ae (7.1.17)
formuna doniisiir. a degerini bulmak i¢in (7.1.13) denkleminin sol tarafi ¢oziiliirse

L f, =a(68k® + 20k* +8k*)e®’

(7.1.18)
bulunur. Boylece (7.1.13) denkleminin her iki yani esitlenirse a degeri
_ 5Kk°+4k’
17k® +5k* + 2k? (7.1.19)

olarak bulunur. n>3i¢inf =0 oldugu dogrudan goriiliir. Boylece ¢=1 ile birlikte f

fonksiyonu,

5k® + 4k*

g%’ 7.1.20
17k® +5k4+2k2) ( )

f=1+e’+(-

dir ve u ¢ozimii

o2 2 202 2y) (262K (-2 +5k) —3(~1+k)ke’)’
of ke 2eICETEN (1 o €KC(4+5)  (2e"k(-2+5K) 1+ )
u() = 245k +17k 245k +17k 9(-1+Kk)
. ePK2(4+5k%) )
2+5k°+17k
(7.1.21)
ya da
16€20k6 20e20k® €20 (_4kt—5k6) 4620kt 10e20kS 2
2 <(69k2 T 2kZ+5kA+17KS 2k2+5k4+17k6) (1 +ef + 2k2+5k4+17k6) - (_ 33kt T 3kaszke T ke") )
u(e) = e23(—4k4—5k6) 2
(1 +ef+ 2k2+5k4+17k6)
(7.1.22)
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seklindedir. Burada @=kx+(k>+k*>+Kk)t+05, kves keyfi reel sabitlerdir,
xeR, t=0drr.

Sekil 7.1. 3D-Genellestirilmis Kawahara denkleminin bir soliton ¢6ziimii

8000 |

Sekil 7.2. 2D- Genellestirilmis Kawahara denkleminin bir soliton ¢6ziimii

Yukarida genellestirilmis Kawahara denkleminin bir soliton ¢6ziimiiniin k = 0.9 ve
a = 0.2 degerleri i¢in 3D gorseli verilmistir. t =2, k = 0.9 ve a = 0.1 degerlerinde ise

bir soliton ¢ozlimiiniin 2D gorseli goriilmektedir.
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SONUC VE ONERILER

Bu calismada, Korteweg-de Vries-Burgers’ denkleminin ve genellestirilmis
Kawahara denkleminin integrallenemez oldugu Painlevé testi ile gosterilmistir.
Calismanin orijinal kisimlarini olusturan Painlevé analizi {izerine yeni bir yaklagim

bulunup iizerinde teoriler kurulmustur.

Integrallenemeyen bir denklemin tek degerli 6zel tam ¢oziimii bulunabilmektedir.
Bu nedenle her iki denklemin de tek degerli 6zel ¢oziimleri Hirota metodu ve
basitlestirilmis Hirota metodu ile bulunmustur. Bulunan ¢6ziimlerin Mathemetica
paket programinda 3D ve 2D grafikleri ¢izilmistir. Neticede integrallenemeyen

denklemlerin neden integrallenemez oldugu ispat edilip tam ¢éziimleri bulunabilir.

Son zamanlarda iizerinde yogunlasilan Painlevé analizi ve integrallenebilirlik
kavramlart yeni c¢alismalara 1s1k tutmustur. Biz de bu yeni ¢alismalarin iizerinde
odaklandik. Painlevé testine uygulanilan yeni yaklagim ile Painlevé testi daha basit
hale getirilmis olmaktadir. Ayni yaklagimlarin bagka tam sayili diferansiyel
denklemlere ve kesirli kesirli diferansiyel denklemlere uygulanabilecegi

diistiniilmektedir.
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