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SPIN-2 (1= 2) ICIN ACISAL MOMENTUM iSLEMCILERININ
INCELENMESI

OZET

Spin agisal momentum Kuantum Mekanigi igin ¢ok 6nemli bir kavramdir. Spini
sifirdan farkli olan pargaciklar agisal momentuma sahiptir. Acgisal momentum
kullanilarak pargaciklarin davranislart hakkinda 6nemli bilgilere sahip olunmaktadir.

Spini-2 olan parcactk ve sistemler (21+1)°=25 adet kartezyen agisal
momentum iglemcisine sahiptir. Spin-'4, 1 ve 3/2 i¢in kartezyen agisal momentum
islemcileri elde edilmis ve bu onalti tane islemci literatiirde bulunmaktadir. Spin-2
icin kiiresel tensor islemciler kullanilarak yirmibes adet kartezyen agisal momentum
islemcileri ilk defa bu calismada elde edilmistir. Elde edilen uzun ifadeleri
sadelestirmek i¢in indirgenme yapilmistir. Spin—2 i¢in acisal momentum
islemcilerinin matris temsilleri (21+1)(21+1)=5x5 boyutundadir. Bu matrisler
parcalama yontemi ile pargalara ayrilmis tiim islemcilere ait yeni ve basit bir baz seti
olusturulmustur. Bulunan pargali-indirgenmis agisal momentum baz setinin matris
temsilleri kullanilarak komutasyon hesaplamalar1 tim islemciler i¢in ayr1 ayr
yapilmis ve ¢izelge halinde gosterilmistir.

Bu calismadan elde edilen sonuglar spin—2’den biiylik olan sistem ve
pargaciklara ait temel kartezyen agisal momentum islemci baz setinin bulunmasina
yardimei olacaktir.

Anahtar Kelimeler: Spin-2, Islemci, Spin Agisal Momentumu, Kiiresel Tensor
Islemciler, Parcali Matris
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AN INVESTIGATION OF SPIN ANGULAR MOMENTUM OPERATORS
FOR SPIN-2 (1=2)

ABSTRACT

Spin angular momentum is an important subject for quantum mechanics. The
particles and systems having non-zero spin number, have angular momentum. By
using angular momentum, important information about the behavior of the particals
can be obtained.

The particles and systems with the spin number 2 (Spin—2) have (21+1)* =25
cartesian angular momentum operators. The Cartesian operators for spin %4, 1 and 3/2
were calculated and those operators can be found in literature. For the Spin-2, 25
cartesian angular momentum operators are calculated first in this study by using the
spherical tensor operators. To make those operators more simple, reduction was
done. The matrix representation of angular momentum operators for spin-2 has the
dimension of (21+1)(21+1)=5x5. Those matrices are splitted by splitting method and
the new and simple base set belonging to the operators are created. By using the
representation of those splitted—reduced angular momentum base sets, commutation
calculations for all operators are done separately and shown as a table.

The results of this study can be helpful to find out the fundamental cartesian
angular momentum base sets belonging to particles and systems which have the spin
number greater than 2.

Key Words: Spin-2, Operator, Spin Angular Momentum, Spherical Tensor
Operators, Split Matrix
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1. GIRIS

Her atomalt1 parcacik yoriinge hareketinden farkli olarak bir i¢ agisal momentuma
sahiptir ve bu 0Ozellik spin agisal momentum olarak isimlendirilir. Spin agisal
momentum Kuantum Mekanigi i¢in 6nemli bir kavramdir. Fizikgiler, spin agisal
momentumunu ifade ederken, kisa ve kolay sOylendigi igin “Spin” sozcigilini
kullanmaktadir. Spin, kiitle ve yiik gibi pargacigin ¢evresinden bagimsiz olan 6zgiin
bir o6zelligidir (Serway ve Beicher, 2000). Bu kavram Kuantum Kuraminin
sonucudur. Klasik Mekanikteki kati cisimlerin spin agisal momentumu ile Kuantum
Mekanigindeki spin agisal momentum, ayni seyi ifade etmez. Kati cisimler bir
simetri  etrafindaki doniislerinden dolay1 klasik olarak spin ve yoriinge
hareketlerinden dolayr da yoriingesel momentuma sahiptir. Ornegin diinya kendi
etrafinda donmesi ile spin, glines etrafinda donmesi ile yoriingesel agisal
momentuma sahiptir. Kuantum Mekaniginde bdyle bir benzetme yapilamaz. Spin,
parcacigin kendi ekseni etrafinda donmesi ile aciklanamamaktadir. Spin acisal
momentumun klasik fizikte bir karsilig1 yoktur (Dereli ve Vergin, 2000). Parcacigin,
diger parcaciklardan nasil etkilenecegini biiyiik 6l¢iide spini belirler. Spin degerleri
parcaciklar i¢in 0, 1, 2, ... gibi tamsay1 olabilirken, Y2, 3/2, ... gibi kesikli degerlerde
alabilir. Tamsayili spin degerlerine sahip pargaciklar bozon olarak adlandirilirken,
kesikli deger alan pargaciklar ise fermiyon adimi almaktadir. Ornegin spin degeri V2

olan elektron fermiyondur.

Elektromanyetik enerjinin madde ile etkilesmesi sonucu olusan 1simalarin
davranmiglart incelenerek molekiillerin, atomlarin, c¢ekirdeklerin yapist ve cevresi
hakkinda bilgi edinilmektedir. Bu etkilesimleri inceleyen kuantum mekaniksel metotlar
spektroskopi olarak adlandirilir. Baska bir ifade ile spektroskopi maddeyi olusturan
temel parcaciklarin ve maddenin ozelliklerinin sogurulan ya da salinan parcaciklar
vasitasiyla incelenmesidir. Madde ve parcacik analizi tayininde birgok spektroskopik
yontem kullanilmaktadir. Niikleer Manyetik Rezonans (NMR) ve Elektron Paramanyetik
Rezonans (EPR) yontemleri iki 6nemli spektroskopik yontemdir. Spini sifirdan farkli

olan pargacik ve sistemler bu yontemlerle incelebilmektedirler. Spektroskopinin ve



ozellikle ESR ve NMR’1n temeli agisal momentumdur. Agisal momentum kavrami

ile atomlarin yapist ve molekiillerin donme hareketleri gibi birgok 6zellik agiklanir.

Agisal momentum kavrami islemciler ile ifade edilebildiginden islemciler
onem kazanmakta ve siklikla kullanilmaktadir. Spini 1=1/2 olan ¢ekirdekler igin
temel islemciler (21+1)*=(2x1/2+1)°= 4 tane olup bunlar E, Iy, ly, I, dir. Spini I=1olan
cekirdekler icin ise temel islemciler (21+1)°=(2.1+1)?=9 tanedir ve bunlar E, 1, ly, I,
12, (W= W), [ L)e [I 1] ) [Leo 1] dir. 1372 igin (21+1)°=(2x3/2+1)*=16
tanedir. Bu islemciler literatiirde bulunmakta olup bu ¢alismada Bo6lim 3’de nasil

elde edildigi detayli olarak anlatilmistir.

1.1 Tezin Amaci

Kuantum mekaniksel hesaplamalar yapilirken spin agisal momentum kavrami ve
bunlar1 temsil eden islemciler biiylik 6nem tasimaktadir. Spin—2, 1, 3/2’ye ait temel
baz islemci setleri literatiirde bilinmektedir. Bu c¢alismada spin—2’den biiyiik
durumlara ait baz setlerinin olusturulmasina basamak teskil edecek spin—2’ye ait

kartezyen agisal momentum iglemci baz setinin bulunmasi amaglanmaistir.

Bu tez c¢alismasinda kartezyen agisal momentum islemcileri {izerinde

durulmus, yapilan caligmalar asagida siralanmaistir.

e Spin-Y%, 1 ve 3/2 olan gekirdeklerin kartezyen agisal momentum
islemcileri bilinmekte olup, spin-2 olan sistem ve pargaciklar i¢in
bilinmemektedir. Bu ¢alismada spin—2 olan sistem ve pargaciklar igin
bilinmeyen kartezyen agisal momentum islemcilerinin elde edilmesi

amaclanmustir.

e Spin—2 igin Oncelikle kiiresel tensor islemciler elde edilerek
literatiirde mevcut olan bu kiiresel tensor islemcilerin katsayilarin
yeniden hesaplanmasi diisiintilmiistiir.

e Spin-2 i¢in bulunan kiiresel tensor islemciler kullanilarak 25 adet
kartezyen agisal momentum islemcileri elde edilmistir. Bunlardan 16
tanesinin daha diisiik spin sistemleri i¢in bulunan islemciler oldugu
gorilmiistiir.

e Spin—2 igin bulunan kartezyen agisal momentum islemcilerine

bakildiginda ayni acisal momentum iglemcisinin birden fazla ifadede
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yer aldig1 goriilmiis ve bu islemcilerin sadece bir ifadede gosterilmesi
yeterli olacagindan islemcilerimiz indirgenerek indirgenmis kartezyen
acisal momentum islemcileri elde edilmistir. Maple programi
kullanilarak indirgenmis agisal momentum islemcilerinin matris
temsilleri ayrica bulunmus ve ¢izelge halinde gosterilmistir.

e indirgenmis agisal momentum islemcilerinin matris temsilleri pargali
olarak ifade edilmis ve ilk defa C1, C2, C3, ... , C25 seklide baz seti
olarak gosterilerek ¢izelge haline getirilmistir.

e Indirgenmis parcali agisal momentum islemcilerinin komutasyon
hesaplamalar1 tiim islemciler i¢in ayri ayri bulunmus ve sonuglar

cizelge halinde gosterilmistir.

1.2 Literatiir Arastirmasi

Spin, kisa ve anlasilmasi zor bir kavram olmasmin yaninda Kuantum Mekaniksel
durumlarin tasvirinde kullanilan 6nemli bir O6zelliktir. Literatiirde spin agcisal
momentum ve kullanim alanlarina yonelik yazilmis bir¢ok kitap mevcuttur (Ernst,
1987; Chandrakumar, 1996; Levitt, 2000; Devanathan,2002; Mehring ve Weberrup,
2001). Ayrica Web of Science’de dar bir arama secenegi olan “makale adlarr” baz
alinarak yapilan anahtar kelime taramasinda; “spin” 133045 tane makalede, “spin
dynamics” 6191 makalede, “angular momentum” 4777 makalede ve “spin angular

momentum” 306 makalede gegmektedir.

Spin—1/2 igin kiiresel tensor islemciler kullanilarak karetezyen agisal
momentum islemcileri elde edilmistir (Bowden ve Hutchison, 1986). P. Allard ve T.
Hard tarafindan 2001 yilinda, kiiresel tensor islemciler kullanilarak kartezyen agisal
momentum iglemcilerinin nasil elde edildigi gosterilmis ve farkli spin durumlar1 igin
genel bir ifade elde edilmistir. Onerilen bu ifade ile tiim spin durumlar i¢in kartezyen
spin agisal momentum islemcileri tliretilmektedir. Spin—1 i¢in kartezyen agisal
momentum islemcileri elde edilerek NMR deneylerinin teorik olarak agiklanmasinda
kullanilmistir (Gengten ve Saka, 2006; Saka, 2007). Literatiirde spin—3/2’ye ait baz
seti ve matris temsilleri A. Giin ve Ark. (2011) tarafindan elde edilmis ve kuantum

bilgi teorisinde kullanilmistir.

Spin-3/2, spin—2, spin—5/2 igin tensor operatér gosterimini kullanilarak
yogunluk matrisi hesaplamalar1 ile ¢ok gegis igeren Kuantum NMR deneylerine

3



uygulamasini yapmistir (Bowden ve Ark. 1986). Bu calismada ayrica tensor
islemciler matris gdsterimi Spin—-3/2, spin-2, spin-5/2 igin simetrik ve anti simetrik
olarak pargalama yontemi kullanilmistir. Boylece tensor operatorlerin NMR pulslari
etkisindeki gelisimleri daha kolay hesaplanmistir. Chandrakumar (1984) spin—1 igeren
sistemlerin carpim iglemci teorisi ile incelenmesiyle ilgili ¢calismalar yapmis ve “spin—1
NMR” (1996) bashigi altinda bu calismalarimi kitaplastirmistir. Bu kitabinda spin—1
iceren sistemlere ait temel bagmtilar ile kat1 ve sivi NMR i¢in uygulamalarindan
bahsetmigstir. A. J. Vega (1992) calismasinda spin—3/2 icin operatér baz seti
olustururken matrisleri par¢alama yontemini kullanmistir. Yarim spinli kuadrapol
cekirdeklerin MAS NMR deneyi deneysel ve yogunluk matrisi kurami ile incelenmis
ve spin—-3/2 ‘ye ait matrislerin par¢alanmasi yonteminden yararlanilmistir (Vega,
1992). Spin—5/2‘den spin—1/2’ye polarizasyon transferi olan INEPT deneyi deneysel
olarak incelenmistir (Kao and Grey, 1998). Bu ¢alismada ayrica spin—1/2 ve spin-3/2
¢ifti icin yogunluk matrisi hesaplamalar1 yapilmis ve spin—3/2’ye ait matrislerin
pargalanmasi gosterilmistir. Tensor operator baz setleri kullanilarak ¢iftlenime sahip
kuadrapol c¢ekirdeklerinin NMR teknigi ile incelenmistir (Kemp-Harper ve Ark.
2001).

Spin-3/2 igeren g¢ekirdekler igin carpim islemci teorisi ve 2-boyutlu J
¢oziimlii NMR deneyine uygulamalar1 yapilmistir (Gengten ve Ark., 2002). Bunun
yan1 sira bu calismada spin—3/2’ye ait matrisler pargali olarak kullanilmistir.
NMR’da kuadrapol (¢oklu) etkilesmeleri spin ac¢isal momentum kavrami kullanilarak
incelenmistir (Bain A. D, 2003). Spin—3/2’ye ait baz setleri kullanilarak kuadrapol
cekirdeklerin NMR deneylerine ait teorik hesaplamalar1 yapilmistir (Bain, 2012). IS
(I=1/2, S=3/2) spin sistemi i¢in carpim islemci teorisi tamamlanmistir (Dasgin,

2013).

“Ising Model” ferromanyetik maddelerin incelenmesine yonelik matematiksel
bir modeldir. Bu modelde komsulari ile etkilesen atom spinlerinin manyetik dipol
momentlerinin kullanilmasi esastir. Spin—'s, spin—1 ve spin-3/2 igeren sistemlerin
Ising modeli ile incelenmesine yonelik literatiirde bircok calisma mevcuttur
(Keneyoshi ve Ark., 1992; Keneyoshi ve Ark., 1993; Keneyoshi, 1995; Ekiz, 2005;
Albayrak ve Alci, 2005). Spin—2 ve spin-5/2 karigimi ile olusan sistemin Ising
modeli ile incelenmistir (Keneyoshi ve Ark., 1998; Nakamura ve Ark., 1999;
Nakamura2000; Wei ve Ark., 2009; Mohamad ve Ark., 2009; Keskin ve Ark., 2009;



Wang ve Ark.,2011;.Ertas ve Ark., 2012; Filho ve Ark., 2013; Cruz ve Ark., 2013).
Ising modeli kullanilarak ¢iftlenimli ¢ekirdek zincirlerinde kuantum bilgi teorisi

incelenmistir (Lopez ve Ark., 2008).

Son yillarin ilgi duyulan caligma alanlarindan biri de Kuantum Bilgi
Teorisidir. Kuantum mekaniksel spin sistemleri (kiibit) kullanilarak bilgi saklama ve
isleme esasina dayanmaktadir. Bu sartlarda olusturulacak bir bilgisayarin son derece
hizli islem yapmasi nedeniyle giiniimiiz i¢in ¢ok O6nemli bir cihaz olacaktir. Spin
kavramimin kuantum bilgisayarlarinin alt yapisinda kullanimi detayli olarak
incelenmistir (Mehring, 1999). Bu ¢alisma, Kuantum bilgisayarlarinda spini sifirdan
farkl1 olan c¢ekirdek ve elektronlarin kullanilmasina, kuantum mantik kapilarinin
olusturulmasina, NMR’da kullanilan pulslarin ifade edilmesine yoneliktir. Kuantum
mekaniksel spin sistemleri kullanilarak NMR Kuantum bilgisayarinin teorik alt
yapist olusturmaya ¢alistlmistir (Jones, 2000). Kuantum bilgi noktalarinda
spintronics ve kuantum bilgi teorisi i¢in elektron spinlerinin incelenmesi Engel ve
Ark. (2001) tarafindan yapilmistir. Kuantum bilgisayarlarinda kullanilmak iizere
NMR teknikleri ile ilgili kapsamli bir ¢alisma yapilmistir (Vandersypen, 2004).
Molekiiler spin kiimeleri ile olusan kiibitlerin kuantum bilgi teorisinde kullanimi
incelenmistir (Affront ve Ark., 2006). SI (S=3/2, 1=1/2) spin sistemi i¢in Kuantum
dolaniklilik durumu incelenmistir (Giin ve Gengten, 2011). SI (S=3/2, 1=3/2) spin
sistemi i¢in 4 kiibitlik kuantum dolanikliligt olusturulmustur (Giin ve Cakmak,
2013). NMR spektroskopisi kullanilarak spinleri yarim olan “kubit” olarak
isimlendirilen ¢ekirdeklerde bilgi islenmesi ve mantik kapilar1 olusturulmasina
yonelik yapilmis bircok teorik ve deneysel c¢alisma vardir (Mehring, 1999; Jones,
2001; Vandersypen ve Chuang, 2004; Ramanathan ve Ark., 2004; Giile¢ ve Bahgeli,
2005). Spin—1 olmasi durumunda ¢ekirdeklerde bilgi saklama islevi “kiitrit” olarak
isimlendirilen sistemlere yaptirilmaya ¢alisilmaktadir (Cerf ve Ark., 2002; Grudka ve
Wojcik, 2003; Lawrence, 2004; Zhua ve Ark., 2005; Zhang ve Ark, 2005; Zhang ve
Li, 2006a; 2006b).






2. TEMEL KAVRAMLAR

Klasik Mekanik dogada gergeklesen ve gozle goriilen olay ve cisimleri incelemis ve
bunlar1 agiklamaya caligmistir.Yer, enerji, momentum ve agisal momentum gibi
fiziksel nicelikler Klasik Mekanigin ilgi alanina girmektedir. Newton tarafindan

ifade edilen kanunlar ise Klasik Mekanigin temelini olusturmustur.

20. Yiizyildan itibaren elektron, proton, nétron gibi elemanter parcaciklarin
davraniglar1 aciklanmaya calisildiginda Klasik Mekanikteki ifadelerin yetersiz
kaldig1 goriilmiistiir. De Broglie, Heisenberg, Max Planck ve Schrodinger gibi
fizik¢ilerin c¢aligmalar1 sonucunda dalga kurami ortaya c¢ikmis ve hareket eden
pargaciklarin sahip oldugu 6zelliklerinin yaninda kendilerine eslik eden dalganinda
bulundugu ifade edilmistir. Bu dalganin 6zelliklerinin bilinmesi proton, elektron gibi

elemanter parcaciklarin durumlarinin ifade edilmesini saglamistir.

Yoriinge hareketi yapan parcaciklar incelendiginde agisal momentum kavrami
ile karsilagilir. Bu kavram atomlarin yapis1 ve pargaciklarin donme hareketi hakkinda
bize bilgi vermektedir. Klasik Mekanikte agisal momentum her degeri alabilirken
Kuantum Mekaniginde kesikli degerler almaktadir. Ag¢isal Momentum Niikleer

Manyetik Rezonans ve Elektron Spin Rezonans’inda temelini olusturmaktadir.

2.1 Klasik Mekanikte Acisal Momentum

Dogrusal momentumun belirli bir noktaya gére momenti Klasik Mekanikte agisal

momentum olarak ifade edilmekte ve L harfi ile gosterilmektedir. Buna gore;
L=7x P (2.1)

biciminde yazilir. Burada goriildiigli gibi acisal momentum cisimlerin kiitlesine ve

hizina bagh biiyiikliiktiir.



Sekil 2.1. Ac¢isal momentumun klasik tanimi.

Sekil 2.1 ‘de L ‘nin klasik mekanikteki tanimi gosterilmistir. Dogrusal
momentum x, v, z bilesenleri cinsinden P=Px i + Py j + P, k bigiminde ve par¢acigin

konumu # =x 1+ y j + z k seklinde ifade edilirse L ‘nin bilesenleri,

B I j k
L=7xp=|x y z
Px Py Pz

(2.2)
=(y Pz-zPy) 1 +(zPx-xP;)j+(xPy—-y Py k

=t i+, j+ 0,k

olur. Buradan hareketle hiz ve konum istenilen her degere sahip olabildiginden

Klasik Mekanikte agisal momentum her degeri alabilmektedir.

2.2 Kuantum Mekanigi ve Onermeleri

Klasik Mekanikte etrafimizda gerceklesen olaylar incelenmis ve agiklanmaya
calistlmistir. Bu calismalarda momentum hiz ve konum vektorii ile cisimlerin
durumlart belirlenebilmistir. Kuantum kurami1 Max Planck’in ifade ettigi “Kuantum
Hipotezi” ile baslamaktadir. Max Planck c¢alismalarinin sonucunda 1sitilan
maddelerden yayillan enerjinin stirekli olmadigini, kesikli degerler aldigim
gozlemlemis ve bu enerji degerlerini ifade ederken kendi adi ile adlandirilan planck
sabitini kullanmistir. Buna gore kesikli degerler alan bu kuantum enerjisi E=hv
degerindedir. Burada h degeri planck sabiti olup 6,62 10 js dir. Einstein, Max
Planck’1in bu denklemini Fotoelektrik olayinda, Niels Bohr kendi adi ile anilan atom

modelini agiklamakta ve De Broglie dalga kuramini ifade etmekte kullanmustir.



Heisenberg ‘in belirsizlik ilkesinde de ayni sekilde planck sabiti karsimiza
cikmaktadir. Heisenberg belirsizlik ilkesine gore yer ve momentum ayni anda
Olgiilemez ve klasik mekanikte oldugu gibi belirlenemez (Koksal ve Koseoglu,
2010). Tum bu gelismelerden sonra Einstein, Schrdodinger gibi bilim adamlari
Kuantum Mekanigi teorisini kurmuslardir. Kuantum mekanigi teorisi bes 6nerme ile

ifade edilmektedir.

Onerme 1: Hareketli her sistem icin; konum, momentum, agisal momentum
gibi sistemin degiskenleri ile zamanin fonksiyonu olan ve bu sistemin fiziksel

Ozelliklerinin biitin tahminleri elde edilebilen w (ry,r2,r3,....,t) dalga fonksiyonu

vardir.

Onerme 2: Kuantum Mekaniginde her dinamik degisken hermityen islemci

ile temsil edilir. Bagka bir ifade ile gozlenebilirler islemcilere karsilik gelmektedir.

Islemcilere ornekler ilerleyen béliimlerde verilmistir. Islemciler genellikle sapka
kullanilarak ifade edilmekte olup bu calismada sapka kullanimi ile gosterim

yapilmamustir.

Onerme 3: Kuantum Mekaniginde her fiziksel kavram operator ile
gosterilmekte ve bu operatdrler sistemi ifade eden 6zfonksiyonunlara uygulandiginda

Ay =ay elde edilmektedir. Burada “a” degeri, A operatdriiniin 6zdegeridir. Ornegin

momentumun dl¢lilmesi gbz Oniine alinirsa, momentumun x bilesenine karsilik gelen

. 0 . s .
operator —Iha islemcisidir ve bunun sagladigi 6zdeger denklemi,

L0
_Ihal//n_ PX Vi (23)

seklinde ifade edilir. Burada “Py” momentum x bileseni islemcisinin 6zdegeridir.

Buradan hareketle fiziksel gozlenebilirlere yani konum, momentum, enerji
gibi Olgiilebilen niceliklere islemcilerin 6zdegerleri karsilik gelmekte ve bu degerler
reel olmaktadir. Baska bir ifade ile Kuantum Mekaniksel bu islemcilerimiz
Ozdegerleri reel olan iglemcilerdir. Bu kosuldan hareketle A islemcisinin gbzlenebilir
olmast i¢in hermityen olmasi gerekir. Hermityen olmayan islemciler gozlenebilire
karsilik  gelmezler. Hermityen islemcilerin ise Ozdegerleri gergek iken

Ozfonksiyonlarida diktir. Hermityenlik kosulu ise,



too +00 *  x 400 "
J wm Avndr= [ yq Ay, dr= | (A ymJ v de (2.4)

—00 —00 —00

olarak genel ifade ile gosterilir. Burada wp, ve wp iyi davranigh fonksiyonlardir.

Onerme 4: Hermityen bir islemci ile temsil edilen fiziksel dinamikler, y

dalga foksiyonu ile temsil edilen bir sistem tizerinde 6l¢iildiigiinde elde edilen 6l¢tiim
serisinin ortalamast bu go6zlenebilire karsilik gelen islemcinin beklenen degerine

esittir. Buna gore beklenen deger;

_ IW*AW de
I!//* w dr

(A)

(2.5)

ifadesine esittir. Dalga fonksiyonu y eger normalize edilmis ise paydadaki integral

1’e esit olur. Bu durumda
(M) =[y Ay dr (2.6)

seklinde yazilir.

Onerme 5: Sitemi belirleyen dalga fonksiyonunun zamanla degisimi zamana
bagli Schrodinger denklemi tarafindan kontrol edilir. Bagka bir ifade ile durum

fonksiyonu zamanla, zamana bagli Schrodinger denklemi,
. oy (Xt
# y(xt)=in YD 2.7)
ot
ye gore gelisir. Burada 7 sistemin toplam Hamiltonyen islemcisidir.

2.3 Kuantum Mekaniginde Acisal Momentum
Klasik Mekanikte agisal momentum ifadesi Bolim 2.1 ‘de ifade edildigi gibi;

£,= yP,— 7Py
£y,= ZPx— XP; (2.8)

€, =XPy—yPy
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seklindedir.

Kuantum Mekaniginde agisal momentum bilegenlerinin karsiliklarina bakildiginda;

= —inly 2—z 9
oz oy

. 0 0
ty=—1hl 7 ——X — 2.
Y ( X azj (29)
£,= —1h| X i—yg
oy OX
D ., O ., 0 ., 0 .
bi¢iminde olup, Py =-ii— , Py =—lh—, P; =—Ih— secklinde tammlidir.
OX oy 0z

Gozlenebilirlerin  ayn1 anda Olgiilebilmesinde komutatér kavrami ile
karsilasilir. ki gdzlenebilirin ayni anda &lgiilebilmesi icin birbirlerini komite ediyor

olmalar1 gerekmektedir. Bir X islemcisinin Y iglemcisi ile komutasyon bagintisi,
[X,Y]= XY —¥X (2.10)

seklinde verilir. Bu islemin sonucu sifir ise X ve Y islemcisi birbirini komite

etmektedir. Diger bir ifade ile bu iki gozlenebilir ayn1 anda Olgiilebilmektedir.

Komutatorlerin bazi 6zellikleri Denk. 2.11°de verilmistir.

[X,Y]= XY =YX = —(YX = XY)=-[Y, X]

[cX,Y]=cXY —YeX =c¢(XY =YX )=c[X,Y]
(2.11)
[X,Yz]=[X,Y]z +Y[X,Z]

[X,[Y,z]]= X[Y,z]-|Y,Z]

11



Cizelge 2.1. Kuantum Mekaniginde bazi gézlenebilirlere karsilik gelen.

islemciler
Adi Klasik Gosterimi Kuantum Islemci Karsilig
Mekaniksel
Gosterimi
~ d
Px Py —Iha
~ d
Momentum . 9
PZ PZ _Ih_
0z
P p ih(ie + j— + k2
n? 92 9% 02
o o\ 2 T 2 4.2
Toplam Enerji  E A 2m " ox* 8y* 0z
+ V(X,y,2)
-~ . 0 a
Iy = ZPX - XPZ ~ B a
Agisal Ly —it(z o~ —x—-)
Momentum x d
IZ = XPy_ yPX ~ d b

Acisal momentum islemcilerinin komutasyon bagmtilarindan ¢y, €y nin

komutatora bulunursa,

[fx '{)y] = [(yPZ - PR, )’ (ZPX —xP, )]
:[ P,,zP, ]—[yPZ,xPZ ]—[zPy, ZP, ]+ [zPy,xPZ ]

(2.12)
=y[P;, 2Py —0-0+ X[z, P, JPy

=in(- yPy + xPy )=ih £,

12



elde edilir. Bakildiginda ¢, €y nin komutatorii tigiincii islemci ¢, verdi. Benzer

sekilde ¢y, £, nin komutatorii bulunursa,

[fx ’ ez] = [(sz - ZPy )’ (XPy - ny )]

:[yPZ,xPy ]—[yPZ,yPX ]—[zPy,xPy ]+ [zPy,ny ]
(2.13)

—xy,P,JP, —0-0+7|P,,yJP,
=in(xP, — zP )= —in £y

olur. Burada Denk. 2.11°den [¢,, 2, |=i#/ ¢y ifadeside yazilabilir.

Yy, €7 in komutatorii hesaplanirsa,

[,.2]=[P, —xP, ) (xP, —yP,)]

Z[ZPX,XPV ]—[sz,yPX ]—[XPZ,XPy ]+ [xPz,ny ]
(2.14)

=[P, x]P, —0-0+ y[x, P, JP,

=ih(-zP, + yP, )= ~in £
elde edilir. Bulunan ifadeler toplu halde yazilirsa;

[2..¢,] =in ¢,
[2, . ¢.]=in ¢« (2.15)

['gz ’ -Bx]z Ih {)Y

seklinde olur. Bu ii¢ bagint1 agisal momentum kuraminin temelidir. Komutasyon
bagintilar1 Denk. 2.15’de verildigi gibi olan ¢ islemci agisal momentum
ozelliklerine sahiptir. Bu ¢ islemci birbirini komite etmediginden ayni anda
Olgiilemezler. Komite etme durumuna gore £2 ve ¢y ‘in ayn1 anda oOlgiilebilecegine

bakilirsa,

13



[€2,¢, ] =[€2 + €2 + £2,¢,] =[¢2,¢,|+[ €2, ¢, ] +[ 2, ¢, ]
=0 [0, 0 )+ [0r )0, +0+2, 6, , )+ [, 4, ]2, (2.16)
iAol Re,0-ihe, -1 heL,=0

sonucuna varilir. Benzer sekilde [£2,¢,] =[£?,¢,] =0 oldugundan agisal momentum

bilesenleri agisal momentum biiyiikliigiliniin karesi ile ayn1 anda dlgiilebilirler.

Agisal momentum i¢in tanimlanan diger islemciler ,

£,=0, +it,
(2.17)
_=t, —it,
dir. Bu islemcilere yiikseltme ve algaltma islemcileri denir.Z, ve £, islemcilerini £,
ve ¢_ cinsinden yazildiginda £,=1/2 (£,++¢_) ve £,=1/2i (£,-¢_) olur. Bu

islemcilerin komutasyon bagintilarina 6rnek olarak,

[2,, 2] = [¢, + 8, £,]=[¢,, £,1+i[2,, ¢,]

(2.18)
=0+i (-i he,)=h ¢,
[£_,¢,] = [t,—it,,¢,] = [t ¢,] —i[¢,¢,]
(2.19)
=—iht,— i(iht) =h (€, —it) = he_
[£,,¢_1= £, +it,, ¢, —it,]
=[e,, e ][, ¢ +ie,,¢.] +[¢,. 2] (2.20)

=— i (iht,)+i(—ihe,)=2h¢,

verilebilir. Bunun disinda [£?, ¢, ]=[¢%,¢_]=0’dir. ¢, vef_ islemcileri agcisal
momentum islemlerinde siklikla kullanilarak bir durumdan diger durumu elde etmeyi
saglamaktadir. £, ve ¢_ islemcileri Hermityen olmayip, gozlenebilirlere de karsilik

gelmezler.
2.3.1 Agisal Momentumun Ozdegerleri

Ozdurumu |#,m ) olarak aldigimizda ¢, igin 6zdeger denklemi,
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¢, [, m)y=mh|f, m) (2.21)

bi¢imindedir. Burada m h degeri ¢, islemcisinin 6zdegeridir. Manyetik kuantum

sayis1 olarak adlandirilan m degeri ise +1, +2, 43, ... seklinde degisir.

£, ve £_ iglemcilerinin etkileri ifade edilmeye calisilirsa;

0, [, my=t, ¢, |, m)+¢,£, |[£,m)—L.¢,|f, m)
=44, |€,m)+[6,4, ] |, m)
(2.22)

=, mh|¢,m)+h¢ |f, m)

£, 0, |[£,m) =(m+l) h¢, |€,m)
bulunur. Bu ifade ¢, |¢,m) durumunda ¢, islemcisinin (m+1) A Ozdegerine
karsilik gelen bir 6zdurumudur. Buradan ¢, islemcisinin bir 6zduruma uygulanmasi
¢, in Ozdegerini bir artirmakta olup, 6zdegerdeki bu artis nedeniyle yiikseltme

islemcisi adin1 almaktadir. Ayni sekilde algaltma islemcisi igin,
£,0_ |1, m)y=m-1)hé_ |£,m) (2.23)

oldugu goriiliir.

Benzer sekilde 6zdurumu |£,m ) olarak aldigimizda, #? acisal momentum

biiytikliigiiniin karesinin 6zdeger denklemi;
2210, m)y=¢ (£ +1) A* |, m) (2.24)

seklindedir. Tim bu ifadelerden hareketle m degeri +#¢,¢-1,¢—-2, ... ,—¢

degerlerini alir ve sayisit (2 € + 1) tanedir.

2.3.2 Agisal Momentum Islemcilerinin Matris Degerleri

£, islemcisinin matris temsilini elde etmek i¢in Denk.2.21 ifadesi kullanilir ve;

[£,Imm =(¢, m|, |2, m') =(¢£,m|m’ & |¢,m)=m'hémm (225
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bulunur. £, islemcisinin matris temsili (2€ 4+ 1)(2¢ + 1) boyutlu karesel bir
matristir ve kdsegen elemanlart m A = £k +( £ -1)h, ..., - £h dir. Ornek olarak yine

£ =2 alirsak matris temsili 5x5 boyutundadir.

21 00 0 O
0 #0 0 O

r,=l0 00 0 o0 (2.26)
0 00 -# O
0 00 0 -2

olarak bulunur.

£2  iglemcisinin matris temsilini elde etmek i¢in Denk.(2.24)’de bulunan
22 |#,m) = £ (£ +1) A® |#,m) ifadesinden yaralanilabilir. Buna gére #2 ‘nin
Ozdegerleri m degerinden etkilenmezler. Agisal momentum degeri i¢in m sayisi
(24 + 1) degerini alir ve |[#,m ) bazinda matris temsili (2 € + 1)(2 ¢ + 1) boyutlu

karesel bir matristir. Matris elemanlart;

[2]mm =(¢,m| #*|¢, m'") =(¢, m|¢ (@ + DAK* |¢,m’)
(2.27)
=200 +1)h? bmm

dir. Ornek olarak ¢ =2 alimirsa #2 matrisi 5x5 boyutlu bir matristir ve kdsegen
elemanlar1 £ (£ + 1) h? = 2(2+1) h? =6 h? ‘dir. Matris gosterimi ise;

6n° 0 0 0 0
0 6r* O 0 0
=0 0 6r* 0 O (2.28)
0 0 0 6r° 0
| 0 0 0 0 6n°]
dir. £, islemcisinin matris temsilini bulmak i¢in #_ £, ¢arpimi bulunursa;
- b, =, — im”y)({’x + i{’y)
=240, 0y — 0 O+ O2=024+L2+i[,, 0| =C2+L2+ 0 (iR 8, ) (2.29)

= 2402— h o, = 02 £2- o,
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elde edilir.

(¢, ml|e_¢, |, m)=(£,m|£2 —¢2— ht,|¢,m)

=0 (¢ +1) %= m® h>-mh?

(2.30)
=R (£ +1)—m(m+1)]
yazilabilir. (#_)* = £, oldugundan Denk.(2.30),
(¢, (&,m) |, (&, m))=h’[¢ (£ +1) —m(m + 1)] (2.31)

bicimine doniistiiriilebilir. Esitligin sol tarafi ¢, |[£,m) ‘in karesidir. Sonucta

£, islemcisi durumun m sayisini 1 artirir ve,

2,1, m)=f(f +1D)—mm+1Dh|f,m+1) (2.32)

seklinde yazilabilir. Bu ifade genellenirse,

(¢, m'|e, |£,m) =2 +1) —m(m+ 1) A6 m,m+1 (2.33)

olur. Ornek olarak £ =2 i¢in £, islemcisinin matris temsili,

020 0 0 O
0 0 J6n 0 O

¢,=[0 0 0 +ern 0 (2.34)
00 0 0 2n
00 0 0 0]

olarak bulunur. ¢_ islemcisinin matris temsilini elde etmek i¢in ¢, #_ ¢arpimi

bulunursa;
0, 0=t +it) (£, — i2,)
=020, 8y, + 10, 0, +02=02402i[0,, 0, | =024+42- i (iR ¢,) (2.35)

= O3+l + ht, = 02— 02+h L,
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sonucu elde edilir. Buradan,

(£, ml|e, ¢_ |€,m)=(£, m| €2 —£2+ AL, |¢,m)
=2 (¢ + 1) %~ m? h®+mh? (2.36)

=h (£ +1)—m(m-—1)]
olur. (£, )* = ¢_ oldugundan Denk.(2.36) yeniden yazilirsa,
(¢_(&,m) |#_ (£, m))=h[£ (£ +1) — m(m — 1)] (2.37)

olur. Esitligin sol tarafi #_|#,m) ‘in karesidir. Sonucta ¢_ islemcisi durumun m

sayisii 1 azaltacagindan,

2_|¢t,m)=yJf( +1)—mm-1)A|{,m—1) (2.38)

sonucuna varilir. Daha genel olarak,

(¢,m'|e_|¢,m) =/ +1) —m(m— 1) A 8 m,m-1 (2.39)

ifadesi yazilabilir. Ornek olarak £ =2 icin £_ islemcisinin matris temsili,

0 0 0 0 0]
2» 0 0 0 0
¢(.=|0 Jer 0 0 (2.40)
0 0 +6rn 0
0 0 0 21 0

dir.

£, ve £, nin matris temsilleri £,=1/2(£,+¢_) ve £,=1/2i (£,++¢_)
ifadelerinden yararlanarak Denk.(2.32) ve Denk. (2.38) kullanilip  kolayca

bulunabilir.

2.4 Spin Agisal Momentum

1922 yilinda Stern—Gerlach deneyi sonucunda pargaciklarin bir i¢ yapisi oldugu
ortaya ¢ikti. Daha sonra bu i¢ yapinin bir ¢esit agisal momentum olmasi gerektigi

anlagildi. Bununla ilgili dogru yorum 1925 yilinda Uhlenbeck ve Goudsmit adli
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fizik¢iler tarafindan ortaya atildi. Buna gore her elemanter pargacigin yoriinge
hareketinden bagimsiz olarak bir i¢ agisal momentumu Yyani spini vardir ve bu deger
sabittir (Karaoglu, 1997). Spin, bir par¢acigin kendine 6zgli en 6nemli 6zelligidir. Bu
kavram Kuantum Kuraminin bir sonucu olup, biiyiik 6l¢iide pargacigin diger
parcaciklardan nasil etkilenecegini belirler. Spin degerleri parcaciklar igin 0,1,2, ...
gibi tamsay1 olabilirken, Y5, 3/2, ... gibi kesikli degerlerde alabilir. Ornek olarak
elektron ve proton igin spin degeri 1/2 dir. Spin $ islemcisi ile gosterilir.Genellikle
¢ekirdegin spini ise [ ile gosterilir. Kolaylik olmasi agisindan spin agisal momentum
kavrami spin olarak ifade edilmektedir. Spin a¢isal momentum agisal momentum ile

benzer kavramlar oldugundan;
[L.1]=in1, |1, L] =ik, (1, L]=ih I, (2.41)

yazilabilir. A¢isal momentum i¢in elde edilen bagmntilar,

I\, m;) =mih [s,my) (2.42)

2|1, my)=1(+1)A*|I,m) (2.43)

LL,m)y=/I(I +1)—m(m+ 1) A|l,m+1) (2.44)

I_|l,my)=I( +1)—m(m—1)A|l,m—1) (2.45)
seklinde yazilabilir.

Cekirdegin agisal momentumunun biyikligi +/I1(1+1)#% dir. Burada |

kuantum sayist olup ¢ekirdek spini olarak adlandirilir. | tamsay1 ya da yarim kesirli
say1 olabilirken bir eksen iizerindeki bileseni ise mja ile verilir. Kesikli olan m; ‘nin
alabilecegi degerler —I ile +I arasindaki degerlerdir ve (21+1) tanedir. Ornek olarak
Sekil 2.2 ‘de 1=3/2 olmasi halinde ¢ekirdek spininin olast yonelmeleri ve bunlarin z

ekseni tlizerindeki bilesenleri verilmistir.
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Il = /I + D = /15/4 h

(12)h

1/2)n

12)n [

(=3/2)h

Sekil 2.2. 1=3/2 olmasi halinde ¢ekirdek spininin ve z ekseni lizerindeki
izdiistimlerinin olas1 yonelimleri

Bir elementin NMR ‘da incelenebilmesi i¢in ¢ekirdegin spin kuantum sayisi
(D) sifirdan farkli olmasi gerekir. Cekirdegin spin kuantum sayisi ¢ekirdekte bulunan
proton ve notronlarin sayisina gore degismektedir. Atomun izotoplari bile farkli spin
kuantum sayisina sahiptir. Atom ¢ekirdekleri i¢erdikleri proton ve ndtron sayisina

gore 3 grup altinda toplanirlar.
1. Grup ¢ekirdekler Cift— Cift ¢cekirdeklerdir. Bunlar kiitle ve atom numarasi ¢ift say1
olan elementlerdir. Spin kuantum sayilari 1=0 ‘dir ve NMR’da incelenemezler.

Ornek olarak , '7C, 2O verilebilir.

2. Grup gekirdekler Tek-Tek ve Tek —Cift ¢ekirdeklerdir. Kiitle numarasi1 ve atom
numarasi tek say1 olan ¢ekirdekler ile kiitle numarasi tek atom numarasi ¢ift say1 olan

bu gruptaki ¢ekirdeklerin spin kuantum sayilart  1=1/2,3/2,5/2,... gibi kesirli

sayilardir. JF , VB, 2C,%O elementleri 6rnektir.

3.Grup ¢ekirdekler Cift— Tek cekirdeklerdir. Kiitle numarasi ¢ift ,atom numarasi tek

olan bu ¢ekirdeklerin spin kuantum sayilar1 1=1,2,3,... seklindedir. Bu gruba 6rnek

olarakYN , ?H ‘yi verebiliriz (Balci, 2007).
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3. ACISAL MOMENTUM ISLEMCILERININ ELDE EDILMESI

Spektroskopinin 6zellikle EPR ve NMR’in temeli agisal momentumdur. Atomlarin,
molekiillerin yapis1 ve donme hareketi agisal momentum kavramlari ile agiklanir. Bu
nedenle agisal momentum islemcileri fazlasi ile Onem tasimaktadir. Acisal
momentum iglemcilerinin bulunmasinda kiiresel tensor islemcilerinin bilinmesi

gerekmektedir.

3.1 Kiiresel Tensor islemciler

Spini | olan bir ¢ekirdegin baz islemci sayisi (21+1)? ifadesi ile bulunur. Cekirdek
spininin degerine gore spin % i¢in baz islemci sayisi (21+1)?=4, spin 1 igin (21+1)*=9
ve spin 3/2 icin ise (21+1)?=16 ortogonal baz islemcisi vardir ve bu sekilde devam
etmektedir. Bagimsiz islemciler kiiresel tensor islemcilerin lineer bilesiminden elde
edilmektedir (Bowden ve Hutchison, 1986; Allard and Hérd, 2001; Mehring and
Weberrup, 2001).

Kiiresel tensor islemciler gosterimi Tha simgesi ile olmaktadir. Burada k
tamsay1 olup kiiresel tensor islemcinin mertebesini belirler. q ise k degerine gore

2k+1 tane deger alir. Cekirdek spini | oldugunda k ve q degerleri,
k=0,1,2,...,21  :  g=k —k+l,...k-1k (3.1)

olmaktadir. (21+1) Spin sistemi n seviyeli ise derecesi k=21"ya kadar olan kiiresel
tensorler tarafindan temsil edilebilir. Su halde en yiiksek derecesi k olan bir sistem
icin kiiresel tensor islemcilerin genel bir ifadeyle yazilmasina gereksinim
duyulmaktadir. | spin degerine sahip bir seviyeli ile I’'nin m,; seviyesine esit ya da
farkli olan bir | "niin m; seviyesi arasindaki baglantiy1 kuran |I',m;), (I,m,]
Hilbert uzay: temel islemcisi kullanilarak yiiksek dereceden kiiresel tensorleri iceren
genel ifade (Mehring ve Weberruf3, 2001);
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I I k

’

m,

Tk :m%(_l)"—mi( j<|” T® HI)‘I',m{><I,m,|

- — (l,m.,k,q‘l',m'.j<|"T(k)‘|>‘|',m',><|,m,|

mz,m; 21 +

-m —q

]

seklindedir. ilk esitlikteki 2x3’liik matrise Wigner 3j sembolii matrisi ve ikinci
esitlikteki karsiligina ise Clebsh—Gordon katsayilar: denir. Denk. (3.2) genel bir
matris ifadesidir. Bu matrisin herbir elemani hesaplanirken her iki taraf |I’,m; ),

(I, my] ile ¢arpilirsa;

(rmfresfum)= g e 0 T

mz,m; m| _m| _q
(3.3)

:ﬁ(Lm“k,q‘l',m;XI"T(k)M

ifadesi elde edilir. Denk(3.3)’de (I '| T(k)| I ) terimine kiiresel tensor islemcilerin
indirgenmis matris temsili, Wigner 3j semboliinden Clebsh—-Gordon katsayilarina
gecisede Wigner—Eckart teoremi denir. Bu doniisiimlerden faydalanilarak kiiresel
tensOr islemcilerin matris sekilleri ve katsayr karsiliklar1 hesaplanmaktadir

(http://www-stone.ch.cam.ac.uk/wigner.html).

Tiim bu ifadelerden kiiresel tensor islemcileri 7 ve I’ gibi kuantum sayilarina
bagli bir fonksiyon goriiniimiindedir. Buna gore kiiresel islemcilerin matris formunun
eslenigi;

TR (1,1) = 3 (=2) 7T (1,1)

mz,m;

<I,m,‘T‘k'q)*(l,I')‘I',m,' >:<I',m;‘T(k'q’(l',I)‘I,m,>*
| (3.4)
= (D" (Lmy T2 0)1m, )

(' | k <I"T(k)‘l>
m, -m,

seklindedir. Denk.(3.4) m; —m;=Q olmasi durumunda elde edilir. Kiiresel tensor
islemcilerin hepsi hermityen degildir. Herhangi birinin eslenigiyle digerinin
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carpiminin izi sifir oldugundan bu islemciler ortogonaldir. / # I’ durumunda
indirgenmis matris temsili sifir olacagindan (I | T(k)| I) "It terimlerin bulunmasi

kiiresel tensorlerin matris bigimini hesaplamak icin yeterli olacaktir.
3.1.1 Indirgenmis Matris Elemanlariin Hesab1

(I | T(")| I ) indirgenmis matris elemanin1 M,’dan ayr1 olarak hesaplamak i¢in

KIKI(21 + k+1)!
1| T®|1)=
el \/Zk(Zk)! 21 -k)! (33)

ifadesi kullanilir. Ornegin k=2 ve k=3 i¢in bu degerler yerine yazildiginda,

(I|T®]|1)== \/%(ZI ~D21)(21 +1)(21 +2)(21 +3) (3.6)

(1|T®|1)= \/% (21 =2)(21 =121 +1)(21 +2)(21 +3) (3.7)

seklinde /’ya bagl olarak bulunur. k=2 durumunda I degerlerine gore,

(1| T®]1) =5 (3.8)

3 ‘ 7@
2

indirgenmis matris temsilleri elde edilir.

%) = /30 (3.9)

3.1.2 iki Seviyeli Sistemlerde (1=1/2) Kiiresel Tensor islemcilerin Hesaplanmasi

Iki seviyeli bir sistem (=), 2x2=4 tane bagimsiz islemciyle temsil edilir. Bu
sistemlerde k sifirdan 21’ya kadar degerler aldigindan, 0 ve 1 degerini almaktadir. Bu
sistemleri temsil eden tensor islemcileri k degerinin en yiiksek degeri 1 olana kadar

q degerlerine gore TO? | TAO 71D jslemcilerdir.

Bu tensérlerden ilk olarak T tensor islemcisinin matris temsili elde

edilmeye c¢aligilirsa;
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11yt 1
11 22/ |27 2 310
o _ 32 Ten T .
_<1 1‘T(o,0) T (0.0)
—-—U 21 22
2 2

matrisi elde edilir. Tl(f’o) ifadesine bakildiginda Denk.(3.4)’ten anlasilacag: gibi 1=1

olmast durumunda indirgenmis matris temsilinden sifir gelmez ve Denk.(3.5)

kullanilip matris degerinin ¢oziimii bulunarak;

11
11 +— +— 0
11 11 Pary 1 1
TEO (2 27OO2 2\ qy22| 2 2 ity (O Bl . | 3.11
11 55 55~ D 1o |2 > (3.11)
+ - 0
2 2
sonucuna ulagilir. Diger elemanlar elde edilmeye galisilirsa,
11 i E 0
5 =<1,1T(°*°) 1,_1>=(—1)2+2 2 2 <1T‘°) 1>=o
2'2 2" 2 11 \2 2 (3.12)
2 2
sonucu elde edilir. Benzer sekilde,
TL9 =0 (3.13)
olur.
R
1 1l ol 1 | IR Vo A |
TOO (2 @02 2V _(p2zl 2 2 g O@Z) g 3.14
2 2" 2 2" 2 D 11 \2 2 (3.14)
- + 0
2 2
bulunur. Denk.(3.10) ‘da yerine yazilirsa,
10
T0©O _ -E 3.15
0 1 (3.15)

birim matrisi elde edilir. Benzer sekilde,
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T@O) _ Tl(llYO) T1(21,0) (3.16)
Tao Tao
21 22
matrisi bulunmaya calisilirsa, ilk olarak,
Y
T.00 _ 1 ET(l'O) 11 ( 1)5_5 +2 +2 ET(l) E :1
1 2'2 2'2 JERE\V 2/ 2
5 2 (3.17)
olur. Diger elemanlar bulunursa,
I
11.w0|1 1 ol 1 w|1
-I-(l,O): _’_T S — _12 2 2 2 _T — :O 318
e i ey B A N iU (3.18)
2 2
sonucuna varilir. Benzer sekilde,
TS9 =0 (3.19)
olur.
T
1 1l _q@ol|l 1 e PP T 1
TGO _ (2 @02 2V qy2zl 2 2 il o el e 3.20
2 2" 2 2" 2 D tor 2 2 2 (3.20)
2 2
sonucu son olarak elde edilir ve bu durumda kiiresel tensor islemcimiz,
1(1 O
ol 17 (3.21)
seklinde bulunur. Diger kiiresel tensor islemciler,
qay |0 TS 10 1) 1 (3.22)
Ty T N2l o) Ve
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Te-n Tae-y
12

11
Ten Ta
21 22

T -1 _

=i(° 1]:i. (3.23)
2200 0)7 V2

seklindedir. Burada T 74910 herbiri birer Kartezyen islemciye karsilik
gelmektedir. TV ve T tensorlerinin lineer bilesiminden de diger iki kartezyen

carpim islemci elde edilir.

3.1.3 Yiiksek Mertebeden Kiiresel Tensor Islemciler

Iki seviyeli spin sistemlerinden (I=Y%:) biiyiik olan sistemler igin yiiksek mertebeden
kiiresel tensor islemcilerin hesaplanmasinda tekrarlama bagmtisinin  kullanilir.
Yiiksek mertebeli islemciler hesaplanirken kullanilan tekrarlama bagintis1 daha
diisiik mertebeli islemciler ile ifade edilmektedir. Yiiksek mertebeden kiiresel tensor

islemciler,

T k) Z(kl,ql,kz,q2|k,Q)T(k1’QZ)T(k2’QZ)

01,92
(3.24)

= Z(_l)*kfrkz*q /2k +1( kl k2 k ]T(kp%)'r(kzﬂz)
.02 ql q2 —q

seklinde yazilan genel bir ifade ile hesaplanmaktadir. Burada k ile k; ve k, arasindaki
baginti k = |k; — ko| , k1 — ko| +1, ..., ki + ky ve q ile g; ve qz arasindaki bagint1 ise
g1 + q2=q’dur.

3.1.4 Ug Seviyeli Sistemlerde (1=1) icin Kiiresel Tensor Islemciler

Uc seviveli sistemler (1=1), (21+1)°>=9 adet ortogonal kiiresel tensor islemcilerle
temsil edilmektedir. Bu islemcilerin dort tanesi kuantum sayisinin %2 oldugu durum
i¢in Boliim (3.1.2)’de bulunmustur. Bundan dolay1 k=0, 1 durumu hesaplandigindan
burada hesaplamaya gerek yoktur. Burada sadece k=2 durumuna karsilik gelen bes
tane kiiresel tensor islemcinin bulunmasi yeterli olacaktir. Bu hesaplama
Denk.(3.24)’de verilen kiiresel tensor islemcilerde tekrarlama bagmtist kullanarak
bulunabilir. Bu kiiresel tensér islemciler kullanilarak spin—-1 olan bir sistemin

kartezyen ¢arpim islemcileri elde edilmektedir.
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k=2 durumunda q=0, +1, +2 degerlerini almaktadir. T@O @ 1@ 122

ve T@2 kiiresel tensorlerini hesaplamak yeterlidir. T%? i¢in

k, 2
T (k,q) _ T (2,00 _ Z( 1) —ky+k,—q \/_( q2 OJT (k1vCI1)T (kz,02) (325)
G142 2

ifadesi bulunmalidir. Burada q=0 oldugundan ;+0,=q degeri i¢in ii¢ durum vardir.
Bunlar (q;:=0, 02=0), (q1=+1, q2=1), (q1=—1, qo=+1)’dir. Ayrica k=2 olup kj+k,=k

sart1 ancak ki= K,=1 durumunu saglar. Sonug olarak,

T _ [5 112 w0 , f5 1 +1 2} wyram
0 00 +1 -1 0

.\ \/g[+l +1 Z)T A

(3.26)

-1 41 0

elde edilir. Yukaridaki ifadede Wigner 3j matrisleri hesaplanip tensor islemciler

yerine yazildiginda;

b ] e

=%[2lf—(%l+l } (3.28)

olur. 1.1 _ve I 1, carpimin1 bulunursa;

L=, +il ), —il)=12—il 1, +il I +12
o e s (3.29)
L= (L, =il ) +il) =12+l 0, =il 1, + 12
ifadeleri elde edilir. Denk.(3.28)’de yerine yazilirsa;
245
ey ] ot | e :
T \/5[ 2_(12412)] (3.30)

bulunur. Parantez igine 17 ilave edip ¢ikartirsa esitlik bozulmaz. Bu durumda;
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1
T@O == —RBIZ-(12+12+1? 3.31
b -1 +) (3:31)
I +17+17 ifadesi I(1+1) E olarak alip Denk.(3.31) yeniden diizenlenirse;

T@0 %[mf —1(1 +1)E] (3.32)

elde edilir.

T @D tensor islemcisi i¢in,

T(k,q) :T(Z,l) — Z(_1)7k1+k2*q\/§ kl k2 2 (k1vq1)T (kz.02) (333)
s ¢ G, 1

bagintis1 hesaplanmalidir. Burada k;=k,=1 ve gi+q,=q=1 dir. Burada (q; =1, g>=0),

(91 =0 ,g92=1) durumlar1 s6z konusudur. Bu durumda,

11 2 +1 +1 2
T(Z,l) _ _\/E[ . )T(l,o)-l- (1,+1) _\/g -I-(1,+1)-|- (1,0) (334)
0 - +1 0 -

ifadesi elde edilir. Gerekli hesaplamalar yapilip, kiiresel tensor islemciler yerine

yazildiginda,
o )
T@Y _ Ll ——=1, |+ ——=1, I, |, 3.35
_J25 J2 V2 &%)
Ten _ _%[, Ll (3.36)
bulunur.

T @D tensor islemcisi igin,

Tk _TC@-D _ Z(—l)_k1+k2_q \/E[I;l K, i)T (k) (k2 02) (3.37)
1

G192 q2

bagintis1 hesaplanmalidir. Burada ki=k,=1 ve q1+q,=0=—1 dir. Ayrica (g1 =1 ,q,=0),

(g1 =0 ,g2=—1) durumlar1 s6z konusudur. Bu durumda,
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-1 0 -1

1 +1 2
T<z,—1>:—@( L ijT(l"l)T“m—@{o JT(LO)T@_D (3.38)

olur. Matris degeri ve tensor islemciler yerine yazilirsa;

\5

-1 _

! _\/E\/E[UZHZL]’ (339
T _ ; [| .\ I—]+ (3.40)

sonucunu Verir.

T @2 tensor islemcisi igin,

k, k, 2
Tk —T@2) _ z(_l)—k1+k2—q \/g(ql qz lJT(khql)T(kaQZ) (3.41)
G1,92 1 2

bagintis1 bulunmasi gerekir. Burada k;=k,=1 ve g;+0,=q=2 oldugundan (q; =1 ve
gz2=1) dir.

TG = \/E(l ZJT ATy (3.42)

1 1 -2

olur. Matris degeri ve tensor islemciler yerine yazilirsa;

TCD = %k—u)(—ml (343)
L %(h)z (3.44)

sonucuna varilir. Benzer sekilde son tensor islemcide ayni yoldan bulunursa;

T@D _ % (1) (3.45)

elde edilir.
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3.1.5 Spin-3/2 I¢in Kiiresel Tensor Islemciler

Spini—3/2 olan gekirdekler, (21+1)?=16 adet ortogonal kiiresel tensér islemcilerle
temsil edilmektedir. Bu islemcilerin dokuz tanesi kuantum sayisinin %2 ve 1 oldugu
durumlar i¢in Boliim 3.1.2 ve 3.1.4 ‘te elde edilmistir. Ayn1 yontemle spin—3/2 igin

kiiresel tensor islemciler elde edilmeye ¢alisilirsa Cizelde (3.1)’deki ifadelere ulasilir.

Cizelge 3.1. 1=3/2 igin kiiresel tensor islemciler.

1
TOY =ZE
22

TEO =1

T(l,il) — 1
% 10

1
T(Z'O) - =
% 6

% 2.6 *
1
T(3,i3) :—_|3
% e
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3.2 Kartezyen Acisal Momentum Islemciler

Kartezyen agisal momentum islemcilerin kullanim alanlar1 ¢ok fazladir. Bu
islemcileri bulmak i¢in asagidaki genellestirilmis ifadeler kullanilir(Allard ve Hérd,
2001).

ka,qx) _ N (|\/—%1)/3 (le,fq 4 (_1)quk,+Q) q=0 (3.46)

ka,qy) _ I‘\, | (i/;l)/3 (le,—q . (_l)qTIk,+Q) q 0 (347)

ckd = J1(1 +1)/3 T}° q=0 (3.48)

3.2.1 1ki Seviyeli Sistemlerde (I=1/2) Kartezyen Baz Islemcilerinin

Hesaplanmasi

I=1/2 i¢in kartezyen ag¢isal momentum islemcilerinin elde edilmeye calisildiginda.
Denk.(3.1) ‘e gore k=21 ve g=k , ... , +k ‘dir. I=1/2 igin kartezyen islemcileri
Denk.(3.46-48)’deki ifadeler kullanarak elde edilir. Boliim 3.1.2°de bulunan tensor

islemcileri bu ifadelerde yerine yazilirsa;

(l,x)_i 1,-1 _1\1T11 :i i _(_ 1
C% _\/E{T; +( 1)T;J ﬁ(ﬁl_ (\/_)IJ

(3.49)
S 1URIBET

olur ve diger islemciler,
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i - 1 1
cey = Lt (qyin L(—|+(— )|+j
R AW 2 ) J2\\2 J2
(3.50)
:é(l— - I+) = Iy
ile
C(Jil.,z) =1 T]Z-I.,O — IZ (351)
2 2
ve
COY = T _E (3.52)
2 2

seklinde elde edilerek kartezyen ¢arpim islemcileri bulunmus olur.

3.2.2 Spin-1 (1=1) i¢cin Kartezyen Islemciler

Ug seviyeli sistemler ya da spini 1 olan ¢ekirdekler i¢in (21+1)?=(2.1+1)?=9 tane
kartezyen islemci elde edilir. Denk. (3.1) ‘e gore k ve q degerlerinden, k=0,1, ... ,2I
oldugundan 0,1,2 degerlerini alir. q degeri ise —kK, ... ,tk degerleri arasinda olup
burada k=0 i¢in q=0, k=1 i¢in q=0,%1, k=2 i¢in q=0,%1,42 ‘dir. Simdi sira ile k ve q
degerlerini kullanarak Denk. (3.46-48)’deki ifadelerin bulunmasinda q degerlerinin
sadece + 1saretlisini almak yeterli olacaktir. Ciinkii her iki durumda da ayn1 kartezyen

islemcilere ulagilir.

k=0, q =0 i¢in Denk.(3.48)’li alinirsa,

clkd =cl = j11+1)/3 T*° q

(3.53)
-

elde edilir. k=1 ve q=0 i¢in,

I
o

c? =cit? = J1(1+1)/3 T*°

) \ETL(’: ﬁ' (3.54)
olur. 3! 3’
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k=1 ve g=1 i¢in Denk.(3.46-47) ayr1 ayr1 alinirsa,

VIA+1D)/3 - .
ka,qx) _ Cil'lx) _ (—l-ll, b (LT 1)

#0
5 q
2( 1 1 1 1 2
A e =+ ) =—21 =2 (3.55)
\/;(\/E - \/E +] \/6( - +) \/6 X \/g X
sonucu elde edilir. Diger ifade ise,
ka,qy) — Cil,ly) :|—V1(1+1)/3 (Tll,—l _(_1)1T11,+1) q 20
J2
(21 1 [

olarak bulunur.

k=2 ve q=0 i¢in,

cin = 1(1+1)/ 3 T2

\F S 21 1)E)=%(3If—l(l+1)E) (357
olur. k=2 ve q=1 igin ,
C = %(Tﬁl (DT
i o o adbod

1 . . . .
_ﬁ[[(lx—||y),|z]+[|z,(|x—||y)]+[(|x+||y),|z]+[|z,(|x+||y)]]

1 1
-5 +|Z|X)—ﬁ[lx,|z]+

sonucuna ulasilir. Diger ifade ise,
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iy1(1+1)/3
clem — clew _ (1+1) (T12,—1 —(—1)1T12'*1)

4 LA R B R R

i . . . .
—m[[(lx —it ), 1+ =i )] =[o, + i), DLy i)
12)

i 1
s (|y|2+|2|y)_\/§[|y,|z]+

Ny

(3.59)

seklinde elde edilir. k=2 ve =2 i¢in bulunursa,

J11+1)/3
ce™ - (\-/%) (le,_z +(—1)2T12’+2)

201, 1) 1, 2
:\/%(E(I—) +E(I+) ]_2\/5(0X il)"+ (1, +il,) )

1 . . . .
:m(ux =il —il)+ (1, +i1)(1, +i1,)) (3.60)

1(2. - 2 2. - 2
== (12l =il =12 12 il —12)
X X"y y X y X X"y y X y
243

1 2 2_i e
:m(mx—my)_ﬁ(lx ;)

olur. Diger ifade ise,

C(szy) — I V1(1+1)/3 (T 2,-2 (_1)2-|- 2,+2)
1 \/E 1 1

_EE —2_1 +2:L i 2_ . 2
—\/;I(Z(I -0 )j 2\E((lx ) (|X+ny)j

i . . | |
_m((lx —il)(1, —il,) = (1, +i1)(1, +il)) (3.61)
S (TN T IR Ty L I I B

23
i ) . 1
=LAk ]
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olarak bulunur. Bu sekilde I=1 igin tiim kartezyen islemciler elde edilmis olur.
Bulunan ifadeler Cizelge 3.2’de gosterilmistir.

Cizelge 3.2. 1=1 i¢in kartezyen agisal momentum islemcileri.

C(o 7)) _ \/7 0,0 \/7
2
C(llX) \/71-1 -1 Tl+l :—I
6( 1 ) \/6 X
C(lly) \/E(Tl =) -I-1+1)
C(lz) \/7-'-10 \/7

210 _ 21 T2+l i
e bl
C(2ly) \f(—l-z -1 (- 1)-|-2+1) [y'IZL

CP? = \EvaO - %(BIZZ ~1(1 +1)E)
Cf’zx) _ \/g(-l-lz,—z +T12’+2): —(|f B |5)
Cf’zy) _ i\/g(-rlz,—z B T12,+2):%[|X’ IyL

y

éu\w

&I

35



3.2.3 Spin-3/2 (1=3/2) i¢in Kartezyen islemciler

Spini 3/2 olan cekirdekler i¢in (21+1)°=(2.3/2+1)°=16 tane Kartezyen islemci
bulunmaktadir. Denk. (3.1) ‘e gore k ve q degerleri tekrar ifade edilirse, k=0,1, ... ,2I
oldugundan 0,1,2,3 degerlerini alir. q degeri kK, ... ,+k degerleri arasinda olup burada
k=0 i¢in q=0 , k=1 i¢in g=0,%1, k=2 i¢in q=0,+1,+2 ve k=3 i¢in q=0,+1,+2
+3‘diir. Kartezyen islemcileri k=0, 1, 2 i¢in daha 6nce Bolim 3.2.1 ve Bolim
3.2.2’de elde edildiginden burada k=3 i¢in kartezyen islemcileri bulmak yeterli

olacaktir.

k=3 ve q=0 i¢in Denk.(3.48)’te Cizelge 3.1.’deki tensor ifadeleri kullanilirsa,

ka,z) zc%l) — g(g—}-l)/s T%O

(3.62)
%T%o _ \/5[3\1/_( |3 (3| 2 _1)|Z)}:%(5|23 _(3| 2 _1)|Z)

sonucu elde edilir. Diger agisal momentum islemcileri bulmak i¢inde ayni sekilde

Cizelge 3.1.’deki ifadeler alinip, k=3 ve g=1 i¢in Denk.(3.46-47) ‘de yerine yazilirsa,

/§(§+1)/3
(319) _L( 31

Ci® =cg™ = = Uy +(_1)1T%+1)
Aoy (e

A . A .
:ﬁ(AIX—Ain+IXA—inA+AIX+Ain+IXA+inA) (3.63)
oy
Z%(sh ]+[— |2 J L\/_s[l AL -@rz )
cg/zlx) 2\/_(5[|Z, L] —@2+1,)

sonucuna ulasilir. Diger bilesen elde edilmeye calisilirsa,
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(k,qy. 3ly I 1(1+1)/3 3-1 ¢ 1113+
e oy < (T

A N A

+

(A1, — Al + 1T A=il A=Al = Al —1,A=il A)

4@ (3.64)
:ﬁ(—ZiAly—ZilyA) 2\/_[A,I ] —2\/_{(5#—#—%) |yl
2\/_£5[| y]++{—(|2+%j,|yU=%(5[lf,|y]+-(2|2+1)|y)
Gy _ 1 (2 T
c§ _2\/6(5[|Z,|y]+ (212 +1)1,)
sonucu bulunur. k=3 ve g=2 i¢in Denk.(3.46)’dan,
,/2(2+1)/3
cm =cf = —Ji (T%Z + (—1)2T%*2J
5 2 2 2
f{w_[ 12] + [l ]J \E(||+||+||+||)
\/7 z(x_”yxlx_ ) (Ix il XI ) (365)
8 §(+|Z(|X+i|y)(|x+ny)+(X+|| X, +il J

)

15
=§\g(2|z|3_2|2|§+2|f|2—2I§I \ﬂ' (12~ ~1]
=5l 0

bulunur. k=3 ve q=2 i¢in Denk.(3.48)’den,
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3,3

(k,ay) (3.2y) ! E(§+l)/3 3,-2 213,42
clm =c@2v = (T'——lT*j

:i\/g(%[lz,lz]+ 2\/—[ o Jj

:%\EO 124121, -1,12-121,) (3.66)
i (510 =i, X =it )+ (=i, X, =it ),
:é\fs( 1,1, ln I)(l +il, )- (Xlilyl)(lxlil)i)lzj

ifadesine ulagilir. Siras1 dikkat edilerek ¢arpimlar yapilip sadelestirilirse,

@2y) _ 1[5, _ _ _
i _s\fs( 20l 1 1, —2il 1 1, =20l 11, -2il 11,)
1[5
4\/;(Izlxly+lzlyl L)
—1\/§(I (L, +1,0 )+ (0, +1,00,) (367)

C(3ZY) \/7[|Z’[|X' ,

elde edilir. k=3 ve q=3 i¢in Denk.(3.46) tekrar yazilirsa,

(k,ax) (3,3%) 2(2+1)/3 3-3 31343
Clm _ ™ _ (T* ) T**j
| ¥ N 3 +(-1) y,

:\E(Emlpj (3.68)
8l6 6"
=%\/§[(Ix—ily)(lx—ily)(lx—ily)+(lx+ily)(lx+inXIX+in)]

olur. Burada yiikselten ve azaltan islemcilerinin tiglincii dereceden ¢arpimi bulunup

sadelestirilirse,
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C(3'3X) _1 5 (Ix_“y)(lf_“xly_"ylx_lj)"'(lx+i|y)(|f+ilxly
% 6\8

6V8|+il, I, —12)

1 5 3 2 2
:E\g(mx-2|y|X—2|X|y—2|yIXIy)
1[5

=220, 0-12)-1,0,01,])

C%SX) =% g(lx(lf_lj)_ly[lx’l)’lr)

(3.69)

sonucuna ulasilir. k=3 ve g=3 i¢in aymi sekilde Denk.(3.47) tekrar
yazilirsa,

i 233
cka) _c@m _ V22
! %

RS
NIRRT (3.70)
“ifgls 5"
:ig\/g[(lx_"yxlx_ilyxlx_ily)_(|x+i|yx|x+i|yX|x+i|y)]

bulunur. Burada da tekrar ¢arpim islemleri yapilirsa,

C(S,Sy)_l 5 (Ix_“y)(lxz_”xly—"y'x—|§)—(|X+i|y)(lf+ilxly
2 eV8il 1 -1) (3.71)

olur. Gerekli diizenlemeler yapildiginda,

ceay _ 1

5 .. . . .
% 6\/;(—2||X|ylx—2||y|X|X—2||f|y+2nj)

1 /5
B, ) o
- 5 .

B

olarak bulunur. Bu sekilde onalti adet kartezyen agisal momentum islemcisi

bulunmus olur. Bu islemciler Cizelge 3.3. de gOsterilmistir.
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Cizelge 3.3. 1=3/2 igin kartezyen agisal momentum
(Giin ve dig., 2011 ve Dasgin, 2013)

islemcileri

C(Oz) \/71—(00)_
4
Cix — \/7(1-(1 S 1)j:l|
% g\ % % 2"
5 1
cly — \/7(1-(1 LT 1)):_|
% % % 2
C(lz) \/71—(10)
2 Z
cw :\ﬁ(T;’_l_T;&l):E[I ¥ ]
s\ %2 % P P
cem — 5(-,—(2 0, -|-(2+1)) \/_[| ]
% g\ % % ol

e _ § (2,0)_@ 2
Cer =T =7 (B12-1(1+1)

ci = \E(T%-Z) + T%*Z’) - %(If —12)

e =ifg(rs )= ]
c%“):\/g(sz'l—T%“) 5 (5[| L] -@12+1,)
coM =i \/E(le T3+1) ([l L] -7+,
C“'Z)—\fT”— (B1:-(E12-1)1,)

N R
/f( )=l 1

g %(T%s—@ﬁ)%éﬂx('f—'5>—u[uuL>
cgen =i\/§[T%3+T%+3j=%\/§(|y(lf—If)—lx[lx,lyL)
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3.3 Spin-2 ig:in Acisal Momentum islemcileri Ix, ly, I;’nin Elde edilmesi

Spin—2 igin kartezyen acisal momentum islemcilerinin matris temsilleri

(21+1)(21+1)= 5x5 boyutundadir. Burada 1=2 olup m; =-2,—1,0,+1,+2 degerlerini

I, +1 -
alir. Kolaylik olmasi agisindan A=1 almr. |, =— > -1, = . > . dir.
|

Denk.(2.21), Denk.(2.33) ve Denk.(2.39) bagintilar1 kullanilarak |

X! Iy! IZ

islemcilerinin matris temsilleri elde edilir.

[k olarak I, islemcisinin matris temsili elde edilmeye ¢aligilirsa, bu matris

Denk.(3.73)’de oldugu gibi gosterilebilir.

22) [24) |20) [o) |22

<2, 2‘ &y A Q3 Ay A
<2, 1‘ a21 a22 a23 a24 a‘25 (373)
l, = <2 0‘ d3; @83 833 gy 8y
<2 —1| ay Ay, Q43 9y Qg
<2 _2| _a51 A5, Qgz gy a55_
a,, elemani ;
I +1 1
a, =(2.21,[2.2) = <2,2 > ‘2,2> = §[<2’2|I* 2.2)+ (2,21 \2,2)] (3.74)
isleminden elde edilir. Denk.(2.33) ve Denk.(2.39) ifadeleri kullanildiginda,
(2,2]1,]2,2)=0
(3.75)

(2.21_[2,2) = (2.2[y2(2+1)-2(2-1)[21) =0

olur. Burada bra ve ket ifadelerindeki degerler ayni oldugunda ifadelerin sifirdan

farkl1 olduguna dikkat edilmelidir. Sonugta bra ve ketler farkli oldugundan a,; degeri

sifir olur.

a,, eleman;
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20)+(2,21_|21)]

a, =(2.2]I,

21) = <2,2

I, +1_ 1
. ‘2,1> = 2[(2,2||+

Denk.(2.33) ve Denk.(2.39) ifadeleri tekrar kullanirsa,

(2.21,]21) = (2.2]y2(2+D) -11+1)|2,2) = 2 (2,2[2,2) = 2
(2,21_|21) =(2,2|\/22 +1) -1(1-1)[2,0) = 0

bulunur.Bu ifadeler Denk.(3.76)’da yerine yazildiginda,

a, = (221,

2.1) :% (2,21, |21+ (221 |21)| =1
2 0

elde edilir.

Bu sekilde islemlere devam edilirse |, matrisi asagidaki sekilde bulunur.

O 1 0 0 0
1 0 52 0 0

_ J6 J6
1L =0 4 0 4 0
0 0 @2 0 1
0o o o 1 o

(3.76)

(3.77)

(3.78)

(3.79)

I, islemcisinin matris temsili Denk.(3.80)’de oldugu gibi gosterilebilir.

22) [23) [20) |22) [e-2)

11 13 14 5

)
LN
QD
~
QD
L

N

=

N

[
(DI« I « D 1)

N

N

N

w
QD O O

N

=~

N

(3]

D O QD
o
e

~
g
[
~
D O QD
[
a1

'\)..
s
w
N
O 9
w
w

<
I
T~ T~ T — o —
N
o

N
N
QD
[62]
&
QD
[62]
N
QD
o
w
QD
[62]
D
QD
o
[62]

a,, elemant ;
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2.2)+(2.21_|2.2)]

a, =(22)1,[22)= <2,2

L=\ 1
- ‘2,2>_2i[<2,2||+

Denk.(2.33) ve Denk.(2.39) ifadeleri tekrar kullanilirsa,

(2,21,]2.2)=0
(2,21 ]2,2) = (2,2\22 +1)-2(2-1)[21) =0

olur. Sonugta a;, degeri sifir olur.

a,, elemani ;

22)+(22)1_|21)]

a, = <2,2\|y‘2,1> = <2,2 |

Lo\ 1
. ‘2,1>_2i[<2,2||+

Denk.(2.33) ve Denk.(2.39) ifadeleri tekrar kullanilirsa,

(2,201, 21 = (2,222 +1) -1(1+1)[2,2) = 2 (2,2|2,2) = 2
(2,2)1_|21) = (2.2[y2(2 +1) -1(1-1)|2,0) = 0

sonucu elde edilir. Denk.(3.83)’de yerine yazildiginda,

1

20)+(2,21_|21) |= .

a, = (22]1,[21) = |

<2’2||+
2 0

elde edilir.

Bu sekilde islemlere devam edildginde |, matrisi agagidaki sekilde bulunur.

0 -i 0 0
i o0 Ve o

,=[o Y&/ o e/ g
o o B/ o i
0 o0 0 i 0|
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islemcisinin matris temsili Denk.(3.87)’de oldugu gibi gosterilebilir.

z

22) [23) [20) |22) [e-2)

11 12 13 14 151

25 (3.87)
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a
@
QD
33
~

I, matrisimizi elde ederken Denk.(2.21)’de ifade edilen bagnti kullanilir. Bu

bagintida matrisimizin sadece kosegenlerinde sifirdan farkli degerler gelir.

 =(2.2)1,

2@=2h=2
D=n=1
2,0) =01 =0 (3.88)

>

>:— =2

11

:=(2,
s=(2 o,
=2
5=

2,2

sonuglart bulunur. Bulunan degerler yerine yazilirsa,

200 0 0
010 0 O

,=|/0 00 0 O (3.89)
000 -1 0
000 0 -2

matrisi elde edilir.
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4. BULGULAR

Kartezyen agisal momentum islemcileri ve bunlarin matris temsilleri basta NMR
olmak tizere Kuantum Fizigi ag¢isindan onemlidir. Bu boéliimde kiiresel tensor
islemciler kullanilarak spin—2 i¢in kartezyen agisal momentum islemcileri ilk defa
bulunmustur. Spin-2 i¢in matris temsilleri ayrica elde edilmistir. Elde edilen uzun
ifadeleri sadelestirmek i¢in indirgenme yapilmis, devaminda indirgenmis islemcilerin
matris temsilleri elde edilmistir. Indirgenmis islemciler parcali hale getirilmis ve
yirmibes adet yeni baz seti olusturulmustur. Olusturulan yeni baz seti ilk defa C1,
C2, ..., C25 seklinde gosterilmis ve bu baz setinin birbiri ile komitasyonlari

hesaplanarak cizelge haline getirilmistir.

4.1 Spin-2 I¢in Kiiresel Tensor islemciler

Spini—2 olan sistem ve parcaciklar, (21+1)?=25 adet ortogonal kiiresel tensdr
islemcilerle temsil edilmektedir. Bu islemcilerin bulunmasi1 Boliim 3.1°de anlatilmis
ve spini %2 ; 1 ; 3/2 olan g¢ekirdekler i¢in bulunmustu. Benzer sekilde 1=2 igin kiiresel
tensor islemciler literatiirde mevcuttur (Mehring and Weberrup, 2001). Ancak
katsayilar1 hesaplanarak yeniden elde edilmelidir. Katsayilar Denk. 4.1°de k degerleri

yerine yazilarak elde edilir.

=2 oldugundan k=21=2.2=4 olur ve bu degerler 0, 1, 2, 3, 4 ‘tir.
g=-k,...,0, ... +k ifadesinden q=0,+1,+2, ,4+3, ,+4 degerlerini alir.

T, = %\/zk (2k +1)

@1=KNR)

(21 +k+1) (41)

ifadesinde yerine yazilirsa,

1 [ Q@I—KER! 1 [, 22-0120)!_ 1
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bulunur. k=1 i¢in aym ifadeden k=2 i¢in k=3 i¢in %, k=4 i¢in %

1 1
V10~ J21
bulunur. Bu degerler I=2 igin literatiirde bulunan tensor islemcilerin katsayilar1 ile
carpilip diizenlenirse Cizelge 4.1 ‘deki 1=2 i¢in Kiiresel Tensor Islemciler yeniden

elde elde edilir (Mehring and Weberruf3, 2001).

Cizelge 4.1. 1=2 icin kiiresel tensor islemciler

TZ(O’O):%E
1

T =,
T = ¢% I,
T 3\/1_(3I —|(|+1))_F(3| 17)
T2‘2'+1)=$2\/12_1[IZ,I+]+

o 1
T =
T = o (@11 +) D)) - (612 - 1))
T(&ﬂ)ﬂlﬁ_{(sl ~1+D- %j 12112\\//_31_0{[5|22_|2_%}|il

(3+2 _ I

T2 12\ﬂz’ :

-I-(3+3) _\/:3
12V2 °

T0 = 1 (3514~ (301(1 +1) - 25)I2 +312(1 +1)* —61 (I +1))

12470
(451 _ 3
T T J_[7| @BII+D+1)1,, +]
T 442 = 1 [(7|2—|(|+1) 5)’ +]
T = 12\ﬁ|z’ -

T (4, +4)
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4.2 Spin-2 I¢in Kartezyen Islemcilerin Elde Edilmesi

Boliim 3’de spin—'2 olan ¢ekirdekler i¢in dort, spin—1 olan g¢ekirdekler igin dokuz ve
spin—3/2 olan c¢ekirdekler i¢in on alt1 kartezyen ag¢isal momentum islemcisinin
bulunmasi gosterilmisti. Spin-2 i¢in ise yirmi bes adet kartezyen agisal momentum
islemcisi mevcut olup, bunlardan on altis1 diger spinler i¢in bulunan islemcilerdir.

Kalan dokuz islemci bu boliimde ilk defa bulunmustur.

Spin-2 olan sistem ve parcaciklar i¢in (21+1)°=25 tane Kartezyen islemci
bulunmaktadir. Denk. (3.1) ‘e gore k ve q degerlerine tekrar bakilirsa, k=0, 1, ..., 2I
oldugundan 0, 1, 2, 3, 4 degerlerini alir. q degeri —k, .... ,+k degerleri arasinda olup
burada k=0 i¢in g=0 , k=1 i¢in q¢=0,%1, k=2 i¢in q=0, +1, +2 ve k=3 i¢in q=0, +1,
+2, +3, k=4 i¢in =0, +1, +2, +3, +4 “diir.

k=0 ve q=0 i¢in Denk.(3.48)’de Cizelge 4.1.’deki tensorler kullanilir. Bu

tensorler tiim kartezyen islemciler bulunurken kullanilmaktadir. Buradan,

Ck? =CP = 2(2+1)/3 TP* =21 = \EE (4.3)

sonucu elde edilir.

k=1 ve g=%1 icin Denk.(3.46-47) kullanarak yeni islemciler bulunabilir.

Daha once belirtildigi lizere +q degerinin bulunmasi yeterli olacaktir. Buna gore

Denk.(3.46)’dan,

1.) :\/2(2+1)/3 11, (_q\iT 1l :(i _ _i j
ChY = YEE M ()T = | -

. . (4.4)
=—(1 | ) =—1

> @( +1,) ="

elde edilir. Denk.(3.47) kullanilarak,
A22+1)/3 ., (1 1

@y) _ 11 _ ottt gl ot 1L

Cz | \/E (TZ ( 1) T2 ) I(Z\/gl_'—( 2\/§)|+]
(4.5)

bulunur.
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k=1, q=0 i¢in bulunursa,

cko =c? = [2(2+1)/3 T2 = J_T“’—\fl —%lz (4.6)

10

elde edilir.

k=2 i¢in q=0, +1, +2 degerlerini sira ile bulunmaya ¢alisildiginda, ilk olarak
k=2 ve q=0 i¢in Denk.(3.48) kullanilirsa,

CP? = [22+1)/3 T2°

20 _ i 2 _
=2 T, —\/Esm(i%lz 1(1 +1)E)

1 - 4.7)
ﬁ(mz 1(1 +1)E)

olur. k=2 ve g=1 i¢in Denk.(3.46) ‘dan,

. 22+1)/3(_,_ .
Cem = - (—I-Zz, Ly (-D)'T2 1)

EET T NI
:2%2_1[[|Z,( i)+ [0, =it [, i)+ [a, +in )]

1 1
_2_J2_12(|X|Z+|ZIX)—E[IX,IZL

(4.8)

bulunur. Denk.(3.47) kullanilarak diger ifademiz,

clka) _ c@iy) _ 1y2(2+1)/3 (T 21 _(_)'T z,+1)
| 2 \/E 2 2

'%\/ﬁ[[lz’I—]+[I—‘Iz]_[lz‘|+]_[l+’|z]] (4.9)
ii[[h,(lx —it ), =iy, -0, L i) )=, +in)L

B (2l) _ 1
- 2\/_(|y|z 1,1,) m[uul

olarak elde edilir.
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k=2 ve g=2 i¢in Denk.(3.46) ‘dan,

cla _ V2(2 +1)/3(
@ N7 T

- T2+ (_1)2T22,+2)

= L 2 L = L il 2+I +il 2
‘(zﬂ('—) +2m(l+)j Zm(<x Drea )
2\/_( i), i)+ (1, +i)(1, +il)) (4.10)

1 (2 : 2,12 L : 2
:2J2_1(|X | R T B L L S -

1 2 2
:2J2_1(2|X_2| }2\/—( -17)

olur. Denk.(3.47) ifadesi asagidaki gibi yazilirsa,

(2.2y) _M 2-2 (12T 2+2

C§ —“ﬁ (T2 - (-1)2127)

. l 2 1 2 _ _
:I(Z—\/Z(I—) _—Zm(l-l-) j 2\/_( I || ) (I +|| ) j

1 . . . .
:|2m((|x =il )1, =il,) = (1, +i1)(1, +il)) (4.11)

- 1 2 - - 2 2 - - 2
:'Nﬂ(lx ST ) O Ly e R I )

S L (2, il

Lh 1]
221 221"

sonucu elde edilir.

k=3 ve q=0 degerleri Denk.(3.48)’de yerine yazilirsa;

Cld =CP” = 22+D/3 T,
s0_ 51 (g5 B L s (a2 (4.12)
2120 =\2 GM(SIZ BI(+D-1)1,) _6\/5(55 Br2-1)r,)

olur. k=3 ve q=1 degerleri Denk.(3.46)’da yazilirsa,
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N2(2+1)13 N
Cgk,qx) - C§3’1X) _ (—I-23, NE\L 1)

V2
(L i(5|5—|2—1j,|_ P ) [5|f—|2—3j,|+
12110 2 12 V10 2
_ —_
A . A .
L2 (A1, - AL, + LA A AL+ AL+ 1A% A)
12110 (4.13)
1 3(2| A+2Al,)= 2 3[| A]+=l 3 l,, 5|§—|2—l
~ 12110 12\10 6110 2)|.

sl [ (o)) -t ezl o)

CBM - 6\/7(5[|X,Z]+—(2|2+1)|X)

bulunur. Ayni degerler Denk.(3.47) ‘de yerlerine yazilirsa,

cka — cB _ iy2(2+1)/3 (T 31 (L1)tT 3,+1)
| 2 N 2 2

YPERN A FTEREINES U S DN ) (RN TRE A
1210 2 1210 2
\—ﬁ/_—J \—w_—J

A . A .
1 (3 . . . .
=i E(Alx—Any+|XA—||yA—A|X—A||y—|XA—||yA)

L3 (4.14)
=i—, [—(-2iIAl -2il A)= ‘/ | =2i)[l,,

:% %[ly,(mf—ﬁ—%jl
:%\/%(5[”, 12] { y,(lz ;HJZ%\/%(S[IV’ 12] —@12+91,)
CE = 6\/7(5[ 1,12] -2 +)1,)

sonucuna ulasilir.

k=3 ve g=2 i¢in Denk.(3.46) ayn1 sekilde kullanilir. Buradan,
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C(k X)) _ C(3 2X) _

2(2+1)/3(T + (1) T3+Z)

[lz\ﬁz_+ 12\““] (||+||+||+||)

TR (P (P E (P (R
12 4[+| (1, +it, I, +||y)+(|x+i|y)(|x+i|y)|zJ

112 j(m 12211242171, 2171, )= 122 3 (2=12)+ (2 =120

. SR

bulunur. Denk.(3.47) ifadesinde k=3 ve q=2 yazilirsa,

clkay) — cG2y) _ 1,/2(2+1)/3 (T 32 (_1)2T3,+2)
| 2 \/E 2 2

(1 [3 1 (3
A2l -2 B
S %(|Z|2+|2|Z—|Z|f—|3|z)

12
1 L, =ity X, =ity )+ (=it ), =it ),

=5 ( L, +in, o, +i, )= (1, +i|y)('x+“y)'z} (4.16)

—|—\f 2il, 1,1, —2il 1 1, —2il 1,1, -2il 1,1,)

1«/_(|||+|||+|||+|||)

z'x'y y'x'z

:%\/ﬁ(h(lxly+|ylx)+(lxly+|y|x)'z)
3,2y) _ 1
Cg )—E‘/g[lz’[lx’lyLL

elde edilir.

k=3 ve g=3 degerleri i¢in ayn1 sekilde Cizelge 4.1 ‘deki tensor bagmtilarini
kullanarak kartezyen islemciler bulunabilir. Denk.(3.46) ifadesinde degerleri yerine

yazilirsa,
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V22+1)/3 (. ,
Cgkqu) — Cgssx) — \/E (T23, 3 + (_1)3']-23, 3)

lale &) o

:é\/%[(l STI (IRTI (T P (S (T (T

olur. Burada parantez ¢arpimlarini bulup gerekli sadelestirmeler yapilirsa,

C(33X) 1\/1{0 —il Xlz_ilxly_ilylx_lj)-l-(lx+i|yklf+ilxly
2

’ +il 1 - 17)

3 2
:—\fm 2171, 211221 11 )

BT 5((' 2=l (4.18)

cf"wzé %('x('f-'f)"v['x"v“

kartezyen islemcisi elde edilir. Denk.(3.47)’den,

cka _ ceay _W2(2+D/3 (ro- - (C'12)
| 2 \/E 2 2

(4.19)
_i 1\F|3+ _i\ﬁuﬂ
12 12\V2
=5 [( —it, Nn, =it N =ity )=+, o, +it, X1, +it, )]
bulunur. Ayn sekilde tekrar carpim islemleri yapilip sadelestirilirse,
Cmy)L\ﬁ{(lxily)(ljilxlyilylx|§)(|X+i|y)(|f+ilxly
2 - - 2
12V2| +il 1, -12) .20

olur. Buradan,

52



C§3’3y) :é\/g(_znﬂylx—2i|ylxlx—2ilfly+2ilj)
11

=€\E(|X|y|x+|y|x|x+|3|y—|j)
11

:g E(Iy(lf_lj)_'_IX[lx’IYL)

Cg3,3y) =% %(Iy(lf _Ij)_ Ix[lx’ Iy]+)

(4.21)

bulunur. 12 =I (1+1) esitligi denklemlerimizde bazi durumlarda kullamlmaktadir.
Buraya kadar buldugumuz islemcilerin spin %%, spin 1 ve spin 3/2 igin daha 6nce
Boliim 3’te bulunan islemciler oldugu goriilmektedir. Buradan itibaren daha 6nce
ifade edilmeyen spin-2 igin, k=4 ve q =0, +1, +2, +3, +4 degerlerini kullanilarak

kartezyen agisal momentum islemcileri elde edilmistir.

k=4, g= 0 i¢in Denk.(3.48) bagintis1 kullanilirsa,

Ckd =C¥D = [2(2+1)/3 T} =2 T}°
1 (1
=\/§E\/%[35|;‘—(30|(| +1)—25)12 +312(1 +1)° —61(1 +1)] (4.22)

1 (1. o
:E\/%[SSIZ ~(301(1 +1)~25)I 2 +312(1 +1)* 61 (1 +1))

sonucu elde edilir.

k=4 ve q+#0 igin Denk.(3.46-47) kullanarak diger kartezyen agisal momentum
islemcileri elde edilir. Ik olarak k=4 ve g=1 i¢in Denk.(3.46) bagmntisindan,

ka,qx) _ C(24,1x) _N 2(2\/‘%1)/3 (T24,—1 " (_1)1T24,+1)

1 (1 3
=1 EH?|z(3l(|+1)+1)|z}|}

A

1 [1 3
|5 E[(7|Z(3|(|+1)+1)|2}|+}

A

(4.23)

seklinde kisaltilip ¢arpma islemine gegilirse,
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Ci == \/7([AI] +[A 1], )= \/7(AI +1_A+Al, +1_A)

11 : . : ,
“3 14(AI A|Iy+IXA—|IYA+AIX+A|Iy+IXA+|IyA)

_1 1(2A| +21, A)= \/7[ L. 4

([w BI+D)+)1,1, ],

bulunur. Denk.(3.47)’de k=4 ve =1 yazilirsa ,

clha) _ ) _ i\V2(2+1)/3 (T Sl (LT 4,+1)
| 2 BN 2

1 1 s
> ﬁ[{7|z—(3|(1+1)+1)|2}|}

+(_$\/5H7|3—(3|(L+1)+1)|z}ﬁ }

i |1 i |1 (4.24)
=—_ [—UAI —1A =—_.|—(Al I_A-Al -1 A
LR )= a1

LI (AL, A L AT A AL — AL~ 1 A=l A)

12 14

1 1(2|A| —2il A)= \/7[
\/7[7|3 @I+ +D)1,,1,]

elde edilir.

k=4 ve g=2 i¢in, Denk.(3.46) bagintisindan hareketle,
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Csk,qx) — C(24,2x) — VZ(Z\/'%]-)/B (-I-24,_2 +(—1)2T24’+2)

1 1
~2a\7

\/7([AI] [A 2] )= \f( 2 L 12A+ A2 +12A)

seklinde yazilir. Burada 12 ve 1?2 ifadelerinin ayr1 ayri agilimi elde edilirse,

2 2 1 1 2 2
71 —|(|+1) 5,1 +§\g 712 -1(1 +1)=5,1 (4.25)

+

2 - - 2 - - 2
12 = (1, —il)(1, —il,) =12 =il 1, =il 1, —12

4.26
12 = (1, i), +il,) = 12+l 0, +il 1, —12 (4.20)
bulunur. Bu ifadeler Denk.(4.25)’de yerine yazilirsa,
2 - - 2 2 - - 2
(4,2x)=i\/1 ALC—IAL L —TAL T, = AL+ 1A=L T A=l TLA-T/A
© 2aNT A AL AL - AL 1AL AL TLA-12A
=—\[2Al ~2AIZ +212A-217A)= 1\F(A(|f—|j)+(|f—|j)A)
12¥7 (4.27)

L] -2 v en-s (e
Ci0 zﬁﬁ[ﬂf -10+9-5,017-17)]

elde edilir.

Denk.(3.47) bagmtisinda k=4 ve q=2 ifadeleri kullanilip yeni kartezyen islemci

bulunur. Buna gore baginti,
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ka,qy) _ C(24,2y) _ i\/ 2(2+1)/3 (-I-24,72 _ (_ 1)2T24,+2)

V2
L e 14 -502
24\7
_ A . (4.28)
L e i+ s
" 24\7

+

= ([AI ] -[A Dzi\g(AIfoA—Alf—lfA)

seklinde olur. Denk.(4.26)’daki agilimlar yerine yazilirsa,
. 2 H H 2 2 H H 2
C(4,2x)=L\/i AL —iALL, —iAL T = ALD + 1A=L L A=il L A-T/A
’ 24\ 7 —Alf—iAIXIy—iAIyIX+AI§—IXZA—iIXIyA—inIXA+Iy2A

_ b
24

: 1(A|| LI A+ALL +11.A)
“12\7 (4.29)

AR R R RSN R |

:E\/;[ﬂzz —I(l +1)_5*[|x’|y]+]+

cerr =L a5l

sonucu elde edilir.

%(—ZiAIXIy ~20A1 1, -2l 1 A=2il 1 A)

k=4 ve q=3 i¢in Denk(3.46),

clm) _ o430 _ V2(2+1)/3 ( +(-1) T‘”Z)
| 2 \/5

[12\[[” +-[——\/gj[h,lfw:%\/gﬂgh|3|Z+|Z|f+|f|2) 30

1 (=it o, =it X, =it )+ (=i, o, =in, X, =it ),
[ Z(X+|| Ji, +it, Y1, +il )+(|X+i|y)(|x+i|y)(|x+i|y)|j
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seklindedir. Parantez i¢indeki ¢arpimlar hesaplanirsa,

13 = (1, -il,) (1 -il,)(, -il) = (1, -l )(12 -0 =it 1 -12) (4.31)
(TS W 1 O O e T IO Y O T Y R )

ve

13 = (1, +i1,) (0, +il)(0, i) = (1, +il )12+ 1+l 1, -12)

(T TR (0 O Y S T Kt 1 O I I T 1) (4.32)

seklinde bulunur. Bu ifadeler Denk.(4.30)’da yerine yazilip sadelestirme yapilirsa,

C{*%) islemcisi,

(T 0 T O [y | B IO By | )

S (1 0 T I ey | ) I (O 0 e 1 ) T

12V 1 (134000 0 il 1 =1 12 =il 12— 1 1 =11 —il3)
S (TS O TS 0 IO | e ) ey O (R e 1)1

3 3 2
20,13+ 2131, =21, 1 12 =21, 121, = 21,1 1,1, =21, 1,11,
| —

z'x'y

%r—‘ | — %,_/ | —
_1 1 A B A C D c
1202 =21, 11,1, =2121,1, (4.33)
D B

I | I U 1 I | O T - T N |y2))

2
2[|,y 1,

MM“E(IBX } —1L1 [0 y]+|Z|X(|f—|§)}

_1 1{2(

seklinde bulunur. k=4 ve g=3 i¢in Denk(3.47),

clkay) _ @3y _ iy2(2+1)/3 (T 42 (L1)°T 4,+2)
| 2 \/E 2 2

=i[$£[h"3l+(—é %J[ug]} 1i2\E(| 12181, -1, 10 434)

IR (P9 (PR RN (PR ) (PRI (PR M
:EZ[II X =it o =ity )+ (1, =i, N, =i, i ||J

20 =1, (i, o i oy it )= (1, + it o+, )0, +it),
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olur. Denk.(4.31-32)’de buldugumuz ifadeleri burada yerine yazip gerekli

diizenlemeler yapilirsa C§4’3y) islemcisi,

3 H H 2 H 2 13
O (IS 0 T U (I () O I I ey 1 )
3 H H 2 H 2 13
(IS IO W I (O (R ey 1) |
3 H H 2 H 2 3
(P Y (S (1 S (N Ry .y O ey ) ey I (O o [ )
(3
X

; ; 2 o2 a3
T T T O oy | 1 I Ry I IO o (3

=202, =20 20 0, =2i, 0 0 =20l 1 11, =2il 1 12 (4.35)
12V2=2il 121, +2il 1] +2il 1,

o £ - e Lo ()
2 6\V2 +[

Loty ] 1,

olur.

Son olarak k=4 ve g=4 igin Kkartezyen ac¢isal momentum islemcileri igin

Denk(3.46)’dan,
V2(2+1) /3
ka,qx) — Cg4,4X) — ( + ) (T24,4 + (_1)4T24,+4)

2
. 1 V2 (4.36)
= =1+ =1
24 24
elde edilir. Yiikselten ve azaltan islemcilerinin dordiincii kuvveti bulunursa,

1= (1, =il )1, =il,)(1, =il,)(1, ~il )
(1, =il )1, =il )12 =it 1, =il 1, -1?)

_ - 3 - - 2 - 2 - 3
S (I 1 O I R Y e
SR, i i i 85
— Ix Xy X ylx X'y x'y'x x'y'x'y x'yly x Ty y

: 3 : 2 212 , 52 3 4

ST N N R Y T O Y L T L Y e R

seklinde ve diger ifade,
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4 - - - -
= (1 10+ )+ )(1 +il)

- 3 - - 2 - 2 - 3
(1 i)+ 0+l =2 =il 12— L1 =11 —il)

TR a2 212, 2 L
S L M P W L R W W W W W W

(4.38)

H 3 H 2 212 HRA 3 4
T T R T 1 et 1 1 T [ IR

olarak elde edilir. Bulunan bu yiikselten ve algaltan islemciler Denk.(4.36)’da yerine

yazilirsa,

4,4
ci4) =

4 13 HR4 212 H 2 H 3
1(lx—||X|y—||xlylx—|xly—||X|y|x—|X|y|X|y—|X|y|y|X+nX|y }
(4.39)

D T . 2 212, iy 2 .3 4
Y T T T I S B I B I B O 1 L L R B,

y x'x'y y XxX'y'x y x'y

4 3 12 212 H 2 H 3
1£|X+||X|y+nxlylx|X|y+||X|y|X|X|y|X|y|X|y|y|XnX|y
NS
24 : 3 _ s 2 1212 2 3 4
TS0 T T I I R | T e | e O 1 I I

olur. Buradan sadelestirme islemi yapildiginda,

4 22 2
C(4,4X)_i(ZIX—2IXIy—IXIyIX—2IXIyIXIy—2|X|y|y|X J (4.40)
2 B : 2 212 4
24 =21 111, =21 L1 L +il 112 =21212 421

olur. Ortak paranteze alma islemi yapildiginda,

cua _ 1 'f(lf—Ij)—lj(lf—lj)—(lxly)(|x|y+|y|x) (4.41)
ST S (W (N

bulunur. Ayni sekilde paranteze alma devam ederse,

o L[ =1200z=12)=(n o]
C _12(—(|y|x)[|x,|y]+ (442
e =L (1z-zf [, F) (4.43)

12

sonucuna ulasilir.

Denk(3.47)’te k=4 ve q=4 degerleri yazilirsa,
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iv2(2+1)/3 ) .
ka,qy) _ Cg4’4y) _ (—I-24, 4 (_1)4-]-24, 4)

2
V2 (4.44)
i Lge Ly
24 24"
olur. Denk.(4.37-38) burada yerine konuldugunda,
4,4
Cg y) _
i{If—ilfly—ilflylx—lflj—ilxlylf—leylxly—lxlylylx+iIXI3 J
T : 2 y292 2 3 4
24 =il 13 =1 L0 =1 L 4T L2 = 1212400200 +il 2+ 1)
4 13 i 2 212 H 2 H 3 (445)
i(IX+|IXIy+IInyIX—IXIy+|IXIyIX—leylxly—lxlylylx—llxly J
H 3 H 2 22 2 3 4
24+l 13 =1 L0 =1 L =il L2 = 1212 =002 0, =il + 1
bulunur. Gerekli sadelestirmeler yapilirsa,
. (9131 _ 912 9 2 113 4.46
C(MW_L[ 2i31, - 201211, 2||x|y|X+2||X|yJ (4.46)
2 N N 2 i 2 i 3
24 21 17+ 20l 115 +2il 11 +2il 71,

elde edilir. Ortak sayisal ifadeler parantez digina alinirsa,

3 2 2 3
1[|X|y+|xlylx+|xlylx—|xly J (4.47)

19 3 2 2 3
+1 0 =11 L1, =1

4,4
CiY =
12 -
y x'y y Xy

olur. Ifadeler ortak paranteze alindiginda,

Cg‘MY) :é(lf[lx’Iy]++[|x’|y]+|f_[Ix’lyLI;_lj[lx’lyL) (1.49)

bulunur. Yeniden diizenlenirse,

ot = 2l L0 =102 - 0,1 (4.49

@ay) _ 1 2 2
Clady _12[[|X,|y]+,(|x 12)| (4.50)

sonucu elde edilir.
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Sonug olarak =2 i¢in yirmibes adet kartezyen agisal momentum islemcisi

bulunmus olur. Bu islemciler tensor ifadeleri ile birlikte Cizelge 4.2°de gosterilmistir.

Cizelge 4.2. 1=2 icin kartezyen agisal momentum islemcileri

Z 2

@x) _ (+1-1 11 _i
Co0 = (T2 -TH) =
CeY =i}t +TH) = isly

10 J5

C(le) (Tz a1 -|-2+1)
C(21y) (—I-z 1+-|-2+1>

e =2 T2 =L (312~ 101 +DE)

37
X - + 1
C(zz) (Tzz Tz 2) 2\/_( Iy)
@2y) _ifr2-2 T2+
e it 1) L)

e < -1)= 2 [3 6l 12] - o)
COM (T +72)= 6\/%(5[|y,|5]+—(2|2+1)|y)
CED =2 T2 =%(5lf ~(@17-1),)

cf29 —(rae 1) = = V31, (17 - 12)]

CEM =i(Tp? —Tp%)= \/_ o0, 1

Ce — s 73)- 112ﬁ(u(us—m-uy[nx,uyL)

C§3’3y):i(T23"3+T23'+3):%\/§(|y(|f—| )-1.0.0,])
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Cizelge 4.2 Devamu. 1=2 i¢in kartezyen agisal momentum islemcileri

C(24,1x) _ (T24,71 _T24,+1):l\/1[7|23_(3|(| +1)+:|.)|Z,|X]+
6\14
C(24.1y) =i (T24"1+T24'+1) g\/7[7| 3|(| +1)+1) - y]
CEn — 7 T4 =%\/%[35|; (301 (1 +1)~25)1 2 +312(1 +1)* ~61 (1 +1)]
Cy2 _ (142 T“'*Z)—i\/I[?IZ—I(I+1)—5(|2—|2)]
ST L R

CY2 Zi(Tp? —T/2)= \/7[7I 10+ -5[1,,1,] ]

ek bk )

ce it T24+2)_%\E((|3|§)|y|2+|zlx[|x, L]+, (12 |§)J

],
N 1 L (0
CE4 (T —Tz‘“*“):éﬂlx, L] (2 -12)]

4.3 Spin-2 i¢in Indirgenmis Kartezyen Islemciler

Spin—2 igin elde edilen kartezyen islemciler Cizelge 4.2°de gosterilmisti. Bu
islemcilere bakildiginda ayni agisal momentum islemcisinin birden fazla ifadede yer
aldigt  goriiliir. Bu islemcinin  bizim islemlerimize etkisi sadece bir

ifadede gosterildiginde yeterli olacaktir. Ornek olarak

Cg“x) 6\/7 (S[IX, Z] — (217 +D)1, ) ifadesine baktigimizda sag taraftaki |

X
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islemcisi C{ ifadesinde de yer aldigindan burada tekrar yazilmayabilir. Bu nedenle

sadece diger islemci ile C§3*1X)(i) = ([Ix, IZZL) ile ifade ederek indirgemis oluruz.

Islemcinin 6niindeki katsayilar islemlerde kolaylik olmasi ve fiziksel anlami
olmadigindan ihmal edilmistir. Benzer sekilde yirmibes kartezyen islemci Cizelge
4.3’te gosterildigi bigimde indirgenmis olur. Bu yeni islemcilerin indirgenmis

oldugunu belirtmek igin yazimlari (i)-indirgenmis seklinde gosterilmistir.
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Cizelge 4.3. 1=2 i¢in indirgenmis kartezyen acisal momentum islemcileri

COM(i)=E c@y=[i,.1,].1,]
cI(i) =1, c®G)=(1,02-12)-1,[1,.1,] )
cen =1, e Gy =(1,02-12)-1,[1,.1,])
cia(i)=1, cé )= [1,,17],
cem ) =[1,.1,], c¢m(iy=[r,.17]
cemiy=[1,,1,] ciI(@)=1;
CED (i) = 12 e @ = [ -1p)z]
CeM (i) =(12-12) ceiy= [i,.1,] 2]

IR (e R N (W S NN (K
ng,zy)(i): [IX’IyL Cg‘l’g)(l)_[_['xa'yL'y'z

(R I NN (P RN ()

ey =[1,.17], U _[+[| NN j
CE (i) = [|y,|z2]+ Cg4'4x)(i)=((|f—Ij)z—[lx,ly]i)
cto -1 ey, 17)

CB29 (i) = [('f - '5) 'z]+
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Cizelge 4.3°deki indirgenmis kartezyen acisal momentum islemcilerinin matris
temsilleri maple programi kullanilarak elde edilmis ve Cizelge (4.4) ‘de

gosterilmistir.

Cizelge 4.4. 1=2 i¢in indirgenmis kartezyen agisal momentum islemcileri ve
matris temsilleri

10 0 0 0
0100 0
CO2GW)=E=1{0 0 1 0 0
000 1 0
000 0 1]
01 0 0 0
o 00
cei)=1,= o 16 /6
2 0 -0 0
4|“."‘I‘6
0 0 7 0 1
0 0 1 0
0 -1 0 0 0
Lo - 0 0
C(zl,y) (l): Iy — 0 ”".l‘fg 0 B A‘I‘F‘ﬁ'_ 0 ]
2 2
0 0 B 0 -1
0 0 ]
20 0 0 0]
010 0 0
cI@=1,=lo0 0 0 0 o0
000 -1 0
000 0 -2
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Cizelge 4.4.Devamu. |=2 icin indirgenmis kartezyen acisal momentum
islemcileri ve matris temsilleri

0 3 0 0 0
4‘,"‘;6
30 5 0 0
C(2,1x)(i): IX’Iz — _g 7_€
; 1] =10 5 0 5 0
/6
0 0 -5 0 3
o 0 0 3 0
0 310 0 0]
N -
37 0 ?] 6 0 0
ct@= [l =10 Jre o J16 o
-1 /
0 0 2 ] A 6 0 3 ]
i 0 0 0 317 0 |
4 0 0 0 0]
01 0 0 0
CZP(@)=12_10 0 0 0 0
00 0 10
00 0 0 4]
0 O 0 "-“.";g 0 0 i
0O 0 0 3 0
C@29(j) = (|f _ |§)_ ,,‘\J;"E 0 0 0 E
0 3 0 0 O
L 0 O “-‘_.‘"I‘IE 0 0 -
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Cizelge 4.4.Devami. |1=2 i¢in indirgenmis kartezyen acisal momentum
islemcileri ve matris temsilleri

L+

0
0
ceM(iy= [I,1,] =] /61
0
0

05 0 0
/6
"\.
s 0 0 0
ceM@py=[i,.12] =| , 6 /6
) [z =] o >0
/6
0o 0 2 0 s
0 0 0 5 0
0 570 0
-1 —
—[./
s;0 0 16 0
B iy _ 2] _ f a0
C; y(')—['MZL =lo '1/6 o Ly /6
2! 2 '
|
0 0 16 0
0 0 0 51
80 0 0 0
010 0 0
CeI)=12=10 0 0 0 0
000 -1 0
000 0 -8
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Cizelge 4.4.Devam. |1=2 i¢in indirgenmis kartezyen acisal momentum

islemcileri ve matris temsilleri

ce@=[1z-1:01.] =12 /6

0
0
0
0

et =[]0l =21 /6

o o © o O

c® @)= (1,02 -12)-1,[1,,1,] )=

et @) =(1,0z-17)-vl.1,1)=] o

9

0
cemim= [l =0 & o

2

0

0

0o 0 2

o o © O

N OO OO

o oo oo e ee <=

o O O O O

S O O O D
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Cizelge 4.4.Devami. |1=2 i¢in indirgenmis kartezyen acisal momentum
islemcileri ve matris temsilleri

[0 97 0 0 0
1
97 0 ?]«v‘-ﬁ 0 0
cemiy=[,03 = o Lrisse o Lrjs o
2 2
1,
0 0 2]«;6 0 97
0 0 0 97 0

16 00 0 0
01 00 0
CH[)=1i=0 0 0 0 0
0001 0
0 0 0 0 16]
0 0 4.6 0 0 ]
0 0 0 6 0
ce» = [12-12)12] =l4a/6 0 0o 0 4/6
0 6 0 0 0
0 0 4/6 0 0
C 0 0 -47./6 0 0
0 0 0 -6 0
@2y) iy _ 21 _|47/6 0 0 0 -41,
cen(@y=[1,] 12] = e
0 0 41./6
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Cizelge 4.4.Devam. |1=2 i¢in indirgenmis kartezyen acisal momentum
islemcileri ve matris temsilleri

(121

+ 1,1

Z°X

)

2
X

2
VAR

CE (i) = [
(12 -

(zZ=12)0, w000, ]

e (i) = [+|zly(l 1)+ 1,0, ] 00

CL49 iy = ((Ixz

2 2
x’ y Ix_ly

C(4 4y) (i) = [[|

i

]
y)—[lx, Ay

;F-hk)-

)

)

o o o© O

12

O N O O O

o © © O O

o O © O O

o © © o© O

No o o o

o o O O

o o o o O

o O O O O

o O © o O
o O o © &

o o o o O

127

o O O O

=127

o o o

70




4.4 indirgenmis Islemcilerin Par¢alanmasi

Indirgenmis matrislerimiz komitasyon hesaplamalari i¢in daha da basit hale
getirilebilir. Bu durumda kartezyen islemcilerimizin kullanildig: islemler kolay hale
gelmis olur. Indirgenmis matrisleri basit hale getirmek igin parcali olarak yazmak
yeterli olacaktir (Vega, 1992; Gengten, 2001). Ornegin;

CO?(i)=E =

o O O O =
o © O = O
o O = O O
o = O O O
— o O O <O

indirgenmis kartezyen agisal momentum islemcisi;

0 0 0 0 0] [O O O O O] [T O O O O]
00 0 0 O 01 0 0 O 00 0 0 0
CPP@=E={0 0 1 0 0/,{0 0 0 0 0[,]/0 0 0 0 O
00 0 0 O 0 0 01 0 00 0 0 0
00 0 0 0] [OO0O0O0OO] [0O0O0O0 1
seklinde parcali olarak yazilabilir. Benzer sekilde;
4 0 0 0 O]
01 0 0 0
C&?@=12_l0 0 0 0 0
00 010
00 0 0 4]
indirgenmis kartezyen agisal momentum islemcisi ise;
1 0 0 0 0] [O O O 0 0]
00 0 00 01 0 0 0
CZ9(@{)=12=4/0 0 0 0 0[,|0 0 0 0 0
00 0 0 0 0 0 01 0
00 0 0 1] [0 0 0 0 0]

olarak pargali halde yazilabilir. Bu ifadelerde ortak terimler oldugu goriillmektedir.

Bagka bir 6rnek verilirse,
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C(Zz,ly) (I) — [|y’ |Z:|+ —

islemcisi agsagidaki gibi pargalanabilir.

|
~

CE (i) = 3

O O O~ O
o o O O
o O O O O

Benzer sekilde,

CH (i) = [| v |§L -

islemcisi,

o O o O

37 0 0 0]
-1
0 L1/6 0 0
1, — 1, —
516 0 516 0
) -
0 SI/6 0 3
0 0 37 0
07 0 0 0 0 0
of . |00 100
0|+ 5{6 0 7 0 I 0
I 00 -1 0 0
0] 00 0 0 0
91 0 0 07
-1
0 S1/6 0 0
1. 1
5116 0 5I/6 0
-1
0 JIj6 0 91
0 0 97 0
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0 =1 0 0 0 00 0 0 0
71 00 0 0 00 -7 00
C&M@)=9l0 0 0 0 0 +%€ 07 0 I 0
00 0 0 1 00 -7 00
0 0 0 - 0 00 0 00

seklinde pargalanabilir. Burada da ifadelerin ortak matris degerlerini icerdigi
goriilmektedir. Indirgenmis kartezyen agisal momentum islemcilerinin matris
temsilleri parcali hale getirilmesi sonucu ortak ifadeler bir defa kullanilarak

isimlendirme yapilmistir. Buna gore bulunan bu indirgenmis parcali matris

temsilleri;

0 0 0 0 07 0 0 0 0 0]
000 0 0 0 1.0 0 0

Cl=lo 01 0 0 C2=10 0 0 0 0
00 0 0 0 0 001 0
00 0 0 0 00 0 0 0
(1 0 0 0 0] [0 -7 0 0 07
000 00 I 0 0 0 0

C3={0 0 0 0 0 C6={o0 0 0 0 0
0O 00 0 0 0O 0 0 0 -1
00 0 0 1 0 0 0 7 0]
0 0 0 0 0]
00 -7 0 0

Cl3=j0 7 0 I 0
00 -7 0 0
00 0 0 0]
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seklinde isimlendirilip baz setinde gosterilmistir. Matris katsayilar1 kolaylik olmasi

ve etkisinden dolay1 dikkate alinmamuistir.

Bu sekilde indirgenmis tiim kartezyen agisal momentum islemcilerinin matris
temsilleri pargali hale getirildiginde bulunan parg¢ali matrislerin ortak olan
ifadelerinin bir kez yazilmasi yeterli olacaktir. Yapilan parcalama islemleri
neticesinde yirmibes adet indirgenmis islemcilerin pargali matris temsilleri elde
edilmis ve yeni bir baz seti olusturulmustur. Bu pargali indirgenmis matrisler ilk defa
C1, C2, ..., C25 seklinde ifade edilmis ve Cizelge 4.5’de gosterilmistir.
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Cizelge 4.5. 1=2 i¢in indirgenmis kartezyen agisal momentum islemcilerinin

parcalanmis matris temsilleri

00 0 0 0]

0

1

0 00 0 0

C5=|0

00 0 0 0]

000 00

0

1

00 0 0 0
00 0 0 0

Cl={0 o

- 0 0 0]

0

I 0 0 0 0
0 0 0 0 O

-1

0 0 0 0
0 0 0 7 0

Co=

0 0 0 0 0]

1 0 0 0

0

10
00 0 0 0

0 0 0

C2=10 0 0 0 0

0

0

-/ 0 0

0 0

0

-1

0 7 0

Cr=

0 0 0 0]
00 0 0 0
00 0 0 0
00 0 0 0
00 0 0

1

1

C3=

07
0
0
0

0 0 0
-1

1

00 0 0

00 0 0
00 0 0
00 0 0

C8=

1 0 0 0]
0 0 0 0

0

1

0 0 0 00

1

0

00 0 0
0 0 0

1

C4=
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.dslemcilerinin parcalanmis matris temsilleri

Cizelge 4.5 Devamu. |=2 icin indirgenmis kartezyen acisal momentum

0 0 1 0 0]
00 0 00

1

00 00O
00100

0 0 0 0 0]

0

1

0 0 0

1 0 0 0

0 00 0 0

0

cu4=(1 0 0 O

0

0

0

0
0

0
-1

0 0 0
0 0 0

0

0

0

Co9=

Ci5=10 0 0 0 0

0

0

0 0 O

0

-1

0 0 0

Cl10=

-/ 0 0

0 0

00 0 0 O

—1

00 0 0 O

00 7 0 0

Cl6={7 0 0 0

[0 0 0 0 0]

-1 0
00 0 0 O

0 0 0

070 0 0

00 0 0 0

Clr=

-1

0

01 0
0 0 -1

0

-I 0 0 0]
I 0 0 0 0
0 0 0 0 O

0

/
0

0 0 0 0
0 0 0

—1

Cl1=

Cl2=

0

0
0
0

0 0

-1

0 0
0

-1

0

Cl18=|1

[0 0 0 0 0]

- 0 0
0O 7 0 I 0

0 0

- 0 0
00 0 00

0 0

C13=

76



Cizelge 4.5 Devamu. |=2 icin indirgenmis kartezyen acisal momentum
islemcilerinin pargalanmis matris temsilleri

0 0 =1 0 0] 0 0 0 —I 0]
00 0 00 0 0 0 0 1
C19={7 0 0 0 I C23={0 0 0 0 O
00 0 0 0 I 00 0 0
0 0 -1 0 0] 0 -1 0 0 0
(00 0 1 0] 0 0 0 0 1T
000 01 00000
C20=(0 0 0 0 0 C24={0 0 0 0 0
10000 00000
01 0 0 0] 1 00 0 0
0 0 0 -1 0] 0 0 0 0 -1
00 0 0 -J 0000 0
C21={0 0 0 0 © C25=(0 0 0 0 O
I 00 0 0 0000 0
07 0 0 0] 700 0 0
0 0 0 1 0]
0 0 0 0 -l
C22=l0 0 0 0 0
1 00 0 0
0 -1 0 0 O]

Burada katsayilar kolaylik agisindan dikkate alinmaz ve tiim islemlerde
katsayisiz olarak kullanilir.

4.5 indirgenmis Parcal Islemcilerin Komutasyonlar

Olusturulacak yeni baz seti hermityen olmali ve birbiri ile komite edildiginde sonug
ayni set igindeki elemanlarin lineer bilesimi ile ifade edilebilmelidir. Ayrica kuantum
mekaniksel bir niceligin gozlenip goézlenemeyecegini belirlemek igin birbirlerini

komite edip etmedigine bakilir. Indirgenmis pargali acisal momentum islemcilerinin
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komutasyonlart maple programi kullanilarak elde edilmistir. Komutasyon
hesaplamalar1 sonucunda elde edilen matrisler geri kalan baz seti elemanlarinin

lineer bilesimleridir. Ornek olarak, [C4,C6] komutasyonu maple programi

kullanilarak hesaplanirsa,

27 0 0 0 0]
0 270 0 0

[C4,Cc6]=(C4C6-C6C4)=|0 0 0 0 0
0 0 0 27 0
0 0 0 0 -21]

bulunur. Bu matris degerine ulasmak igin baz seti elemanlarina bakildiginda
2iC8-2iC9 lineer bilesiminin ayn1 matris degerini verdigi goriilmektedir.
Komutasyonlarin bu sekilde hesaplanmasi neticesinde elde edilen sonuglarin parcali
indirgenmis baz seti cinsinden ifade edilmesi, bu baz setinin uygunlugunu

gostermektedir.

Indirgenmis—parcali baz seti icin komutasyon sonugclar1 bulunmus ve Cizelge
4.6’da gosterilmigstir. Cizelgede sadece kosegen iistii terimler yazilmis olup kdsegen
alt1 terimler kdsegen iistii terimlerin simetrik ters isaretlisi olacagindan tabloda ayrica

gosterilmemistir.
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Cizelge 4.6. Indirgenmis pargal1 agisal momentum islemcilerinin komutasyon tablosu [O, O’]

X Ci1 C2 (3 C4 C5 C6 C7 C8 C9 C10 C11 Ci12 C13
@)
C1 0 0 0 0 -ic13 0 iC11 0 0 0 -icT 0 iC5
C2 0 0 -ic12 iC13 iC10 -ic11 0 0 -iC6 iC7 iC4 -ic5
C3 0 iC12 0 -iC10 0 0 0 iC6 0 -ic4 0
C4 0 iC19  2iC8-2iC9  -iC18 -iC6  iC6 0 iC16 ~2iC2+2iC3 -iC14
c5 0 iC18 2iC9 0 -ic7 -iC16 -2iC17 iC14 ~4iC1+2iC2+2iC15
C6 0 -iC19 iC4  -ic4  2iC2-2iC3 -iC14 0 -iC16
C7 0 0 iC5 iC14 4iC1-2iC2+2iC15 iC16 2iC17
Cs 0 0 iC12 0 ~iC10 0
C9 0 -ic12 iC13 iC10 -ic11
C10 0 iC19 2iC8-2iCY -ic18
c11 0 -ic18 2iC9
Cc12 0 -iC19
C13 0
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Cizelge 4.6 Devamu. indirgenmis pargali agisal momentum islemcilerinin komutasyon tablosu [O, O']

A O'" | C14 cCi15 C16 C17 C18 C19 C20 C21 C22 C23 C24 C25
C1 SiC19 0 ic1s 0 ~ic16 iC14 0 0 0 0 0 0
c2 o 0 0 0 0 -ic23 iC22 -ic21 iC20 0 0
c3 -ic18 0 iC16 ~iC14 iC23 -iC22 iC21 ~iC20 0 0
C4 -iC22 iC7 -iC5 0 0 0 0 -ic23 iC22
c5 -iC6-iC21  iC4+iC20  -iC19 iC18 ~iC16 iC14 0 0
C6 ic7 0 0 0 0 -iC22 -ic23
C7 -ic18 -iC19 -ic14 -iC16 0 0
cs ~iC20 iC23 -iC22 2iC25 ~2iC24
C9 iC23 -iC22 0 0
C10 0 ic21 ~iC20
c11 0 0
C12 ic21
C13
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Cizelge 4.6 Devamu. indirgenmis parcali agisal momentum islemcilerinin komutasyon tablosu [O, O']

o} Cl C2 cC3 C4 C5 C6 C7 C8 C9 C10 Cl1 C12 C13
O
Cl4 iCI9 0 iCl9 iCl3  iCl2+iC23  iCll _ iC10.iC22 iC16 0 iC7 iC6-iC21 ~iC5 iC4+iC20
ci15 0o 0 -ic23 iC13 iC22 iC11 0 -2ic17 -ic21 -ic7 iC20 -ic5
16 iC18  iCl1 -iC10-  -iC13  iCl12-iC23 iC14 0 iC5 —iC4+iC20 -ic7 iC6+iC21

iC20

C17 iC22 -ic11 iC23 iC13 0 2iC15 iC20 iC5 ic21 -ic7
C18 iC12+iC21  -iC5 iC4-iC20 -iC19 0 -ic13 iC12-iC23 -ic11 iC10+iC22
C19 iC7 iC6-iC21 iC18 0 iC11 -iC10+iC22 -ic13 iC12+iC23
C20 iC18 -ic21 -iC21  -2iC17-2iC25 -iC16 2iC15+2iC24 -ic14
c21 iC20 iC20 2iC15+2iC24 iC14 _2iC17+2iC25 -iC16
Cc22 -ic23 0 -ic19 0 -ic18
C23 0 iC18 0 -ic19
C24 0 -ic20 0
C25 —ic21 0
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Cizelge 4.6 Devamu. Indirgenmis parcali agisal momentum islemcilerinin komutasyon tablosu [O, O']

S O" | Cl4 C15 Cl6 C17 C18 C19 C20 Cc21 C22 C23 C24 C25
C14 0 0 2iC8 0 —2iC25 —4iC1+2iC3+2iC24  —iC13 iC11 iC7 -iC5 -iC19 iC18
c15 0 0 2ic9 0 0 -ic12 iC10 -ic6 iC4 0 0
C16 0 0  4iCl-2iC3+2iC4 2iC25 -ic11 -ic13 iC5 iC7 -ic18 -iCc19
C17 0 0 0 -iC10 -iC12 -ica -iC6 0 0
C18 0 2iC8 ic7 —iC5 -ic13 ic11 iC16 -ic14
C19 0 iC5 ic7 -ic11 -ic13 iC14 iC16
C20 0 2iC8+2iC9 0 —2iC2+2iC3  -iC12 iC10
C21 0 2iC2-2iC3 0 -iCc10 -ic12
C22 0 2iC8+2iC9 iC6 -ic4
C23 0 iC4 iC6
C24 0 2iC8
C25 0
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5. SONUC VE ONERILER

Atomlarin yapist ve molekiillerin donme hareketleri agisal momentum kavramlari ile
aciklanir. Bu konuda g¢alismalar yapilirken spin agisal momentum islemcileri ¢ok
biiyiilk 6nem tasimaktadir. Bu ¢alismada I=2 i¢in literatiirdeki tensor islemcilerin
katsayilar1 hesaplanarak ilk defa 1=2 i¢in kartezyen agisal momentum islemcileri elde
edilmistir. Daha sonra indirgenmis kartezyen agisal momentum islemcileri ile
bunlarin matris temsilleride ayrica elde edilmistir. Bu indirgenmis islemcilerin matris
temsilleri parcali hale getirilmis ve yirmibes adet yeni baz seti olusturulmustur.
Olusturulan yeni baz seti ilk defa C1, C2, ... , C25 seklinde gosterilmis ve bu baz
setinin birbiri ile komutasyonlar1 hesaplanarak ¢izelge haline getirilmistir.Yapilan

calismalardan elde edilen sonuclar asagidaki boliimlerde 6zetlenmistir.

5.1 Spin 2 I¢in Kiiresel Tensor Islemciler

Spini-2 olan sistem ve parcaciklar (21+1)*=25 adet ortagonal kiiresel tensor
islemcilerle temsil edilmektedir. Bu islemciler literatiirde mevcut olup katsayilari
yeniden hesaplanarak bulunmus ve Cizelge 4.1°’de gosterilmistir. Bu kiiresel tensor
islemciler spin—2 i¢in kartezyen agisal momentum islemcilerinin bulunmasinda

kullanilmistir.
5.2 Spin 2 Icin Kartezyen Acisal Momentum Islemcilerinin Elde edilmesi

Spini 1/2,1,3/2 olan ¢ekirdeklerin kartezyen acisal momentum islemcileri bilinmekte
olup spin-2 igin bilinmemektedir. Spini 2 olan sistem ve pargaciklarin (21+1)*=25
adet kartezyen agisal momentum islemcisi vardir. k=0,1,...,21 degerlerini alirken g
degeri —K,...,0,...,tk degerlerini almaktadir. Bu degerler Denk.(3.53-54-55)’de yerine
yazilmig ve spini 2 olan parcaciklar i¢in 25 adet kartezyen agisal momentum

islemcisi ilk defa elde edilmis ve Cizelge 4.2’de gosterilmistir.
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5.3 Spin 2 icin indirgenmis Kartezyen Acisal Momentum Islemcileri ve Matris

Temsilleri

Spin—-2 i¢in bulunan agisal momentum islemcilerine baktigimizda ayni agisal
momentum islemcisinin birden fazla ifadede yer aldig1 goriliir. Bu islemcilerin

sadece bir ifadede gosterilmesi yeterli olacaktir. Ornegin,

y

CclW — %\/%(S[I gl ZZL —(217 +1)Iy) ifadesine baktigimizda sag taraftaki |

islemcisi C{"* ifadesinde de yer aldigindan burada tekrar yazilmayabilir. Bu nedenle

I 2

" Z] ile ifade ederek indirgemis oluruz.

sadece diger islemci ile CP™ (i) = [I

Burada katsayilar islemlerde kolaylik olmasi ve fiziksel anlami olmadigindan ihmal
edilmistir. Buradan hareketle islemcilerimiz indirgenerek indirgenmis kartezyen

acisal momentum islemcileri elde edilmis ve Cizelge 4.3’te gosterilmistir.

Bulunan indirgenmis kartezyen agisal momentum islemcilerinin matris

temsilleri maple programi kullanilarak elde edilmis ve Cizelge 4.4’te gosterilmistir.
5.4 indirgenmis islemcilerin Par¢alanmasi

Indirgenmis agisal momentum islemcilerinin matris temsilleri komitasyon

hesaplamalarinda kolaylik olmast i¢in pargali olarak ifade edilmistir. Ornek olarak,

1 00 0 0

010 0 0

CPG)=E=10 0 1 0 0

00 01 0

00 0 0 1]

indirgenmis kartezyen acisal momentum islemcisi;

0 0 0 0 0] O O O O O] [T O 0 0 O]
00 0 0 O 01 0 0 0 0 0 0 0O
CP?@)=E=|0 0 1 0 0[,{0 0 0 0 0|,[0 0 0 0 0
0 0 0 0 O 00 01 0 0 0 0 0O
00 0 0 0] (OO O OO [0O0O0 0 1
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seklinde pargal1 olarak yazilmistir. Benzer sekilde spin—2 i¢in bulunan yirmibes adet
indirgenmis kartezyen agisal momentum islemcileri pargali hale getirilmis ve ortak
olanlar bir ifadede yazilarak yeni yirmibes tane baz seti elde edilmistir. Bu
indirgenmis baz seti ilk defa Cl, C2, C3, ... , C25 seklinde Cizelge 4.5’te
gosterilmistir. Bulunan parcalanmis matris temsilleri islemcilerimizi tam olarak ifade

etmekte olup komitasyon hesaplamalarinda biiyiik kolaylik saglamaktadir.

5.5 indirgenmis Parcal Islemcilerin Komutasyon Hesaplamalari

Indirgenmis parcali acisal momentum islemcilerinin komutasyon hesaplamalari tiim
islemciler i¢in ayr1 ayri yapilmis ve Cizelge 4.6’da gosterilmistir. Komutasyon
hesaplamalar1 sonucunda elde edilen matrisler geri kalan baz seti elemanlarinin
lineer bilesimleridir. Ornek olarak [C4,C6] komutasyonunun sonucu 2iC8-2iC9
seklinde bulunmustur. Bu sekilde tiim komutasyonlarin sonuglarina bakildiginda iki
tane islemcinin komutasyonunun yine baz seti i¢inde bir islemci oldugu goriilmiis,
buradanda olusturulan baz setinin islemcilerimizi tam olarak ifade ettigi tesbiti

yapilmustir.

5.6 Oneriler

Bu calismada ilk defa spin—2 olan sistem ve pargaciklar i¢in kartezyen agisal
momentum islemcileri bulunmustur. Benzer ¢aligmalar yapilarak spin—2’den yiiksek

farkli spin sistemleri i¢in kartezyen agisal momentum iglemcileri elde edilebilir.

Kuantum bilgisayarlar1 ¢ok popiiler bir aragtirma alan1 olup, bu alanda spinler
kullanilarak bilgi saklama islemi gergeklestirilmektedir. Bu tez ¢alismasinda spin—2
icin  bulunan sonuglarin  kuantum  bilgisayarlar1 ile ilgili ¢aligmalarda

kullanilabilecegi diistiniilmektedir.

Spin-2 igin elde edilen kartezyen agisal momentum islemcileri pargali hale
getirilmis olup daha yiiksek spinli sistemler i¢in benzer sekildeki ¢alismalarda 6rnek

olarak kullanilabilir.
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