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OZET

SMARANDACHE EGRILERININ DIFERENSIYEL GEOMETRISI

Bu ¢alisma dort boliimden olugmaktadir.

Birinci boliimiinde Oklid uzayinin bazi temel tanimlari verildi.
Ikinci bsliimde; Minkowski uzayinin temel tanim ve teoremleri verildi.
Uciincii boliimiinde; 3-boyutlu Oklid uzayinda 6zel smarandache egrileri incelenmistir.

Dordiincti boliimiinde; Minkowski uzayinda smarandache egrileri incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Smarandache egrileri, Oklid uzayi, Minkowski uzay1, Serret-

Frenet ti¢ ylizliisti , Frenet elemanlar



SUMMARY
DIFFERENTIAL GEOMETRY OF SMARANDACHE CURVES
This study is consisted of four chapters:

In the first chapter, some basic definition and theorems of Euclidean 3-space are given.
In chapter 2, some basic definition and theorems of Minkowski space are given.

In chapter 3, special smarandache curves in the Euclidean 3-space are given.

In chapter 4, smarandache curves in the Minkowski space are researched.

Key Words: Smarandache Curves , Euclidean space , Minkowski space , Serrret-Frenet
Trihedra , Frenet Apparatus
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GIRIS

E!, Minkowski uzayinda regiiler bir egri, eger yer vektorii diger bir egri tizerindeki
Frenet catisi ile belirlenebiliniyorsa bu egri smarandache egri olarak adlandirilmistir [15]. Bu
egri kavrami son zamanlarda, bir¢ok uzayda arastirmacilar tarafindan incelenmistir. Bu egriler

Frenet denklemlerinin bir¢ok uzayda genisletilmis hali ile ilgilidir.

Ahmat T. Ali, Oklid uzayindaki 6zel smarandache egrileri iizerine c¢alismalar
yapmustir. Bu arastirmaci {i¢ boyutlu Oklid uzayinda smarandache egrileri i¢in tanimlamalar

ve belli siniflamalar elde etmistir [11].

Melih Turgut ve Sitha Yilmaz ise E;', Minkowski uzayinda smarandache egrileri
lizerine ¢aligmiglardir. Bu aragtirmacilar E;', Minkowski uzayinda Frenet denklemleri yardimi

ile 7B, smarandache egrileri i¢in bir tanimlama elde etmistir [15,18].

Bu ¢alismada, E;', Minkowski uzayinda Frenet denklemleri ve bilesenleri yardimi

ile differansiyellenebilir bir egrinin tanjant, normal, birinci binormal, ikinci binormal vektor
alanlarinin {izerindeki hareketini inceleyip smarandache egrilerini inceledik. Sonug¢ olarak

T'B, smarandache egrilerini arastirdik.

Oklid uzayinda Frenet- Serret degismezleri, denklemleri ve bilesenleri yardimi ile
6zel smarandache egrilerini inceleyip, 7N,NB,TNB &6zel smarandache egrileri i¢in tanimlar

verip bu egrilerin sekillerini sirasi ile sekil 3.2, sekil 3.3, sekil 3.4 deki gibi elde ettik.

Egrilerin diferensiyel geometrisi geometrinin 6nemli inceleme alanlarindan biridir.
Bu alanda Oklid uzayindaki ve diizlemdeki egriler diferensiyel ve integral hesabin metodlari
kullanilarak incelenir. Oklid ve Oklidsel olmayan uzaylarda egriler ve yiizeyler bir¢ok

arastirmaciya inceleme konusu olmustur [8,12,13,14,17].

Bu aragtirma da ise Oklid ve Minkowski uzaylarinda smarandache egrileri goz oniine

alinarak incelenmistir.



1. BOLUM

1. OKLIiD UZAYINDA TEMEL KAVRAMLAR

Tanmm 1.1 : Bos olmayan bir ciimle A ve bir K cismi tistiinde bir vektor uzay1 V olsun.
Asagidaki 6nermeleri dogrulayan bir f: A X A = V fonksiyonu varsa A ya V ile birlestirilmis

afin uzay denir.

A1) P.QR €Aigin f(P,Q) + f(Q,R) = f(P,R)

A,) V PEA ve Va €V i¢in f(P,Q) = a olacak bigimde bir tek Q € A noktas1 vardir
[6].

Tanim 1.2 : Bir reel afin uzay A ve A ile birlesen vektor uzayi da V olsun. V de bir i¢

carpim islemi olarak
)V xV->R

X = (X1, ) Xp)

x; - xr = n= Xi [ {
( }7) < Y> i=1 iYi y=(y1,---;yn)

Oklid i¢ carpimi tanimlanirsa bu islem yardimu ile A da uzaklik ve ac1 gibi metrik kavramlar

tanimlanabilir. Boylece bu afin uzay Oklid uzay adin1 alir [6].

Tanmm 1.3: d:E" X E®" > R

(x,y) = d(x,y) = Iyl = Y2, i — x)?

olarak tanimlanan d fonksiyonuna E™ Oklid uzayinda uzaklik fonksiyonu ve d(x,y) reel

sayisina da x,y € E™ noktalar1 arasindaki uzaklik denir [6].



Tanmm 14 : d:E" X E" > R

(x,y) = d(x,y) = Xyl

bigiminde tanimlanan d fonksiyonuna E™ Oklid uzayinda Oklid metrigi denir [6].

(xy yZ)
IV MYzl

Tanm 1.5 : Vx,y,z € E™ i¢in Xyz acisinin Ol¢iisii; cosf = esitliginden

hesaplanan 8 reel sayisidir [6].

Tanmm 1.6 : E™ de bir agik alt ciimle U olmak tizere f: U — R fonksiyonun

k-yine1 mertebeden biitiin kismi tiirevleri var ve siirekli iseler f fonksiyonuna C* sinifindan

diferensiyellenebilirdir denir [6].

Tanmm 1.7 : M bir topolojik n — manifold olsun. M iizerinde C¥ smifindan bir
diferensiyellenebilir yapi tanimlanabiliyorsa M ye C*¥  smifindan diferensiyellenebilir

manifold denir [6].

Tanim 1.8 : | € R acik alt climle olmak tizere diferansiyellenebilir
a:l - R
t - a(t)

fonksiyonu verilmis olsun. (I, @) koordinat komsulugu ile tanimlanan a(I) € E™ ¢ E™ de bir

egri denir [6].

Tanmm 1.9 : M bir diferensiyellenebilir manifold ve bir P € M noktasindaki tanjant
vektorlerin uzay1 Ty, (P) olsun. Ty (P) vektdr uzayina M nin P noktasindaki tanjant uzay1

denir [6].



Tanmm 1.10 : M bir diferensiyellenebilir manifold olsun. M {izerinde bir vektor alani

birebi ) . .
1: 1 PU;4 Ty (P) olarak tanimlanan y fonksiyonuna denir ve M tizerinde vektor
Orten Pe

diye y:M

alanlarinin ctimlesi y(M) ile gosterilir [6].

Tanmm 1.11 : X,Yey(E") vektor alanlar1 verilmis olsun. VPeE" i¢in
Xp = (X5 X)) ,€ T, (P)dir. Y =(y,,...,y,) vektdr alam C” simfindandir denir, eger
y,:E" > IR,1<i<n, koordinat fonksiyonlar1 C” simifindan, yani y, e C*(E",IR) ise bu

durumda Y nin X e gére kovaryant tiirevi DY = (Xp [¥:]s-%, [Va ]) seklinde tamimlanir [6].

Tanmm 1.12 : Tgn(P) nin cebirsel duali Tgpn(P) ile gosterilir ve E™ in P € E™
noktasindaki kotanjant uzayi adim alir. Tgn(P) min her bir elemanna P € E™ noktasinda

kotanjat vektor adi verilir [6].

Tanmm 1.13 : VxV,x.xV, den IR ye biitiin r-lineer fonksiyonlarin ciimlesini
L(V,.V,,...V;IR)= {f\f :VXV,..XV, %IR} ile gosterelim. Bu ciimle IR iizerindeki
bir vektér uzayidir. Bu vektér uzayma dual vektér uzaylarimin c¢arpimi denir.
L(V.V,,...V:IR) = V, ®V, ®..®V. tensor uzayimn her bir elemanna r. dereceden tensor
denir. Eger V,=V,=..=V, =V ise V,®V, ®..®V, uzayma kovaryant tensdr uzay1 bu

uzayin her elemanina da kovaryant tensor denir. T*(V yada ®" (V)) ile gosterilir [6].

Tanim 1.14 : Kovaryant tensorler i¢in verilen tanimda V yerine V* (V nin dual uzay1)
almirsa (V*)* uzayr V ye izomorf oldugundan V* iizerinde s-lineer fonksiyonlarin vektor

uzayini elde ederiz. Bu uzaya kontravaryant tensor uzay1 denir. Yani
LSV VSR =VRVR..VR=R*V =T,(V*)

bu uzayin elemanlarina kontravaryant s-tensor denir [6].



Tanmm 1.15 : Reel sayilar cismi iizerinde tanimli n- boyutlu vektdr uzayr V ve V nin

duali V* olsun.

L(Vr,V*S ;IR) = {f If:VxV™ MHR} vektor uzayma r. dereceden kovaryant

ve s. dereceden kontravaryant tensor uzayi denir ve T" (V) @ T, (V*) =Q" (V') ®Q* (V)

veya TJ seklinde gosterilir [6].

Tanml.16 : f e ®"V ' ,g e ®™ V' olmak ilizere f ile g nin tensérel ¢arpimi
f®g,V(v,,...,v,)e V" ve V(u,..,u,)eV" icin

f®g(v sV, Uppeenu,) =f(v,..,v,) g(u,,...;u ) seklinde tammlanir [6].

Tanim1.17 :
A:TYV) Q@ THV) »A2 V™
F9->frg=4F89)

seklinde tanimli A fonksiyonuna dis ¢arpim fonksiyonu ve f A g alterne tensoriine de f ve g

tensorlerinin dis carpimi denir [6].

Tanim 1.18 :
x=R3%xR3®->R?3
(@,B) > axf =y(axp)

seklinde taniml1 x i¢ islemine vektorel ¢arpim islemi ve a X 8 vektoriine de vektorel ¢arpim

denir [6].



Tanmm 1.19 : M bir C* manifold olsun. M iizerinde vektor alanlarinin uzayi y(M)

olmak tizere ;
D:x(M) X x(M) - x(M)
(X,Y) > D(X,Y) = DyY
fonksiyonu i¢in;

1) DixigrZ = fDxZ + gDyZ ,VX,Y,Z € x(M),V f,g € C*(M,R)
2) Dyx(fY) = fDyY + (Xf)Y,VX,Y € x(M),V f € C*(M,R)

ozellikleri saglaniyorsa D ye M manifoldu iizerinde bir afin koneksiyon ve Dy e de X e gore

kovaryant tiirev operatorii denir [6].

Tamim 1.20 : n-boyutlu bir C* manifold M ve M tizerinde bir koneksiyon D olsun.
Tor:x(M) x x(M) - x(M)
(X,Y) > Tor(X,Y) = DY — DyX — [X,Y]

olarak tanimlanan vektor degerli tensére M iizerinde tanimli D koneksiyonun torsiyon tensorii

denir [6].

Tamm 1.21 : E™ in bir hiperytizeyi M ve M nin birim normal vektor alan1 N verilsin.

E™ de Rieman koneksiyonu D olmak tizere V X € y(M) igin S(X) = DyN seklinde tanimli S

dontistimiine M tizerinde sekil operatorii veya M nin Weingarten doniistimii denir [6].

Tamim 1.22 : M, M nin bir yar1 Rieman alt manimoldu olsun. Vve V sirastyla M ve M

tizerindeki Levi Civita koneksiyonlar1 olmak tizere V X, Y € y(M) igin

VY = VyY + h(X,Y)

esitligine M nin Gauss denklemi denir [6].



Tammm 1.23 : E™ de bir hiperylizey M olsun. M nin bir P noktasindaki sekil operatorii
S(P) olmak tizere;

K:M - R
P - K(P) = det S(P)
bi¢ciminde tanimlanan fonksiyona M nin Gauss egrilik foksiyonu ve K(P) degerine de

M nin P noktasindaki Gauss egriligi denir [7].

Tanmm 1.24 : E™ de bir hiperyiizey M olsun. M nin bir P noktasindaki sekil operatdrii

S(P) olmak tizere
H:M - R
P - H(P) =1z (S(P))

bi¢ciminde tanimlanan fonksiyona M nin ortalama egrilik fonksiyonu ve H(P) degerine de M

nin P noktasindaki ortalama egriligi denir [7].

Ozel olarak H=0 i¢in, M yiizeyi minimal yiizey olarak adlandirilir.

Tamim 1.25: M ve M birer C*® manifold ve f:M - M bir C*® fonksiyon olsun. Eger
f nin, f, jakobian matrisi V peM noktasinda reguler ise f ye M den M igine bir immersiyon

(=daldirma) denir [6].

Tanm 1.26 : Vu,v € R(U,X) paremetrizasyonu ile verilen X:U c E? —» E™

(w,v) = X(w,v) = Xi(w,v), X, (W, v), ..., X,(u,v))
ile belirli olan y(U) yiizeyi goz 6niine alinsin. Lineer bagimsiz {x,, x,} climlesi yiizeyin

vektor alanlarinin bir bazidir. Yiizeyin birim normal vektor alani

Xy XXy
[l X x|

ile belirlidir.

I =(dy)?=Ed,*+2Fd,d, + Gd,*



esitligine yiizeyin I. temel formu yada metrigi denir [7].

Tammm 1.27 : E™ de M bir (n — 1) altmanifold bir P noktasinda M nin tanjant uzayi
Ty (P) olduguna gore M iizerinde Weingarten doniistimii = S: Ty, (P) —» Ty(P) idi. S ile
tanimlanan II. temel form M iizerinde ikinci dereceden bir kovaryant tensor olarak

VX, Y,eTy (P) igin
”(Xp' Yp) = <S(Xp'Yp)>

seklinde tanimlanir [7].



2.BOLUM

2. MINKOWSKI UZAYINDA TEMEL KAVRAMLAR

Tanmm 2.1 : V bir reel vektdr uzayi olsun. Her a,beR ve u, v, weV i¢in <, >

dontistimiine, asagidaki ozelliklere sahip ise V vektor uzayi lizerinde bir simetrik bilineer

form denir [10].
1) (u,v) =(v,u)
2) (au + bv,w) = a{u,w) + b(v,w),

(u,av + bw) = alu, v) + b{u, w)

Tammm 2.2 : (), V vektor uzay iizerinde bir bilineer form olsun. Bu bilineer form ii¢

degisik durum altinda incelenebilir [10].
A)
)EgerVveV v#0 igin <v,v> >0 ise (,) bilineer formuna pozitif definit,
i) EgerVv eV v+#0 igin <v,v> <0 ise(,) bilineer formuna negatif definit denir.
Her iki duruma birlikte bilineer formlar i¢in definit durum adi verilir.
B)
i) EgerVv eV igin(v,v) = 0ise (,) bilineer formuna pozitif semi - definit,
ii) Eger Vv € V igin (v,v) <0 ise(,) bilineer formuna negatif semi-definit, denir.
Her iki duruma birlikte bilineer formlar i¢in indefinit durum adi verilir.
9]
Vw e Vigin <v,w >=0 iken v=0 ise (,) a nondejenere bilineer form denir.

Bu duruma ise bilineer formlar i¢in nondejenere durum denir.



Tanim 2.3 : V bir reel vektor uzayi ve
() :VxV 5> R

simetrik, bilineer form olsun. W  V olmak iizere;
() :WxW >R

negatif definit olacak sekilde en biiyiik boyutlu W alt uzaymin boyutuna, < , > simetrik

bilineer formun indeksi denir ve bu indeks genellikle V ile gosterilir [10].

Tanimm 2.4: M, C*® manifold ve
() : X(M)xX(M)— C*(M,R)
X, YV)><X,Y>

seklinde taniml1 simetrik, bilineer, nondejenere fonksiyonuna M tizerinde metrik tensor denir.

Bu metrik tensoriin indeksine M manifoldunun indeksi denir [10].

Tanmm 2.5 : M, C” manifold ve <, > de M iizerinde sabit indeksli metrik tens6r olmak

tizere (M, <, >) ikilisine bir semi-Riemann manifoldu denir [10].

Tanmm 2.6 : (M, <, >) bir Semi-Riemann manifoldu ve boy M = n olsun. Eger n>2 ve

V=l1ise (M, <,>) ikilisine bir Lorentz manifoldu denir [10].

Bundan sonra Lorentz manifoldunu M ile gésterecegiz.

Tanmm 2.7 : <,> | :R"xR" > R doniisiimii

VX = (X, X5, X, ) €R” VY =(¥,.Y,..y, ) ER"  icin

(X V) =%y, +2nlxl--yl-
i=2

10



yada

seklinde tanimlanir.

Burada <, >| fonksiyonuna R" de bir Lorentz i¢ ¢arpimi ve bu i¢ ¢arpim ile birlesen

R" e de bir vektor uzay denir. Bu vektor uzayina n — boyutlu standart Lorentz uzay1 denir ve

L" ile gosterilir.

R" tizerinde ki Lorentz i¢ ¢arpiminin {el € en} bazina karsilik geldigi matris,

-1 0...0

S=| 0 1..0

0 0..1
seklindedir [5].

Tanim 2.8 : Bir M Lorentz manifoldu {izerinde bir tanjant vektor v olsun. Eger;
<v,v> >0 ise v ye space-like (uzay - benzeri) vektor,
<v,v> <0 ise v ye time-like (zaman - benzeri) vektor,

< v, v > = 0 ise v ye null veya light-like (151k - benzeri) vektor,

denir [8].

Tanmm 2.9 : Time-like (zaman-benzeri) ve light-like (1s1k-benzeri) vektorlere causal

vektorler denir [5].

Tanmm 2.10 : M bir Lorentz manifoldu olsun. M manifoldunun bir noktasindaki null

vektorlerinin ctimlesine; null konisi denir [10].

11



Tammm 2.11 : Bir L", n-boyutlu Lorentz uzaymin biitin time-like (zaman-benzeri)

vektorlerinin ctimlesi  olsun ue/ igin
Cw={vel | {uv)<0}

olmak iizere C(u) ya u’ yu ihtiva eden L™ nin bir time-konisi (zaman — konisi) denir [10].

Tanmm 2.12 : L™, n-boyutlu bir Lorentz uzay1 olsun.
vX,Y € " icin(X,Y) =0

ise X ve Y vektorlerine Lorentz anlaminda diktirler denir [3].

Sonug 2.1 : Her ikisi de time-like (zaman-benzeri) olan iki vektor birbirine dik olamaz.

Benzer diistince her ikisi de space-like (uzay-benzeri) olan iki vektor i¢in de gecgerlidir [3].

Sonug¢ 2.2 : 0 vektorii biitiin vektorlere diktir [1].

Tanim 2.13 : 4-boyutlu Lorentz uzayina Minkowski uzay1 denir [10].

Tanmm 2.14 : L™, n-boyutlu Lorentz uzayinda bir vektdr, W ve (,) ise L™ iizerinde bir

Lorentz i¢ ¢arpimi olsun. W nin normu;

||\7v|| L= KW’W>‘ seklinde tanimlanir [4].

Bundan sonra aksi belirtilmedikge, || | yerine || || ifadesini kullanacagiz.

12



Teorem 2.1 : X € " olmak iizere;

i) ||5i|| >0 dir.

ii) [|[X| =0 <X bir null vektoriidiir.

iii) X bir time-like (zaman-benzeri) vektor olsun. Bu taktirde,
||>2||2 = —<5(,?> olur.

iv) X bir space-like (uzay-benzeri) vektor olsun bu taktirde,

|8 = (X.Y) olur[2]

Tanmm 2.15 : X=(X,,X,,%;),Y =(¥,,¥,.¥;) €L’ 3-boyutlu Lorentz uzaymnda olmak

uzere;

Al DXl > 1
(X,?) >XAY | = (_(Xz-Y3 _X3-Y2)aX3-Y1 X1 Y3 XY, _Xz-Y1)

seklinde tammli A |, operatorine L' de Lorentz anlaminda vektérel garpim denir. Bunu

matris formunda

€ 6 &
=det| x, X, X

Yi Y2 ¥;

seklinde ifade edebiliriz [9].

Bundan sonra aksi belirtilmedik¢e A || sembolii yerine A semboliinii kullanacagiz.

13



Tamm 2.16 : L", n-boyutlu Lorentz uzayinda bir agik alt cimle U olmak iizere;

f:U->R

fonksiyonunun k-yinc1 mertebeden biitlin kismi tiirevleri var ve stirekli iseler f fonksiyonuna
C* -smifindan (k-yinc1 siniftan) diferensiyellenebilirdir denir. Ozel olarak, f sadece siirekli ise

C’-simifindandir denir. U {izerinde tanimli C'-sinifindan fonksiyona U {izerinde 0-form adi
verilir. Ayrica,

C*(U,R)= {f ‘ f: U — R ve f fonksiyonu C* —sm1f1ndan} ve

C“"(U,R):{f | f:U—>R,feCk(U,R),keN}

seklinde gosterilir [1].

Tanim 2.17 : M bir Lorentz manifoldu olsun. Eger;
v,:C"(M,R) >R

f —v,[f].YP eM,Vf e C"(M,R)

operatorii, V f,g e C*(M,R) ve A,p € R i¢in

1) ¥, M +ug] =29, [£]+1, [g]
2) V, [f.e] =20}V, []+ ()Y, [¢]

aksiyomlarini sagliyorsa, bu operatére Lorentz manifoldunun P € M noktasinda bir tanjant
vektori denir [1].

M Lorentz manifoldunun bir P € M noktasindaki tanjant vektorlerinin cimlesi:

TM(p):{vp | VP:C‘”(M,R)—>R}
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ile gosterilir. Bu climle iizerinde i¢ ve dis islem, sirasiyla, asagidaki gibi tanimlanirsa T,,(P)
bir reel vektdr uzayr olur. T,,(P) vektdr uzaymna, M Lorentz manifoldunun P noktasindaki

tanjant uzay1 denir.

Ic islem :

+: Ty (P) x Ty, (P) > T, (P)
(V,.%,) > ¥, +W, :C"(M.R) >R

(v, +%,)[f]=9,[f]+W,[f]. VfeC"(M.R)

Dis islem:
. :Rx Ty (P) > T,,(P)

(h.v,) >V, :C"(M.R) >R
(%.9,)[f]=29,[f]. VfeC*(M.R), LreR

Tanim 2.18: M bir Lorentz manifoldu olsun.

1:1
X: M > geMTM(P)

Orten
olarak tanimlanan X fonksiyonuna, M Lorentz manifoldu tizerinde bir vektor alan1 denir.

M Lorentz manifoldu tzerinde tanimlanan vektdr alanlarmin ciimlesi x(M) ile
gosterilir. Bu ciimle toplama ve skalarla ¢arpma islemine gore bir reel vektor uzayidir. x(M)

vektor uzayia, M Lorentz manifoldu tizerinde vektor alanlar1 uzay: denir.

Benzer sekilde, L™ , n-boyutlu Lorentz uzayi {izerinde vektor alanlari tanimlanabilir. L™

tizerinde tanimlanan vektor alanlar1 ciimlesi ise x(L™) ile gosterilir [1].
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Tanmm 2.19 : V P € L™ i¢in,

8,(P) = axi(P) = (1,0....,0)

1

p

2,(P) = axi(P) =(0,1,...,0)

2. (P) = axi(P) =(0,0,...,1)

n

p

olacak bigimde, L™ {izerindeki her bir P noktasinda n tane vektor (tanjant vektor) segelim. Bu

vektorlerin L™ deki dagilimi ile n tane vektor alani elde edilir. Bu sekilde tanimlanan,

0o 0 0
oxox, 7 ox

vektor alani n-lisine, L™ {izerindeki dogal baz vektor alanlar1 sistemi veya kisaca dogal baz

alan sistemi denir.

L™ , n-boyutlu Lorentz uzayindaki bu dogal baz alan sistemi i¢in;

0 0 . -1 , i=lise
gij=<5i,5j>=<—,—>lﬁl,1£n ve eiz{ ! 5 <i<nise olmak

esitlikleri vardir [10].
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Tanmm 2.20 : Grad: C” (L“,R) - X(L“)
f — Grad (f)

Oyle ki, L" de {XI,XZ,..., Xn} bir koordinat sistemi olmak tizere,

Grad (f) = Zel. .

i=1

n a_fa_ . -1 , i=lise
Jex,T 1 , 2<i<nise

seklinde taniml1 Grad fonksiyonuna, L" de (Xl,Xz,...,Xn) koordinat sistemine gore koordinat

fonksiyonu denir ve genellikle V = Grad  seklinde gosterilir [10].

Tamm 2.21 : 1", n -boyutlu Lorentz uzayinda bir
f:L" - R

reel degerli fonksiyonu verilmis olsun. f fonksiyonunun P € L™ noktasinda ve V yoniindeki

tiirevi; v, [f]= <§f , Vp> seklinde tanimlanir [10].

Tanmm 2.22: X e x(L") ve f € C*(L",R) olsun. VP € L" i¢in
X(ONP) =X, [f]

olmak iizere, X[f]e C” (Ln , R) fonksiyonuna f'in X vektor alani yoniindeki tiirevi denir [10].

Tamm 2.23 : X,Yey(L") vektor alanlar1 verilmis olsun. VPeLl' i¢in

X, =(x. %5000, ) €T, (P) dir. Y =(¥,5 Y25 ¥, ) vektor alan igin
y,:L" > R,1<i<n

koordinat fonksiyonlar1 C”-siifindan iseler, Y vektor alanina C”-sinifindandir denir.

Bu durumda, Y nin X e gore kovaryant tiirevi,
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Dy Y =X[Y,]=(Vy,.X) = :I%xk 1<i<n
= k

seklinde tanimlanir. Burada D ye Y vektor alaninin X vektor alani yoniindeki, Lorentz

anlaminda kovaryant tiirevi denir [1].
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3.BOLUM

3. OKLID UZAYINDA OZEL SMARANDACHE EGRILERI

3-boyutlu E3® Oklid uzayin1 ve buuzayda <,> Oklid metrigini goz oniine alalim.

-

d € E’herhangi bir vektor olmak tizere bu vektdriin normu

_ <Z,Z> seklinde idi. Bu

a egrisinin hiz vektoriinlin normu igin ||v|| =1 ise bu egriye birim hizli egri denir. v,we E’
vektorleri igin <v, w> =0 ise bu vektorler birbirine diktir.

E3 Oklid uzayinda bir regiiler egri o = a(s) olsun . Eger bu egri sabit bir U vektor
alani ile sabit bir a¢1 yapiyorsa helis adini alir.

E3 Oklid uzayinda yarigap1 » >0 olan cemberin denklemi ise

S? :{p:(plapzaps)e E :<p,p>=l”2}

seklinde verilir.

E3 Oklid uzayinda bir egri o ve bu egrinin Frenet ii¢ yiizliisii {T, N, B} olsun .

Burada 7,N,B sirastyla birim teget, birim normal ve binormal vektor alanlaridir. Bu egri igin

Frenet formiilleri

|z (3.1)

seklindedir.

Burada x ve 7 sirastyla a egrisinin egrilik ve torsiyonudur [11 ].
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3- boyutlu E3 Oklid uzayinda {7, N, B} Frenet ii¢ yiizliisii i¢in

<T,T> = <N,N> = <B,B> =1

<I',N> = <T,B> = <I',N> = <N,B> =0

esitlikleri yazilabilir.

Ayrica Frenet iig yiizliisiiniin iizerinde tanimli oldugu a egrisinin egrilik ve torsiyonu , sirasiyla
K =x(s)= HT'(S)H

ve
7(s)=—<N,B >

seklinde verilir.

Tamm 3.1 : E3 de birim hizh regiiler bir egri y = y(s) olsun. y nin yer vektorii E3
deki bir bagka regiiler egrinin Frenet vektorleri cinsinden yazilabiliyorsa y ya smarandache

egri ad1 verilir [11].

Tanm 3.2 : E3 de birim hizl regiiler bir egri y = (s) olsun. Bu egrinin Frenet iig

yuizliisii {T, N, B} olsun. 7N smarandache egrileri

§:§(Sg)=%(T+N) (3.2)

seklinde tanimlanir [11].

Burada y =y(s) egrisine ait 7N smarandache egrilerinin degismezlerini asagidaki

sekilde verebiliriz . (3. 2) denkleminde s’ ye gore tiirev alinirsa

dg &

ds.  ds

3

= %(—KT +xkN+1B) (3.3)
=;(—KT+KN+TB)

NS~

elde edilir.
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Boylece (3.3) den

e
T s
_ —kT+xkN+71B '
27 +7°
yazilabilir.
Buradan
: ds
s
1
=—(—«T+xN+7B)
J&& o+
1 a1
2k 477 ds K° 41
(3.5)
ds. \/21(2 +77 27 4+
ds \/ K+ 2
esitlikleri elde edilir.
¢ egrisinin asli normal vektor alanini ve birinci egriligini belirlemek igin
.. d
r=17.2
ds (3.6)
_ 0T +uN+nB

- (2K2+2'2)3/2

esitligi kullanilabilir.
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Ayrica 0, u, n

S=—[xK*Qx* +1*)+7(1 — KT )]

1=k’ +31)+1(c’ =1k +x71)] (3.7)

n= K[T(2K2 + 1'2) - 2(27(' — Kz")]

olur.

Dolayisiyla
.

elde edilir.

Boylece verilen egrinin birinci egriligi ve asli normal vektor alan,

[ | oN2E (3.9)

¢ Q2x* +7%)°
ve
T V2 Qx? +1%)°
N =—=—Y% (5T +uN+nB).
ok Q) V2487 + 12+
seklinde oldugundan

oT + uN +nB

N_=

(3.10)

olarak yazilabilir.
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Diger taraftan 7. x N_,

T N B
1 1 -K K T
T xN_ = . .
e \/2K2+1'2 \/52+,u2+772
6 u n

l1-x K 7

olarak elde edilir. Burada v=~2x" +7° ve [=+/8"+u’ +n’ dir.

Boylece ¢ egrisinin binormal vektor alani

B - [k —zu]T +[xn+oT|N — [+ S1B

3

vl

seklinde elde edilir.

Simdi de ¢ egrisinin torsiyonunu hesaplayacak olursak
c = %(—KT +&xN+1B)

N

oldugundan, bu son denklemden tekrar tiirev alinirsa

1

g:(\/z

(—xT + kN +1B))

elde edilir.
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Burada Frenet formiilleri yerine yazilirsa

¢ =L(—K'T ~k’T+x N +x(~kT +7B)+7 B+7(-7N)

NG

c =%—(I{2 +x)T+(xk —x° —7°)N + (k7 +7)B

bulunur. Bu denklem ise

—(&*+x)T +
_ 1 (x —x>—7°)N
V2
+(xt+7)B

formunda yazilabilir. Tekrar (3.13) denkleminde uygun tiirev alinirsa

¢ = (Lz_(,cz +&)T +(k —&* =7")N +(xk7+7)B)

NG

oT +¢N +0oB

-

elde edilir.

Burada o, ¢ , o degerleri
o= +Kx(r’-3k)-«,
¢=-K —x(r>+3k)-317 +K,
O=—KT-7T 421K +KT +7 .

seklindedir.
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O halde ¢ egrisinin ikinci egriligi yani torsiyonunu

T, =HN' +K‘TH
oldugundan

_ 2% +7° = K )Kko +10) + k(KT +7 ) — @) + (K + K (K0 — 70)]
[tQ2x* +1)+xT —k7 | +(KT—K7 )’ + (28 +K7°)°

(3.16)

olarak bulunur.

Tanm 3.3 : E3 de birim hizl regiiler bir egri y = y(s) olsun. Bu egrinin Frenet iig

yuzliisi {T ,N, B} olsun. NB smarandache egrileri

1

§=§(S¢)=ﬁ(N+B) (3.17)

seklinde tanimlanir [11].

Not 3.1 : NB smarandache egrilerinin Serret-Frenet degismezleri y =y(s) regiiler

egrisinin Frenet elemanlari ile kolayca elde edebilir [11].

Tanm 3.4 : E3 de birim hizli regiiler bir egri y = y(s) olsun. Bu egrinin Frenet iig

yuzliisi {T ,N, B} olsun. TNB smarandache egrileri

1//=1//(su,)=%(T+N+B) (3.18)

seklinde tanimlanir [11].

Not 3.2 : TNB smarandache egrilerinin Serret-Frenet degismezleri y =y(s) regiiler

egrisinin Frenet elemanlari ile kolayca elde edebilir [11].
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Ornek 3.1.

E3 de bir y = y(s) egrisini goz dniine alalim. Bu egrinin bilesenleri sirasi ile asagidaki
sekilde olsun.

Y =isin16s—Lsin36s
1208 117

7/ = —icosl6s+Lcos36s
2 208

6 .
}/3=Esm10s

Verilen y = y(s) egrisinin grafigi sekil 3.1 deki gibi olur
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y =y(s) egrisi i¢in egrilik ve torsiyon
x(s)=-24sin10s
7(s)=24cos10s

seklinde hesaplanir. y = y(s) egrisinin sirastyla TN smarandache, NB smarandache ve TNB
smarandache egrileride de Sekil 3.2, Sekil 3.3 ve Sekil 3.4 deki gibi olur.

00 “~_
05

10

Sekil 3.3
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Sekil 3.4
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4. BOLUM

4. MINKOWSKI UZAYINDA SMARANDACHE EGRILERI

E! Minkowski uzay1, (x,,x,,x;,x,) koordinat elemanlar1 olmak iizere

g = —dx; +dx; +dx +dx; , metrigi ile belirli olsun.

Burada verilen g metrigi indefinit metrik ise, v € E;' olmak iizere;
space-like vektor ise g(v,v)>0 yada v=0
time-like vektorise g(v,v)<0

null(light-like) vektor ise g(v,v)=0 ve v#0

seklinde ti¢ durum vardir.

E! uzayinda bir & = a(s) egrisi space-like, time-like ya da null egri olabilir. Burada bir v
vektoriiniin normu ||v|| = 1/| g, v)| seklinde ifade edilebilir. Bu yiizden v birim vektor ise
g(v,v)=%1 olur. E uzayinda v vew vektorleri birbirlerine dik vektérler ise g(v,w)=0

olur. Ayrica a(s) egrisinin hiz vektdriiniin normu Ho/(s)” seklindedir .

E! uzaymda a(s) egrisi boyunca hareket eden Frenet ¢atist {7(s), N(s), B,(s), B,(s)}
seklinde olsun. Burada 7', N,B,, B, , sirasiyla, o egrisinin tanjant, normal, birinci binormal ve

ikinci binormal vektor alanlaridir.

Space-like ya da time-like a(s) vektoriiniin s ile parametrelendirilmis yay uzunlugu

fonksiyonu g(a (s),a (s)) = +1 seklindedir.
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E! uzaymda a(s)egrisi, s yay uzunlugu fonksiyonu ile parametrelendirilirse ,

a = a(s) egrisi birim hizli ise Frenet formiilleri

T 0 « 0 O[T
N'| |-x 0 7 Of|lN
= 4.1
B, 0 - 0 o B
B, 0 0 o 0]B

seklinde olur.

Burada x,7 ve o, sirasiyla, o = a(s) egrisinin birinci, ikinci ve tiglincii egrilikleridir.

o egrisinin T, N, B, B, vektor alanlari igin

g, T)=g(N,N)=g(B,B)=1,g(B,,B,)=-1

esitlikleri yazilabilir.

Tanm 4.1 : a=(q,,a,,a,,a,),b=(b,,b,,b,,b,) ve ¢ =(c,,c,,¢;,¢,), E} uzayinda

vektorler olmak iizere ; E; Minkowski uzayinda bu vektorlerin vektorel carpimu

(4.2)

determinanti ile ifade edilebilir.

Burada e, e, ,e, ve ¢, vektorleri ortogonal vektorler olup ;
e ne,ne;=¢, ,
e,ne;Ne =¢e
e, ne Ne =¢,
e, ne Ne, =—e,

esitlikleri yazilabilir [15].
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Teorem 4.1 : o = (1), E; Minkowski uzayinda keyfi bir space-like egri olsun. E;

Minkowski uzayinda bu egrinin Frenet elemanlar1 asagidaki sekilde yazilabilir:

al
- Z 4.
" el @

~ ||a'||2 .au_g(av’an).av

- (4.4)
H”a”z a'-gla',a")a 'H
B =uN AT A B, 4.5)
TANAa"
2 THITAN na (30
H”o:”2 a'"—gla',a").a 'H
BT -7
— ”T ANAra m”.”a '” (4.8)
H”a”z a'-gla',a")a 'H
ve
___g(a",B,)
TTIAN nal e o
dir.

Burada x =%¥1 olup, [T,N,B,,B,] matrisinin determinant1 +1 dir [15].

Tanmm 4.2 : E' Minkowski uzayinda regiiler bir egri verilsin. Eger bu egrinin yer

vektorii diger bir regiiler egri tizerindeki Frenet ¢atisi ile ifade edilebilirse bu egri bir

smarandache egri olarak adlandirilir [15].
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Tammm 4.3 : £=£(s), sabit ve sifirdan farkli «,7,0 egriliklerine sahip birim
space-like bir egri ve 7, N, B,, B, buegri iizerinde tanjant, normal, birinci binormal ve ikinci

binormal vektor alanlari olsun.

& =£&(s) egrisinin 7B, smarandache egrisi

X =X(s;)=—— ! — (I(5)+ B,(s)) (4.10)
JE () + 67 (s)

seklinde tanimlanir [15].

Teorem 4.1 : £ =£(s), sabit ve sifirdan farkli x, 7,0 egriliklerine sahip birim hizli
space-like bir egri ve X = X(s,), & =&(s) in Frenet vektorleri ile tanimlanan bir 7B,

smarandache egri olsun. O zaman
1) X = X(s,) egrisi bir space-like egridir.

(ii) X =X(s,) i¢in 7B, smarandache egrisinin Frenet bilesenleri
{Ty, Ny, By, B,y Ky, Ty 0y}, & =E(s) egrisinin {T, N, B, B, ,k,7,07}

Frenet bilesenleri cinsinden yazilabilir [15].

Ispat: X = X(s,), TB, smarandache egrisi yukaridaki ifadeleri saglayacak sekilde

verilsin. (4.10) ifadesinin her iki tarafinin tiirevi alinirsa

ax dsy ! (kN +0B) (4.11)
dsy ds  \[i?(s)+07(s)
yazilabilir.

X' vektorti goz oniine alindiginda
g X', X")=1 (4.12)
yazilabilir, burada ' ile s ye gore tiirev gosterilmektedir. (4.12) esitligi X = X (s, )

egrisinin space-like oldugunu verir. Bu nedenle bu egrinin tanjant vektori
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T, = ! (kN+o0B)

(KX (8)+ 07 (5)

olarak elde edilir.

(4.13)

Teorem 4.1 g6z Oniine alinirsa s ye gore tiirevler alinarak asagidaki esitlikleri

verebiliriz:
X"= #OJ(—KZT —-toN +k7B,+0°B,)
X"= ﬁ[m'o-T +(-x’ —=x1*)N + (6’ —1’0) B, + k15 B, |
X = #Oj[(...)T +(.IN+(.)B +(c' —1°6%)B,]
Dolayisiyla

1

XX gx, XX = ——
K +o0

- [-x°T —toN + k7B, +0B,]

elde edilir.

(4.17) denkleminden X egrisinin asli normali

_—x’T-toN+xtB +0B,

NX

V- +7%02 + K% + 07

seklinde elde edilir.

(4.17) esitliginden ve bu esitlikten norm alinarak,

\/—K‘4 +7%0? + Kt + o
K =
X

K2 +0?

olarak bulunur.
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Ayrica burada 7\, AN, A X" vektor ¢carpimi

. [ko(k* +1°)(1* —0)T + k16 (k> + 0)N
TX/\NX/\X'"=Z (4.20)

—x’t0(k* +0)B, +k1(x” + 07 )(x* +77)B, ]

seklinde hesaplanir, burada

1

A=
\/(—K'4 +17°0 + KT+ 00 ) (K +07)

dir.

Yukaridaki esitlikte 7, AN, A X" ifadesi kisaca [T +1,N +[,B,+1,B, seklinde yazilabilir.

Boylece X = X(s,) egrisinin ikinci binormal vektorii

[T+I,N+LB +I,B,

B, =u (4.21)
R
seklinde bulunur.
Dolayisiyla burada ikinci ve tiglincii egrilikleri kolayca
(I’ +L +L + )" +0%)
TX=J PSR (4.22)
K +7T 0 +KT 40
ve
20 2 2
o, = olo —7) (4.23)

. (x* +02)\/—lf +0+E+[

seklinde elde ederiz.

34



Sonug olarak; N, AT, AB,, vektor carpimindan, birinci binormal vektorii de

| [(xol,—6’l, —t(x* +o)IT —o(x’L, + cl)N
B, = Hr (4.24)
+x(’1* + 0l) B, + [k’ (o1, — xl,) + 7l (x* + 0°)]B,

olarak elde ederiz.
Burada

1

JE AR D)+ 0 k4700 KT +07)

L

dir.

Boylece 7B, smarandache egrilerinin Frenet elemanlar1 yukaridaki sekilde elde edilmis

olur.

Sonug 4.1 : Teorem 4.1. de verilen {T,,N,,B,,,B,,} elemanlari, E;/ Minkowski
uzayinin bir ortonormal ¢atisin1 olusturur [15].
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