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DUZLEMSEL KiINEMATIKTE HOMOTETIK HAREKETLER ALTINDA
KAPALI YORUNGELER

OZET

Bu calismada bir parametreli kapal1 diizlemsel direkt ve ters homotetik hareketler i¢gin
dort kinematik kavram elde edildi: Steiner formiilii, Steiner noktasi veya normali, pol
noktas1 ve kutupsal atalet momenti. Steiner formiilii kinematikteki hizlar terkibi
kullanilmadan oOteleme vektorii cinsinden elde edilerek, pol noktasi ve Steiner
noktasina gore yazildi. Donme sayisi sifirdan farkli oldugunda Steiner noktasi, donme
sayisi sifir oldugunda ise Steiner normali elde edildi. Ayrica kutupsal atalet momenti
hesaplanarak alan formiilii ile arasinda iliski kuruldu. Ornek olarak, vincin kollar1 bir
parametreli kapali diizlemsel homotetik hareket ile uzayip kisalabildiginden dolay1
ving hareketi secildi. Bu hareket vincin sabit olan kontrol merkezi ve hareketli
kolundan olusan bir ¢ift dayanak noktasi ile belirlendi. Bir parametreli kapali
diizlemsel direkt ve ters homotetik hareketler i¢in elde edilen tiim kinematik kavramlar
ving hareketi {izerinde incelendi ve bu sonuglar teorik kisimla karsilastirildi.

Anahtar kelimeler: Diizlemsel Kinematik, Homotetik Hareket, Steiner Formiili,
Kutupsal Atalet Momenti.
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THE CLOSED PATHS UNDER HOMOTHETIC MOTION IN PLANAR
KINEMATIC

ABSTRACT

In this paper, during one-parameter closed planar direct and inverse homothetic
motions four kinematical concepts were obtained: the Steiner formula, the Steiner
point or normal, the pole point and the polar moment of inertia. The Steiner formula
was found without using veloties composition in kinematics in terms of displacement
vector with respect to the pole point and the Steiner point. Both were obtained in the
case of the winding number is different than zero the Steiner point and the winding
number is zero the Steiner normal. Also, by calculating the polar moment of inertia,
the relation between the area formula was established. As an example, since the arms
of winch can be extended or shortened with one-parameter closed planar homothetic
motions, the winch motion was chosen. This motion was described by a double hinge
consisting of the fixed control panel and the moving arm of winch. All the kinematical
concepts that were obtained for one-parameter closed planar direct and inverse
homothetic motions were investigated on the winch motion and results were compared
with theorical section.

Key words: Planar Kinematics, Homothetic Motion, Steiner Formula, Polar Moment
of Inertia.
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1. GIRIS

Bir ¢izgi iizerinde yuvarlanan ve tamamlanmig doniis yapan bir geometrik nesne igin
bir noktanin yoriinge alaninin baz1 6zellikleri Steiner tarafindan ifade edilmisti [1].
Miiller, kutupsal atalet momenti ile yoriinge alani hesaplamasi arasindaki iligkiyi
incelemis ve yoriinge alan formiiliinii genellestirmisti [2,3]. Bir parametreli kapali
diizlemsel homotetik hareketler i¢in Steiner alan formiilii ve Holditch teoremi Tutar
tarafindan agiklanmist1 [4]. Diildiil ise bir parametreli diizlemsel homotetik hareket
sirasinda kapali yoriinge egrileri igin kutupsal atalet momentini incelemisti [5].
Uygulama alaninda Dathe, bir parametreli kapali diizlemsel hareketlerin uygulamasi
olarak ‘insan ylriylisii esnasinda bacak hareketi’ni incelemisti [6]. Thieme, dis
hekimliginde yaygin olarak kullanilan ‘hareketli mentese (dayanak) ekseni’ kavramini
cene hareketi i¢in tanimlamisti. Ayrica ¢igneme sisteminin sakak bolgesindeki
hareketinin fonksiyonel durumlarini degerlendirmek i¢in uygulamalar yapmist1 [7].

Bu ¢alismada hareketli ve sabit olmak iizere iki diizlem arasinda bir parametreli
kapali diizlemsel homotetik hareket incelendi (direkt ve ters). Steiner alan denklemi
elde edilirken digerlerinden farkli olarak kinematikteki hizlar terkibi kavram
kullanilmadi. Alan denklemi 6nce 6teleme vektorii cinsinden elde edilip sonra pol
noktas1 ardindan da Steiner noktasi cinsinden yazildi. Donme sayist sifirdan farkl
oldugunda yani cisim tamamlanmis bir tur attifinda alan denklemi bir ¢ember
denklemi belirttiginden Steiner noktasi bulundu. Dénme sayist sifir oldugunda yani
cisim bir tam turu tamamlayamaz ise alan denklemi bir dogru denklemine
doniistiiglinden ¢alismamizin 6zgiin kisimlarindan biri olan Steiner normali elde
edildi. Kutupsal atalet momenti hesaplandi ve ydriinge alan denklemi ile arasinda iliski
kuruldu.

Ornek olarak ving hareketi ele alindi. Ciinkii vincin kollar1 bir parametreli
kapali diizlemsel homotetik hareket tarafindan uzayip kisalabilir. Bu hareket vincin
sabit olan kontrol merkezi ve hareketli kolundan olusan bir ¢ift dayanak noktasi ile

belirlendi. Ving hareketi esnasinda kollar tam tur atmadigi i¢cin dénme sayist sifir



alindi. Bir parametreli kapali diizlemsel direkt ve ters homotetik hareketler icin elde

edilen tiim kinematik kavramlar ving hareketi iizerine uygulandi.



2. GENEL BILGILER

Tamm 2.1: E hareketli diizleminin E' sabit diizlemine gore hareketi B=E/E' ile
gosterilmek tizere B hareketinin « dénme agis1 ve U Steleme vektdriiniin U, U,
bilesenleri @ = a(t), u, =u,(t), u, =u,(t) seklinde bir t reel parametresinin siirekli
diferensiyellenebilen fonksiyonu iseler B hareketine bir parametreli diizlemsel

hareket denir (direkt hareket). E' sabit diizleminin E hareketli diizlemine gore

hareketi E'/ E ise ters hareket olarak tanimlanir [8].

Sekil 2.1: Bir parametreli diizlemsel hareket

Tamm 2.2: u;,U, Ve «; bir t reel parametresinin siirekli diferensiyellenebilir
fonksiyonlar1 olmak iizere

u =ul(), u,=u), a=calt)
fonksiyonlart ayni t, <t <t, araliginda tanimlanmis olsun. Eger

u(t+T)=u;(t), j=12

alt+T)=a(t)+2zv



bagintilar1 saglanacak sekilde T > 0 en kiiciik say1ise; E/E’ hareketine T periyotlu
ve v donme sayili 1_parametreli kapah diizlemsel hareket denir [8].
Tanmm 2.3: A= ® bir ciimle ve V de K cismi lizerinde bir vektoér uzayr olsun.
Asagidaki ozellikleri saglayan bir

f:AxA->V
fonksiyonu varsa A ya V ile birlesen bir afin uzay denir.
(Al). VP,Q,Re Aigin f(P,Q)+ f(Q,R)=f(P,R)
(A2). VPe A ve VaeV igin f(P,Q)=a olacak sekilde bir tek Q € A noktasi
vardir [8].
Tamm 2.4: V , n-boyutlu reel vektor uzayi1 ve A daV ile birlesen bir afin uzay olsun.
Eger V bir i¢-carpim uzayi ise A ya Oklid uzayi denir ve genellikle E" ile gosterilir
[8].
Tamim 2.5: n-boyutlu Oklid uzayinda bir cismin homotetik hareketi

X' hA U || X

W
doniisiimii ile ifade edilir. Burada h bir reel skaler matristir [9]. X, X’ ve U nx1
tipinde matrislerdir ve h homotetik 6lgek, A ve U nun elemanlari, t reel
parametresinin stirekli ve diferensiyellenebilir fonksiyonlaridir. X ve X', sirastyla
E hareketli diizlem ve E’ sabit diizlemin dik koordinat sistemlerine gore ayn1 X
noktasinin konum vektorlerine karsilik gelirler.
Tanmm 2.6: u, u,, & Ve h, bir t reel parametresinin siirekli diferensiyellenebilir
fonksiyonlar1 olmak iizere

u =u(t), u,=u(t), a=a), h=h()
fonksiyonlar1 ayn1 t, <t <t, araliinda tanimlanmis olsun. Eger

u,(t+T)=u;(), j=12

at+T)=a(t)+2zv
bagintilar1 saglanacak sekilde T > 0 en kiigiik say1 ise,

X" = (hx, —u,)&, + (hx, —u,)g,
denklemi ile tanimlanan harekete T periyotlu ve v donme sayili 1-parametreli kapah
diizlemsel homotetik hareket denir [9]. E -diizleminin E’-diizlemine goére kapali
homotetik hareketi E/E' ile gosterilsin (direkt hareket). E’-diizleminin E -

diizlemine gore kapali homotetik hareketi ise E'/ E ile gosterilsin (ters hareket).



Tamm 2.7: K cismi {izerinde iki vektor uzay1 V, ve V, olsun. V, ve V,ile birlesen
afin uzaylar A, ve A, olmak iizere f : Al — A, bir doniisiim olsun. P,Q € A olmak

uzere
VeV =V,
PQ - vy, (PQ) = f(P)F(Q)

seklinde tanimlansin. Burada y, doniisiimiine f ile birlesen doniisiim adi verilir.

Eger vy, doniisiimii lineer ise f ye bir afin doniisiim denir [8].
Tanim 2.8: E," ve E,", sirasiyla, V, ve V, n-boyutlu i¢ ¢carpim uzaylari ile birlesen
birer 6klid uzay1 olsunlar. Bir

f:E" >E,
afin doniistimii Vo, f€V, icin

(w(e), w(pB))=(c,B)
olacak sekilde bir

vV, -V,
lineer dontisiimii ile birlesiyorsa f ye bir izometri denir [8].
Tamm 2.9:E", n-boyutlu Oklid uzaymm bir f izometrisi ve ¥X € E" igin
f (X) = X +t olacak sekilde bir tek t = (t;,t,,...,t,) € E" noktasi varsa f ye E" in
t ile belirtilen bir 6telemesi denir.

E" de baglangic noktas1 O olan bir dik koordinat sistemi {x,X,,...,X,}olsun.

f:E" > E" izometrisi t = (t,,t,,...,t,) noktasi ile belli olan bir 6teleme olsun. f

nin bu dik koordinat sistemine gore ifadesi
X1 [l t] X
1] 10 11

X=X +t
dir [8].

veya

Tanim 2.10: Doénme agisinin C(Jj_c: =a tiirevine E/E' hareketinin agisal hizi denir

[8].
Tanim 2.11: Acisal hizi sifir olmayan bir harekette, her t aninda, her iki diizlemde de

sabit kalan noktaya pol noktasi denir [1].



Boyle noktalar, t aninda, yalmz hareketli E diizleminde degil aym zamanda
sabit E' diizleminde de sabit bulunmak zorundadirlar. O halde sabit diizlemde ki sabit

Py

P,

bir X' noktasi i¢in dX' =0 denkleminin ¢6ziimii P :( J pol noktasidur.

Tamm 2.12: Her t anina bir P pol noktasi ait olacagindan E/E'" hareketi esnasinda

P pol noktasi her iki E ve E’-diizlemlerinde muhtelif konumlar alir. P noktasinin
hareketli E -diizlemindeki yeri genel olarak bir egridir, bu egriye E/E' nin hareketli
pol egrisi denir ve (P) ile gosterilir. P noktasmin E’-diizlemindeki geometrik yerine
ise sabit pol egrisi denir ve (P') ile gosterilir [1].

Tamm 2.13: da kitle elementli kiitle értiilmesinde hareketli (P) pol egrisinin agirlik

merkezine Steiner noktasi denir ve S ile gosterilir.

S_Cf)Pda

- CJ.Dda

bagintisi ile hesaplanir [1].

Tamim 2.14: h’doe kitle elementli kiitle 6rtiilmesinde hareketli (P) pol egrisinin
agirlik merkezine Steiner noktasi denir ve S ile gosterilir.
S nin koordinatlart s; ve s, olmak iizere
§ Pj h*do
S, ="F 5
§h do
dir [1].

Tamim 2.15: Merkezi Steiner noktasi olan gemberler dogrulara indirgendiginde yani

j=12

donme sayis1 v=0 oldugunda, bu dogrularin normal vektoriine Steiner normal
vektorii denir ve 1 ile gosterilir [6].
Tanim 2.16: Cismin donme hareketindeki degisiklige direng gostermesinin dlgiisiine
kutupsal atalet momenti denir.

E hareketli, E' sabit olmak tizere iki diizlemin koordinat sistemleri arasinda
bir t_ parametreli kapali diizlemsel hareketi diisliniilsiin. X ve X', sirasiyla, E
hareketli diizlem ve E’ sabit diizlemin dik koordinat sistemlerine gore ayni X
noktasinin konum vektorlerine karsilik gelirler. Hareketli sisteme ait sabit bir X

noktasinin sabit sisteme gore yoriingesi; R(t) dénme matrisi, OO' =U (t) dteleme

vektoriive X sabit sisteme ait bir nokta olmak iizere, X (t)=R(t)X +U (t) seklinde



X (t)
X (1)
kutupsal atalet momenti T olmak iizere,

T =<_’5(x1'2 +x2'2)da

bagintisi ile hesaplanir [10].

tanimlansin. x'(t)z{ } ve X noktas1 boyunca « (t) parametresi kullanilarak






3. BULGULAR

3.1. Kapah Diizlemsel Homotetik Direkt Hareket

E hareketli, E'sabit olmak iizere iki diizlemin koordinat sistemleri arasinda bir t
parametreli kapali diizlemsel homotetik hareketi diisiiniilsiin. E hareketli diizleminin
E’ sabit diizlemine gore hareketi E/E’ direkt hareketi olsun. Sistemlerin orijinleri
strastyla (O,0"), dteleme vektorleri OO'=U ve O'O=U’, dénme agis1 a(t) olmak
tizere hareketli sisteme ait sabit bir X noktasinin sabit sisteme gore yoriingesi,

X'(t)=h(t)R(t) X +U’(t) (3.1)
seklinde tanimlansin. Burada h, t reel parametresinin siirekli diferensiyellenebilir
fonksiyonudur. Hareket, sabit ve hareketli sistem arasinda zamana bagli doniisiim
olarak tanimlanabilir. X vektorii zamandan bagimsiz olarak diistiniilebilir.

a(t) dénmenin toplam acis;, R(t) 2x2 tipinde donme matrisi, U (t) ve
U'(t) 2x1 tipinde 6teleme vektorleri, X' sabit sisteme ait bir nokta ve X hareketli

sisteme ait sabit bir nokta olmak tizere koordinatlari,
x'(t):(x%“)} U(t):(ul(o) o= WO, x :(le
X (t) u, (t) u, (t) X,

R(t) = cos(x(t)) —sin(x(t))
( )_(sin(a(t)) cos(a(t)) j

ve
3.2)

seklindedir.
Sirf Oteleme  ve  sirf  donme  durumlarindan  kaginmak  igin
a#0,h=h(t) = sabit kabul edilecektir.

Ayrica dteleme vektorleri arasinda U’ = —RU bagmtisi vardir. Bu baginti (3.1)

denkleminde yerine yazilirsa yoriinge denklemi,

X'(t)=R(t)(h(t)X -U(t)) (3.3)



halini alir. (3.2) nolu denklemler burada kullanilirsa; yani vektorlerin koordinatlar

yerine yazilirsa,

X1,(t) = COS(Ot(t))(h(t)Xl —Ul)—Sin((x(t))(h(t)Xz _UZ)

(3.4)
x, (t)=sin(a(t))(h(t)x —u,)+cos(a(t))(h(t)x, —u,)
bulunur. Bu ifadelerin t_ ye gore diferensiyelleri alinirsa,
dx =-sina(hx, —u,)da +cose(dhx, —du, |
—cosa(hx, —u,)da —sina(dhx, —du, ) (3.5)

dx, =cosa(hx, —u,)da +sina(dhx, —du, )
—sina(hx, —u,)da +cosa(dhx, —du, |

elde edilir.
3.1.1 Kapah bir homotetik hareketin yoriinge alani

E -diizleminin sabit bir X noktasinin F yoriinge alanini hesaplamak istiyoruz.

Bunun ig¢in,
1 ’ ! ! !
F = ECJS (x/dx; — xdx)) (3.6)

Gauss alan formiiliinden faydalanacagiz. Burada egri integrali X noktasinin kapal
yoriinge egrisi lizerinde alinmaktadir.
(3.4) ve (3.5) nolu esitlikler g6z 6niine alinirsa,
x, dx, ={cosa (hx —u,)-sina(hx, —u, H{cosa(hx, —u,)da
+sing (dhx, —du, ) —sine (hx, —u, )da + cosa (dhx, — du, )}
= cos?a(hx, —u,)’ da +cosasina (hx, —u, )(dhx, —du,)
—cosasina (hx, —u,)(hx, —u,)da +cos? & (hx, —u, )(dhx, — du,)
—cosasina(hx, —u,)(hx, —u,)da —sin? a(hx, —u, ) (dhx, — du,)
+sin?a(hx, —u,) de —cosasina(hx, —u, )(dhx, - du,) (3.7)
X, dx, ={sina (hx, —u, )+ cosa (hx, —u, H-sina (hx —u, )da
+cosa (dhx, —du, ) —cose (hx, —u,)da —sina(dhx, —du, J}
= —sin?a(hx, —u,)" da + cosasina (hx, —u, )(dhx, —du,)
—cosasina (hx, —u,)(hx, —u,)da —sin” e (hx, —u, )(dhx, — du,)
—cosasinea(hx, —u,)(hx, —u,)da + cos® a(hx, —u, )(dhx, —du,)

—~cos?a(hx, —u,)" da - cosasina (hx, —u, )(dhx, — du, )

10



ifadeleri elde edilir. Son iki esitlik taraf tarafa ¢ikarilip (3.6) da yerine yazilirsa,
2F = @(xl'dxz' —xz'dxi') =(x¢ + Xzz)(jShzda
+ % (-2hu,de —hdu, +dhu, )+ X, (~2hu,d e +hdu, —dhu, ) (3.8)
+<j>{(uf +u§)da +u,du, —uzdul}
bulunur. Bu son esitlikte asagidaki ifadeler su sekilde gosterilsin:
$(-2hu,de —hdu, +dhu, ) = a*
¢ (~-2hu,der +hdu, - dhu,) = b’ (3.9)
qS{(uf +u; )da +u,du, - uzdul} —c
Burada C skaler terimi hareketli sistemin baslangi¢ noktasinin yoriingesi ile
ilgilidir. Bu noktanin ¢izdigi yoriinge alanim F, ile gosterip, (3.8) ifadesinde
(x,=0,x, =0)yazlirsa,
2F, =c (3.10)
elde edilir.

Simdi (jStha integralini goz Oniine alalim. Bunu
T

$hede = [h?(@)a(t)dt
0

olarak yazabiliriz. Burada f (t) = h*(t) ve g(t) = a(t) diyelim. h = h(t) t nin siirekli
fonksiyonu oldugundan f (t) = h?(t) de siireklidir. & = e(t) t nin siirekli fonksiyonu
oldugundan tanim geregi tiirevi var ve tiirevi stireklidir, yani g(t) = ¢(t) stireklidir.
Ayrica hareket esnasinda «¢(t)#0 oldugundan ve «(t) siirekli bir fonksiyon
oldugundan ¢(t) <0 veya a(t) >0dir, yani ¢(t) fonksiyonu [O,T] araliginda her
yerde ayni isaretlidir.

O halde f(t)=h?(t) ve g(t)=ca(t) fonksiyonlar: [O,T] arah@ginda siirekli ve
g(t) bu aralikta her yerde ayni isaretlidir. Siirekli iki fonksiyonun ¢arpimu siirekli ve
siirekli bir fonksiyon integrallenebilir oldugundan g(t) ile f(t)g(t) fonksiyonlar:
[O,T] araliginda integrallenebilirdir. O halde integral hesabin ortalama deger teoremi

geregince

[ f®gmydt=f(t,)[ gyt
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olacak sekilde 3t, €[0,T] vardir. Burada f(t) ve g(t) nin degerlerini yerine

yazarsak,

]’hz(t)d(t)dt = hz(to).T[d(t)dt

-1 ()| (o), |
=1 () a(T) ~e(O)

bulunur. Homotetik hareket kapali oldugundan
a(t+T)=a(t)+2zv

dir. t=0 i¢in
a(T)=a(0)+2xzv

veya
a(T)—a(0)=2xzv

olur. O halde

].hz(t)d(t)dt =h*(t,).27v

yani
gﬁh?da = 2h%(t,) v
elde edilir [3].
Ayrica
m=ph’da =h?(t,)pdea =’ (t,) 2zv

(3.11)

(3.12)

katsayisi, v € Z donme saysi ile cizgilerin F =sbt. yoriinge alani i¢in ¢emberler

veya dogrular belirtip belirtmedigini sdyler. Eger v #0 ise, ¢emberler bulunur. Eger

tamamlanmamus tur olursa, v =0 olur ve ¢emberler diiz ¢izgilere indirgenir.

O halde (3.9), (3.10), (3.12) ifadeleri (3.8) nolu esitlikte yerine yazilirsa,
(3.13)

2(F—F,)=(x+X)m+a’x +bx,

elde edilir.

3.1.2 integral katsayilarimn farkl bir gosterimi

(3.3) nolu esitligin t _ ye gore diferensiyeli alinirsa,

dX’=dR(hX —U)+R(dhX —dU)

12
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Py

2

ve burada X =P :( ] ( pol noktasi ) yazilirsa, X' sabit diizlemde oldugundan,

0=dX'=dR(hP—-U)+R(dhP —dU) (3.15)
bulunur. Bu ifade diizenlenirse,
dR(hP-U)=—R(dhP-dU)
hP -U =—(dR) "R(dhP —dU) (3.15a)
U =hP +(dR) " R(dhP —dU )
elde edilir. Simdi (3.2) esitligi géz oOniinde bulundurularak (dR)f1 R matrisi

hesaplansin.

—sinada - d
gr=| SNt —eosatay det(dR) = (der)’
cosada —Sinada

(dR)’l= 1 da(—sma cosw]

(da)2 —cosa  —Sina
) . (3.15b)
- —Sin o) —
(dR)lR: 1 zda SIna co_sa c_sa Sinx
(da) —C0Sa —Sina )\ sina cosa
1 0 1
“dal-1 0
Bu ifade ve koordinatlar (3.15a) ifadesinde yerine yazilirsa,
h 0 1) dhp —d
u1 — pl +i pl ul (315C)
u, hp,) da\-1 0){ dhp,—du,
- u,
elde edilir. Buradan U = ,
u2
dh du
ul:hpﬁ'pzd__d_2
« o (3.16)
u —hp -p ﬁ_kﬁ
2 2 ""dg da

bulunur. Bu ifadeler (3.9) nolu esitlikte yerine yazilirsa,

a" = (-2n*pda )+ (~2hdhp, + hdu, +u,dh)
ve (3.17)
b* = p(~2h*p,de )+ (2hdhp; —hdu, —u,dh)

elde edilir. Bu katsayilar asagidaki gibi ayr1 ayr1 gosterilebilir:

13



a=@(-2n’pda) b=(-2h*p,da)

1= §(~2hdhp, + hdu, +u,dh) (3.18)
Ly = qS(Zhdhp1 —hdu, —u,dh), u= (Mj
H
(3.17) ve (3.18) ifadeleri (3.13) nolu yoriinge alan formiiliinde kullanilirsa,
2(F—Fo):(xf+x22)m+ax1+bx2+;le1+yzx2 (3.19)
bulunur.

3.1.3 Kapah diizlemsel homotetik harekette Steiner noktas1 ve Steiner normali

S

m#=Qicin kapali diizlemsel homotetik hareketin S :[ ] Steiner noktasimin su

S

sekilde bulundugunu biliyoruz:

Prpde 1,2 (3.20)
S. = — =1, )
' $hda .
Bu esitlik kullanilarak
cj)hz pda =sm, cﬁthzdazszm (3.21)

ifadeleri yazilabilir.
(3.21), (3.18) ifadesinde yerine yazilip (3.19) da kullanilirsa,

2(F - Fo)=m(x12 +X,° —251x1—252x2)+ylx1+y2x2 (3.22)
kapal1 diizlemsel homotetik hareketler i¢in Steiner alan formiilii elde edilir [3].

Bu esitlik m= 0 sayisina boliiniip, tam kare ifadeler halinde yazilirsa,

(s (Aot (o) (-] AR @

seklinde cember denklemi bulunur.
Esit yoriinge alanina sahip E hareketli diizleminin biitiin sabit noktalar1 E’

diizleminde,

Hy H
M=|s ——,5, ——= 3.24
(1 o2 ij (3.24)

merkezli ayni bir gember lizerinde bulunurlar [4].

h=1 6zel durumunda g4 = 1, =0 olacagindan M noktasi S Steiner noktasi

olur.

Simdi m=0 durumu incelensin.
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Bu durumda (3.19) esitligi gbz oniine alinirsa,

(a+14)% +(b+ 1) -2(F-F,)=0 (3.25)
seklinde bir dogru denklemi elde edilir. Yani yukarida bahsedilen gemberler diiz
cizgilere indirgenir.

(3.25) denkleminde esit alanli ¢izgilerin normali, Steiner normali:

n:[a“ﬁ] (3.26)
b+,

seklinde bulunur.
3.1.4 Kapah diizlemsel homotetik hareketler icin hareketli pol noktasi

(3.16) esitlikleri p,, p, ye gore diizenlenirse,

dhp, —hdep, =du, —u,dea

hda p, +dhp, =du, + u,da
homojen olmayan bir lineer denklem sistemi bulunur. dh#0 ve da #0 oldugundan
sistemin katsayilar determinant1 sifirdan farklidir. O halde bu sistem Cramer metodu
ile ¢oziliirse,

du, —u,da —deh
du, +udea dh

_dh(du, —u,der) + hde(du, +uda)

BT an —dah (dnY +(da)’ 1’
deh dh
(3.27)
dh  duy -u,da
0 - hda du,+uda| dh(du, +uda)-hda(du, —u,da)
’ dh  —deh (dh)* +(de)’h?
deh dh

seklinde P =[ plj pol noktasi elde edilir [3].

P,

m=0 i¢in (3.21) nolu esitlik Steiner noktast ile Pol noktasi arasindaki iligkiyi
belirtir.

m=0 i¢in (3.18) ve (3.26) nolu esitlikler kullanilirsa,

—2¢ph’p,dea
(aj - prce. “n—u (3.28)
b) | -2¢h’p,da

Steiner normali ile Pol noktasi arasindaki iligki elde edilir.
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3.1.5 Kapah diizlemsel homotetik hareketler i¢cin kutupsal atalet momenti

T kutupsal atalet momenti ile donme hareketi esnasinda degisiklige kars1 gosterilen
direng hesaplanacaktir. Ayrica F alani ile birlikte T,m,n ifadelerini birlestiren bir

formiil elde edilecektir. Bunun i¢in ¢ parametresi ile X noktasi boyunca,
T =Sf>(x1'2 +x2'2)da (3.29)

ifadesi hesaplansin.
(3.4) ifadeleri son esitlikte yerine yazildiginda, tam kare ifadeler agililip (3.12) esitligi
kullanilirsa,

T= (xf + xj)m + )g%f)(—Zhulda) + xqu(—Zhuzda) + @(uf + uzz)da (3.30)
elde edilir. Orjinin kutupsal atalet momentini bulmak i¢in son esitlikte X, =X, =0
yazilirsa,

T, :SB(uf+u§)da (3.31)
bulunur. Bu ifade (3.30) esitliginde yerine yazilip diizenlenirse,

T-T, = (xf + xj)m + >q<j§(—2hulda) + xzqg(—Zhuzda) (3.32)
elde edilir. (3.16) ifadesi son esitlikte kullanilirsa,

T T, = (X +)m-+x¢(-2h* p,de — 2hdhp, + 2hdu, ) 6.3
+%,§(~2h’ p,da + 2hdhp, — 2hdu, )

seklinde kapali diizlemsel homotetik hareketler i¢in kutupsal atalet momenti

hesaplanir. Bu ifade ile (3.19) esitligi birlikte diisiiniiliirse,
T —T, = 2(F = Fy)+x,$(hdu, —u,dn) + x, (~hdu, +u,dh) (3.34)

seklinde yoriinge alani ile kutupsal atalet momenti iliskisi elde edilir.
3.2. Kapal Diizlemsel Homotetik Ters Hareket

E hareketli , E'sabit olmak iizere iki diizlemin koordinat sistemleri arasinda (3.1)

esitligindeki t_ parametreli kapali diizlemsel homotetik hareketi diisiiniilsiin. E'

sabit diizleminin E hareketli diizlemine gére hareketi E'/ E ters hareketi olsun.
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Sistemlerin orijinleri sirasiyla (O',0), oteleme vektorleri OO'=U ve
O'0=U’, dénme matrisi R(t), donme agis a(t) olsun. Elemanlar: (3.2) ifadesinde

verilen R matrisi ortoganal matristir, yani R™=R" esitligi vardir. Bu ifade
kullanilarak, sabit sisteme ait bir X’ noktasinin hareketli sisteme goére yoriingesini
bulmak i¢in (3.3) esitliginden X g¢ekilirse,
1
X (t) =] (RO) X' +U (1) ] (335)
h(t)
yazilir. Burada h, t reel parametresinin siirekli diferensiyellenebilir fonksiyonudur.
Hareket, sabit ve hareketli sistem arasinda zamana bagli donisiim olarak
tanimlanabilir. X' vektorii zamandan bagimsiz olarak diisiiniilebilir.
Ayrica oteleme vektorleri arasinda U = —R"U’ bagntis1 vardir. Bu baginti
(3.35) esitliginde yerine yazilirsa ters hareket i¢in yoriinge denklemi,
1 WIVIIRTT
X(0) = (ROT (¢ -U0) 336)

bulunur. Bu son ifadede (3.2) esitligindeki koordinatlar yerine yazilirsa,

X (t)= %[cos(a(t))(x{ —u/ (t)) +sin(a(t))(x2' —u, (t))}

(3.37)
1 - ! ! ! ’
xz(t)zw[—sm(oc(t))(x1 —u, (t))-l-COS(a(t))(XZ -u, (t))]
elde edilir. Bu ifadelerin t _ ye gore diferensiyelleri alinirsa,
d _ dh ! 4 - ! !
X ==z Cosa| X U [+sina| X, U,
+%[—dul'.c05a—(x1'—ul')sinada
(3.38)

—duy’sina +(x, -u, Jcosada]
d dh|: - ’ ! ! ’
X ==17 —smoc(x1 —u1j+c05a(x2 —uzj
1 dul’.sina—(xl’—ul'jCOSada—
+ —
du2’.005a—(x2’—uz')sinada

bulunur.
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3.2.1 Kapah bir ters homotetik hareketin yoriinge alani

E’ -diizleminin sabit bir X' noktasinin F’ yoriinge alanin1 hesaplamak istiyoruz.

Bunun i¢in
, 1
F'= 595 (x,dx, — x,0x,) (3.39)

Gauss alan formiiliinden faydalanacagiz. Burada egri integrali X' noktasinin kapali
yoriinge egrisi tizerinde alinmaktadir.

(3.37) ve (3.38) esitlikleri kullanilarak asagidaki ifade gerekli diizenlemeler
sonucu hesaplanirsa,

x,dx, — x,dx, = iz[_(xi'2 + xz'z)da +2%'uda + 2%, u,) der
h (3.40)
—x/du, +x,'du, —(ul'2 +u,” )da +u,du, — uz'dul'}

bulunur. Bu ifade (3.39) da yerine yazilirsa,
_(xl'z+x2'2)<]5i2da+xl'cﬁ(Z%ul'da—%duz'J
1
+ X, q;( —du, ) (3.41)
12 1 ! ’ ’ !
_qg{ (u +U, )da 2 (uldu2 —u, du, )}

elde edilir. Bu son esitlikte asagidaki ifadeler su sekilde gosterilsin:
1 1 "
Cﬁ(ZF 1d —qu2j=a

C.[S(Z%uz'da + h—lzdul'j —b" (3.42)

—gg{ (u +u, )da 7 (u du, uz'dul')}:c'

Burada C’ skaler terimi sabit sistemin baslangic noktasinin yoriingesi ile
ilgilidir. Bu noktanin ¢izdigi yoriinge alanini Fo', ile gosterip, (3.41) ifadesinde
(Xl' =0,%, = O) yazilirsa,

2F, =¢ (3.43)
bulunur.

qS%da integrali (3.11) esitligine benzer sekilde su sekilde elde edilir:
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1 1 1
~da=——fda=——27v=m 3.44
¢ hZ o h2 (to) Cﬁ o h2 (to) v =m ( )

katsayis1, v € Z donme sayisi ile ¢izgilerin F'=sbt. yériinge alan1 i¢in ¢emberler

veya dogrular belirtip belirtmedigini sdyler. Eger v #0 ise, ¢emberler bulunur. Eger

tamamlanmamus tur olursa, v =0 olur ve gemberler diiz ¢izgilere indirgenir.
(3.42), (3.43) ve (3.44) ifadeleri (3.41) nolu yoriinge alan formiiliinde

kullanilirsa,
2( F! _ FO,/) _ _(lez + lez)mI + af*xlf + b;*xz’ (345)

elde edilir.
3.2.2 Ters hareket icin integral katsayillarimin farkh bir gosterimi

(3.36) nolu esitligin t ye gore diferensiyeli alinirsa,

1 | , dh T
dX =Ed(RT)(X ~U )—ERTdU —FRT(X -U’) (3.46)

ve burada X' =P’ =( pl,](pOI noktasi ) yazilirsa, X sabit oldugundan,
P,
0=dx=1d(RT)(P'—U')—ERTdU'—d—?RT(P'—U') (3.47)
h h h
bulunur. Bu ifade diizenlenirse,
1 r dh 1
~(dR) —=R'" |(P'-U")==R"dU’
RE= GO
A
(P'-U")= A‘l(% RTdU'j (3.48)

U':P'—Al(%RTdU’j

elde edilir. Simdi (3.2) esitligi g6z oniinde bulundurularak A=%(dR)T —%RT

matrisi hesaplansin.

(@) -

bulunur. Dolayisiyla

—sinada cosada J

3.49
—cosada -Sinada ( )
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1 r dh
A==(dR) ——=R'
h( ) h2

—sinada dh cosada dh
_— COS

——Cosa ——Sina
_ h h h h
cosada dh . —Sinada  dh
- +—sinag ——————-Cosa
h h h h

elde edilir. Ayrica bu matrisin determinant1 hesaplanirsa,

det A sin’ a(da)’ N (dh)’ oo cos’ a(da )’ N (dh)’ o
h? h' h? h'
der)” (dh)’
_(da) (o)

yazilir. O halde A matrisinin tersi hesaplanabilir:

—hsinada —dhcosae —hcosada +dhsina

Afl _ h4 h2 h2
h?(der)” +(dh)’| hcoseda—dhsing  —hsinada —dhcosa
h? h?
Bu ters matris ve koordinatlar (3.48) ifadesinde yerine yazilip diizenlenirse,
’ ! h ’ !
u' = p/ + (dhdu + hdedu )
" hP(da)’ +(dh) ' ?
! ! h ! !
u' =p + (dhdu — hdedu )
© 7 h¥(da)’ +(dh’ ? '

bulunur. Bu ifadeler (3.42) esitliginde kullanilirsa,

l ’ da ! !

a” =2d—p/da+2 dhdu, + hd ezdu
gsh2 P qsh3(da)2 +h(dh)2( ' ? )

1 ’ d(Z ! !

b* =2§—p,da+2 dhdu,’ —hdeadu
qSthz qshg(da)2+h(dh)2( ’ 1)

elde edilir. Bu katsayilar asagidaki gibi ayr1 ayr1 gosterilebilir:

' 1 4 ’ 1 '
a= Zq')Fplda, b= ZSBszda

’ da ' ’
=2 dhdu, +hdedu, |,
& (ﬁhs(da)z + h(dh)z( ' ’ )
’ da ' ’ ,Ltl,
=2 dhdu, —hdadu, |, ' =
& le>h:“(o|05)2+h(o|h)2( i 1) g [uz']

(3.50)

(3.51)

(3.52)

(3.53)

(3.54)

(3.55)

(3.54) ve (3.55) ifadeleri (3.45) esitliginde yerine yazilirsa yoriinde alan denklemi,

Z(F' - FO”) = _(Xilz + Xz’z)m’ +ax + 0%, + %+ %,
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bulunur.

3.2.3 Kapah diizlemsel ters homotetik hareketler i¢in Steiner noktasi ve Steiner

normali

St

m’ # Oigin kapali diizlemsel ters homotetik hareketin S’ = E ’J Steiner noktasinin su

S,

sekilde bulundugunu biliyoruz:
s/ =" j=12 (3.57)

Bu esitlik kullanilarak,

c]S% pda=s'm, cﬁ% p,da=s,m’ (3.58)
ifadeleri yazilabilir.
(3.58), (3.55) ifadesinde yerine yazulip (3.56) yeniden diizenlenirse,

2( F'— FO,') = —m’(x1'2 +X, 2 —28'% — 252'x2')+ WX+ X, (3.59)
kapal1 diizlemsel ters homotetik hareketler i¢in Steiner alan formiilii elde edilir.

Bu esitlik m’ # 0sayisia béliiniip, tam kare ifadeler halinde yazilirsa,

(XJ_[S;_A}J H_D (-] {w-2] _AFR) @)
2m’ 2m’ 2m’ 2m’ m’

seklinde cember denklemi bulunur.
Esit yoriinge alanina sahip E’ sabit diizleminin biitiin sabit noktalar1 E

hareketli diizleminde,

' ' /u1’ ' lu2,
M'=|s ———,s5 ——— 3.61
[ Yoom'? ZmJ (361)

merkezli ayni bir gember {izerinde bulunurlar.

h=1 6zel durumunda g =, =0 olacagindan M’ noktas1 S’ Steiner

noktasi olur.
Simdi m'=0 durumu incelensin.

Bu durumda (3.56) esitligi géz oniine alinirsa,
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@4Mjg+@+%jg—4p—%jzo (3.62)
seklinde dogru denklemi elde edilir. Yani yukarida bahsedilen cemberler diiz ¢izgilere
indirgenir.

(3.62) denkleminde esit alanli ¢izgilerin normali, Steiner normali:
a'+
A B (3.63)
b+ i,

seklinde bulunur.

3.2.4 Kapah diizlemsel ters homotetik hareketler icin sabit pol noktasi
. ,p .
(3.53) esitliginden P’ = ’ pol noktasi gekilirse,
P,

[ h ! 1 1A
= —dhdu, —hdadu, |+u
pl hz(da)2+(dh)2( 1 2 ) 1
h (3.64)
= —dhdu,’ + hdedu, | +u,’
pZ hz(da)2+(dh)2( 2 1) 2
elde edilir.

m’ # 0 igin (3.58) nolu esitlik Steiner noktasi ile Pol noktasi arasindaki iliskiyi
belirtir.

m' =0 igin (3.55) ve (3.63) nolu esitlikler kullanilirsa,

- (3.65)

1,
(a,j B Zéﬁpl da
b)) |1 .

Steiner normali ile Pol noktasi arasindaki iliski elde edilir.
3.2.5 Kapah diizlemsel ters homotetik hareketler icin kutupsal atalet momenti

T’ kutupsal atalet momenti ile donme hareketi esnasinda degisiklige karsi gosterilen
direnci hesaplamak istiyoruz. Ayrica amacimiz F' alam ile birlikte T',m’,n’

ifadelerini birlestiren bir formiil elde etmektir. Bunun i¢in « parametresi ile X'

noktas1 boyunca,
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TIZCP(X:LZ_'_XZZ)da (366)

ifadesi hesaplansin.
(3.37) ifadeleri son esitlikte yerine yazildiginda, tam kare ifadeler acililip
(3.44) esitligi kullanilirsa,

T = (xl'2 + xz'z)m' + xl'cﬁ[—Z%ul’da}L x{é)[—Z%u{daj + gSh—lz(ul'z + uz'z)da (3.67)

elde edilir. Orjinin kutupsal atalet momentini bulmak igin son esitlikte X, =X, =0

yazilirsa,
T, =<j§%(u;2 +u2'2)da (3.68)
bulunur. Bu ifade (3.67) esitliginde yerine yazilip diizenlenirse,
' ’ ' ’ ’ ' 1 ' ’ 1 ’
T-T, = (x1 24X, 2)m + X @(—ZFul daj + X, q.)(—zﬁuz daj (3.69)
elde edilir. (3.53) ifadesi son esitlikte kullanilirsa,
T-T, = (xi'2 + xz’z)m’

’ 1 ’ ’ ’
+x/| -2 p/da -2 dhdu, + hdardu
Xi[ Pre (ﬁh3(da)2+h(dh)2( ' 2)]

' 1 ’ da ’ '
2§ p,da -2 dhdu, ~hded
+X2( b pda qSrf(doz)%h(olh)z( e ul)}

seklinde kapali diizlemsel ters homotetik hareketler i¢in kutupsal atalet momenti

hesaplanir. Bu ifade ile (3.55) ve (3.56) esitlikleri birlikte diistiniiliirse,

T T, = —Z(F’— FO,') (3.72)

seklinde yoriinge alani ile kutupsal atalet momenti iliskisi elde edilir.

3.3 Ornek: Vin¢ Hareketi

Onceki béliimlerde dort kavram iizerinde duruldu: yériinge alan formiilii, Steiner
noktas1 ve Steiner normali gibi geometrik nesneler, pol noktas1 ve kutupsal atalet
momenti. Bu 6rnekle daha dnce elde edilen kinematik kavramlarin deneysel verilere
nasil uygulanacagi gosterilecektir.

Vincin kollart bir parametreli kapali diizlemsel homotetik hareket ile uzayip
kisalabildigi i¢in 6rnek olarak ving hareketi se¢ildi. Bu hareket bir ¢ift dayanak

noktasina sahiptir. ‘¢ift dayanak noktasi’ kavrami vincin sabit ve hareketli olmak tizere
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iki koluna ait sistemlerin baslangi¢c noktalarini ifade eder (sekil 3.1). Sabit sistemin
baglangi¢ noktasinda vincin kontrol paneli yer alir. ‘L’ kolu ise h parametresi
tarafindan uzayip kisalabilir. Ayrica ving hareketi esnasinda kollar tam tur
atmamaktadir. Bu durumda yukaridaki boliimlerde bahsedilen v donme sayisi sifir

olur. Dolayisiyla (3.12) esitligi geregi 6rnek boyunca m=0 alinmalidir.

’
X2A

14 4
@) X,

Sekil 3. 1: Bir cift dayanak noktasi olan vincin kollari.

Kapal1 diizlemsel homotetik harekette ving hareketini modellemek i¢in kollar,
bir ¢ift dayanak noktasi ile temsil edilmisti (Sekil 3.1). Oncelikle direkt hareket i¢gin
kartezyen koordinatlarda bu dayanak noktalarmin esitlikleri yazilsin.

Hareket denklemi (3.1) esitligi olsun. Hareketli sistemin sabit sistem {izerine

hareketi incelendiginden sistemlerin baslangi¢ noktalar1 bir an ¢akisik diistiniilsiin.

Sekil 3. 2: Cakisik ving kollari.
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Simdi donme matrisi hesaplansin. Bunun i¢in sekil 3.2 incelenirse vektorler

arasindaki agilar agagidaki gibi elde edilir.

Ac(xl', xl) =k
&(xl',x2)=90+€—k
(3.72)
Ac(xz’,xl) —90+k ¢
zc(xz',xz) =(—k
x, ve x, bilesenleri, X, Ve X, cinsinden yazilabilir.
X=X+ apX, (3.73)
Son esitlik X, ile i¢ ¢arpilip, X, L X, oldugu ve (3.72) esitligi hatirlanirsa,
9 = <X1' g X1>
=cos(k —7) (3.74)
=cos((—k)
bulunur.

(3.73) esitligi X, ile i¢ ¢arpilip, X, L X, oldugu ve (3.72) esitligi hatirlanirsa,

s =(X %)
=c0s(90+(—k) (3.75)
=—sin((—k)
elde edilir. Benzer sekilde
X, =a, X +a,X, (3.76)
denklemi igin

a,, =sin((—k)

a,, =cos(( —k) 3.77)
ifadeleri elde edilir. O halde donme matrisi,

O~ (G ) om0 ) 673
yazilir.

Sekil 3.2 de oteleme vektorii U'=00" ile L uzunlugu arasindaki agi
incelendiginde,
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U'(t):[u{(t)} :[t;o;((j((tt;))J (3.79)

bulunur. Ayrica U'=—RU oldugundan,

(u(t)) [~Leos(k(t))
U(t)_[uz(t)]_(—Lsin(k(t))] (3.80)

elde edilir. (3.78), (3.80) ve koordinatlar (3.3) ifadesinde yerine yazilirsa,

X, (t) =cos(£(t) - k(t))(h(t)x, + Lcos(k))—sin(£(t) —k(®))(h(t)x, + Lsin(k)) (3.81)
X, (t)=sin(£(t) - k(t))(h(t)x + Leos(k))+cos(£(t) — k() (h(t)x, + Lsin(k))
bulunur.

Buradaki toplam ag1 a =(—K dur.

(3.81) esitliginin zamana gore tiirevi almip X, X,— X, X, ifadesi hesaplanip,gerekli

islemler yapildiginda,
X, X=X, %, = (2 (xF +¢) + L) (E() ~ k(D)
+ xl(zthos(k(t))(Z(t) —K(t)) + hLcos(k())k () - Ldh sin(k(t))j (3.82)
X, (Zthin(k(t))(E(t) — k(1)) + hLsin(k(t)k (t) + Ldh cos(k(t))j +L2K(t)

elde edilir.

Vincin kollar1 tam tur atmadigindan zaman [tl,tz] araliginda deger alir ve

yukarida bahsettigimiz gibi m=0 dir. Ayrica periyodik fonksiyonlarm integrali i¢in

f periyodik fonksiyon olmak iizere;
t e t
f =L fdt = f|t1=0 (3.83)

yazilabilir. Benzer sekilde yukaridaki k(t) acis1 zamana bagl periyodik fonksiyon

oldugundan,

["k@dt=0 (3.84)

bulunur.

Y oriinge alan denklemini elde etmek i¢in;

15 5
F :Ej{xi X, =X, X Jdt (3.85)
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Gauss alan formiilii kullanilir.

Ayrica o= —K esitliginden,

da=d(—dk (3.86)
ifadesi elde edilir.

(3.82) esitligi (3.85) de yerine yazilip, (3.84) ve (3.86) gbz Oniinde

bulundurulursa,

b o« o b .
2F = xl[szhcos k((—k)dt + j L(hcosk.k— dhsin kjdt}
t t

§ . (3.87)
+ x{jZthin k(f—k)dt+IL(hsin k.k+ dhcoskjdt}
tl Il
yazilir. Bu son esitlikte asagidaki ifadeler su sekilde gosterilsin:
t « . t o
UZLhcosk(ﬁ— k)dt+IL(hcosk.k—dhsin kjdtj=a*
: N (3.89)
(szhsin k((-K)dt+ | L(hsin k.k+ dhcoskjdtj —b’
4 b
(3.80) esitliginin zamana gore diferensiyeli alinirsa,
= L(sink)k
du, = L(sink)k dt (3.89)

du, = —L(cosk)k dt
elde edilir.
(3.80), (3.89) ifadeleri (3.88) esitliginde yerine yazilirsa (3.9) esitligi bulunur.

Burada (3.16) ifadeleri kullanilip diizenlenirse,

a' = T(—thplda)+ti(—2hdhp2 +hdu, +u,dh)

b |

: “ (3.90)

b* :]%(—thpzda)+T(—2hdhpl +hdu, +u,dh)

4 4

b My

elde edilir. Bu gosterimler (3.87) de yerine yazildiginda,
2F =(a+ )% +(b+ )%, (3.91)

bulunur. Buradaki Steiner normali:
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(T{Zh cosk(/—k) +(h cosk.k—dhsin k)}dt}

a+u
= =L .
" (b"'luz] (592

seklinde yazilir.

[tj{zhsin K((—K) +(hsin k.k+dhcos kj}dt]

Vincin hareketli kolu i¢in pol noktasi hesaplansin.

(3.80), (3.86) ve (3.89) ifadeleri (3.27) esitliginde yerine yazilirsa P = [ Elj :
2

dh(Lsink.Ej-h(E- k’)(Lcosk.Zj
P, = 2

(dh)’ +h? (é— llj

. L. . (3.93)
dh (— Lcosk.Ej —h((- k)(Lsink.Ej
P, = . W2
(dh)’ +h2(€—kj
bulunur ve
¥ dhsink — h(%—kjcosk
P:(Elj: — o (3.94)
2 (dh)* + hz(t’—kj ~dhcosk —h(ﬁ—kjsink
seklinde yazilabilir.

(3.90) ve (3.92) ifadeleri birlikte diisiiniildiigiinde ving hareketi i¢in Steiner
normali ile hareketli pol noktas1 arasindaki iliski bulunur

Vincin hareketli kolu i¢in kutupsal atalet momenti elde edilsin.

(3.29) ve (3.81) esitlikleri kullanilarak, (3.80) ifadesi (3.30) da yerine yazilirsa,
T = . 2hL cosk( (k) dt+ x,p 2nLsink( [ K)dt (3.95)

bulunur. (3.87) esitligiyle birlikte diistiniildiigiinde yoriinge alan formiilii ile kutupsal

atalet momenti arasindaki iliski su sekilde yazilir:
T=2F+ lecﬁ(—h cosk.k+ dhsin k) - szcﬁ(hsin k.k+dhcos kj : (3.96)

Simdi de ters hareket i¢in kartezyen koordinatlarda bu dayanak noktalarinin

esitlikleri yazilsin. Ving hareketindeki donme matrisi ve Oteleme vektorleri
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koordinatlar1 ayni olmak iizere ters hareket denklemi (3.36) olsun. Buradan dayanak

noktasi,

X (t) = %[cos(f(t) - k(t))<X1' - Lcos(f)) +sin(£(t) - k(t))(Xz' - Lsin(())} (3.97)

X, (t)= %[—sin(ﬁ(t) - k(t))(xl’ - Lcos(ﬂ))+ cos(((t) - k(t))(xz' - Lsin(f))}
seklinde yazilir. (3.97) esitliginin zamana gore tlirevi alinip Xlx.z—xz);1 ifadesi
hesaplanip,gerekli islemler yapildiginda,

X, x.z— X, x1 = —(xl'2 + xz'z)iz(k— k)+ xl'(zi2 Lcosf(k— Ii)—izLZcosfj

h h h (3.98)
, 1 ) o« . 1 1.,
+ X, (ZF Lsin f(f— kj—FLﬁsmfj+FL k
elde edilir. (3.83) ve (3.84) goz o6niine alinarak son esitlik (3.85) ifadesinde yerine

yazilirsa,
, ltz 1 . . 1 .
2F =x/[ 2> Leos| (—k |- LLcost |dt
4

tZ . . .
+ xZ'J'(Z%Lsin ﬁ(f— kj—%usin ﬁjdt (3.99)
4

seklinde vincin sabit kolunun ters hareket i¢in yoriinge alan formiilii bulunur. Bu son

esitlikte asagidaki ifadeler su sekilde gosterilsin:

t

.[[2% Lcosﬁ(%—lz]—iz LZcosKjdt —a”
h h

4

. (3.100)
j(ziz Lsin E(ﬁ— kj—iz L ¢sin ﬂ]dt =b"
h h
4
(3.79) ifadesinin zamana gore diferensiyeli alinirsa,
du,’ =—Lsin (ot
(3.101)

du, = Lcos ¢ (dt

yazilir.
(3.79), (3.101) ifadeleri (3.100) esitliginde yerine yazilirsa (3.42) esitligi

bulunur. Burada (3.53) ifadeleri kullanilip diizenlenirse,
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K 1 ' K Zda ’ ' 1 ’
"=l 2= p/d dhdu, +hdedu,’ ) - —=d
: J[ e P a)+£ h3(da)2+h(dh)2( e “2) he O
a’ ’
2 (3.102)
K 1 ’ K 2d0( ' ' 1 '
b” =] 2= p,d dhdu,’ —hdedu,’ )| - —d
J( e aj+£ h3(da)2+h(dh)2( v, - hdad ) - du,
ﬁ—/

/
H

elde edilir. Bu gosterimler (3.99) de yerine yazildiginda,
OF' = (a’+ yl)x1 +(b'+ ,uz')xz' (3.103)

bulunur. Buradaki Steiner normali:
t
2 1 . . 1 .
, j(2—zcos£(ﬁ—k)——2£cost’jdt
[a'+,u1}|_ ¢\ h h

ty « o o
j[z%sin L’(C— kj — %ﬁsin fjdt

4

!

(3.104)
b+ a1,

yazilir.

Vincin sabit kolu i¢in pol noktas1 hesaplansin.

(3.79), (3.86) ve (3.101) ifadeleri (3.64) esitliginde yerine yazilirsa P’ =£ Py J

P,

b, = h z(dhLEsinf—h(E— IijLécosfj+ Lcos/
(dh)* + hz(ﬁ— kj

(3.105)

p, =— h 2(dhLécosE+h(2—l§jLésin€j+ Lsin/

(dh’ +h2(2—12j

bulunur. (3.102) ve (3.104) ifadeleri birlikte diisiiniildiigiinde ving hareketi i¢in Steiner
normali ile hareketli pol noktas1 arasindaki iliski bulunur

Vincin sabit kolu i¢in kutupsal atalet momenti elde edilsin.

(3.66) ve (3.97) esitlikleri kullanilarak, (3.79) ifadesi (3.67) da yerine yazilirsa,
T = x{qS(—Z% L cos (((— I;)Jdt + x;qe(_z% Lsin £((— k)jdt (3.106)

bulunur. (3.99) esitligiyle birlikte diisliniildigiinde ters hareket i¢in yoriinge alan

formiilii ile kutupsal atalet momenti arasindaki iliski su sekilde yazilir:

T’:—2F’—x{Lcﬁ%Zcosﬁdt—x!Lcﬁ%ksinﬁdt. (3.107)
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4. SONUC VE ONERILER

Bir parametreli kapali diizlemsel homotetik hareketler altinda Steiner alan formiilii,
Steiner noktas1 veya normali, pol noktasi ve kutupsal atalet momenti direkt ve ters
hareket i¢in incelendi. Elde edilen kinematik kavramlar ‘vin¢ hareketi’ isimli 6rnek
tizerine uygulandi.

Bu ¢alisma, ii¢ boyutlu uzaylarda robotik hareketler i¢in uygulanabilir.
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