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OZET
Doktora Tezi
ASIMETRIK METRIK UZAYLARDA KOMPAKTLIK
Zeynep Hande TOYGANOZU

Silleyman Demirel Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali

Danmisman: Prof. Dr. Serpil PEHLIVAN

Bu tez ¢calismasinda, asimetrik metrik uzaylarda egsiireklilik kavramindan daha
zaylf olan exhaustiveness kavrami tanimlanarak, ozellikleri incelenmis ve
asimetrik metrik uzaylarda bu kavram kullanilarak bir fonksiyon ailesinin
kompaktligini karakterize etmek icin bir Ascoli tipi teorem elde edilmistir.

Ayrica, asimetrik yakinsaklik kosulu ortadan kaldirildiginda bir ileri exhaustive
fonksiyon dizisinin ileri noktasal limitinin stirekli olmayacag1 gibi, tek de
olmayabilecegine o6rnek verilmistir. Kompakt bir kiime tizerinde fonksiyon
dizisinin diizgiin yakinsakligini veren énemli bir sonug da verilmistir. Asimetrik
metrik uzaylarda exhaustiveness kavraminin istatistiksel versiyonunun bazi
ozellikleri incelenmistir.

Son olarak, N dogal sayillar kiimesinin altkiimelerinin ideali kavrami
kullanilarak tanimlanan ideal dizisel kompaktlik kavraminin temel 6zellikleri
incelenmis ve bu uzaylarda da metrik uzaylarda oldugu gibi dizisel kompaktlik
ile ideal dizisel kompaktlik kavramlarinin denk oldugu gosterilmistir. Bundan
yararlanilarak, metrik uzaylardaki sonuctan farkl olarak, asimetrik metrik
uzaylarda ideal dizisel kompaktlik ve kompaktlik kavramlarinin birbirlerinden
farkli kavramlar oldugu gosterilmistir.

Anahtar Kelimeler: Asimetrik metrik, quasi-metrik, ileri (geri) exhaustive,
Arzela Ascoli teoremi, ileri (geri) st-exhaustive, ileri Z -Dizisel Kompakthik

2015, 45 sayfa
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ABSTRACT
Ph.D.Thesis
COMPACTNESS IN ASYMMETRIC METRIC SPACES
Zeynep Hande TOYGANOZU

Suleyman Demirel University
Graduate School of Applied and Natural Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Serpil PEHLIVAN

In this thesis, the notion of exhaustiveness which is weaker than the notion of
equicontinuity is defined and its properties are investigated in asymmetric
metric spaces, and by using this notion, an Ascoli type theorem is obtained to
characterize the compactness of a family of functions in these spaces.

Furthermore, an example of a forward exhaustive function sequence of which
forward pointwise limit can be neither continuous nor unique is provided. Also,
an important result which gives uniform convergence of a function sequence on
a compact set is given. Some properties of statistical version of the notion of
exhaustiveness are investigated in asymmetric metric spaces.

Finally, fundamental properties of the ideal sequential compactness which is
defined by using the ideal of subsets of N are investigated and equivalance of the
notion of sequential compactness and the ideal sequential compactness is given
in asymmetric metric spaces that is also valid in any arbitrary metric spaces. By
using this idea, which is different from the result given in metric spaces, it is
shown that the notion of ideal sequential compactness differs from compactness
in asymmetric metric spaces.

Keywords: asymmetric metric, quasi-metric, forward (backward) exhaustive,
Arzela Ascoli theorem, forward (backward) st-exhaustive, forward Z-Sequential

compactness.

2015, 45 pages
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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

N Dogal sayilar kiimesi

R Reel sayilar kiimesi

R3 Negatif olmayan reel sayilar kiimesi

P Asal say1lar kimesi

z Ideal

F Filtre

& X uzayindan Y uzayina

/_) Diizglin metrik

avb a ile b nin supremumu

d(x,y) Asimetrik metrik

d, Y uzay1 lizerindeki asimetrik metrik
d*(x,y) Simetrik metrik

(X,dy) Asimetrik metrik uzay

o(A) A kiimesinin dogal yogunlugu

S S kiimesinin ileri kapanisi

K" K kiimesinin ileri Z -kapanisi

C(X,Y) X uzayindan Y uzayina ff —stirekli fonksiyonlar uzayi
B*(x,0) X —merkezli 6 —yarigapli ileri yuvar

X, = X (X,),oy dizisi X elemanina yakinsak

X, —f>X (X,)ney dizisi X elemanina ileri yakinsak
X, i>X (X,)noy dizisi X elemanina geri yakinsak
X, = X (X,),oy dizisi X elemanina ileri Z -yakinsak

f—st
(f)oey = T (f,),.y fonksiyon dizisi f fonksiyonuna ileri istatistiksel noktasal
yakinsak

(f.)oen 5 F (f,),y fonksiyon dizisi f fonksiyonuna ileri diizgiin istatistiksel

yakinsak



1. GIRIS

Matematigin bir dali olan Analiz’de 6nemli bir yer tutan fonksiyon dizilerinin
yakinsakligi kavrami, 19. Yuzyilin baslarindan beri incelenmektedir. Limit
fonksiyonunun stirekliligi korumas i¢in strekli fonksiyonlarin bir dizisinin
noktasal yakinsakligina hangi kosulun ilave edilmesi gerektigi analizin temel
sorularindan biri olmustur. Bir diger 6nemli soru ise, bir metrik uzayda stirekli
fonksiyon dizileri i¢cin kompakthgin karakterize edilmesidir. Bu ikinci soruya
cevap olusturan ve fonksiyonel analizin 6énemli teoremlerinden biri olan Arzela-
Ascoli teoremi icin ana kosul, fonksiyonlar ailesinin essiirekliligi kavramidir.
Gregoriades ve Papanastassiou (2008) metrik uzaylarda, fonksiyon dizileri i¢cin
ifade edilen ve essiireklilik kavramindan daha genel bir kavram olan
exhaustiveness kavramini kullanarak, genellestirilmis bir Ascoli-tipi teoremi

elde etmislerdir.

Asimetrik metrik uzaylarda, metrik uzaylardan farkh olarak, simetri o6zelligi
olmadigindan, yakinsaklik, kompaktlik ve tamlik gibi kavramlarin klasik
olanindan farkli tanimlanmasi ve ilgili bazi1 teoremlerin klasik olanindan farkh
ifade edilmesi fonksiyonel analizin bu 6nemli teoreminin bu uzaylarda nasil
calisacagi konusunu ortaya ¢ikardi. Collins ve Zimmer (2007), asimetrik metrik
uzaylarda ileri stirekli fonksiyonlar ailesinin bir altkiimesinin ileri goreceli
kompakthigini yine bu uzaylarda ileri esstireklilik ve ileri noktasal sinirlilik

kosulu getirerek ifade etmislerdir.

Bu tez calismasinda, asimetrik metrik uzaylarda exhaustiveness kavrami
tanimlanarak, 6zellikleri incelenmis ve asimetrik metrik uzaylarda bu kavram
kullanilarak bir Ascoli tipi teorem elde edilmeye calisiimistir. Daha sonra
istatistiksel exhaustiveness kavrami ve bazi o6zellikleri incelenmistir. Bu
uzaylarda da metrik uzaylarda oldugu gibi dizisel kompakthk ve ideal dizisel
kompaktlik kavramlarinin denk oldugu gosterilmistir. Boylece metrik
uzaylardan farkli olarak, asimetrik metrik uzaylarda ideal dizisel kompaktlik ve

kompaktlik kavramlarinin birbirlerinden farklh kavramlar oldugu verilmistir.



2. KAYNAK OZETLERI

Asimetrik metrik uzaylar, ilk olarak quasi-metrik uzaylar adi altinda 1931
yilinda Wilson tarafindan verilmistir ve Niemytzki (1931) tarafindan da bir
metrik uzay ve metriklenebilme tanimlayan aksiyomlarla baglantili olarak
calisilmistir. Daha sonra, Albert (1941) ve Stoltenberg (1969) de quasi-metrik
uzaylar adi altinda bu uzaylar tlizerine ¢alisirken, Ribeiro(1943) bu uzaylari
zayif metrikli uzaylar olarak adlandirmistir. Kelly (1963) ve Patty (1967) ise bu
uzaylari, bitopolojik uzaylar konulu c¢alismalarinda incelemislerdir.
Yonlendirilmis (oriented) metrik uzaylar olarak, Bodjanova (1981) ile Reilly ve
Vamanamurthy (1984) tarafindan da bu uzaylarda tamlik ve kompaktlik ile ilgili
ilging sonuclar elde edilmistir. Reilly vd. (1982) ile Kiinzi (1983) quasi- pseudo
metrik uzaylarda ¢alismislardir ve Mennucci (2004) asimetrik uzakliklar isimli

calismasinda asimetrik metrik uzaylardan bahsetmistir.

Bu uzaylarin, matematik ve uygulamali matematigin yani sira malzeme bilimi,
biyoloji gibi bircok alanda da uygulamalar1 vardir. Waterman, Smith ve Beyer
(1976) biyolojik kokenlerin bazi quasi-metriklerini ¢alismislardir. Domiaty
(1979), uzay ile zamani "uzay-zaman strekliligi" ad1 verilen yapida birlestiren
matematik modeli ile ilgili calismistir. Malzeme biliminde ise, eski haline
donebilen alasimlar (Mielke ve Roubicek, 2003), plastikler i¢cin modelleme
(Mainik ve Mielke, 2005), malzeme hatalar1 i¢cin modellemeler (Rieger ve
Zimmer, 2005) ve gradiyent akis modelleri (Chenchiah vd. 2009) gibi
uygulamalar1 vardir. Collins ve Zimmer (2007) yakinsaklik, tamhk ve
kompaktlik kavramlarini asimetrik metrik uzaylarda ¢alismislardir. Cobzas
(2013) ise, asimetrik normlu uzaylarda fonksiyonel analiz bashkl kitabinda,
asimetrik metrik uzaylar ve asimetrik normlu uzaylarda elde edilen sonuclari

derlemistir.

ideal yakinsaklik kavrami N dogal sayilar kiimesinin altkiimelerinin ideali
kavrami kullanilarak, reel say: dizileri icin metrik uzaylarda Kostryko vd.(2000)
tarafindan tanmimlanmistir.  Kisaca, Z -yakinsaklik olarak adlandirilan bu

kavram klasik yakinsaklik, pozitif tamsayir kiimelerinin dogal yogunlugu



kavramina dayanan istatistiksel yakinsaklik ve daha birgok yakinsaklik ¢esidini
genelleyen bir yakinsaklik cesididir. Ginimuze kadar bir¢ok matematikgi
tarafindan calisilmis ve halen ¢alisilmaya devam edilmektedir. Asimetrik metrik
uzaylarda ise reel say1 dizilerinin ideal yakinsakligi kavrami Das vd. (2013)

tarafindan incelenmistir.

Bolzano-Weierstrass teoremi R deki yakinsaklik icin temel bir sonugtur. Bu
teoreme gore, R deki her bir sinirl dizi yakinsak bir altdiziye sahiptir. R nin
bir altkiimesi icin buna denk bir ifade ise dizisel kompakthik tanimidir. Fridy
(1993), istatistiksel yigilma noktalar1 kavramini kullanarak, Bolzano-
Weierstrass teoreminin bir benzerini vermistir. Klasik metrik uzaylarda verilen
dizisel kompaktlik kavraminin bir genellemesi olan istatistiksel kompaktlik
kavrami, Cakalli tarafindan 2008 yilinda topolojik Hausdorff gruplarinda bir
dizisel metod G i¢in G-dizisel kompaktlik olarak ve 2009 yilinda ise topolojik
Hausdorff gruplarinda istatistiksel dizisel kompaktlik olarak verilmistir.
Boccuto vd. (2011), ideal dizisel kompaktlik kavramini tanimlayarak, metrik
uzaylarda dizisel kompakthik ve ideal dizisel kompaktlik kavramlarinin denk

oldugunu gostermislerdir.

Fonksiyonel analizin 6énemli teoremlerinden biri olan Arzela-Ascoli teoremi
(Arzela, 1895; Arzela, 1882-1883; Ascoli, 1883-1884, Engelking, 1977; Kelley,
1955; Munkres, 1975) baz1 kosullar altinda stirekli bir fonksiyon uzayinda
kompakthig1 karakterize eder. Bu kosullar icinde ana kosul, fonksiyonlar
ailesinin egstrekliligi kosuludur. Asimetrik metrik uzayarda, bu teorem Collins
ve Zimmer (2007) tarafindan verilmistir. Gregoriades ve Papanastassiou (2008)
metrik uzaylarda, fonksiyon dizileri i¢in ifade edilen ve egsiireklilik
kavramindan daha genel bir kavram olan exhaustiveness kavramini kullanarak,
Genellestirilmis Arzela Ascoli teoremini ifade ve ispat etmislerdir. Ayrica,
exhaustiveness kavrami metrik uzaylarda Caserta ve Kocinac (2012) tarafindan

fonksiyon dizileri icin istatistiksel exhaustiveness kavramina genellenmistir.



3. ASIMETRIK METRIK UZAYLAR

Metrik uzaylarin bir genellemesi olan asimetrik metrik uzaylar, metrik
uzaylardaki simetri aksiyomundan yoksun olan metrik uzaylar olarak

tanimlanirlar.

Tanim 3.1. X bir kiime olsun. Bir d : X x X — R fonksiyonu;

(1) d(x,y) >0 veher x,ye X icin d(x,y) =0 x=Y,

(2) Her X,y,ze X i¢in d(x,z) <d(Xx,y)+d(y,z)

ifadelerini sagliyorsa, d fonksiyonu X {izerinde bir asimetrik metrik ve

(X, d) ikilisi ise asimetrik metrik uzay olarak tanimlanir.

Eger d, X lizerinde bir asimetrik metrik ise, X {izerinde bir d ' metrigi

d'(x,y)=1/2 d(x,y)+d(y,x)

seklinde ifade edilir. Boylece, her metrik uzay bir asimetrik metrik uzaydir ve
simetri 6zelligini saglayan her asimetrik metrik ise bir metriktir. Ornegin, her
zaman saat yoniinde alinan bir basit kapali egrinin yay uzunlugu bir asimetrik

metrik olmasina ragmen bir metrik degildir (Reilly vd., 1982).

Asimetrik metrik uzaylarda simetri 0Ozelliginin yoklugu klasik analizde
bildigimiz yakinsaklik, tamlik ve kompakthik gibi kavramlar i¢in sorun
olusturabildiginden, bu kavramlar bu uzaylarda yeniden tanimlanmislardir.
Buna bagl olarak, ileri ve geri olmak lizere bu kavramlar i¢in birden fazla tanim
ortaya cikmistir. Ciinkii, bu uzaylarin lizerlerinde ileri topoloji ve geri topoloji
olmak iizere iki topoloji vardir, bu nedenle Kelly (1963) bu uzaylar1 bitopolojik

uzaylar olarak adlandirmistir.

Tamm 3.2. d den elde edilen 7, ileri topoloji, x e X,& >0 igin

B'(x,&) ={ye X:d(x,y) <&}
ileri agik yuvarlari ile Uretilen bir topolojidir.

4



Benzer sekilde, d den elde edilen z_ geri topoloji, x € X,& >0 i¢in

B (x,&)={ye X:d(y,x) <&}

geri acik yuvarlari ile uiretilen bir topolojidir (Colins ve Zimmer 2007; Mennucci

2004).

Boylece,

d*(x,y) =d(x,y) vd(y,X) (1.1)

simetrik metriginden elde edilen 7 topolojisi ise,

B(x,&) ={y:d(x,y)<&}=B"(X,&) "B (X, &)

acik yuvarlari ile tiretilen bir topolojidir (Mennucci 2004).

Tek yonli sokaklar: iceren taxicab geometri topolojisi asimetrik metrikler i¢in
gercek hayattan bir 6rnektir. Ciinkii tek yonliu sokaklar i¢in bir A noktasindan
bir B noktasina bir yolla ulasiliyorken, B noktasindan A noktasina ise farkli bir
yol ya da yollarla ulasilabilir. Yine Bodjanova (1981), daglik bir tilkede ulasim
ile ilgili bir 6rnek vermistir. Bu 6rnekte, X semtinden Y semtine bir otomobilin
en kisa zamanda aldig1 mesafe (veya minimum enerji harcadig1 mesafe) ile Y
semtinden X semtine en kisa zamanda aldig1 mesafenin (veya minimum enerji

harcadig1 mesafenin) farkli olacagi belirtilmistir.

3.1. Asimetrik Metrik Uzaylarda Yakinsaklik

Bu boliimde, asimetrik metrik uzaylarda yakinsaklik tanimi verilecek ve
ozellikleri incelenecektir.

Tanim 3.1.1. Bir (X,d) asimetrik metrik uzayinda bir (X,),_, dizisinin xe X e

ileri yakinsak (geri yakinsak) olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul



limd(x,x,)=0 (limd(x_,x) =0)

f b
olmasidir. x, —X (X, —X) seklinde gosterilir (Colins ve Zimmer, 2007).

Tanim 3.2 deki (1.1) ifadesinden, yakinsaklik ve ileri ile geri yakinsaklik

arasindaki iliski asagidaki onerme ile verilebilir:

Onerme 3.1.2. Bir (X,d) asimetrik metrik uzayinda,

f b
X, > X< d*(x,,X) >0< hem x,—>x hemde x,—>Xx (hem d(x,,x) >0 ve hem
de d(x,x,) = 0) dir (Mennucci, 2004).

Yani bir dizinin yakinsak olabilmesi icin gerek ve yeter kosul o dizinin hem ileri

yakinsak hem de geri yakinsak olmasidir.

Yardimcl Teorem 3.1.3. Bir (X,d) asimetrik metrik uzayinda bir (X,),.y
dizisi, x, € X e ileri yakinsak ve y, € X e geri yakinsak ise, bu durumda X, =Y,

dir (Colins ve Zimmer, 2007).

Sonug 3.1.4. Eger bir dizinin ileri yakinsaklig1 geri yakinsakligini gerektiriyorsa

ileri limit tektir (Colins ve Zimmer, 2007).

Asagidaki 6nerme ile Collins ve Zimmer (2007) ileri limitler ve geri limitler
arasindaki iliskiyi vermistir.

Onerme 3.1.5. Kabul edelim ki, ¢: X x X — R olmak iizere, her X, y € X i¢in

d(y,x)<c(x,y)d(x,y) (1.1.1)

asagidaki kisit1 saglasin:
Vxe X de>03 yeB'(x,&) =c(x,y) <C(X)

(burada C yalnizca x e bagh herhangi bir fonksiyon).



Bu durumda, ileri limitlerin varligi geri limitlerin varligini gerektirir ve boylece

limitler tektir.

Asagidaki ornek , Onerme 3.1.5 deki (1.1.1) kisitim1 saglayan bir asimetrik
metrik 6rnegidir.

Ornek 3.1.6. « >0 olsun.

y—X, Yy=>X Ise,

d(xy) 2={

a(x—y), y<x ise

seklinde tanimlanan d:RxR —R," asimetrik metrigi C = max{a,l} olmak
o

lizere her X,yeR i¢in d(y,x)<Cd(x,y) ifadesini saglar (Colins ve Zimmer,

2007).

Asagidaki 6rnek, (1.1.1) kisitini saglamayan iyi bilinen bir asimetrik metrik uzay
ornegidir.

Ornek 3.1.7. (Sorgenfrey asimetrik metrigi)

y—X, Y=X ise,
1 y<x ise

d(xy) 1={

seklinde tanimlanan d:RxR— R, asimetrik metrigi Sorgenfrey asimetrik
metrigi olarak bilinir. Burada, 7., R tzerindeki alt limit topolojisi ve 7, R
lizerindeki st limit topolojisidir, yani; £<1 icin B"(X,&)=[X,Xx+¢&) ve

B (X, &) =(x—¢&,Xx] saglanir.
1

Bu metrikte, 6rnegin sabit xeR icin (x,),.y =X+— seklinde tanimlanan bir
n

dizi ileri yakinsak, ancak, geri yakinsak olmayan bir dizidir. Ger¢ekten,

limd(x,x,) = Iim(x+1—x) = Iiml =0
n—ow n—o n

n—w n



oldugundan, dizi x € X e ileri yakinsaktir. Ancak,

limd(x,,x) =liml1=1

oldugundan, dizi xe X e geri yakinsak degildir. Boylece, bu metrikte ileri

yakinsaklik geri yakinsaklig1 gerektirmez (Colins ve Zimmer, 2007).

Tanim 3.1.8. (X,),.y, bir (X,d) asimetrik metrik uzayinda bir dizi olsun. Eger
her £>0 ve her k>n>N icin d(x,,x)<¢& (d(x,X,)<e) olacak sekilde bir
N € N mevcutsa, (X,),. dizisine ileri Cauchy (geri Cauchy) dizisi denir (Colins

ve Zimmer, 2007).

ileri(geri) Cauchy dizileri, sol(sag) K-Cauchy dizileri olarak da adlandirilir
(Reilly vd., 1982; Kelly, 1963).

ileri yakinsaklik, ileri Cauchy olmayi gerektirmez (Kelly 1963).
Ornek 3.1.9. Yukarida, Ornek 3.1.7 de verilen dizi ileri yakinsak olmasina

ragmen, bir ileri Cauchy dizisi degildir (Colins ve Zimmer, 2007).

Simdi de asimetrik metrik uzaylarda stireklilik tanimi hatirlatilacaktir. Basta da
belirtildigi iizere, siireklilik kavrami icin de birden fazla tanim vardir.

Tanim 3.1.10. (X,d,) ve (Y,d,) asimetrik metrik uzaylar ve f:X —Y bir
fonksiyon olsun. Eger, her £>0 icin yeB"(x,6) = f(y) e B (f(X),¢)

( f(y)eB (f(x),&)) olacak sekilde bir 6 >0 mevcutsa f fonksiyonu xe X de
ff —stireklidir ( fb — stireklidir) denir (Colins ve Zimmer, 2007).

Tanim 3.1.11. (Siirekliligin dizisel tanimi). Bir f : X —Y fonksiyonunun x e X
f
de ff —siirekli olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul (X,d,) de x,—X iken

f
(Y,d,) de f(x,)— f(x) olmasidir. Bu ifadenin benzeri, diger ii¢ tip siireklilik



( fb—stireklilik, bf —stireklilik ve bb—stireklilik) i¢cin de saglanir (Colins ve
Zimmer, 2007).

3.2. Asimetrik Metrik Uzaylarda Kompaktlik ve Tamhik

Bu boélimde asimetrik metrik uzaylarda tamlik ve kompakthk kavramlar:

hatirlatilacak ve bu kavramlarla ilgili bazi teoremler verilecektir.

Tanim 3.2.1. Bir S < X kiimesi,

(1) Eger S nin ileri topolojideki her agik ortiisii sonlu bir altoértiiye sahipse ileri
kompakt,

(2) S, S nin ileri topolojideki kapanisi olmak iizere, eger S ileri kompakt ise
ileri goreceli kompakt,

(3) Eger X deki her dizi ileri yakinsak bir altdiziye sahipse, ileri dizisel kompakt,
(4) Her ileri Cauchy dizisi ileri yakinsak ise ileri tam

olarak adlandirilir.

Yukaridaki tanimlarin geri olanlari, her bir tanimda ‘ileri’ ifadesi ile ‘geri’ ifadesi

yer degistirilerek verilebilir (Colins ve Zimmer, 2007).

Sonu¢ 3.2.2. Eger uzay hem ileri hem de geri kompakt ise ileri ve geri

topolojiler denktir (Mennucci, 2004).

Eger kompaktlik mevcutsa, limitler tektir ve geri limitlerin varligy, ileri limitlerin
varhigini gerektirir. Asagidaki Yardimci Teorem bunu ifade etmektedir.
Yardimc1 Teorem 3.2.3. d:RxR —>R," bir asimetrik metrik olsun. Eger

b f
(X,d) ileri dizisel kompakt ve X, —X ise, bu durumda X, —x dir (Colins ve

Zimmer, 2007).



Yardimci Teorem 3.2.4. (X,d) bir asimetrik metrik uzay olsun. Eger her ileri
Cauchy dizisi ileri yakinsak bir altdiziye sahipse (X,d) asimetrik metrik uzay1

ileri tamdir (Colins ve Zimmer, 2007).

Simdi de ileri kompakthk ve ileri dizisel kompakthk arasindaki iliski

verilecektir.

Yardimc1 Teorem 3.2.5. X ileri kompakt kiimesi ileri dizisel kompakttir

(Colins ve Zimmer, 2007).

Yukaridaki ifadenin ters yonii i¢in total sinirlilik tanimina ihtiyag vardir.

Tanim 3.2.6. Bir S c X kiimesi, eger her bir £>0 icin sonlu ¢oklukta &

yarigapli ileri yuvarla ortiilebiliyorsa ileri total sinirlidir denir.

Yardimci Teorem 3.2.7. Eger (X,d) ileri dizisel kompakt ve ileri total sinirh

ise, bu durumda X ileri kompakttir (Colins ve Zimmer, 2007).

Yardimci Teorem 3.2.8. Eger (X,d) ileri dizisel kompakt ve ileri yakinsaklik

geri yakinsaklig1 gerektiriyorsa, bu durumda X ileri total sinirlidir (Colins ve

Zimmer, 2007).

Yukarida verilen Yardimci Teorem 3.2.7 ve Yardimci Teorem 3.2.8, simetrik hali

Munkres (1975) tarafindan verilen 6énermelerin asimetrik benzerleridir.

Onerme 3.2.9. Bir (X,d) asimetrik metrik uzayinin ileri kompakt olmasi icin

gerek ve yeter kosul onun ileri tam ve ileri total sinirli olmasidir (Reilly vd.,

1982; Colins ve Zimmer, 2007).
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3.3. Asimetrik Metrik Uzaylarda Essiireklilik, Kompaktlik ve Arzela Ascoli

Teoremi

Bu bélimde, asimetrik metrik uzaylarda essiireklilik kavrami hatirlatilacak ve
asimetrik metrik uzaylarda Colins ve Zimmer (2007) tarafindan verilen Arzela-

Ascoli teoremi ifade edilecektir.

Tanim 3.3.1. (X ,d, ) ve (Y,d,) asimetrik metrik uzaylar ve #, X den Y ye
fonksiyonlarin bir kiimesi olsun. Eger her yeY ve her f € 7 i¢in d, (X,y) <o
iken d,(f(x), f(y)<e (d,(f(y), f(x))<e) olacak sekilde her xe X ve her

£>0 i¢in bir § >0 mevcut oluyorsa, 7 ileri esstirekli (geri esstirekli) olarak

adlandirilir (Colins ve Zimmer, 2007).

Y*; X den Y ye fonksiyonlarin uzaymi, C(X,Y) ise X den Y ye tiim
ff —stirekli fonksiyonlarin kiimesini belirtsin. a(x, y) =min{d(x, y),1} seklinde

tanimlansin. Bu durumda, d, Y iizerindeki asimetrik metrik olmak iizere, Y *

tizerindeki diizglin metrik,

p(f,9):=sup{d (f (x),g(x):x e X}

seklindedir. Bu metrik, Y* {izerindeki diizgiin topolojiyi iiretir (Colins ve

Zimmer, 2007).

Tanim 3.3.2. (f,),., reel degerli bir fonksiyon dizisi ve f, X den Y ye bir

fonksiyon olsun.
(1) Her xe X ve her £>0 icin en az bir N €N mevcut dyle ki Yn>N i¢in

d,(f(x), f.(x)<e (d,(f,(x), f(x))<e) oluyorsa, (f),., dizisi f e ileri

noktasal yakinsaktir (geri noktasal yakinsaktir) denir.
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(2) Her £>0 icin en az bir N € N mevcut dyle ki her xe X ve her n> N i¢in
d, (f(x), f,(x)) <& (d, (f,(x), f(X)) <&) oluyorsa, (f,), dizisi f e ileri diizgiin

yakinsaktir (geri diizgiin yakinsaktir) denir.

Yardimci Teorem 3.3.3. Kabul edelim ki (Y,d) ileri kompakt ve bu metrikte
ileri yakinsaklik geri yakinsaklig1 gerektirsin. Bu durumda,

(1) Eger bir # eC(X,Y) kiimesi ileri egsiirekli ise, ayni zamanda geri
esslreklidir.

(2) Eger bir {f3} . cY” dizisi diizgiin geri yakinsak ise diizgiin ileri

yakinsaktir (ve tersi de dogrudur) (Colins ve Zimmer, 2007).

Asagidaki o6rnek, Yardimci Teorem 3.3.3 de (1) ifadesinin Y lizerinde

kompaktlik kabiilii olmaksizin yanls oldugunu gosterir.

Ornek 3.3.4. X =[0,1] ve Y =[1,)asagidaki metrikler ile verilsin:

y—X, Y=X ise, y—X, y=>X Ise,

1, y<x ise

dy (X, ) ::{ ve dy(X,y) ::{

e“—e’, y<x ise

Burada Y de ileri yakinsaklik geri yakinsaklig1 gerektirir, ancak uzay ileri ya da

geri kompakt degildir. (Y,d,),R tizerinde klasik topolojiye sahiptir.
f.:X—>Y, Xx—>Xx+n

ile tanimlansin. xe X,neNve g&>0olsun. Eger d, (X,y)<d <1 ise X<y ve
d, (X, y) =y—x dir. Budurumda, d, (f (x), f,(y) =y+n—-(x+n)=y—-x<dJ
olup, J:=min{e,1} secilirse, 7 ={f }ileri egssiirekli olur. Diger taraftan,

d, (f,(y), f,(x))=e""—e"" =e" (e’ —e*) ve boylece geri essiireklilik i¢in

53Iog(in+ex)—Xsegilmelidir. n—>o iken &—>0o0lup, 6 sayist n den
e
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bagimsiz segilemez. Bu nedenle, 7 geri essiirekli degildir (Colins ve Zimmer,

2007).

Yardimal Teorem 3.3.5. (X,d, ) ve (Y,d,) ileri topolojileri ile birlikte ikisi de
kompakt olan asimetrik metrik uzaylar olsun. Kabul edelim ki, ayrica (Y,d,) de
ileri yakinsaklik geri yakinsaklig gerektirsin. Eger C(X,Y) nin bir altkiimesi #
ileri egsiirekli ise 7, d, ye karsilik gelen diizgiin metrik /_3 altinda total ileri

sinirhidir (Colins ve Zimmer, 2007).

Arzela-Ascoli teoremi Y ileri tam oldugunda, C(X,Y) ileri egssiirekli

fonksiyonlar uzayinin ileri tam olmasi gercegine dayanir. Bu durum simetrik

halde dogrudur, ancak eger Y ileri kompakt olmazsa asimetrik halde yanlstir.

Yardimci Teorem 3.3.6. Eger (Y,d) asimetrik metrik uzayi ileri kompakt ve
ileri yakinsakhigin geri yakinsakli1 gerektirmesi 6zelligine sahipse, Y* uzayi, d

ye bagh ; diizgiin metriginde tamdir (Colins ve Zimmer, 2007).

Yardimal Teorem 3.3.7. (X,d,) ve (Y,d,) asimetrik metrik uzaylar olsun ve
Y de ileri yakinsaklik geri yakinsakliga denk olsun. Eger bir (f,),_, € C(X,Y)

dizisi f ye diizgln ileri yakinsakise f € C(X,Y) dir (Colins ve Zimmer, 2007).

Bu ifade, eger ileri ve geri yakinsaklik hipotezi kaldirilirsa, asimetrik durumda
yanhstir. Ornek 3.3.8 buna bir ters ornektir, ki bu ileri yakinsakligin geri
yakinsakligi gerektirmedigi metrikler icin ileri limitlerin tek olmamasina
dayanir. Ornek 3.3.9 da ise bu asimetrik varsayim diisiiniilmezse siirekli
fonksiyonlar dizisinin diizgiin limitinin, limit tek olsa bile siireksiz olabilecegini

gosterir.

Ornek 3.3.8. X =[0,1] Oklid metrigi ile donatilmis ve Y — R? kiimesi

Y ={(¥1, ¥.) : ¥, =0 ve y, € (0,1} {(-1,0)} {1 0)}
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olsun. Y iizerindeki metrik Sorgenfrey metrigi olarak secilsin ve soyle

genisletilsin, y, >0 olmak tizere (y,,Y,) i¢in

d((¥1, ¥,),(#1,0)) =d((£1,0),(¥1,0)) =1, d((*L0), (¥, ¥.)) = Y-
Y bir asimetrik metrik uzay olup ayni zamanda Hausdorftur.

(-1,0),x=0ise

f: X->Y,x—> .
(4,0),x>0ise

olsun.
f.iX->Y, x> (0,1) fonksiyon dizisi f siireksiz limitine diizgiin ileri
n

yakinsaktir.

Asimetrik metrik uzaylarda, limitlerin tek olmasinin gerekmediginin bir sonucu

olarak, bu oérnek icin sonsuz c¢oklukta diizgiin limit vardir. Ornegin,

f:X —Y,x—(1,0) stirekli olmak tizere f, f ya diizgln ileri yakinsar (Colins

ve Zimmer, 2007).
Ornek 3.3.9. X =[0,1], Oklid metrigi ile donatilmis ve
Y ={(y,,Y,):0<y, <10<y, <I}

olsun. |||| metrigi R*deki Oklid metrigi olmak iizere, Y asagidaki metrikle

donatilmis olsun.
0,y=y'ise
d(y,y)=s[ly-y . <y.'vey’, #0ise
1, diger

bir asimetrik metriktir. Bu durumda,
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fn:X—>Y,x—>(£,x)
n

fonksiyon dizisi

f: X->Y,x—>(0,x)

olmak iizere bir tek limite ileri diizglin yakinsar. Dahasi, f siireksiz iken,

f.,VneN icin siireklidir (Colins ve Zimmer, 2007).

Onerme 3.3.11. (X,d,) ve (Y,d,) asimetrik metrik uzaylar olsun ve Y ileri

kompakt ve ileri yakinsaklik geri yakinsaklig1 gerektirsin. Bu durumda, C(X,Y)

kiimesi d, deki diizgiin /_) metriginde tamdir (Colins ve Zimmer, 2007).

Tamm 3.3.12. (Y,d,) asimetrik metrik uzay #, C(X,Y) nin altkiimesi olsun.
Eger her bir ae X ve yeY icin {d,(y, f(a)): f € 7 } kiimesi sinirly, yani, her
f e 7 icin d,(y, f(@))<M oluyorsa, 7, d, altinda ileri noktasal sinirhdir

denir (Colins ve Zimmer, 2007).

Teorem 3.3.13. (Arzela-Ascoli) (X,d,) ve (Y,d,) asimetrik metrik uzaylar
olsun. Kabul edelim ki, X ileri kompakt, kapali sinirli kiimeler Y de ileri
kompakt ve Y de ileri yakinsaklik geri yakinsakhig gerektirsin. C(X,Y), d,
deki asimetrik metrik ile iliskili ; diizgiin metirigi ile donatilsin. Bu durumda,
C(X,Y) nin bir # altkiimesi, eger ileri egstirekli ve d, altinda ileri noktasal

sinirl ise ileri goreceli kompakttir (Colins ve Zimmer, 2007).

Eger yukaridaki teoremde, Y asimetrik metriginde ileri yakinsaklik geri

yakinsaklig1 gerektirmezse Arzela-Ascoli teoremi saglanmaz.
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Ornek 3.3.14. Ornek 3.3.10 daki durumda, # ={f },_, ileri goreceli kompakt

degildir. Ctiinki, Y de ileri yakinsaklik geri yakinsakligi gerektirmediginden bu

Arzela-Ascoli teoreminin kabiilii ile gelisir.
3.4. Asimetrik Metrik Uzaylarda Bazi Yakinsaklik Cesitleri

Bu bolimde, ilk 6nce metrik uzaylarda N pozitif tamsayilar kiimesinin
altkiimelerinin ideali kavrami hatirlatilacak ve daha sonra bu kavram
kullanilarak, Das vd. (2013) tarafindan asimetrik metrik uzaylarda tanimlanan
ideal yakinsaklik, ideal Cauchy dizileri ve Z *-yakinsaklik kavramlar

hatirlatilacaktir.

Temeli pozitif tamsayilar kiimesinde Buck (1953) tarafindan tanimlanan
asimptotik (dogal) yogunluk kavramina dayanan istatistiksel yakinsaklik
diistincesi ilk olarak 1935 yilinda Varsova’da Zygmund ‘un monografisinin ilk
baskisinda hemen hemen yakinsaklik adi altinda verilmistir ve 1951 yilinda da
Fast ve Steinhaus tarafindan birbirlerinden bagimsiz olarak tanimlanmis ve
ozellikleri Fridy (1985, 1993) ve Salat (1980) tarafindan verilmistir. Bu
kavramin c¢esitli uygulamalari, trigonometrik serilerde Zygmund (1979),
toplanabilme teorisinde Freedman ve Sember (1981), sayilar teorisinde Erdos
ve Tenenbaum (1989), kuvvetli integral toplanabilmede Connor ve Swardson
(1993), ol¢iim teorisinde Miller (1995), Turnpike teoride Pehlivan ve Mamedov
(2000) ve topolojik uzaylarda ise Di Maio ve KocCinac (2008) tarafindan

verilmistir.

Tanim 3.4.1(X,),., bir (X,d) asimetrik metrik uzayinda bir dizi olsun. Her

£>( icin

o{n:d(x,x,)=e}) = Ml#{n td(x,x,) =&} =0
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ise (X,),.y dizisi x e X e ileri istatistiksel yakinsaktir denir ve f —st—limx, =x

ile gosterilir.
Benzer sekilde, (X,),. bir (X,d) asimetrik metrik uzayinda bir dizi olsun. Her

£>( icin
o{n:d(x,,x)=¢}) = Iim%|{n:d(xn,x) >e}=0

ise (X,),.y dizisi x e X e geri istatistiksel yakinsaktir denir ve b—st—limx =X

n—

ile gosterilir.

Tamim 3.4.2. (Ideal). Y bos olmayan bir kiime olsun. Eger Y nin altkiimelerinin
Z 2" ailesi

i) Je Z,

ii) A,Be Z oldugunda AuBe Z,

iii) Ae Z icin Bc A oldugunda Be Z

kosullarini sagliyorsa Z" ya Y de bir ideal denir (Kuratowski, 1966).

Tanim 3.4.3. Z 2’ bir 6z ideal olsun. Eger her xeY icin {X}e Z ise Z

idealine uygun ideal denir (Kostyrko vd., 2000).

Tanim 3.4.4. Eger ANA #J (i#],1,]J=12,.) ve AeZ iseher ieN igin

AAB, sonlu kiime ve B=UBi € Z olacak sekilde B, kiimeleri mevcut ise

i=1

Z 2" ideali (AP) ézelligine sahiptir denir (Kostyrko vd., 2000).

Tanmim 3.4.5. (Filtre). Y bos olmayan bir kiime olsun. Eger & < 2" kiimeler
ailesi i¢in

i) De 7,

ii) Her A/Be F i¢cin AnBe F,

iii) Her Ae &/ ve AcBcCY igin Be &
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kosullar1 gercekleniyorsa # kiimeler ailesine Y kiimesinde bir filtre denir

(Nagata, 1974).

Z <2 idealinin bir 6z ideal olmasi icin gerek ve yeter kosul

F Z ={McY:3JAeZ :M =Y\ A}

kiimeler ailesinin Y kiimesinde bir filtre olmasidir (Kostyrko vd., 2000).

3.4.1. Asimetrik Metrik Uzaylarda Z ve T*-Yakinsaklik

Asimetrik metrik uzaylarda reel say1 dizilerinin ideal yakinsakligi kavrami Das

vd. (2013) tarafindan incelenmistir.

Tanim 3.4.1.1. (X,),. bir (X,d) asimetrik metrik uzayinda bir dizi olsun.
Eger, her bir £>0 icin A(g)={neN:d(x,x,)=&}e Z oluyorsa, (X,),. dizisi

X € X elemanina Z idealine bagl olarak ileri yakinsaktir (veya kisaca ileri Z -

FZ
yakinsaktir) denir. F Z -limx, =X veya (X,),.y — X ile gosterilir.
Nn—w

Benzer sekilde, her bir £>0 icin A(g)={neN:d(x,,X)=>&}e Z oluyorsa,

(X,).oy dizisi Xe X elemanina Z idealine bagh olarak geri yakinsaktir (veya

BZ
kisaca geri Z -yakinsaktir) denir. B Z -limx, =x veya (X,),.y—X ile

n—o0

gosterilir.

Eger, Z uygun bir ideal ise, (X,),. dizisinin ileri (geri) yakinsakligi onun ileri

(geri) Z -yakinsakligini gerektirir.

Teorem 3.4.1.2. Eger bir (X,d) asimetrik metrik uzayinda bir (x,),. dizisi,

X, € X a ileri Z -yakinsak ve y,e X e geri Z -yakinsak ise, bu durumda

X, =Y, dir.

Genelde ileri Z -yakinsaklik geri Z -yakinsaklig1 gerektirmez.
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Teorem 3.4.1.3. (X,d) asimetrik metrik uzayinda (1.1.1) 6zelligi saglansin. Bu
durumda, (X,),. dizisinin ileri Z -yakinsakhg geri Z -yakinsakligini

gerektirir.

Tanim 3.4.1.4. X =(X,d) asimetrik metrik uzay S — X olsun. Eger S deki her
(X))nen dizisi, {n } ¢ Z olacak sekilde limiti S de olan ileri yakinsak bir (X, ),y

altdizisine sahipse, S kiimesi ileri Z -dizisel kompakttir denir.

Teorem 3.4.1.5. (X,d) asimetrik metrik uzayi ileri Z -dizisel kompakt olsun.
Budurumda, B Z -limx,=x= F Z -limx, =X olur.
Tanim 3.4.1.6. (X,),, bir (X,d) asimetrik metrik uzayinda bir dizi olsun. Bu

dizinin Xx e ileri Z *-yakinsak olabilmesi icin gerek ve yeter kosul

ll(irhlﬂ"ld(x,xmk):O olacak sekilde en az bir M e & Z Kkimesinin mevcut

k—a0

olmasidir. F Z *-limx, = x ile gosterilir.

Geri Z * -yakinsaklik benzer sekilde tanimlanir.

Eger bir (X,d) asimetrik metrik uzayinda bir (x,),_, dizisi, X, € X eileri Z *-

yakinsakve y, € X e geri Z * -yakinsakise, bu durumda x; =y, dir.

Ayrica, genelde ileri Z *-yakinsaklik geri Z *-yakinsaklig1 gerektirmez.
Teorem 3.4.1.7. (X,d) asimetrik metrik uzayinda (1.1.1) 6zelligi saglansin. Bu
durumda, (X,),.y dizisinin ileri Z *-yakinsakhg geri Z *-yakinsakligini

gerektirir.

Teorem 3.4.1.8. Z uygun bir ideal olsun. Eger F Z * -limx, =xise, bu

n—

durumda F Z -limx, =X dir. Bu, geri hali i¢cin de dogrudur.

n—o0

F Z (B Z )-yakinsaklikile F Z *(B Z *)-yakinsaklik arasindaki denklik (AP)

ozelligi ile verilmektedir.
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Teorem 3.4.1.9. Z uygun ideal olsun.
(1) Eger Z ideali (AP) 6zelligine sahip ve (X,d) bir asimetrik metrik uzay ise,
bu durumda X deki elemanlarin keyfi bir {x }._,, dizisi i¢in,

F Z (B Z)-limx,=¢ ifadesi F Z *(B Z *)-limx, = ¢ ifadesini gerektirir.

(2) Eger (X,d) en az bir ileri (geri) y1g1lma noktasina sahip ve ¢, X in bir ileri
(geri) y181lma noktas1 ve X deki elemanlarin keyfi bir {x.},_, dizisi ve her bir
SeXigin F Z (B Z)-limx,=¢ ifadesi F Z *(B Z *)-limx, =¢ ifadesini

gerektiriyorsa, bu durumda, Z ideali (AP) 6zelligine sahiptir.

Tanim 3.4.1.10. (X,),. bir (X,d) asimetrik metrik uzayinda bir dizi olsun.
Eger her £>0ve herhangi ke M icin {neN:d(x,x,)>&}e Z olacak sekilde
bir M =M(g)e & Z Kkiimesi mevcutsa (X,) dizisi bir ileri Z -Cauchy

neN

dizisidir denir ve F Z -Cauchy ile belirtilir.

Benzer sekilde, her £>0ve herhangi keMicin {neN:d(x,x)=s}te Z
olacak sekilde bir M =M (¢)e & Z kiimesi mevcutsa (X,),. dizisi bir geri

Z -Cauchy dizisidir denir ve B Z -Cauchy ile belirtilir.

Z -yakinsaklikta oldugu gibi, genel olarak, ileri Z -Cauchy sart1 geri Z -

Cauchy sartin1 gerektirmez, onlar ancak, (X,d) asimetrik metrik uzay1 (1.1.1)

ozelligini saglamasi halinde denk olurlar.

ileri yakinsaklik ileri Cauchy sartin1 gerektirmedigi gibi, ayn1 zamanda, genel

olarak, ileri Z -yakinsaklik daileri Z -Cauchy sartini gerektirmez.

Teorem 3.4.1.11. (X,d), (1.1.1) ozelligini saglayan bir asimetrik metrik uzay
olsun. Bu durumda, eger bir (x,),. dizisi F Z (B Z )-yakinsak ise F Z

(B Z )-Cauchydir.

Yukaridaki kosul yeterli, ancak gerekli bir kosul degildir.
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Teorem 3.4.1.12. (X,d)asimetrik metrik uzayinin ileri(geri) tam olabilmesi

icin gerek ve yeter kosul X deki her F Z (B Z )-Cauchy dizisinin X de F Z
(B Z )-yakinsak olmasidir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1. Asimetrik Metrik Uzaylarda Exhaustiveness

Bu béliimde, ilk olarak, metrik uzaylarda Gregoriades ve Papanastassiou (2008)
tarafindan fonksiyon dizileri icin ifade edilen ve essiireklilik kavramindan daha
genel bir kavram olan exhaustiveness kavrami asimetrik metrik uzaylarda

incelenecek ve bu kavrama iliskin bazi sonuglar elde edilecektir.

Tanim 4. 1. 1. (X,d, ) ve (Y,d,) asimetrik metrik uzaylar, xe X, #; X den Y
ye fonksiyonlarin bir ailesive f :X —Y,neN olsun.

(1) #sonsuz bir kiime olmak tizere, her £>0, her yeB"(x,0) ve her
f e Z\K igin d,(f(x), f(y))<e(d,(f(y), f(x))<e) olacak sekilde en az bir

0>0 ve # in sonlu bir K altkiimesi mevcut ise # ailesi X de ileri exhaustive

(geri exhaustive) denir.

(2) # sonlu olsun. Eger # in her bir eleman1 x de ff —strekli ( fb— siirekli)

bir fonksiyon ise 7, x de ileri exhaustive (geri exhaustive) denir.

(3) Bir (f,) fonksiyon dizisinin X de ileri exhaustive (geri exhaustive) olmasi
icin gerek ve yeter kosul her £>0, her yeB'(X,d) ve her n>n, igin
d, (f,(%), f.(y) <& (d,(f,(y), f,(x))<e) olacak sekilde en az bir §>0 ve
n, €N mevcut olmasidir. Bir (f,),. fonksiyon dizisinin X de ileri exhaustive

(geri exhaustive) olmasi icin gerek ve yeter kosul Vxe X de ileri exhaustive

(geri exhaustive) olmasidir.
UYARI. lleri essiirekliligin, ileri exhaustive olmay1 gerektirdigi aciktir.

Gergekten, Tanim 4.1.1 (1) deki sonlu K kiimesi her £ >0 icin bos kiime olarak

alinirsa bir ileri essiirekli aile ileri exhaustivedir.
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UYARI. Yukaridaki uyarinin tersi dogru degildir. Yani, # in ileri exhaustive

olmas1 7 \K ileri essiirekli olacak sekilde 7 in sonlu bir K altkiimesi olmasini

gerektirmez, ¢clinki tanimda K kiimesi & a baghdir.
Benzer uyarilar geri exhaustive ve geri egssiireklilik i¢in de sdylenebilir.

Onerme 4.1.2. (X,d,) ve (Y,d,) asimetrik metrik uzaylar, xe X, #; X den

Y ye fonksiyonlarin bir sonsuz ailesi olsun. Bu durumda,
(i) # in x de ileri esstirekli olmasi icin gerek ve yeter kosul 7 in x de ileri

exhaustive ve herbir f € # icin f lerin x de ff —siirekli olmasidir.

(i) 7 in x de geri essiirekli olmasi icin gerek ve yeter kosul 7 in x de geri

exhaustive ve herbir f € 7 icin f lerin x de fb- siirekli olmasidir.

ispat. (i) i ispatlamak yeterlidir, (ii) nin ispat1 benzer sekilde verilebilir.
Gereklilik kismi, tanimlardan agiktir.

Ters yoni icin, £€>0 olsun. 7#, X de ileri exhaustive oldugundan, her
yeB'(x,0) ve her f e #Z\K icin d,(f(x), f(y)) <& olacak sekilde bir 6'>0
ve # in K sonlu altkiimesi mevcuttur. f,x de ff —siirekli oldugundan, bir
o6(f)>0 vardir dyle ki her yeB*(x,6(f)) i¢in d,(f(x), f(y)) <& elde edilir.
o=min{6",8(f): f e K}>0 olarak secilsin. Bu durumda, her yeB"(x,5) ve

her f € 7 icin d, (f(x), f(y)) <& olur. Boylece, #, x de ileri egstireklidir m.

Asagidaki ornek, bir ileri exhaustive fonksiyonlar ailesi # nin her bir

elemaninin siirekli olmak zorunda olmadigini gosterir.

Ornek4.1.3. X =R ve Y = [0,%] asagidaki metriklerle birlikte verilsin;

y—X, Y=X ise,

dy (X, y) =d, (X Y) :={

1, y<x ise
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Her neNic¢in f : X -5Y,

i, X<0 ise,
f,00:=1

—, x>0 ise

2n

ile tanimlansin.

Hicbir f , x=0 noktasinda stirekli degildir. Buna ragmen, (f, ), fonksiyon

dizisi x=0 da ileri exhaustivedir. Gercekten, £>0 olsun. 6 >0 olmak iizere,
her yeB'(0,0) =[0,0) i¢in n, > 6i olacak sekilde bir n, e N vardir dyle ki her
Py

n>n, icin d, (f (0), f.(y))=f,(y)-f.(0) = 2—];]—% =6_1n < ¢ elde edilir.

O halde, sonug olarak, bir ileri exhaustive fonksiyonlar ailesi 7 nin her bir

elemani siirekli olmak zorunda degildir.

Asagidaki Yardimci Teorem ileri exhaustive olma ve geri exhaustive olma
arasindaki iliskiyi vermektedir. Bu 6nerme, Colins ve Zimmer (2007) tarafindan
essureklilik icin verilen ifadenin exhaustiveness kavramina genellenmis hali

oldugundan, ispat benzer yolla verilecektir.

Yardimci Teorem 4.1.4. (Y,d,) ileri kompakt asimetrik metrik uzay olsun ve

Y de ileri yakinsaklik geri yakinsakhig1 gerektirsin. Bu durumda, # eY”* ileri
exhaustive ise ayni zamanda geri exhaustivedir.

ispat. Yardima Teorem 3.2.5. den ileri kompakthk ileri dizisel kompakthg
gerektirir. Ileri yakinsaklik geri yakinsakhig1 gerektirdiginden, uzay geri dizisel
kompakttir. Yardimci Teorem 3.2.3. den geri yakinsaklik ileri yakinsaklig
gerektirir ve boylece Yardimci Teorem 3.2.7 ve Yardimc1 Teorem 3.2.8 in geri
versiyonlar1 yardimiyla uzayin geri kompakt oldugu sonucuna varilir. Sonug

3.2.2 den, eger uzay hem ileri kompakt hem de geri kompakt ise bu durumda
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ileri ve geri topolojiler denktir. Bu durumda, asimetrik metrik uzaylarda bir

topoloji de exhaustive olma diger topolojide de exhaustive olmay1 gerektirir m.

Yardimci Teorem 4.1.4 de ileri yakinsakligin geri yakinsakligl gerektirmesi
kosulu ortadan kaldirilirsa, ileri exhaustive olmanin geri exhaustive olmay:

gerektirmeyecegi yukarida verilen Ornek 4.1.3 ile goriilebilir.

Gergekten, Y tUzerindeki asimetrik metrikte ileri yakinsaklhigin geri yakinsaklig

gerektirmeyecegi aciktir ve (f,),, fonksiyon dizisi x=0 da geri exhaustive
degildir. Ciink, &6>0 olmak tzere, her yeB"(0,6)=][0,9)icin
d, (f,(). 1,(0) =1 dir.

Eger, Y lizerindeki metrikte, ileri yakinsakligin geri yakinsakligi gerektirmesi
kosulu saglanirsa, ileri exhaustive olmanin geri exhaustive olmayi

gerektirecegini asagidaki 6rnek yardimiyla gorebiliriz.
Ornek 4.1.5. Ornek 4.1.3 de Y iizerindeki metrik asagidaki gibi verilsin:

y—X, Yy=X ise,
dy (X, ¥) =11

Z(x—vy), y<X ise
2( y), Yy

Bu asimetrik metrikte ileri yakinsaklik geri yakinsakligi gerektirir.

£>0 olsun. &>0 olmak iizere, her yeB"(0,0)=[0,0) i¢in n, > 6i olacak
£

sekilde bir neN vardir oyle ki her n=n, icin
1 1 1 0 )

d, (f,(0), f,(y))=f.(y)-f,(0)=——-—=-—<¢ elde edilir. Boylece, (f,).
2n 3n 6n

fonksiyon dizisi x=0 da ileri exhaustivedir.

Simdi de (f,),., fonksiyon dizisinin Xx=0 da geri exhaustive oldugunu

gosterelim.
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£>0 olsun. 6>0 olmak iizere, her yeB"(0,0)=[0,0) i¢in n, > é olacak
£

sekilde bir n, eN vardir oyle ki her nx=n, icin
1 11 1 11

d, (f L (0)==(f -f(0)==] ——— |==—<¢ elde edilir. Boylece,

(OO =500 05 -2 < y

(f.),y fonksiyon dizisi x=0 da geri exhaustivedir.

Bir sonraki teorem ile bir ileri exhaustive fonksiyon dizisinin ileri noktasal
limitinin, ancak Y de ileri yakinsaklik geri yakinsaklig1 gerektirdiginde strekli

oldugu soylenebilir.

Teorem 4.1.6. (X,d,) ve (Y,d,) asimetrik metrik uzaylar olmak tizere Y de
ileri yakinsaklik geri yakinsakligi gerektirsin. f ve neN icin f  fonksiyonlar
X tzerinde taniml1 Y degerli fonksiyonlar olsun. Eger, (f,),_, fonksiyon dizisi,
f eileri noktasal yakinsak ve (f ) fonksiyon dizisi, X € X de ileri exhaustive ise
f,x de ff —sureklidir.

ispat. £>0 olsun. xe X de (f ) fonksiyon dizisi ileri exhaustive oldugundan
her yeB"(X,9) ve her n>n, icin d, (f,(x), f,(y)) <&/3 olacak sekilde bir 6 >0
ve n,eN wvardir. (f),, fonksiyon dizisi,f e ileri noktasal yakinsak
oldugundan her &>0 icin oyle bir n eN olmali ki her nxnjicin
d, (f(y), f,(y) <e/3 ve d,(f(x), f (X)) <e/3 olur. Y de ileri yakinsaklik geri
yakinsakligi  gerektirdiginden d, (f,(y), f(y)) <e/3 saglanir.  Simdi,

N = max{n,,n} olsun. Boylece, y e B"(x,0) iken,

dy (F(x), F(y)) <d, ((x), fy (x)) +d, (£, (), Ty () +dy (Fy (), T(y)) <&

bulunur. Boylece, f,x de ff —siireklidir m.

Asagidaki ornekle goriilebilecegi tlizere, yukaridaki teoremde Y de ileri

yakinsakligin geri yakinsaklig1 gerektirmesi kosulunu ortadan kaldirdigimizda,
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bir ileri exhaustive fonksiyon dizisinin ileri noktasal limiti siirekli olmayacagi

gibi, tek de degildir.

Ornek 4.1.7. Ornek 3.3.8 deki (f ), ileri exhaustive dizisi (ileri essiirekli
oldugundan ileri exhaustivedir) f silireksiz limitine ileri noktasal yakinsaktir.

Ancak, ayni zamanda ileri noktasal yakinsaklik geri noktasal yakinsaklig

gerektirmediginden limit tek degildir. Ornegin; fiX —Y,x—(10) strekli

olmak iizere (f,),., ileri exhaustive dizisi f limitine ileri noktasal yakinsaktir.

Teorem 4.1.6 ya benzer bir ifade asagidaki gibi verilebilir.

Sonug¢ 4.1.8. (X,d,) ve (Y,d,) asimetrik metrik uzaylar olmak lizere Y de geri
yakinsaklik ileri yakinsakligi gerektirsin. f ve neN icin f , X {zerinde
tanimli Y degerli fonksiyonlar olsun. Eger, (f,),. fonksiyon dizisi, f e geri

noktasal yakinsak ve (f ) ., X e X de geri exhaustive ise f,x de fb—stireklidir.

Teorem 4.1.9. (X,d,) ve (Y,d,) asimetrik metrik uzaylar olmak iizere Y de
ileri yakinsaklik geri yakinsaklig1 gerektirsin. f ve neN i¢in f , X tizerinde
tanimh Y degerli fonksiyonlar olsun. Eger, (f), ., fonksiyon dizisi, f e ileri
noktasal yakinsak ve (f, ), ., X tlzerinde ileri exhaustive ise X in her ileri

kompakt altkiimesi tizerinde (f,), ., f e ileri diizgiin yakinsaktir.

neN?

ispat. K < X herhangi ileri kompakt kiime ve keyfi £>0 ile xeK secilsin.

(f,) fonksiyon dizisi, x de ileri exhaustive oldugundan, her y € B*(x,J,) ve her
n>n, icin d, (f (x), f,(y)) <&/3 olacak sekilde bir J, >0 ve n, e N mevcuttur.
Teorem 4.1.6 dan biliyoruz ki, f,x de ff —siireklidir, béylece 6, <J olacak
sekilde bir 6 >0 mevcuttur 6yleki her y e B*(x,0,) i¢in d, (f(x), f(y))<&/3

saglanir. Y de ileri yakinsaklik geri yakinsakhigi gerektirdiginden
d, (f(y), f (X)) <&/3 yazilabilir.
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Xc|JB'(x,5,) ve X ileri kompakt oldugundan, bazi X,X,,...% €X

xeX
k
mevcuttur oyle ki X =UB*(Xi,5Xi) dir. (f,),.y fonksiyon dizisi, f e ileri
i=1
noktasal yakinsak oldugundan, herbir i i¢in baz1 m, e N mevcuttur oyle ki her

n>m, icin d,(f(x), f, (%)) <&/3 olur. $imdi, n, =max{n oMy My, M}

ML VS

alalim. y e X keyfi olsun. Bdylece, bazi i ler i¢in y € B"(x;,5, ) dir. Bu durumda,

dy (%,y) <&, <& dir. Buradan, d, (f (y), f (x)) <&/3 ve d, (f,(x), f,(y)) <&/3

yazilabilir. Bundan dolayi, her n>n, i¢in

d, (T(y), f.(¥)) <d, (T(y), F())+dy (T (), T,06)) +d, (1,0), T,(y)) <&

elde edilir. O halde, (f,),., fonksiyon dizisi f e ileridiizgiin yakinsaktir m.

4.2. Asimetrik Metrik Uzaylarda Genellestirilmis Arzela-Ascoli Teoremi

Fonksiyonel analizin 6nemli teoremlerinden biri olan Arzela-Ascoli teoremi
(Arzela, 1895; Arzela, 1882-1883; Ascoli, 1883-1884, Engelking, 1977; Kelley,
1955; Munkres, 1975) bazi kosullar altinda bir X metrik uzayindan R ye
tanimli stirekli fonksiyonlar uzayinda kompakthig1 karakterize eder. Bu kosullar

icinde ana kosul fonksiyonlar ailesinin egsiirekliligi kosuludur.

Bu boliimde, Arzela-Ascoli teoreminde egssiireklilik yerine daha genel bir
kavram olan exhaustiveness kavrami kullanilarak, asimetrik metrik uzaylarda

bu teoremin bir genellemesi elde edilmeye calisilacaktir.

Collins ve Zimmer(2007), baz1 kosullar altinda, asimetrik metrik uzaylarda,
C(X,Y); X den Y ye tim ff—siirekli fonksiyonlarin kiimesinin bir #
altkiimesinin ileri géreceli kompakthgin verdiler. Bu teoremde, Onerme 4.1.2
den dolay1 esstireklilik yerine exhaustiveness kavramini kullanabilecegimiz

aciktir. Asagidaki ilk teoremde bu ifade edilmektedir.
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Bir sonraki teoremde ise C(X,Y) nin bir # altkiimesinin ileri kompakthgi

karakterize edilecektir.

Teorem 4.2.1. (X,d, ) ve (Y,d,) asimetrik metrik uzaylar olsun. Kabul edelim
ki, X ileri kompakt, kapali sinirli kiimeler Y de ileri kompakt ve Y de ileri
yakinsaklik geri yakinsakligl gerektirsin. C(X,Y), d, deki asimetrik metrik ile
iligkili /_3 diizglin metrigi ile donatilsin. Bu durumda, C(X,Y) nin bir #
altkiimesi, eger ileri exhaustive ve d, altinda ileri noktasal smirlh ise ileri

goreceli kompakttir.

Bir sonraki teoremin ispati icin asagidaki yardimci teoreme ihtiyag
duyulmaktadir. Bu yardimci teorem, asimetrik metrik uzaylarda metrik
uzaylardaki gibi verilebilir.

Yardimcr Teorem 4.2.2. (X,d,) ve (Y,d,) asimetrik metrik uzaylar olmak
tizere Y de ileri yakinsaklik geri yakinsakliga denk olsun.. Eger Y ileri tam ise,

bu durumda C(X,Y) kiimesi d, ye bagh diizgiin p metriginde ileri tamdir.

Teorem 4.2.3. X ileri kompakt, Y ileri tam asimetrik metrik uzaylar ve #,
C(X,Y) uzaymin bir altkiimesi olsun. Kabul edelim ki, Y de ileri yakinsaklik
geri yakinsakliga denk olsun ve 7 deki her fonksiyon dizisi Y de ileri yakinsak
bir altdiziye sahip olsun. Bu durumda, # ileri kapaly, ileri total sinirh ve ileri
exhaustive ise ileri kompakttir.

ispat. Oncelikle, # 1 ileri dizisel kompakt oldugunu gosterecegiz. Bunun icin
7 in ileri yakinsak bir altdiziye sahip bir fonksiyon dizisini igerdigini
gostermemiz gereklidir.

(f.)nen . # de keyfi bir fonksiyon dizisi ve (X,),.y, X inileri yogun bir altkiimesi

olsun. Kabulden, (f,(x)),;y Y de ileri yakinsak bir (f,(x)),, altdizisine
sahiptir. Benzer gekilde, (f.(X;)),y nn Y de ileri yakinsak bir (f.(X,)).y

altdizisi mevcuttur. Boyle devam ederek, tiimevarimla, her bir jeN icin

(f, (X))o dizisi Y de ileri yakinsak olacak sekilde ...c (k/") < (k) <...< (k})
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dogal sayilarin bir dizisi elde edilir. Bu durumda, her bir jeN igin (f,(X;)),y

diagonal dizisi de Y de ileri yakinsaktir. Y de ileri yakinsaklik geri yakinsakligi
gerektirdiginden, bu diagonal dizi bir ileri Cauchy dizisidir.

(Xy)new» X in ileri yogun bir altkiimesi oldugundan her xe X i¢in x; € B"(x,9),
je{L2,..,n} olacak sekilde en az bir X;e€ X vardir. 7 ileri exhaustive
oldugundan, her £>0, her bir xeX, Xx;e€B"(x,6) ve her k'>n,icin,
d (fkn (x), f @ (X;)) <& olacak sekilde bir §>0 ve n,eN vardir. 7 cC(X,Y)

oldugundan ve Y de ileri yakinsaklik geri yakinsakligi gerektirdiginden,

d (fkn (), f . (X)) <& elde edilir. Boylece, # ayni1 zamanda geri exhaustivedir.

Dolayisiyla, k;,k" >n, iken,

n’'n

dy (f, (%), T () <dy (£, (0, T, (%)) +dy (. (%), 0 ()) +dy (£ (%), £ (X))

<&

elde edilir. Boylece, (f, (X)), dizisi her x e X icin bir ileri Cauchy dizisidir. Bu

durumda, Yardimci Teorem 4.2.2 den C(X,Y) uzay1 d, ye bagh diizgiin P

metriginde ileri tamdir ve bu nedenle, (fknn(x))neNdizisi ileri yakinsaktir.

f
f.(X)— f(x) diyelim. Bu durumda, Teorem 4.1.9 dan dolay: (f (X)), dizisi,

f e ileri diizgiin yakinsaktir. 77, ileri kapali bir kiime oldugundan, f € # elde

edilir ve bundan dolay, # ileri dizisel kompakttir. Kabulden, 7# ileri total

sinirli oldugundan ve Yardimci Teorem 3.2.7 den # ileri kompakttir m.
4.3. Asimetrik Metrik Uzaylarda istatistiksel Exhaustiveness
Caserta ve Kocinac (2012), metrik uzaylarda istatistiksel exhaustiveness

kavramini vermislerdir. Bu boliimde, asimetrik metrik uzaylarda bu kavramin

bazi 0zellikleri incelenecektir.
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Tanim 4.3.1. (lleri ve geri istatistiksel exhaustiveness) (X,d,) ve (Y,d,)
asimetrik metrik uzaylar olsun. Eger her £>0 icin §>0 ve bir istatistiksel yogun
kiime M c N (yani, (M) =1) var olacak sekilde her bir y € B*(X,5) ve her bir
neM igin d, (f (x), f.(y))<e (d,(f (y), f (X)) <&) oluyorsa, bir (f,),, cY*
fonksiyon dizisi x € X noktasinda ileri (geri) istatistiksel exhaustivedir denir.
(f.),.n €Y fonksiyon dizisi her x e X de ileri (geri) istatistiksel exhaustive ise

ileri (geri) istatistiksel exhaustivedir denir.

YORUM. (1) Her ileri (geri) essiirekli fonksiyon dizisi (f,),., ileri (geri) st-

exhaustivedir. Ancak tersi dogru degildir.

(2) Her ileri (geri) exhaustive fonsiyon dizisi ileri (geri) st-

exhaustivedir. Ancak tersi dogru degildir.

Asagida ileri st -exhaustive olan, ancak, ileri exhaustive ve ayni zamanda ileri

essurekli olmayan bir fonksiyon dizisi 6rnegi verilecektir.

Ornek 4.3.2. X =R ve Y =[-1,1] asagidaki metriklerle verilsin.

y—X, Y=X ise,

y—X, Y=X ise,
d, (x,y) = .
(%) { 2(x—y), y<x ise

1, y<x ise

ve d,(X,Y) ::{

Simdi Caserta ve Kocinac (2012) tarafindan verilen fonksiyon dizisi 6érnegini

diistinelim. Her neN i¢in f : X >,

-1, x<0venasalise

1
, X<0venasal degil ise,

f(x)=1{" .
1, x>0venasalise,

o x >0 venasal degil ise.
n

ile tanimlansin.
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Bu dizi x=0 noktasinda ileri st-exhaustivedir. Gergcekten, asal sayilarin

kiimesi P nin dogal yogunlugu 0(P)=0 dir. £>0 igin i<g olacak sekilde

r]O
N, e N\P alalim. Bu durumda, her ne(N\P)n{neN:n>n,} ve yeB"(0,0)
icin d, (f,(0), f (y)) = 2(1—i) = 2.i L < L < ¢ elde edilir.
n 2n 2n n n,

Ancak, bu dizi Xx=0 noktasinda ileri exhaustive degildir. Ciinkii, her 6 >0 ve
her yeB*(0,0) icin d,(f (0), f,(y))=f.(y)—f,(0)=1-(-1) =2 olacak sekilde
sonsuz saylda n vardir. Ayrica, ileri egsiireklilik ile ileri exhaustiveness

tanimlarindan dolay1 bu dizi ileri esstirekli de degildir m.

Asagidaki 6rnekle, Y asimetrik metrik uzayinda ileri st -yakinsakligin geri st -
yakinsakligi gerektirmesi halinde, ileri st-exhaustive olmanin geri st-

exhaustive olmaya denk olacag: gortilebilir.

Ornek 4.3.3. Bir énceki dérnekte verilen dizi ayn1 zamanda x=0 noktasinda
geri st -exhaustivedir. Clinkii, Y {izerindeki asimetrik metrikte ileri st -

yakinsaklik geri st -yakinsaklig1 gerektirir ve 0(P) =0 oldugundan &£>0 igin

1 <& olacak sekilde n,eN\P alirsak, her ne(N\P)n{neN:n>n} ve
nO

yeB'(0,8) icin d,(f.(y) f.O)=f @O —-f)=2-s-t ol f elde
n 2n 2n n n,

edilir.
Eger Y lzerindeki asimetrik metrik,

y—X, Y=>X Iise,
1 y<x ise

dy (x,y) 1={

olacak sekilde secilirse, bu asimetrik metrik uzayda (f,), . fonksiyon dizisi

X =0 noktasinda ileri st-exhaustive degildir, ancak, x=0 noktasinda geri st -
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exhaustivedir. Gergekten, bu asimetrik metrikte, ileri st -yakinsaklik geri st -
yakinsakliga denk degildir ve her 6>0 ve her yeB'(0,0) igin

d,(F (), f.O)= .0, =2-—-L Lo buunur, yani (f)
n

2n 2n n n net

fonksiyon dizisi x=0 noktasinda geri st -exhaustivedir, ancak, her 6 >0 ve her
yeB'(0,0) icin d,(f (0), f,(y)) =1 oldugundan (f, ), fonksiyon dizisi x=0

noktasinda ileri st -exhaustive degildir m.

Caserta ve Kocinac (2012) tarafindan simetrik durumda verilen yardimci
teorem benzer sekilde, asimetrik durumda asagidaki gibi verilebilir.
Yardimci Teorem 4.3.4. (X,d,) ve (Y,d,) asimetrik metrik uzaylar olsun. Bir

(f),.n cY* fonksiyon dizisinin ileri (geri) st -exhaustive olmasi igin gerek ve

yeter kosul onun st -yogun altdizisinin ileri (geri) st -exhaustive olmasidir.

Tanim 4.3.5. (X,d, ) ve (Y,d,) asimetrik metrik uzaylar olsun. (f,),_: X =Y
ve f:X —Y fonksiyonlari verilsin.

(1) (f,),.y fonksiyon dizisinin f fonksiyonuna ileri (geri) istatistiksel noktasal
yakinsak olmasi icin gerek ve yeter kosul her xe X ve her £>0 i¢in en az bir

st-yogun M kiimesi var olmak iizere, her neMicin d,(f(x), f,(X))<e

f—st b-s
(d, (f,(x), f (X)) <¢&) olmasidir. Bu yakinsama kisaca, (f,),.y = f ((f,),x —>t f)

ile gosterilir.

(2) (f,),y fonksiyon dizisinin f fonksiyonuna ileri (geri) diizgiin istatistiksel

yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her £>0 i¢in en az bir st-yogun M

kiimesi var olmak iizere, her neMve her xe X icin d,(f(x), f,(x))<e

f-st b-st

(d, (f (x), f (X)) <) olmasidir. Bu kisaca, (f,),.v 5 T ((f.).ey 5 ) ile gosterilir.

neN —

Asimetrik metrik uzaylarda, bir fonksiyon dizisinin istatistiksel noktasal
yakinsaklig1 ve istatistiksel exhaustiveness olmasi tanimlarinin 6énemli bir

sonucu olarak, asagidaki énerme verilebilir.
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Onerme 4.3.6. (X,d,) ve (Y,d,) asimetrik metrik uzaylar ve (f,)_, ile f
fonksiyonlar1 X den Y ye tanimh olsun. Eger, (f,),., fonksiyon dizisi f

fonksiyonuna ileri (geri) noktasal yakinsak ve ileri (geri) exhaustive ise, bu

durumda (f),. fonksiyon dizisi f fonksiyonuna ileri (geri) istatistiksel

noktasal yakinsak ve ileri (geri) st -exhaustivedir.

Asagidaki teorem, bir ileri st -exhaustive fonksiyon dizisinin ileri st -noktasal
limitinin, Y asimetrik metrik uzayinda ileri st-yakinsakligin geri st -
yakinsaklig1 gerektirmesi halinde stirekli olacagini vermektedir.

Teorem 4.3.7. (X,d,) ve (Y,d,) asimetrik metrik uzaylar olsun. (Y,d,)

asimetrik metrik uzayinda ileri st -yakinsaklik geri st -yakinsaklig1 gerektirsin.

Eger, (f,),. fonksiyon dizisi f fonksiyonuna ileri st -noktasal yakinsak ve ileri
st -exhaustive ise f fonksiyonu ff —stireklidir.

ispat. xe X ve £>0 olsun. (f ), fonksiyon dizisi f fonksiyonuna ileri
istatistiksel noktasal yakinsak olugundan st-yogun bir K c N kiimesi
mevcuttur dyle ki her ne K ic¢in d, (f(x), f,(x)) <&/3 bulunur. yeB’(X,0)

alalim. Bu durumda, Y asimetrik metrik uzayindaki gerektirmeden dolay1 st -

yogun bir L c N kiimesi mevcuttur 6yle ki her ne L igin d, (f (y), f(y)) <e/3
bulunur. Diger taraftan, (f),, fonksiyon dizisi xe X de st-exhaustive

oldugundan, st -yogun bir M — N kiimesi mevcuttur dyle ki her y e B"(x,0) ve

her neM i¢in d, (f (X), f,(y)) <&/3 bulunur. Keyfi je KnL~M alalim. Bu

durumda, je KNnLNM ve yeB"(x,9) i¢in

dy (09, T(y)) <dy (109, F;00) +d, (F;00, T;(y)) +d, (F;(y), F(y)) <

elde edilir ve boylece f, ff —siireklidir m.
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4.4. Asimetrik Metrik Uzaylarda Z -Dizisel Kompakthk

Bu boéliimde, dizisel kompakthik kavrami N pozitif tamsayilar kiimesinin
altkiimelerinin ideali kavrami kullanilarak, asimetrik metrik uzaylarda

genellenecek ve bazi 6zellikleri incelenecektir.

Das vd. (2013) asimetrik metrik uzaylarda Z -dizisel kompakthk tanimini
verdiler (bkz. Tanim 3.4.1.4). Asagida bu tanima denk olan bir tanim

verilecektir.

Tanmmm 4.4.1. (X d, asimetrik metrik uzay ve Ac X olsun. Eger, A

kiimesindeki her (x,),_ dizisiileri Z —limiti A da olan, ileri Z -yakinsak bir

neN

altdiziye sahipse A kiimesiileri Z —dizisel kompakttir denir.

Tanim 4.4.2. (X,d, )asimetrik metrik uzay, K < X ve ae X olsun. a nin K

kiimesinin ileri Z —kapanigsi olarak adlandirilmasi icin gerek ve yeter kosul

F Z -—limx,=a olacak sekilde K nmn noktalarinin bir (X,),, dizisinin
mevcut olmasidir. K nin Z —Kkapanisi K" ile belirtilecektir.
Asagidaki onerme, Boccuto vd. nin vermis oldugu 6nermenin (Boccuto vd.,,

2011, syf392, Onerme 2.5 b) nin ileri topolojiye uygulanmis 6zel halidir.

Onerme 4.4.3. (X)), (X,d,) asimetrik metrik uzayinda bir dizi ve

f
F Z —limx, = X olsun. Bu durumda, ";[n X, —X olacak sekilde (X,),.y dizisinin

bir (X, )y altdizisi mevcuttur.

Bu 6nermenin bir sonucu olarak asagidaki ifade verilebilir.
Sonug 4.4.4. X, bir asimetrik metrik uzay olsun. X de bir kiimenin ileri Z -

kapanisi ile ileri kapanisi ¢akisir.
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Teorem 4.4.5. (X,d,) asimetrik metrik uzay olsun. X de bir ileri Z —dizisel

kompakt altkiimesinin herhangi ileri Z —kapali altkiimesi ileri Z -—dizisel
kompakttir.
ispat. K bir ileri Z —dizisel kompakt kiime ve Ac K, ileri Z —kapal olsun.

(X)) A da herhangi bir dizi olsun. Bu durumda, bu dizi ayn1 zamanda K

dadir ve ileri Z —yakinsak bir (X, ). altdizisi icerir. F Z —limx, =a

diyelim. A, ileri Z —kapali oldugundan, F Z —IimXnk =a limiti, E\Ffr =A da

olmalidir. Bu gosterir ki A, ileri Z —dizisel dizisel kompakttir m.

Tanim 4.4.6. (X,d, ) asimetrik metrik uzayindaki bir (X, ), dizisinin ileri

Z -sinirli olmasi icin gerek ve yeter kosul herhangi bir ae X ve her ne N igin

{neN:d(a,x,) >M}e Z olacak sekilde bir M € R sayisinin mevcut olmasidir.

Yardimci Teorem 4.4.7. (X,d, ) asimetrik metrik uzayinda, ileri Z -yakinsak

bir dizi ileri Z -sinirhidir.

Teorem 4.4.8. (X,d,) asimetrik metrik uzay olsun. (AP) kosulunu saglayan

bir Z uygun ideali i¢in, herhangi ileri Z -dizisel kompakt altkiime K < X , ileri
Z -kapaliveileri Z -smirhdir.
ispat. K, ileri Z -dizisel kompakt olsun. K nin Z -kapali oldugunu géstermek

istiyoruz. (Bunun i¢in u eK T=K oldugunu ispatlamaliy1z.) u e K™ " olsun.
Bu durumda, K da u yaileri Z -yakinsak bir (x,),_ dizisi vardir. Z, (AP)

kosulunu saglayan bir ideal oldugundan, bu dizi ayn1 zamanda u ya ileri Z *-
yakinsaktir ve bundan dolay1 agik¢a Iil[n Yy —f>u olacak sekilde bir (y,) = (X, )
altdizisi mevcuttur. Buradan, Z uygun ideal oldugundan, F Z —Ii{n Y, =u
dur. K ninileri Z -dizisel kompakt olmasindan dolayy, (Y, ), dizisinin u, € K ya

ileri Z -yakinsak olan bir (z;); = (ykj)j altdizisi mevcuttur. Ancak, (z;);, (,),

f
nin bir altdizisi oldugundan, IiI[n z;—>Uu ve Z uygun ideal oldugundan,
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F Z —limz; =u dur. Bunedenle u=u, ve dolayisiyla ue K bulunur. Buradan
]
_F_

K - K olup, K kiimesi, ileri Z -kapalhdir.

Simdi K kiimesinin ileri Z -siirh oldugunu gosterecegiz. Kabul edelim ki K
ileri Z -dizisel kompakt kiimesi ileri Z -sinirsiz olsun. Bu durumda K,

herhangi bir k sabit eleman: i¢cin {neN:d(k,y,) >n}e Z olacak sekilde ileri

Z -smirsiz bir (Y,),.y dizisi igerir. Bu ise Yardimci Teorem 4.4.7 ile ¢eligir m.

Sonu¢ 4.4.9. (X,d,) asimetrik metrik uzay olsun. Eger Z, (AP) kosulunu

saglayan bir uygun ideal ise, bu durumda X in herhangi Z -dizisel kompakt

altkiimesi X de kapalidir.

Teorem 4.4.10. (X,d,) asimetrik metrik uzay olsun. X, ileriZ -dizisel

kompaktise X dekiherileri Z -Cauchy dizisi ileri Z -yakinsaktir.

ispat. (x,),_, ileri Z -dizisel kompakt uzay X in elemanlarinin bir ileri Z -
Cauchy dizisi olsun. (X,),.y dizisinin ileri Z -yakinsak oldugunu gosterecegiz.

ileri Z -dizisel kompakthk tanimindan, (x ). _, dizisinin X de ileri Z -

yakinsak bir (X, ), altdizisi vardir. (X, ). F—I>x0 diyelim. Yani, Ve>0 icin
{neN:d(x,, % )=e/2te Z dir. Ayrica, (X,),, ileri Z -Cauchy dizisi
oldugundan, Ve>0 ve bir meN icin {neN:d(x,,x,)=e/2}e Z olacak
sekilde bir M =M (g)e & Z kiimesi mevcuttur. Ozel olarak, m=k_ segelim.

Bu durumda, V £>0 icin
{neN:d(x,x,)=ec{neN:id(x, x )=e/2ZpAneN:d(x ,x,)=e/2}
ve sag taraftaki ifade Z idealine ait oldugundan,

{neN:d(x,,X,)=e}e Z
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FZ
elde edilir. Boylece, (X,),. — X, bulunur m.

neN

Sonug¢ 4.4.11. (X,d, ) asimetrik metrik uzay olsun. X , ileri Z -dizisel kompakt

ise ileri tamdir.

Teorem 4.4.12. (X,d,) ve (Y,d,) asimetrik metrik uzaylar olsun. f: X —>Y,
ff — stirekli bir fonksiyon ve X ,ileri Z -dizisel kompaktise f(X) deileri

Z -dizisel kompakttir.

ispat. (y.),_, < f(X) dizisini diisiinelim. f(X)in tanimindan bir (x,),_, < X
vardir oyle ki her neN icin f(x,)=y, dir. X, ileri Z -dizisel kompakt

oldugundan (x,),, dizisi (n,)e Z olacak sekilde ileri yakinsak bir (X, ).y
f
altdizisi  igerir. (X, ),qy >X€ X  diyelim.  f, ff —strekli oldugundan,

f
f(x,)—> f(x)e f(X)dir. Ancak, f(x,) dizisi f(x,) dizisinin altdizisi ve
dolayisiyla (y,),. nin bir altdizisidir. Boylece, (Y,),.y, f(X) de (n,) ¢ Z olacak
sekilde ileri yakinsak bir (Y, )., altdizisine sahiptir. Bundan dolayi, f(X) ileri

Z -dizisel kompakttir.

Teorem 4.4.13. (X,d,) ve (Y,d,) asimetrik metrik uzaylar olsun. f: X —>Y,
fb —stirekli bir fonksiyon ve X, ileri Z -dizisel kompakt ise f(X) de geri Z -

dizisel kompakttir.

ispat. Teorem 4.4.12 nin ispatina benzerdir.

Asagidaki teoremde, asimetrik metrik uzaylarda dizisel kompakthk ve Z -
dizisel kompaktlik kavramlarinin denk oldugu verilecektir.

Teorem 4.4.14. (X,d,) asimetrik metrik uzay olsun. Z, N nin bir uygun

ideali olsun ve X in bir K altkiimesi verilsin. K nin ileri Z -dizisel kompakt
olabilmesi icin gerek ve yeter kosul onun ileri dizisel kompakt olmasidir.

ispat. Eger K, ileri Z -dizisel kompakt ise bu durumda K daki her (x)

neN

dizisi ileri Z -yakinsak bir (X, ),y altdizisi icerir. Bu dizinin ileri Z -limitine X
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f
diyelim. Onerme 4.4.3 den dolayi, bu dizinin Iilrn X, —X olacak sekilde ileri

yakinsak bir (X, )., alt-altdizisi mevcuttur. Boylece, K ileri dizisel kompakttir.
kg

Simdi, kabul edelim ki K ileri dizisel kompakt olsun. Bu durumda, K daki her

(X))nen dizisi ileri yakinsak bir altdiziye sahiptir. Bu diziye (X, )., diyelim ve

ileri limiti X olsun. Z* uygun bir ideal oldugundan, ileri yakinsaklik, ileri Z -
yakinsaklig1 gerektirir ve boylece bu dizi ayn1 zamanda ileri Z -yakinsaktir,

yani F Z —Ii{n X, =X olur. Boylece, K, Z -dizisel kompakttir m.

Metrik uzaylarda kompakthik ve Z -dizisel kompakthik kavramlar1 denktir
(Boccuto vd. 2011). Asimetrik metrik uzaylarda, kompakthk ve Z -dizisel
kompaktlik kavramlar ise farkli kavramlar olup, ancak, asagidaki teoremdeki

durumda denk olmaktadir.

Teorem 4.4.15. Bir (X,d, ) asimetrik metrik uzayinin ileri kompakt olmasi i¢in

gerek ve yeter kosul onun Z -dizisel kompakt ve ileri total sinirli olmasidir.

ispat. (=): Y.Teorem 3.2.7 ve Teorem 4.4.14 den agiktir.

(<) :Sonug 4.4.11 ve Onerme 3.2.9 dan agiktir.

Tanim 4.4.15. (X,d,) asimetrik metrik uzay ve K < X olmak flizere, eger

K" (K nin ileri Z -kapanisi), ileri Z -dizisel kompakt ise K ileri goreceli

Z -dizisel kompakttir denir.

Sonug¢ 4.4.4 ve Teorem 4.4.14 den asagidaki sonuc elde edilir.

Sonu¢ 4.4.16. (X,d,) asimetrik metrik uzay olsun. X in bir K altkiimesinin

ileri goreceli Z -dizisel kompakt olmasi i¢in gerek ve yeter kosul onun ileri

goreceli dizisel kompakt olmasidir.
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5. TARTISMA VE SONUCLAR

Bu tez calismasinda, ilk olarak, asimetrik metrik uzaylarda exhaustiveness
kavrami tanimlanarak, ozellikleri incelenmistir. Ileri ve geri exhaustive
kavramlarinin birbirleriyle ve essiireklilik kavrami ile iligkisi o6rneklerle
aciklanmaya ¢alisiimistir. Asimetrik yakinsaklik kosulu ortadan kaldirildiginda
bir ileri exhaustive fonksiyon dizisinin ileri noktasal limitinin siirekli olmayacagi
gibi, tek de olmayabilecegine 6rnek verilmistir. Ayrica, kompakt bir kiime
tizerinde fonksiyon dizisinin diizglin yakinsakligini veren énemli bir sonug elde
edilmistir. Daha sonra, asimetrik metrik uzaylarda exhaustiveness kavrami

kullanilarak, bir Ascoli tipi teorem elde edilmeye calisiimistir.

Asimetrik metrik uzaylarda exhaustiveness kavraminin istatistiksel versiyonu

diisiintilerek, bazi 6zellikleri incelenmistir.

Son olarak, bu uzaylarda da metrik uzaylarda oldugu gibi dizisel kompaktlik ve
ideal dizisel kompakthik kavramlarinin denk oldugu gosterilmistir. Bundan
yararlanilarak, metrik uzaylardan farkl olarak, asimetrik metrik uzaylarda ideal
dizisel kompaktlik ve kompaktlik kavramlarinin birbirlerinden farkli kavramlar

oldugu gosterilmistir.
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