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Emre TAŞ taraf¬ndan haz¬rlanan " Çift Dizilerin Altdizilerinin Toplanabilme
Özellikleri " adl¬ tez çal¬̧smas¬ 08/06/2015 tarihinde aşa¼g¬daki jüri taraf¬ndan
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ÖZET

Doktora Tezi

Ç·IFT D·IZ·ILER·IN ALTD·IZ·ILER·IN·IN TOPLANAB·ILME ÖZELL·IKLER·I

Emre TAŞ

Ankara Üniversitesi
Fen Bilimleri Enstitüsü
Matematik Anabilim Dal¬

Dan¬̧sman: Prof. Dr. Cihan ORHAN

Bu tez alt¬bölümden oluşmuştur.

·Ilk bölüm giri̧s k¬sm¬na ayr¬lm¬̧st¬r.

·Ikinci bölümde, al¬̧s¬lm¬̧s dizilerin toplanabilmesine ili̧skin temel tan¬m ve teoremler
verilip iki boyutlu q-Cesàro matrislerinin Buck-Pollard özelli¼gi incelenmi̧stir.

Üçüncü bölümde, çift dizilerin toplanabilmesine ili̧skin temel tan¬m ve teoremler
verilmi̧stir.

Dördüncü bölümde, çift diziler uzay¬nda dört boyutlu Cesàro matrisinin ve dört
boyutlu q-Cesàro matrislerinin Buck-Pollard özelli¼gi incelenmi̧stir.

Beşinci bölümde, dört boyutlu bir toplanabilme matrisinin Borel özelli¼gine ili̧skin
baz¬sonuçlar verilmi̧stir.

Son bölümde ise elde edilen sonuçlar¬n analizi yap¬lm¬̧st¬r.

Haziran 2015, 46 sayfa

Anahtar Kelimeler: Çift dizi, Pringsheim yak¬nsakl¬k, Buck-Pollard özelli¼gi, Borel
özelli¼gi
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ABSTRACT

Ph.D. Thesis

SUMMABILITY PROPERTIES OF SUBSEQUENCES OF DOUBLE SEQUENCES

Emre TAŞ
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Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Cihan ORHAN

This thesis consists of six chapters.

The �rst chapter is devoted to the introduction.

In the second chapter, some de�nitions and theorems concerning the summability
of ordinary sequences have been recalled. Then the Buck-Pollard property of two
dimensional q-Cesàro matrices has been examined.

In the third chapter, some de�nitions and theorems concerning the summability of
double sequences have been given.

In the fourth chapter, the Buck-Pollard property for four dimensional Cesàro matrix
and four dimensional q-Cesàro matrices has been studied in the space of double
sequence space.

In the �fth chapter, some results concerning the Borel property of a four dimensional
matrix have been considered.

Finally, the last chapter is devoted to the analysis of the results obtained.

June 2015, 46 pages

Key Words: Double sequence, Pringsheim convergence, the Buck-Pollard
property, the Borel property
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teşekkür ederim.

Bu tez "TÜB·ITAK-2211 Doktora Burs Program¬" taraf¬ndan desteklenmi̧stir.

Emre TAŞ
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1. G·IR·IŞ

Dizilerin yak¬nsakl¬¼g¬n¬n incelenmesi matematik analizde önemli bir yer tutmaktad¬r.
Toplanabilme teorisi genellikle al¬̧s¬lm¬̧s seriler ve diziler için çal¬̧s¬lm¬̧st¬r ve bunlar
için bir çok yak¬nsakl¬k metotlar¬tan¬mlanm¬̧st¬r. Bunlardan en ilgi çekici olanlar¬
matris toplanabilme ve özellikle de Cesàro toplanabilme metodudur.

Bilindi¼gi gibi bir dizi yak¬nsak ise her altdizisi de yak¬nsakt¬r ve bunun kaŗs¬t¬da
do¼grudur. Bu düşünceden yola ç¬karak 1943 y¬l¬nda Buck ve Pollard verilen bir
dizinin altdizileri ile (0; 1] aral¬¼g¬aras¬nda birebir bir eşleme kurup � her altdizi�
kavram¬ yerine �hemen her altdizi� kavram¬n¬ alarak verilen bir dizinin Cesàro
toplanabilmesi ile altdizilerinin Cesàro toplanabilmesi aras¬ndaki ili̧skiyi incelemi̧stir.
Di¼ger taraftan Tsuchikura, 1950 y¬l¬nda Cesàro toplanabilen bir dizinin hemen her
altdizisinin Cesàro toplanabilmesi için Buck ve Pollard�¬n koşulundan farkl¬bir koşul
vermi̧stir. Ayr¬ca Keogh ve Petersen(1961) benzer düşünceleri Riesz ortalama
matrisi için genelleştirmi̧stir. Bununla birlikte Petersen(1960) hemen hemen yak¬n-
sakl¬k için Buck-Pollard özelli¼gini incelemi̧stir. Daha sonra Miller(1982) verilen
bir dizinin regüler bir A matrisi ile toplanabilen altdizilerin oluşturdu¼gu kümenin
Lebesgue ölçüsünü incelemi̧stir. Miller(1995) al¬̧s¬lm¬̧s dizilerin istatiksel yak¬nsak-
l¬¼g¬n¬ altdizilerin istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬ yard¬m¬yla karakterize etmi̧stir. Miller
ve Orhan(2001) verilen bir dizinin hemen hemen yak¬nsakl¬¼g¬ve istatistiksel yak¬n-
sakl¬¼g¬ ile s¬ras¬yla altdizilerinin hemen hemen yak¬nsakl¬¼g¬ ve istatistiksel yak¬n-
sakl¬¼g¬aras¬ndaki ba¼glant¬y¬Lebesgue ölçüsü aç¬s¬ndan incelemi̧stir. Ayr¬ca Khan
ve Orhan(2010) bir dizinin A-istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬n¬Lebesgue ölçüsü anlam¬nda
hemen her altdizisinin A-istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬yard¬m¬yla karakterize etmi̧stir.

Terimleri 0 ve 1�lerden oluşan dizilerin toplanabilmesi de toplanabilme teorisinin
önemli bir problemidir. Altdizilerin toplanabilmesine paralel olarak terimleri 0 ve
1�lerden oluşan dizilerin toplanabilmesi de yo¼gun bir şekilde çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. Bilindi¼gi
gibi regüler bir matrisin toplayamayaca¼g¬terimleri 0 ve 1�lerden oluşan en az bir dizi
vard¬r. 1909 y¬l¬nda Borel, terimleri 0 ve 1�lerden oluşan dizilerin hemen hepsinin 1

2

de¼gerine Cesàro toplanabildi¼gini göstermi̧stir. 1945 y¬l¬nda Hill, terimleri 0 ve 1�ler-
den oluşan tüm dizilerin kümesi ile (0; 1] aral¬¼g¬aras¬nda birebir bir eşleme kurarak
regüler A toplanabilme matrisleri için Borel�in sonucunu incelemi̧stir. Terimleri 0
ve 1� lerden oluşan dizilerin hemen hepsi 1

2
de¼gerine A-toplanabilir ise A matrisi

Borel özelli¼gine sahiptir denir. Ayr¬ca Hill, 1951 ve 1954 y¬llar¬ndaki çal¬̧smalar¬nda
bir matrisin Borel özelli¼gine sahip olabilmesi için gerek oldu¼gu halde yeter olmayan,
ayr¬ca yeter oldu¼gu halde gerek olmayan şartlar vermi̧stir. Bununla birlikte Para-
meswaran(1961) bir matrisin Borel özelli¼gine sahip olmas¬na ili̧skin benzer sonuçlar
vermi̧stir. Ayr¬ca Garreau(1951) bir matrisin Borel özelli¼gine sahip olmas¬için Hill�
in verdi¼gi bir gerek koşulun yeter koşul olmad¬¼g¬na ili̧skin bir örnek vermi̧stir. Matris
toplanabilme metodu olmayan toplanabilme metodlar¬n¬n da Borel özelli¼gine sahip
olup olmad¬¼g¬da incelenmi̧stir. Bu ba¼glamda Connor(1990) terimleri 0 ve 1�lerden
oluşan dizilerin hemen hiçbirisinin Lorentz(1948) anlam¬nda hemen hemen yak¬nsak
olmad¬¼g¬n¬göstermi̧stir.

Çift indisli dizilerde çal¬̧smak al¬̧s¬lm¬̧s dizilere göre daha karmaş¬kt¬r. Çift diziler

1



için çeşitli altdizi tan¬mlar¬mevcuttur (Patterson 1999), (Crnjac, µCunjalo ve Miller
2004), (Unver 2013). Di¼ger yandan 2004 y¬l¬nda Miller ve arkadaşlar¬taraf¬ndan çift
diziler için yeni bir altdizi kavram¬verilmi̧stir. Bu tan¬m yard¬m¬yla çift dizilerin
istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬için hemen her altdizisinin istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬n¬kulla-
narak bir karakterizasyon elde edilmi̧stir. Ayr¬ca Borel�in sonucuna paralel olarak
terimleri 0 ve 1�lerden oluşan çift dizilerin hemen hepsinin 1

2
de¼gerine dört boyutlu

Cesàro toplanabildi¼gini göstermi̧slerdir.

Bu tezde ise ilk olarak al¬̧s¬lm¬̧s diziler uzay¬nda q-Cesàro matrisinin Buck-Pollard
özelli¼gi incelenecektir. Bu ba¼glamda al¬̧s¬lm¬̧s s¬n¬rl¬dizilerin q-Cesàro toplanabilmesi
için bir karakterizasyon verilecektir. Çift dizilerin matris toplanabilmesinde dört
boyutlu sonsuz matrisler kullan¬lmaktad¬r. Burada dört boyutlu Cesàro ve dört
boyutlu q-Cesàro matrislerinin Buck-Pollard özelli¼gi de incelenecektir.

Di¼ger taraftan dört boyutlu toplanabilme matrislerinin Borel özelli¼gine ili̧skin gerek
şart olup yeter şart olmayan, ayr¬ca yeter şart olup gerek şart olmayan baz¬sonuçlar
verilecektir.
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2. ·IK·I BOYUTLU Q-CESÀRO MATR·ISLER·IN·IN BUCK-POLLARD
ÖZELL·I¼G·I

2.1 Giri̧s

Bir dizinin yak¬nsakl¬¼g¬toplanabilme teorisinin temelini oluşturmaktad¬r. Bilindi¼gi
gibi bir dizinin yak¬nsakl¬¼g¬ve toplanabilmesi aras¬nda kuvvetli bir ili̧ski vard¬r. Buck
ve Pollard, 1943 y¬l¬nda verilen bir dizinin altdizileri ile (0; 1] aral¬¼g¬aras¬nda birebir
bir eşleme kurup � her altdizi�kavram¬yerine �hemen her altdizi�kavram¬n¬alarak
verilen bir dizinin yak¬nsakl¬¼g¬ve (C; 1) toplanabilmesi ile s¬ras¬yla yak¬nsak altdiziler
ve (C; 1) toplanabilen altdizilerden oluşan kümelerin Lebesgue ölçüsü aras¬ndaki
ili̧skiyi incelemi̧stir. Buck ve Pollard, " S¬n¬rl¬bir (sn) dizisinin Cesàro toplanabilmesi
için gerek ve yeter koşul hemen her altdizisinin Cesàro toplanabilmesi" oldu¼gunu
göstermi̧stir. Bu durumda Cesàro matrisi Buck-Pollard özelli¼gine sahiptir denir. Bu
bölümde iki boyutlu q-Cesàro matrislerinin Buck-Pollard özelli¼gi incelenecektir.

Bu amaçla ilk olarak al¬̧s¬lm¬̧s diziler için baz¬ temel tan¬m ve kavramlardan söz
edelim.

Bu tez boyunca N = f1; 2; 3; :::g do¼gal say¬lar kümesini gösterecektir ve tez boyunca
reel terimli x = (xk) dizisi al¬̧s¬lm¬̧s dizi ya da sadece "dizi" olarak adland¬r¬lacakt¬r.

Tan¬m 2.1 !, reel ya da kompleks terimli tüm dizilerin uzay¬ve E � ! alt vektör
uzay¬olmak üzere E uzay¬na bir dizi uzay¬denir. Bir E dizi uzay¬ndan reel veya
kompleks cisme tan¬ml¬lineer bir f fonksiyoneline toplanabilme metodu denir. E¼ger
E yak¬nsak diziler uzay¬n¬ içeriyor ve limx = L oldu¼gunda f(x) = L oluyorsa f
fonksiyoneline regüler toplanabilme metodu denir.

Tan¬m 2.2 A = (ank) reel ya da kompleks terimli sonsuz bir matris ve x = (xk)
bir dizi olmak üzere her n 2 N için

1X
k=1

ankxk

serisi yak¬nsak ise

(Ax)n :=

1X
k=1

ankxk

olmak üzere Ax := f(Ax)ng dizisine x dizisinin A dönüşüm dizisi denir (Wilansky
2000).

!A := fx 2 ! : f(Ax)ng dizisi mevcutg
ve

cA := fx 2 !A : f(Ax)ng dizisi yak¬nsakg
kümelerini tan¬mlayal¬m. E¼ger f : cA ! K fonksiyonelini f(x) = lim

n
(Ax)n şeklinde

tan¬mlarsak f bir toplanabilme metodudur. E¼ger lim
n
(Ax)n = L ise x dizisi L de¼ge-

rine A� toplanabilirdir denir. E¼ger A matrisi key� yak¬nsak bir diziyi, limitini de
koruyarak yak¬nsak bir diziye dönüştürüyor ise A matrisine regüler matris denir.
Regüler matrisler aşa¼g¬daki teorem ile karakterize edilirler.

3



Teorem 2.1 (Silverman-Toeplitz) Bir A = (ank) matrisinin regüler olmas¬için
gerek ve yeter koşul;

(i) jjAjj := sup
n

1X
k=1

jankj <1

(ii) lim
n!1

ank = 0 (her k için)

(iii) lim
n!1

1X
k=1

ank = 1

olmas¬d¬r (Boos 2000).

Örne¼gin

cnk =

( 1

n
; 1 � k � n

0 ; k > n

biçiminde tan¬mlanan birinci mertebeden (C; 1) = (cnk) Cesàro matrisi regülerdir.

Şimdi de bu bölümde kullanaca¼g¬m¬z iki boyutlu q-Cesàro matrisini hat¬rlatal¬m.

Cq = (cnk) matrisini 0 < q <1 olmak üzere

cnk =

( 1

nq
; 1 � k � n

0 ; k > n

biçiminde tan¬mlanmaktad¬r (Rhaly 1989). Bu matrise iki boyutlu q-Cesàro matrisi
denir ve Cq ile gösterilir. Bu matris q 6= 1 durumunda regüler bir matris de¼gildir.

Di¼ger taraftan verilen bir dizinin altdizileri ile (0; 1] aral¬¼g¬n¬ birebir eşlememize
yard¬mc¬olan ikili aç¬l¬m tan¬m¬n¬verelim.

Tan¬m 2.3 ak 2 f0; 1g olmak üzere

1X
k=1

ak
2k

serisinin toplam¬na ikili aç¬l¬m denir ve 0; a1a2a3::: biçiminde gösterilir.

Her t 2 [0; 1] noktas¬t = 0; a1a2a3::: biçiminde ikili aç¬l¬ma sahiptir. Baz¬noktalara
iki farkl¬ikili aç¬l¬m kaŗs¬l¬k gelir. Örne¼gin

1

2
= 0; 0111::: ve

1

2
= 0; 1000:::

biçiminde ifade edilebilir. Daha genel olarak h = 1; 3; :::; 2m � 1 olmak üzere h
2m

formundaki noktalara iki farkl¬ ikili aç¬l¬m kaŗs¬l¬k gelir (Nathanson 1964). Böyle
bir durumda sonsuz çoklukta 1 içeren ikili aç¬l¬m¬tercih edece¼giz. ·Ikili aç¬l¬mlar,
(0; 1] aral¬¼g¬ile bir dizinin altdizilerini eşlememizde büyük öneme sahiptir.
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Şimdi de (0; 1] aral¬¼g¬ile verilen bir dizinin altdizileri aras¬nda birebir bir eşlemeyi
nas¬l yapaca¼g¬m¬z¬ifade edelim. Key� bir (sn) dizisini gözönüne alal¬m. Aşa¼g¬daki
gibi (0; 1] aral¬¼g¬ile onun altdizileri aras¬nda birebir bir dönüşüm elde edebiliriz. t =
0; a1a2a3::: ile aral¬¼g¬n bir t noktas¬n¬n sonsuz ikili aç¬l¬m¬n¬gözönüne alal¬m. Buna
göre altdiziyi şöyle seçeriz: Aç¬l¬mdaki aj = 1 ise sj terimini alal¬m ve aj = 0 ise
sj terimini atal¬m. Kaŗs¬t önerme aç¬kt¬r. Örne¼gin (skn) = (s2; s3; s4; :::) altdizisini
gözönüne alal¬m. Bu taktirde bu altdiziye kaŗs¬l¬k gelen ikili aç¬l¬m
1

2
= 0; 0111::: olur.

Şimdi Lebesgue ölçüsü anlam¬nda (sn) dizisinin altdizileri için �hemen hepsi�veya
�hemen hiçbiri�kavramlar¬n¬kullanabiliriz. (sn) dizisinin altdizilerine kaŗs¬l¬k gelen
ikili aç¬l¬mlar¬n oluşturdu¼gu noktalar¬n kümesinin Lebesgue ölçüsü 1 ise altdizilerinin
�hemen hepsi�kavram¬n¬ve benzer şekilde bu kümenin ölçüsü 0 ise �hemen hiçbiri�
kavram¬n¬kullanaca¼g¬z.

Tan¬m 2.4 n = 1; 2; 3; ::: ve 0 � t � 1 için Rn Rademacher fonksiyonu

Rn (t) =

�
(�1)k+1 ; k

2n
< t < k+1

2n
, k = 0; 1; :::; 2n � 1

0 ; di¼ger durumlarda

biçiminde tan¬mlan¬r.

Aşa¼g¬da Rademacher fonksiyonunun baz¬özelliklerini verelim.

(i) D� , (0; 1] aral¬¼g¬ndan h
2m

biçimindeki bütün noktalar¬n say¬labilir kümesini
ç¬kard¬¼g¬m¬zda geriye kalan küme olsun. Bu taktirde her t = 0; a1a2a3::: 2 D�

için ak =
1+Rk(t)

2
, k = 1; 2; ::: olur.

(ii)

1Z
0

Rj (t)Rk (t) dt =

�
0 ; j 6= k
1 ; j = k

oldu¼gu biliniyor. Rademacher fonksiyonunun di¼ger özellikleri (Hill 1945) , (Kacmarz
ve Steinhaus 1935) ve (Knopp 1931)�de bulunabilir.

Tan¬m 2.5 S � (0; 1) ve t = 0; a1a2a3::: olmak üzere S kümesinin bir t eleman¬n¬n
sonsuz bir ikili aç¬l¬m¬olsun. Bu durumda ai terimlerinin sonlu say¬da de¼gi̧smesiyle
elde edilen eleman da S kümesine ait ise S kümesine homojen küme ad¬ verilir
(Visser 1938).

Homojen bir küme 0 veya 1 ölçülüdür (Visser 1938).

Lemma 2.1 S kümesinin Lebesgue ölçüsü 1 olsun. Bu taktirde S , ölçüsü 1 olan ve
t 2 E ise 1� t 2 E koşulunu sa¼glayan bir E altkümesine sahiptir (Buck ve Pollard
1943).
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Şimdi teoremlerimizin ispat¬nda büyük öneme sahip olan Kronecker lemmas¬n¬hat¬r-
latal¬m.

Lemma 2.2 (Kronecker Lemmas¬) (xn) reel terimli bir dizi , her n 2 N için
an > 0 ve an %1 olsun. Bu taktirde

1X
n=1

xn
an
serisi yak¬nsak ise

1

an

nX
j=1

xj ! 0 , (n!1)

gerçeklenir (Knopp 1931).

Lemma 2.3
1X
k=1

s2k serisinin yak¬nsak veya ¬raksak olmas¬na göre
1X
k=1

skRk (t) serisi

s¬ras¬yla ölçüsü 1 veya 0 olan bir küme üzerinde yak¬nsakt¬r (Buck ve Pollard 1943).

2.2 Altdizilerin q-Cesàro Toplanabilmesi

Orijinal sonuçlar¬m¬z¬n ilk k¬sm¬n¬içeren bu k¬s¬mda Buck ve Pollard(1943) taraf¬n-
dan (C; 1) matrisi için verilen sonuçlardan esinlenerek iki boyutlu q-Cesàro matris-
leri için benzer sonuçlar verilecektir. Di¼ger bir ifade ile verilen bir dizinin q-Cesàro
toplanabilmesi ile onun altdizilerinin q-Cesàro toplanabilmesi aras¬ndaki ili̧skiyi in-
celeyece¼giz. Bu ba¼glamda q-Cesàro toplanabilir bir dizinin hemen her altdizisinin
q-Cesàro toplanabilmesi için bir yeter koşul verece¼giz.

Bu amaçla ihtiyaç duyaca¼g¬m¬z baz¬yard¬mc¬sonuçlar¬verelim.

Lemma 2.4
1X
k=1

s2k
k2q

serisi yak¬nsak olsun. Bu taktirde hemen her t 2 [0; 1] için

lim
n!1

1

nq

nX
k=1

skRk (t) = 0 (2.1)

gerçeklenir.

·Ispat.
1X
k=1

s2k
k2q

serisi yak¬nsak ise Lemma 2.3�den hemen her t 2 [0; 1] için
1X
k=1

skRk (t)

kq

serisi yak¬nsakt¬r. Di¼ger taraftan Lemma 2.2�de ak = kq al¬n¬rsa hemen her t için

1

nq

nX
k=1

skRk (t)! 0

elde edilir. Böylece ispat tamamlan¬r.

Lemma 2.5

lim
n!1

1

nq

nX
k=1

skRk (t) = L (t) (2.2)

6



limiti hemen her yerde mevcut olsun. Bu taktirde hemen her yerde L (t) = 0 ve

lim
n!1

1

n2q

nX
k=1

s2k = 0 (2.3)

gerçeklenir.

·Ispat. Egorov teoreminden (2.2) ifadesi pozitif ölçülü bir A kümesi üzerinde düzgün
yak¬nsak olmak zorundad¬r. Böylece her t 2 A için

jL(t)j �M

olacak biçimde birM > 0 vard¬r. Bununla birlikte bu eşitsizli¼gi sa¼glayan elemanlar¬n
kümesi homojendir. Dolay¬s¬yla homojen bir küme 0 veya 1 ölçülü oldu¼gundan son
eşitsizli¼gi sa¼glayan noktalar¬n kümesi 1 ölçülü olup L (t), hemen her yerde s¬n¬rl¬d¬r.
Aç¬k bir şekilde L (t) integrallenebilirdir. O halde

1Z
0

L (t) dt = a (2.4)

olsun. Şimdi bir � > 0 say¬s¬seçelim ve s¬ras¬yla

L (t)� a > �

L (t)� a < �

jL (t)� aj � �

koşullar¬n¬sa¼glayan I1 , I2 , I3 kümelerini gözönüne alal¬m. Bu kümeler homojendir.
Bunlar¬n birleşiminin ölçüsü 1 oldu¼gundan bunlar¬n en az birinin ölçüsü 1 olmal¬d¬r.
E¼ger I1 ya da I2 kümesinin ölçüsü 1 ise (2.4) gerçeklenmez. Böylece hemen her
yerde jL (t)� aj � � olur. O halde ölçüsü 1 olan bir B kümesi üzerinde L(t) = a
gerçeklenir. Lemma 2.1�den B kümesinden t0 ve 1� t0 noktalar¬n¬seçebiliriz. (2.2)�
den

lim
n!1

1

nq

nX
k=1

skRk (t0) = a

ve

lim
n!1

1

nq

nX
k=1

skRk (1� t0) = a

elde edilir. Bunlar¬toplay¬p Rk (t0) + Rk (1� t0) = 0 oldu¼gunu kullan¬rsak a = 0

bulunur ve (2.1) eşitli¼gini elde ederiz. Şimdi Sm;n (t) =
nX

k=m

skRk (t) olsun. Bu

durumda

S2m;n (t) =
nX

j;k=m

sjskRj (t)Rk (t)

=
nX

k=m

s2k + 2
X

m�j<k�n

sjskRj (t)Rk (t)
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olur. Hemen her t 2 [0; 1] için (2.1) sa¼glan¬rsa Egorov teoreminden pozitif ölçülü bir
F kümesinde de düzgün olarak sa¼glanmal¬d¬r. O halde

M = 2
X

m�j<k�n

sjsk

Z
F

Rj (t)Rk (t) dt

olmak üzere Z
F

S2m;n (t) dt = � (F )

nX
k=m

s2k +M (2.5)

gerçeklenir. bjk =
Z
F

Rj (t)Rk (t) dt olmak üzere Schwarz eşitsizli¼ginden

jM j � 2
 X
m�j<k�n

s2js
2
k

! 1
2
 X
m�j<k�n

b2jk

! 1
2

(2.6)

elde edilir.
1 � j < k < 1 için Rj (t)Rk (t) fonksiyonlar¬n¬n (0; 1) aral¬¼g¬üzerinde ortonormal
oldu¼gunu bu bölümün baş¬nda söylemi̧stik. O halde �F , F kümesinin karakteristik
fonksiyonu olmak üzere Bessel eşitsizli¼ginden

X
1�j<k<1

b2jk �
1Z
0

[�F (t)]
2 dt = � (F )

eşitsizli¼gini elde ederiz. Yeterince büyük bir m de¼geri için X
m�j<k<1

b2jk

! 1
2

� � (F )

4

olur. (2.6)�dan

jM j �
 

nX
j;k=m

s2js
2
k

! 1
2
� (F )

2
� � (F )

2

nX
j=m

s2j

olur. Daha sonra (2.5)�den Z
F

S2m;n (t) dt �
� (F )

2

nX
j=m

s2j (2.7)

eşitsizli¼gi elde edilir. Bu sayede sabit bir m de¼geri için F kümesi üzerinde düzgün
olarak

lim
n!1

1

n2q
S2m;n(t) = 0

gerçeklenir. (2.7)�den

lim
n!1

1

n2q

nX
j=m

s2j = 0

elde ederiz ve böylece ispat tamamlan¬r.
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Tan¬m 2.6 A = (ank) toplanabilme matrisi terimleri 0 ve 1�lerden oluşan dizilerin
hemen hepsini 1

2
de¼gerine topluyor ise A matrisi Borel özelli¼gine sahiptir denir (Hill

1945).

Hill, bir matrisin Borel özelli¼gine sahip olmas¬için aşa¼g¬daki gerek koşullar¬vermi̧stir.

Lemma 2.6 A = (ank) toplanabilme matrisi Borel özelli¼gine sahip ise

(i) Her bir n için
1X
k=1

ank anlaml¬ve n!1 için 1 de¼gerine yak¬nsakt¬r,

(ii) Her bir n için
1X
k=1

a2nk <1,

(iii) Her bir k için lim
n!1

ank = 0;

(iv) lim
n!1

1X
k=1

a2nk = 0,

gerçeklenir (Hill 1951).

Lemma 2.7 A = (ank) key� bir toplanabilme matrisi, fskg, s 6= 0 de¼gerine
A-toplanabilir bir dizi ve

1X
k=1

a2nks
2
k = o

�
1

log n

�
(2.8)

olsun. Bu durumda fsk�k (t)g dizilerinin hemen hepsi
s

2
de¼gerine A-toplanabilirdir.

Burada �k (t), t 2 [0; 1] noktas¬n¬n ikili aç¬l¬m¬ndaki k-inci terimdir (Hill 1954).

Lemma 2.8 Bir A = (ank) matrisi verilsin. Ayr¬ca

her bir n için
1X
k=1

ank serisi anlaml¬ve n!1 için 1 de¼gerine yak¬nsak olsun

ve
1X
k=1

a2nk = o

�
1

log n

�
koşullar¬ gerçeklensin. Di¼ger yandan fskg dizisi, 0 de¼gerine A-toplanabilir olsun.
E¼ger (2.8) koşulu gerçeklenirse fsk�k (t)g dizilerinin hemen hepsi 0 de¼gerine A-
toplanabilirdir (Hill 1954).

Aşa¼g¬daki teoremlerde Buck ve Polard(1943)� ¬n (C; 1) matrisleri için elde etti¼gi
sonuçlar¬n benzerleri iki boyutlu q-Cesàro matrisleri için verilecektir.

Teorem 2.2 0 < q < 1 olmak üzere bir s = (sk) dizisi L 6= 0 de¼gerine q-Cesàro
toplanabilir ve

1

n2q

nX
k=1

s2k = o

�
1

log n

�
ise s dizisinin hemen her altdizisi 2q�1L de¼gerine q-Cesàro toplanabilirdir.
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·Ispat. (sk) dizisinin hemen her altdizisinin q-Cesàro toplanabilmesi hemen her
t 2 [0; 1] için

nX
k=1

sk
1
2
[1 +Rk (t)](

nX
k=1

1
2
[1 +Rk (t)]

)q (2.9)

ifadesinin limitinin varl¬¼g¬na denktir. Bu ifade

1

nq

nX
k=1

sk
1
2
[1 +Rk (t)](

1

n

nX
k=1

1
2
[1 +Rk (t)]

)q (2.10)

biçiminde tekrar yaz¬labilir. (2.10) kesrinin pay¬n¬n yak¬nsakl¬¼g¬fsk�k (t)g dizisinin
q-Cesàro toplanabilmesine denktir. Lemma 2.7 gere¼gince (2.10) ifadesinin pay¬

L

2
de¼gerine yak¬nsakt¬r. Di¼ger taraftan Cesàro matrisi Borel özelli¼gine sahip oldu¼gun-
dan (2.10) ifadesinin paydas¬ 1

2q
de¼gerine yak¬nsakt¬r. Dolay¬s¬yla s dizisinin hemen

her altdizisi 2q�1L de¼gerine q-Cesàro toplanabilirdir.

L = 0 durumunda q 6= 1 iken lim
n!1

1X
n=1

cnk 6= 1 oldu¼gundan Lemma (2.8)�i kullana-

may¬z. Bu durumda aşa¼g¬daki sonuç elde edilir.

Teorem 2.3 0 < q < 1 olmak üzere bir s = (sk) dizisi 0 de¼gerine q-Cesàro
toplanabilir ve

1X
k=1

s2k
k2q

<1

ise s dizisinin hemen her altdizisi 0 de¼gerine q-Cesàro toplanabilirdir.

·Ispat. Daha önce de belirtildi¼gi gibi (sk) dizisinin hemen her altdizisinin q-Cesàro
toplanabilmesi hemen her t için (2.9) ifadesinin hemen her t için yak¬nsamas¬na
denktir. Böylece (2.9) ifadesinden

1
2nq

nX
k=1

skRk (t) +
1
2nq

nX
k=1

sk(
1
n

nX
k=1

1
2
[1 +Rk (t)]

)q

elde ederiz. Lemma 2.3�den
1X
k=1

s2k
k2q

< 1 ise
1X
k=1

sk
kq
Rk (t) serisi 1ölçülü bir küme

üzerinde yak¬nsakt¬r. Lemma 2.4 gere¼gince

(
1
nq

nX
k=1

skRk (t)

)
dizisi hemen her t için

0 de¼gerine yak¬nsakt¬r. Bu da ispat¬tamamlar.
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Teorem 2.4 0 < q < 1 olmak üzere bir s = (sk) dizisinin hemen her altdizisi
q-Cesàro toplanabilir ise (sk) dizisi bir L de¼gerine q-Cesàro toplanabilirdir. Bu
durumda altdizilerinin hemen hepsi 2q�1L de¼gerine q-Cesàro toplanabilirdir.

·Ispat. Hipotezden n ! 1 için (2.9) ifadesi hemen her t için yak¬nsakt¬r. Lemma
2.4�den (2.9) ifadesinin paydas¬hemen her t için 1 de¼gerine yak¬nsakt¬r. O halde

�n (t) =
1

nq

nX
k=1

sk
1

2
[1 +Rk (t)] (2.11)

ifadesi ölçüsü 1 olan bir M kümesi üzerinde yak¬nsakt¬r. Lemma 2.1�den M küme-
sine ait olan t0 ve 1� t0 noktalar¬n¬seçebiliriz. Dolay¬s¬yla Rk (t0) +Rk (1� t0) = 0
oldu¼gunu da kullanarak

�n (t0) + �n (1� t0) =
1

nq

nX
k=1

sk

bulunur. Di¼ger yandan t0 2M ve 1� t0 2M oldu¼gundan

lim
n!1

�n (t0) = a

ve
lim
n!1

�n (1� t0) = b

limitleri mevcuttur. Dolay¬s¬yla (sk) dizisi L = a+ b de¼gerine q-Cesàro topla-

nabilirdir. Lemma 2.5� den hemen her t için
1

nq

nX
k=1

skRk (t) ! 0 gerçeklenir.

Dolay¬s¬yla (sk) dizisinin hemen her altdizisi 2q�1L de¼gerine q-Cesàro toplanabilirdir.

Teorem 2.2, Teorem 2.3 ve Teorem 2.4 birlikte gözönüne al¬n¬rsa aşa¼g¬daki sonuç
elde edilir.

Sonuç 2.1 p >
1

2
olmak üzere s¬n¬rl¬bir dizinin q-Cesàro toplanabilmesi için gerek

ve yeter koşul hemen her altdizisinin q-Cesàro toplanabilmesidir.

Aşa¼g¬daki teorem kendisi q-Cesàro toplanabilir bir dizi olmas¬na ra¼gmen hemen her
altdizisi q-Cesàro toplanamayan bir dizi örne¼gi verilebilmesi için çok önemlidir.

Teorem 2.5 0 < q < 1 olmak üzere bir s = (sk) dizisinin hemen her altdizisi
q-Cesàro toplanabilir ise

lim
n!1

1

n2q

nX
k=1

s2k = 0 (2.12)

gerçeklenir.
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·Ispat. (sk) dizisinin hemen her altdizisi q-Cesàro toplanabilir ise Teorem 2.4�ün

ispat¬nda oldu¼gu gibi hemen her yerde

(
1

nq

nX
k=1

skRk (t)

)
! 0 elde edilir. Lemma

2.5�den (2.12) gerçeklenir.

q-Cesàro toplanabilen fakat hemen hiçbir altdizisi q-Cesàro toplanamayan iki dizi
örne¼gi verece¼giz.

Örnek 2.1 (sk) =
�
(�1)k k

�
dizisini gözönüne alal¬m. q > 1 için

1X
k=1

(�1)k k
kq

=

1X
k=1

(�1)k

kq�1

serisi yak¬nsakt¬r. Lemma 2.2�den

1

nq

nX
k=1

(�1)k k ! 0, (n!1)

elde edilir. Di¼ger taraftan q =
3

2
al¬n¬rsa

1

n3

nX
k=1

k2 =
1

n3
1

6
n (n+ 1) (2n+ 1)! 1

3
6= 0, (n!1)

bulunur. (sk) dizisi s¬f¬r de¼gerine C 3
2
-toplanabilirdir fakat Teorem 2.5 gere¼gince

hemen hiçbir altdizisi C 3
2
-toplanabilir de¼gildir.

Şimdi de 0 < q < 1 olacak biçimde bir örnek verelim.

Örnek 2.2 (sk) =
�
(�1)k

p
k
�
ve q =

3

4
olsun. Bu durumda

1X
k=1

(�1)k
p
k

kq
=

1X
k=1

(�1)k

kq�
1
2

serisi yak¬nsakt¬r. Lemma 2.2� den (sk) dizisi s¬f¬r de¼gerine C 3
4
-toplanabilirdir.

Ayr¬ca (
1

n
3
2

nX
k=1

k

)
=

�
1

n
3
2

n (n+ 1)

2

�
dizisi s¬f¬ra yak¬nsak olmad¬¼g¬ndan Teorem 2.5 gere¼gince (sk) dizisinin hemen hiçbir
altdizisi C 3

4
-toplanabilir de¼gildir.
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3. Ç·IFT D·IZ·ILER ·IÇ·IN TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde çift (double) dizilerin toplanabilmesine ili̧skin baz¬tan¬m ve kavramlar-
dan söz edilecektir. Tan¬m kümesi N�N olan fonksiyona "çift dizi" denir. Örne¼gin
her j; k için xjk = jk2 ile tan¬ml¬x = (xjk) bir �çift dizi�olup0BBB@

1 4 9 � � �
2 8 18 � � �
3 12 27 � � �
...

...
...

. . .

1CCCA
şeklinde bir gösterime sahiptir.

Bir çift dizinin yak¬nsakl¬¼g¬al¬̧s¬lm¬̧s dizilerin yak¬nsakl¬¼g¬na benzer olarak aşa¼g¬daki
gibi verilmektedir:

Tan¬m 3.1 x = (xjk) bir çift dizi olsun. Her " > 0 için j; k � N oldu¼gunda
jxjk � Lj < " olacak şekilde bir N say¬s¬varsa x dizisi L say¬s¬na Pringsheim an-
lam¬nda yak¬nsakt¬r (p-yak¬nsak) denir ve p � limx = L ile gösterilir (Pringsheim
1898).

Aşa¼g¬daki tan¬mda bir çift dizinin s¬n¬rl¬l¬¼g¬verilmektedir.

Tan¬m 3.2 x = (xjk) bir çift dizi olsun. sup
j;k
jxjkj < 1 ise x dizisi s¬n¬rl¬d¬r denir.

Tüm s¬n¬rl¬çift dizilerin uzay¬l(2)1 ile gösterilir.

Çok iyi bilinmektedir ki bir dizi yak¬nsak ise s¬n¬rl¬d¬r. Ancak p-yak¬nsak bir çift
dizi s¬n¬rl¬olmak zorunda de¼gildir. Bunun için aşa¼g¬daki örne¼gi verebiliriz:

Örnek 3.1

xjk :=

�
k2; j = 1
0; di¼ger durumlarda

ile tan¬ml¬x = (xjk) çift dizisi s¬f¬ra p-yak¬nsak oldu¼gu halde s¬n¬rl¬de¼gildir.

Burada bir çift dizinin p-yak¬nsakl¬¼g¬ile sat¬r ve sütun dizilerinin yak¬nsakl¬¼g¬aras¬nda
nas¬l bir ili̧ski oldu¼gu sorulabilir. Bunun için aşa¼g¬daki iki örne¼gi inceleyelim:

Örnek 3.2 x = (xjk) çift dizisini

xjk :=
1

2 + min fj; kg+ (�1)j+k

ile tan¬mlayal¬m. O halde p� lim
j;k

x = 0 olur. Ancak j0 ve k0 sabit olmak üzere ne

fxj0;kg
1
k=1 dizisi ne de fxj;k0g

1
j=1 dizisi yak¬nsakt¬r.
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Örnek 3.3 x = (xjk) çift dizisini

xjk :=

�
1; j = k
0; di¼ger durumlarda

şeklinde tan¬mlarsak her sabit j0 için fxj0;kg
1
k=1 dizisi ve her sabit k0 için fxj;k0g

1
j=1

dizisi s¬f¬ra yak¬nsak oldu¼gu halde x dizisi p-yak¬nsak de¼gildir.

p-yak¬nsak bir çift dizinin ayn¬zamanda sat¬r ve sütunlar¬da yak¬nsak ise bu diziye
regüler olarak p-yak¬nsakt¬r denir (Hardy 1919). Regüler olarak p-yak¬nsak bir
dizinin s¬n¬rl¬oldu¼gu aç¬kt¬r. Ayr¬ca Hardy (1919), regüler olarak p-yak¬nsak bir
dizinin p-limitinin ard¬̧s¬k (iterated) limitlerle hesaplanabildi¼gini göstermi̧stir. Yani
x regüler olarak p-yak¬nsak bir dizi ise

p� lim
j;k

x = lim
j
(lim
k
xjk) = lim

k
(lim
j
xjk) (3.1)

gerçeklenir. Fakat burada regüler olarak p-yak¬nsakl¬k şart¬kald¬r¬l¬rsa (3.1) eşitli¼gi
her zaman gerçeklenmez.

Tan¬m 3.3 x = (xjk) bir çift dizi olmak üzere
X
j;k

xjk toplam¬na bir çift seri

denir. E¼ger bu serinin k¬smi toplamlar dizisi

8<:
 

r;sX
j=1;k=1

xjk

!
r;s

9=; p-yak¬nsak ise

yani p� lim
r;s

r;sX
j=1;k=1

xjk limiti mevcutsa seri bu limit de¼gerine Pringsheim anlam¬nda

yak¬nsakt¬r (p-yak¬nsak) denir (Bromwich 1942).

Al¬̧s¬lm¬̧s dizilerde dönüşüm dizisi ve matris toplanabilmesi tan¬mlar¬n¬n benzeri çift
diziler için de aşa¼g¬daki gibi verilmektedir:

Tan¬m 3.4 A = (anmjk ) dört boyutlu sonsuz bir matris ve x = (xjk) bir çift dizi
olmak üzere her n ;m için

(Ax)nm :=
X
j;k

xjka
nm
jk

çift serisi p-yak¬nsak ise

Ax :=
 X

j;k

xjka
nm
jk

!
n;m

dizisine x dizisinin A-dönüşüm dizisi denir.
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Aşa¼g¬da Ax dönüşüm dizisinin nas¬l elde edildi¼gi gösterilmi̧stir:

Ax =

0BBBBBBBBBBB@

0B@ a1111 a1112 � � �
a1121 a1122 � � �
...

...
. . .

1CA
0B@ a1211 a1212 � � �

a1221 a1222 � � �
...

...
. . .

1CA � � �0B@ a2111 a2112 � � �
a2121 a2122 � � �
...

...
. . .

1CA
0B@ a2211 a2212 � � �

a2221 a2222 � � �
...

...
. . .

1CA � � �

...
...

. . .

1CCCCCCCCCCCA

0B@ x11 x12 � � �
x21 x22 � � �
...

...
. . .

1CA

=

0BBBBB@

X
j;k

xjka
11
jk

X
j;k

xjka
12
jk � � �X

j;k

xjka
21
jk

X
j;k

xjka
22
jk � � �

...
...

. . .

1CCCCCA :

Ayr¬ca dört boyutlu birim (identity) matris I = (enmjk );

enmjk :=

�
1 ; j = n ve k = m
0 ; di¼ger durumlarda

ile verilir ve aşa¼g¬daki gösterime sahiptir:0BBBBBBBBBBBBBBB@

0BBB@
1 0 0 � � �
0 0 0 � � �
0 0 0 � � �
...
...
...
. . .

1CCCA
0BBB@
0 1 0 � � �
0 0 0 � � �
0 0 0 � � �
...
...
...
. . .

1CCCA � � �

0BBB@
0 0 0 � � �
1 0 0 � � �
0 0 0 � � �
...
...
...
. . .

1CCCA
0BBB@
0 0 0 � � �
0 1 0 � � �
0 0 0 � � �
...
...
...
. . .

1CCCA � � �

...
...

. . .

1CCCCCCCCCCCCCCCA
:

E¼ger Ax çift dizisi bir L say¬s¬na p-yak¬nsak ise x dizisi L say¬s¬na A-toplanabilirdir
denir ve bu durum A(x) = L şeklinde ifade edilir. Tüm A-toplanabilen çift dizilerin
kümesine A matrisinin toplanabilirlik alan¬denir ve bu küme c(2)A ile gösterilir.

Tan¬m 3.5 S¬n¬rl¬p-yak¬nsak bir çift diziyi kendi limitine toplayan dört boyutlu
matrise RH-regüler matris denir.

Aşa¼g¬daki teorem dört boyutlu bir matrisin RH-regülerli¼gini karakterize etmektedir.

15



Teorem 3.1 Dört boyutlu bir A = (anmjk ) matrisinin RH-regüler olmas¬için gerek
ve yeter şart;
RH1 : p� lim

n;m
anmjk = 0, her j; k

RH2 : p� lim
n;m

X
j;k

anmjk = 1

RH3 : p� lim
n;m

X
j

��anmjk �� = 0; her k
RH4 : p� lim

n;m

X
k

��anmjk �� = 0; her j
RH5 :

X
j;k

��anmjk �� serisi her n; m için p-yak¬nsak

RH6 : Her n;m için
X
j;k>N

��anmjk �� < M olacak biçimde N ve M say¬lar¬n¬n mevcut

olmas¬d¬r (Hamilton 1936).

Dört boyutlu sonsuz bir matris iki boyutlu sonsuz matrislerin bir çift dizisi gibi
düşünülebilir. Bu bak¬̧s aç¬s¬yla bir A = (anmjk ) dört boyutlu matrisi

anmjk =

0BB@
�
a11jk
� �

a12jk
� ...�

a21jk
� �

a22jk
� ...

� � � � � � . . .

1CCA
şeklinde bir gösterime sahiptir.
C = (cnmjk ) dört boyutlu matrisini

cnmjk =

( 1

nm
; j � n ve k � m

0 ; di¼ger durumlarda

şeklinde tan¬mlayal¬m. Bu matrise dört boyutlu Cesàro matrisi denir ve (C; 1; 1) ile
gösterilir. Bu matris RH-regüler dört boyutlu bir matristir.
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4. DÖRT BOYUTLU MATR·ISLER ·IÇ·IN BUCK-POLLARD ÖZEL-
L·I¼G·I

4.1 Giri̧s

Bu bölümde çift dizilerin yak¬nsakl¬¼g¬, Cesàro toplanabilmesi ve q-Cesàro topla-
nabilmesini altdizilerin s¬ras¬yla yak¬nsakl¬¼g¬, Cesàro toplanabilmesi ve q-Cesàro
toplanabilmesi yard¬m¬yla karakterize edece¼giz.

Çift diziler için çeşitli altdizi kavramlar¬ vard¬r. Bu bölümde Miller tipli altdizi
kavram¬n¬kullanaca¼g¬z. Bu amaçla ilk olarak Miller ve arkadaşlar¬taraf¬ndan verilen
ölçü kavram¬n¬hat¬rlatal¬m.

X := fx = (xjk) : xjk 2 f0; 1g ; j; k 2 Ng

biçiminde tan¬ml¬kümeyi gözönüne alal¬m.

<, X kümesinin

fx = (xjk) 2 X : xj1k1 = a1; :::; xjnkn = ang ; a1; :::; an 2 f0; 1g ; n 2 N

formundaki bütün altkümelerinin en küçük �-cebiri olsun. X üzerinde

P (fx = (xjk) 2 X : xj1k1 = a1; :::; xjnkn = ang) =
1

2n

olacak biçimde birtek olas¬l¬k ölçüsü vard¬r (Crnjac, µCunjalo ve Miller 2004).

s = (sjk) bir çift dizi olsun, x = (xjk) 2 X olmak üzere s dizisinin x eleman¬na
kaŗs¬l¬k gelen altdizisi

sjk (x) =

�
sjk ; xjk = 1
� ; xjk = 0

biçiminde tan¬mlan¬r (Crnjac, µCunjalo ve Miller 2004).

Tan¬m 4.1 x 2 X olmak üzere key� " > 0 için her n;m � N" oldu¼gunda������� 1nm
X
j�n
k�m

xjk � 1
2

������� < " olacak biçimde en az bir N" do¼gal say¬s¬varsa yani x, 12

de¼gerine Cesàro toplanabiliyorsa x eleman¬normaldir denir. X içindeki bütün nor-
mal elemanlar¬n kümesini � ile gösterelim.

P (�) = 1 oldu¼gu bilinmektedir (Crnjac, µCunjalo ve Miller 2004). Çift indisli diziler
için Rademacher fonksiyonlar¬(xjk) 2 X olmak üzere rjk (x) = 2xjk � 1 biçiminde
tan¬mlanmaktad¬r.

Kronecker lemmas¬n¬n çift diziler için geni̧slemesi Móricz(1981) taraf¬ndan verilmi̧stir.

�10�jk = �j+1;k � �jk,

�01�jk = �j;k+1 � �jk,

�11�jk = �j+1;k+1 � �j+1;k � �j;k+1 + �jk (j; k = 1; 2; :::)
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sonlu farklar¬n¬ gözönüne alal¬m. Burada Kronecker lemmas¬n¬n çift diziler için
geni̧slemesi ispats¬z olarak verilecektir.

Teorem 4.1 (�jk) pozitif terimli çift dizisi lim
j;k!1

�jk =1 ve

�10�jk � 0; �01�jk � 0, (j,k=1,2,...)
�11�jk fark¬sabit i̧saretli (j,k=1,2,...)

koşullar¬n¬sa¼glas¬n. Bu durumda
1;1X
j;k=1;1

ujk
�jk

çift serisi k¬s¬tlanm¬̧s anlamda yak¬nsak ise lim
n;m!1

1

�nm

n;mX
j;k=1;1

ujk = 0 gerçeklenir

(Móricz 1981).

4.2 Çift Dizilerin Pringsheim Yak¬nsakl¬¼g¬n¬n Karakterizasyonu

Bilindi¼gi gibi bir dizinin yak¬nsakl¬¼g¬ ve toplanabilmesi aras¬nda kuvvetli bir il-
i̧ski vard¬r. Buna ili̧skin ilk çal¬̧smalar Agnew(1944) ve Buck(1943) taraf¬ndan
yap¬lm¬̧st¬r. Daha sonra Buck ve Pollard, (0; 1] aral¬¼g¬ ile verilen bir dizinin alt-
dizileri aras¬nda birebir bir eşleme kurarak verilen bir dizinin yak¬nsakl¬¼g¬n¬hemen
her altdizisinin yak¬nsakl¬¼g¬yard¬m¬yla karakterize etmi̧stir.

Bu k¬s¬mda çift dizilerin p-yak¬nsakl¬¼g¬için Buck ve Pollard taraf¬ndan verilen bir
sonucun benzeri verilecektir.

Aşa¼g¬daki teorem bir çift dizinin p-yak¬nsakl¬¼g¬n¬karakterize etmektedir.

Teorem 4.2 s = (sjk) dizisinin hemen her altdizisi bir L de¼gerine p-yak¬nsak ise s
dizisinin kendisi de ayn¬L de¼gerine p-yak¬nsakt¬r.

·Ispat. s = (sjk) dizisinin hemen her altdizisi L de¼gerine yak¬nsak, yani
C = fx 2 X : s (x)! Lg olmak üzere P (C) = 1 olsun. Şimdi x = (xjk) 2 X
verildi¼ginde �x = (�xjk) dizisini

�xjk =

�
0 ; xjk = 1
1 ; xjk = 0

biçiminde tan¬mlayal¬m.
Y = C \ � ve Y = f(�xjk) : xjk 2 Y g olsun. Dolay¬s¬yla Y = C \ � elde ederiz.
(xjk) dizisini (�xjk) dizisine götüren dönüşüm P ölçüsünü korudu¼gundan P

�
Y
�
= 1

ve P
�
Y \ Y

�
= 1 elde ederiz. O halde Y \Y , boş küme de¼gildir. x = (xjk) 2 Y \Y

ise
x 2 C , x 2 �

ve
�x 2 C , �x 2 �

bulunur. x; �x 2 C oldu¼gundan x; �x 2 � olmak üzere s (x) ! L ve s (�x) ! L olur.
Bu da s = (sjk) dizisinin L de¼gerine p-yak¬nsakl¬¼g¬n¬verir.
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4.3 Dört Boyutlu Cesàro Matrisi ·Için Buck-Pollard Özelli¼gi

Bu k¬s¬mda verilen bir çift dizinin dört boyutlu Cesàro toplanabilmesi ile dizinin
altdizilerinin dört boyutlu Cesàro toplanabilmesi aras¬ndaki ili̧ski incelenecektir.

Bu amaçla ilk teoremimizi verelim.

Teorem 4.3 s = (sjk) dizisinin hemen her altdizisi bir L de¼gerine (C; 1; 1)-toplanabilir
ise s dizisinin kendisi de ayn¬L de¼gerine (C; 1; 1)-toplanabilirdir.

·Ispat. s = (sjk) çift dizisinin hemen her altdizisi L de¼gerine (C; 1; 1)-toplanabilir,
yani G = fx 2 X : s (x)! L (C; 1; 1)g olmak üzere P (G) = 1 olsun. Teorem 4.2�
nin ispat¬na benzer şekilde x 2 G\ � ise x 2 G\ � elde ederiz. Dolay¬s¬yla x; �x 2 �
olmak üzere

s (x)! L (C; 1; 1)

ve
s (�x)! L (C; 1; 1)

bulunur. Dolay¬s¬yla

p� lim
n;m!1

n;mP
j;k=1;1

sjkxjk

n;mP
j;k=1;1

xjk

= L

ve benzer şekilde

p� lim
n;m!1

n;mP
j;k=1;1

sjk�xjk

n;mP
j;k=1;1

�xjk

= L

olur. Ayr¬ca x; �x 2 � oldu¼gundan

p� lim
n;m!1

1

nm

n;mP
j;k=1;1

xjk =
1

2
ve p� lim

n;m!1

1

nm

n;mP
j;k=1;1

�xjk =
1

2

elde edilir.
Di¼ger taraftan (sjk) çift dizisinin L de¼gerine (C; 1; 1)-toplanabilmesi

n;mP
j;k=1;1

sjk

nm
=

n;mP
j;k=1;1

xjk

nm

n;mP
j;k=1;1

sjkxjk

n;mP
j;k=1;1

xjk

+

n;mP
j;k=1;1

�xjk

nm

n;mP
j;k=1;1

sjk�xjk

n;mP
j;k=1;1

�xjk

ifadesinin limitinin L olmas¬na denktir. Buradan

lim
n;m!1

n;mP
j;k=1;1

sjk

nm
=
L

2
+
L

2
= L

elde edilir. Böylece (sjk) dizisi L de¼gerine (C; 1; 1)-toplanabilirdir.

Al¬̧s¬lm¬̧s diziler için Khintchine eşitsizli¼gi Rademacher fonksiyonlar¬yard¬m¬yla aşa¼g¬-
daki gibi verilmektedir.
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Lemma 4.1 tn (x) =
nP
j=1

sjRj (x),

Bn =
nP
j=1

s2jk ve t
�
n (x) = max

1�j�n
jtjj olsun. Bu durumda r pozitif bir tamsay¬olmak

üzere

E
�
(tn)

2r� � (2r)!

2rr!
(Bn)

r

eşitsizli¼gi gerçeklenir (Garling 2007).

Aşa¼g¬daki sonuç Khintchine eşitsizli¼ginin çift dizilere bir geni̧slemesidir.

Lemma 4.2 tnm (x) =
n;mP

j;k=1;1

sjkrjk (x),

Bnm =
n;mP

j;k=1;1

s2jk ve t
�
nm (x) = max

1 � j � n
1 � k � m

jtjkj olsun. Bu durumda r pozitif bir

tamsay¬olmak üzere

E
�
(tnm)

2r� � (2r)!

2rr!
(Bnm)

r

eşitsizli¼gi gerçeklenir.

·Ispat.
iP

�=1

�� = 2r, A�1;:::;�i =
(�1 + :::+ �i)!

�1!:::�i!
ve 1 � j1; :::ji � n, 1 � k1; :::; ki � m olmak üzere
E
�
(tnm)

2r� = X
�1+:::+�i=2r

A�1;:::;�is
�1
j1k1

:::s�ijikiE
�
r�1j1k1 (x) :::r

�i
jiki
(x)
�

olur. Beklenen de¼ger ve Rademacher fonksiyonunun özelli¼ginden

E
�
r�1j1k1 (x) :::r

�i
jiki
(x)
�
=

�
1 ; �1; :::; �i çift oldu¼gunda
0 ; d:d:

elde edilir ve böylece
iP

u=1

pu = r olacak biçimde p1; :::; pi pozitif tamsay¬lar olmak

üzere
E
�
(tnm)

2r� = X
p1+:::+pi=r

A2p1;:::;2pis
2p1
j1k1

:::s2pijiki

bulunur. Di¼ger taraftan (2p1)!::: (2pj)! � 2p1p1!:::2pjpj! eşitsizli¼gini kullanarak

E
�
(tnm)

2r� =
X

p1+:::+pi=r

(2r)!

2rp1!:::pj!

r!

r!
s2p1j1k1 :::s

2pi
jiki

� (2r)!

2rr!

X
p1+:::+pi=r

r!

p1!:::pj!
s2p1j1k1 :::s

2pi
jiki

=
(2r)!

2rr!
(Bnm)

r .

elde edilir. Bu da ispat¬tamamlar.

Şimdi de al¬̧s¬lm¬̧s diziler için Marcinkiewicz-Zygmund eşitsizli¼gini hat¬rlat¬p hemen
ard¬ndan çift diziler için geni̧slemesini verelim.
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Lemma 4.3 tn (x) =
nP
j=1

sjRj (x),

Bn =
nP
j=1

s2j ve t
�
n (x) = max

1�j�n
jtjj olsun. Bu durumda a > 0 olmak üzere

E
�
eat

�
n(x)
�
� 32ea2

Bn
2

eşitsizli¼gi gerçeklenir (Tsuchikura 1951).

Lemma 4.4 tnm (x) =
n;mP

j;k=1;1

sjkrjk (x),

Bnm =
n;mP

j;k=1;1

s2jk ve t
�
nm (x) = max

1 � j � n
1 � k � m

jtjkj olsun. Bu durumda a > 0 olmak

üzere

E
�
eat

�
nm(x)

�
� 32ea2

Bnm
2

eşitsizli¼gi gerçeklenir.

·Ispat.

eat
�
nm(x) � 2

eat
�
nm(x) + e�at

�
nm(x)

2

= 2

8>><>>:
1P
r=0

(at�nm(x))
r

r!
+

1P
r=0

(�1)r(at�nm(x))r
r!

2

9>>=>>;
= 2

(
1 +

1X
r=1

(at�nm (x))
2r

(2r)!

)

oldu¼gu kolayl¬kla görülür. Yukar¬daki eşitsizli¼gi kullanarak

E
�
eat

�
nm(x)

�
� 2

(
1 +

1X
r=1

E
�
(at�nm (x))

2r�
(2r)!

)

� 2

8>>>><>>>>:1 +
1X
r=1

1

(2r)!
a2rE

266664
0BBBB@ max
1 � j � n
1 � k � m

jtjkj

1CCCCA
2r377775
9>>>>=>>>>;

elde edilir. j � 1, k � 1 için E (rjk (x)) = 0, Xjk := sjkrjk martingale farklar¬n¬n
bir dizisidir (Quang ve Huan 2009). Böylece çok indisli diziler için Doob eşitsizli¼gin-
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den(Huan ve Quang 2012) ve Lemma 4.2�den

E
�
eat

�
nm(x)

�
� 2

(
1 +

1X
r=1

�
2r
2r�1

�4r
a2rE

�
(jtnmj)2r

�
(2r)!

)

� 2

(
1 +

1X
r=1

�
2r
2r�1

�4r
a2r (2r)!

2rr!
(Bnm)

r

(2r)!

)

= 2

8<:1 +
1X
r=1

�
2r

2r � 1

�4r �a2Bnm
2

�r
(r)!

9=;
� 32

1X
r=0

�
a2Bnm
2

�r
(r)!

= 32ea
2 Bnm

2

eşitsizli¼gi elde edilir.

Aşa¼g¬daki sonuç Teorem 4.3�ün kaŗs¬t¬n¬n do¼gru olup olmad¬¼g¬n¬incelemektedir.

Teorem 4.4 (sjk) çift dizisi bir L de¼gerine (C; 1; 1)-toplanabilir ve

n;mP
j;k=1;1

s2jk = o

�
n2m2

log log nm

�
ise (sjk) çift dizisinin hemen her altdizisi de ayn¬L de¼gerine (C; 1; 1)-toplanabilirdir.

·Ispat. (sjk) çift dizisinin hemen her altdizisinin (C; 1; 1)-toplanabilir olmas¬hemen
her x için

n;mP
j;k=1;1

sjkxjk

n;mP
j;k=1;1

xjk

limitinin varl¬¼g¬na denktir. Yukar¬daki ifade düzenlenirse rjk (x) = 2xjk � 1 olmak
üzere hemen her x için

n;mP
j;k=1;1

sjk

�
1 + rjk (x)

2

�
n;mP

j;k=1;1

�
1 + rjk (x)

2

� =

1

2nm

n;mP
j;k=1;1

sjk +
1

2nm

n;mP
j;k=1;1

sjkrjk (x)

1

nm

n;mP
j;k=1;1

�
1 + rjk (x)

2

� (4.1)

elde edilir. P (�) = 1 oldu¼gundan (4.1)� in paydas¬hemen her x için 1
2
de¼gerine

yak¬nsakt¬r. ·Ispat¬tamamlamak için hemen her x için

p� lim
n;m!1

1

nm

n;mP
j;k=1;1

sjkrjk (x) = 0

oldu¼gunu göstermek yeterlidir. Her " > 0 ve 2j�1 < n � 2j, 2k�1 < m � 2k

aral¬¼g¬ndaki en az bir (n;m) ikilisi için jtnm (x)j > nm" olacak biçimdeki tüm x
elemanlar¬n¬n kümesini Vjk ile gösterelim ve

Gjk =
�
x : t�2j ;2k (x) > 2

j�12k�1"
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kümesini tan¬mlayal¬m. Vjk � Gjk oldu¼gu aç¬kt¬r. Her " > 0 için
1;1P
j;k=1;1

P (Gjk) <1 oldu¼gunu gösterirsek ispat tamamlan¬r. Lemma 4.4�den

P (Gjk) e
a2j�12k�1" �

Z
X

e
at�
2j ;2k

(x)
dP (x)

= E
�
e
at�
2j ;2k

(x)
�

� 32ea
2
B
2j2k
2

olup

P (Gjk) � 32e
a2B

2j2k
2

�a2j�12k�1"

eşitsizli¼gi elde edilir. a = 2j�12k�1"
B
2j2k

al¬n¬rsa

P (Gjk) � 32e
�
"222(j�1)22(k�1)

2B2j2k (4.2)

= 32e
�
"2 (2j)

2 �
2k
�2

32B2j2k

bulunur. Di¼ger taraftan hipotez gere¼gince

B2j2k

(2j)2 (2k)2
= o

�
1

log log 2j2k

�
B2j2k

(2j)2 (2k)2
� "2

96 log log 2j2k

elde edilir. (4.2)�den

P (Gjk) � 32e
�
"2

32

96 log log 2j2k

"2

= 32e�3 log log 2
j2k

=
32

[(j + k) log 2]3

bulunur. Ayr¬ca
1;1P
j;k=1;1

1

[(j + k) log 2]3
<1 (Bromwich 1942) oldu¼gundan

1;1X
j;k=1;1

P (Gjk) � 32
1;1X
j;k=1;1

1

[(j + k) log 2]3
<1

olur. Böylece
1;1P
j;k=1;1

P (Gjk) < 1 oldu¼gundan p � lim
j;k!1

P (Gjk) = 0 elde ederiz.

Dolay¬s¬yla p� lim
j;k!1

P (Vjk) = 0 bulunur. Bu da ispat¬tamamlar.

Teorem 4.3 ve Teorem 4.4�den s¬n¬rl¬bir dizinin (C; 1; 1)-toplanabilmesini karakte-
rize eden aşa¼g¬daki sonucu elde ederiz.
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Sonuç 4.1 S¬n¬rl¬bir (sjk) dizisinin (C; 1; 1)-toplanabilmesi için gerek ve yeter koşul
hemen her altdizisinin (C; 1; 1)-toplanabilir olmas¬d¬r.

Teorem 4.5 Hemen her x için

lim
n;m!1

1

nm

n;mX
j;k=1;1

sjkrjk (x) = 0 (4.3)

ise

lim
n;m!1

1

n2m2

n;mX
j;k=1;1

s2jk = 0

gerçeklenir.

·Ispat. U [p; q] = f(j; k) : p � j � n veya q � k � mg ve

Tp;q;n;m (x) =
X

(j;k)2U [p;q]

sjkrjk (x)

olsun. Böylece

T 2p;q;n;m (x) =
X

(j;k)2U [p;q]

s2jk + 2
X

(j1; k1) ; (j2; k2) 2 U [p; q]
j1 6= j2 veya k1 6= k2

sj1k1sj2k2rj1k1 (x) rj2k2 (x)

olur. Egorov teoreminden pozitif ölçülü bir D � X kümesi üzerinde (4.3) limiti
düzgün olarak mevcuttur. Dolay¬s¬ylaZ

D

T 2p;q;n;m (x) dP (x) = P (D)
X

(j;k)2U [p;q]

s2jk +K (4.4)

olup, burada

K = 2
X

(j1; k1) ; (j2; k2) 2 U [p; q]
j1 6= j2 veya k1 6= k2

sj1k1sj2k2

Z
D

rj1k1 (x) rj2k2 (x) dP (x)

biçimindedir. Hölder eşitsizli¼ginden vj1k1j2k2 =
R
D

rj1k1 (x) rj2k2 (x) dP (x) olmak üzere

jKj � 2

0BBBBB@
X

(j1; k1) ; (j2; k2) 2 U [p; q]
j1 6= j2 veya k1 6= k2

s2j1k1s
2
j2k2

1CCCCCA

1
2
0BBBBB@

X
(j1; k1) ; (j2; k2) 2 U [p; q]
j1 6= j2 veya k1 6= k2

v2j1k1j2k2

1CCCCCA

1
2

(4.5)
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elde edilir. Di¼ger yandan rj1k1 ve rj2k2 fonksiyonlar¬n¬n X üzerinde dik oldu¼gu
bilinmektedir (Crnjac, Cunjalo ve Miller 2004). Dolay¬s¬yla çift diziler için Bessel
eşitsizli¼ginden X

1 � j1 < j2 � 1
1 � k1 < k2 � 1

v2j1k1j2k2 �
Z
X

(�D (x))
2 dP (x) = P (D)

bulunur. Yeterince büyük p ve q için0BBBBB@
X

(j1; k1) ; (j2; k2) 2 U [p; q]
j1 6= j2 veya k1 6= k2

v2j1k1j2k2

1CCCCCA

1
2

� P (D)

4

elde edilir. (4.5) eşitsizli¼ginden

jKj �

0BBBBB@
X

(j1; k1) ; (j2; k2) 2 U [p; q]
j1 6= j2 veya k1 6= k2

s2j1k1s
2
j2k2

1CCCCCA

1
2

P (D)

2
� P (D)

2

X
(j1;k1)2U [p;q]

s2j1k1

olup (4.4) ile birlikte gözönüne al¬n¬rsa

Z
D

T 2p;q;n;m (x) dP (x) = P (D)
X

(j;k)2U [p;q]

s2jk +K

� P (D)

2

X
(j;k)2U [p;q]

s2jk

elde edilir. (4.3)�den

lim
n;m!1

1

n2m2

X
(j;k)2U [p;q]

s2jk = 0 ve lim
n;m!1

1

n2m2

n;mX
j;k=1;1

s2jk = 0

bulunur. Bu da ispat¬tamamlar.

Aşa¼g¬da kendisi (C; 1; 1) toplanabilmesine ra¼gmen hemen hiçbir altdizisi (C; 1; 1)
toplanamayan bir dizi örne¼gi verilecektir.

Örnek 4.1 ajk = (�1)j (�1)k
p
j
p
k çift dizisini gözönüne alal¬m. O halde

1X
j=1

(�1)j
p
j

j
=

1X
j=1

(�1)jp
j
ve

1X
k=1

(�1)k
p
k

k
=

1X
k=1

(�1)kp
k
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serileri yak¬nsakt¬r. Di¼ger taraftan
1;1P
j;k=1;1

(�1)j (�1)k
p
j
p
k

çift serisi yak¬nsakt¬r (Bromwich

1942). Ayr¬ca k = 1; 2; :::için

1X
j=1

(�1)j (�1)k
p
j
p
k

serisi yak¬nsak

ve j = 1; 2; ::: için
1X
k=1

(�1)j (�1)k
p
j
p
k

serisi de yak¬nsak

oldu¼gundan
1;1P
j;k=1;1

(�1)j (�1)k
p
j
p
k

serisi k¬s¬tlanm¬̧s anlamda yak¬nsakt¬r (Móricz 1979).

Lemma 4.1 gere¼gince (
1

nm

n;mX
j;k=1;1

(�1)j (�1)k
p
j
p
k

)

dizisi L = 0 de¼gerine p-yak¬nsakt¬r. Böylece (ajk) dizisi L = 0 de¼gerine (C; 1; 1)-
toplanabilirdir. Di¼ger taraftan

p- lim
n;m!1

1

n2m2

n;mX
j;k=1;1

jk = p- lim
n;m!1

1

n2m2

n (n+ 1)

2

m (m+ 1)

2
=
1

4

elde edilir. Dolay¬s¬yla Teorem 4.3 gere¼gince (ajk) dizisi s¬f¬ra (C; 1; 1)-toplanabilir
olmas¬na ra¼gmen altdizilerinin hemen hiçbiri (C; 1; 1)-toplanabilir de¼gildir.
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4.4 Dört Boyutlu q-Cesàro Matrisleri ·Için Buck-Pollard Özelli¼gi

Bu k¬s¬mda 1943 y¬l¬nda Buck ve Pollard taraf¬ndan verilen sonuçlar¬n benzerleri
dört boyutlu q-Cesáro matrisleri için verilecektir.
0 < q <1 olmak üzere

cnmjk =

( 1

nqmq
; 1 � j � n ve 1 � k � m

0 ; di¼ger durumlarda

biçiminde tan¬mlanan (Cq; 1; 1) =
�
cnmjk
�
matrisine dört boyutlu q�Cesàro matrisi

denir.

E¼ger

lim
n;m!1

1

nqmq

n;mX
j;k=1;1

sjk = L

limiti mevcut ise (sjk) çift dizisi L de¼gerine q�Cesàro toplanabilirdir denir ve
sjk ! L (Cq; 1; 1) ile gösterilir. q = 1 al¬n¬rsa (C; 1; 1), dört boyutlu Cesàro matrisi
elde edilir. (Cq; 1; 1) matrisi, q 6= 1 durumunda RH-regüler bir matris de¼gildir.

Şimdi q�Cesàro matrisleri için Teorem 4.3�ün benzerini verelim.

Teorem 4.6 s = (sjk) dizisinin hemen her altdizisi bir L de¼gerine (Cq; 1; 1)-toplanabilir
ise s dizisinin kendisi de 21�qL de¼gerine (Cq; 1; 1)-toplanabilirdir.

·Ispat. s = (sjk) dizisinin hemen her altdizisi L de¼gerine (Cq; 1; 1)-toplanabilir, yani
G = fx 2 X : s (x)! L (Cq; 1; 1)g olmak üzere P (G) = 1 olsun. Şimdi x = (xjk) 2
X verildi¼ginde �x = (�xjk) dizisini

�xjk =

�
0 ; xjk = 1
1 ; xjk = 0

biçiminde tan¬mlayal¬m. Y = G\� ve Y = f(�xjk) : xjk 2 Y g olsun. Dolay¬s¬yla Y =
G\ � elde ederiz. ((xjk)! (�xjk)) dönüşümü, P ölçüsünü korudu¼gundan P

�
Y
�
= 1

ve P
�
Y \ Y

�
= 1 elde ederiz. O halde Y \Y , boş küme de¼gildir. x = (xjk) 2 Y \Y

ise x 2 G , x 2 � ve �x 2 G , �x 2 � bulunur. x; �x 2 G oldu¼gundan x; �x 2 � olmak
üzere

s (x)! L (Cq; 1; 1)

ve
s (�x)! L (Cq; 1; 1)

bulunur. Dolay¬s¬yla

p� lim
n;m!1

n;mP
j;k=1;1

sjkxjk 
n;mP

j;k=1;1

xjk

!q = L
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ve benzer şekilde

p� lim
n;m!1

n;mP
j;k=1;1

sjk�xjk 
n;mP

j;k=1;1

�xjk

!q = L

olur. Ayr¬ca x; �x 2 � oldu¼gundan
p� lim

n;m!1

1

nm

n;mP
j;k=1;1

xjk =
1

2
ve p� lim

n;m!1

1

nm

n;mP
j;k=1;1

�xjk =
1

2
elde edilir.
Di¼ger taraftan (sjk) dizisinin (Cq; 1; 1)-toplanabilmesi

n;mP
j;k=1;1

sjk

nqmq
=

 
n;mP

j;k=1;1

xjk

!q
nqmq

n;mP
j;k=1;1

sjkxjk 
n;mP

j;k=1;1

xjk

!q +
 

n;mP
j;k=1;1

�xjk

!q
nqmq

n;mP
j;k=1;1

sjk�xjk 
n;mP

j;k=1;1

�xjk

!q
ifadesinin limitinin mevcut olmas¬na denktir. Buradan

p� lim
n;m!1

n;mP
j;k=1;1

sjk

nqmq
=
L

2q
+
L

2q
= 21�qL

elde edilir. Böylece (sjk) dizisi 21�qL de¼gerine (Cq; 1; 1)-toplanabilirdir.

Şimdi de dört boyutlu q-Cesàro matrisleri için Teorem 4.4�ün benzerini verelim.

Teorem 4.7 (sjk) dizisi bir L de¼gerine (Cq; 1; 1)-toplanabilir ve

n;mP
j;k=1;1

s2jk = o

�
n2qm2q

log log nqmq

�
ise (sjk) dizisinin hemen her altdizisi de 2q�1L de¼gerine (Cq; 1; 1)-toplanabilirdir.

·Ispat. (sjk) dizisinin hemen her altdizisinin (Cq; 1; 1)-toplanabilir olmas¬hemen her
x için

n;mP
j;k=1;1

sjkxjk 
n;mP

j;k=1;1

xjk

!q
ifadesinin limitinin varl¬¼g¬na denktir. rjk (x) = 2xjk�1 olmak üzere yukar¬daki ifade
düzenlenirse hemen her x için

n;mP
j;k=1;1

sjk

�
1 + rjk (x)

2

�
(

n;mP
j;k=1;1

�
1 + rjk (x)

2

�)q =
1

2nqmq

n;mP
j;k=1;1

sjk +
1

2nqmq

n;mP
j;k=1;1

sjkrjk (x)

1

nqmq

(
n;mP

j;k=1;1

�
1 + rjk (x)

2

�)q (4.6)
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elde edilir. P (�) = 1 oldu¼gundan (4.6)�n¬n paydas¬hemen her x için 1
2q
de¼gerine

yak¬nsakt¬r. ·Ispat¬tamamlamak için hemen her x için

p � lim
n;m!1

1

nqmq

n;mP
j;k=1;1

sjkrjk (x) = 0 oldu¼gunu göstermek yeterlidir. Her " > 0 ve

2j�1 < n � 2j, 2k�1 < m � 2k aral¬¼g¬ndaki en az bir (n;m) ikilisi için jtnm (x)j >
nqmq" olacak biçimdeki tüm x elemanlar¬n¬n kümesini Mjk ile gösterelim ve

Gjk =
�
x : t�2j ;2k (x) > 2

q(j�1)2q(k�1)"
	

kümesini tan¬mlayal¬m. Mjk � Gjk oldu¼gu aç¬kt¬r. Her " > 0 için
1;1P
j;k=1;1

P (Gjk) < 1 oldu¼gunu gösterirsek ispat tamamlan¬r. Lemma 4.4�yi kulla-

narak

P (Gjk) e
a2q(j�1)2q(k�1)" �

Z
X

e
at�
2j ;2k

(x)
dP (x)

= E
�
e
at�
2j ;2k

(x)
�

� 32ea
2
B
2j2k
2

olup

P (Gjk) � 32e
a2B

2j2k
2

�a2q(j�1)2q(k�1)"

elde ederiz. a = 2q(j�1)2q(k�1)"
B
2j2k

al¬n¬rsa

P (Gjk) � 32e
�
"222q(j�1)22q(k�1)

2B2j2k (4.7)

= 32e
�
"2 (2j)

2q �
2k
�2q

32B2j2k

bulunur. Di¼ger taraftan hipotez gere¼gince

B2j2k

(2j)2q (2k)2q
= o

�
1

log log 2jq2kq

�
B2j2k

(2j)2 (2k)2
� "2

96 log log 2j2k
.

elde edilir. (4.7)�den

P (Gjk) � 32e
�
"2

32

96 log log 2j2k

"2

= 32e�3 log log 2
jq2kq

=
32

[(j + k) log 2q]3
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bulunur.
1;1P
j;k=1;1

1

[(j + k) log 2q]3
<1 (Bromwich 1942) oldu¼gundan

1;1X
j;k=1;1

P (Gjk) � 32
1;1X
j;k=1;1

1

[(j + k) log 2q]3
<1

olur. Böylece
1;1P
j;k=1;1

P (Gjk) <1 oldu¼gundan lim
j;k!1

P (Gjk) = 0 elde ederiz. Dolay¬s¬yla

lim
j;k!1

P (Mjk) = 0 bulunur. Bu da ispat¬tamamlar.

Teorem 4.6 ve Teorem 4.7 birlikte gözönüne al¬n¬rsa aşa¼g¬daki sonucu elde ederiz.

Sonuç 4.2 S¬n¬rl¬ bir (sjk) dizisinin (Cq; 1; 1)-toplanabilmesi için gerek ve yeter
koşul hemen her altdizisinin (Cq; 1; 1)-toplanabilir olmas¬d¬r.

Aşa¼g¬daki sonuç Teorem 4.5�in dört boyutlu q-Cesàro matrislerine bir geni̧slemesi
olup ispat¬Teorem 4.5�in ispat¬na benzer şekilde yap¬labilece¼ginden burada ispats¬z
olarak verilecektir.

Teorem 4.8 Hemen her x için

p� lim
n;m!1

1

nqmq

n;mX
j;k=1;1

sjkrjk (x) = 0

ise

p� lim
n;m!1

1

n2qm2q

n;mX
j;k=1;1

s2jk = 0

gerçeklenir.

Aşa¼g¬da s¬ras¬yla 0 < q < 1 ve 1 < q olmak üzere kendisi (Cq; 1; 1)-toplanabilir
olmas¬na ra¼gmen altdizilerinin hemen hiçbiri (Cq; 1; 1)-toplanabilir olmayan iki dizi
örne¼gi verece¼giz.

Örnek 4.2 sjk = (�1)j (�1)k
p
j
p
k ile tan¬ml¬(sjk) çift dizisini gözönüne alal¬m.

q >
1

2
için

1X
j=1

(�1)j
p
j

jq
=

1X
j=1

(�1)j

j
q� 1

2

ve
1X
k=1

(�1)k
p
k

kq
=

1X
k=1

(�1)k

kq�
1
2

serileri yak¬nsakt¬r. Di¼ger taraftan
1;1P
j;k=1;1

(�1)j (�1)k

jq�
1
2kq�

1
2

çift serisi yak¬nsakt¬r (Bromwich

1942). Ayr¬ca k = 1; 2; :::için

1X
j=1

(�1)j (�1)k

jq�
1
2kq�

1
2

serisi yak¬nsak
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ve j = 1; 2; ::: için
1X
k=1

(�1)j (�1)k

jq�
1
2kq�

1
2

serisi de yak¬nsak

oldu¼gundan
1;1P
j;k=1;1

(�1)j (�1)k

jq�
1
2kq�

1
2

serisi k¬s¬tlanm¬̧s anlamda yak¬nsakt¬r (Móricz 1979).

Lemma 4.1 gere¼gince (
1

nqmq

n;mX
j;k=1;1

(�1)j (�1)k
p
j
p
k

)

dizisi L = 0 de¼gerine yak¬nsakt¬r. Böylece (sjk) dizisi L = 0 de¼gerine (Cq; 1; 1)-

toplanabilirdir. Di¼ger taraftan q =
3

4
al¬n¬rsa(

1
n2qm2q

n;mP
j;k=1;1

jk

)
=
n

1
n2qm2q

n(n+1)
2

m(m+1)
2

o
çift dizisi 0 de¼gerine yak¬nsak de¼gildir.

Dolay¬s¬yla Teorem 4.8 gere¼gince (sjk) dizisi s¬f¬ra (Cq; 1; 1)-toplanabilir olmas¬na
ra¼gmen altdizilerinin hemen hiçbiri (Cq; 1; 1)-toplanabilir de¼gildir.

Örnek 4.3 sjk = (�1)j (�1)k jk ile tan¬ml¬(sjk) çift dizisini gözönüne alal¬m.

q > 1 için
1;1P
j;k=1;1

(�1)j (�1)k jk
jqkq

serisi k¬s¬tlanm¬̧s anlamda yak¬nsak oldu¼gundan

(sjk) dizisi 0 de¼gerine (Cq; 1; 1)-toplanabilirdir. Di¼ger taraftan q =
3

2
olmak üzere

(sjk) dizisinin altdizilerinin hemen hiçbiri (Cq; 1; 1)-toplanabilir olmad¬¼g¬Teorem 4.8
yard¬m¬yla kolayl¬kla görülebilir.
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5. DÖRT BOYUTLU MATR·ISLER ·IÇ·IN BOREL ÖZELL·I¼G·I

Terimleri 0 ve 1�lerden oluşan dizilerin toplanabilmesi günümüze kadar pek çok yazar
taraf¬ndan çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. 1909 y¬l¬nda Borel, terimleri 0 ve 1�lerden oluşan dizilerin
hemen hepsinin 1

2
de¼gerine Cesàro toplanabildi¼gini göstermi̧stir. 1945 y¬l¬nda Hill,

terimleri 0 ve 1�lerden oluşan tüm dizilerin kümesi ile [0; 1] aral¬¼g¬aras¬nda birebir
bir eşleme kurarak regüler A = (ank) matrisleri için Borel�in sonucunu incelemi̧stir.
Terimleri 0 ve 1�lerden oluşan dizilerin hemen hepsi 1

2
de¼gerine A-toplanabilir ise A

matrisi Borel özelli¼gine sahiptir denir. Ayr¬ca Hill 1951 ve 1954 y¬llar¬ndaki çal¬̧s-
malar¬nda bir matrisin Borel özelli¼gine sahip olmas¬için gerek oldu¼gu halde yeter
olmayan veya yeter oldu¼gu halde gerek olmayan baz¬koşullar vermi̧stir.

2004 y¬l¬nda Miller ve arkadaşlar¬terimleri 0 ve 1�lerden oluşan çift dizilerin hemen
hepsinin 1

2
de¼gerine (C; 1; 1)�toplanabildi¼gini göstermi̧stir. Dolay¬s¬yla dört boyutlu

Cesàro matrisi Borel özelli¼gine sahiptir.

Bu bölümde dört boyutlu matris metodlar¬n¬n Borel özelli¼gine ili̧skin gerek veya
yeter koşullar verece¼giz.

Bu amaçla ilk olarak baz¬temel kavramlar¬hat¬rlatal¬m. Bölüm 4�de tan¬mlanan
ölçü kavram¬n¬bu bölümde de kullanaca¼g¬z.

E¼ger A =
�
anmjk

�
dört boyutlu matrisi s¬n¬rl¬yak¬nsak her diziyi ayn¬de¼gere yak¬nsak

s¬n¬rl¬ bir diziye dönüştürüyor ise, bu matrise s¬n¬rl¬ regüler matris denir. S¬n¬rl¬
regüler matrisler için bir karakterizasyon Robison taraf¬ndan verilmi̧stir.

Önerme 5.1 Dört boyutlu A =
�
anmjk

�
matrisinin s¬n¬rl¬regüler olmas¬için gerek

ve yeter şart
(i) Her bir j; k için p� lim

n;m!1
anmjk = 0,

(ii) p� lim
n;m!1

1;1X
j;k=1;1

anmjk = 1,

(iii) Her bir j için p� lim
n;m!1

1X
k=1

��anmjk �� = 0,
(iv) Her bir k için p� lim

n;m!1

1X
j=1

��anmjk �� = 0,
(v) Her m ve n için

1;1X
j;k=1;1

��anmjk �� �M

olmas¬d¬r (Robison 1926).

Dikkat edilecek olursa yukar¬daki önermenin koşullar¬RH-regüler bir
matrisin sa¼glamas¬gereken koşullardan daha kuvvetlidir.
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5.1 Borel Özelli¼gi ·Için Gerek Koşullar

Bu k¬s¬mda dört boyutlu bir matrisin Borel özelli¼gine sahip olmas¬için gerek koşullar
verilecektir.

Teorem 5.1 A =
�
anmjk

�
matrisi Borel özelli¼gine sahip ise

1;1X
j;k=1;1

anmjk serisi her n;m

için anlaml¬ve n;m!1 için 1 de¼gerine p-yak¬nsakt¬r.

·Ispat. A matrisi Borel özelli¼gine sahip oldu¼gundan hemen her x 2 X için

p- lim
n;m!1

1;1X
j;k=1;1

anmjk xjk =
1
2
olur. Yani,

K =

�
x = (xjk) 2 X : (Ax)nm !

1

2

�
olmak üzere P (K) = 1 gerçeklenir. x = (�xjk) dizisi

�xjk =

�
0 ; xjk = 1
1 ; xjk = 0

biçiminde tan¬mlans¬n. Y = K\� veK = f(xjk) : xjk 2 Y g olmak üzere Y = K\�
elde edilir. (xjk) dizisini (xjk) dizisine götüren dönüşüm P ölçüsünü korudu¼gundan
P
�
Y
�
= 1 olur. O halde Y \ Y 6= ; elde edilir. x = (xjk) 2 Y \ Y ise x 2 K, x 2 �

ve x 2 K, x 2 � olur. x, x 2 K oldu¼gundan

1;1X
j;k=1;1

anmjk xjk +

1;1X
j;k=1;1

anmjk xjk =

1;1X
j;k=1;1

anmjk ! 1 (n;m!1)

bulunur. Böylece ispat elde edilir.

Teorem 5.2 A =
�
anmjk

�
matrisi Borel özelli¼gine sahip olsun. Bu taktirde her n;m 2

N için
1;1X
j;k=1;1

�
anmjk

�2
<1

gerçeklenir.

·Ispat. rjk (x) = 2xjk � 1, çift diziler için Rademacher fonksiyonu olmak üzere
1;1X
j;k=1;1

anmjk xjk =
1

2

1;1X
j;k=1;1

anmjk +
1

2

1;1X
j;k=1;1

anmjk rjk (x)

eşitli¼gi mevcuttur. Amatrisi Borel özelli¼gine sahip oldu¼gundan Teorem 5.1 gere¼gince

her n;m 2 N için ve hemen her x için
1;1X
j;k=1;1

anmjk rjk (x) serisi yak¬nsakt¬r. Hatta

hemen her x için lim
n;m

1;1X
j;k=1;1

anmjk rjk (x) = 0 olur. O halde
1;1X
j;k=1;1

anmjk rjk (x) serisi
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pozitif ölçülü bir D kümesi üzerinde her n;m 2 N için x de¼gi̧skenine göre düzgün
yak¬nsakt¬r. Dolay¬s¬yla her bir n;m 2 N ve key� " > 0 için p; � > N1 ve q; � > N2

oldu¼gunda �����
p;qX

j;k=1;1

anmjk rjk (x)�
�;�X

j;k=1;1

anmjk rjk (x)

����� < "

olacak biçimde bir N1 do¼gal say¬s¬ve bir N2 do¼gal say¬s¬vard¬r.
U [�; p; �; q] = f(j; k) : � < j � p veya � < k � qg olmak üzere yukar¬daki eşitsiz-
likten

"2P (D) >

Z
D

0@ X
U [�;p;�;q]

anmjk rjk (x)

1A2

dP (x)

= P (D)
X

U [�;p;�;q]

�
anmjk

�2
+R

olup, burada R = 2
P

I[�;p;�;q]

anmj1k1a
nm
j2k2

R
D

rj1k1 (x) rj2k2 (x) dP (x) ve

I [�; p; �; q] = U [�; p; �; q]\f(j; k) : j1 6= j2 veya k1 6= k2g biçimindedir. Hölder eşit-
sizli¼ginden

jRj � 2

8<: X
I[�;p;�;q]

�
anmj1k1a

nm
j2k2

�29=;
1
2
8<: X
I[�;p;�;q]

0@Z
D

rj1k1 (x) rj2k2 (x) dP (x)

1A29=;
1
2

(5.1)

elde edilir. v2j1k1j2k2 =
�R
D

rj1k1 (x) rj2k2 (x) dP (x)

�2
diyelim. Bessel eşitsizli¼ginden

X
1 � j1 < j2 <1
1 � k1 < k2 <1

v2j1k1j2k2 �
Z
X

(�D (x))
2 dP (x) = P (D)

olur. Yeterince büyük p; q; � ve � de¼gerleri için8<: X
I[�;p;�;q]

v2j1k1j2k2

9=;
1
2

� P (D)

4
(5.2)

bulunur. (5:1) ve (5.2) eşitsizliklerinden

jRj � P (D)

2

8<: X
I[�;p;�;q]

�
anmj1k1a

nm
j2k2

�29=;
1
2

� P (D)

2

8<: X
U [�;p;�;q]

�
anmj1k1a

nm
j2k2

�29=;
1
2

� P (D)

2

X
U [�;p;�;q]

�
anmj1k1

�2
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olur.

"2P (D) > P (D)
X

U [�;p;�;q]

�
anmjk

�2 � P (D)

2

X
U [�;p;�;q]

�
anmjk

�2
=

P (D)

2

X
U [�;p;�;q]

�
anmjk

�2
ve P (D) > 0 oldu¼gundan

P
U [�;p;�;q]

�
anmjk

�2
< 2"2 elde edilir. Dolay¬s¬yla herbir

n;m 2 N için
1;1X
j;k=1;1

�
anmjk

�2
<1 gerçeklenir.

Teorem 5.3 A =
�
anmjk

�
matrisi Borel özelli¼gine sahip ve Önerme 5.1�in (v) koşulu

gerçeklenirse
1;1X
j;k=1;1

�
anmjk

�2
= o (1) (n;m!1) (5.3)

elde edilir.

·Ispat. �nm (x) =
1;1X
j;k=1;1

anmjk rjk (x) olsun. O halde

�2nm (x) =

 1;1X
j;k=1;1

anmjk rjk (x)

! 1;1X
j;k=1;1

anmjk rjk (x)

!
eşitli¼gini ve (v) koşulunu kulla-

narak ���2nm (x)�� � 1;1X
j;k=1;1

��anmjk �� 1;1X
j;k=1;1

��anmjk �� <1
oldu¼gundan

�2nm (x) =
X

1 � j1; j2 � 1
1 � k1; k2 � 1

anmj1k1a
nm
j2k2

rj1k1 (x) rj2k2 (x)

hemen her yerde düzgün yak¬nsakt¬r. Dolay¬s¬ylaZ
X

rj1k1 (x) rj2k2 (x) dP (x) =

�
1 ; j1 = j2 ve k1 = k2
0 ; j1 6= j2 veya k1 6= k2

oldu¼gunu da kullan¬rsakZ
X

�2nm (x) dP (x) =
X

1 � j1; j2 � 1
1 � k1; k2 � 1

anmj1k1a
nm
j2k2

Z
X

rj1k1 (x) rj2k2 (x) dP (x)(5.4)

=

1;1X
j;k=1;1

�
anmjk

�2
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elde edilir. A matrisi Borel özelli¼gine sahip oldu¼gundan düzgün s¬n¬rl¬ (�nm (x))
dizisi hemen her x için L = 0 de¼gerine yak¬nsakt¬r. (5.4) ve Lebesgue yak¬nsakl¬k

teoremi gere¼gince p � lim
n;m!1

1;1X
j;k=1;1

�
anmjk

�2
= 0 bulunur. Böylece ispat tamamlan¬r.

Teorem 5.4 A =
�
anmjk

�
dört boyutlu bir matris ve terimleri 0 ve 1�lerden oluşan

dizilerin hemen hepsi A-toplanabilir olsun. Bu taktirde

�nm =

1;1X
j;k=1;1

anmjk anlaml¬ ve p� lim
n;m

�nm = � mevcut,

ve herbir n;m için

Anm =
1;1X
j;k=1;1

�
anmjk

�2
<1

gerçeklenir.

·Ispat, Teorem 5.1 ve Teorem 5.2�nin ispatlar¬na benzer şekilde yap¬labilece¼ginden
burada verilmeyecektir.

5.2 Borel Özelli¼gi ·Için Yeter Koşullar

Bu k¬s¬mda dört boyutlu matrislerin Borel özelli¼gine sahip olmas¬na ili̧skin baz¬yeter
koşullar incelenecektir. Bu amaçla ilk olarak

D0 (A) = fx 2 X : (Ax)nm {raksakg ,
D1 (A) = fx 2 X : (Ax)nm yak{nsakt{rg ,

D2 (A) =

�
x 2 X : (Ax)nm !

1

2
(n;m!1)

�
kümelerini gözönüne alarak bu kümelerin ölçüleri aras¬ndaki ili̧skiyi inceleyece¼giz.

Teorem 5.5 A =
�
anmjk

�
dört boyutlu s¬n¬rl¬regüler bir matris olsun. Bu durumda

D1 (A) ve D2 (A) kümeleri ayn¬ölçüye sahiptir ve bu de¼ger 0 veya 1 olur.
·Ispat. Key�x 2 D1 (A) (veya D2 (A)) alal¬m. x dizisinin sonlu tane terimi de¼gi̧sti-
rildi¼ginde elde edilen bx dizisi için

1;1X
j;k=1;1

anmjk bxjk =

j0;k0X
j;k=1;1

anmjk bxjk + X
j>j0 veya k>k0

anmjk bxjk
=

j0;k0X
j;k=1;1

anmjk bxjk + X
j>j0 veya k>k0

anmjk xjk

eşitli¼gi yaz¬labilir. Buradan (i) gere¼gince bx 2 D1 (A) (veya D2 (A)) elde edilir.
Dolay¬s¬ylaD1 (A) veD2 (A) kümeleri homojendir (Visser 1938). Homojen kümelerin
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0 veya 1 ölçülü oldu¼gunu biliyoruz. Ayr¬caD2 (A) � D1 (A) oldu¼gundan P (D1 (A)) =
1 olmas¬P (D2 (A)) = 1 sonucunu gerektirir ise ispat tamamlan¬r. x 2 D1 (A) olsun.

p� lim
n;m

1;1X
j;k=1;1

anmjk xjk = p� lim
n;m

1

2

1;1X
j;k=1;1

anmjk + p� lim
n;m

1

2

1;1X
j;k=1;1

anmjk rjk (x) (5.5)

olup hemen her x için p�lim
n;m

1;1X
j;k=1;1

anmjk rjk (x) = h (x) olsun. (v) koşulundan integral

ile toplam yer de¼gi̧stirebilir.Z
X

h (x) dP (x) =

Z
X

 
p� lim

n;m

1;1X
j;k=1;1

anmjk rjk (x)

!
dP (x)

= p� lim
n;m

Z
X

 1;1X
j;k=1;1

anmjk rjk (x)

!
dP (x)

= p� lim
n;m

1;1X
j;k=1;1

anmjk

0@Z
X

rjk (x) dP (x)

1A = 0

bulunur. Dolay¬s¬yla hemen her x için h (x) = 0 olur. Böylece (5.5) eşitli¼ginde sa¼g-
daki ilk limitin de¼geri 12 oldu¼gundan x 2 D2 (A) elde edilir. Bu da ispat¬tamamlar.

Sonuç 5.1 A =
�
anmjk

�
dört boyutlu s¬n¬rl¬regüler bir matris olmak üzere D0 (A)

kümesi s¬f¬r veya bir ölçülüdür.

Sonuç 5.2 A =
�
anmjk

�
, terimleri 0 ve 1�lerden oluşan dizilerin hemen hepsini

toplayabilen dört boyutlu s¬n¬rl¬regüler bir matris ise Borel özelli¼gine sahiptir.

Lemma 5.1  nm (x) =

1;1X
j;k=1;1

anmjk rjk (x), Anm =

1;1X
j;k=1;1

�
anmjk

�2
mevcut olsun ve

Önerme 5.1� in (v) şart¬ gerçeklensin. Bu durumda r pozitif bir tamsay¬ olmak
üzere Z

X

j nm (x)j
2r dP (x) � (2r)!

2rr!
(Anm)r (5.6)

eşitsizli¼gi gerçeklenir.

Bu teoremin ispat¬Lemma 4.2 yard¬m¬yla kolayl¬kla elde edilir.

Aşa¼g¬da çift diziler için Beppo-Levi teoremi ispats¬z olarak verilecektir.

Teorem 5.6
X
n;m

fnm , X kümesi üzerinde tan¬ml¬pozitif ölçülebilir fonksiyonlar¬n

bir serisi olsun. Bu durumdaZ
X

 1;1X
n;m=1;1

fnm (x)

!
dP (x) =

1;1X
n;m=1;1

0@Z
X

fnm (x) dP (x)

1A
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gerçeklenir.

Teorem 5.7 A =
�
anmjk

�
dört boyutlu matrisi Önerme 5.1�in (ii) ve (v) koşullar¬n¬

gerçeklesin. E¼ger
1;1X

n;m=1;1

 1;1X
j;k=1;1

�
anmjk

�2!r
(5.7)

serisi bir r pozitif tamsay¬s¬için yak¬nsak ise A matrisi Borel özelli¼gine sahiptir.
·Ispat. A matrisinin Borel özelli¼gini gerçeklemesi hemen her x 2 X için

1;1X
j;k=1;1

anmjk xjk =
1

2

1;1X
j;k=1;1

anmjk +
1

2

1;1X
j;k=1;1

anmjk rjk (x)

ifadesinin 1
2
de¼gerine yak¬nsak olmas¬na denktir. Lemma 5.1 gere¼gince her r pozitif

tamsay¬s¬için (5.6) eşitsizli¼gi gerçeklenmektedir. Di¼ger taraftan (5.7) serisi en az bir
r pozitif tamsay¬s¬için yak¬nsak oldu¼gundan

1;1X
n;m=1;1

Z
X

j nm (x)j
2r dP (x) <1

bulunur. Çift diziler için Beppo-Levi teoremi gere¼gince hemen her x içinZ
X

 1;1X
n;m=1;1

j nm (x)j
2r

!
dP (x) <1

olur. Dolay¬s¬yla hemen her x için

p� lim
n;m!1

 nm (x) = 0

elde edilir. Bu da ispat¬tamamlar.

(C; 1; 1) dört boyutlu Cesàro matrisinin Borel özelli¼gine sahip oldu¼gu yukar¬daki
teoremin bir sonucu olarak da kolayl¬kla elde edilebilir.

Di¼ger taraftan Teorem 5.3�de dört boyutlu bir A matrisinin Borel özelli¼gine sahip
olmas¬için bir gerek koşul verilmi̧sti.

Peki bu teoremin kaŗs¬t¬do¼gru mudur? Bu sorunun cevab¬n¬n "HAYIR" oldu¼gunu
aşa¼g¬da gösterece¼giz.

Dört boyutlu bir matris iki boyutlu sonsuz matrislerin bir çift dizisi gibi düşünülebile-
ce¼ginden her bir terime bir matris gibi bakabiliriz. Burada her bir terime bir iç matris
diyece¼giz.

Dört boyutlu Cesàro matrisini gözönüne alal¬m ve bu matris yard¬m¬yla dört boyutlu
bir A =

�
anmjk

�
matrisini aşa¼g¬daki gibi inşa edelim:
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Her bir iç matriste s¬f¬r olmayan elemanlar¬sütun olarak her mertebeden sa¼ga do¼gru
öteleyelim.

Örne¼gin

24 1 0 0 :::
0 0 0 :::
:::

35 iç matrisi için iki farkl¬muhtemel durum oldu¼gundan

�
a11jk
�
=

24 1 0 0 :::
0 0 0 :::
:::

35 , �a12jk� =
24 0 1 0 :::
0 0 0 :::
:::

35
olur.

24 1
2

1
2
0 0 :::

0 0 0 0 :::
:::

35 iç matrisi için alt¬farkl¬durum söz konusu oldu¼gundan

�
a13jk
�
=

24 1
2

1
2
0 0 :::

0 0 0 0 :::
:::

35 ; �
a14jk
�
=

24 1
2
0 1

2
0 :::

0 0 0 0 :::
:::

35 ...
�
a17jk
�
=

24 0 1
2

1
2
0 :::

0 0 0 0 :::
:::

35 ; �
a18jk
�
=

24 0 0 1
2

1
2
0 :::

0 0 0 0 0 :::
:::

35
elde edilir. Şimdi

�
a21jk
�
, ,

�
a26jk
�
iç matrisleri de

�
a21jk
�
=

2664
1
2
0 :::

1
2
0 :::

0 0 :::
:::

3775 , �a22jk� =
2664
1
2
0 0 :::

0 1
2
0 :::

0 0 0 :::
:::

3775 ,..., �a26jk� =
2664
0 0 0 :::
1
2

1
2
0 :::

0 0 0 :::
:::

3775
biçiminde bulunur. Benzer şekilde devam edilirse istenilen dört boyutlu A matrisi
elde edilir. Aç¬kça görülece¼gi gibi inşa edilen A matrisi (5.3) koşulunu gerçekler.
Şimdi de (�; 2�) dikdörtgensel k¬sm¬nda (��+ r)-tane 1 ve (��� r)-tane 0 içeren
fxjkg çift dizisini gözönüne alal¬m.

r = 0 durumunda terimleri 0 ve 1�lerden oluşanAmatrisinin bir iç matrisi fxjkg çift
dizisini 0 de¼gerine toplar ve di¼ger bir iç matris ise 1 de¼gerine toplar. Bu iç matrisler
s¬ras¬yla

�
an0;m0

j;k

�
ve
�
an1;m1

j;k

�
olsun.

E¼ger
1

��
�leri içeren

�
an0;m0

j;k

�
iç matrisi için fxjkg çift dizisinin (�; 2�) dikdörtgensel

k¬sm¬ndaki tüm 0�lara
1

��
�ler kaŗs¬l¬k gelirseX

j;k

an0;m0

j;k xjk = 0

elde edilir. Ayr¬ca
1

��
�leri içeren

�
an1;m1

j;k

�
iç matrisi için fxjkg çift dizisinin (�; 2�)

dikdörtgensel k¬sm¬ndaki tüm 1�lere
1

��
�ler kaŗs¬l¬k gelirseX

j;k

an1;m1

j;k xjk = 1

39



elde edilir.

r > 0 durumunda
1

��
�leri içeren

�
an0;m0

j;k

�
iç matrisi için fxjkg çift dizisinin (�; 2�)

dikdörtgensel k¬sm¬ndaki tüm 1�lere
1

��
�ler kaŗs¬l¬k gelirse

X
j;k

an0;m0

j;k xjk = 1

olur. Ayr¬ca
1

��
�leri içeren

�
an1;m1

j;k

�
iç matrisi için fxjkg çift dizisinin (�; 2�) dikdört-

gensel k¬sm¬ndaki tüm 0�lara
1

��
�ler kaŗs¬l¬k gelirse

X
j;k

an1;m1

j;k xjk =
r

��

elde edilir.

r < 0 durumunda
1

��
�leri içeren

�
an0;m0

j;k

�
iç matrisi için fxjkg çift dizisinin (�; 2�)

dikdörtgensel k¬sm¬ndaki tüm 0�lara
1

��
�ler kaŗs¬l¬k gelirse

X
j;k

an0;m0

j;k xjk = 0

olur. Ayr¬ca
1

��
�leri içeren

�
an1;m1

j;k

�
iç matrisi için fxjkg çift dizisinin (�; 2�) dikdört-

gensel k¬sm¬ndaki tüm 1�lere
1

��
�ler kaŗs¬l¬k gelirse

X
j;k

an1;m1

j;k xjk = 1 +
r

��

elde edilir.

Yukar¬daki durumlarda
1

��
�leri içeren iç matriste

X
an;mj;k xjk toplam¬n¬n sal¬n¬m¬

en az 1 � jrj
��

olur. fxjkg çift dizisinin A-toplanabilir olmas¬ için �; � ! 1 iken

jrj
��
! 1 olmak zorundad¬r.

(C; 1; 1) matrisi Borel özelli¼gine sahip oldu¼gundan
jrj
��

! 1 koşulunu sa¼glayan çift

dizilerin kümesi 0 ölçülüdür. Dolay¬s¬yla dört boyutlu A matrisi Borel özelli¼gine
sahip de¼gildir. O halde (5.3) ifadesi yeter koşul de¼gildir.
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6. TARTIŞMA VE SONUÇ

Dizilerin yak¬nsakl¬¼g¬n¬n incelenmesi matematik analizde önemli bir yer tutmak-
tad¬r. Bilindi¼gi gibi bir dizi yak¬nsak ise her altdizisi de yak¬nsakt¬r ve bunun kaŗs¬t¬
da do¼grudur. Bu düşünceden yola ç¬karak 1943 y¬l¬nda Buck ve Pollard verilen
bir dizinin altdizileri ile (0; 1] aral¬¼g¬aras¬nda birebir eşleme kurup �her altdizisi�
kavram¬ yerine �hemen her altdizisi� kavram¬n¬ alarak verilen bir dizinin Cesàro
toplanabilmesi ile altdizilerinin Cesàro toplanabilmesi aras¬ndaki ili̧skiyi incelemi̧stir.

Di¼ger taraftan altdizilerin toplanabilmesine paralel olarak terimleri 0 ve 1� lerden
oluşan dizilerin toplanabilmesi de toplanabilme teorisinin önemli bir problemidir.
Bilindi¼gi gibi regüler bir matrisin toplayamayaca¼g¬terimleri 0 ve 1�lerden oluşan en
az bir dizi vard¬r. Borel, terimleri 0 ve 1�lerden oluşan dizilerin hemen hepsinin 1

2

de¼gerine Cesàro toplanabildi¼gini göstermi̧stir.

Bu tez çal¬̧smas¬nda al¬̧s¬lm¬̧s diziler uzay¬nda q-Cesàro matrisinin Buck-Pollard özel-
li¼gi incelenmi̧stir. Bu ba¼glamda al¬̧s¬lm¬̧s s¬n¬rl¬dizilerin q-Cesàro toplanabilmesi için
bir karakterizasyon verilmi̧stir. Ayr¬ca dört boyutlu Cesàro ve q-Cesàro matrislerinin
Buck-Pollard özelli¼gi de incelenmi̧stir. Bununla birlikte dört boyutlu toplanabilme
matrislerinin Borel özelli¼gine ili̧skin gerek şart olup yeter şart olmayan, ayr¬ca yeter
şart olup gerek şart olmayan baz¬sonuçlar verilmi̧stir.

Ne yaz¬k ki dört boyutlu bir matrisin Borel özelli¼gine sahip olmas¬için bir gerek ve
yeter şart olup olmad¬¼g¬aç¬k bir problem olarak durmaktad¬r.
Elde edilen sonuçlar, çift indisli dizilerin toplanabilmesi için oldukça önem arz et-
mektedir.
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Çal¬̧st¬¼g¬Kurum/Kurumlar ve Y¬l: K¬ŗsehir Ahi Evran Üniversitesi, Ankara

Üniversitesi

Yay¬nlar¬:
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