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Danigman: Prof. Dr. Cihan ORHAN

Bu tez alt1 boliimden olusmustur.
Ik boliim giris kismina ayrilmistir.

Ikinci boliimde, aligilmig dizilerin toplanabilmesine iligkin temel tanim ve teoremler
verilip iki boyutlu ¢-Cesaro matrislerinin Buck-Pollard 6zelligi incelenmistir.

Uctincii boliimde, cift dizilerin toplanabilmesine iliskin temel tanim ve teoremler
verilmigtir.

Dordiincii boltimde, ¢ift diziler uzayinda dort boyutlu Cesaro matrisinin ve dort
boyutlu ¢g-Cesaro matrislerinin Buck-Pollard 6zelligi incelenmistir.

Besinci boliimde, dort boyutlu bir toplanabilme matrisinin Borel 6zelligine iligkin
baz1 sonugclar verilmistir.

Son boliimde ise elde edilen sonuglarin analizi yapilmigtir.

Haziran 2015, 46 sayfa

Anahtar Kelimeler: Cift dizi, Pringsheim yakinsaklik, Buck-Pollard &zelligi, Borel
ozelligi
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ABSTRACT

Ph.D. Thesis

SUMMABILITY PROPERTIES OF SUBSEQUENCES OF DOUBLE SEQUENCES

Emre TAS

Ankara University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Cihan ORHAN

This thesis consists of six chapters.
The first chapter is devoted to the introduction.

In the second chapter, some definitions and theorems concerning the summability
of ordinary sequences have been recalled. Then the Buck-Pollard property of two
dimensional g-Cesaro matrices has been examined.

In the third chapter, some definitions and theorems concerning the summability of
double sequences have been given.

In the fourth chapter, the Buck-Pollard property for four dimensional Cesaro matrix
and four dimensional ¢-Cesaro matrices has been studied in the space of double
sequence space.

In the fifth chapter, some results concerning the Borel property of a four dimensional
matrix have been considered.

Finally, the last chapter is devoted to the analysis of the results obtained.

June 2015, 46 pages

Key Words: Double sequence, Pringsheim convergence, the Buck-Pollard
property, the Borel property
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1. GIRIS

Dizilerin yakinsakliginin incelenmesi matematik analizde 6nemli bir yer tutmaktadir.
Toplanabilme teorisi genellikle aligilmig seriler ve diziler i¢in ¢alisilmistir ve bunlar
icin bir ¢ok yakinsaklik metotlar1 tanimlanmigtir. Bunlardan en ilgi gekici olanlar:
matris toplanabilme ve ¢zellikle de Cesaro toplanabilme metodudur.

Bilindigi gibi bir dizi yakinsak ise her altdizisi de yakinsaktir ve bunun karsit1 da
dogrudur. Bu diigiinceden yola ¢ikarak 1943 yilinda Buck ve Pollard verilen bir
dizinin altdizileri ile (0, 1] araligi arasinda birebir bir egleme kurup “ her altdizi”
kavrami yerine “hemen her altdizi” kavraminmi alarak verilen bir dizinin Cesaro
toplanabilmesi ile altdizilerinin Cesaro toplanabilmesi arasindaki iligkiyi incelemigtir.
Diger taraftan Tsuchikura, 1950 yilinda Cesaro toplanabilen bir dizinin hemen her
altdizisinin Cesaro toplanabilmesi i¢in Buck ve Pollard’ in kogulundan farkli bir kogul
vermigtir. Ayrica Keogh ve Petersen(1961) benzer diigiinceleri Riesz ortalama
matrisi i¢in genellegtirmistir. Bununla birlikte Petersen(1960) hemen hemen yakin-
saklik i¢gin Buck-Pollard ©zelligini incelemigtir. Daha sonra Miller(1982) verilen
bir dizinin regiiler bir A matrisi ile toplanabilen altdizilerin olusturdugu kiimenin
Lebesgue olgiisiinii incelemigtir. Miller(1995) aligilmig dizilerin istatiksel yakinsak-
ligim1 altdizilerin istatistiksel yakinsakligi yardimiyla karakterize etmigtir. Miller
ve Orhan(2001) verilen bir dizinin hemen hemen yakinsakligi ve istatistiksel yakin-
sakligi ile sirasiyla altdizilerinin hemen hemen yakinsaklig1 ve istatistiksel yakin-
sakligi arasindaki baglantiy1 Lebesgue ol¢iisii agisindan incelemistir. Ayrica Khan
ve Orhan(2010) bir dizinin A-istatistiksel yakinsakligini Lebesgue 6lgiisii anlaminda
hemen her altdizisinin A-istatistiksel yakinsakligi yardimiyla karakterize etmigtir.

Terimleri 0 ve 1’ lerden olusan dizilerin toplanabilmesi de toplanabilme teorisinin
onemli bir problemidir. Altdizilerin toplanabilmesine paralel olarak terimleri 0 ve
1’ lerden olugan dizilerin toplanabilmesi de yogun bir gekilde caligilmigtir. Bilindigi
gibi regiiler bir matrisin toplayamayacagi terimleri O ve 1’ lerden olugan en az bir dizi
vardir. 1909 yilinda Borel, terimleri 0 ve 1’ lerden olusan dizilerin hemen hepsinin %
degerine Cesaro toplanabildigini gostermigtir. 1945 yilinda Hill, terimleri 0 ve 1’ ler-
den olusan tiim dizilerin kiimesi ile (0, 1] araligi arasinda birebir bir egleme kurarak
regiiler A toplanabilme matrisleri i¢in Borel’ in sonucunu incelemistir. Terimleri 0
ve 1’ lerden olusan dizilerin hemen hepsi % degerine A-toplanabilir ise A matrisi
Borel 6zelligine sahiptir denir. Ayrica Hill, 1951 ve 1954 yillarindaki ¢aligmalarinda
bir matrisin Borel 6zelligine sahip olabilmesi icin gerek oldugu halde yeter olmayan,
ayrica yeter oldugu halde gerek olmayan sartlar vermistir. Bununla birlikte Para-
meswaran(1961) bir matrisin Borel 6zelligine sahip olmasina iligkin benzer sonuglar
vermistir. Ayrica Garreau(1951) bir matrisin Borel 6zelligine sahip olmas i¢in Hill’
in verdigi bir gerek kogulun yeter kosul olmadigina iligkin bir 6rnek vermistir. Matris
toplanabilme metodu olmayan toplanabilme metodlarinin da Borel 6zelligine sahip
olup olmadig: da incelenmistir. Bu baglamda Connor(1990) terimleri 0 ve 1’ lerden
olugan dizilerin hemen hicbirisinin Lorentz(1948) anlaminda hemen hemen yakinsak

olmadigini gostermigtir.

Cift indisli dizilerde calismak alisilmig dizilere gore daha karmasiktir. Cift diziler
1



icin cesitli altdizi tanimlar1 mevcuttur (Patterson 1999), (Crnjac, Cunjalo ve Miller
2004), (Unver 2013). Diger yandan 2004 yilinda Miller ve arkadaglar1 tarafindan gift
diziler icin yeni bir altdizi kavrami verilmistir. Bu tamim yardimiyla cift dizilerin
istatistiksel yakinsakligi icin hemen her altdizisinin istatistiksel yakinsakligimi kulla-
narak bir karakterizasyon elde edilmistir. Ayrica Borel” in sonucuna paralel olarak
terimleri 0 ve 1’ lerden olusan ¢ift dizilerin hemen hepsinin % degerine dort boyutlu
Cesaro toplanabildigini gostermislerdir.

Bu tezde ise ilk olarak aligilmig diziler uzayinda ¢-Cesaro matrisinin Buck-Pollard
ozelligi incelenecektir. Bu baglamda alisilmig sinirh dizilerin ¢-Cesaro toplanabilmesi
icin bir karakterizasyon verilecektir. Cift dizilerin matris toplanabilmesinde dort
boyutlu sonsuz matrisler kullanilmaktadir. Burada doért boyutlu Cesaro ve dort
boyutlu ¢g-Cesaro matrislerinin Buck-Pollard 6zelligi de incelenecektir.

Diger taraftan dort boyutlu toplanabilme matrislerinin Borel 6zelligine iligkin gerek
sart olup yeter sart olmayan, ayrica yeter sart olup gerek sart olmayan bazi sonuglar
verilecektir.



2. IKi BOYUTLU Q-CESARO MATRISLERININ BUCK-POLLARD
OZELLIGI

2.1 Giris

Bir dizinin yakinsakligi toplanabilme teorisinin temelini olusturmaktadir. Bilindigi
gibi bir dizinin yakinsaklig1 ve toplanabilmesi arasinda kuvvetli bir iligki vardir. Buck
ve Pollard, 1943 yilinda verilen bir dizinin altdizileri ile (0, 1] araligy arasinda birebir
bir esleme kurup “ her altdizi” kavrami yerine “hemen her altdizi” kavramini alarak
verilen bir dizinin yakinsakligi ve (C, 1) toplanabilmesi ile sirasiyla yakinsak altdiziler
ve (C,1) toplanabilen altdizilerden olusan kiimelerin Lebesgue olgiisii arasindaki
iligkiyi incelemigtir. Buck ve Pollard, " Sinirli bir (s,,) dizisinin Cesaro toplanabilmesi
icin gerek ve yeter kosul hemen her altdizisinin Cesaro toplanabilmesi" oldugunu
gostermigtir. Bu durumda Cesaro matrisi Buck-Pollard ¢zelligine sahiptir denir. Bu
boliimde iki boyutlu ¢-Cesaro matrislerinin Buck-Pollard 6zelligi incelenecektir.

Bu amacla ilk olarak alisilmig diziler i¢in bazi temel tanim ve kavramlardan soz
edelim.

Bu tez boyunca N = {1,23, ...} dogal sayilar kiimesini gosterecektir ve tez boyunca
reel terimli z = (xy) dizisi aligilmig dizi ya da sadece "dizi" olarak adlandirilacaktir.

Tanmim 2.1 w, reel ya da kompleks terimli tiim dizilerin uzay1 ve £ C w alt vektor
uzay1 olmak iizere E uzayma bir dizi uzay1 denir. Bir F dizi uzayindan reel veya
kompleks cisme taniml lineer bir f fonksiyoneline toplanabilme metodu denir. Eger
E yakinsak diziler uzaym igeriyor ve limz = L oldugunda f(z) = L oluyorsa f
fonksiyoneline regiiler toplanabilme metodu denir.

Tanim 2.2 A = (a,;) reel ya da kompleks terimli sonsuz bir matris ve z = (x)
bir dizi olmak {izere her n € N igin

o0
E AnkTy
k=1

serisi yakinsak ise
[e.o]

(Ax), = Z Ak Th
k=1
olmak iizere Az := {(Ax),} dizisine z dizisinin A doniistim dizisi denir (Wilansky
2000).
wa={r €w:{(Ax),} dizisi mevcut}

ve

ca:={x €wa:{(Ax),} dizisi yakinsak}
kiimelerini tanimlayalim. Eger f : ¢4 — K fonksiyonelini f(z) = lim(Az),, seklinde
tanimlarsak f bir toplanabilme metodudur. Eger lim(Az),, = L ise = dizisi L dege-

rine A — toplanabilirdir denir. Eger A matrisi keyfi yakinsak bir diziyi, limitini de
koruyarak yakinsak bir diziye doniigtiiriiyor ise A matrisine regiiler matris denir.
Regiiler matrisler agagidaki teorem ile karakterize edilirler.
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Teorem 2.1 (Silverman-Toeplitz) Bir A = (a,;) matrisinin regiiler olmasi icin
gerek ve yeter kosul;

(i) |A]] := sup Y _ an| < oo

k=1
(i1) lim a,, = 0 (her k i¢in)
(iii) Hm Y an =1
k=1

olmasidir (Boos 2000).

Ornegin

1

-, 1<k<n
Cnk = n

0 , k>n

bigiminde tanimlanan birinci mertebeden (C, 1) = (¢,x) Cesaro matrisi regiilerdir.
Simdi de bu boliimde kullanacagimiz iki boyutlu ¢g-Cesaro matrisini hatirlatalim.

Cy = (¢ni) matrisini 0 < ¢ < oo olmak iizere
1
— , 1<k<n
Cnk = nd
0 , k>n

bi¢iminde tanimlanmaktadir (Rhaly 1989). Bu matrise iki boyutlu ¢-Cesaro matrisi
denir ve Cj ile gosterilir. Bu matris ¢ # 1 durumunda regiiler bir matris degildir.

Diger taraftan verilen bir dizinin altdizileri ile (0, 1] arahgm birebir eglememize
yardimci olan ikili agilim tanimini verelim.

Tanim 2.3 q; € {0,1} olmak iizere

kol

oo
>3
2
k=1
serisinin toplamina ikili agilim denir ve 0, ajasas... bigiminde gosterilir.

Her ¢ € [0, 1] noktas1 ¢t = 0, ajasas... bigiminde ikili agilima sahiptir. Baz noktalara
iki farkl ikili acihm karsihik gelir. Ornegin

1 1

3= 0,0111... ve 5= 0, 1000...
bi¢iminde ifade edilebilir. Daha genel olarak h = 1,3,...,2™ — 1 olmak ﬁzereQLm
formundaki noktalara iki farkli ikili agihm kargilik gelir (Nathanson 1964). Boyle
bir durumda sonsuz coklukta 1 iceren ikili acilimi tercih edecegiz. Ikili acilimlar,
(0, 1] arahg ile bir dizinin altdizilerini eslememizde biiyiik éneme sahiptir.

4



Simdi de (0, 1] aralig: ile verilen bir dizinin altdizileri arasinda birebir bir eslemeyi
nasil yapacagimiz ifade edelim. Keyfi bir (s,,) dizisini gozoniine alahm. Agagidaki
gibi (0, 1] arahig1 ile onun altdizileri arasinda birebir bir doniisiim elde edebiliriz. ¢ =
0, aiasas... ile araligin bir ¢ noktasinin sonsuz ikili acilimini1 gézoniine alalim. Buna
gore altdiziyi soyle segeriz: Agilimdaki a; = 1 ise s; terimini alahm ve a; = 0 ise
s; terimini atalm. Karsit 6nerme agiktir. Ornegin (s,) = (59, 83, 84, ...) altdizisini
gozoniine alalim. Bu taktirde bu altdiziye karsilik gelen ikili acilim

1
3= 0,0111... olur.

Simdi Lebesgue 6l¢iisii anlaminda (s,,) dizisinin altdizileri igin “hemen hepsi” veya
“hemen hicbiri” kavramlarin kullanabiliriz. (s,,) dizisinin altdizilerine kargilik gelen
ikili agilimlarin olusturdugu noktalarin kiimesinin Lebesgue ¢l¢iisii 1 ise altdizilerinin
“hemen hepsi” kavramini ve benzer sekilde bu kiimenin 6l¢iisii 0 ise “hemen higbiri”
kavramini kullanacagiz.

Tanim 2.4 n=1,2,3,... ve 0 <t < 1 i¢in R,, Rademacher fonksiyonu

)tk k+1 _ n_
R,t)y=1 U st G K010, 20—
0 ; diger durumlarda

biciminde tanimlanir.

Asagida Rademacher fonksiyonunun bazi ¢zelliklerini verelim.

(i) D*, (0,1] arahgmdan 5% bicimindeki biitiin noktalarm sayilabilir kiimesini
gikardigimizda geriye kalan kiime olsun. Bu taktirde her t = 0,ayaq2a3... € D*
igin aj, = FH0 k=12 . ol

i¢in ap = =552 , k =1,2,... olur.

1
. _J 0, jF#FE
i [momwe={] I}
0
oldugu biliniyor. Rademacher fonksiyonunun diger 6zellikleri (Hill 1945) , (Kacmarz
ve Steinhaus 1935) ve (Knopp 1931)’ de bulunabilir.

Tanim 2.5 S C (0,1) ve t = 0, ajasag... olmak iizere S kiimesinin bir ¢ elemaninin
sonsuz bir ikili agilimi olsun. Bu durumda a; terimlerinin sonlu sayida degismesiyle
elde edilen eleman da S kiimesine ait ise S kiimesine homojen kiime adi verilir
(Visser 1938).

Homojen bir kiime 0 veya 1 olgiiliidiir (Visser 1938).

Lemma 2.1 S kiimesinin Lebesgue olgiisii 1 olsun. Bu taktirde S, 6l¢iisii 1 olan ve
t € Fise1l—t € E kogulunu saglayan bir E altkiimesine sahiptir (Buck ve Pollard
1943).



Simdi teoremlerimizin ispatinda biiyiik éneme sahip olan Kronecker lemmasini hatir-
latalim.

Lemma 2.2 (Kronecker Lemmasi) (z,,) reel terimli bir dizi , her n € N igin
a, > 0 ve a, / oo olsun. Bu taktirde

o0

Ty,
E — serisi yakinsak ise — E z;—0 , (n—o00)
a

n=1 " j

gergeklenir (Knopp 1931).

o0 o
Lemma 2.3 Z s3 serisinin yakinsak veya raksak olmasia gore Z sk Ry, (t) serisi

k=1 k=1
sirastyla lgiisii 1 veya 0 olan bir kiime iizerinde yakinsaktir (Buck ve Pollard 1943).

2.2 Altdizilerin g-Cesaro Toplanabilmesi

Orijinal sonug¢larimizin ilk kismini iceren bu kisimda Buck ve Pollard(1943) tarafin-
dan (C, 1) matrisi igin verilen sonuglardan esinlenerek iki boyutlu ¢-Cesaro matris-
leri i¢in benzer sonuclar verilecektir. Diger bir ifade ile verilen bir dizinin ¢-Cesaro
toplanabilmesi ile onun altdizilerinin ¢-Cesaro toplanabilmesi arasindaki iligkiyi in-
celeyecegiz. Bu baglamda ¢-Cesaro toplanabilir bir dizinin hemen her altdizisinin
g-Cesaro toplanabilmesi icin bir yeter kogul verecegiz.

Bu amagcla ihtiya¢ duyacagimiz bazi1 yardimci sonuclari verelim.

© 2
Lemma 2.4 Z % serisi yakinsak olsun. Bu taktirde hemen her ¢t € [0, 1] igin

1 ¢
nligoloﬁ E spRE (1) =0 (2.1)
k=1

gerceklenir.

52
R
Ispat. Z T2 serisi yakinsak ise Lemma 2.3’ den hemen her ¢ € [0, 1] 1(;1112 M

k=1
serisi yaklnsaktlr Diger taraftan Lemma 2.2’ de a;, = k? alinirsa hemen her ¢ icin

1 n
k=1

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. m

Lemma 2.5
1
Jim — > suRi(t) = L(1) (2.2)
k=1

6



limiti hemen her yerde mevcut olsun. Bu taktirde hemen her yerde L (t) = 0 ve

1
lim — > si=0 (2.3)
k

gerceklenir.

Ispat. Egorov teoreminden (2.2) ifadesi pozitif él¢iilii bir A kiimesi iizerinde diizgiin
yakinsak olmak zorundadir. Boylece her t € A i¢in

IL)] < M

olacak bigimde bir M > 0 vardir. Bununla birlikte bu esitsizligi saglayan elemanlarin
kiimesi homojendir. Dolayisiyla homojen bir kiime 0 veya 1 6l¢iilii oldugundan son
esitsizligi saglayan noktalarm kiimesi 1 6lgiilii olup L (t), hemen her yerde sinirhidir.
Agik bir sekilde L (t) integrallenebilirdir. O halde

1

/ L(t)dt=a (2.4)

0

olsun. Simdi bir € > 0 sayis1 segelim ve sirasiyla
L(t)—a
L(t)—a <

[L(t)—al < e

> €

€

kosullarini saglayan [; , I , I3 kiimelerini gbzoniine alalim. Bu kiimeler homojendir.
Bunlarin birlegiminin 6l¢iisii 1 oldugundan bunlarin en az birinin 6l¢iisii 1 olmalidir.
Eger I; ya da I kiimesinin olgiisii 1 ise (2.4) gerceklenmez. Boylece hemen her
yerde |L (t) — a|] < € olur. O halde 6lgiisii 1 olan bir B kiimesi iizerinde L(t) = a
gergeklenir. Lemma 2.1’ den B kiimesinden t; ve 1 — t, noktalarimi segebiliriz. (2.2)’
den .
1
T}Ln;o > ; skRy (to) = a
ve .
nh—>nolo % ZSkRk (1 — to) =a
k=1

elde edilir. Bunlar toplayip Ry (to) + Ry (1 —to) = 0 oldugunu kullanirsak a = 0
bulunur ve (2.1) esitligini elde ederiz. Simdi S, (t) = Z sk Ry (t) olsun. Bu

k=m
durumda .
S2.(8) = ) sisR;(t) Ry (1)
7,k=m
= > 242 > spseR;(t) R (t)
k=m m<j<k<n

7



olur. Hemen her ¢ € [0, 1] igin (2.1) saglanirsa Egorov teoreminden pozitif 6l¢iilii bir
F kiimesinde de diizgiin olarak saglanmalidir. O halde

M=2 ) sjsk/Rj(t)Rk(t)dt

m<j<k<n F

olmak iizere
n

/ S2, (B dt=p(F)Y sp+M (2.5)

k=m

gergeklenir. b;, = / R; (t) Ry, (t) dt olmak iizere Schwarz esitsizliginden

F

N[

]M|§2< > s§s§>2< > b;%k) (2.6)

m<j<k<n m<j<k<n

elde edilir.

1 <j<k<ooigin R;(t) Ry (t) fonksiyonlarmin (0,1) aralig: iizerinde ortonormal
oldugunu bu boliimiin baginda stylemistik. O halde y , F' kiimesinin karakteristik
fonksiyonu olmak iizere Bessel esitsizliginden

1

S s [ @F dt=u(r)

1<j<k<o0 0

esitsizligini elde ederiz. Yeterince biiyiik bir m degeri icin

(3 )=

m<j<k<oo

olur. (2.6)" dan

n % n
22| KEF) _ p(F) 2
|M| < (]kz::m Sj8k> 2 < 9 ' Sj
olur. Daha sonra (2.5)” den
1(F) ¢
F

J=m

(2.7)

esitsizligi elde edilir. Bu sayede sabit bir m degeri i¢in F' kiimesi {izerinde diizgiin

olarak
N S
lim —-S57 () =0

n— oo nQQ
gergeklenir. (2.7)” den
R
fim =D 57 =0
j=m
elde ederiz ve boylece ispat tamamlanir. m
8



Tanim 2.6 A = (a,;) toplanabilme matrisi terimleri 0 ve 1’ lerden olusan dizilerin
hemen hepsini % degerine topluyor ise A matrisi Borel ¢zelligine sahiptir denir (Hill
1945).

Hill, bir matrisin Borel 6zelligine sahip olmasi i¢in agagidaki gerek kogullar: vermistir.

Lemma 2.6 A = (a,;) toplanabilme matrisi Borel 6zelligine sahip ise

(7) Her bir n igin Z anx, anlamli ve n — oo igin 1 degerine yakinsaktir,
k=1
(i1) Her bir n igin » _ a2, < oo,
k=1
(¢73) Her bir k igin lim a,; = 0,
(iv) lim Zaik =0,
k=1
gergeklenir (Hill 1951).

Lemma 2.7 A = (a,;) keyfi bir toplanabilme matrisi, {sx}, s # 0 degerine

A-toplanabilir bir dizi ve
= 1

k=1

olsun. Bu durumda {syay, (t)} dizilerinin hemen hepsi % degerine A-toplanabilirdir.
Burada ay (1), t € [0, 1] noktasinin ikili agithmindaki k-inci terimdir (Hill 1954).

Lemma 2.8 Bir A = (a,;) matrisi verilsin. Ayrica

o0
her bir n icin E G serisi anlamli ve n — oo i¢in 1 degerine yakinsak olsun
k=1

ve

o= (i)
Zank:o ]
Pt ogn

kosullar1 gergeklensin. Diger yandan {s;} dizisi, 0 degerine A-toplanabilir olsun.
Eger (2.8) kogulu gergeklenirse {syay ()} dizilerinin hemen hepsi 0 degerine A-
toplanabilirdir (Hill 1954).

Asgagidaki teoremlerde Buck ve Polard(1943)" m (C,1) matrisleri igin elde ettigi
sonuglarin benzerleri iki boyutlu ¢-Cesaro matrisleri icin verilecektir.

Teorem 2.2 0 < ¢ < oo olmak iizere bir s = (s;) dizisi L # 0 degerine ¢g-Cesaro

toplanabilir ve
qu 5 =0 (1 ; )
na e ogn

ise s dizisinin hemen her altdizisi 297! L degerine g-Cesaro toplanabilirdir.
9




Ispat. (s;) dizisinin hemen her altdizisinin ¢-Cesaro toplanabilmesi hemen her
t € [0,1] igin

n

Z sk [1+ Ry (1))
=1 (2.9)

{Z%[Hm(m}

k=1

ifadesinin limitinin varlhigina denktir. Bu ifade

1 n
i Z sks [1+ Ry (1))
k=1

{%Z%[H&(tﬂ}

k=1

(2.10)

bi¢iminde tekrar yazilabilir. (2.10) kesrinin paymin yakimsakligi {szay (¢)} dizisinin
g-Cesaro toplanabilmesine denktir. Lemma 2.7 geregince (2.10) ifadesinin pay1 —

degerine yakinsaktir. Diger taraftan Cesaro matrisi Borel 6zelligine sahip oldugun-
dan (2.10) ifadesinin payda51 degerine yakinsaktir. Dolayisiyla s dizisinin hemen
her altdizisi 297 L degerine g- Cesaro toplanabilirdir. m

L = 0 durumunda ¢ # 1 iken hm Z cnk 7 1 oldugundan Lemma (2.8)’ i kullana-

mayiz. Bu durumda asagidaki sonug elde edilir.

Teorem 2.3 0 < g < oo olmak iizere bir s = (s;) dizisi 0 degerine ¢-Cesaro
toplanabilir ve
@ < 0
k=1

ise s dizisinin hemen her altdizisi 0 degerine ¢-Cesaro toplanabilirdir.

Ispat. Daha once de belirtildigi gibi (s;,) dizisinin hemen her altdizisinin ¢-Cesaro
toplanabilmesi hemen her ¢ igin (2.9) ifadesinin hemen her ¢ igin yakinsamasina
denktir. Boylece (2.9) ifadesinden

ZSkRk + 57 ) Sk
k=1
n q
{%Z%[Hm <t>]}

k=1

elde ederiz. Lemma 2.3’ den Z = < 00 ise Z =Ry (t) serisi 1olgiilii bir kiime
k=1

iizerinde yakinsaktir. Lemma 2.4 geregince { Z sk Ry (t } dizisi hemen her ¢ i¢in

0 degerine yakinsaktir. Bu da ispati tamamlar. l
10



Teorem 2.4 0 < ¢ < oo olmak fizere bir s = (s;) dizisinin hemen her altdizisi
g-Cesaro toplanabilir ise (sy) dizisi bir L degerine ¢-Cesaro toplanabilirdir. Bu
durumda altdizilerinin hemen hepsi 297 L degerine ¢-Cesaro toplanabilirdir.

Ispat. Hipotezden n — oo icin (2.9) ifadesi hemen her ¢ igin yakmsaktir. Lemma
2.4’ den (2.9) ifadesinin paydasi hemen her ¢ igin 1 degerine yakinsaktir. O halde

n

o (1) = iqzsk% 1+ Ry (1) (2.11)

ifadesi olciisii 1 olan bir M kiimesi iizerinde yakinsaktir. Lemma 2.1” den M kiime-
sine ait olan tg ve 1 — tg noktalarin segebiliriz. Dolayisiyla Ry, (to) + Ry (1 —t9) =0
oldugunu da kullanarak

n

1

k=1

bulunur. Diger yandan ¢ty € M ve 1 —ty € M oldugundan

lim Pn (tO) =a

n—oo

ve
lim p, (1 —1ty) =0

n—o0

limitleri mevcuttur. Dolayisiyla (s;) dizisi L = a + b degerine ¢-Cesaro topla-

1
nabilirdir. Lemma 2.5 den hemen her ¢ icin - Z spRy (t) — 0 gergeklenir.
n
k=1
Dolayisiyla () dizisinin hemen her altdizisi 297! L degerine g-Cesaro toplanabilirdir.

Teorem 2.2, Teorem 2.3 ve Teorem 2.4 birlikte gozoniine alinirsa asagidaki sonug
elde edilir.

1
Sonug 2.1 p > — olmak iizere sinirh bir dizinin ¢-Cesaro toplanabilmesi i¢in gerek

ve yeter kosul hemen her altdizisinin ¢-Cesaro toplanabilmesidir.

Asagidaki teorem kendisi ¢-Cesaro toplanabilir bir dizi olmasina ragmen hemen her
altdizisi ¢-Cesaro toplanamayan bir dizi 6rnegi verilebilmesi i¢in ¢ok énemlidir.

Teorem 2.5 0 < ¢ < oo olmak tizere bir s = (s;) dizisinin hemen her altdizisi
g-Cesaro toplanabilir ise

1 n
Jim — Y si=0 (2.12)
k=1
gerceklenir.
11



Ispat. (s;) dizisinin hemen her altdizisi ¢-Cesaro toplanabilir ise Teorem 2.4’ {in
1 n
ispatinda oldugu gibi hemen her yerde {—q Z SRy (t)} — 0 elde edilir. Lemma
n
k=1
2.5” den (2.12) gergeklenir. m

g-Cesaro toplanabilen fakat hemen hicbir altdizisi ¢-Cesaro toplanamayan iki dizi
ornegi verecegiz.

Ornek 2.1 (s;,) = ((—1)k kz) dizisini gozoniine alahm. ¢ > 1 icin

— (-D"k o~ (="
Z ka *k: fa—1

k=1 1

serisi yakinsaktir. Lemma 2.2 den

elde edilir. Diger taraftan ¢ = — alinirsa

I, 11 1
E;k zﬁan(n—l—l)(?n—l—l)ﬁg#& (n — 00)

bulunur. (s;) dizisi sifir degerine C%—toplanabilirdir fakat Teorem 2.5 geregince
hemen higbir altdizisi C' 3 -toplanabilir degildir.

Simdi de 0 < g < 1 olacak bigimde bir 6rnek verelim.

Ornek 2.2 (s;) = ((—1)k \/E) ve q = % olsun. Bu durumda

[N

0o 1 k\/E 00 1 k
3L i _ <kq_>
k= k=

1 1

serisi yakinsaktir. Lemma 2.2’ den (s;) dizisi sifir degerine C’%—topla,nabilirdir.

Ayrica
iik _{in(n#—l)}
ns n: 2

dizisi sifira yakinsak olmadigindan Teorem 2.5 geregince (sy) dizisinin hemen hicbir
altdizisi C% -toplanabilir degildir.

12



3. CIFT DIZILER ICIN TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde ¢ift (double) dizilerin toplanabilmesine iligkin bazi tamim ve kavramlar-
dan s6z edilecektir. Tanim kiimesi N x N olan fonksiyona "cift dizi" denir. Ornegin
her j, k igin x;, = jk? ile tammh x = (z;;) bir “cift dizi” olup

1 4 9
2 8 18

3 12 27

seklinde bir gosterime sahiptir.

Bir ¢ift dizinin yakisakligr alisilmig dizilerin yakinsakligina benzer olarak agagidaki
gibi verilmektedir:

Tanim 3.1 x = () bir ¢ift dizi olsun. Her ¢ > 0 i¢in j,k > N oldugunda
|z, — L| < € olacak gekilde bir N sayisi varsa x dizisi L sayisina Pringsheim an-
laminda yakinsaktir (p-yakinsak) denir ve p — limx = L ile gosterilir (Pringsheim
1898).

Asagidaki tamimda bir ¢ift dizinin sinirliligr verilmektedir.

Tamm 3.2 x = (x;) bir ¢ift dizi olsun. sup |z;;| < oo ise x dizisi simrhdir denir.
Jk

Tiim smarh ¢ift dizilerin uzay: 12 ile gosterilir.

Cok iyi bilinmektedir ki bir dizi yakinsak ise simirhidir. Ancak p-yakinsak bir ¢ift
dizi sinirh olmak zorunda degildir. Bunun icin asagidaki 6érnegi verebiliriz:

Ornek 3.1

T = kg =1
k010, diger durumlarda

ile tamimh x = (x;;) cift dizisi sifira p-yakinsak oldugu halde simirh degildir.

Burada bir ¢ift dizinin p-yakinsakligi ile satir ve siitun dizilerinin yakinsakligi arasinda
nasil bir iligki oldugu sorulabilir. Bunun icin agagidaki iki 6rnegi inceleyelim:

Ornek 3.2 x = (z;;) cift dizisini

1
S 9 min {j, b} + (=1)7+*

ile tanimlayalim. O halde p — limx = 0 olur. Ancak j, ve ko sabit olmak iizere ne
ik
{Zjor}pey dizisi ne de {z;,} 7, dizisi yakmsaktir.
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Ornek 3.3 x = (z;;) cift dizisini

o 1L, j=k
k00, diger durumlarda

seklinde tanimlarsak her sabit jo icin {zj,x},-, dizisi ve her sabit kg icin {z;, }Joil
dizisi sifira yakinsak oldugu halde x dizisi p-yakinsak degildir.

p-yakinsak bir ¢ift dizinin ayni zamanda satir ve siitunlar1 da yakinsak ise bu diziye
regiiler olarak p-yakinsaktir denir (Hardy 1919). Regiiler olarak p-yakinsak bir
dizinin smurh oldugu agiktir. Ayrica Hardy (1919), regiiler olarak p-yakinsak bir
dizinin p-limitinin ardigik (iterated) limitlerle hesaplanabildigini gostermigtir. Yani
x regiiler olarak p-yakinsak bir dizi ise

p — limx = lim(lim z ;) = lim(lim ) (3.1)
gk 7 k k 7

gergeklenir. Fakat burada regiiler olarak p-yakinsaklik sarti kaldirihrsa (3.1) esitligi
her zaman gerceklenmez.

Tanim 3.3 z = (z;;) bir ¢ift dizi olmak {izere ijk toplamina bir ¢ift seri
g,k
denir. Eger bu serinin kismi toplamlar dizisi ( Z xjk> p-yakinsak ise

j=1,k=1 rs

yani p — lim Z x5, limiti mevcutsa seri bu limit degerine Pringsheim anlaminda
TS =1 k=1
yakinsaktir (p-yakinsak) denir (Bromwich 1942).

Algilmig dizilerde déniisiim dizisi ve matris toplanabilmesi tanimlarimin benzeri ¢ift
diziler i¢in de asagidaki gibi verilmektedir:

Tanim 3.4 A = (aff") dort boyutlu sonsuz bir matris ve x = () bir cift dizi
olmak {iizere her n,m icin

(AX),,,, = > wpafi’
jik
cift serisi p-yakinsak ise

F— nm
Ax = ( E Tjpagy, >
Jk

dizisine = dizisinin A-doniisiim dizisi denir.

14
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Asagida Ax doniigiim dizisinin nasil elde edildigi gosterilmistir:

1 11 12 12
I O
Qo1 G - Qo1 A%

: : T11 12
21 21 22 922

Ax = ap @y e apy ayp o o Tar T22
21 21 22 922
Qg1 Qgy -+ TR

11 12
E :%‘k%k E ::Ujk?ajk
Jik Jisk
_ 2 99
= E :'rjk‘ajk: § :%kajk:
j7k ]7k

Ayrica dort boyutlu birim (identity) matris I = (efi"),

o 1, j=nvek=m
kT 0, diger durumlarda

ile verilir ve agagidaki gosterime sahiptir:

100 - 010

00 --- 0 0
000 --- 000
000 . 000
100 --- 010
000 . 000

Eger Ax cift dizisi bir L sayisina p-yakinsak ise x dizisi L sayisina A-toplanabilirdir
denir ve bu durum A(x) = L seklinde ifade edilir. Tiim .4-toplanabilen ¢ift dizilerin

kiimesine A matrisinin toplanabilirlik alan1 denir ve bu kiime cf) ile gosterilir.

Tanmim 3.5 Sinirh p-yakinsak bir ¢ift diziyi kendi limitine toplayan doért boyutlu
matrise RH-regiiler matris denir.

Agagidaki teorem dort boyutlu bir matrisin RH-regiilerligini karakterize etmektedir.
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Teorem 3.1 Dort boyutlu bir A = (af*) matrisinin RH-regiiler olmas: igin gerek
ve yeter sart;
RHy : p—limaj;" =0, her j, k
RHy:p—lim) al =1

n,m ik
RHj3:p— limz |a?,2” =0, her k

n,m j
RHy:p— limz |a;‘,;”} =0, her j

n,m &
RH5 : Z ‘a?,ﬂ serisi her n, m igin p-yakinsak

j.k

RHg : Her n,m igin Z !a%”! < M olacak bicimde N ve M sayilarinin mevcut

jE>N
olmasidir (Hamilton 1936).

Dort boyutlu sonsuz bir matris iki boyutlu sonsuz matrislerin bir ¢ift dizisi gibi
diisiintilebilir. Bu bakig agisiyla bir A = (a7}") dort boyutlu matrisi

11 12
ajp)  (a57)
nm __
G = | (@) (o)
seklinde bir gosterime sahiptir.
C' = (c}}") dort boyutlu matrisini
1 .
om ) — , J<nwvek<m
ik =\ nm N
0 , diger durumlarda

seklinde tanimlayalim. Bu matrise dort boyutlu Cesaro matrisi denir ve (C,1,1) ile
gosterilir. Bu matris RH-regiiler doért boyutlu bir matristir.
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4. DORT BOYUTLU MATRISLER ICIN BUCK-POLLARD OZEL-
LiGi

4.1 Giris

Bu boliimde cift dizilerin yakinsakligi, Cesaro toplanabilmesi ve g-Cesaro topla-

nabilmesini altdizilerin sirasiyla yakinsakligi, Cesaro toplanabilmesi ve ¢-Cesaro
toplanabilmesi yardimiyla karakterize edecegiz.

Cift diziler i¢in gesitli altdizi kavramlari vardir. Bu boliimde Miller tipli altdizi
kavramin kullanacagiz. Bu amacla ilk olarak Miller ve arkadasglar: tarafindan verilen
olcii kavramini hatirlatalim.

X :={z = (xj;) :xj, €{0,1}, j,k € N}
bi¢iminde taniml kiimeyi gozoniine alalim.
R, X kiimesinin
{r=(zj1) € X Tjp, = a1, s Tk, = An}; a1,...,a, € {0,1}, n €N

formundaki biitiin altkiimelerinin en kiiciik o-cebiri olsun. X iizerinde
1
P({a: = (:L’jk) € X: Tjiky = A1y ooy Tjpky, = an}) = 2_n
olacak bicimde birtek olasihk ol¢iisii vardir (Crnjac, Cunjalo ve Miller 2004).

s = (sj) bir ¢ift dizi olsun, z = (x;) € X olmak iizere s dizisinin = elemanina
karsilik gelen altdizisi
55k () = { Sie s =1

* y Tk = 0
bi¢iminde tanimlamr (Crnjac, Cunjalo ve Miller 2004).

Tanim 4.1 x € X olmak iizere keyfi € > 0 igin her n,m > N, oldugunda

1 1 o . . o . 1
— g T — 5| < € olacak bigimde en az bir N, dogal sayis1 varsa yani x, 5

j<n
k<m

degerine Cesaro toplanabiliyorsa = elemani normaldir denir. X i¢indeki biitiin nor-
mal elemanlarin kiimesini 7 ile gosterelim.

P (n) = 1 oldugu bilinmektedir (Crnjac, Cunjalo ve Miller 2004). Cift indisli diziler
i¢cin Rademacher fonksiyonlar: (z;,) € X olmak tizere r;j, (x) = 2z, — 1 bi¢iminde
tanmimlanmaktadir.

Kronecker lemmasinin ¢ift diziler igin geniglemesi Méricz(1981) tarafindan verilmigtir.
AoAje = Njv1k — Ak,
AotAjk = Ajk+1 — Aj,
All)\jk = )\j—l—l,k—l-l — )\j+17k — )\j,k_i,_l + /\jk (j, k= ]_, 2, )
17



sonlu farklarini gozoniine alalim. Burada Kronecker lemmasinin ¢ift diziler igin
genislemesi ispatsiz olarak verilecektir.

Teorem 4.1 (\;;) pozitif terimli ¢ift dizisi ‘}gim A\ji, = 00 Ve
J,k—00

Apjr 2 0, AgiAjr > 0, (jk=1,2,...)
Aq1 N\, farks sabit isaretli (j,k=1,2,...)

kosullarini saglasin. Bu durumda

00,00

Uik
s
jk=1,1 "7k
1 n,m
cift serisi kisitlanmig anlamda yakinsak ise lim g ujr = 0 gergeklenir
=200 Anm jk=1,1
‘77 - b

(Moricz 1981).
4.2 QGift Dizilerin Pringsheim Yakinsakliginin Karakterizasyonu

Bilindigi gibi bir dizinin yakinsaklig1 ve toplanabilmesi arasinda kuvvetli bir il-
igki vardir. Buna iligkin ilk caligmalar Agnew(1944) ve Buck(1943) tarafindan
yapilmigtir. Daha sonra Buck ve Pollard, (0, 1] arahig ile verilen bir dizinin alt-
dizileri arasinda birebir bir esleme kurarak verilen bir dizinin yakinsakligini hemen
her altdizisinin yakinsakligr yardimiyla karakterize etmistir.

Bu kisimda cift dizilerin p-yakinsakligi icin Buck ve Pollard tarafindan verilen bir
sonucun benzeri verilecektir.

Asgagidaki teorem bir ¢ift dizinin p-yakimsakhigin karakterize etmektedir.

Teorem 4.2 s = (s,;,) dizisinin hemen her altdizisi bir L degerine p-yakinsak ise s
dizisinin kendisi de ayni L degerine p-yakinsaktir.

Ispat. s = (sjx) dizisinin hemen her altdizisi L degerine yakinsak, yani
C={xe€X: s(x)— L} olmak tizere P (C) =1 olsun. Simdi x = (z;;) € X
verildiginde X = (Z;;) dizisini
- 0 y LTjk = 1
ik 1 y Ljk = 0
bi¢iminde tanimlayalim. -
Y =CnnveY = {(Z): zj, €Y} olsun. Dolayisiyla Y = C' N elde ederiz.
(%) dizisini (Z;;,) dizisine gotiiren doniisiim P 6l¢iisiinii korudugundan P (V) = 1
ve P (Y NY) =1 elde ederiz. O halde Y NY, bos kiime degildir. x = (z;,) € Y NY
ise
xe(C,x€n
ve
xeC,xen
bulunur. x,%X € C oldugundan x,X € 7 olmak {iizere s (x) — L ve s(X) — L olur.
Bu da s = (sj;) dizisinin L degerine p-yakinsakligini verir. m
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4.3 Doért Boyutlu Cesaro Matrisi I¢in Buck-Pollard Ozelligi

Bu kisimda verilen bir ¢ift dizinin dort boyutlu Cesaro toplanabilmesi ile dizinin
altdizilerinin dort boyutlu Cesaro toplanabilmesi arasindaki iligki incelenecektir.

Bu amacla ilk teoremimizi verelim.

Teorem 4.3 s = (s;,) dizisinin hemen her altdizisi bir L degerine (C, 1, 1)-toplanabilir
ise s dizisinin kendisi de aymi L degerine (C, 1, 1)-toplanabilirdir.

Ispat. s = (sjk) ¢ift dizisinin hemen her altdizisi L degerine (C, 1, 1)-toplanabilir,
yani G = {x € X : s(x) — L(C,1,1)} olmak iizere P (G) = 1 olsun. Teorem 4.2’
nin ispatina benzer sekilde x € G N7 ise X € G N7 elde ederiz. Dolayisiyla x, X € 7
olmak iizere

s(x) — L(C,1,1)

ve

s(%) — L(C,1,1)

bulunur. Dolayisiyla

> STk
. Gk=11
p— lim — =1L
n,m— oo 2
xjk
k=11
ve benzer sekilde
n,m
kE SikT ik
. J,k=1,1
p— lim — =1L
n,m— oo 2 _
> Tjk
k=11
olur. Ayrica x,X € 1 oldugundan
n,m 1 n,m 1
p— lim — Y ayp=;vep— lim — > Tp =
n,m—oo NIM j,kil,l 2 n,m—oo NI j,k‘il,l 2

elde edilir.
Diger taraftan (s;i,) ¢ift dizisinin L degerine (C, 1, 1)-toplanabilmesi

n,m n7m Tb,m n,m n,m
> Sik Yo Tik Do SikTik > ik L SikTjk

Gk=11 " k=11 " jk=11 L k=L gkl
nm nm il nm W
> Tik > Tjk

G k=1,1 jk=1,1

ifadesinin limitinin L olmasina denktir. Buradan

> s
o 2L L
n,m—oo nm N 2 2 N

elde edilir. Boylece (sj;) dizisi L degerine (C, 1, 1)-toplanabilirdir. m

Aligilmig diziler i¢in Khintchine esitsizligi Rademacher fonksiyonlar: yardimiyla agagi-
daki gibi verilmektedir.
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Lemma 4.1 ¢, (z) = ) s;R; (x),

j=1
B, = Y s veth(r) = max |t;| olsun. Bu durumda r pozitif bir tamsay1 olmak
j=1 sjsn
lizere (2)!
)l
E tn 2r < Bn T

esitsizligi gerceklenir (Garling 2007).

Agagidaki sonu¢ Khintchine esitsizliginin ¢ift dizilere bir geniglemesidir.

Lemma 4.2 t,,,(x) = E SkTjk (X),
Jk=1,1
B = Z s?k ve tf(x) = max |tjk| olsun. Bu durumda r pozitif bir
=t 1<j<n
1<k<m
tamsay1 olmak tizere
2r)!
B (b)) < 22 B,y
((tam)™) < Gt (Bum)
esitsizligi gerceklenir.
. i (V1++VZ)'
I t. == 2 Al/ Ui =
Spa uzzjl V'LL " Lo V1!...Vi!
vel <7y,...5: <n, 1 < kq,.., ki <m olmak iizere
2r v v v v
vi+...4v;=2r

olur. Beklenen deger ve Rademacher fonksiyonunun 6zelliginden

" ” 1 , vi,...,v; cift oldugunda
B 1 ()t (0] = {0 ey

elde edilir ve boylece > p, = r olacak bi¢imde py, ..., p; pozitif tamsayilar olmak

u=1

2 i
E (b)) = 30 Amproniih S50,

p1+...+pi=r

lizere

bulunur. Diger taraftan (2p;)!... (2p;)! > 2P'p,!...2Pip;! esitsizligini kullanarak

| |
E ((tnm)%") _ Z <2T> £82p1 ) 82}7];

o, | N el Tdrk1 700
i 2" pylpslr!
o @)t T A
= oyl p1' p,l Jikt 2 giks
D oprbetpi=r LT
2r)!
277!

elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar. m

Simdi de alisilmig diziler i¢in Marcinkiewicz-Zygmund egitsizligini hatirlatip hemen
ardindan ¢ift diziler i¢in genislemesini verelim.
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Lemma 4.3 ¢, (z) = ) s;R; (x),
j=1

n
B, =3 s;vet(z)= Dax x |t;| olsun. Bu durumda @ > 0 olmak tizere
j=1 <i<

E (")) < 32¢77%

esitsizligi gerceklenir (Tsuchikura 1951).

Lemma 4.4 t,, (x) = Z SikTjk (X),
jk=1,1

,m
By = 3 szk ve tf, (x) = max |tjk| olsun. Bu durumda a > 0 olmak
Jk=1,1 1<7<n
1<k<m
lizere

E (e"mm9) < 32644

esitsizligi gergeklenir.

ispat.
eatjlm(x) - 2€at;m(x)+e—at;§m(x)
- 2
S @m0 | $ (1) (0t 09
- 9 r=0 r=0
2

o fser)

oldugu kolaylikla goriiliir. Yukaridaki esitsizligi kullanarak

(2r)!

B (en®) < 2 {1 N i E [(ats,, ()] }

r=1
2r
= 1
< 241+ a* E max |tk
; (2r)! 1<j<n

1<k<m

elde edilir. j > 1, k > 1 igin E (% (x)) = 0, X := s;,7;% martingale farklarmin
bir dizisidir (Quang ve Huan 2009). Boylece ¢ok indisli diziler igin Doob esitsizligin-
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den(Huan ve Quang 2012) ve Lemma 4.2’ den

or \4r o 2r

0 E [([tm|)”]

at},, (x 2r— l) nm
B (ettm®) < 2{1+Z 2
2r )47” a2r (2r)! (B )r
2r 1 2rr! nm
< 2 {1 + Z ) }

esitsizligi elde edilir. m
Asagidaki sonug Teorem 4.3’ iin kargitinin dogru olup olmadigini incelemektedir.

Teorem 4.4 (s;i) cift dizisi bir L degerine (C, 1, 1)-toplanabilir ve

o n2m?2
> sip=0| i —

log log nm
ise (s;) cift dizisinin hemen her altdizisi de ayn1 L degerine (C, 1, 1)-toplanabilirdir.

Ispat. () cift dizisinin hemen her altdizisinin (C, 1, 1)-toplanabilir olmasi hemen
her x i¢in

n,m
Y. SikTjk

jk=1,1
n,m
>L ik
Gk=1,1
limitinin varhigima denktir. Yukaridaki ifade diizenlenirse 75, (x) = 2z, — 1 olmak
iizere hemen her x i¢in

nm 1+ 7 (x)) 1 nm 1 nm
Sik | ——————— -_— Sik 4+ — SikT ik | X
j7k§171 J ( 2 2nm Z 11 J 2nm i k;; 1 JRT ] ( )

= : 4.1
o (1+rjk(x)) L = (1+7~jk(x)) (41)
7,k=1,1 2 nm jk=1,1 2

elde edilir. P (n) = 1 oldugundan (4.1)’ in paydas: hemen her x i¢in 1 degerine

yakinsaktir. Ispat1 tamamlamak icin hemen her x icin

1
p— lim Z SikTik (x) =0

nmﬂoonm]k 1,1

oldugunu gostermek yeterlidir. Her ¢ > 0 ve 271 < n < 27, 281 < < 2%
araligindaki en az bir (n,m) ikilisi i¢in |t (x)] > nme olacak bigimdeki tiim x
elemanlarimin kiimesini Vj;, ile gosterelim ve
Gir = {x: 13 (x) > 2712k te}
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kiimesini tanimlayalim. Vj, C G oldugu aciktir. Her € > 0 igin

2 P (Gji) < oo oldugunu gosterirsek ispat tamamlanir. Lemma 4.4" den
Gk=1,1

P (ij> ea27—12k_1s < /eat;j,zk(x)dp (X)

X

— E <eat;j,2k(x))

< 32¢” gk
olup

a®Byjok j—lok—1

P(Gj) <322 o 2
esitsizligi elde edilir. a = y 2t ; alinirsa
272

£292(j—1)92(k-1)
P(Gy) < 32 2Byian (4.2)
e2 (29)7 (24)?

— 326 32B2j2k

bulunur. Diger taraftan hipotez geregince

B2]2k ]_
— 5 =0 —————
(29)? (2K)? log log 272k
B232k 82

(27)? (2K)* ~ 96loglog 272k

elde edilir. (4.2)’ den
€% 96loglog 279k
P(Gjr) < 32 32 g2

326_3 log log 272F

32
[(j + k) log 2°

00,00 1
bulunur. Ayrica . — 5 < 00 (Bromwich 1942) oldugundan
k=11 [(J + k) log 2]

00,00

> PGy <322

Gk=1,1 Gk=1,1

[(J +k logQ]

olur. Boylece Z P (Gj;) < oo oldugundan p — A}Cim P (Gjz) = 0 elde ederiz.
7,k=1,1 J,k—00
Dolayisiyla p — hm P (V;x) = 0 bulunur. Bu da ispat1 tamamlar. m
Jik—00
Teorem 4.3 ve Teorem 4.4’ den simirli bir dizinin (C, 1, 1)-toplanabilmesini karakte-
rize eden agagidaki sonucu elde ederiz.
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Sonug 4.1 Smurh bir (s;;) dizisinin (C, 1, 1)-toplanabilmesi icin gerek ve yeter kogul
hemen her altdizisinin (C, 1, 1)-toplanabilir olmasidir.

Teorem 4.5 Hemen her x igin

n,m

lim — D> s (x) =0 (4.3)

n,m—0co 1IN

jk=1,1

ise
n,m
1 7
lim E 5% =0
n,m—00 n2m?2 J
k=11

gerceklenir.

Ispat. Ulp,q] = {(j,k) : p <j < nveyaq<k<m} ve

Tpgmm (€)= Y St (x)

(4,k)€U[p,q]
olsun. Boylece
Tp%q,n,m (X> - Z S?k +2 Z Sjrk1Sjaka 1k (X) Tjaky (X)
Gk)EUp.dl (j17 kl) ) (j27 kZ) € U [pa Q]

J1 7# j2 veya ki # ks

olur. Egorov teoreminden pozitif 6lgiilii bir D C X kiimesi iizerinde (4.3) limiti
diizgiin olarak mevcuttur. Dolayisiyla

/T;q,n,m (x)dP (x) = P (D) Z szk + K (4.4)

D (4,k)€U[p,q]

olup, burada

K =2 Z Sjik1Sjaks /lekl (X) Tjaks (X> dp (X)
(J1.k1), (2, k2) € U [p, g b
J1 7 Jj2 veya ki # ko

bi¢imindedir. Holder esitsizliginden v}, sk, = [ 71k (X) 7ok, (X) dP (x) olmak tizere
D

|K| <2 Z S?llﬁsjzzkz Z U?1k1j2k2
(j1, k1), (2, k2) € U [p, q] (J1, k1), (J2, k2) € U [p, q]
J1 7 J2 veya ki # ky J1 # J2 veya ki # ko
(4.5)
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elde edilir. Diger yandan 7, ve rj,x, fonksiyonlariin X tizerinde dik oldugu
bilinmektedir (Crnjac, Cunjalo ve Miller 2004). Dolayisiyla ¢ift diziler i¢in Bessel
esitsizliginden

> s [ o) P& = PD)
1< <jpp<0 X
1<k <ky <00

bulunur. Yeterince biiyiik p ve q i¢in

N

3 2 SP(D)

Jikij2ka 4
(jlu kl) ) (j27 k?) S U [ 7Q]
J1 # J2 veya ki # ko
elde edilir. (4.5) esitsizliginden
%
pP(D) _ P(D)
|K| < Z Sj21k1 8?2192 2 < 9 Z S?Ikl
(jla kl) ’ (j2, kQ) c U[ ,CI] (J1,k1)€U[p,4]

J1 # Jo veya ki # ko

olup (4.4) ile birlikte gozoniine alimirsa

/qunm< JiP(x) = P(D) Y sh+K

D (4,k)€U[p,q]

Y,
.
E
]
u%w

(4:k)€U P4

elde edilir. (4.3)” den

1
lim 5 Z S?k =0ve lim

n,m— 00 n2m ] n,Mm—00 n2m2 A
(4,k)€U[p,q] Jik=1,1

bulunur. Bu da ispati tamamlar. m

Agagida kendisi (C,1,1) toplanabilmesine ragmen hemen higbir altdizisi (C,1,1)
toplanamayan bir dizi 6rnegi verilecektir.

Ornek 4.1 a;, = (—1) (—1)* V/jVk cift dizisini gozoniine alalim. O halde

o] 1k
vez Z#

k=1

]' g o0

> (—1

j=1
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_ " e (1) (-1
serileri yakinsaktir. Diger taraftan >

jk=1,1 \/5\/E

Gift serisi yakisaktir (Bromwich
1942). Ayrica k = 1,2, ...i¢in

0o 1 j 1 k
Z w serisi yakimsak
= Vivk
ve ] =1,2,... igin
%) 1 j -1 k
Z w serisi de yakinsak
= Vivk
00,00 (1 J -1 k
oldugundan 3 w
i Vivk

Lemma 4.1 geregince

serisi kisitlanmig anlamda yakinsaktir (Méricz 1979).

1 n,m '
— —1 (=1)* /5
(o 5= oy o v
7,k=1,1
dizisi L = 0 degerine p-yakinsaktir. Boylece (a;;) dizisi L = 0 degerine (C,1,1)-
toplanabilirdir. Diger taraftan
_ 1 & ) I nn+1l)m(@m+1) 1
- ]- P k — D~ 1 = -
p n,rrlzriloo n2m? ; ;1] p n,niriloo n2m?2 2 2 4

elde edilir. Dolayisiyla Teorem 4.3 geregince (a;i,) dizisi sifira (C, 1, 1)-toplanabilir
olmasina ragmen altdizilerinin hemen higbiri (C, 1, 1)-toplanabilir degildir.
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4.4 Doért Boyutlu g-Cesaro Matrisleri I¢in Buck-Pollard Ozelligi

Bu kisimda 1943 yilinda Buck ve Pollard tarafindan verilen sonuclarin benzerleri
dort boyutlu ¢-Cesdro matrisleri icin verilecektir.
0 < ¢ < oo olmak tizere

1
nm , 1§j§nve1§k§m
Cir =y nimi

0 , diger durumlarda

bi¢iminde tamimlanan (C,,1,1) = (c%”) matrisine dort boyutlu ¢—Cesaro matrisi

denir.

Eger
n,m
. 1
lim E Sjg = L
n,m—oo NImd
j7k:111

limiti mevcut ise (s;;) cift dizisi L degerine ¢—Cesaro toplanabilirdir denir ve
sjk — L (Cy,1,1) ile gosterilir. ¢ =1 alimirsa (C, 1,1), dért boyutlu Cesaro matrisi
elde edilir. (Cy, 1,1) matrisi, ¢ # 1 durumunda RH-regiiler bir matris degildir.

Simdi ¢—Cesaro matrisleri i¢cin Teorem 4.3’ iin benzerini verelim.

Teorem 4.6 s = (s,,) dizisinin hemen her altdizisi bir L degerine (C, 1, 1)-toplanabilir
ise s dizisinin kendisi de 2'77L degerine (C,, 1, 1)-toplanabilirdir.

Ispat. s = (sj)) dizisinin hemen her altdizisi L degerine (Cy, 1, 1)-toplanabilir, yani
G={xeX: s(x)— L(C,1,1)} olmak tizere P (G) = 1 olsun. Jimdix = (z;;,) €
X verildiginde X = (7;) dizisini

_ 0 3 l’jkzl
x]k_{l y ZL‘jk:O

bigiminde tammlayalim. Y = GNnpveY = {(Z;;) : x; € Y} olsun. Dolayisiyla Y =
G N elde ederiz. ((z;5) — (Z;x)) dontsiimii, P olgiistinii korudugundan P (V) =1
ve P (Y NY) =1 elde ederiz. O halde Y NY’, bos kiime degildir. x = (z,) € Y NY
isexeG,xenvex e G,Xxenbulunur. x,X € G oldugundan x,X € n olmak
tizere

s(x) — L(C,,1,1)

ve

S ()_() — L (th 17 1)
bulunur. Dolayisiyla

Do SikTjh



ve benzer sekilde

n,m
Y. SikTjk

p— lim P11

n,m—0od n,m 7
>, Tjk
7,k=1,1

olur. Ayrica x,X € 7 oldugundan

=L

— lim — Tip=—vep— lim —
p n,mMm—00 nmjkzjll jk 2 p n,m—0o0 m z:: 2

elde edilir.
Diger taraftan (s;;) dizisinin (Cy, 1, 1)-toplanabilmesi

q q
n,m n,m n, n,m B n,m
Sk Z Sk jk ' Ljk > SikTjk
7,k=1,1 k=1 i,k Js j

nimd ndmd nimd nm 1
'Tjk
j7k:111

ifadesinin limitinin mevcut olmasina denktir. Buradan

3

™

Il
—

,1

HM3

n,m
> Sjk

T §k=1,1 ! B L n L _ol-ag

P nnglloo nimd 29 24

elde edilir. Boylece (s;) dizisi 2'79L degerine (Cy, 1, 1)-toplanabilirdir. m
Simdi de dort boyutlu ¢-Cesaro matrisleri i¢gin Teorem 4.4’ iin benzerini verelim.

Teorem 4.7 (s;;) dizisi bir L degerine (C,, 1, 1)-toplanabilir ve

n,m 24,12
o, n*im
j,kZ::m Sik = © (log log nqmq)
ise (si) dizisinin hemen her altdizisi de 2¢97*L degerine (C,, 1, 1)-toplanabilirdir.
Ispat. (s;;.) dizisinin hemen her altdizisinin (C,, 1, 1)-toplanabilir olmas1 hemen her
X igin

n,m
D SikTjk

J,k=1,1

q
n,m
> Tjk
7,k=1,1

ifadesinin limitinin varhgina denktir. rj, (x) = 2x;; — 1 olmak iizere yukaridaki ifade
diizenlenirse hemen her x igin

n,m 147 (x 1 n,m 1 n,m
Sjk( i )) > Skt > sikTik (X)
oy

2nima ;1314 2nima ;521

nm (1+7~jk(x>> ! L[y (1+7~jk(x>) !
4 k=1,1 2 nima | p=i1 2

(4.6)




elde edilir. P () = 1 oldugundan (4.6)" mn paydasi hemen her x i¢in 57 degerine

yakinsaktir. Ispat1 tamamlamak icin hemen her x icin
1 n,m

p— lim > sjrjr (x) = 0 oldugunu gostermek yeterlidir. Her ¢ > 0 ve
n,m—oo NIML ; £ ¢

2071 < p < 27 281 < < 2F araligindaki en az bir (n,m) ikilisi i¢in [t,,, (x)] =
n?mfe olacak bicimdeki tiim x elemanlarimin kiimesini M}, ile gosterelim ve

G = {x: 5 ok (X) > 2‘1(]"1)2“]“’1)8}

kiimesini tanimlayalim. M;;, C G, oldugu aciktir. Her € > 0 igin

Z P (Gj) < oo oldugunu gosterirsek ispat tamamlanir. Lemma 4.4° yi kulla-
Gk=1,1

narak
(G-Dga(k—1) tr
PGP < [t
X
:zxﬁmwv
Byjok

< 327

olup
a’B_;
§J2k._a2q(j71)QQ(k*1)a

P (Gj) < 32e

2a(i—1)9q(k—1)

5 aliirsa

elde ederiz. a =
272k

£2924(j—1)92q(k—1)

3¢ 2DBain (4.7)
2 (2]')261 (2k) 2q
— 3267 32B2j2k

P (Gjx)

IN

bulunur. Diger taraftan hipotez geregince

B2j2k ]_
(23‘)2‘1 (Qk)zq log log 2792kq

Bayior e’

elde edilir. (4.7)” den

£2 96 log log 272*

P(Gj) < 32 32 =
— 326—3log10g2jq2kq
32

[(j + k) log 29
29



00,00 1
bulunur. )’ - 5 < 0o (Bromwich 1942) oldugundan
sk=11 [(J + k) log 29]

S e 3
]k
k=11 k=11 [+ k) IOng]

olur. Boylece Z P (Gji) < oo oldugundan .}Cim P (Gji) = 0 elde ederiz. Dolayisiyla
Gk=1,1 Jk—00

‘}cim P (M) = 0 bulunur. Bu da ispat: tamamlar. m
-]7 — 00

Teorem 4.6 ve Teorem 4.7 birlikte gozoniine alinirsa asagidaki sonucu elde ederiz.

Sonug 4.2 Smurhi bir (s;;) dizisinin (Cy, 1, 1)-toplanabilmesi i¢in gerek ve yeter
kogul hemen her altdizisinin (C,, 1, 1)-toplanabilir olmasidur.

Agagidaki sonug Teorem 4.5’ in dort boyutlu g-Cesaro matrislerine bir geniglemesi
olup ispat1 Teorem 4.5’ in ispatina benzer sekilde yapilabileceginden burada ispatsiz
olarak verilecektir.

Teorem 4.8 Hemen her x i¢in

— lim E SipT =0
p n,m—oo Ndmd gk ]k
7,k=1,1
ise
n,m
1 9
— lim ——— § 55, =0
p n,m—o0 n2qm2q Jk
jk=1,1
gerceklenir.

Agagida sirasiyla 0 < ¢ < 1 ve 1 < ¢ olmak tizere kendisi (C, 1, 1)-toplanabilir
olmasina ragmen altdizilerinin hemen higbiri (Cy, 1, 1)-toplanabilir olmayan iki dizi
ornegi verecegiz.

Ornek 4.2 s, = (=1) (=1)* \/jVk ile tamml (s;;,) cift dizisini gozoniine alalim.
L. .

> —_
q> 3 igin
VI e N EDVE (-
DL e T P R

j=1 j=1 j' k=1 k=1

_ " o (=1 (=)" .
serileri yakinsaktir. Diger taraftan > Tl cift serisi yakinsaktir (Bromwich
sk=1,1 3% 2

N[

-3

1942). Ayrica k = 1,2, ...i¢in

i ia—

=1 J

] 1 k
1 serisi yakinsak
k42
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ve j =1,2,... icin

Q.

k= Jq

J
1
oldugundan Z (=1 (= 1)
gk=11 797 2k93
Lemma 4.1 geregince

serisi de yakinsak

l\?\»—t

=D (=17
k4

—_
M\»—‘

serisi kisitlanmig anlamda yakinsaktir (Mdricz 1979).

n,m

o 3 0t Vivi|

jk=1,1

dizisi L = 0 degerine yakinsaktir. Boylece (s;i,) dizisi L = 0 degerine (C,, 1,1)-

3
toplanabilirdir. Diger taraftan ¢ = — alinirsa

7,k=1,1
Dolayisiyla Teorem 4.8 geregince (sj;) dizisi sifira (Cy, 1, 1)-toplanabilir olmasina
ragmen altdizilerinin hemen hicbiri (Cy, 1, 1)-toplanabilir degildir.

{n2qm2q Z jk {n2qm2q (n;l) (m+1 } ¢ift dizisi 0 degerine yakinsak degildir.

Ornek 4.3 sj;, = (—1)? (—=1)* jk ile tammh (s;;) cift dizisini gozoniine alalm.
e (1) (=1 jk

g > 1ligin > ,
jk=1,1 Jka

serisi kisitlanmig anlamda yakinsak oldugundan
3
(sj) dizisi 0 degerine (Cy, 1, 1)-toplanabilirdir. Diger taraftan ¢ = 3 olmak tizere

() dizisinin altdizilerinin hemen hicbiri (Cy, 1, 1)-toplanabilir olmadig1 Teorem 4.8
yardimiyla kolaylikla goriilebilir.
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5. DORT BOYUTLU MATRISLER iCiN BOREL OZELLiGi

Terimleri 0 ve 1’ lerden olusan dizilerin toplanabilmesi giiniimiize kadar pek ¢ok yazar
tarafindan galisilmigtir. 1909 yilinda Borel, terimleri O ve 1’ lerden olusan dizilerin
hemen hepsinin % degerine Cesaro toplanabildigini gostermisgtir. 1945 yilinda Hill,
terimleri 0 ve 1’ lerden olusan tiim dizilerin kiimesi ile [0, 1] aralig1 arasinda birebir
bir esleme kurarak regiiler A = (a,;) matrisleri i¢gin Borel’ in sonucunu incelemigtir.
Terimleri 0 ve 1’ lerden olusan dizilerin hemen hepsi % degerine A-toplanabilir ise A
matrisi Borel 6zelligine sahiptir denir. Ayrica Hill 1951 ve 1954 yillarindaki calig-
malarinda bir matrisin Borel 6zelligine sahip olmasi icin gerek oldugu halde yeter
olmayan veya yeter oldugu halde gerek olmayan baz kosullar vermistir.

2004 yilinda Miller ve arkadaslar1 terimleri O ve 1’ lerden olusan ¢ift dizilerin hemen
hepsinin % degerine (C, 1, 1) —toplanabildigini gostermistir. Dolayisiyla dért boyutlu
Cesaro matrisi Borel 6zelligine sahiptir.

Bu boliimde dort boyutlu matris metodlarinin Borel 6zelligine iligkin gerek veya
yeter kogullar verecegiz.

Bu amacla ilk olarak bazi1 temel kavramlar1 hatirlatalim. Boliim 4’ de tanimlanan
olcii kavraminmi bu boliimde de kullanacagiz.

Eger A = (a%”) dort boyutlu matrisi sinirl yakinsak her diziyi ayni degere yakinsak
sinirli bir diziye doniistiiriiyor ise, bu matrise sinirh regiiler matris denir. Sinirh
regiiler matrisler i¢in bir karakterizasyon Robison tarafindan verilmistir.

Onerme 5.1 Dort boyutlu A = (a%”) matrisinin siirh regiiler olmasi icin gerek
ve yeter sart
(¢) Her bir j, k icin p — lim afj* =0,

7,Mm—00
00,00

(@) p— lim > anr =1,
' jk=1,1

(¢73) Her bir j i¢in p — lim Z ‘ag‘,;”‘ =0,
Syt

(1v) Her bir k i¢gin p — lim Z }a%”‘ =0,
,M—00 =

(v) Her m ve n igin Z }a%"‘ <M
jk=1,1

olmasidir (Robison 1926).

Dikkat edilecek olursa yukaridaki énermenin kosullar1 RH-regiiler bir
matrisin saglamasi gereken kosullardan daha kuvvetlidir.
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5.1 Borel Ozelligi icin Gerek Kosullar

Bu kisimda dort boyutlu bir matrisin Borel 6zelligine sahip olmasi i¢in gerek kogullar
verilecektir.
00,00
Teorem 5.1 A= (a?]f) matrisi Borel 6zelligine sahip ise Z aj' serisi her n,m
Gk=1,1
icin anlamli ve n, m — oo i¢in 1 degerine p-yakinsaktir.

Ispat. A matrisi Borel 6zelligine sahip oldugundan hemen her x € X icin

00,00

p- 71‘rizmoo E aj Tk = % olur. Yani,
3 —
jk=1,1

K= {x: (2) € X : (Ax), — %}

olmak tizere P (K) = 1 gergeklenir. X = (Z;;,) dizisi
xjk::{ 0 zjr=1

1 y l’jk:O

bigiminde tammlansin. Y = KNnve K = {(T;x) : 2, € Y} olmak tizere Y = KNy
elde edilir. (z;;) dizisini (T;;) dizisine gotiiren doniisiim P 6l¢iistinii korudugundan
P(Y)=1olur. Ohalde Y NY # 0 elde edilir. x = (z;,) € Y NY isex € K, x €7
ve X € K, X € nolur. x, x € K oldugundan

00,00 00,00 00,00
nm nm—=—  __ nm
g agy T + E ajy T, = g aj’ — 1 (n,m — o00)
jk=1,1 jk=1,1 jk=1,1

bulunur. Béylece ispat elde edilir. =

Teorem 5.2 A = (a%”) matrisi Borel 6zelligine sahip olsun. Bu taktirde her n,m €
N igin

00,00

gerceklenir.

Ispat. rj; (x) = 22,5, — 1, cift diziler icin Rademacher fonksiyonu olmak iizere

00,00 1 00,00 1 00,00
nm - nm nm,,
E Tjk Tjk = 5 E Gk T 5 E ajy' i (X)
7,k=1,1 7,k=1,1 7,k=1,1

egitligi mevcuttur. A matrisi Borel 6zelligine sahip oldugundan Teorem 5.1 geregince

00,00
her n,m € N i¢in ve hemen her x icin Z aji'ry, (x) serisi yakinsaktir. Hatta
jk=1,1
00,00 00,00
hemen her x igin Er}nl Z aji'rj, (x) = 0 olur. O halde Z aZi'ry, (x) serisi
J:k=1,1 gk=1,1
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pozitif olgiilii bir D kiimesi iizerinde her n,m € N icin x degiskenine gore diizgiin
yakinsaktir. Dolayisiyla her bir n,m € N ve keyfi € > 0 i¢in p, u > Ny ve q,v > Ny
oldugunda

p,q 12214
ST oA x) - Y alt(x)| <e
Jik=1,1 g k=11

olacak bi¢imde bir /NV; dogal sayis1 ve bir N, dogal sayis1 vardir.
Ulp,p;v,q) = {(J,k): n<j<pveyarv <k <q} olmak iizere yukaridaki esitsiz-
likten

2P (D) > / Z aj' i (x) | dP(x)

D \Ulp.piv.d]

nm 2
= P(D) Y (¢ +R
Ulp,p;v,d]
olup, burada R =2 > af} ajp, frjlkl X) T'joky () AP (x) ve
Ip,piv 4
I'p,pyv,q) =Ulu,p;v,q)0{(j, k) : j1 # jo veya ki # ko} bigimindedir. Holder esit-
sizliginden

N

1 2 %

R<2 Y @nan)t 3 X | /o @ne@dr@) b6

Ip,piv.q] Iwpiv,al \p

2
elde edilir. v}, ., = < J ik (X) 7ok, (x) dP (x)) diyelim. Bessel egitsizliginden
D

2. Viikijzks < /(XD (x))?dP (x) = P (D)
1< <jp<x X
1<k <ky<oo

olur. Yeterince biiyiik p, q, 1 ve v degerleri igin

2

P (D)
Z v321k1j2k2 < 4 (52)

Iu,p;v,q]

bulunur. (5.1) ve (5.2) esitsizliklerinden

NI

7 < 2D S (aymanm)?

J1k1 " j2ka
I[p,piv,q]

(NI

P(D> nm _nm \2
< T Z (aj1k1aj2k2)
Ulp,p;v,d]

P(D
< PPy
Ulp,piv,4)
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olur.
P(D
2po) > P0) Y () - TP S gy
Ulp,p;v,q] Ulp,p;v,4]
= 2 Z (a]'k)
Ulp,p;v,q]

ve P (D) > 0 oldugundan (a%”)2 < 2¢? elde edilir. Dolayisiyla herbir

Ulp.psv,d]
n,m € N igin Z (a;‘,;")2 < o0 gergeklenir. m
jk=1,1
Teorem 5.3 A = (a’}") matrisi Borel ¢zelligine sahip ve Onerme 5.1” in (v) kogulu
gerceklenirse
S (a) =0(1) (n,m— o) (5.3)
jk=1,1
elde edilir.
Ispat. o, (x) = Z aZi'rjr, (x) olsun. O halde
J:k=1,1
o2 (x) = ( Z agp' Tk (x)) ( Z agi' Tk (X)> esitligini ve (v) kosulunu kulla-
Jik=1,1 Jk=1,1
narak . .
o I < > Jai| D fai] < o
k=11 k=11
oldugundan
()= DGR () Tk (%)
1 < j1,J2 <00
1 S kl? kZ S &)

hemen her yerde diizgiin yakinsaktir. Dolayisiyla

1, ji=javeki=k
/lekl (X) Tjoks (X) dP (X) = { 0 7 ‘71.717'é j2,]2veya ]161 7& 22
X

oldugunu da kullanirsak

/ o2, (x)dP (x) = S aman, / i (%) Py () P () (5.4)
X 1<71,72 <0 X
1 <k ky <00
,Oo nm 2
= Z (“jk )
jk=1,1
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elde edilir. A matrisi Borel 6zelligine sahip oldugundan diizgiin siurh (o, (x))
dizisi hemen her x igin L = 0 degerine yakisaktir. (5.4) ve Lebesgue yakinsaklik

00,00
. " . 2 B .
teoremi geregince p — lim g (a’;ﬁ) = 0 bulunur. Boylece ispat tamamlanir.
n,m— 00
jk=1,1

Teorem 5.4 A = (a?,i”) dort boyutlu bir matris ve terimleri 0 ve 1’ lerden olusan
dizilerin hemen hepsi A-toplanabilir olsun. Bu taktirde

0,00
B = E ajy;’ anlamh  ve p—limf,, = 0 mevcut,
n,m
k=11

ve herbir n, m icin

00,00

Anm: Z (a?gn)z < 0

J,k=1,1

gerceklenir.

Ispat, Teorem 5.1 ve Teorem 5.2’ nin ispatlarina benzer sekilde yapilabileceginden
burada verilmeyecektir.

5.2 Borel Ozelligi icin Yeter Kosullar

Bu kisimda dort boyutlu matrislerin Borel 6zelligine sahip olmasina iligkin bazi yeter
kogullar incelenecektir. Bu amacla ilk olarak

Dy(A) = {xeX: (Ax),,, waksak},
Di(A) = {xeX: (Ax),. yakinsaktir},

Dy(A) = {XGX: (Ax)nmﬁ%(n,meoo)}

kiimelerini gozoniine alarak bu kiimelerin 6lciileri arasindaki iligkiyi inceleyecegiz.

Teorem 5.5 A= (a}?) dort boyutlu smirh regiiler bir matris olsun. Bu durumda
Dy (A) ve Dy (A) kiimeleri ayn 6lgiiye sahiptir ve bu deger 0 veya 1 olur.

Ispat. Keyfi x € D; (A) (veya D; (A)) alahm. x dizisinin sonlu tane terimi degisti-
rildiginde elde edilen X dizisi icin

00,00 Josko
nmoy _ nma nmz
E @ Tk = E @jg Tk + E sk Tk
gk=1,1 7,k=1,1 j>jo veya k>ko
Josko
_ nmzay nm
= E @jp Tk + g @ Tk
7,k=1,1 7>jo veya k>ko

esitligi yazilabilir. Buradan (i) geregince X € Dj (A) (veya Dy (A)) elde edilir.
Dolayisiyla Dy (A) ve Ds (A) kiimeleri homojendir (Visser 1938). Homojen kiimelerin
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0 veya 1 6lciilii oldugunu biliyoruz. Ayrica D (A) C D; (A) oldugundan P (D, (A)) =
1 olmas1 P (D5 (A)) = 1 sonucunu gerektirir ise ispat tamamlanir. x € D; (A) olsun.

00,00 00,00 00,00

: nm .1 nm 1 nm
p—l;rrfll Z ajkmjk:p—grﬁﬁ Z ajy +p—l£r£§ Z aj'ri (x)  (5.5)
T jk=1,1 ’ dk=1,1 ' Gk=1,1
olup hemen her x i¢in p—lnilgll Z aji'rj, (x) = h (x) olsun. (v) kogulundan integral
k=11
ile toplam yer degistirebilir.
/ h(x)dP (x) — / (p “tim S (x)> dP (x)
X % i 4 k=1,1
= p—lim ( Z agy' T (x)) dP (x)
T \ik=1,1
= p—lim Z ajy. /rjk(x)dp(x) =0
" k=1 e

bulunur. Dolayisiyla hemen her x igin A (x) = 0 olur. Boylece (5.5) esitliginde sag-
daki ilk limitin degeri % oldugundan x € D5 (\A) elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.
[

Sonug 5.1 A = (a%") dort boyutlu smirl regiiler bir matris olmak iizere Dy (\A)
kiimesi sifir veya bir olgiiliidiir.

Sonug 5.2 A = (a%”), terimleri 0 ve 1’lerden olusan dizilerin hemen hepsini
toplayabilen dort boyutlu sinirl regiiler bir matris ise Borel tzelligine sahiptir.

00,00 00,00
2
Lemma 5.1 ¢, (x) = Z ai'rik (x), Apm = Z (a’™)” mevecut olsun ve
Jk=11 Jk=1,1

Onerme 5.1" in (v) sart1 gerceklensin. Bu durumda r pozitif bir tamsay1 olmak
uzere

(2r)!
2rr!

[ 100 G0 dP (60 < 7 (Aw) (56)

esitsizligi gergeklenir.

Bu teoremin ispati Lemma 4.2 yardimiyla kolaylikla elde edilir.

Asgagida cift diziler i¢cin Beppo-Levi teoremi ispatsiz olarak verilecektir.

Teorem 5.6 Z fnm » X kiimesi tizerinde tanimh pozitif 6lciilebilir fonksiyonlarin

bir serisi olsun. Bu durumda

/( Oof fm(x)) dP (x) = Oof /fnm(X)dP(x)

X n,m=1,1 n,m=1,1
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gerceklenir.

Teorem 5.7 A = (a%”) dort boyutlu matrisi Onerme 5.1 in (i4) ve (v) kosullarii

gerceklesin. Eger
2. (Z <a?zf>2> (5.7

n,m=1,1 \jk=1,1
serisi bir r pozitif tamsayisi i¢in yakinsak ise .4 matrisi Borel ¢zelligine sahiptir.
Ispat. A matrisinin Borel dzelligini gerceklemesi hemen her x € X icin

00,00 00,00

1
D dTk=5 ) i + Z ajk ik (X

7,k=1,1 J,k=1,1 j k=1,1

ifadesinin % degerine yakinsak olmasina denktir. Lemma 5.1 geregince her r pozitif
tamsayisi icin (5.6) esitsizligi gergeklenmektedir. Diger taraftan (5.7) serisi en az bir
r pozitif tamsayisi i¢in yakinsak oldugundan

00,00

3 / [y ()2 AP (x) < 00

n,m:l,lX

bulunur. Cift diziler icin Beppo-Levi teoremi geregince hemen her x ic¢in

/ ( S [ <x>r”) 0P (x) < oo

X n,m=1,1

olur. Dolayisiyla hemen her x igin

n,Mm—00

elde edilir. Bu da ispati tamamlar. m

(C,1,1) dort boyutlu Cesaro matrisinin Borel 6zelligine sahip oldugu yukaridaki
teoremin bir sonucu olarak da kolaylikla elde edilebilir.

Diger taraftan Teorem 5.3’ de dort boyutlu bir A matrisinin Borel 6zelligine sahip
olmasi i¢in bir gerek kogul verilmisti.

Peki bu teoremin kargiti dogru mudur? Bu sorunun cevabinin "HAYIR" oldugunu
asagida gosterecegiz.

Dort boyutlu bir matris iki boyutlu sonsuz matrislerin bir ¢ift dizisi gibi diigiiniilebile-
ceginden her bir terime bir matris gibi bakabiliriz. Burada her bir terime bir i¢ matris
diyecegiz.

Dort boyutlu Cesaro matrisini gozoniine alalim ve bu matris yardimiyla dort boyutlu
bir A = (a%”) matrisini agagidaki gibi inga edelim:
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Her bir i¢ matriste sifir olmayan elemanlar: siitun olarak her mertebeden saga dogru
Oteleyelim.

1 00
Ornegin {0 0 0 i¢ matrisi i¢in iki farkli muhtemel durum oldugundan
1 00 0 10
(ajx) =10 0 0 , (aji)=10 0 0
1100
olur. [0 0 0 O i¢ matrisi icin alt1 farkli durum s6z konusu oldugundan
@y - 88002 @=-ltobo
jk) ’ jk) —
[0 % % 0 ..] [0 0 % % 0
(ajf) = |0 0 0 0 (af)=10 0 0 0 O
]k Y ]k;
elde edilir. Simdi (a2), , (a3) i¢ matrisleri de
10 .. 100 000
@) =15 o | @)=10 50 [ @D=1{5 ¢ o

bi¢iminde bulunur. Benzer sekilde devam edilirse istenilen dért boyutlu A matrisi
elde edilir. Agikga goriilecegi gibi inga edilen A matrisi (5.3) kosulunu gergekler.
Simdi de (n,2u) dikdortgensel kisminda (nu + r)-tane 1 ve (nu — r)-tane 0 igeren
{zjx} cift dizisini gozoniine alalim.

r = 0 durumunda terimleri 0 ve 1’ lerden olusan .4 matrisinin bir i¢ matrisi {z;} ¢ift

dizisini 0 degerine toplar ve diger bir i¢ matris ise 1 degerine toplar. Bu i¢ matrisler
noe,mo ni,mi

sirasiyla (aj’k ) ve (aj’k ) olsun.

n0,mMo

1
Eger — leri igeren (aj : ) i¢ matrisi i¢in {z;;} cift dizisinin (1, 2u) dikdortgensel
np ’
1
kismindaki tiim 0’ lara —’ ler karsilik gelirse
> d™r, =0
gk
ny

1
elde edilir. Ayrica —’ leri iceren (ajvk’ml) i¢ matrisi i¢in {z;;} ¢ift dizisinin (7, 2u)

1
dikdortgensel kismindaki tiim 1’ lere —’ ler karsilik gelirse
ny

ni,my
E aj Tjk = 1
J.k
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elde edilir.

1
r > 0 durumunda —’ leri igeren (a}‘%’mo

N

1
dikdortgensel kismindaki tiim 1’ lere —’ ler karsilik gelirse
np

no,mo,. = __
E ajy Tj =1

Ik

) ic matrisi igin {z;;} ¢ift dizisinin (1, 2u)

ni,mi

1
olur. Ayrica —’ leri igeren (a ik ) i¢ matrisi i¢in {x; } ¢ift dizisinin (n, 2) dikdort-
N ’

1
gensel kismindaki tiim 0’ lara —’ ler karsilik gelirse

mom o T

ik N
elde edilir.
1
r < 0 durumunda ﬁ, leri igeren (aZ‘}C’mo) ic matrisi igin {z;;} ¢ift dizisinin (1, 2u)
1
dikdortgensel kismindaki tiim 0’ lara —’ ler karsilik gelirse
N
> d™r, =0
5k
1 .. ni.m . o e e e . o e e e .
olur. Ayrica —’ leri iceren (ajjg’ ') i¢ matrisi i¢in {24 } ¢ift dizisinin (n, 2p) dikdort-

1
gensel kismindaki tiim 1’ lere —’ ler karsilik gelirse

ny

niy,m r
oA My =1+ —
m U

elde edilir.

1
Yukaridaki durumlarda —’ leri iceren i¢ matriste Za?’,;nmjk toplaminin salinimi
ny ’
7]

en az 1 — olur. {z;;} ¢ift dizisinin A-toplanabilir olmas: igin 7, 4 — oo iken

7]

— — 1 olmak zorundadur.
ny

Il

dizilerin kiimesi 0 olgiiliidiir. Dolayisiyla dort boyutlu A matrisi Borel 6zelligine
sahip degildir. O halde (5.3) ifadesi yeter kosul degildir.

(C,1,1) matrisi Borel 6zelligine sahip oldugundan — 1 kosulunu saglayan cift
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6. TARTISMA VE SONUC

Dizilerin yakinsakliginin incelenmesi matematik analizde onemli bir yer tutmak-
tadir. Bilindigi gibi bir dizi yakinsak ise her altdizisi de yakinsaktir ve bunun kargiti
da dogrudur. Bu diisiinceden yola c¢ikarak 1943 yilinda Buck ve Pollard verilen
bir dizinin altdizileri ile (0, 1] araligl arasinda birebir egleme kurup “her altdizisi”
kavrami yerine “hemen her altdizisi” kavramini alarak verilen bir dizinin Cesaro
toplanabilmesi ile altdizilerinin Cesaro toplanabilmesi arasindaki iligkiyi incelemigtir.

Diger taraftan altdizilerin toplanabilmesine paralel olarak terimleri 0 ve 1’ lerden
olusan dizilerin toplanabilmesi de toplanabilme teorisinin énemli bir problemidir.
Bilindigi gibi regiiler bir matrisin toplayamayacag: terimleri 0 ve 1’ lerden olusan en
az bir dizi vardir. Borel, terimleri 0 ve 1’ lerden olusan dizilerin hemen hepsinin 1

2
degerine Cesaro toplanabildigini gostermistir.

Bu tez ¢alismasinda aligilmig diziler uzayinda g-Cesaro matrisinin Buck-Pollard 6zel-
ligi incelenmistir. Bu baglamda aligilmig sinirh dizilerin ¢g-Cesaro toplanabilmesi i¢in
bir karakterizasyon verilmigtir. Ayrica dort boyutlu Cesaro ve g-Cesaro matrislerinin
Buck-Pollard 6zelligi de incelenmistir. Bununla birlikte dért boyutlu toplanabilme
matrislerinin Borel 6zelligine iligkin gerek sart olup yeter sart olmayan, ayrica yeter
sart olup gerek sart olmayan bazi sonuclar verilmigtir.

Ne yazik ki dort boyutlu bir matrisin Borel 6zelligine sahip olmasi icin bir gerek ve
yeter sart olup olmadig1 acik bir problem olarak durmaktadir.

Elde edilen sonuclar, ¢ift indisli dizilerin toplanabilmesi i¢in olduk¢a ¢nem arz et-
mektedir.

41



KAYNAKLAR

Agnew, R. P. 1944. Summability of subsequences. Bull. Amer. Math. Soc. vol. 50;
596-598.

Borel, E. 1909. Les probabilities denombrables et leurs applications arithmetiques.
Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo. vol. 27; 247-271.

Bromwich, T.J.I’A. 1942 An Introduction to Theory of Infinite Series.
London, MacMillan.

Buck, R. C. 1943. A note on subsequences. Bull. Amer. Math. Soc. vol. 49; 898-899.

Buck, R. C. and Pollard, H. 1943. Convergence and summability properties of
subsequences. Bull. Amer. Math. Soc. vol. 49; 924-931.

Boos, J. 2000. Classical and Modern Methods in Summability. Oxford Univ.
Press, UK.

Connor, J. 1990. Almost none of the sequences of 0’s and 1’s are almost convergent.
Internat. J. Math. Math. Sci. vol. 13; 775-777.

Crnjac, M., Cunjalo, F. and Miller, H. I. 2004. Subsequence characterizations of
statistical convergence of double sequences. Radovi Math. vol. 12;
163-175.

Garling, D. J. H. 2007. Inequalities: A Journey into Linear Analysis, Cambridge
University Press, New York.

Garreau, G.A. 1951. A note on the summation of sequences of 0’s and 1’s. Annals
of Mathematics, vol. 54; 183-185.

Hamilton, H. J. 1936. On transformations of double sequences. Bull. Amer. Math.
Soc. vol. 42; 275-283.

Khan, M. K. and Orhan, C. 2010. Characterizations of strong and statistical
convergences. Publ. Math. Debrecen. vol.76; 77-88.

Hardy, G. H. 1919. On the convergence of certain multiple series. Proc.
Cambridge Philos. Soc. 19, 86-95.

Hill, J. D. 1945. Summability of sequences of 0’s and 1’s. Annals of Mathematics.
vol. 46; 556-562.

Hill, J. D. 1951. The Borel property of summability methods. Pacific J. Math.
vol. 1; 399-409.

Hill, J. D. 1954. Remarks on the Borel property. Pacific J. Math. vol. 4; 227-242.

Huan,N. V. and Quang, N. V. 2012. The Doob inequality and strong law of
large numbers for multidimensional arrays in general Banach spaces.
Kybernetika (Prague). vol. 48; 254-267.

42



Kacmarz, S. and Steinhaus, H. 1935. Theorie der orthogonalreihen. Warsaw;
125-132.

Keagy, T. A. 1978. Summability of subsequences and rearrangements of sequences.
Proc. Amer. Math. Soc. vol. 72;492-496.

Keogh, F. R. and Petersen, G. M. 1961. Riesz summability of subsequences. Quart.
J. Math. Oxford (2) vol. 12; 33-44.

Knopp, K. 1931. Theorie und anwendung der unendlichen reihen. Springer. Berlin.

Lorentz, G. G. 1948. A contribution to the theory of divergent sequences. Acta
Math. vol. 80; 167-190.

Miller, H. I. 1982. On a result of Steinhaus and Buck. Radovi Math. vol. 20;
149-153.

Miller, H. I. 1995. A measure theoritic subsequences characterization of statistical
convergence. Trans. Amer. Soc. 347. 5; 1811-1819.

Miller, H. I. and Orhan, C. 2001. On almost convergent and statistically convergent
subsequences. Acta. Math. Hungar., vol. 93; 135-151.

Méricz, F. 1979. On the convergence in a resricted sense of multiple series. Analysis
Mathematica. vol. 5; 135-147.

Moricz, F. 1981. The kronecker lemmas for multiple series and some applications.
Acta. Math. Acad. Sci. Hungar. vol. 37; 39-50.

Nathanson, I. P. 1964. Theory of functions of a real variable. Frederick Ungar
Publishing Co. New York.

Parameswaran, M. R. 1961. Note on the summability of sequences of zeros and
ones. Proc. Nat. Inst. Sci. India Part A. vol. 27; 175-177.

Patterson, R. F. 1999. Double sequence core theorems. Int. J. Math. Sci. vol. 22;
785-793.

Petersen, G. M. 1960. Almost convergence and the Buck-Pollard property. Proc.
Amer. Math. Soc. vol. 11; 469-477.

Pringsheim, A. 1898. Elementare theorie der unendliche doppelreihen. Sitsungs
Berichte der Math. Akad. der Wissenschafften zu Miich. Ber. 7, 101-
153.

Rhaly, H. C. 1989. p-Cesaro matrices. Houston Journal of Mathematics vol. 15;
137-146.

Quang, N. V. and Huan, N. V. 2009. On the strong law of large numbers and
L,-convergence for double arrays of random elements in p-uniformly
smooth Banach spaces. Statist. Probab. Lett. vol. 79; 1891-1899.

43



Robison, G. M. 1926. Divergent double sequences and series. Trans. Amer. Math.
Soc. vol. 28; 50-73.

Tsuchikura, T. 1950. Arithmetic means of subsequences. Tohoku Mathematical
journals. vol. 2; 188-191.

Tsuchikura, T. 1951. Notes on Fourier analysis (XL): Remarks on the Rademacher
system. Proc. Jap. Acad. vol. 27; 141-145.

Unver, M. 2013. Inclusion results for four dimensional Cesaro submethods. Stud.
Univ. Babeg-Bolyai Math. vol. 58; 43-54.

Visser, C. 1938. The law of nought-or-one in the theory of probability. Studia Math.
vol. 7; 143-149.

Wilansky, A. 2000. Summability through Functional Analysis. Elsevier Science
Publisher B.V. Amsterdam.

44



OZGECMIS

Adi1 Soyadi1 : Emre TAS
Dogum Yeri : Ankara
Dogum Tarihi: 04/06/1986
Medeni Hali : Evli

Yabanci Dili : Ingilizce

Egitim Durumu (Kurum ve Yil):
Lise : Sokullu Mehmet Paga Lisesi
Lisans :  Ankara Universitesi, Matematik Boliimii

Yiiksek Lisans : Ankara Universitesi, FBE

Calistigit Kurum/Kurumlar ve Yil: Kirsehir Ahi Evran Universitesi, Ankara

Universitesi

Yayinlari:

e Orhan C., Tas E. and Yurdakadim T. 2012. The Buck-Pollard property

for p-Cesaro matrices. Numer. Funct. Anal. Optim. vol. 33; 1-7.

¢ Yurdakadim T., Tag E. and Sakaoglu I. 2012. Approximation of
functions by the sequence of integral operators. Applied Mathematics
and Computation. vol. 219; 3863-3871.

e Yurdakadim T., Tas E. 2013. Double sequences and Orlicz functions.
Periodica Mathematica Hungarica. vol. 67; 47-54.

e Tag E., Orhan C. and Yurdakadim T. 2013. The Stancu-Chlodowsky
Operators based on g-Calculus. AIP Conference Proceedings.

vol. 1558; 1152-1155.

¢ Yurdakadim T., Tag E. and Atlihan, O. 2013. Statistical Approximation

Properties of Convolution Operators for Multivariables. AIP Conference
45



Proceedings Volume: 1558; 1156-1159.

e Tag E. and Yurdakadim T. 2013. Characterization of uniform statistical
convergence for double sequences. Miskolc Mathematical Notes. vol. 13;
543-553.

e Atlihan, O. and Tag E. 2015. An abstract version of the Korovkin theorem

via A-summation process. Acta Math. Hungar. vol. 145; 360-368.

e Tag E. The Borel Property of 4-dimensional Matrices.
Hacettepe Journal of Mathematics and Statistics. Accepted.

46



