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FUZZY METRIKIMSIi UZAYLAR VE OZELLIiKLERIi

OZET

Topoloji Anabilim Dalinda en 6nemli uygulama alanlarindan birisi olan sabit nokta
teorisinde, temel uzay yapisi1 fuzzy metrik ve fuzzy metrikimsi uzaylar secilerek
bircok caligmalar yapilmaktadir. Son yillarda bu uzaylara ait oOzellikler ve
siniflandirilmalariyla ilgili ¢aligmalara ihtiya¢ duyulmaktadir.

Bu tezde fuzzy metrikimsi uzaylar {izerine calisilmis, 6zellikleri incelenmis ve
yeni bir takim smiflandirmalar yapilmistr. Bu smiflandirmalar giicli fuzzy
metrikimsi ve stabil fuzzy metrikimsi olarak adlandirilmis ve aralarindaki iliskiler
incelenip Orneklendirilmistir. Ayrica bu smiflandirmalar, fuzzy 2-metrikimsi ve
fuzzy 3-metrikimsi uzaylarda da tanimlanmis olup aralarindaki iliskiler incelenmis
ve oOrneklendirilmistir. Calismanim bir sonucu olarak, giiclii fuzzy ultrametrikimsi
uzaylarda ¢ok degiskenli bir sabit nokta teoremi elde edilmis ve ispatlanmistir.

Anahtar Kelimeler: Fuzzy Metrikimsi; Gliclii Fuzzy Metrikimsi; Gliclii Fuzzy 2-
Metrikimsi; Giiclii Fuzzy 3-Metrikimsi; Sabit Nokta.
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FUZZY PSEUDOMETRIC SPACES AND FEATURES

ABSTRACT

In fixed point theory which is one of the important applied area in the department of
Topology, a lot of works are done by choosing fuzzy metric and fuzzy pseudometric
spaces as the structure of fundamental spaces. Recently, it is needed to work on
classifications and proporties of these spaces.

In this thesis, fuzzy metric spaces have been worked, some properties of them
have been examined and some classifications have been introduced. These
classifications are called as strong fuzzy pseudometric and stable fuzzy
pseudometric, structures and the relationships between them been proved and
illustrated with examples. These structures have been also introduced, examined
relationships between them and illustrated with examples in fuzzy 2-pseudometric
and fuzzy 3-pseudometric spaces. As a result of this thesis, a multi-valued fixed point
theorem have been presented and proved in strong fuzzy pseudometric spaces.

Key Words: Fuzzy Pseudometric; Strong Fuzzy Pseudometric; Strong Fuzzy 2-
Pseudometric; Strong Fuzzy 3-Pseudometric; Fixed Point.
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1. GIRIS

Bostan farkli bir kiime iizerinde metrik veya bir kiimenin iki noktas1 arasindaki
uzaklik kavraminin nasil tanimlanacagi matematigin temel problemlerinden biri
olmustur. 1906 yilinda Frechet, bostan farkli bir kiime iizerindeki metrik yapisi
iizerinde calismis, kiimenin farkli iki elemani arasindaki uzakligin pozitif bir reel
sayl olmasi gerektigini gostermistir. Bu tarihten itibaren metrik uzay kavrami
iizerinde calismalar yapilmis ve bu yap1 gelistirilerek birgok genellestirilmis metrik
uzaylar elde edilmistir. Ancak bu siirecte, kiime tanimi yetersiz kalmistir. Ornegin;
kiime tanimina gore mavi renkteki cisimlerin kiimesi olusturulabilir; ancak renk
anlayis1 kisiden kisiye degisiklik gosterdiginden bu kiimenin elemanlar1 tek tiirli
tanimlanamamaktadir. Bu ise kiimenin iizerine konulacak olan matematiksel yapilar1
tehlikeye diisiirmektedir. Ciinkii klasik kiime, verilmis bir evrendeki nesneleri iki
gruba ayiracak sekilde tanimlanir; eger nesneleri eleman olarak kabul ediyorsa
kiimeye ait, eleman olarak kabul etmiyorsa kiimeye ait degildir.

Bu yetersizligi goren Zadeh, 1965 yilinda fuzzy mantik ve fuzzy kiime
tanimini ortaya atmistir. Bu tanima gore bir fuzzy kiime, her bir olas1 elemana onun
fuzzy kiime i¢indeki iiyelik derecesini gosteren bir deger verilerek tanimlanir.
Boylece elemanlar biiyiik veya kiiciik olmasi oraninda kiimeye ¢ok veya az ait
olurlar. Bu iiyelik dereceleri [0,1] arahiginda bulunan reel say1 degerleri ile temsil
edilir. Bundan sonra ise bu sekilde elde edilen elemanlar arasindaki uzakligin nasil
tanimlanacagi yani bir fuzzy kiime iizerinde metrik yapinin nasil olusturulacag: fuzzy
matematigin temel problemlerinden biri olmustur. Bir¢ok bilim adami fuzzy metrigi,
fuzzy kiimeler lizerinde farkli tanimlamislardir ancak hepsinin ortaya ¢ikis noktasini
bir kiime iizerindeki metrik yapi olusturmustur. Bu alandaki ilk c¢alismayr 1975
yilinda Kramosil ve Michalek, 1979 yilinda Erceg, 1982 yilinda Deng, 1984 yilinda
Kaleva ve Seikkala, 1994 yilinda George ve Veeramani yapmustir.

Son yillarda fuzzy mantig1 bircok uygulama alaninda caligiimaktadir.
Bunlardan bazilari; otomatik kontrol sistemleri, ekonomi, finans, tip bilimi,
miihendislik, bilgisayar bilimleri ve psikolojidir. Kullanim alanlarmna ornekler ise

Panasonic firmasmin video kayit cihazlarmin elle tutulmasi nedeniyle cekim



sirasinda olusan sarsintilar1 ortadan kaldirmasi, Mitsubishi firmasinin klimalarda
ortam kosullarini degerlendirerek en iyi ¢alisma durumunu algilamasi ve odaya birisi
girdiginde sogutmay1 artirmasi, Sony firmasmin televizyonlarda ekran kontrastini,
parlakligini, rengini ayarlamasi ve Nissan firmasinin ABS fren sistemlerinde
tekerleklerin kilitlenmeden frenlenmesini saglamasi verilebilir.

Gilinitimiizde ise fuzzy metrik uzaylarda yeni siniflandirmalar ¢aligiimaktadir.
Biz bu calismamizda daha zayif bir yapiya sahip olan fuzzy metrikimsi uzaylarda iki

yeni smiflandirmay1 tanitacagiz.



2. FUZZY METRIKIMSI UZAY iLE iLGILIi TEMEL KAVRAMLAR

Cantor, kiimeyi 1879 yilinda su sekilde tanimlamistir: X # @ olmak {izere; A € X
iginx € X ikenp, : X - {0,1},

1, X EA
”A(X)={0, X & A

seklinde p, tyelik fonksiyonu igin,

A = {(x,pA(x)) tX E X}
X de bir kiimedir.

Zadeh, fuzzy kiimeyi 1965 yilinda su sekilde tanimlamistir: X # @ olmak
lizere; A € Xigin x € Xikenp, : X - [0,1]ve A€ (0, 1] igin,

(X)={X,XEA
Ha 0, x&A

seklinde p, tyelik fonksiyonu igin,
A = {(x,pA(x)) 1X E X}

X de bir fuzzy kiimedir.

Ornek 2.1. X = {a,b,c } olsun. A = {a, b} olmak iizere;

_ (1, x=aveyax=b

seklinde tanimlansin.

A={(x,pA(x)):xeX}

A={@u@), (bu,®),(cn,©)}
A={(@1),(01)(c0)}
A={ab}

X de bir kiimedir.



Eger,

_( I, x=aveyax=b
a0 _{0.2, x=c

olarak tanimlarsak,
A ={(a1),(b1),(c,02)}
fuzzy kiimesi bulunur. Her kiime fuzzy kiimedir.
B = {(a,0.7), (b,0.5),(c,0.1)}
fuzzy kiimesiyle birlikte birlesim ve kesisim islemi sirasiyla,

AVB = {(x, max{p, (0, p, ®}) :x € X} ={(a, 1), (b, 1),(c,02)}

AAB = {(x, min{uA(x), b (X) } ): X € X} = {(a,0.7), (b,0.5),(c,0.1)}

seklinde tanimlanir. A fuzzy kiimesinin tiimleyeni ise;

A€ = {(x,1 — 1, ():x€ X} = {(a,0), (b, 0), (c,08)}

seklinde tanimlanir.
Uggen normlar, probabilistik metrik uzaylarda mesafeleri modellemek igin

Schweizer ve Sklar (1960) tarafindan ortaya konulmustur.

Tanmim 2.2. 1 = [0, 1] olmak tizere * : I X I — I fonksiyonu asagidaki sartlar1 saglarsa

stirekli iggen norm veya t — norm olarak adlandirilir; her a, b, c,d € I i¢in,
tl.ax1=a,0x0=0

t2.axb=bx*a

t3.(axb) xc= ax(bx*c)

t4. Egera < bvec < disea*c < b x d (Schweizer ve Sklar, 1960).

Ornek 2.3. Hera,b €1 icin,
a*b = min{a, b} (minimum t — norm)
a*b=a.b (carpim t-norm)

a*xb=maks{a+b—1,0} (Lukasiewicz t — norm)



temel licgen normlardir ve zayiftan giicliiye dogru,
maksf{a + b — 1,0} < a.b < min{ a, b}
ozelligi vardir (Schweizer ve Sklar, 1960).

Ornek 2.4. Hera, b€ icin axb=a.b isleminin t-norm oldugunu gosterelim:

Herhangi a, b, c,d € 1 i¢in,

tl.ax]1 =a.l=a

t2.axb=a.b=b.a=b=xa

t3. a*x (bxc) =ax(b.c) =a.(b.c) = (a.b).c = ((a*b) *¢)

t4d.a<b,c<d ikenaxc<b=xd

Ornek 2.5. Her a,b € I i¢in a* b = min {a, b} isleminin t-norm oldugunu gosterelim:

Herhangi a,b,c,d € I i¢in,
tl.ax1 =minfa, 1} = a
t2.a*b = min{a,b} = min{b,a} =b=xa
t3. a * (b * ¢) = a * min{b, ¢} = min{ a, min{b, ¢} } = min{a, b, ¢}
= min{min{a, b}, c}
= min{a * b, ¢}
=(axb)x*c
td.a<b, c<d ikenaxc<b=xd
l.durum. a<b<c<d=>axc=minfa,c} =a<b=min{b,d} =b=d
2.durum. a<c<d<b=a*c=min{a,c}=a<d=min{b,d} =bx*d
3.durum. a<c<b<d=a*c=min{a,c}=a<b=min{b,d} =bx*d
4.durum. c<a<b<d=a*c=min{a,c}=c<b=min{b,d} =bx*d
S5.durum. c<a<d<b=axc=min{a,c} =c<b=min{b,d} =b=xd

6. durum. c<d<a<b=>ax*xc=min{a,c} =c <d=min{b,d} =b*d



Tamm 2.6. X # @, * siirekli t-norm ve M : X X X X (0,00) — [0, 1] fonksiyonu

asagidaki sartlar1 saglasin; her x,y,z € X ve hert,s > 0 i¢in,
FPM-1. M(x,y,t) > 0

FPM-2. x=y=M(x,y,t) =1

FPM-3. M(x,y,t) = M(y, x,t)

FPM-4. M(x,y,t+s) = M(x,z1t) * M(z,y,s)

FPM-5. M(X,y,"): (0,00) = [0, 1] stireklidir.

Bu durumda (X, M,*) Ugliisiine fuzzy metrikimsi uzay denir ve kisaca FPM-uzay
seklinde gosterilir (George ve Veeramani, 1994). Burada M(x,y,t) degerine t-ye
gore xile y arasindaki uzaklik denir. Eger M(x,y,t) =0 ise x ile y arasindaki
uzaklik sonsuz kabul edilir. Eger her a,b € Iigin a * b = min{a, b} alinirsa (X, M, *)

ticliisiine fuzzy ultrametrikimsi uzay denir. Bu durumda FPM4. sarti,
FPM-4*. M(x,zt + s) = min{ M(x,y,t),M(y, z,s) }

olur (Gregori ve dig., 2010).

Lemma 2.7. M(x, y,") fonksiyonu azalmayandir, yani; her t,s > 0 ve t < s igin,
M(xy,t) <M(xy,s)
dir (Grabiec, 1988).

Ispat. Kabul edelim ki; t > s olmak iizere M(x, y, s) > M(x,y, t) olsun. Bu takdirde;
M(x,y,8) > M(x,y,t) = M(x,y,8) * M(y,y,t —s) (M(y, y, t—s) =1)
M(x,y,s) > M(x,y,s)

celiskisi ortaya ¢ikar. Dolayisiyla M(X, y,-) azalmayandir.

Ornek 2.8. (X, d) alisilmis metrik uzay olsun. Her a,b € I igin a * b = a.b olmak

iizere; her x, y € X ve hert > 0 icin,

-1
M(x,y,t) = lexp(lx " y')l

seklinde tanimlansm. (X, M, *) bir fuzzy metrikimsi uzaydr (George and

Veeramani, 1994).




Coziim. Herx,y,z € Xvehert,s > 0 i¢in,

FM1. M(x,y,t) > 0 oldugunu gosterelim:

-1
X — X —
Ix —y]| 20=>| tY| >0= [em(%)l =M(x,y,t) >0

FM2. x =y = M(x,y,t) = 1 oldugunu gosterelim:

Ix—yl
t

-1
= [exp <|X;y|>l =1=>Mxyt) =1

FM3. M(x,y,t) = M(y, x,t) oldugunu gosterelim:

-1 -1
M(x,y,t) = [exp(lx " y')l = [exp(ly " x l)l = M(y, x, t)

FM4. M(x,y,t) * M(y,z,s) < M(x,zt + s) oldugunu gdsterelim:

0

x=y=|x—-y|l=0=

|x —z| < |x —yl| + |y — 2| oldugundan,

t+s t+s
x =2l < (=) k=31 + () ly -7

S

Ix—zISIx—yI+Iy—zI
t+s t S

exp (':5') B exp<|X:y|> o (ly;z|>
[exp <|x - yI)l_l [exp (Iy - Z|>l_1 g [exp (|::|>ll

buradan da aradigimiz,

M(x,y,t) *M(y,zs) < M(x,zt+s)
esitsizligini elde ederiz.

FMS. t, > 0 i¢in,

-1 -1

X — X —
limM(x,y,t) = lim [exp (l y')l = [exp (l y')l = M(x,y, to)
t-tg t=t t to

M(X, y, t) fonksiyonunun siirekli oldugu goriiliir.

7



Uyan 2.9. Yukaridaki 6rnek her a,b € Ligin a * b = minf{a, b} olmasi durumunda da
saglanmaktadir. Ayrica (X, d) alisilmis metrik uzay yerine X iizerinde herhangi bir
metrik uzay alimdiginda yine fuzzy metrikimsi uzay elde edilmektedir (George ve

Veeramani, 1994). Simdi her metrigin bir fuzzy metrikimsi tirettigini gorelim.

Ornek 2.10. (X,d) bir metrik uzay olsun ve her a,b € Iigina*b = a.b t-norm

olmak tizere; her x,y € X ve hert > 0 i¢in,

t

My(x,y,t) = m

seklinde tanimlansm. (X, My ,*) bir FPM-uzaydir. Bu uzaya, d metriginden firetilen
fuzzy metrikimsi veya standart fuzzy metrikimsi uzay denir (George ve Veeramani,

1994).
Coziim. Her x,y,z € X ve hert,s > 0 i¢in,

FM-1. My(x,y,t) > 0

FM-2.x =y = M,(x,y,t) = 1 oldugunu gosterelim:

x=y =2dXxy) =0=t+dXxy) =t

t

——=1=>M;xyt)=1
t+dxy) axy, 1)
FM-3. My(x,y,t) = My(y, x,t) oldugunu gosterelim:

t t
t+d(x,y) t+d(y,x)

Md (Xr Y; t) = = Md (Y; X, t )

FM-4. M (x,y,t) * My(y,z,s) < My(x, 7t + s) oldugunu gosterelim:

d(x,z) < d(x,y) +d(y,z)

t+s t+s
d(x,z) < T d(x, y) + T d(y, z)

d(x,2) - dx,y) N d(y, z) _ sd(x,y) + td(y,z)

t+s —  t S st
d(x,z sd(x,y) +td(y,z

- ( )31+ xy) (y,2)
t+s st

t+s+d(x z) - ts + sd(x,y) + td(y,z)
t+s - st




ts + sd(x,y) + td(y, z) + d(x,y)d(y, z)
ts

[t+d(x Y]ls + d(y,2)]
ts

olduguna gore,

t S < t+s
t+dx,y) s+d(y,z) = t+s+dxz)

elde edilir ve buradan istedigimiz,
My(x,y,t) * My(y,z,8) < My(x,z,t+s)
esitsizligini elde ederiz.

FMS. ty > 0 i¢in,

t t
lim My(x,y,t) = lim S = My(x,y,to)
—1p

>t t + d(x,y) - to +d(x,y)

M(x,y,.) fonksiyonunun siirekli oldugu goriiliir.

Uyan 2.11. Yukaridaki 6rnek hera,b € I i¢in a * b = min{a, b} t-norm ve (X, d)
metrik uzayinin ultrametrik olmasi durumunda da saglanir. Boylece (X, Mgy,*) fuzzy
ultrametrikimsi uzaydir. Bu uzaya standart fuzzy ultrametrikimsi uzay denir (Sedghi,

Shobe, 2013).

Ornek 2.12. X = IN" olsun. Her a,b €l icina*b = a.b olmak lizere; her x,y € X
ve her t > 0 i¢in,

X
M(x,y,t) = z
X

seklinde tanimlansin. (X, M,*) bir fuzzy metrikimsi uzaydir (George ve Veeramani,

1994),

Uyan 2.13. Yukaridaki 6rnek igin M(X,y, t) fuzzy metrigini tireten X {izerinde bir d

metrigi yoktur (George ve Veeramani, 1994). Gergekten; x <y i¢in,

M( t)—X— t
%Y Ty t+d(xy)



= xt + xd(x,y) = yt

t(y —x)

= d(x,y) =

elde edilen d fonksiyonu simetri sartin1 saglamadigindan metrik degildir. Buna gore

her FPM-uzay, bir metrik uzay degildir.

Tanim 2.14. (X, M, ) bir FPM-uzay olsun. x € X,0 <r < 1, t > 0 olmak {lizere,
B(x,r,t)={y € X: M(x,y,t) >1—r}

kiimesine x merkezli, r yarigapl acik yuvar denir (Zi-ke, 1982).

George ve Veeramani (1994), X {izerinde her fuzzy metrikimsinin,
Bx,r,t):xeX,0<r<1,t>0}

formundaki acik kiimelerin ailesini bir taban olarak kabul eden 1y topolojisini
drettigini ispatladi.
Eger (X, d) bir metrik uzay ve X iizerinde tanimli fuzzy metrikimsi,

t

My(x,y,t) = m

ise bu durumda d tarafindan iiretilen 14 topolojisi ile M fuzzy metrikimsi tarafindan

iiretilen Ty, topolojisi aynidir.

Tanim 2.15. (X, M, *) FPM-uzayinda bir (x,) dizisinin yakinsak olmasi i¢in gerekli
ve yeterli kosul V € > 0 ve V t > 0 icin en az bir nyg(e) > 0 vardir dyle ki V n = no
iken M(xup, X, t) > 1— € olmasidir (George ve Veeramani, 1994).

Tanim 2.16.
i. (X, M, *) bir FPM-uzay olsun. X de bir (x,,) dizisi Cauchy dizisidir gerekli ve
yeterli kosul V € > 0 ve V t > 0 i¢in en az bir ng(€) > 0 vardir dyle ki V m, n > n,

iken M(Xy, Xm, t) > 1— € (George ve Veeramani, 1994).

ii. (X, M, *) FPM-uzay1 tam uzaydir gerekli ve yeterli kosul her Cauchy dizisi X

de bir noktaya yakinsar (George ve Veeramani, 1994).
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iii. (X, M, *) FPM-uzay:1 yuvarsal tamdir ancak ve ancak X deki i¢ ige azalan
her agik yuvar ailesinin arakesiti bostan farklidir (Sedghi ve Shobe, 2013).

Km(X) bos olmayan kompakt alt kiimelerin kiimesini gostermek {iizere;
Rodriguez-Lopez ve Romaguera (2004) K'm(X) tlizerinde verilen (X, M, x) FPM-

uzaymin Hausdorff fuzzy metrigi i¢in bir notasyon verdi.

Tanim 2.17. (X, M, *) bir FPM-uzay olsun. Hy : Km(X) x Km(X) x (0, ) — [0, 1]
Hausdorff fuzzy metrigi her A, B € K'm(X), her t > 0 icin M(x, B, t) = sup{M(x, b, t)

: b € B} olmak iizere,
HM(Aa Ba t) = min{ianEAM(Xr Br t)r innyBM(Ar Y, t)}

seklinde tanimlanir (Rodriguez-Lopez ve Romaguera, 2004).

Tamm 2.18. I = [0, 1] olmak {izere = : I x I x I — I fonksiyonu asagidaki sartlar
saglarsa liggen norm veya siirekli t-norm olarak adlandirilir; her a, b, ¢, d, e,

a;,a,,b;, by, ¢1,¢y € [0, 1] olmak tizere,

tl. ax1x1 =a, 0x0+x0 =0

t2. axbxc = axcxb = bxc*a

t3. (axb*c)*d*e = ax(bxc*xd)*e = axb*(c*xdx*e)

t4. Egera; < a,,b; < b,,c; < ¢, ise, aj * by * ¢; < ap * by * ¢, (Kumar, 2008).

Tanmm 2.19. X # @, * silirekli t-norm ve M : X X X X X X (0,0) - [0, 1]

fonksiyonu asagidaki sartlari saglasim; her x, y, z, u € X ve her t, t;, t,, t3 > 0 i¢in,
FPM?*-1. M(x, y, z, t) > 0

FPM?-2. Ug noktadan en az iki tanesi esit = M(x, y, z, t) = 1

FPM?-3. M(x,y, z,t) = M(x, z, y, t) = M(y, z, X, t)

FPM?-4. M(X, y, 2, t; + 1, + t3) > M(x, y, u, t;) * M(x, u, Z, t,) * M(u, y, z, t3)
FPM?-5. M(x, v, z, ) : (0, ) — [0, 1] siireklidir.

Bu durumda (X, M, #) tigliisiine fuzzy 2-metrikimsi uzay denir ve kisaca FPM*-uzay

seklinde gosterilir (Ahmed ve dig., 2010).
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Ornek 2.20. (X, d) bir 2-metrik uzay ve V a, b, ¢ € I = [0,1] igin a*xbxc = a.b.c t-
norm olmak lizere V x, y, z € X ve V t > 0 i¢in,

t
t+d(x,y,2)

seklinde tammlansin. (X, Mg, *) bir FPM?-uzaydir (Ahmed ve dig., 2010).

Md (Xr y’ Z, t) =

Tanim 2.21. (X, M, *) FPM*-uzayinda bir (x,) dizisi X de bir x noktasina yakmsar
gerekli ve yeterli kosul her a € X, her € > 0 ve her t > 0 i¢in en az bir ny(e) > 0
vardir 6yle ki her n = ng iken M(x,, X, a, t) > 1 — ¢ (Kumar, 2008).

Tanmm 2.22.

i. (X, M, *) bir FPM*-uzay olsun. X de bir (x,) dizisi Cauchy dizisidir gerekli ve
yeterli kosul her a € X, her t > 0 ve her € > 0 i¢in en az bir ny(¢) > 0 vardir oyle ki
her m, n = ng iken M(xn, Xm, 3, t) > 1— € (Kumar, 2008).

ii. (X, M, *) FPM*-uzay1 tam uzaydir gerekli ve yeterli kosul her Cauchy dizisi
X de bir noktaya yakmsar (Kumar, 2008).

Tamm 2.23. I = [0, 1] olmak {izere * : I x I x I x I — I fonksiyonu asagidaki sartlar1
saglarsa stirekli liggen norm yada t-norm olarak adlandirilir; her a, b, c, d,
a;,ay, bl , bz, C1,Co, d], d2 S [0, 1] olmak ﬁzere,

tl. ax1x1x1=a, 0x0%0x0 = 0

t2. axbxcxd = axbxdxc = axcxb*d = axc*d*b = axdxbxc = axdxcxb = bxaxcxd =
bxaxdxc = ...

t3. ((a*b*c*d)*e*f*g) = (a*(b*c*d*e)*f*g) = (a*b*(c*d*e*f)*g):(a*b*c*(d*e*f*g))

t4. Egera; <a, ,b; <b,,c;<c,,d <dyisea; *b; xcy*xd; < a, *xby x¢cy, xd,

(Singhi ve dig., 2010).

Tamim 2.24. X # @, * siirekli tnorm ve M : X X X X X X X X (0,0) — [0, 1]
fonksiyonu asagidaki sartlar1 saglasin, her x, y, z, u, w € X ve her t, t;,t,,t5,t4 > 0
i¢in,
FPM’-1. M(x, v, z, W, t) > 0
FPM?>-2. Dort noktadan en az ii¢ tanesi esit = M(X, y, z, w, t) = 1
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FPM?-3. M, y,z,w,t) = M(X, W, z,¥,t) =M(y, z, w, X, t) = M(z, w, X, y, t) = . ..
FPM>-4. MX,y,z, W, t] +t, +t3 +t,) > M(X, y, z, u, t])*M(X, y, u, w, t5)

*M(x, u, z, w, t3)*M(u, y, z, w, t;)
FPM?-5. M(x, v, z, W, *) : (0, ) — [0, 1] siireklidir.

Bu durumda (X, M, *) iicliisiine fuzzy 3-metrikimsi uzay denir ve kisaca FPM’-uzay

seklinde gosterilir (Singhi ve dig., 2010).

Tanim 2.25. (X, M, *) FPM’-uzaymda bir (x,) dizisi X de bir x noktasina yakinsar
gerekli ve yeterli kosul her a, b € X, her t > 0 ve her € > 0 olmak lizere en az bir
no(g) > 0 vardir oyle ki her n > no iken M(xy, X, a, b, t) > 1 — € (Singhi ve dig.,
2010).

Tanmim 2.26.

i. (X, M, %) bir FPM’-uzay olsun. X de bir (x,,) dizisi Cauchy dizisidir gerekli ve
yeterli kosul her a, b € X, her t > 0 i¢cin her € > 0 olmak {izere en az bir ny(g)>0
vardir dyle ki her m, n > ng iken M(xn, Xm, 3, b, t) > 1—¢ (Singhi ve dig., 2010).

ii. (X, M, *) FPM’-uzayi1 tam uzaydir gerekli ve yeterli kosul her Cauchy dizisi
X de bir noktaya yakmsar (Singhi ve dig., 2010).
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3. FUZZY METRIKiMSi UZAYLARIN SINIFLANDIRMASI

Bu béliimde, Tanim 2.6. da FPM-4., Tanim 2.19. da FPM*-4., Tanim 2.24. de FPM"-
4. sartin1 kuvvetlendirerek ve t sayisindan uzakligi bagimsiz birakarak elde ettigimiz

yapilar1 inceleyecegiz.

3.1. Giiclii Fuzzy Metrikimsi Uzaylar
Tanmm 3.1.1. (X, M, ) bir FPM-uzay olsun. Eger her x,y,z € X ve her t > 0 i¢in,
M(x,y,t) = M(x,z,t) * M(z,y,1)

saglanirsa M ye giiclii (strong) fuzzy metrikimsi, (X, M, *) {g¢liisiine de giiclii
(strong) FPM-uzay denir.

Uyan 3.1.2. Tanimdan anlasilacagi iizere her gii¢lii FPM-uzay, FPM-uzaydir ancak
tersi dogru degildir.

Ornek 3.1.3. X={x,y,z} ve hera,b€1 i¢in a*b=a.b t-norm olsun. Her
X,y,Z € X ve her t >0 igin M : X X X X (0,00) — [0, 1] fonksiyonunu su sekilde

tanimlayalim:

M(xx,t) =M(y,y,t) = M(z,zt) = 1

t
Mzt =M@Ex 0 =M,z =M@y, 0 = —

t2

M(X, Y, t) = M(Yf X, t) = m

Bu durumda (X, M, *) FPM-uzaydir. Ancak gii¢lii FPM-uzay degildir.
Coziim. Herx,y,z € X vehert > 0 icin,

FPM-1. M(x,y,t) > 0
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FPM-2. M(x, x,1) = 1
FPM-3. M(x,y,t) = M(y, x,t)
FPM-4. M(x,y,t+s) = M(x,2,t) * M(z,y,s ) oldugunu gosterelim:

(t+s)? t S

MGoy, t49) =Mz D)« Mz, s) = (t+s+2)? t+1 s+1

=9 +t+ 1) -0
T (t+s+ 224+ DG+ T

Boylece M(Xx,y,t+s) = M(x,zt) * M(z,y,s) saglandig1 goriiliir.

M( t4s) = t+s S S = M( ) > S t
LTS 1T s+l WYY =

= M(zy,s) * M(x,y,t)

t+s t t S

M rrt+ = 2 =M rrt 2—.
Bztt+s) =y 2y =Mhxt) 2 /57

= M(y,x, 1) * M(x,2,5)
FPM-5.t, > 0 icin,

. .t to
MOy ) =g 57 = p = Moo

M(X,y,") fonksiyonunun siirekli oldugu goriiliir. Sonug¢ olarak (X, M,*) bir FPM-

uzaydir.
Fakat hert > 0 i¢in,

t2 t2 t t
= = M(X, z, t) * M(Z, y’ t)

M(x,v,t) = < .
(1) (t+2)?  (t+1)? t+1 t+1

oldugundan (X, M,*) giiclii degildir.

Ornek 3.1.4. X = {x,y,z} ve hera,b €1 icin a *b = maks{a + b — 1,0} t-norm
olsun. Herx,y,z € X ve hert > 0 i¢gin M : X X X X (0,0) — [0, 1] fonksiyonunu
su sekilde tanimlayalim:

M(x,x,t) =M(y,y,t) =M(zzt) =1

2t+ 1

M(x,71) = M(z,x,t) =M(y,zt) =M(zy,t) = ——
(x,7,1) (z,x,1) (y,z,t) (zy,t) T2
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t
M 4 rt =M ) ,t = —0
&yt =M@yxt) = —

Bu durumda (X, M,*) FPM-uzaydir. Gergekten; her x, y, z € X ve her t, s > 0 igin;
FPM-1. M(x,y,t) > 0

FPM-2. M(x, x,1) = 1

FPM-3. M(x,y,t) = M(y, x,t)

oldugu aciktir. Ayrica,

FPM-4. M(x,y,t+5s) =M(x,z1t) * M(z,y,s)

S Gtst0@+ D@ 2

t+s {2t+1+2s+1 } 2(t —s)?
t+s+2 Si+2 T2s+2

M(x,zt+s) = M(x,y,t) * M (y, z,s)

2(t+s) +1 {t 2s+ 1 10}>0
2(t+s) +2 maks ’

M(y,zt+s) = M(y,xt) * M(X,z5)

2(t+s) +1 t 2t+ 1 2(t+s) +1
——maks{—+— ,}=—_
2(t+s) +2 t+2  2t+2 2(t+s) +2
FPM-5.t, > 0 icin,
to
hm M(X y’ ) = h = M(Xry’tO)

t0t‘|‘2 t0+2

M(X,y,") fonksiyonunun siirekli oldugu goriliir. (X,M,*) bir FPM-uzaydir. Fakat
her t > 0 icin,

t - t _2t+1+2t+1
t+2 t+1 2t+2  2t+2

M(x,y,t) = -1 =M,z *M(zy,1)

oldugundan (X, M ,x) FPM-uzay olmasma ragmen gii¢lii FPM-uzay degildir.

Ornek 3.1.5. (X, d) metrikimsi uzay ve her a,b €1 igin a*b = a.b olsun. Her
X,y € X ve her t> 0 i¢in, My: X X X X (0,0) = [0,1] fonksiyonunu su sekilde

tanimlayalim:

t

My(x,y,t) = (T dy)
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Bu takdirde (X, My,*) bir FPM-uzaydir. Ayn1 zamanda giicli FPM-uzaydir ve bu
uzay standart giiclii FPM-uzay olarak adlandirilir.

Coziim. Ornek 2.10. da FPM-uzay oldugu gosterildi. Gii¢lii FPM-uzay oldugunu

gosterelim yani,

My(x,z,t) = My(x,y, 1) * My(y, 2 t)
Metrik uzay tanimimdan,

d(x,2) < d(x,y) +d(y, 2)

oldugunu biliyoruz.
t t
d(x,z) < Ed(X, y)+ Ed(y' z)

d(x,z) < d(x,y) + d(y,z)
t o t

d(xt, z) <1+ d(x,y) -:d(y, z)

1+

_t+dxy) +d(y,2) 2 +td(x,y) + td(y, 2)
- t - 2

- t? + td(x,y) + td(y,z) + d(x,y)d(y, z)
< 9

_ [t+dx It +d(y,2)]
= %

_t+dxy) t+d(y,2)
Tttt

t t t
> .
t+d(x,z)  t+dxy) t+d(y,z)

Md(X,Z,t) ZMd(Xry’t) *Md(YrZrt)

elde edilir.

Ornek 3.1.6. X = IR+ ve her a,b € 1 icin a * b = a.b olsun. Her x,y,z € X ve her
t > 0igin M : X X X X (0,00) - [0, 1] fonksiyonunu su sekilde tanimlayalim:

min{x, y}

M = — 2
(Xr Y, t) makS {X, y}
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Bu durumda (X, M,*) hem FPM-uzay hem de gii¢lii FPM-uzaydir.

Coziim. Her x,y,z € Xve hert,s > 0 i¢in,

FPM-1. M(x,y,t) > 0

FPM-2. M(x,x,t) = min{x, x}/maks{x,x} =x/x =1

FPM-3.M(x,y,t) = min{x,y}/maks{x,y} = min{y, x}/maks{y,x} = M(y,x,t)
FPM-4. M(x,z,t+s) = M(x,y,t) * M(y, z s ) oldugunu gosterelim:

l.durum: x < y < z i¢in,

minix, z X
Mg o D %
maks{x,z} z

N |<

X
y
min{x,y}  min{y,z}
= *
maks{x,y} maks{y,z}

= M(X, y, t) * M(Y; Z, S)

2.durum: x < z <y i¢in,

X X Z
M(X,Z,t"‘S) = - 2_'_ = M(X;Y;t)*M(Y;Z;S)
z yy
3.durum: y < x < z i¢in,
X
M(x,z,t+s) = - 2%% = M(x,y,t) * M(y, z5s)

4.durum: y < z < X i¢in,

z
M(x,z,t+s) = - >2.2 o M(x,y,t) * M(y, z,s)
X X z
S5.durum: z < x <Yy i¢in,
Z X z
M(x,zt+s) = - =—-— =M(x,y,t) * M(y, z5)
X Yy
6.durum: z < y < x i¢in,
z z
M(x,z,t+s) = - = 7.2 = M(x,y,t) * M(y, z,s)
X Xy

FPM-5. M(x,y,:) : IRt — [0, 1] siireklidir. Ciinkii M(X, y,-) sabit fonksiyondur.

Dolayisiyla (X, M,*) FPM-uzaydir, ayni zamanda FPM-4'de yapilan islemler t'den

bagimsiz oldugundan,
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M(x,z 1) =My, t) *M(y,z1)

esitsizligi saglanir. Boylece (X, M,*) gii¢lii bir FPM-uzaydir.

Tamm 3.1.7. (X,M,x) giicli FPM-uzay olsun. Eger her a,b€1 igin a*b =
min{a, b} ise M ye giiglii fuzzy ultrametrikimsi, (X, M,x) ticliisiine de giigli fuzzy

ultrametrikimsi uzay denir.

Teorem 3.1.8. My giiclii fuzzy metrikimsinin, giiclii fuzzy ultrametrikimsi olmasi

icin gerekli ve yeterli kosul d nin ultrametrikimsi olmasidir.

Ispat. Kabul edelim ki; (X,d) ultrametrikimsi uzay olsun. (X,My*) fuzzy
ultrametrikimsi olmasi i¢in, her X,y,z € X ve hert > 0 verildiginde,

Md (Xr Yr t) 2 min{Md (Xr Zr t)r Md (Zr Yr t)} (3'1'1)
olmalidir. Standart FPM-uzay tanimindan,

t t
>
t+d(x,y) ~ t+ maks{d(x,z),d(z y)}

My(x,y,t) = (3.1.2)

1.durum: d(x,z) = d(z y) olsun.

t+d(x,z) = t+d(zy)

t
<
t+d(x,z) ~ t+d(zy)

=1 Md (X, Z, t) < Md (Zr Yy, t)

(3.1.2) den,
M ( t) _ t S t _ t
AV =T d(x,y) = t+ maks{d(x,2),d(z,y)} t+d(x2)
= Md (Xr Z, t)

= min{M,y(x, z,t), My(z, y,t)}.
2.durum: d(z,y) = d(x, z) olsun.

t+d(zy) =t+d(x2)

t
<
t+d(zy) ~ t+dx2)

= Md (Z, Y, t) < Md (X, z, t)

(3.1.2) den,
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t t t
> =
t+d(x,y) ~ t+maks{d(x,2),d(zy)} t+d(zy)

Md (Xr Y; t) =

= My(z y,t) = min{My(z, vy, t), My(x, z,t)}.

O halde her iki durum i¢in de (3.1.1) denklemi elde edilir. Boylece (X, Mgy,*) gii¢lii

fuzzy ultrametrikimsi uzay olur.

Simdi de kabul edelim ki; (X, My,*) gii¢lii fuzzy ultrametrikimsi uzay olsun. (X, d)

nin ultrametrikimsi uzay olmasi i¢in, her x,y € X ve hert > 0 verildiginde,
d(x,y) < maks{d(x,2),d(z y)} (3.1.3)
oldugunu gosterelim. Giiclii fuzzy ultrametrikimsi uzay tanimindan,

My(x,y,t) = min{My(x,z,t),M4(z,y,t)}

. t t
= min {t+d(X,Z) "t+d(zy) } (3.1.4)

1.durum:

t t
<
t+d(x,z) ~ t+d(zy)

olsun. Bu durumda,
d(z,y) <d(x,2) 3.1.5)

olup (3.1.4) den,

My(x,y,t) = > min{M,(x,zt),M4(z,v,t) } =

= d(xy) <d(xz) (3.1.6)
Boylece (3.1.5) ve (3.1.6) dan,
d(x,y) < d(x,z) = maks{d(x,z),d(z y)}

elde edilir. Bu durumda (X, d) ultrametrikimsi uzaydir.

2.durum:

t t
<
t+d(zy) ~ t+dx2)

olsun. Bu durumda,
d(x,z) < d(zy) (3.1.7)
olup (3.1.4) den,
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t

My(x,y,t) = m

t )
m > mm{Md(x, z,t), Md(z, \ )} =

= d(x,y) <d(zy) (3.1.8)
Boylece (3.1.7) ve (3.1.8) den,
d(x,y) < d(zy) = maks{d(z,y), d(x,2)}

elde edilir. Bu durumda (X, d) ultrametrikimsi uzaydir.
O halde her iki durum i¢in de (3.1.3) denklemi elde edilir. Boylece (X,d)

ultrametrikimsi uzaydir.

Sonug¢ 3.1.9. Eger d ultrametrikimsi olmayan bir metrikimsi ise, (X, My,*) lgliisiine

gliclii fuzzy ultrametrikimsi olmayan uzay denir.

Tanim 3.1.10. (X, M, *) bir FPM*-uzay olsun. Eger V x,y,zw € Xve Vt > 0 icin,
M(x, y, z, t) 2 M(x, y, W, t) * M(x, W, z, t) * M(W, y, 2, 1)

saglanirsa M ye giiclii (strong) fuzzy 2-metrikimsi, (X, M, *) igliisiine de giclii
(strong) FPM*-uzay denir.

Uyan 3.1.11. Tammdan anlagilacag: tizere her giigli FPM*-uzay, FPM?-uzaydir

ancak tersi dogru degildir.

Ornek 3.1.12. X = {X,y,z,w} ve her a, b, ¢ € I igin a * b * ¢ = a.b.c t-norm olsun.
Her x,y, z, w € X ve her t > 0 icin M : X° X (0, 0) — [0, 1] fonksiyonunu su sekilde

tanimlayalim:
M(x,x,x,t) = M(y,y,y,t) = M(z,2,z,t) = M(w,w,w,t) =1

M(Xry’ Wrt) = M(XIWIYI t) = M(W’X’Y’ t)

t
= M(W,y,X, t) = M(y,W,X, t) = M(err W,t) =

t+1
M =M =M t)y=:--= ‘
(X,W,Z, )_ (XrZrWr )_ (ZrXrWr )_ _t+ 1
t
M(WrYr Zrt) = M(W;Z;Y;t) = M(Z’W’yit) == t_|_—1
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t3
Mxy20 =Mx 2y =M@y, 0 = ... = 75

Bu durumda (X, M, *) FPM*-uzaydir ancak giiclii FPM*-uzay degildir.

Coziim. Her x, y, z, w € X ve her t, ty, tp, t3 > 0 i¢in,
FPM?*-1. M(x, y, z, t) > 0
FPM?-2. Her x € X i¢in M(x, X, X, t) = 1
FPM*3. M, y, z,t) = M(X, z, y, t) = M(y, X, z, t) = M(y, z, X, t)
=M(z,X,y,t) = M(z,y, X, t)
FPM*-4. M(x,V, 2, t; + t, + t3) > M(X, y, W, t;) * M(X, W, Z, t,) * M(W, ¥, z, t3)

(t; + 6+ t3)° t t t3
- : : >0
tG+L+6+2)° 41 L+1 G+1

M(X’ Y’ W, tl + t2 + t3) 2 M(X’ y’ Z, tl) * M(Xa Z, W, tZ) * M(Za Ya W, t3)

t+b+t b
i+t +t+ 1ty + 1

= M(z,y,w,t3)

> M(z,y,w,t3) * M(x,z,w,t;) * M(x,y,2,t1)
M(x, w, z, t;+tr+H3)=>M(X, W, y, t1) * M(X, y, z, t2) * M(y, W, z, t3)

ittty ts
b+ttt +1 t,+1

= M(y' W, Z, t3)

> M(y,w,z,t3) * M(x,y,2,t,) * M(x,w,y,t;)
M(w, y, z, ti+t+H3)>M(X, y, Z, t1) * M(W, X, z, t5) * M(X, y, z, t3)

i+ttt ts
b+ttt +1 "t +1

= M(w,y, X, t3)

> M(w,y,X,t3) * M(w,x,7,t,) * M(X,y,2,t;)

FPM?-5. t, > 0 i¢in

: . t to
IimM(X,y,2z,t) = lim

=i T2y = Gy - Meyzh)

M(X, y, z, -) fonksiyonunun siirekli oldugu goriiliir. Sonug olarak (X, M, *) bir FPM?*-
uzaydir. Fakat her t > 0 i¢in,
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t3 - t t t
t+2) " t+1 t+1 t+1

M(Xr Y; z, t) =

= M(x,y,w,t) * M(x,w, z,t) * M(W, y, z, t)

oldugundan (X, M, x) giiclii degildir.

Ornek 3.1.13. (X, d) 2-metrikimsi uzay ve her a, b, ¢ € I igin a * b * ¢ = a.b.c t-norm
olsun. Her x, y, z € X ve her t > 0 igin My : X° x (0, 0) — [0, 1] fonksiyonunu su

sekilde tanimlayalim:

t

M ) ) ’t = 1, ~
& y,2,0 t+d(x,y,2)

Bu takdirde (X, My,*) bir FPM*-uzaydir. Ayn1 zamanda giiclii FPM*-uzaydir ve bu

uzay standart giicli FPM*-uzay olarak adlandirilr.

Tamm 3.1.14. (X, M, *) bir FPM3-uzay olsun. Eger her x, y, z, w,u € X ve hert >0
i¢in,
M(x,y,zw,t) = M(x,y,z,u,t) * M(X,y,u,w,t) * M(x,u,2,w,t) * M(1,y, 2 W,t)

saglanirsa M ye giiclii (strong) fuzzy 3-metrikimsi, (X, M, *) igliisiine de giclii
(strong) FPM’-uzay denir.

Uyan 3.1.15. Tammdan anlagilacag: tizere her giigli FPM’-uzay, FPM’-uzaydir

ancak tersi dogru degildir.

Ornek 3.1.16. X = {x,y,z,w,u} ve her a, b, c, d € I'igina * b * ¢ *d = a.b.c.d t-
norm olsun. Her x, y, z, w, u € X ve her t > 0 icin M : X* x (0, 0) — [0, 1]

fonksiyonunu su sekilde tanimlayalim:
M(x, %, x,Xt) = M(y,y,y,y,t) = M(2,2,2,7,t)
= M(w,w,w,w,t) = M(u,u,u,u,t) =1
M(x,y,z,w,t) = M(x,y,w,z,t) = M(x,Z,w,y,t) = M(x,z,y,w,t) = M(x,w, y,zt)
= M(x,w,zYy,t) = M(y,X,z,w,t) = M(y,x,w, zt) = M(y,z,x,w,1t)

= M(y,z,w,x,t) = M(y,w,x,z,t) = M(y,w,z,x,t) = M(z,X,y,w,t)
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= M(z,x,w,y,t) = M(z,w,x,y,t) = M(z,w,y,x,t) = M(z,y,x,w,1t)

= M(z,y,w,x,t) = M(w,X,y,z,t) = M(w,Xx,2,y,t) = M(w,y,X,%,1t)

t4-
=MWw,y,zxt) = M(w,z,y,xt) = M(w,z,x,t) = (t+2)*
t

My zut) =Mxyuzt) =MEwLy,z) =...= —

t
My, u,w,t) = MExy,wut) =MXxwyut) =...= i1

t
M(X,U,Z,W,t) = M(X’u’W’Z’t) = M(X,W,U,Z,t) =...= —t+ 1

t
My, zw,t) = M(u,y,w,z,t) = M(u,w,y,z,t) =...= i1

Bu takdirde (X, M, *) ii¢liisii FPM’-uzaydir ancak giicli FPM’-uzay degildir.
Coziim. Ornek 3.1.3. ve Ornek 3.1.12. nin ¢dziimiine benzerdir. Giicli FPM -uzay
olmadigini gosterelim:

t4 - t4 ot t t t
t+2)* ~ @+ D* t+1 t+1 t+1 t+1

M(x,y,z,w,t) =

=M(x,y,z,u,t) * M(X,y,u,w,t) * M(x,u,z,w,t) * M(u,y,z,w,t)

Ornek 3.1.17. (X, d) 3-metrikimsi uzay ve her a, b,c,d €l igina *xb *x¢c xd =
a.b.c.d olsun. Herhangi x, y, z, w € X ve her t > 0 i¢in My : X* x (0, ) — [0, 1]

fonksiyonunu asagidaki gibi tanimlayalim:

t
t+dx,y,z,w)

Md (Xr y’ Z, W, t) =

Bu takdirde (X, My,*) bir FPM’-uzaydir. Ayn1 zamanda giiclii FPM’-uzaydir ve bu

uzay standart giicli FPM’-uzay olarak adlandirilr.

3.2. Stabil Fuzzy Metrikimsi Uzaylar

Tamm 3.2.1. (X, M,*) bir FPM-uzay olsun. Eger M, t sayisina bagh degilse yani
her x,y € X ve hert > 0 i¢in, M(x,y,") : (0,00) — [0, 1] fonksiyonu sabit fonksiyon
ise (X, M,*) FPM-uzayina stabil (stationary) FPM-uzay denir ve M(x,y,t) = M(X,y)

ile gosterilir.
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Uyan 3.2.2. Tanimdan anlasilacag iizere her stabil FPM-uzay, FPM-uzaydir ancak
tersi dogru degildir.

Ornek 3.2.3. Ornek 2.10. da tanimlanan,

t

My(x,y,t) = m

standart fuzzy metrikimsi fonksiyonu i¢in (X, M,*) ticliisii FPM-uzaydir ancak t'ye
bagli oldugundan stabil FPM-uzay degildir.

Tamim 3.2.4. (X, d) metrikimsi uzay ve her a, b € I icin a * b = a.b t-norm olsun.

Herx,y € Xvet=1icin Mg : X X X X (0, ©) = [0, 1] fonksiyonu,

1

My(x,y,1) = My(x,y) = m

seklinde tanimlansmn. Bu takdirde (X, My, *) bir FPM-uzaydir. Ayn1 zamanda t'den
bagimsiz oldugu i¢in stabil FPM-uzaydir. Buna 6zel olarak standart stabil FPM-uzay

denir.

Ornek 3.2.5. Ornek 2.12. ve Ornek 3.1.6. da verilen FPM-uzaylar1 stabil FPM-

uzaydir.

Ornek 3.2.6. X = (0, %) ve her a, b € I i¢cin a * b = maks{a+b-1, 0} t-norm olmak

iizere, her x, y € X i¢in,

I, X=y
M(X’y’t)={x+y X#y

seklinde tanimlansin. (X, M,*) stabil FPM-uzaydir.
Coziim. Her x,y,z € X ve hert > 0 igin,

FPM1. M(x,y,t) >0

FPM2. M(x,%,t) = 1

FPM3. M(x,y,t) = M(y, x,t)
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X =y igin,

M(x,y,t) = 1 = M(y,x,t)
X # y i¢in,

M, y,t) =x+y=y+x=M(y,xt)
FPM4. M(x,y,t) * M(y,z,s) < M(x,z,t +s)
X =y = zigin,

M(x,y,t) * M(y,z,s) =maks{l1+1—-1,0}=1 < 1 = M(x,zt +5)

X =Yy # zi¢in,
M(x,y,t) * M(y,z,s) =maks{l +y+z—1,0}=y+z<x+z
<M(x,zt +5)

X #Yy =zigin,

M(x,y,t) * M(y,z,s) =maks{x+y+1—-1,0}=x+y<x+z
<M(x,zt +5s)
X =z #yicin,
M(x,y,t) * M(y,z,s) =maks{x+y+y+z—1,0} =x+2y+z—1<x+z
<M(x,zt +5s)
X #Yy # Z i¢in,
M(x,y,t) * M(y,z,s) =maks{x+y+y+z—1,0}=x+2y+z—1<x+z
<M(x,zt +5s)
FPMS5. M(x,y,-) fonksiyonu sabit fonksiyondur ve sabit fonksiyonlar siireklidir.

O halde, (X,M,*) tgliisii bir FPM-uzaydir. Ayrica M fonksiyonu t'den bagimsiz
oldugu i¢in stabil FPM-uzaydir.

Teorem 3.2.7. Her stabil fuzzy metrikimsi uzay, gii¢clii fuzzy metrikimsi uzaydir.

Ispat. (X, M, ) stabil FPM-uzay olsun. O halde; Tanim 3.2.1. deki sartlar1 saglar.
Gilclii metrikimsi oldugunu gostermek i¢cin FPM-4 sartim1 gosterelim, diger sartlart
saglayacagi asikardir. (X, M, *) stabil FPM-uzay oldugundan her x,y,z € X i¢in,
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M(x,z) = M(x,y) * M(y,z)
olur. t > 0 olmak tizere yukaridaki ifade t'den bagimsiz oldugundan bu esitsizligi,
M(x,z,) = M(x,y,1) * M(y, z1)

seklinde yazabiliriz. Bu ise M'nin gli¢lii metrikimsi olmasi demektir.
Ancak bu teoremin tersi genelde dogru degildir, yani giiclii fuzzy metrikimsi

uzaylar stabil fuzzy metrikimsi uzay olmak zorunda degildir.

Ornek 3.2.8. X = IR ve her a, b € I icin a * b = min{a, b} t-norm olmak iizere her

X,y € X, hert > 0 i¢in,

I, X=Yy
My, t) =1

_—, ¢

17 7Y

seklinde tanimlansin. (X, M,*) FPM-uzay giicliidiir. Ancak stabil degildir.
Coziim. Her x,y,z € X ve her t > 0 i¢in,
FPM1. M(x, y, t) >0
FPM2. M(x, x, t) = 1
FPM3. M(x, y, t) = M(y, X, t)
x =yiken M(x, y,t) =1 = M(y, x, t)
t

x #yiken M(x,y,t) = o= M(y, x, t)

FPM4. M(x,z,t+s) = M(x,y,t) * M(y, z5s)
X =y = zigin,
M(x,zt +s) =1 =1 =min{l, 1} = M(x,y,t) * M(y, z5s)

X =Yy # zi¢in,

t+s S S
M ) ’t = 2 = i 1’— =M ) ’t M ) )
(x,z,t+5s) st 2571 mm{ s+1} (xy,1) * M(y, z5)
X #y=zigin,
M(x, 7zt + s ! { : 1} M(x,y,t) * M(y, z,5)
= = —_— = *
YAt S) = T 2 e T * Y Vs
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X =z #yicin,

S

M(x,z,t+s)=12> {t
X, Z, S) = mm +1 +1

— = MGy, 0+ M@,z 9)
X #Yy # 2z i¢in,

M(x, 7t +s) _t*s > mi {—t S } M(x,y,t) * M( )
— = *
S e 1 T ™M s+ 1 Y V%8

FPMS. ty > 0 i¢in,
x = z iken,

IimM(X, z,t) = hml =1=M(),2tp)

t-tg

x # z iken,
HmM(x, z,t) = li ! o M(x, 2, t;)
mM(x,z,t) = lm——= = X,Z,
totg ts>pt+ 1 tog+1 0

olup M fonksiyonunun siirekli oldugu goriiliir. Boylece (X, M,*) FPM-uzaydir. Bu

uzayin gliclii FPM-uzay olmasi i¢in, her x,y,z € X ve her t > 0 i¢in,
M(x,zt) = M(x,y,t) * M(y, z, t)

olmaldir.

l.durum: x =y = z i¢in,
M(x,zt) =1 =1 =min{l, 1} = M(x,y,t) * M(y, z, t)

2.durum: x =y # z i¢in,

t t t
M = — > — = inyl,—— M M
(x,z,1) =1 2171 mm{ o 1} x,yt) *M(y,z1)
3.durum: x # y = z i¢in,
Mxz)=—— > — = mi {—t 1} M(xy,8) * M(y, 7, )
— — = *
X, Z, A —— min —y X,Y, Y, Z,
4.durum: x = z # y i¢in,
M(x,zt)=1= ! '{t t} M(x,y,t) * M(y, z,t)
= _— = —_—m— = *
e t+1 . Ut * Y vz

S.durum: x # y # z i¢in,

t t t t
M rrt =—2—= i {—r—}=M rrt M rrt
20 = 7= T TN T (o, 8+ M(y, 2.0
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O halde (X,M,x) giichi FPM-uzaydir; ancak M(x,y,t) fonksiyonu t'ye bagh
oldugundan stabil FPM-uzay degildir.

Teorem 3.2.9. (X, M, *) FPM-uzay olsun ve {M; : t € IR*} fonksiyon ailesini
asagidaki gibi tanimlayalim: Her x,y € X ve her t > 0 i¢in,

M, : XXX - (0,1], M(x,y) = M(x,y,t)
Bu durumda, her t € IR* olmak {izere (X, M,,*) li¢liisiiniin stabil FPM-uzay olmas1
icin gerekli ve yeterli kosul (X, M, *) U¢liistiniin gii¢lii FPM-uzay olmasidir.

Ispat. (=) Hert € IR igin (X, M,,*) stabil FPM-uzay olsun. O halde Teorem 3.2.7.
den her t € IR" icin (X, M,,*) giicli FPM-uzay olur. Eger her x,y € X ve hert > 0
i¢in,

M(Xr Yr t) = Mt (Xr Y)
dersek M(x,y,t) de giiglii metrikimsi olur ve dolayisiyla (X,M,*) giigli FPM-
uzaydir.

(&) (X,M,x) gii¢lii FPM-uzay olsun. O halde (X, M,*) FPM-uzaydir. Bu durumda,
M(x,y,t) metrikimsisinde x ile y arasindaki uzaklik t ye baghdir. Ozel olarak her
birt> 0 ic¢in, @(t) : IR* — (0,1], o(t) =k k € (0,1] sabit fonksiyonu (artan

stiirekli fonksiyon) secersek,

M(x,y,t) = M(x,y,k) = Mi(x,y) = M(x,y)

olup her t> 0 igcin M(x,y,t) = M(x,y) ile gosterirsek M(X,y,t) uzakligi t'den
bagimsiz olur. Boylece (X,M,*) yani (X,M,,*) FPM-uzaymin stabil oldugu elde

edilir.

Tamm 3.2.10. (X,M,*) stabil FPM-uzay olsun. Eger hera,b €1 i¢in axb =
min{a, b} ise M'ye stabil fuzzy ultrametrikimsi, (X, M,*) lg¢liisiine de stabil fuzzy

ultrametrikimsi uzay denir.

Teorem 3.2.11. M, stabil fuzzy metrikimsinin, stabil fuzzy ultrametrikimsi olmasi

icin gerekli ve yeterli kosul d nin ultrametrikimsi olmasidir.
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Ispat. Kabul edelim ki (X, d) ultrametrikimsi uzay olsun. Her x,y,z € X, hert > 0 ve

her a,b € I i¢in a * b = min{a, b} olmak tizere,
My(x,y,t) = minfM,(x,zt),M4(z,y,t)}

oldugunu gosterelim:

(X, d) ultrametrikimsi uzay oldugundan,
d(x,y) < maks{d(x,z),d(z y)}
esitsizliginden,
d(x,y) <d(x,2) ved(x,y) < d(zy)
yazilir ve

1 1 1 1
> >
1+dxy)  1+dx2) Yo +d(x,y) ~ 1+d(zy)

1 1 1
- >mi
T+dxy) mm{1 T d(xz2) 1+ d(z,y)}

elde edilir. Bu ifade de,
My(x,y) = min{My(x,2), My4(z,y)}
demektir.

Simdi de kabul edelim ki; (X, Mg,*) stabil fuzzy ultrametrikimsi uzay olsun. (X, d)

nin ultrametrikimsi uzay olmasi i¢in; her x,y € X ve hert > 0 verildiginde,
d(x,y) < maks{d(x,2),d(zy)} (3.2.1)
oldugunu gosterelim. Stabil fuzzy ultrametrikimsi uzay tanimindan,

My(x,y) = min{My(x,2), My(z,y) }

1 1
> mi 2.2
= min {1 +d(x,2z) "1+d(zy) } @ )
1.durum:
1 1
<
1+dxz) 1+d(zy)
olsun.
d(z,y) <d(x,2) 3.2.3)
(3.2.2) den,
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My(x,y) = m

=>d(xy) <dxz)
(3.2.3) ve (3.2.4) den
d(x,y) <d(x,z) = maks{d(x,z),d(z,y) }
elde edilir. Bu durumda (X, d) ultrametrikimsi uzaydir.

2.durum:

1 1
<
1+d(zy) = 1+dx,z)

olsun.

d(x,z) <d(zvy)

My(x,y) = m

>dxy) <d(zy)
(3.2.5) ve (3.2.6) dan,
d(x,y) <d(zy) = maks{d(zy),d(x 2)}.

Boylece (X,d) ultrametrikimsi uzaydir.

> min{M,(x,2), My(z,y) } =

> min{M,(x,2), My(z,y) } =

1

1+d(x,2)
(3.2.4)
(3.2.5)
_ b
1+d(zy)
(3.2.6)

Tamm 3.2.12. (X, M, *) FPM?-uzay olsun. Eger M, t sayisina bagli degilse yani her

X, Yy, Z € X ve her t >0 i¢cin M(X, y, z, *) : (0, 00) — [0, 1] fonksiyonu sabit fonksiyon

ise; (X, M, *) FPM*-uzayna stabil (stationary) FPM*-uzay denir ve M(x, y, z, t) =

M(x, y, z) ile gosterilir.

Uyar1 3.2.13. Tamimdan anlasilacag: iizere her stabil FPM*-uzay, FPM*-uzaydir
g y. y

ancak tersi dogru degildir.

Ornek 3.2.14. Ornek 2.20. de verilen

Maloy 29 = ity e
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fuzzy 2-metrikimsisi i¢in (X, M, #) iclisi FPM’-uzaydr ancak t'ye bagli
oldugundan stabil FPM?-uzay degildir.

Tanim 3.2.15. (X, d) 2-metrikimsi uzay ve her a,b,c € I icin a * b * ¢ = a.b.c t-norm

olsun. Herx, y,z€ X vet = 1i¢in My : X X X X X x (0, ©) — [0, 1] fonksiyonu,

1

Ma(%y,2,1) = Ma(x,y,2) = TTdxy.2)

seklinde tanimlansm. Bu takdirde (X, My, *) bir FPM?-uzaydir. Ayn1 zamanda t'den
bagimsiz oldugu i¢in stabil FPM?-uzaydir. Buna 6zel olarak standart stabil FPM?*-

uzay denir.

Tamim 3.2.16. (X, M, *) FPM’-uzay olsun. Eger M, t sayisina bagl degilse yani her
X, ¥, z, w € X ve hert>0 icin M(x, y, z, w, *) : (0, ©) — [0, 1] fonksiyonu sabit
fonksiyon ise; (X, M, *) FPM’-uzayina stabil (stationary) FPM’-uzay denir ve

M(x,y, z, w, t) = M(X, y, z, W)

ile gosterilir.

Uyan 3.2.17. Tanimdan anlasilacag: tizere her stabil FPM’-uzay, FPM’-uzaydir;

ancak tersi dogru degildir.

Ornek 3.2.18.

t
t+dxy,z w)

My(x,y,z,w,t) =

fuzzy 3-metrikimsisi i¢in (X, M, ) tglisi FPM’-uzaydir; ancak t'ye bagli
oldugundan stabil FPM’-uzay degildir.

Tamm 3.2.19. (X, d) 3-metrikimsi uzay ve her a, b,c,d €l icina *b *x¢c xd =
a.b.c.dolsun. Herx,y,zz we Xvet=11¢in Mg: X x X x X x X X (0, 00) — [0, 1]
fonksiyonu,

1
1+d(x,y,z,w)

Mq(x,y,z,w,1) =
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seklinde tanimlansm. Bu takdirde (X, My, *) bir FPM’-uzaydir. Ayn1 zamanda t'den
bagimsiz oldugu i¢in stabil FPM’-uzaydir. Buna 6zel olarak standart stabil FPM-

uzay denir.
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4. GUCLU FUZZY ULTRAMETRIKIMSi UZAYLARDA SABIiT NOKTA
TEOREMI

Bu boliimde, Rao, Kishore (2008) ve Sedghi, Shobe' nin (2013) makalelerini giiglii

fuzzy ultrametrikimsi uzaylara genisletecegiz.

Teorem 4.1.1. (X, M, *) bir giiclii fuzzy ultrametrikimsi uzay olsun. T, S : X —
Km(X) cok degerli bir doniisim ve f, g : X — X asagidaki sartlar1 saglayan bir
doniisiim olsun:

(a) fg(X) yuvarsal tam,

(b) Vx,y€X, fx # gy i¢in,

Hu (Sx, Ty, t) > min{M(fx, gy, t), M(fx, Sx, t), M(gy, Ty, t)},
(c) fS=Sf, fg = gf, fT = Tf, gS = Sg, gT =Tg, ST =TS,
(d) S(x) € f(x), T(x) € g(x).
Bu durumda, fu € Su, gv € Tv, fu = gv, Su = Tv olacak sekilde u, v € X vardir.

Ispat. B, = (fga; 1 - min{M(fga, Sga, t), M(fga, Tfa, t)}) kiimesi fga merkezli, 1-
min{M(fga, Sga, t), M(fga, Tfa, t)} yarigapl kapal1 yuvar1 gostersin. A, tiim a€fg(X)
icin tiim acik yuvarlarmn ailesi olsun. Eger By, € B, , A kiimesi iizerinde kismi sirali
ise B, < By, iliskisi vardir. A;, A'nin tam sirali bir alt kiimesi olsun. fg(X) yuvarsal

tam oldugu i¢in,
Np,ea, Ba=B # 0
olur. b € fg(X) ve B, € A; iken fgb € B olsun. Bu takdirde fgb € B, dir.
M(fgb, fga, t) > 1 — min{M(fga, Sga, t), M(fga, Tfa, t)} 4.1.1)
Eger a = b olursa B, = By olur. Farz edelim ki a # b olsun. V x € By, i¢in,
M(x, fgb, t) > 1 — min{M(fgb, Sgb, t), M(fgb, Ttb, t)}
Sga # @ kompakt bir kiime oldugu i¢in 3 p € Sga igin,
M(fga, Sga, t) = M(fga, p, t)
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seklindedir. Tfa # @ kompakt bir kiime oldugu i¢in 3 q € Tfa i¢in,

M(fga, Tfa, t) = M(fga, q, t)
seklindedir.

min{M(fgb, Sgb, t), M(fgb, Ttb, t)}

= min {supesgpM(fgb, Sgb, t), supgermM(fgh, Tfb, t) }

= min{M(fgb, fga, t), M(fga, g, t), Supcesgn(d, ¢, t), M(fgb, fga, t), M(fga, p, t),
Supgetm (P, d, 1)}

> min{M(fgb, fga, t), M(fga, Tfa, t), Hu(Tfa, Sgb, t), M(fgb, fga, t), M(fga,
Sga, t), Hu(Sga, Ttb, t)}

> min{M(fgb, fga, t), M(fga, Tfa, t), M(fga, Sga, t), min{M(fgb, gfa, t), M(fgb,
Sgb, 1), M(gfa, Tfa, t)}, min{M(fga, gfb, t), M(fga, Sga, t), M(gfb, Tfb, t)} }

> min{M(fgb,fga,t),M(fga, Tfa, t), M(fga, Sga, t), M(fgb, Sgb, t), M(fgb,
Ttb,t)}

> min{M(fga, Tfa, t), M(fga, Sga, t)}

(a), (b) ve (4.1.1) ifadelerinden yararlanilarak elde edildi. Simdi,
M(x, fga, t) = 1 — min{M(x, fgb, t), M(fgb, fga, t)}
> 1— min{M(fga, Sga, t), M(fga, Tfa, t)}

Boylece x € B, olur. Her B, € A; i¢cin By € B, oldugunu gosterdik. By, A; ailesi i¢in
A'da bir {ist smirdir ve Zorn Lemmasidan A bir maksimal elemana sahiptir; ayrica

z € fg(X), B,. z = fgw olacak sekilde w € X vardir. Kabul edelim ki;
flgfgw) & S(gfgw), g(ffgw) & T(ffgw)
olsun. Sgfgw ve Tffgw bos olmayan kompakt kiimeler olduklar1 i¢in,
M(fgfgw, Sgfgw, t) = M(fgfgw, k, t) 4.1.2)
M(fgfgw, Ttfgw, t) = M(fgfgw, L, t) 4.1.3)
olacak sekilde 3 k € Sgfgw, 1 € Tffgw elemanlar1 vardir.
(b), (c) ve (4.1.2) esitliginden,

M(Sgigw, TSfgw, t) = SupeETngwM(gngWa e, t)
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= mln{M(nggw, fgfgW, t)a M(fgfgwa ka t)a SupeETngWM(ka c, t)}
> min{M(Sgfgw, fgfgw, t), Hu(Sgfgw, TSfgw, t)} 4.14)

> min{M(Sgfgw, fgfgw, t), min{M(fgfgw, gSfgw, t), M(fgfgw, Sgfgw, t),
M(gSfgw, TSfgw, t)}}

> min{M(Sgfgw, fgfgw, t), M(gSfgw, TSfgw, t)}

= M(fgfgw, Sgfegw, t).

M(Tftgw, STfgw, t) = suppestigwM(fTfgw, h, t)

= min{M(Tffgw, fgfgw, t), M(fgfgw, 1, t), suphestiewM(l, h, t)}

> min {M(Tffgw, fgfgw, t), H(Tffgw, STfgw, t)} (4.1.5)

> min{M(Tffgw, fgfgw, t), min{M(fTfgw, gffew, t), M(fTfgw, STfgw, t),
M(gftgw, Ttfgw, t)} }

= M(Tftgw, fgfgw, t).
(b), (c) ve (4.1.2)-(4.1.5) esitliginden,
M(fggSw, SggSw, t) = supmesggswM(fggSw, m, t)

> min{M(fggSw,TSfgw,t), M(TSfgw,Tffgw,t), M(Tffgw,fgfgw,t), M(fgfgw,],
t), SUPmesggswM(l, m, t)}

> min{M(fgfgw, Sgfgw, t), M(fgfgw, Tffgw, t), Hu(Ttfgw, SgSgw, t)} (4.1.6)

> min{M(fgfgw, Sgfgw, t), M(fgfgw, Tffgw, t), min{M(fggSw, gffgw, t),
M(fggSw, SggSw, t), M(gffgw, Tffgw, t)}}

> min{M(fgfgw, Sgfgw, t), M(fgfgw, Ttfgw, t)}
M(fgfrwa TffTw, t) = SuanTffFWM(fgfrWa n, t)

> min{M(fgfTw, STfgw, t), M(STfgw, Sgfgw, t), M(Sgfgw, fgfgw, t),
M(fgfgW’ ka t)’ SuanTfI’TWM(ka n, t)}

> min{M(fgfgw, Tffgw, t), M(fgfgw, Sgfgw, t), Hu(Sgfgw, TffTw, t)} (4.1.7)

> min{M(fgfgw, Tffgw, t), M(fgfgw, Sgfgw, t), min{M(fgfgw, gffTwt, t),
M(fgfgw, Sgfgw, t), M(gffTw, TffTw, t)}}

> min{M(fgfgw, Tftgw, t), M(fgfgw, Sgfgw,t)}.
(4.1.4) ve (4.1.6) esitliginden,

min{M(Sgfgw, TSfgw, t), M(fggSw, SggSw, t)} > min{M(fgfgw, Sgfgw, t),
M(fgfew, Tffgw, t)}. (4.1.8)
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(4.1.5) ve (4.1.7) esitliginden,

min{M(STfgw, Tffgw, t), M(fgfTw, TffTw, t)} > min{M(fgfgw, Tfigw, t),
M(fgfgw, Sgfgw, t)}. 4.1.9)

Eger,
min{M(fgfgw, Sgfgw, t), M(fgfgw, Tffgw, t)} = M(fgfgw, Sgfgw, t)

ise (4.1.8) esitliginden fgfgw & Bgsw = fgz € Bgsw. Boylece B, & Bgsw. Bu, A'da
B,nin maksimal olmasi ile ¢elisir. Ciinkii gSw € gf(X) = fg(X).

Eger,
min{M(fgfgw, Sgfgw, t), M(fgfgw, Tffgw, t)} = M(fgfgw, Tffgw, t)

ise (4.1.9) esitliginden fgfgw € By = fgz € Beryw. Boylece B, & Byry. Bu, A'da
B.'nin maksimal olmasi ile ¢elisir. Ciinkii fTw € fg(X).

Bu yiizden,

fgfgw) € S(gfgw), g(ffgw) € T(ffgw). (4.1.10)
Ek olarak,

flgfgw) = g(ffgw).
(b), (c) ve (4.1.10) esitligini kullanarak,

Hm(Sgfgw, Tffgw, t) > min{M(fgfgw, gffgw, t), M(fgfgw, Sgfgw, t), M(gftgw,
Tffgw, t)} =0

Boylece,
S(gfgw) = T(ffgw).

Sonug 4.1.2. Teorem 4.1.1. de 6zel olarak T, S : X = X almirsa Sedghi ve Shobe'nin
(2013) Teorem 2. elde edilir.

Sonug¢ 4.1.3. Teorem 4.1.1. de 6zel olarak f ve g birim doniisiimii alinirsa T veya
S'nin bir tek sabit noktasi vardir.

Sonuc¢ 4.1.4. Teorem 4.1.1. de 6zel olarak S ve g birim doniisiim almirsa fz = Tz
olacak sekilde z € X vardir. Eger f ve T, z € X noktasmin baglant1 noktasi
(coincidentally commuting) ise z, f ve T nin bir ortak sabit noktasidir.

Sonug. 4.1.5. Teorem 4.1.1. de S, g ve f birim doniistim alinirsa z = Tz olacak
sekilde bir tek z € X vardir.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tez calismasinda fuzzy metrikimsi uzaylar hakkinda gerekli bilgiler verildikten
sonra bu uzay iizerinde giiclii(strong) ve stabil(stationary) olmak iizere iki yeni
smiflandirma yapildi ve bu iki smiflandirma arasindaki iliski incelenip drneklerle
pekistirildi. Daha sonra bu yapilar fuzzy 2-metrikimsi ve fuzzy 3-metrikimsi uzaylara
genisletildi. Son boliimde ise Rao ve Kishore' nin (2008) ultrametrik uzaylarda
yaptiklar1 calisma, cogul degerli doniisiimler icin giiclii fuzzy ultrametrikimsi
uzaylara genisletildi ve Sedghi ile Shobe’nin (2013) makalesi sonug haline getirildi.

Bu tezde tanimlanan yeni kavramlarla metrikimsi ve fuzzy metrikimsi uzaylarda
yapilan bir¢cok ¢alisma genellestirilebilir.
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