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Danışman: Doç. Dr. Arzu ALTIN YAVUZ

Haziran 2015



ONAY
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ÖZET

İstatistik literatürüne bakıldığında, bilgisayar dünyasındaki gelişmelere paralel olarak veri

yapılarında da bir değişim ve gelişim olduğu gözlemlenmektedir. Daha önce birimlere ait

tek bir değişken incelenirken, son yıllarda ise birden çok değişken incelenmeye başlanmıştır.

Günümüzde ise birimlere ait birden çok değişken farklı zamanlarda veya mekanlarda incelenm-

eye başlanmıştır. Bu tür verileri modellemek için artık çok değişkenli dağılımlar yerine matris

değişkenli dağılımlar tanımlanmak ve çok değişkenli dağılımların matris değişkenli dağılımlara

genişletilmeleri yapılmak zorunda kalınmıştır.

Bu tez çalışmasında genel olarak matris değişkenli dağılımlar ele alınmıştır. Lite-

ratürde varolan matris değişkenli normal dağılıma alternatif olan matris değişkenli slash

dağılımı tanımlanmıştır. Dağılımsal özellikleri detaylı olarak incelenmiştir. Ayrıca, lite-

ratürde tanımlanmış olan fakat detayları verilmemiş olan matris değişkenli t dağılımı ele

alınarak matris değişkenli normal dağılımın ölçek karması olarak yeniden tanımlanmıştır. Bu

dağılımın dağılımsal özellikleri detaylı olarak incelenmiş ve literatürde olmayan bazı dağılımsal

özellikleri verilmiştir. Matris değişkenli slash ve matris değişkenli t dağılımına sahip rassal

matrislerin fonksiyonların beklenen değerleri ele alınmıştır. Matris değişkenli slash ve matris

değişkenli t dağılımlarının parametrelerini tahmin etmek için EM algoritmaları verilmiştir. Ve-

rilen EM algoritmalarının parametre tahminlerini etkin olarak tahmin edip etmediğini kontrol

etmek için simulasyon çalışmaları yapılmıştır. Önerilen matris değişkenli slash ve t dağılımı,

matris değişkenli normal dağılıma alternatif olarak robust tahminler bulduğunu göstermek için,

literatürde varolan matris değişkenli bir veri setini modellemede kullanılmıştır.

Anahtar Kelimeler: EM Algoritması, Matris Değişkenli Dağılımlar, Robust Tahmin Edi-

ciler, Parametre Tahmini,
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SUMMARY

Recent statistical literatures show that parallel to the improvements in computational soft-

ware, data structures have changed dramatically. Instead of considering single variables, scien-

tists consider multivariate data. More recently, the structure of the data has changed from mul-

tivariate to matrix variate. The multivariate data for units have being considered for different

time or location. Therefore, instead of having multivariate data, we have matrix variate data.

Because of this data structure, the matrix variate distributions, instead of multivariate distribu-

tions, have been proposed to model this type of data. Further, many multivariate distributions

are also extended to the matrix variate distributions.

In this thesis, matrix variate distributions are generally investigated. Matrix variate slash

distribution is defined as an alternative to matrix variate normal distribution that is around in

literature. Distributional properties of the matrix variate slash distribution are examined in

detail. Furthermore, matrix variate t distribution, which exists in literature, is redefined using

scale mixture of matrix variate normal distribution. Some distributional properties of matrix

variate t distribution are also investigated. Some properties that is not given in literature are

also obtained. Expected values of some random matrices that have matrix variate t distribution

and matrix variate slash distribution are studied. EM algorithm is given to estimate parameters

of matrix variate slash and matrix variate t distributions. Simulation study is performed to

control whether the proposed EM algorithms correctly find the estimates of the parameters.

Furthermore, a real data example is considered to evaluate the robustness of the estimators

based on the proposed matrix variate slash distribution and the matrix variate t distribution.

Keywords: EM algorithm, Matrix variate distributions, Robust estimators, Parameter esti-

mation
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Hayatıma girdiği andan beri beni her konuda destekleyen ve cesaretlendiren eşim Yonca
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3.1 Matris Değişkenli Slash Dağılımın Özellikleri . . . . . . . . . . . . . . . . 44
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EÇO En Çok Olabilirlik

b.b.a.d Birbirinden Bağımsız Aynı Dağılımlı
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1. GİRİŞ ve AMAÇ

1.1 Giriş

İstatistiksel dağılımlar, ekonomi, mühendislik, sosyal bilimler, sağlık bilimleri gibi bir çok

uygulamalı alanda kullanılmaktadır. Gerçek hayatta elde edilen verilerin modellenmesi için is-

tatistiksel dağılımlar sıklıkla kullanılmaktadır. Bu nedenle istatistiksel dağılımlar ve özellikleri

üzerine bir çok çalışma yapılmaktadır. Bu dağılımlar arasında en sık kullanılan dağılım nor-

mal dağılımdır. Tek değişkenli ve çok değişkenli durumlarda normal dağılım ile ilgili bir çok

çalışma yapılmıştır. Normal dağılıma dayalı istatistiksel sonuç çıkarımları sapan gözlemlere

ve normalden daha kalın kuyruklu hatalara karşı hassas oldukları için son zamanlarda sapan

gözlem ve/veya daha kalın kuyruğa sahip hatalar içeren veri setleri için normal dağılıma alter-

natif dağılımlar tanımlanmaktadır. Normal dağılıma alternatif olarak daha kalın kuyruğa sahip

olarak tanımlanan dağılımlardan en popüler olanları slash ve t dağılımlarıdır. Her iki dağılımda

robust istatistiksel analizlerde normal dağılıma alternatif olarak kullanılmaktadır (Arslan ve

Genç, 2009; Jamshidian, 2001; Kafadar, 1982; Kafadar, 2001; Kashid ve Kulkarni, 2003; Lange

vd., 1989; Morgenthaler, 1986; Roger ve Tukey, 1972). Slash ve t dağılımları normal dağılımın

karması olarak elde edilebilmektedir. Bu yüzden her iki dağılımda normal dağılımlar ailesinin

ölçek karması sınıfında yer almaktadır.

Son zamanlarda matris değişkenli dağılımlar üzerine çalışılmaktadır. Örneğin, Fang (1998)

simetrik matris değişkenlerin asimptotik özelliklerini incelemiştir, Mathew vd. (1998) matris

değişkenlerin güven bölgeleri üzerine çalışmışlardır. Bu alanda ilk çalışmalar Hsu ve Wishart

tarafından yapılmıştır.

Matris değişkenli dağılımların ziraat, ekonometri, eğitim, tıp ve psikoloji gibi bir çok alanda

uygulamaları yapılmaktadır. Örneğin, çok değişkenli normal teoride örneklem kovaryans mat-

risi ile ilgili çalışmalarda Wishart dağılımı önemli bir rol oynamaktadır. Ayrıca, rassal mat-

risler çok değişkenli tekrarlanan ölçümler başta olmak üzere bir çok alanda kullanılmaktadır.

İstatistiksel analizde gözlemlerin bağımsızlığı koşulu sıklıkla kullanılmaktadır. Fakat pratikte

bu varsayım mümkün olmayabilir. Bu tip veri setlerini analiz edebilmek için,yani verideki

bağımlılık yapısını tanımlayabilmek için matris değişkenli dağılımlar kullanılabilir.
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Neudecker ve Wansbeek (1987), matris değişkenli normal dağılıma sahip rassal matris-

lerin çarpımlarının beklenen değerleri üzerine çalışmışlardır. Hudak ve Richter (1996), matris

değişkenli normal dağılıma sahip rassal matrislerin momentleri üzerine çalışmışlardır. Gupta ve

Varga (1992) çalışmalarında matris değişkenli normal dağılımın koşullu dağılımlar yardımıyla

karakterizasyonu üzerine çalışmışlardır. Dinh ve Nguyen (1994) rassal iki vektörün ortak

normalliği üzerine çalışmışlar ve bu sonuçları matris değişkenli normal dağılımın karakteri-

zasyonuna uygulamışlardır. Wang ve Lawoko (1994) çalışmalarında matris değişkenli normal

dağılımın parametrelerinin tahmini ile ilgilenmişlerdir. Dutilleul (1999) çalışmasında matris

değişkenli normal dağılımın parametrelerinin tahmini için en çok olabilirlik (EÇO) tahminlerini

önermiştir.

Dickey (1967) çalışmasında, çok değişkenli t ve ters t dağılımlarını matris değişkenli

durum için genellemiştir. Javier ve Gupta (1985) bu dağılımın özelliklerini incelemişlerdir.

Kibria (2006) bu dağılımı matris değişkenli eliptik dağılımlar altında regresyon matrisi ve

gelecekteki bağımlı değişkenler matrisi için uygulamıştır. Kibria (2006) yaptığı uygulamada

gelecekteki regresyon matrisinin dağılımının hataların dağılımı matris değişkenli normal ve

matris değişkenli t olduğu durumda değişmediğini göstermiştir. Iranmanesh vd. (2010)

genelleştirilmiş matris değişkenli t dağılımını tanımlamışlardır ve bu dağılımın özel olarak

Dickey (1967) tarafından tanımlanan matris değişkenli t dağılımını özel hali olarak içerdiğini

göstermişlerdir.

Gupta ve Varga (1994), matris değişkenli eliptik dağılımların yeni bir sınıfını tanımlamışlar

ve bu sınıfın bazı özelliklerini incelemişlerdir. Gupta ve Varga (1995), diğer bir çalışmalarında

matris değişkenli eliptik dağılımların, matris değişkenli normal dağılımın karması olarak elde

edilebileceğini göstermişlerdir.

Gupta ve Nagar (2000b) matris değişkenli Beta tip III dağılımını önermişlerdir. Ayrıca

önerdikleri dağılımın bazı özelliklerini incelemişler ve matris değişkenli Beta tip I ve tip II

dağılımları ile olan ilişkileri üzerine çalışmışlardır.

Gupta vd. (2001), Ng ve Kotz (1995) tarafından önerilen çok değişkenli Kummer-

Beta ve çok değişkenli Kummer-Gamma dağılım ailelerini matris değişkenli duruma

genelleştirmişlerdir.
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Sanchez-Manzano vd. (2002) çalışmalarında güç üstel dağılım ailesini matris değişkenli

duruma genellemiş ve bazı özelliklerini çalışmışlardır.

Bandekar ve Nagar (2003) matris değişkenli Cauchy dağılımını önermişler ve özelliklerini

incelemişlerdir. Sarr ve Gupta (2011) matris değişkenli Cauchy dağılımın ölçek karması olarak

yeni bir dağılım tanımlamışlardır. Ayrıca tanımladıkları dağılımın Cauchy dağılımnın aksine

sonlu momente sahip olduğunu göstermişlerdir.

Sanchez ve Nagar (2003) merkezi olmayan matris değişkenli Dirichlet dağılımını

önermişlerdir. Önerilen dağılım matris değişkenli Beta dağılımının genelleştirilmiş halidir

ve çok değişkenli istatistiksel analizdeki bir çok test problemi için kullanışlı bir dağılımdır.

Örneğin, çok değişkenli normal dağılımların homojenliğinin testi için kullanılan olabilirlik oran

test istatistiği Dirichlet matrislerinin bir fonksiyonudur.

Thabane ve Haq (2004) matris değişkenli genelleştirilmiş hiperbolik dağılımı tanımlamışlar

ve Bayes analizinde uygulamasını vermişlerdir. Önerilen bu dağılım Dickey (1967) tarafından

önerilen matris değişkenli t dağılımını özel hali olarak içermektedir.

1.2 Amaç

Tez çalışmasının amacı, literatürde var olan matris değişkenli normal dağılıma alternatif

daha kalın kuyruklu dağılımlar tanımlamaktır. Tezin ilerleyen bölümleri aşağıda açıklandığı

gibi düzenlenmiştir.

İkinci bölümde, matris değişkenli normal dağılım ve bu dağılımın bazı özellikleri

incelenmiştir. Matris değişkenli normal dağılıma sahip rassal matrislerin fonksiyonlarının bek-

lenen değerleri ele alınmıştır. Ayrıca matris değişkenli normal dağılımın parametre matrislerinin

tahmini açıklanmıştır.

Üçüncü bölümde, ölçek karması gösteriminden faydalanılarak matris değişkenli nor-

mal dağılıma alternatif olarak matris değişkenli slash dağılım tanımlanmış ve özellikleri

incelenmiştir. Bölüm 2’deki sonuçlardan yararlanılarak matris değişkenli slash dağılıma sahip

rassal matrislerin fonksiyonlarının beklenen değerleri incelenmiştir. Ayrıca, matris değişkenli
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slash dağılımın parametrelerinin tahmini için EM algoritması yardımıyla parametre tahmin edi-

cileri önerilmiştir.

Dördüncü bölümde, normal dağılımın bir diğer kalın kuyruklu alternatifi olan t dağılımı

matris değişkenli durumda ele alınmıştır. Gupta vd. (2013) tarafından normal dağılımın ölçek

karması olarak tanımlanan matris değişkenli t dağılımının bazı özellikleri incelenmiş ve daha

önce elde edilmeyen bazı özellikleri elde edilmiştir. Ayrıca matris değişkenli t dağılımının

parametrelerinin tahmini için en çok olabilirlik yöntemi ve EM algoritması kullanılmıştır.

Sonuç olarak iki yöntemin de birbirine denk olduğu gösterilmiştir.

Beşinci bölümde ise, ikinci ve üçüncü bölümde tanımlanan matris değişkenli slash ve

matris değişkenli t dağılımlarının parametre tahmin edicilerinin iddia edildiği gibi çalıştığını

göstermek için Monte Carlo simulasyon çalışması yapılmıştır.

Altıncı bölümde ise, literatürden alınmış matris değişkenli bir veri setinin parametreleri

sapan gözlem olmaması ve olması durumunda matris değişkenli normal, slash ve t dağılımı ile

tahmin edilmiştir.

Yedinci ve son bölümde ise sonuç ve öneriler ile tez çalışması tamamlanmıştır.
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2. MATRİS DEĞİŞKENLİ NORMAL DAĞILIM

Çok değişkenli normal dağılım çok değişkenli istatistiksel analiz teorisinde çok önemli

bir rol oynamaktadır. Bağımsız çok değişkenli gözlemler genellikle matrisler yardımıyla ifade

edilmektedir ve bu matrisler genellikle örnek gözlem matrisi olarak bilinmektedir (Roy, 1957).

Bu tip matrislerde, örneklemler bağımsız çok değişkenli normal dağılımdan geldiklerinde mat-

risin kolonları ortak ortalama vektörleri ve kovaryans matrisleri ile bağımsız çok değişkenli nor-

mal dağılıma sahiptirler. Fakat bazı durumlarda çok değişkenli gözlemlerin bağımsızlığı koşulu

sağlanmaz. Örneğin, çok değişkenli zaman serilerinde ve çok değişkenli tekrarlı ölçümlerde

bu koşul sağlanmaz. Bu gibi durumlarda kolonların bağımsız olarak çok değişkenli dağılıma

sahip olduğunu söyleyemeyiz. Artık kolonların ayrı ayrı dağılımlarına bakmak yerine matrisin

dağılımı ile ilgilenmeliyiz (Gupta, 2000a). Bu gibi durumlarda kullanılmak üzere son zaman-

larda matris değişkenli dağılımlar çalışılmaya başlanmıştır. Çok değişkenli analizde olduğu

gibi matris değişkenli durumlarda da normal dağılım önemli bir rol oynamaktadır. Bu yüzden

bu bölümde matris değişkenli normal dağılım incelenecektir.

Matris değişkenli normal dağılım örneklem çok değişkenli ana kitleden geldiği zaman or-

taya çıkmaktadır. x1, ...,xn, Np (µ,Σ) dağılımından gelen n birimlik rassal örneklem olsun.

Gözlemler matrisi

X =


x11 · · · x1n
x21 · · · x2n
...

...
xp1 · · · xpn

= (x1, ...,xn) =

x∗′1
...

x∗′p


şeklinde ifade edildiğinde X ′ ∼ Nn,p (eµ′, IN⊗Σ) olur. Burada e = (1, ...,1)′ şeklindedir. Bu

durumda gözlemlerin matrisi matris değişkenli normal dağılıma sahip olur. Matris değişkenli

normal dağılımın olasılık yoğunluk fonksiyonu Teorem 2.2’de verilmiştir.

Tanım 2.1 Eğer vec(X ′) ∼ Npn (vec(M′) ,Σ⊗Ψ) ise p× n boyutlu X rassal matrisi, p× n

boyutlu M ortalama matrisi ve Σ⊗Ψ kovaryans matrisi ile matris değişkenli normal dağılıma

sahiptir. Burada Σ(p× p)> 0, Ψ(n×n)> 0 dır. Matris değişkenli normal dağılım için bundan

sonra X ∼ Np,n (M,Σ,Ψ) gösterimi kullanılacaktır. Burada M, ortalama matrisini, Σ, sütunlar

arası varyans-kovaryans matrisini ve Ψ satırlar arası varyans-kovaryans matrisini ifade etmek-

tedir.
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Teorem 2.2 X ∼ Np,n (M,Σ,Ψ) ise X rassal matrisinin olasılık yoğunluk fonksiyonu

fX (X) = (2π)−
1
2 np |Σ|−

1
2 n |Ψ|−

1
2 p etr

{
−1

2
Σ
−1 (X−M)Ψ

−1 (X−M)′
}
,X ∈ Rp×n,M ∈ Rp×n

(2.1)

şeklindedir.

İspat: x = vec(X ′) ve m = vec(M′) olsun. x ∼ Npn (m,Σ⊗Ψ) olduğundan olasılık

yoğunluk fonksiyonu

(2π)−
1
2 np |Σ⊗Ψ|−

1
2 etr

{
−1

2
(Σ⊗Ψ)−1 (x−m)(x−m)′

}
şeklindedir. Kronocker çarpımına ilişkin özellikten

|Σ⊗Ψ|−
1
2 = |Σ|−

1
2 n |Ψ|−

1
2 p (2.2)

olur. Ayrıca trace fonksiyonunun özelliğinden

tr
{
−1

2
(Σ⊗Ψ)−1 (x−m)(x−m)′

}
= tr

{
−1

2
(
Σ
−1⊗Ψ

−1)(x−m)(x−m)′
}

= tr
{
−1

2
Σ
−1 (X−M)Ψ

−1 (X−M)′
}

(2.3)

olur. Eşitlik 2.2 ve 2.3 kullanılırsa olasılık yoğunluk fonksiyonu

(2π)−
1
2 np |Σ|−

1
2 n |Ψ|−

1
2 p etr

{
−1

2
Σ
−1 (X−M)Ψ

−1 (X−M)′
}

şeklinde elde edilir. �

2.1 Matris Değişkenli Normal Dağılımın Özellikleri

Teorem 2.3 X ∼ Np,n (M,Σ,Ψ) ise X ′ ∼ Nn,p (M′,Ψ,Σ) olur.

İspat: İspat için vec(X) ile vec(X ′) değişkenlerinin olasılık yoğunluk fonksiyonlarında

üstel ifadelerin eşit olduğunun gösterilmesi yeterlidir. Yardımcı Teorem 2.4 kullanılarak bu

eşitlik kolayca gösterilebilir. �

Yardımcı Teorem 2.4 A(p×m) , B(n×q) ,C (q×m) , D(q×n) , E (m×m) ve X (m×n) mat-

risleri için aşağıda verilen ifadeler doğrudur.
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(i) vec(AXB) = (B′⊗A)vec(X)

(ii) tr (CXB) = (vec(C′))′
(
Iq⊗X

)
vec(B)

(iii) tr (DX ′EXB) = (vec(X))′ (D′B′⊗E)vec(X)
= (vec(X))′ (BD⊗E ′)vec(X)

Matris değişkenli normal dağılımın karakteristik fonksiyonu Teorem 2.5 de verildiği gibidir.

Teorem 2.5 X ∼ Np,n (M,Σ,Ψ) ise X rassal matrisinin karakteristik fonksiyonu

φX (Z) = etr
(

iZ′M− 1
2

Z′ΣZΨ

)
(2.4)

şeklindedir.

İspat: φX (Z) = E [etr (iXZ′)] , i =
√
−1 Yardımcı Teorem 2.4 kullanılırsa

E
[
exp
{

i(vec(X ′))′ vec(Z′)
}]

elde edilir. Bu durumda vec(X ′) rassal vektörünün karakteris-

tik fonksiyonu ile ilgileniriz. vec(X ′)∼ Npn (vec(M′) ,Σ⊗Ψ) olduğunu biliyoruz. Dolayısıyla

vec(X ′) rassal vektörünün karakteristik fonksiyonu

φX (Z) = exp
{

ivec
(
M′
)′ vec

(
Z′
)
− 1

2
vec
(
Z′
)′
(Σ⊗Ψ)vec

(
Z′
)}

olduğundan Yardımcı Teorem 2.4 yardımıyla X rassal matrisinin karakteristik fonksiyonu

Eşitlik 2.4’de ifade edildiği gibi elde edilir. �

X rassal matrisinin dağılımı matris değişkenli normal dağılım olmak üzere X matrisinin

elemanlarının çarpımının beklenen değerleri Teorem 2.6’da verilmiştir.

Teorem 2.6 X ∼ Np,n (M,Σ,Ψ) ve M =
(
mi j
)
, Σ = (σti) ve Ψ =

(
ψ jk

)
olsun. Bu durumda,

(i) E
(
xi1 j1xi2 j2

)
= σi1i2ψ j1 j2 +mi1 j1mi2 j2

(ii) E
(
xi1 j1xi2 j2xi3 j3

)
= mi1 j1σi2i3ψ j2 j3 +mi2 j2σi1i3ψ j1 j3
+mi3 j3σi1i2ψ j1 j2 +mi1 j1mi2 j2mi3 j3

(iii) E
(
xi1 j1xi2 j2xi3 j3xi4 j4

)
= σi1i4ψ j1 j4σi2i3ψ j2 j3 +σi1i2ψ j1 j2σi4i3ψ j4 j3
+σi1i3ψ j1 j3σi4i2ψ j4 j2 +mi1 j1mi2 j2σi4i3ψ j4 j3
+mi1 j1mi3 j3σi4i2ψ j4 j2 +mi2 j2mi3 j3σi1i4ψ j1 j4
+mi1 j1mi4 j4σi2i3ψ j2 j3 +mi4 j4mi2 j2σi1i3ψ j1 j3
+mi4 j4mi3 j3σi1i2ψ j1 j2 +mi1 j1mi2 j2mi3 j3mi4 j4
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İspat: Teorem 2.5’den X rassal matrisinin karakteristik fonksiyonu

φX (Z) = exp{h(Z)} (2.5)

olarak elde edilmiştir. Burada

h(Z) = i
p

∑
i=1

n

∑
j=1

mi jzi j−
1
2

p

∑
i=1

p

∑
t=1

n

∑
k=1

n

∑
j=1

zi jψ jkztkσti (2.6)

ve Z =
(
zi j
)

dir. Eşitlik 2.5’in zi1 j1 değerine göre türevini alırsak

∂

∂zi1 j1
φX (Z) = exp{h(Z)} ∂

∂zi1 j1
h(Z) (2.7)

ve

∂

∂zi1 j1
h(Z) =

∂

∂zi1 j1

i
p

∑
i=1

n

∑
j=1

mi jzi j−
1
2


p

∑
i=1

n

∑
j=1

z2
i jψ j jσii +

p

∑
i=1

n

∑
k=1
6= j

n

∑
j=1

zi jψ jkzikσii

+
p

∑
i=1

p

∑
t=1
6=i

n

∑
j=1

zi jψ j jzt jσti +
p

∑
i=1

p

∑
t=1
6=i

n

∑
k=1
6= j

n

∑
j=1

zi jψ jkztkσti


 (2.8)

= imi1 j1−

zi1 j1ψ j1 j1σi1i1 +
n

∑
k=1
6= j1

ψ j1kzi1kσi1i1 +
p

∑
t=1
6=i1

ψ j1 j1zt j1σti1 +
p

∑
t=1
6=i1

n

∑
k=1
6= j1

ψ j1kztkσti1


Eşitlik 2.8, Eşitlik 2.7’de yerine yazılırsa

E
(
xi1 j1

)
=

1
i

∂

∂zi1 j1
φX (Z) |

Z=0
= mi1 j1

elde edilir. Şimdi Eşitlik 2.7’nin zi2 j2 değişkenine göre türevini alırsak

∂2

∂zi1 j1∂zi2 j2
φX (Z) = exp{h(Z)}

[
∂

∂zi1 j1
h(Z)

∂

∂zi2 j2
h(Z)+

∂2

∂zi1 j1∂zi2 j2
h(Z)

]
(2.9)

elde edilir. Burada ∂

∂zi2 j2
h(Z), Eşitlik 2.8’de i1 yerine i2 ve j1 yerine j2 alınarak bulunur. Ayrıca

Eşitlik 2.8’in zi2 j2 değişkenine göre türevi alınırsa

∂2

∂zi1 j1∂zi2 j2
h(Z) =−σi1i2ψ j1 j2 (2.10)

elde edilir. Dolayısıyla,

E
(
xi1 j1xi2 j2

)
=

1
i2

∂2

∂zi1 j1∂zi2 j2
φX (Z) |

Z=0
= σi1i2ψ j1 j2 +mi1 j1mi2 j2



9

eşitliği elde edilir. Bu durumda (i) ispatlanmış olur. (ii)’nin ispatı için Eşitlik 2.9’un zi3 j3

değişkenine göre türevini alırsak

∂3

∂zi1 j1zi2 j2zi3 j3
φX (Z) = exp{h(Z)}

[
∂

∂zi1 j1
h(Z)

∂

∂zi2 j2
h(Z)

∂

∂zi3 j3
h(Z)

+
∂2

∂zi1 j1∂zi2 j2

∂

∂zi3 j3
h(Z)+

∂2

∂zi1 j1∂zi3 j3
h(Z)

∂

∂zi2 j2
h(Z) (2.11)

+
∂2

∂zi2 j2∂zi3 j3
h(Z)

∂

∂zi1 j1
h(Z)+

∂3

∂zi1 j1∂zi2 j2∂zi3 j3
h(Z)

]
elde edilir. Eşitlik 2.10’dan

∂3

∂zi1 j1∂zi2 j2∂zi3 j3
h(Z) = 0

olduğu görülür. Eşitlik 2.11’de, Eşitlik 2.8 ve 2.10 yerine yazılırsa,

E
(
xi1 j1xi2 j2xi3 j3

)
=

1
i3

∂3

∂zi1 j1∂zi2 j2∂zi3 j3
φX (Z) |

Z=0
= mi1 j1σi2i3ψ j2 j3 +mi2 j2σi1i3ψ j1 j3 +mi3 j3σi1i2ψ j1 j2 +mi1 j1mi2 j2mi3 j3

elde edilir. Bu durumda (ii) ispatlanmış olur. Aynı adımlar uygulanarak benzer şekilde (iii)

ispatlanabilir. �

Sonuç 2.7 X ∼ Np,n (0,Σ,Ψ) olsun. Bu durumda,

(i) E
(
xi1 j1xi2 j2

)
= σi1i2ψ j1 j2

(ii) E
(
xi1 j1xi2 j2xi3 j3

)
= 0

(iii) E
(
xi1 j1xi2 j2xi3 j3xi4 j4

)
= σi1i4ψ j1 j4σi2i3ψ j2 j3 +σi1i2ψ j1 j2σi4i3ψ j4 j3
+σi1i3ψ j1 j3σi4i2ψ j4 j2

olur.

İspat: Teorem 2.6’da M = 0 alırsak istenilen sonuç ispatlanmış olur. �

2.2 Matris Değişkenli Normal Dağılıma Sahip Rassal Matrislerin
Fonksiyonlarının Beklenen Değerleri

Matris değişkenli normal dağılıma sahip X rassal matrisinin elemanlarının beklenen

değerlerinin dışında X rassal matrisinin bazı fonsiyonlarınında beklenen değerleri elde edil-

meye çalışılmıştır. van der Merwe (1980) yaptığı çalışmasında X rassal matrisinin iz(trace)
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fonksiyonuna ilişkin bazı beklenen değerleri hesaplamıştır. van der Merve tarafından elde edilen

sonuçlar Teorem 2.8’de verilmiştir. Nel (1977) ise yaptığı çalışmasında bazı matris değişkenli

fonksiyonlarının beklenen değerlerini hesaplamıştır. Nel (1977) tarafından elde edilen sonuçlar

Teorem 2.9, 2.10, 2.11, 2.12 ve 2.13’de verilmiştir.

Teorem 2.8 X ∼ Np,n (0,Σ,Ψ), Σ =
(
σi j
)

ve Ψ =
(

ψi j

)
olsun. Bu durumda herhangi bir sabit

A(p×n) matrisi ve a = 0,1,2, ... için aşağıdaki sonuçlar elde edilir.

(i) E (tr (XX ′)) = tr (Σ) tr (Ψ)

(ii) E
(
trXX ′ (AA′)α

)
= tr

(
Σ(AA′)a) tr (Ψ)

(iii) E
(
tr2 (XA′)

)
= tr (ΣAΨA′)

(iv) E
(

tr (XA′)2
)
= tr (ΣAΨA′)

(v) E
(
tr (XA′) tr

(
XA′ (AA′)a))= tr

(
ΣAΨA′ (AA′)a)

İspat: (i) E (tr (XX ′)) = E

(
p
∑

i=1

n
∑
j=1

xi jxi j

)
=

p
∑

i=1

n
∑
j=1

E
(
xi jxi j

)
=

p
∑

i=1

n
∑
j=1

σiiψ j j = tr (Σ) tr (Ψ)

(ii) İspata başlamadan önce Y = X ′Aα dönüşümü yapalım. Bu durumda Y = X ′Aα ∼

Nn,n(0,Ψ,A′
α

ΣAα) olur. Ayrıca A′
α

ΣAα =
(

σ∗j j

)
olsun.

E
(
tr
(
XX ′ (AA′)α

))
= E

(
tr
(
(X ′Aα)(X ′Aα)′

))
= E (tr (YY ′))

= E

(
n
∑

i=1

n
∑
j=1

yi jyi j

)
=

n
∑

i=1

n
∑
j=1

E
(
yi jyi j

)
=

n
∑

i=1

n
∑
j=1

ψiiσ
∗
j j

= tr (Ψ) tr
(

A′
α

ΣAα

)
= tr (Ψ) tr

(
Σ(AA′)α

)
(iii) İspata başlamadan önce Y = XA′ dönüşümü yapalım. Bu durumda Y ∼

Np,p (0,Σ,AΨA′) olur. Ayrıca AΨA′ =
(

ψ∗i j

)
olsun.

E
(
tr2 (XA′)

)
= E

(
p
∑

i=1
yii

)2

= E

(
p
∑

i=1

p
∑
j=1

yiiy j j

)
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=
p
∑

i=1

p
∑
j=1

E
(
yiiy j j

)
=

p
∑

i=1

p
∑
j=1

σi jψ
∗
i j = tr (ΣAΨA′)

(iv) E
(

tr (XA′)2
)
= E

(
p
∑

i=1

n
∑
j=1

ai jai jxi jxi j

)
=

p
∑

i=1

n
∑
j=1

ai jai jE
(
xi jxi j

)

=
p
∑

i=1

n
∑
j=1

ai jai j

(
σiiψ j j

)
=

p
∑

i=1

n
∑
j=1

σiiai jψ j jai j = tr (ΣAΨA′)

(v) E
(
tr (XA′) tr

(
XA′ (AA′)α

))
= E

(
p
∑

i=1

n
∑
j=1

xi jai jxi jai jaα
i ja

α
i j

)

=
p
∑

i=1

n
∑
j=1

ai jai jaα
i ja

α
i jE
(
xi jxi j

)

=
p
∑

i=1

n
∑
j=1

ai jai jaα
i ja

α
i j

(
σiiψ j j

)

=
p
∑

i=1

n
∑
j=1

σiiai jψ j jai jaα
i ja

α
i j

= tr
(
ΣAΨA′ (AA′)α

)
�

Teorem 2.9 X ∼ Np,n (M,Σ,Ψ) olsun. Bu durumda,

(i) E (X ′AX) = tr (ΣA′)Ψ+M′AM, A(p× p)

(ii) E (XAX ′) = tr (A′Ψ)Σ+MAM′, A(n×n)

(iii) E (XAX) = ΣA′Ψ+MAM, A(n× p)

(iv) E (tr (AX)X) = ΣA′Ψ+ tr (AM)M, A(n× p)

(v) E (tr (AX)X ′) = ΨAΣ+ tr (AM)M′, A(n× p)

(vi) E (tr (AX ′)X) = ΣAΨ+ tr (AM′)M, A(p×n)

(vii) E (tr (AX ′)X ′) = ΨA′Σ+ tr (AM′)M′, A(p×n)
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İspat: (i) X =
(
xi j
)

ve A =
(
ai j
)

olsun. Bu durumda X ′AX matrisinin (i, j)− inci elemanı
p
∑

k=1

p
∑

l=1
xlialkxk j olur. Teorem 2.6 yardımıyla,

E
(
X ′AX

)
= E

(
p

∑
k=1

p

∑
l=1

xlialkxk j

)
=

p

∑
k=1

p

∑
l=1

alkE
(
xlixk j

)
=

p

∑
k=1

p

∑
l=1

alk

(
σlkψi j +mlimk j

)
= ψi j

p

∑
k=1

p

∑
l=1

alkσlk +
p

∑
k=1

p

∑
l=1

alkmlimk j

= tr
(
A′Σ
)

Ψ+M′AM

elde edilir.

(ii) Teorem 2.3’den X ′ ∼ Nn,p (M′,Ψ,Σ) olur. X =
(
xi j
)

ve A =
(
ai j
)

olsun.

Bu durumda XAX ′ matrisinin (i, j) − inci elemanı
n
∑

k=1

n
∑

l=1
xikaklx jl olur. Teorem 2.6

yardımıyla

E
(
XAX ′

)
= E

(
n

∑
k=1

n

∑
l=1

xikaklx jl

)
=

n

∑
k=1

n

∑
l=1

aklE
(
xikx jl

)
=

n

∑
k=1

n

∑
l=1

akl
(
σi jψkl +mikm jl

)
=

n

∑
k=1

n

∑
l=1

σi jaklψkl +
n

∑
k=1

n

∑
l=1

mikaklm jl

= tr (AΨ)Σ+MAM′

elde edilir.

(iii) XAX matrisinin (i, j)− inci elemanı
n
∑

k=1

p
∑

l=1
xikaklxl j olur. Teorem 2.6 yardımıyla

E (XAX) = E

(
n

∑
k=1

p

∑
l=1

xikaklxl j

)
=

n

∑
k=1

p

∑
l=1

aklE
(
xikxl j

)
=

n

∑
k=1

p

∑
l=1

akl

(
σilψk j +mikml j

)
=

n

∑
k=1

p

∑
l=1

σilalkψk j +
n

∑
k=1

p

∑
l=1

mikaklml j

= ΣA′Ψ+MAM

elde edilir.
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(iv) tr (AX)X matrisinin (i, j)− inci elemanı xi j
n
∑

k=1

p
∑

l=1
aklxlk olur. Teorem 2.6 yardımıyla

E (tr (AX)X) = E

(
xi j

n

∑
k=1

p

∑
l=1

aklxlk

)

=
n

∑
k=1

p

∑
l=1

aklE
(
xi jxlk

)
=

n

∑
k=1

p

∑
l=1

akl

(
σilψ jk +mi jmlk

)
=

n

∑
k=1

p

∑
l=1

σilaklψ jk +
n

∑
k=1

p

∑
l=1

mi jaklmlk

= ΣA′Ψ+ tr (AM)M

elde edilir.

(v) tr (AX)X ′ matrisinin (i, j)− inci elemanı x ji
n
∑

k=1

p
∑

l=1
aklxlk olur. Teorem 2.6 yardımıyla

E
(
tr (AX)X ′

)
= E

(
x ji

n

∑
k=1

p

∑
l=1

aklxlk

)
=

n

∑
k=1

p

∑
l=1

aklE
(
x jixlk

)
=

n

∑
k=1

p

∑
l=1

akl
(
σ jlψik +m jimlk

)
=

n

∑
k=1

p

∑
l=1

ψikaklσ jl +
n

∑
k=1

p

∑
l=1

m jiaklmlk

= ΨAΣ+ tr (AM)M′

elde edilir.

(vi) tr (AX ′)X matrisinin (i, j)− inci elemanı xi j
p
∑

k=1

n
∑

l=1
aklxkl olur. Teorem 2.6 yardımıyla

E
(
tr
(
AX ′
)

X
)

= E

(
xi j

p

∑
k=1

n

∑
l=1

aklxkl

)
=

p

∑
k=1

n

∑
l=1

aklE
(
xi jxkl

)
=

p

∑
k=1

n

∑
l=1

akl

(
σikψ jl +mi jmkl

)
=

p

∑
k=1

n

∑
l=1

σikaklψ jl +
p

∑
k=1

n

∑
l=1

mi jaklmkl

= ΣAΨ+ tr
(
AM′

)
M

elde edilir.
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(vii) tr (AX ′)X ′ matrisinin (i, j)− inci elemanı xi j
p
∑

k=1

n
∑

l=1
aklxkl olur. Teorem 2.6 yardımıyla

E
(
tr
(
AX ′
)

X
)

= E

(
x ji

p

∑
k=1

n

∑
l=1

aklxkl

)
=

p

∑
k=1

n

∑
l=1

aklE
(
x jixkl

)
=

p

∑
k=1

n

∑
l=1

akl
(
σ jkψil +m jimkl

)
=

p

∑
k=1

n

∑
l=1

ψilaklσ jk +
p

∑
k=1

n

∑
l=1

m jiaklmkl

= ΨA′Σ+ tr
(
AM′

)
M′

elde edilir. �

Teorem 2.10 X ∼ Np,n (M,Σ,Ψ) olsun. Bu durumda,

(i) E (XAXBX) = MAΣB′Ψ+ΣB′M′A′Ψ+ΣA′ΨBM
+MAMBM, A(n× p) , B(n× p)

(ii) E (X ′AXBX) = M′AΣB′Ψ+ tr (ΣB′M′A′)Ψ+ tr (AΣ)ΨBM
+M′AMBM, A(p× p) , B(n× p)

(iii) E (X ′AX ′BX) = tr (ΣB′)M′AΨ+ tr (AM′BΣ)Ψ+ΨA′ΣBM
+M′AM′BM, A(p×n) , B(p× p)

(iv) E (X ′AXBX ′) = tr (BΨ)M′AΣ+ΨB′M′A′Σ+ tr (AΣ)ΨBM′

+M′AMBM′, A(p× p) , B(n×n)

(v) E (XAX ′BX ′) = MAΨB′Σ+ tr (AM′BΨ)Σ+ tr (AΨ)ΣBM′

+MAM′BM′, A(n×n) , B(p×n)

(vi) E (X ′AX ′BX ′) = M′AΨB′Σ+ΨB′MA′Σ+ΨA′ΣBM′

+M′AM′BM′, A(p×n) , B(p×n)

(vii) E (XAX ′BX) = tr (BΣ)MAΨ+ΣB′MA′Ψ+ tr (AΨ)ΣBM
+MAM′BM, A(n×n) , B(p× p)
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İspat: (i) XAXBX matrisinin (i, j)− inci elemanı
n
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1
xikaklxlmbmoxo j olur. Teo-

rem 2.6 yardımıyla

E (XAXBX) = E

(
n

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

p

∑
o=1

xikaklxlmbmoxo j

)

=
n

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

p

∑
o=1

E
(
xikaklxlmbmoxog j

)
=

n

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

p

∑
o=1

aklbmoE
(
xikxlmxo j

)
=

n

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

p

∑
o=1

aklbmo

(
mikσloψm j +mlmσioψk j +mo jσilψkm +mikmlmmo j

)
=

n

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

p

∑
o=1

mikaklσlobomψm j +
n

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

p

∑
o=1

σiobommmlalkψk j

+
n

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

p

∑
o=1

σilalkψkmbmomo j +
n

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

p

∑
o=1

mikaklmlmbmomo j

= MAΣB′Ψ+ΣB′M′A′Ψ+ΣA′ΨBM+MAMBM

elde edilir.

(ii) X ′AXBX matrisinin (i, j)− inci elemanı
p
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1
xkiaklxlmbmoxo j olur. Teorem 2.6

yardımıyla

E
(
X ′AXBX

)
= E

(
p

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

p

∑
o=1

xkiaklxlmbmoxo j

)

=
p

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

p

∑
o=1

aklbmoE
(
xkixlmxo j

)
=

p

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

p

∑
o=1

aklbmo

(
mkiσloψm j +mlmσkoψi j +mo jσklψim +mkimlmmo j

)
=

p

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

p

∑
o=1

mkiaklσlobmoψm j +
p

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

p

∑
o=1

σkobmomlmaklψi j

+
p

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

p

∑
o=1

ψimbmomo jaklσkl +
p

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

p

∑
o=1

mkiaklmlmbmomo j

= M′AΣB′Ψ+ tr
(
ΣB′M′A′

)
Ψ+ tr (AΣ)ΨBM+M′AMBM

elde edilir.
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(iii) X ′AX ′BX matrisinin (i, j)− inci elemanı
p
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1
xkiaklxmlbmoxo j olur. Teorem 2.6

yardımıyla

E
(
X ′AX ′BX

)
= E

(
p

∑
k=1

n

∑
l=1

p

∑
m=1

p

∑
o=1

xkiaklxmlbmoxo j

)

=
p

∑
k=1

n

∑
l=1

p

∑
m=1

p

∑
o=1

aklbmoE
(
xkixmlxo j

)
=

p

∑
k=1

n

∑
l=1

p

∑
m=1

p

∑
o=1

aklbmo

(
mkiσmoψl j +mmlσkoψi j +mo jσkmψil +mkimmlmo j

)
=

p

∑
k=1

n

∑
l=1

p

∑
m=1

p

∑
o=1

mkiaklψl jσmobmo +
p

∑
k=1

n

∑
l=1

p

∑
m=1

p

∑
o=1

ψi jaklmmlbmoσko

+
p

∑
k=1

n

∑
l=1

p

∑
m=1

p

∑
o=1

ψilaklσkmbmomo j +
p

∑
k=1

n

∑
l=1

p

∑
m=1

p

∑
o=1

mkiaklmmlbmomo j

= tr
(
ΣB′
)

M′AΨ+ tr
(
AM′BΣ

)
Ψ+ΨA′ΣBM+M′AM′BM

elde edilir.

(iv) X ′AXBX ′ matrisinin (i, j)− inci elemanı
p
∑

k=1

p
∑

t=1

n
∑

m=1

n
∑

o=1
xkiaktxtmbmox jo olur. Teorem 2.6

yardımıyla

E
(
X ′AXBX ′

)
= E

(
p

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

n

∑
o=1

xkiaklxlmbmox jo

)

=
p

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

n

∑
o=1

aklbmoE
(
xkixlmx jo

)
=

p

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

n

∑
o=1

aklbmo
(
mkiσl jψmo +mlmσk jψio +m joσklψim +mkimlmm jo

)
=

p

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

n

∑
o=1

mkiaklσl jbmoψmo +
p

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

n

∑
o=1

ψiobmomlmaklσk j

+
p

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

n

∑
o=1

ψimbmom joaklσkl +
p

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

n

∑
o=1

mkiaklmlmbmom jo

= tr (BΨ)M′AΣ+ΨB′M′A′Σ+ tr
(
A′Σ
)

ΨBM′+M′AMBM′

elde edilir.
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(v) XAX ′BX ′ matrisinin (i, j)− inci elemanı
n
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1
xikaklxmlbmox jo olur. Teorem 2.6

yardımıyla

E
(
XAX ′BX ′

)
= E

(
n

∑
k=1

n

∑
l=1

p

∑
m=1

p

∑
o=1

xikaklxmlbmox jo

)

=
n

∑
k=1

n

∑
l=1

p

∑
m=1

p

∑
o=1

aklbmoE
(
xikxmlx jo

)
=

n

∑
k=1

n

∑
l=1

p

∑
m=1

p

∑
o=1

aklbmo
(
mikσm jψlo +mmlσi jψko +m joσimψkl +mikmmlm jo

)
=

n

∑
k=1

n

∑
l=1

p

∑
m=1

p

∑
o=1

mikaklψlobmoσm j +
n

∑
k=1

n

∑
l=1

p

∑
m=1

p

∑
o=1

σi jaklmmlbmoψko

+
n

∑
k=1

n

∑
l=1

p

∑
m=1

p

∑
o=1

σimbmom joaklψkl +
n

∑
k=1

n

∑
l=1

p

∑
m=1

p

∑
o=1

mikaklmmlbmom jo

= MAΨB′Σ+ tr
(
AM′BΨ

)
Σ+ tr (AΨ)ΣBM′+MAM′BM′

elde edilir.

(vi) X ′AX ′BX ′ matrisinin (i, j)− inci elemanı
p
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

n
∑

o=1
xkiaklxmlbmox jo olur. Teorem

2.6 yardımıyla

E
(
X ′AX ′BX ′

)
= E

(
p

∑
k=1

n

∑
l=1

p

∑
m=1

n

∑
o=1

xkiaklxmlbmox jo

)

=
p

∑
k=1

n

∑
l=1

p

∑
m=1

n

∑
o=1

aklbmoE
(
xkixmlx jo

)
=

p

∑
k=1

n

∑
l=1

p

∑
m=1

n

∑
o=1

aklbmo
(
mkiσm jψlo +mmlσk jψio +m joσkmψil +mikmmlm jo

)
=

p

∑
k=1

n

∑
l=1

p

∑
m=1

n

∑
o=1

mkiaklψlobmoσm j +
p

∑
k=1

n

∑
l=1

p

∑
m=1

n

∑
o=1

ψiobmommlaklσk j

+
p

∑
k=1

n

∑
l=1

p

∑
m=1

n

∑
o=1

ψilaklσkmbmom jo +
p

∑
k=1

n

∑
l=1

p

∑
m=1

n

∑
o=1

mikaklmmlbmom jo

= M′AΨB′Σ+ΨB′MA′Σ+ΨA′ΣBM′+M′AM′BM′

elde edilir.
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(vii) XAX ′BX matrisinin (i, j)− inci elemanı
n
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1
xikaklxmlbmoxo j olur. Teorem 2.6

yardımıyla

E
(
XAX ′BX

)
= E

(
n

∑
k=1

n

∑
l=1

p

∑
m=1

p

∑
o=1

xikaklxmlbmoxo j

)

=
n

∑
k=1

n

∑
l=1

p

∑
m=1

p

∑
o=1

aklbmoE
(
xikxmlxo j

)
=

n

∑
k=1

n

∑
l=1

p

∑
m=1

p

∑
o=1

aklbmo

(
mikσmoψl j +mmlσioψk j +mo jσimψkl +mikmmlmo j

)
=

n

∑
k=1

n

∑
l=1

p

∑
m=1

p

∑
o=1

mikaklψl jbmoσmo +
n

∑
k=1

n

∑
l=1

p

∑
m=1

p

∑
o=1

σiobmommlaklψk j

+
n

∑
k=1

n

∑
l=1

p

∑
m=1

p

∑
o=1

σimbmomo jaklψkl +
n

∑
k=1

n

∑
l=1

p

∑
m=1

p

∑
o=1

mikaklmmlbmogmo j

= tr (BΣ)MAΨ+ΣB′MA′Ψ+ tr (AΨ)ΣBM+MAM′BM

elde edilir. �

Teorem 2.11 X ∼ Np,n (M,Σ,Ψ) olsun. Bu durumda,

(i) E (tr (X ′AXB)X) = tr (A′Σ) tr (B′Ψ)M+ΣA′MB′Ψ+ΣAMBΨ

+tr (M′AMB)M, A(p× p) , B(n×n)

(ii) E (tr (AX)XBX) = MBΣA′Ψ+ΣA′ΨBM+ tr (AM)ΣB′Ψ
+tr (AM)MBM, A(n× p) , B(n× p)

(iii) E (tr (AX)X ′BX) = M′BΣA′Ψ+ΨAΣBM+ tr (AM) tr (BΣ)Ψ

+tr (AM)M′BM, A(n× p) , B(p× p)
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İspat: (i) tr (X ′AXB)X matrisinin (i, j)− inci elemanı
n
∑

k=1

p
∑

l=1

p
∑

m=1

n
∑

o=1
xlkalmxmobokxi j olur.

Bu durumda,

E
(
tr
(
X ′AXB

)
X
)

= E

(
n

∑
k=1

p

∑
l=1

p

∑
m=1

n

∑
o=1

xlkalmxmobokxi j

)

=
n

∑
k=1

p

∑
l=1

p

∑
m=1

n

∑
o=1

E
(
xlkalmxmobokxi j

)
=

n

∑
k=1

p

∑
l=1

p

∑
m=1

n

∑
o=1

almbokE
(
xi jxlkxmo

)
=

n

∑
k=1

p

∑
l=1

p

∑
m=1

n

∑
o=1

almbok

(
mi jσlmψko +mlkσimψ jo +mmoσilψ jk +mi jmlkmmo

)
=

n

∑
k=1

p

∑
l=1

p

∑
m=1

n

∑
o=1

mi jamlσlmbokψos +
n

∑
k=1

p

∑
l=1

p

∑
m=1

n

∑
o=1

σimalmmlkbokψ jo

+
n

∑
k=1

p

∑
l=1

p

∑
m=1

n

∑
o=1

σitalmmmobokψ jk +
n

∑
k=1

p

∑
l=1

p

∑
m=1

n

∑
o=1

mi jmlkalmmmobok

= tr
(
A′Σ
)

tr
(
B′Ψ

)
M+ΣA′MB′Ψ+ΣAMBΨ+ tr

(
M′AMB

)
M

elde edilir.

(ii) tr (AX)XBX matrisinin (i, j)− inci elemanı
n
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1
xikbklxl jamoxom olur. Bu du-

rumda,

E (tr (AX)XBX) = E

(
n

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

p

∑
o=1

xikbklxl jamoxom

)

= E

(
n

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

p

∑
o=1

amobklxikxl jxom

)

=
n

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

p

∑
o=1

E
(
amobklxikxl jxom

)
=

n

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

p

∑
o=1

amobklE
(
xikxl jxom

)
=

n

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

p

∑
o=1

amobkl

(
mikσloψ jm +ml jσioψkm +momσilψk j +mikml jmom

)
=

n

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

p

∑
o=1

mikbklσloamoψ jm +
n

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

p

∑
o=1

σioamoψkmbklml j

+
n

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

p

∑
o=1

σilbklψk jamomom +
n

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

p

∑
o=1

mikbklml jamomom

= MBΣA′Ψ+ΣA′ΨBM+ tr (AM)ΣB′Ψ+ tr (AM)MBM

elde edilir.
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(iii) tr (AX)X ′BX matrisinin (i, j)− inci elemanı
p
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1
xkibklxl jamosxom olur. Bu

durumda,

E
(
tr (AX)X ′BX

)
= E

(
p

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

p

∑
o=1

xkibklxl jamoxom

)

=
p

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

p

∑
o=1

bklamoE
(
xkixl jxom

)
=

p

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

p

∑
o=1

bklamo

(
mkiσloψ jm +ml jσkoψim +momσklψi j +mkiml jmom

)
=

p

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

p

∑
o=1

mkibklσloamoψ jm +
p

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

p

∑
o=1

ψimamoσkobklml j

+
p

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

p

∑
o=1

ψi jbklσklamomom +
p

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

p

∑
o=1

mkibklml jamomom

= M′BΣA′Ψ+ΨAΣBM+ tr (AM) tr (BΣ)Ψ+ tr (AM)M′BM

elde edilir. �
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Teorem 2.12 X ∼ Np,n (M,Σ,Ψ) olsun. Bu durumda,

(i) E (XAXBXCX) = ΣC′ΨBA′Ψ+ΣA′ΨBΣC′Ψ+ tr (AΣC′Ψ)ΣB′Ψ
+MAMBΣC′Ψ+MAΣC′M′B′Ψ+ΣC′M′B′M′A′Ψ
+MAΣB′ΨCM+ΣB′M′A′ΨCM+ΣA′ΨBMCM
+MAMBMCM, A(n× p) , B(n× p) , C (n× p)

(ii) E (X ′AXBXCX) = tr (ΣC′ΨBΣA′)Ψ+ tr (AΣ)ΨBΣC′Ψ+ΨCΣA′ΣB′Ψ
+M′AMBΣC′Ψ+M′AΣC′M′B′Ψ+ tr (AMBMCΣ)Ψ

+M′AΣB′ΨCM+ tr (AMBΣ)ΨCM+ tr (AΣ)ΨBMCM
+M′AMBMCM, A(p× p) , B(n× p) , C (n× p)

(iii) E (XAX ′BXCX) = tr (BΣ)ΣC′ΨA′Ψ+ tr (AΨ)ΣBΣC′Ψ+ΣB′ΣC′ΨAΨ

+MAM′BΣC′Ψ+ tr (MCΣB)MAΨ+ΣC′M′B′MA′Ψ
+tr (ΣB)MAΨCM+ΣB′MA′ΨCM+ tr (AΨ)ΣBMCM
+MAM′BMCM, A(n×n) , B(p× p) , C (n× p)

(iv) E (X ′AX ′BXCX) = tr (ΣC′ΨA′) tr (BΣ)Ψ+ΨA′ΣBΣC′Ψ+ΨCΣBΣAΨ

+M′AM′BΣC′Ψ+ tr (MCΣB)M′AΨ+ tr (AM′BMCΣ)Ψ

+tr (BΣ)M′AΨCM+ tr (AM′BΣ)ΨCM+ΨA′ΣBMCM
+M′AM′BMCM, A(p×n) , B(p× p) , C (n× p)

(v) E (X ′AXBX ′CX) = tr (ΣC′ΣA′) tr (BΨ)Ψ+ tr (AΣ) tr (CΣ)ΨBΨ

+tr (AΣC′Σ)ΨB′Ψ+ tr (ΣC)M′AMBΨ

+M′AΣC′MB′Ψ+ tr (AMBM′CΣ)Ψ

+tr (BΨ)M′AΣCM+ΨB′M′A′ΣCM
+tr (AΣ)ΨBM′CM+M′AMBM′CM,

A(p× p) , B(n×n) , C (p× p)

(vi) E (X ′AXBXCX ′) = ΨC′ΨBΣA′Σ+ tr (AΣ) tr (CΨ)ΨBΣ+ΨCΨBΣAΣ

+tr (ΨC)M′AMBΣ+ tr (BMCΨ)M′AΣ+ΨC′M′B′M′A′Σ
+M′AΣB′ΨCM′+ tr (ΣAMB)ΨCM′+ tr (AΣ)ΨBMCM′

+M′AMBMCM′, A(p× p) , B(n× p) , C (n×n)
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İspat: (i) XAXBXCX matrisinin (i, j) − inci elemanı
n
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
xikaklxlmbmoxoscstxt j olur. Bu durumda,

E (XAXBXCX) = E

(
n

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

p

∑
o=1

n

∑
s=1

p

∑
t=1

xikaklxlmbmoxoscstxt j

)

=
n

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

p

∑
o=1

n

∑
s=1

p

∑
t=1

aklbmocstE
(
xikxlmxosxt j

)
=

n

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

p

∑
o=1

n

∑
s=1

p

∑
t=1

aklbmocst

(
σitψk jσloψms +σilψkmσtoψ js

+σioψksσtlψ jm +mikmlmσtoψ js +mikmosσtlψ jm +mlmmosσitψk j

+mikmt jσloψms +mt jmlmσioψks +mt jmosσilψkm +mikmlmmosmt j
)

=
n

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

p

∑
o=1

n

∑
s=1

p

∑
t=1

σitctsψsmbmoσolalkψk j

+
n

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

p

∑
o=1

n

∑
s=1

p

∑
t=1

σilalkψkmbmoσotctsψs j

+
n

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

p

∑
o=1

n

∑
s=1

p

∑
t=1

σiobomψm jaklσltctsψsk

+
n

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

p

∑
o=1

n

∑
s=1

p

∑
t=1

mikaklmlmbmoσotctsψs j

+
n

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

p

∑
o=1

n

∑
s=1

p

∑
t=1

mikaklσltctsmsobomψm j

+
n

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

p

∑
o=1

n

∑
s=1

p

∑
t=1

σitctsmsobommmlalkψk j

+
n

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

p

∑
o=1

n

∑
s=1

p

∑
t=1

mikaklσlobomψmscstmt j

+
n

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

p

∑
o=1

n

∑
s=1

p

∑
t=1

σiobommmlalkψkscstmt j

+
n

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

p

∑
o=1

n

∑
s=1

p

∑
t=1

σilalkψkmbmomoscstmt j

+
n

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

p

∑
o=1

n

∑
s=1

p

∑
t=1

mikaklmlmbmomoscstmt j

= ΣC′ΨBΣA′Ψ+ΣA′ΨBΣC′Ψ+ tr
(
AΣC′Ψ

)
ΣB′Ψ

+MAMBΣC′Ψ+MAΣC′M′B′Ψ+ΣC′M′B′M′A′Ψ

+MAΣB′ΨCM+ΣB′M′A′ΨCM+MAMBMCM

elde edilir.
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(ii) X ′AXBXCX matrisinin (i, j)− inci elemanı
p
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
xkiaklxlmbmoxoscstxt j

olur. Bu durumda,

E
(
X ′AXBXCX

)
= E

(
p

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

p

∑
o=1

n

∑
s=1

p

∑
t=1

xkiaklxlmbmoxoscstxt j

)

=
p

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

p

∑
o=1

n

∑
s=1

p

∑
t=1

aklbmocstE
(
xkixlmxosxt j

)
=

p

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

p

∑
o=1

n

∑
s=1

p

∑
t=1

aklbmocst

(
σktψi jσloψms +σklψimσtoψ js

+σkoψisσtlψ jm +mkimlmσtoψ js +mkimosσtlψ jm +mlmmosσktψi j

+mkimt jσloψms +mt jmlmσkoψis +mt jmosσklψim +mkimlmmosmt j
)

=
p

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

p

∑
o=1

n

∑
s=1

p

∑
t=1

ψi jσktctsψsmbmoσolalk

+
p

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

p

∑
o=1

n

∑
s=1

p

∑
t=1

ψimbmoσotctsψo jaklσlk

+
p

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

p

∑
o=1

n

∑
s=1

p

∑
t=1

ψiscstσtlalkσkobomψm j

+
p

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

p

∑
o=1

n

∑
s=1

p

∑
t=1

mkiaklmlmbmoσotctsψs j

+
p

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

p

∑
o=1

n

∑
s=1

p

∑
t=1

mkiaklσltctsmsobomψm j

+
p

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

p

∑
o=1

n

∑
s=1

p

∑
t=1

ψi jaklmlmbmomoscstσtk

+
p

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

p

∑
o=1

n

∑
s=1

p

∑
t=1

mkiaklσlobomψmscstmt j

+
p

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

p

∑
o=1

n

∑
s=1

p

∑
t=1

ψiscstmt jaklmlmbmoσok

+
p

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

p

∑
o=1

n

∑
s=1

p

∑
t=1

ψimbmomoscstmt jaklσlk

+
p

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

p

∑
o=1

n

∑
s=1

p

∑
t=1

mkiaklmlmbmomoscstmt j

= tr
(
ΣC′ΨBΣA′

)
Ψ+ tr (AΣ)ΨBΣC′Ψ+ΨCΣA′ΣB′Ψ

+M′AMBΣC′Ψ+M′AΣC′M′B′Ψ+ tr (AMBMCΣ)Ψ

+M′AΣB′ΨCM+ tr (AMBΣ)ΨCM+ tr (AΣ)ΨBMCM

+M′AMBMCM

elde edilir.
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(iii) XAX ′BXCX matrisinin (i, j)− inci elemanı
n
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
xikaklxmlbmoxoscstxt j

olur. Bu durumda,

E
(
XAX ′BXCX

)
= E

(
n

∑
k=1

n

∑
l=1

p

∑
m=1

p

∑
o=1

n

∑
s=1

p

∑
t=1

xikaklxmlbmoxoscstxt j

)

=
n

∑
k=1

n

∑
l=1

p

∑
m=1

p

∑
o=1

n

∑
s=1

p

∑
t=1

aklbmocstE
(
xikxmlxosxt j

)
=

n

∑
k=1

n

∑
l=1

p

∑
m=1

p

∑
o=1

n

∑
s=1

p

∑
t=1

aklbmocst

(
σitψk jσmoψls +σimψklσtoψ js

+σioψksσtmψ jl +mikmmlσtoψ js +mikmosσtmψ jl +mmlmosσitψk j

+mikmt jσmoψls +mt jmmlσioψks +mt jmosσimψkl +mikmmlmosmt j
)

=
n

∑
k=1

n

∑
l=1

p

∑
m=1

p

∑
o=1

n

∑
s=1

p

∑
t=1

σitctsψslalkψk jbmoσom

+
n

∑
k=1

n

∑
l=1

p

∑
m=1

p

∑
o=1

n

∑
s=1

p

∑
t=1

σimbmoσotctsψs jaklψlk

+
n

∑
k=1

n

∑
l=1

p

∑
m=1

p

∑
o=1

n

∑
s=1

p

∑
t=1

σiobomσmtctsψskaklψl j

+
n

∑
k=1

n

∑
l=1

p

∑
m=1

p

∑
o=1

n

∑
s=1

p

∑
t=1

mikaklmlmbmoσotctsψs j

+
n

∑
k=1

n

∑
l=1

p

∑
m=1

p

∑
o=1

n

∑
s=1

p

∑
t=1

mikaklψl jmoscstσtmbmo

+
n

∑
k=1

n

∑
l=1

p
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m=1

p

∑
o=1

n

∑
s=1

p
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t=1

σitctsmsobommmlalkψk j

+
n

∑
k=1

n

∑
l=1

p
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m=1
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∑
o=1

n

∑
s=1

p

∑
t=1

mikaklψlscstmt jbmoσom

+
n

∑
k=1

n

∑
l=1

p

∑
m=1
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∑
o=1

n

∑
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∑
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σiobommmlalkψkscstmt j

+
n

∑
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n

∑
l=1

p

∑
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∑
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n

∑
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p

∑
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σimbmomoscstmt jaklψlk

+
n

∑
k=1

n

∑
l=1

p

∑
m=1

p

∑
o=1

n

∑
s=1

p

∑
t=1

mikaklmlmbmomoscstmt j

= tr (BΣ)ΣC′ΨA′Ψ+ tr (AΨ)ΣBΣC′Ψ+ΣB′ΣC′ΨAΨ

+MAM′BΣC′Ψ+ tr (MCΣB)MAΨ+ΣC′M′B′MA′Ψ

+tr
(
ΣB′
)

MAΨCM+ΣB′MA′ΨCM+ tr (AΨ)ΣBMCM

+MAM′BMCM

elde edilir.
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(iv) X ′AX ′BXCX matrisinin (i, j)− inci elemanı
p
∑
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n
∑
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p
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p
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o=1

n
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p
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olur. Bu durumda,

E
(
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∑
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∑
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∑
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aklbmocst
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+σkoψisσtmψ jl +mkimmlσtoψ js +mkimosσtmψ jl +mmlmosσktψi j

+mkimt jσmoψls +mt jmmlσkoψis +mt jmosσkmψil +mkimmlmosmt j
)

=
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∑
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∑
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∑
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+
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p
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+
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p

∑
m=1

p

∑
o=1

n

∑
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+
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∑
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p

∑
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∑
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∑
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p
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p
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p

∑
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+
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+
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∑
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∑
s=1

p

∑
t=1

ψilalkσkmbmomoscstmt j

+
p

∑
k=1

n

∑
l=1

p

∑
m=1

p

∑
o=1

n

∑
s=1

p

∑
t=1

mkiaklmmlbmomoscstmt j

= tr
(
ΣC′ΨA′

)
tr (BΣ)Ψ+ΨA′ΣBΣC′Ψ+ΨCΣBΣAΨ

+tr (BΣ)M′AΨCM+ tr (MCΣB)M′AΨ+ tr
(
AM′BMCΣ

)
Ψ

+tr (BΣ)M′AΨCM+ tr
(
AM′BΣ

)
ΨCM+ΨA′ΣBMCM

+M′AM′BMCM

elde edilir.
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(v) X ′AXBX ′CX matrisinin (i, j)− inci elemanı
p
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

n
∑

o=1

p
∑

s=1

p
∑

t=1
xkiaklxlmbmoxsocstxt j

olur. Bu durumda,

E
(
X ′AXBX ′CX

)
= E

(
p

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

n

∑
o=1

p

∑
s=1

p

∑
t=1

xkiaklxlmbmoxsocstxt j

)

=
p

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

n

∑
o=1

p

∑
s=1

p

∑
t=1

aklbmocstE
(
xkixlmxsoxt j

)
=

p

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

n

∑
o=1

p

∑
s=1

p

∑
t=1

aklbmocst

(
σktψi jσlsψmo +σklψimσtsψ jo

+σksψioσtlψ jm +mkimlmσtsψ jo +mkimsoσtlψ jm +mlmmsoσktψi j

+mkimt jσlsψmo +mt jmlmσksψio +mt jmsoσklψim +mkimlmmsomt j
)

=
p

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

n

∑
o=1

p

∑
s=1

p

∑
t=1

ψi jσktctsσslalkbmoψom

+
p

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

n

∑
o=1

p

∑
s=1

p

∑
t=1

ψimbmonψo jaklσlkcstσts

+
p

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

n

∑
o=1

p

∑
s=1

p

∑
t=1

ψiobomψm jaklσltctsσsk

+
p

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

n

∑
o=1

p

∑
s=1

p

∑
t=1

mkiaklmlmbmoψo jσtscst

+
p

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

n

∑
o=1

p

∑
s=1

p

∑
t=1

mkiaklσltctsmsobomψm j

+
p

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

n

∑
o=1

p

∑
s=1

p

∑
t=1

ψi jaklmlmbmomoscstσtk

+
p

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

n

∑
o=1

p

∑
s=1

p

∑
t=1

mkiaklσlscstmt jbmoψom

+
p

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

n

∑
o=1

p

∑
s=1

p

∑
t=1

ψiobommmlalkσkscstmt j

+
p

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

n

∑
o=1

p

∑
s=1

p

∑
t=1

ψimbmomoscstmt jaklσlk

+
p

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

n

∑
o=1

p

∑
s=1

p

∑
t=1

mkiaklmlmbmomsocstmt j

= tr
(
ΣC′ΣA′

)
tr (BΨ)Ψ+ tr (AΣ) tr (CΣ)ΨBΨ+ tr

(
AΣC′Σ

)
ΨB′Ψ

+tr (ΣC)M′AMBΨ+ tr (ΣC)M′AMBΨ+M′AΣC′MB′Ψ

+tr
(
AMBM′CΣ

)
Ψ+ tr (BΨ)M′AΣCM+ΨB′M′A′ΣCM

+tr (AΣ)ΨBM′CM+M′AMBM′CM

elde edilir.
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(vi) X ′AXBXCX ′ matrisinin (i, j)− inci elemanı
p
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

n
∑

t=1
xkiaklxlmbmoxoscstx jt

olur. Bu durumda,

E
(
X ′AXBXCX ′

)
= E

(
p

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

p

∑
o=1

n

∑
s=1

n

∑
t=1

xkiaklxlmbmoxoscstx jt

)

=
p

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

p

∑
o=1

n

∑
s=1

n

∑
t=1

aklbmocstE
(
xkixlmxosx jt

)
=

p

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

p

∑
o=1

n

∑
s=1

n

∑
t=1

aklbmocst
(
σk jψitσloψms +σklψimσ joψts

+σkoψisσ jlψtm +mkimlmσ joψts +mkimosσ jlψtm +mlmmosσk jψit

+mkim jtσloψms +m jtmlmσkoψis +m jtmosσklψim +mkimlmmosm jt
)

=
p

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

p

∑
o=1

n

∑
s=1

n

∑
t=1

ψitctsψsmbmoσolalkσk j

+
p

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

p

∑
o=1

n

∑
s=1

n

∑
t=1

ψimbmoσo jaklσlkcstψts

+
p

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

p

∑
o=1

n

∑
s=1

n

∑
t=1

ψiscstψtmbmoσokaklσl j

+
p

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

p

∑
o=1

n

∑
s=1

n

∑
t=1

mkiaklmlmbmoσo jψtscst

+
p

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

p

∑
o=1

n

∑
s=1

n

∑
t=1

mkiaklσl jbmomoscstψtm

+
p

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

p

∑
o=1

n

∑
s=1

n

∑
t=1

ψitctsmsobommmlalkσk j

+
p

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

p

∑
o=1

n

∑
s=1

n

∑
t=1

mkiaklσlobomψmscstm jt

+
p

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

p

∑
o=1

n

∑
s=1

n

∑
t=1

ψiscstm jtσokaklmlmbmo

+
p

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

p

∑
o=1

n

∑
s=1

n

∑
t=1

ψimbmomoscstm jtaklσlk

+
p

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

p

∑
o=1

n

∑
s=1

n

∑
t=1

mkiaklmlmbmomoscstm jt

= ΨC′ΨBΣA′Σ+ tr (AΣ) tr (CΨ)ΨBΣ+ΨCΨBΣAΣ

+tr (ΨC)M′AMBΣ+ tr (BMCΨ)M′AΣ+ΨC′M′B′M′A′Σ

+M′AΣB′ΨCM′+ tr (ΣAMB)ΨCM′+ tr (AΣ)ΨBMCM′

+M′AMBMCM′

elde edilir. �
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Teorem 2.13 X ∼ Np,n (M,Σ,Ψ) olsun. Bu durumda,

(i) E (tr (XBXCX ′)XA) = Σ2B′ΨCΨA+ tr (CΨ)Σ2B′ΨA+ tr (Σ)ΣB′ΨC′ΨA
+tr (MBΣ) tr (CΨ)MA+ tr (MCΨB) tr (Σ)MA+ΣMBMCΨA
+tr (MC′ΨBΣ)MA+ΣB′M′MC′ΨA+ΣMC′M′B′ΨA
+tr (MBMCM′)MA, A(n×n) , B(n× p) , C (n×n)

(ii) E (tr (BXCX ′)XAX) = ΣBΣA′ΨC′Ψ+ tr (BΣ) tr (CΨ)ΣA′Ψ+ΣB′ΣA′ΨCΨ

+tr (BΣ) tr (CΨ)MAM+MAΣBMCΨ+ΣBMCΨAM
+MAΣB′MC′Ψ+ΣB′MC′ΨAM+ tr (MC′MB′)ΣA′Ψ
+tr (BMCM′)MAM, A(n× p) , B(n× p) , C (n×n)

(iii) E (tr (BXCX ′)X ′AX) = tr (ΣBΣA′)ΨC′Ψ+ tr (AΣ) tr (BΣ) tr (CΨ)Ψ+ tr (ΣB′ΣA′)ΨCΨ

+tr (BΣ) tr (CΨ)M′AM+M′AΣBMCΨ+ΨC′M′B′ΣAM
+M′AΣB′MC′Ψ+ΨCM′BΣAM+ tr (AΣ) tr (MCM′B)Ψ

+tr (BMCM′)M′AM, A(p× p) , B(p× p) , C (n×n)

(iv) E (tr (AX)XBXCX) = ΣB′ΨCΣA′Ψ+ΣA′ΨBΣC′Ψ+ΣC′ΨAΣB′Ψ
+tr (AM)MBΣC′Ψ+ tr (AM)ΣC′M′B′Ψ+MBMCΣA′Ψ
+tr (MA)ΣB′ΨCM+MBΣA′ΨCM+ΣA′ΨBMΨM
+tr (AM)MBMCM, A(p× p) , B(n× p) , C (n× p)

(v) E (tr (AX)X ′BXCX) = tr (BΣ)ΨCΣA′Ψ+ΨAΣBΣC′Ψ+ tr (ΣB′ΣC′ΨA)Ψ

+tr (MA)M′BΣC′Ψ+ tr (MA) tr (MCΣB)Ψ+M′BMCΨA′Ψ
+tr (BΣ) tr (MA)ΨCM+M′BΣA′ΨCM+ΨAΣBMCM
+tr (MA)M′BMCM, A(p× p) , B(p× p) , C (n× p)

(vi) E (tr (AX)X ′BX ′CX) = ΨB′ΣCΣA′Ψ+ tr (ΣC)ΨAΣBΨ+ tr (ΣCΣBΨA)Ψ

+tr (MA) tr (ΣC)M′BΨ+ tr (MA) tr (MB′ΣC′)Ψ

+M′BM′CΣA′Ψ+ tr (MA)ΨB′ΣCM+M′BΨAΣCM
+ΨAΣBMCM+ tr (AM)M′BM′CM
A(p× p) , B(p× p) , C (p× p)

(vii) E (tr (AX)X ′BXCX ′) = tr (ΨC)ΨAΣBΣ+ tr (BΣ)ΨCΨAΣ+ΨC′ΨAΣB′Σ
+M′BMCΨAΣ+M′BΣAΨCM′+ΨAΣBMCM′

+tr (ΨC) tr (AM)M′BΣ+ tr (AM)ΨC′M′B′Σ
+tr (AM) tr (BΣ)ΨCM′+ tr (AM)M′BMCM′

A(n× p) , B(p× p) , C (n×n)
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İspat: (i) tr (XBXCX ′)XA matrisinin (i, j) − inci elemanı
n
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

n
∑

t=1
xikak jxlmbmoxoscstxlt olur. Bu durumda,

E
(
tr
(
XBXCX ′

)
XA
)

= E

(
n

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

p

∑
o=1

n

∑
s=1

n

∑
t=1

xikak jxlmbmoxoscstxlt

)

=
n

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

p

∑
o=1

n

∑
s=1

n

∑
t=1

ak jbmocstE (xikxlmxosxlt)

=
n

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

p

∑
o=1

n

∑
s=1

n

∑
t=1

ak jbmocst (σilψktσloψms +σilψkmσloψts

+σioψksσllψtm +mikmlmσloψts +mikmosσllψtm +mlmmosσilψkt

+mikmltσloψms +mltmlmσioψks +mltmosσilψkm +mikmlmmosmlt)

=
n

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

p

∑
o=1

n

∑
s=1

n

∑
t=1

σilσlobomψmscstψtkak j

+
n

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

p

∑
o=1

n

∑
s=1

n

∑
t=1

σilσlobomψmkak jcstψts

+
n

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

p

∑
o=1

n

∑
s=1

n

∑
t=1

σiobomψmtctsψskak jσll

+
n

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

p

∑
o=1

n

∑
s=1

n

∑
t=1

mikak jmlmbmoσolcstψts

+
n

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

p

∑
o=1

n

∑
s=1

n

∑
t=1

mikak jmoscstψtmbmoσll

+
n

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

p

∑
o=1

n

∑
s=1

n

∑
t=1

σilmlmbmomoscstψtkak j

+
n

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

p

∑
o=1

n

∑
s=1

n

∑
t=1

mikak jmltctsψsmbmoσol

+
n

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

p

∑
o=1

n

∑
s=1

n

∑
t=1

σiobommmlmltctsψskak j

+
n

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

p

∑
o=1

n

∑
s=1

n

∑
t=1

σilmltctsmsobomψmkak j

+
n

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

p

∑
o=1

n

∑
s=1

n

∑
t=1

mikak jmlmbmomoscstmtl

= Σ
2B′ΨCΨA+ tr (CΨ)Σ

2B′ΨA+ tr (Σ)ΣB′ΨC′ΨA

+tr (MBΣ) tr (CΨ)MA+ tr (MCΨB) tr (Σ)MA+ΣMBMCΨA

+tr
(
MC′ΨBΣ

)
MA+ΣB′M′MC′ΨA+ΣMC′M′B′ΨA+ tr

(
MBMCM′

)
MA

elde edilir.
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(ii) tr (BXCX ′)XAX matrisinin (i, j) − inci elemanı
n
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

n
∑

t=1
xikaklxl jbmoxoscstxmt olur. Bu durumda,

E
(
tr
(
BXCX ′

)
XAX

)
= E

(
n

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

p

∑
o=1

n

∑
s=1

n

∑
t=1

xikaklxl jbmoxoscstxmt

)

=
n

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

p

∑
o=1

n

∑
s=1

n

∑
t=1

aklbmocstE
(
xikxl jxosxmt

)
=

n

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

p

∑
o=1

n

∑
s=1

n

∑
t=1

aklbmocst

(
σimψktσloψ js +σilψk jσmoψts

+σioψksσmlψt j +mikml jσmoψts +mikmosσmlψt j +ml jmosσimψkt

+mikmmtσloψ js +mmtml jσioψks +mmtmosσilψk j +mikml jmosmmt

)
=

n

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

p

∑
o=1

n

∑
s=1

n

∑
t=1

σimbmoσolalkψktctsψs j

+
n

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

p

∑
o=1

n

∑
s=1

n

∑
t=1

σilalkψk jbmoσomcstψts

+
n

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

p

∑
o=1

n

∑
s=1

n

∑
t=1

σiobomσmlalkψkscstψt j

+
n

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

p

∑
o=1

n

∑
s=1

n

∑
t=1

mikaklml jbmoσomcstψts

+
n

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

p

∑
o=1

n

∑
s=1

n

∑
t=1

mikaklσlmbmomoscstψt j

+
n

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

p

∑
o=1

n

∑
s=1

n

∑
t=1

σimbmomoscstψtkaklml j

+
n

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

p

∑
o=1

n

∑
s=1

n

∑
t=1

mikaklσlobommmtctsψs j

+
n

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

p

∑
o=1

n

∑
s=1

n

∑
t=1

σiobommmtctsψskaklml j

+
n

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

p

∑
o=1

n

∑
s=1

n

∑
t=1

σilalkψk jmmtctsmsobom

+
n

∑
k=1

p

∑
l=1

n

∑
m=1

p

∑
o=1

n

∑
s=1

n

∑
t=1

mikaklml jbmomoscstmtm

= ΣBΣA′ΨC′Ψ+ tr (BΣ) tr (CΨ)ΣA′Ψ+ΣB′ΣA′ΨCΨ

+tr (BΣ) tr (CΨ)MAM+MAΣBMCΨ+ΣBMCΨAM

+MAΣB′MC′Ψ+ΣB′MC′ΨAM+ tr
(
MC′M′B′

)
ΣA′Ψ+MAMBMCM′

elde edilir.
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(iii) tr (BXCX ′)X ′AX matrisinin (i, j) − inci elemanı
p
∑

k=1

p
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

n
∑

t=1
xkiaklxl jbmoxoscstxmt olur. Bu durumda,

E
(
tr
(
BXCX ′

)
X ′AX

)
= E

(
p

∑
k=1

p

∑
l=1

p

∑
m=1

p

∑
o=1

n

∑
s=1

n

∑
t=1

xkiaklxl jbmoxoscstxmt

)

=
p

∑
k=1

p

∑
l=1

p

∑
m=1

p

∑
o=1

n

∑
s=1

n

∑
t=1

aklbmocstE
(
xkixl jxosxmt

)
=

p

∑
k=1

p

∑
l=1

p

∑
m=1

p

∑
o=1

n

∑
s=1

n

∑
t=1

aklbmocst

(
σkmψitσloψ js +σklψi jσmoψts

+σkoψisσmlψt j +mkiml jσmoψts +mkimosσmlψt j +ml jmosσkmψit

mkimmtσloψ js +mmtml jσkoψis +mmtmosσklψi j +mkiml jmosmmt

)
=

p

∑
k=1
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= tr
(
ΣBΣA′

)
ΨC′Ψ+ tr (AΣ) tr (BΣ) tr (CΨ)Ψ+ tr

(
ΣB′ΣA′

)
ΨCΨ

+tr (BΣ) tr (CΨ)M′AM+M′AΣBMCΨ+ΨC′M′B′ΣAM+M′AΣB′MC′Ψ

+ΨCM′BΣAM+ tr (AΣ) tr
(
MCM′B

)
Ψ+ tr

(
BMCM′

)
M′AM

elde edilir.
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(iv) tr (AX)XBXCX matrisinin (i, j)−inci elemanı
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mikbklmlmcmomo jastmts

= ΣA′ΨBΣC′Ψ+ΣB′ΨCΣA′Ψ+ΣCC′ΨAΣB′Ψ+MBMCΣA′Ψ

+MBΣA′ΨCM+ΣA′ΨBMCM+ tr (AM)MBΣC′Ψ

++ tr (AM)ΣC′M′B′Ψ+ tr (AM)ΣB′ΨCM+ tr (AM)MBMCM

elde edilir.
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(v) tr (AX)X ′BXCX matrisinin (i, j)− inci elemanı
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= ΨAΣBΣC′Ψ+ tr (BΣ)ΨCΣA′Ψ+ tr
(
ΣB′ΣC′ΨA

)
Ψ+M′BMCΣA′Ψ

+M′BΣA′ΨCM+ΨAΣBMCM+ tr (AM)M′BΣC′Ψ

+tr (MA) tr (MCΣB)Ψ+ tr (BΣ) tr (AM)ΨCM+ tr (MA)M′BMCM

elde edilir.
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(vi) tr (AX)X ′BX ′CX matrisinin (i, j) − inci elemanı
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= tr (CΣ)ΨAΣBΨ+ΨB′ΣCΣA′Ψ+ tr (ΣCΣBΨA)Ψ+M′BM′CΣA′Ψ

+M′BΨAΣCM+ΨAΣBM′CM+ tr (MA) tr (CΣ)M′BΨ

+tr (MA) tr
(
MB′ΣC′

)
Ψ+ tr (AM)ΨB′ΣCM+ tr (AM)M′BM′CM

elde edilir.
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(vii) tr (AX)X ′BXCX ′ matrisinin (i, j) − inci elemanı
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= tr (CΨ)ΨAΣBΣ+ tr (BΣ)ΨCΨAΣ+ΨC′ΨAΣB′Σ+M′BMCΨAΣ

+M′BΣA′ΨCM′+ΨAΣBMCM′+ tr (CΨ) tr (AM)M′BΣ

+tr (AM)ΨC′M′B′Σ+ tr (AM) tr (BΣ)ΨCM′+ tr (AM)M′BMCM′

elde edilir. �
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van der Merwe (1980) ve Nel (1977) dışında Neudecker ve Wansbeek (1987), von Rosen

(1988) ve Hudak ve Richter (1996) matris değişkenli fonksiyonların beklenen değerlerine ilişkin

çalışmalar yapmışlardır.

2.3 Matris Değişkenli Normal Dağılımın Karakterizasyonu

Son yıllarda, çok değişkenli normal dağılımın koşullu olasılık dağılımları yardımıyla

karakterizasyonu üzerine bir çok çalışma yapılmıştır. Brucker (1979), Ahsanullah (1985),

Fraser ve Streit (1980) yaptıkları çalışmalarında iki değişkenli normal dağılıma ilişkin bazı

sonuçlar elde etmişlerdir. Castillo ve Galambos (1989), Brucker (1979) ve Ahsanullah (1985)

tarafından yapılan çalışmalardan faydalanarak iki değişkenli normal dağılım için karakteriza-

syonun birleştirilmiş bir genelleştirmesini yapmıştır. Fakat, Hamedani (1988), daha sonra,

Arnold ve Pourahmadi (1988) bu varsayıma karşı örnekler vermişlerdir ve çok değişkenli nor-

mal dağılım için koşullu normalliğe dayanan farklı bir karakterizasyon önermişlerdir. Khatri

(1976) regresyon sayesinde çok değişkenli normal dağılımın karakterizasyonunu önermiştir.

Gupta ve Varga (1992) ise çalışmalarında çok değişkenli normal dağılım ile ilgili olan bu

sonuçları matris değişkenli normal dağılıma genellemişlerdir. Ayrıca Gupta ve Varga (1992), iki

matrisin birbirlerine göre koşullu olasılıkları yardımıyla ortak olasılık yoğunluk fonksiyonunun

matris değişkenli normal dağılıma sahip olduğunu göstermişlerdir. Bunu gösterebilmek için

aşağıda verilen yardımcı teoreme ihtiyaç duymuşlardır.

Yardımcı Teorem 2.14 X ∈ Rp×n ve Y ∈ Rq×m ortak olasılık yoğunluk fonksiyonları f (X ,Y )

olan iki rassal matris olsun. g1 (X) ve g2 (Y ) marjinal fonksiyonları, h1 (X |Y ) ve h2 (Y |X)

koşullu olasılık fonksiyonları olsun. Ayrıca her X ∈ Rp×n ve Y ∈ Rq×m değeri için

f (X ,Y ) ,g1 (X) ,g2 (Y ) ,h1 (X |Y ) ve h2 (Y |X) fonksiyonlarının tanımlandığını varsayalım. Öyle

bir Y0 ∈ Rq×m değeri vardır ki her X ∈ Rp×n değeri için h2 (Y0|X) 6= 0 olur. Bu durumda

f (X ,Y ) = k
h2 (Y |X)h1 (X |Y0)

h2 (Y0|X)
(2.12)

olur. Burada, k sabit bir sayıdır.
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İspat: k = g2 (Y0) olsun. Bu durumda

k
h2 (Y |X)h1 (X |Y0)

h2 (Y0|X)
= g2 (Y0)

( f (X ,Y )/g1 (X))( f (X ,Y0)/g2 (Y0))

( f (X ,Y0)/g1 (X))
= f (X ,Y )

olduğu gösterilir. �

Teorem 2.15 X , p × n tipinde ve Y,q × n tipinde rassal matrisler olsun. Y |X ∼
Nq,n (C+DX ,Σ2,Φ) ve X |Y = Y0 ∼ Np,n (M,Σ1,Φ) olduğunu varsayalım, burada, C; q× n,

D;q× p, Σ2;q×q, Φ,n×n, M; p×n, Σ1; p× p, Σ1 > 0,Σ2 > 0,Φ > 0 ve Y0;n×q tipinde sabit

bir matristir. B = Σ1D′Σ−1
2 ve A = M−Σ1D′Σ−1

2 Y0 olarak tanımlayalım. Bu durumda,

Z =

(
X
Y

)
∼ Np−q,n

((
(Ip−BD)−1 (A+BC)(
Iq−DB

)−1
(C+DA)

)
,(

(Ip−BD)−1
Σ1 (Ip−BD)−1 BΣ2

D(Ip−BD)−1
Σ1
(
Iq−DB

)−1
Σ2

)
⊗Φ

) (2.13)

olur.

İspat: f (X ,Y ), X ve Y rassal matrislerinin ortak olasılık yoğunluk fonksiyonu, g1 (X) ,

X rassal matrisinin marjinal olasılık yoğunluk fonksiyonu, g2 (Y ) , Y rassal matrisinin olasılık

yoğunluk fonksiyonu, h1 (X |Y0) ve h2 (Y |X) koşulu olasılık yoğunluk fonksiyonları olsun. İspat

süresince k sayısı sabit bir sayı olarak düşünülecektir. Yukarıda verilen Yardımcı Teorem 2.14

kullanılarak

f (X ,Y ) = k

 etr
{
−1

2 (Y − (C+DX))′Σ−1
2 (Y − (C+DX))Φ−1

}
×etr

{
−1

2 (X−M)′Σ−1
1 (X−M)Φ−1

} 
etr
{
−1

2 (Y0− (C+DX))′Σ−1
2 (Y0− (C+DX))Φ−1

}
= ketr

{
−1

2

(
X ′Σ−1

1 X−2X ′Σ−1
1 Y +Y ′Σ−1

2 Y −2Y ′Σ−1
2 C−2X ′D′Σ−1

2 Y
)

Φ
−1
}

= ketr
{
−1

2
(
Z′ΩZ +Z′R

)
Φ
−1
}

elde edilir. Burada

Ω =

(
Σ
−1
1 −D′Σ−1

2
−Σ
−1
2 D Σ

−1
2

)
ve R =

(
−2Σ

−1
1 A

−2Σ
−1
2 C

)
olur. f (X ,Y ) olasılık yoğınluk fonksiyonu olduğundan simetrik Ω matrisi pozitif tanımlı olmalı

yani singüler olmayan bir matris olmalıdır. Bu yüzden

f (Z) = ketr
{
−1

2

(
Z−

(
−1

2
Ω
−1R

))′
Ω

(
Z−

(
−1

2
Ω
−1R

))
Φ

}
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olacaktır. D(Ip−BD)−1 =
(
Iq−DB

)−1 D ve B
(
Iq−DB

)−1
= (Ip−BD)−1 B olduğunu bili-

yoruz, bunu kullanarak kolayca gösterilebilir ki

Ω
−1 =

(
(Ip−BD)−1

Σ1 (Ip−BD)−1 BΣ2

D(Ip−BD)−1
Σ1

(
Iq−DB

)−1
Σ2

)
olur. Dolayısıyla

−1
2

Ω
−1R =

(
(Ip−BD)−1 (A+BC)(
Iq−DB

)−1
(C+DA)

)
olur. Bu durumda ispat tamamlanmış olur. �

Sonuç 2.16 X , p×n tipinde, Y,q×n tipinde rassal matrisler olsun.

X |Y ∼ Np,n (A+BY,Σ1,Φ) (2.14)

Y |X ∼ Nq,n (C+DX ,Σ2,Φ) (2.15)

olduğunu varsayalım. Bu durumda,

Σ2B′ = DΣ1 (2.16)

ve

Z =

(
X
Y

)
∼ Np+q,n

((
(Ip−BD)−1 (A+BC)(
Iq−DB

)−1
(C+DA)

)
, (2.17)(

(Ip−BD)−1
Σ1 (Ip−BD)−1 BΣ2

D(Ip−BD)−1
Σ1

(
Iq−DB

)−1
Σ2

)
⊗Φ

)
olur.

İspat: Y0 = 0 alalım. O zaman, X |Y = Y0 ∼ Np,n (A,Σ1,Φ) olur. Teorem 2.15 kullanılarak

Z rassal değişkeninin dağılımının 2.13 eşitliğinde verildiği gibi olduğu görülür. Eğer 2.13

eşitliğindeki B yerine B∗ = Σ1D′Σ−1
2 alırsak, Eşitlik 2.13 kullanılarak

E (X |Y ) = B∗Y +A

elde edilir. Bu sonuç Eşitlik 2.14 ile kıyaslandığında, B∗ = B sonucuna varılır, dolayısıyla

Eşitlik 2.17 ispatlanmış olur. �

Yukarıda gösterilen karakterizasyon dışında Gupta ve Varga (1992) Teorem 2.17’de ve-

rildiği gibi karakteristik fonksiyonu kullanarak karakterizasyon yapmışlardır.
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Teorem 2.17 X , p × n tipinde ve Y,q × n tipinde rassal matrisler olsun. Y |X ∼

Nq,n (C+DX ,Σ2,Φ) ve X ∼ Np,n (F,Σ1,Φ) olduğunu varsayalım. Burada, C;q× n,D;q×

p,Σ2;q×q,Φ;n×n,F ; p×n,Σ1; p× p tipinde matrislerdir. Ayrıca, Σ1 > 0,Σ2 > 0 ve Φ > 0’dır.

Bu durumda,

Z =

(
X
Y

)
∼ Np+q,n

((
F

DF +C

)
,

(
Σ1 Σ1D′

DΣ1 Σ2 +DΣ1D′

)
⊗Φ

)
(2.18)

olur.

İspat: φ,X ve Y rassal değişkenlerinin ortak karakteristik fonksiyonu olsun. S; p× n ve

T ;q×n matrisleri için

φ(S,T ) = E
(
etr
(
iS′X + iT ′Y

))
= E

(
etr
(
iS′X

)
EY |X

(
etr
(
iT ′Y

)))
= E

(
etr
(
i
(
S′+T ′D

)
X
))

etr
(

iCT ′− 1
2

Σ2T ΦT ′
)

= etr
{

i
(
S′F +T ′ (C+DF)

)
− 1

2
((

T ′
(
Σ2 +DΣ1D′

)
T +S′Σ1S+2S′Σ1D′T

)
Φ
)}

olur. Dolayısıyla, Z rassal matrisinin dağılımı Eşitlik 2.18 de verildiği gibidir. �

Gupta ve Varga (1992) çalışmalarında matris değişkenli normal dağılımın karakterizas-

yonunun dışında Khatri (1976) tarafından çok değişkenli normal dağlım için verilen sonuçları

matris değişkenli normal dağılım için genellemişlerdir.

Nguyen (1997) çalışmasında, Ahsanullah (1985) tarafından önerilen sonuca benzer başka

çok değişkenli sonuçlar önermiştir. Ayrıca bu sonuçları aynı dağılımlı satır vektörlerin

oluşturduğu matris değişkenli normal dağılımın karakterizasyonu için kullanmıştır. Nguyen

(1997), Ahsanullah’ın (1985) iki değişkenli durum için önerdiğine benzer bir teknik

kullanmıştır ve bu tekniği matrislerle ilgili bazı sonuçlar ve reel Öklid uzayı Rn üzerindeki

lineer dönüşümlerle birleştirmiştir.

Nguyen (1997) tarafından verilen karakterizasyon Teorem 2.18 ile ifade edilmiştir. Teoreme

geçmeden önce teoremde kullanılacak bazı ifadelere ilişkin kısa bilgiler verelim.

M, p× n tipinde rassal bir matris olsun. M matrisinin satır vektörleri X ′i = (Xi1, ...,Xin),

i = 1, ..., p şeklinde ifade edilmiştir. vec(M′) =
(
X ′1, ...,X

′
p
)′ gösterimi ise pn×1 tipinde rassal

bir matrisi ifade etmektedir. Eğer vec(M′) vektörü µ =
(
µ′1, ...,µ

′
p
)′ ortalama vektörü ve p2n×
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n tipinde
(
Σi, j
)

parçalanmış matrislerden oluşan kovaryans matrisi ile pn değişkenli normal

dağılıma sahip ise p×n tipindeki M matrisi, matris değişkenli normal dağılıma sahiptir.

Teorem 2.18 M, p× n tipinde rassal bir matris olsun. X ′1, ...,X
′
p matrisin satır vektörleri

ve M(1), 1× n tipinde ilk satırı içeren alt matris ve M(2), geri kalan p− 1 satırı içeren

(p−1) × n tipindeki diğer alt matris olsun. X1, ..., Xp aynı dağılımlı olsunlar. Eğer

vec
(

M(2)′
)
|vec

(
M(1)′

)
= x1, ortalama vektörü A′x1+b ve Σ0 =

(
Σ0

i j

)
sabit pozitif tanımlı ko-

varyans matrisi ile (p−1)n değişkenli normal dağılıma sahip, burada, A′; (p−1)n×n boyutlu

sabitler matrisi ve b =
(
b′2, ...,b

′
p
)′ ; (p−1)n×1 boyutlu sabitler vektörü, ise

(a) max{ρ(Ai) , i = 2, ..., p}< 1, A′2, ...,A
′
p sırasıyla A′ matrisinin birinci n satırından, ikinci

n satırından ,..., sonuncu n satırından oluşan A matrisinin alt matrisleri olsun.

(b) µ = lim
p→∞

p−1
∑

(
A j

i

)′
bi

j=0

her i = 2, ..., p değeri için eşittir ve

Σ11 = lim
p→∞

p−1
∑
j=0

(
A j

i

)′
Σ0

iiA
j
i , her i = 2, ..., p değeri için eşittir. Ayrıca her bir Xi, i = 1, ..., p

vektörünün dağılımı ortalama vektörü µ ve kovaryans matrisi Σ11 ile n-değişkenli normal

dağılıma sahiptir.

(c) M rassal matrisi (µ′, ...,µ′)′ ortalama ve Σ =

(
Σ(1) Σ(1,2)

Σ(2,1) Σ(2)

)
kovaryans matrisi ile p×n

boyutlu normal dağılıma sahiptir. Burada, Σ(1) = Σ11, Σ(2) = A′Σ11A+Σ0 dır.

(d) cov(X1,Xi) = A′iΣ11, cov
(
Xi,X j

)
= A′iΣ11A j +Σi j, i, j = 2, ...,n

İspat: Bakınız (Nguyen, 1997). �

2.4 Matris Değişkenli Normal Dağılımın Parametre Tahmini

Tek değişkenli ve çok değişkenli dağılımların parametrelerinin tahmininde bir çok yöntem

önerilmiştir. Bu yöntemler arasında en çok kullanılanlar momentler yöntemi ve en çok ola-

bilirlik (EÇO) yöntemidir. Matris değişkenli normal dağılımın parametrelerinin tahmini için

Dutilleul (1999) en çok olabilirlik yöntemini önermiştir.
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X ∼ Np,n (M,Σ,Ψ) ise X rassal değişkeninin olasılık yoğunluk fonksiyonu Eşitlik 2.1’de

verildiği gibidir. Bu ifadenin log-olabilirlik fonksiyonu

l =−npr
2

log(2π)− nr
2

log(|Σ|)− pr
2

log(|Ψ|)− 1
2

r

∑
i=1

tr
{

Σ
−1(Xi−M)Ψ−1(Xi−M)′

}
(2.19)

olarak elde edilir. Bu fonksiyonun parametrelere göre türevi alınıp sıfıra eşitlenirse tahmin

ediciler Eşitlik (2.20)-(2.22) de verildiği gibi elde edilir.

∂l
∂M

= −1
2

r

∑
i=1

{
−Σ
−1XiΨ

−1−−Σ
−1XiΨ

−1 +2Σ
−1MΨ

−1}= 0

⇒
r

∑
i=1

{
Σ
−1XiΨ

−1−Σ
−1MΨ

−1}= 0

⇒ M̂ =
1
r

r

∑
i=1

Xi = X (2.20)

∂l
∂Σ−1 =

nr
2
{2Σ−diag(Σ)}− 1

2

r

∑
i=1

{
2(Xi−M)Ψ

−1 (Xi−M)′

−diag
(
(Xi−M)Σ

−1 (Xi−M)′
)}

= 0

⇒ nrΣ−
r

∑
i=1

(Xi−M)Ψ
−1 (Xi−M)′

−1
2
{

nrdiag(Σ)−diag
(
(Xi−M)Ψ

−1 (Xi−M)′
)}

= 0

⇒ Σ̂ =
1
nr

r

∑
i=1

(Xi−M)Ψ̂
−1 (Xi−M)′ (2.21)

∂l
∂Ψ−1 =

pr
2
{2Ψ−diag(Ψ)}− 1

2

r

∑
i=1

{
2(Xi−M)Σ

−1 (Xi−M)′

−diag
(
(Xi−M)Σ

−1 (Xi−M)′
)}

= 0

⇒ prΣ−
r

∑
i=1

(Xi−M)Σ
−1 (Xi−M)′

−1
2
{

prdiag(Ψ)−diag
(
(Xi−M)Σ

−1 (Xi−M)′
)}

= 0

⇒ Ψ̂ =
1
nr

r

∑
i=1

(Xi−M) Σ̂
−1 (Xi−M)′ (2.22)
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3. MATRİS DEĞİŞKENLİ SLASH DAĞILIM

İstatistik teorisinde normal dağılıma alternatif olarak bir çok dağılım önerilmiştir. Bu

dağılımları önermedeki amaç normal dağılıma göre daha esnek olmaları ve veri yapılarını daha

iyi modelleyebilmeleridir. Ayrıca robust istatistiksel analizlerde sapan değerleri daha iyi mo-

delleyebilmek için normal dağılıma alternatif dağılımlar kullanılmaktadır. Robust istatistik-

sel analizde normal dağılıma alternatif olarak normal dağılımın sonlu karmaları ve ölçek kar-

maları kullanılmıştır. Sonlu karma dağılımların üyeleri her zaman sabit varyansa sahiptirler. Bu

yüzden, ölçek karması dağılımlar daha esnek dağılım aileleri türetmektedir.

Bu bölümde, normal dağılıma alternatif ölçek karması olarak önerilen slash dağılım

matris değişkenli durumda tanımlanacak, bazı özellikleri incelenecek ve parametrelerinin tah-

mini için EM algoritması yardımıyla tahmin denklemleri elde edilecektir. Slash dağılım nor-

mal dağılımın ölçek karması olduğundan normal dağılıma göre daha kalın bir kuyruğa sahiptir.

Slash dağılım ilk olarak Roger ve Tukey (1972) tarafından önerilmiştir. Mosteller ve Tukey

(1977) dağılımın özelliklerini incelemiştir. Daha sonra Kafadar (1982) dağılımın en çok ola-

bilirlik tahmin edicilerini önermiştir. Wang ve Genton (2006), slash dağılımı çok değişkenli

durum için tanımlamışlardır. Ayrıca çalışmalarında slash dağılımın çarpık halini çok değişkenli

durum için tanımlamışlardır. Sonraki çalışmalarda tek değişkenli ve çok değişkenli durumlarda

slash dağılımın bir çok genelleştirmesi yapılmıştır. Genç (2007), slash dağılımı tanımlarken

normal dağılımı kullanmak yerine normal dağılımın genel hali olan üstel güç dağılımını kul-

lanarak slash dağılımı genellemiştir. Gomez vd. (2007) ise normal dağılımı kullanmak yerine

eliptik dağılım ailesini kullanarak tek değişkenli ve çok değişkenli durumlarda bir genelleştirme

yapmışlardır. Arslan (2008) ise çok değişkenli durumda Wang ve Genton (2006) tarafından

tanımlanan çarpık slash dağılıma alternatif yeni bir çarpık slash dağılım tanımlamıştır. Ayrıca,

Arslan (2009) önerdiği çarpık slash dağılım için EM algoritmasını kullanarak parametre tah-

mini yapmıştır. Arslan ve Genç (2009) çok değişkenli normal dağılım yerine Kotz tip dağılımı

kullanarak slash dağılımı genelleştirmişlerdir. Punathumparambath (2011, 2012, 2013), Azza-

lini tip çarpık normal dağılım yardımıyla tek değişkenli çarpık slash dağılım ailesini, asimetrik

laplace dağılımını kullanarak çok değişkenli asimetrik slash laplace dağılımını ve Cauchy

dağılımının çekirdek fonksiyonunu kullanarak çarpık slash dağılım ailesini tanımlamıştır.

Olivares-Pacheco vd. (2012), Gomez vd. (2007) tarafından önerilen dağılımın asimetrik halini
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önermiş ve özelliklerini incelemişlerdir. Olmos vd. (2012) normal dağılım yerine yarı nor-

mal dağılımı kullanarak slash yarı normal dağılımı tanımlamış ve özelliklerini araştırmışlardır.

Reyes vd. (2013), uyarlanmış slash dağılımı tanımlamak için düzgün dağılım yerine üstel

dağılımı kullanmış ve bu dağılımın karakteristiklerini elde etmişlerdir. Gui vd. (2013), Olmos

vd. (2012) tarafından tanımlanan slash yarı normal dağılımı genelleştirmiş ve katlanmış slash

normal dağılım olarak tanımladıkları dağılımın özelliklerini ortaya koymuşlardır. Farnoosh

vd. (2013) çarpık eliptik dağılımlar yardımıyla çarpık slash dağılım ailesini tanımlamışlardır.

Gui vd. (2013), normal dağılım yerine epsilon yarı normal dağılımı kullanarak, epsilon yarı

normal slash dağılımı elde etmişlerdir. Genç (2013), beta normal dağılımı kullanarak çarpık

slash dağılımı tanımlamış ve özelliklerini incelemiştir. Gui (2014) ise alfa çarpık normal

dağılım yardımıyla farklı bir çarpık slash dağılım tanımlamıştır. Ayrıca Bulut ve Arslan (2015)

çalışmalarında bu bölümde elde edilen sonuçları kullanmışlardır.

Tanım 3.1 Z ∼ Np,n (0, Ip, In) ve U ∼ U (0,1) birbirinden bağımsız rassal matris ve rassal

değişken olmak üzere X =M+Σ
1
2 ZU−

1
q Ψ

1
2 şeklinde tanımlanan rassal matris, matris değişkenli

slash dağılıma sahiptir (X ∼MV Slp,n (M,Σ,Ψ,q)) .

Teorem 3.2 X ∼MV Slp,n (M,Σ,Ψ,q) ise X rassal matrisinin olasılık yoğunluk fonksiyonu

fX (X) =

q2
np+q

2 −1 |Σ|−
n
2 |Ψ|−

p
2 γ

(
np+q

2 ,
tr{Σ−1(X−M)Ψ−1(X−M)′}

2

)
(2π)

np
2
[
tr
{

Σ−1 (X−M)Ψ−1 (X−M)′
}] np+q

2
(3.1)

şeklindedir.

İspat: Z ve U rassal değişkenlerinin ortak olasılık yoğunluk fonksiyonu

fZ,U (Z,u) = (2π)−
1
2 np etr

{
−1

2
ZZ′
}

şeklindedir. X = M + Σ
1
2 ZU−

1
q Ψ

1
2 dönüşümünü kullanırsak X ve U değişkenlerinin ortak

olasılık yoğunluk fonksiyonu

fX ,U (X ,u) = (2π)−
1
2 np |Σ|−

n
2 |Ψ|−

p
2 u

np
q exp

{
−u

2
q

2
tr
[
Σ
−1 (X−M)Ψ

−1 (X−M)′
]}

olarak elde edilir. Burada dönüşüm yapılırken jakobyen

J(Z→ X) = u
np
q |Σ|−

n
2 |Ψ|−

p
2
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şeklindedir. X rassal matrisinin marjinal olasılık yoğunluk fonksiyonu

fX (X) =
q2

np+q
2 −1 |Σ|−

n
2 |Ψ|−

p
2 γ
(np+q

2 , 1
2tr
[
Σ−1 (X−M)Ψ−1 (X−M)′

])
(2π)

1
2 np{tr

[
Σ−1 (X−M)Ψ−1 (X−M)′

]} np+q
2

olarak elde edilir. n = 1 ve Ψ = In alınırsa Wang ve Genton (2006) tarafından tanımlanan çok

değişkenli slash dağılım elde edilir. �

3.1 Matris Değişkenli Slash Dağılımın Özellikleri

Bu bölümde yeni tanımladığımız matris değişkenli slash dağılımın bazı özellikleri ince-

lencektir.

Önerme 3.3 X ∼MV Slp,n (M,Σ,Ψ,q) ise X |U ∼ Np,n

(
M,u−

2
q Σ,Ψ

)
olur.

İspat: Z ∼ Np,n (0, Ip, In) olduğundan Z matrisinin olasılık yoğunluk fonksiyonu

fZ (Z) = (2π)−
1
2 np etr

{
−1

2
ZZ′
}

olur. U sabit bir sayı olmak üzere X = M+Σ
1
2 ZU−

1
q Ψ

1
2 dönüşümü yapıldığında dönüşüme ait

jakobyen

J(Z→ X) =
∣∣∣u− 2

q Σ

∣∣∣− n
2 |Ψ|−

p
2

olarak elde edilir. Burada U verildiğide X rassal matrisinin olasılık yoğunluk fonksiyonu

fX |U (X | u) = (2π)−
1
2 np
∣∣∣u− 2

q Σ

∣∣∣− n
2 |Ψ|−

p
2 etr

{
−1

2

(
u−

2
q Σ

)−1
(X−M)Ψ

−1 (X−M)′
}

olarak elde edilir. Dolayısıyla X |U ∼ Np,n

(
M,u−

2
q Σ,Ψ

)
olur. �

Teorem 3.4 X ∼MV Slp,n (M,Σ,Ψ,q) ise

E(X) = M (3.2)

olur.

İspat: X rassal matrisi Z ve U bağımsız rassal değişkenlerinin ölçek karması olarak

yazıldığından

E(X) = EU (EZ (X |U)) = EU (M) = M

olarak elde edilir. Burada Önerme 3.3’den yararlanılmıştır. �
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Teorem 3.5 X ∼MV Slp,n (M,Σ,Ψ,q) ise

Cov(X) =
q

q−2
Σ⊗Ψ, q > 2 (3.3)

olur.

İspat: Teorem 3.4’e benzer olarak

Cov(X) =
q

q−2
Σ⊗Ψ, q > 2

şeklinde elde edilir. �

Teorem 3.6 X ∼MV Slp,n (M,Σ,Ψ,q) ise X rassal matrisinin karakteristik fonksiyonu

φX (T ) = etr
(
iT ′M

)
ϕ
(
tr
(
T ′ΣT Ψ

))
(3.4)

şeklindedir.

İspat: Karakteristik fonksiyonun tanımı ve Önerme 3.3 kullanılarak

φX (T ) = E
{

etr
(
iXT ′

)}
= EU

[
E
[
etr
(
iXT ′ |U

)]]
= EU

[
etr

{
iT ′M− u−

2
q

2
T ′ΣT Ψ

}]

= EU

etr(iT ′M)e
tr

(
− u
− 2

q
2 T ′ΣT Ψ

)
= etr

(
iT ′M

)
EU

[
e−

u
− 2

q
2 tr(T ′ΣT Ψ)

]

= etr
(
iT ′M

) 1∫
0

e−
u
− 2

q
2 tr(T ′ΣT Ψ)du

= etr
(
iT ′M

)
ϕ
(
tr
(
T ′ΣT Ψ

))
olarak elde edilir. Burada ϕ(v) =

1∫
0
e−

u
− 2

q
2 vdu olarak tanımlanmıştır. �

Teorem 3.7 X ∼MV Slp,n (M,Σ,Ψ,q) olsun. A; p×n tipinde, B; p× p tipinde, C; n×n tipinde

sabit matrisler olmak üzere Y = A+BXC şeklinde tanımlanan rassal matrisin dağılımı, ortala-

ması A+BMC, varyans-kovaryans matrisleri sırasıyla BΣB′ ve C′ΨC olan matris değişkenli

slash dağılımdır (Y ∼MV Slp,n (A+BMC,BΣB′,C′ΨC,q)) .
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İspat: X rassal matrisinin olasılık yoğunluk fonksiyonu

fX (X) = (2π)−
1
2 np |Σ|−

n
2 |Ψ|−

p
2

1∫
0

u
np
q exp

{
−u

2
q

2
tr
[
Σ
−1 (X−M)Ψ

−1 (X−M)′
]}

du

olup Y = A+BXC dönüşümü yaparsak jakobyen değeri

J (X → Y ) = |B|−n |C|−p

olarak elde edilir. Bu durumda Y rassal matrisinin olasılık yoğunluk fonksiyonu

fY (Y ) = (2π)−
1
2 np ∣∣BΣB′

∣∣− n
2
∣∣C′ΨC

∣∣− p
2

×
1∫
0

u
np
q exp

{
−u

2
q

2
tr
[(

BΣB′
)−1

(Y − (A+BMC))
(
C′ΨC

)−1
(Y − (A+BMC))′

]}
du

=
q2

np+q
2 −1 |BΣB′|−

n
2 |C′ΨC|−

p
2

(2π)
1
2 np

×
γ

(
np+q

2 , 1
2tr
{
(BΣB′)−1 (Y − (A+BMC))(C′ΨC)−1 (Y − (A+BMC))′

})
[
tr
{
(BΣB′)−1 (Y − (A+BMC))(C′ΨC)−1 (Y − (A+BMC))′

}] np+q
2

şeklindedir. Dolayısıyla Y ∼MV Slp,n (A+BMC,BΣB′,C′ΨC,q) olur. �

3.2 Matris Değişkenli Slash Dağılıma Sahip Rassal Matrislerin Fonksiy-
onlarının Beklenen Değerleri

Bu bölümde matris değişkenli slash dağılıma sahip rassal matrislerin bazı fonksiyonlarının

beklenen değerleri incelenmiştir.

Teorem 3.8 X ∼MV Slp,n (0,Σ,Ψ,q) olsun. Bu durumda q > 2 için

(i) E (tr (XX ′)) = q
q−2tr (Σ) tr (Ψ)

(ii) E
(
tr
(
XX ′ (AA′)α

))
= q

q−2tr (Ψ) tr
(
Σ(AA′)α

)
, A(p×n)

(iii) E
(
tr2 (XA′)

)
= q

q−2tr (ΣAΨA′) , A(p×n)

(iv) E
(

tr (XA′)2
)
= q

q−2tr (ΣAΨA′) , A(p×n)
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(v) E
(
tr (XA′) tr

(
XA′ (AA′)α

))
= q

q−2tr
(
ΣAΨA′ (AA′)α

)
, A(p×n)

İspat: (i) E (tr (XX ′)) = EU
[
EX |U [tr{(XX ′) |U}]

]
= EU

[
EX |U

[
p
∑

i=1

n
∑
j=1

xi jxi j

]]

= EU

[
p
∑

i=1

n
∑
j=1

EX |U
(
xi jxi j

)]

= EU

[
p
∑

i=1

n
∑
j=1

u−
2
q σiiψ j j

]

= EU

[
u−

2
q

p
∑

i=1

n
∑
j=1

σiiψ j j

]

= EU

[
u−

2
q tr (Σ) tr (Ψ)

]
= EU

(
u−

2
q

)
tr (Σ) tr (Ψ)

=

(
1∫
0
u−

2
q du
)

tr (Σ) tr (Ψ)

= q
q−2tr (Σ) tr (Ψ)

elde edilir.

(ii) İspata başlamadan önce Y = X ′Aα dönüşümü yapalım. X ∼ MV Slp,n (0,Σ,Ψ,q)

olduğundan Y = X ′Aα ∼ MV Sln,n (0,Ψ,A′αΣAα,q) olur. Ayrıca Y | U ∼

Nn,n

(
0,Ψ,u−

2
q A′αΣAα,q

)
olur. u−

2
q A′αΣAα = Σ∗ olarak tanımlayalım. Bu durumda

E
(
tr
(
XX ′ (AA′)α

))
= EU

[
EX |U

[
tr
(
XX ′ (AA′)α

)
|U
]]

= EU
[
EY |U [tr (YY ′)]

]
= EU

[
EY |U

[
n
∑

i=1

n
∑
j=1

yi jyi j

]]
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= EU

[
n
∑

i=1

n
∑
j=1

EY |U
[
yi jyi j

]]

= EU

[
n
∑

i=1

n
∑
j=1

ψiiσ
∗
j j

]

= EU

[
tr (Ψ) tr

(
u−

2
q A′αΣAα

)]
= EU

[
u−

2
q tr (Ψ) tr (A′αΣAα)

]

=

(
1∫
0
u−

2
q du
)

tr (Ψ) tr
(
Σ(AA′)α

)
= q

q−2tr (Ψ) tr
(
Σ(AA′)α

)
elde edilir.

(iii) İspata başlamadan önce Y = XA′ dönüşümü yapalım. Bu durumda Y ∼

MV Slp,p (0,Σ,AΨA′,q) olur. Bu durumda

E
(
tr2 (XA′)

)
= E

(
tr2Y

)
= EU

[
EY |U

[
tr2Y

]]
= EU

[
EY |U

[(
p
∑

i=1
yii

)2
]]

= EU

[
EY |U

[(
p
∑

i=1

p
∑
j=1

yiiy j j

)]]

= EU

[
p
∑

i=1

p
∑
j=1

EY |U
(
yiiy j j

)]

= EU

[
p
∑

i=1

p
∑
j=1

u−
2
q σiiψ

∗
j j

]

= EU

[
u−

2
q

p
∑

i=1

p
∑

i=1
σii jψ

∗
i j

]

= EU

[
u−

2
q tr (ΣΨ∗)

]
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=

(
1∫
0
u−

2
q du
)

tr (ΣAΨA′)

= q
q−2tr (ΣAΨA′)

elde edilir.

(iv) E
(

tr (XA′)2
)
= EU

[
EX |U

[
tr (XA′)2

]]

= EU

[
EX |U

[
p
∑

i=1

n
∑
j=1

ai jai jxi jxi j

]]

= EU

[
p
∑

i=1

n
∑
j=1

ai jai jEX |U
(
xi jxi j

)]

= EU

[
p
∑

i=1

n
∑
j=1

ai jai j

{
u−

2
q σiiψ j j

}]

= EU

[
p
∑

i=1

n
∑
j=1

u−
2
q σiiai jψ j jai j

]

= EU

[
u−

2
q tr (ΣAΨA′)

]

=

(
1∫
0
u−

2
q du
)

tr (ΣAΨA′)

= q
q−2tr (ΣAΨA′)

elde edilir.

(v) E
(
tr (XA′) tr

(
XA′ (AA′)α

))
= EU

[
EX |U

[
tr (XA′) tr

(
XA′ (AA′)α

)]]
= EU

[
EX |U

[
p
∑

i=1

n
∑
j=1

xi jai j
p
∑

k=1

n
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1
xklaloaα

omaα

mk

]]

= EU

[
p
∑

i=1

n
∑
j=1

p
∑

k=1

n
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1
ai jaloaα

omaα

mkEX |U
(
xi jxkl

)]

= EU

[
p
∑

i=1

n
∑
j=1

p
∑

k=1

n
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1
ai jaloaα

omaα

mk

{
u−

2
q σikψ jl

}]
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= EU

[
u−

2
q

p
∑

i=1

n
∑
j=1

p
∑

k=1

n
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1
σikai jψ jlaolaα

omaα

km

]

=

(
1∫
0
u−

2
q du
)

tr
(
ΣAΨA′ (AA′)α

)
= q

q−2tr
(
ΣAΨA′ (AA′)α

)
elde edilir. �

Teorem 3.9 X ∼MV Slp,n (M,Σ,Ψ,q) olsun. Bu durumda q > 2 için

(i) E (X ′AX) = q
q−2tr (ΣA′)Ψ+M′AM, A(p× p)

(ii) E (XAX ′) = q
q−2tr (ΨA′)Σ+MAM′, A(n×n)

(iii) E (XAX) = q
q−2ΣA′Ψ+MAM, A(n× p)

(iv) E (tr (AX)X) = q
q−2ΣA′Ψ+ tr (MA)M, A(n× p)

(v) E (tr (AX)X ′) = q
q−2ΣAΨ+ tr (AM)M′, A(n× p)

(vi) E (tr (AX ′)X) = q
q−2ΣAΨ+ tr (AM′)M, A(p×n)

(vii) E (tr (AX ′)X ′) = q
q−2ΨA′Σ+ tr (AM′)M′,A(p×n)

İspat: (i) X ′AX matrisinin (i, j)− inci elemanı
p
∑

k=1

p
∑

l=1
xkiaklxl j olur. Bu durumda

E (X ′AX) = EU
[
EX |U [X ′AX ]

]
= EU

[
EX |U

[
p
∑

k=1

p
∑

l=1
xkiaklxl j

]]

= EU

[
p
∑

k=1

p
∑

l=1
aklEX |U

[
xkixl j

]]

= EU

[
p
∑

k=1

p
∑

l=1
akl

{
u−

2
q σklψi j +mkiml j

}]
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= EU

[
p
∑

k=1

p
∑

l=1

{
u−

2
q ψi jσklalk +mkiaklml j

}]

= EU

[
u−

2
q

p
∑

k=1

p
∑

l=1
ψi jσklalk +

p
∑

k=1

p
∑

l=1
mkiaklml j

]

=

(
1∫
0
u−

2
q du
)

tr (ΣA′)Ψ+M′AM

= q
q−2tr (ΣA′)Ψ+M′AM

elde edilir.

(ii) XAX ′ matrisinin (i, j)− inci elemanı
n
∑

k=1

n
∑

l=1
xikaklx jl olur. Bu durumda

E (XAX ′) = EU
[
EX |U [XAX ′]

]
= EU

[
EX |U

[
n
∑

k=1

n
∑

l=1
xikaklx jl

]]

= EU

[
n
∑

k=1

n
∑

l=1
aklEX |U

[
xikx jl

]]

= EU

[
n
∑

k=1

n
∑

l=1
akl

{
u−

2
q σi jψkl +mikm jl

}]

= EU

[
n
∑

k=1

n
∑

l=1

{
u−

2
q σi jaklψlk +mikaklm jl

}]

= EU

[
u−

2
q

n
∑

k=1

n
∑

l=1
σi jaklψlk +

n
∑

k=1

n
∑

l=1
mikaklm jl

]

=

(
1∫
0
u−

2
q du
)

tr (ΨA′)Σ+MAM′

= q
q−2tr (ΨA′)Σ+MAM′

elde edilir.

(iii) XAX matrisinin (i, j)− inci elemanı
n
∑

k=1

p
∑

l=1
xikaklxl j olur. Bu durumda

E (XAX) = EU
[
EX |U [XAX ]

]
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= EU

[
EX |U

[
n
∑

k=1

p
∑

l=1
xikaklxl j

]]

= EU

[
n
∑

k=1

p
∑

l=1
aklEX |U

[
xikxl j

]]

= EU

[
n
∑

k=1

p
∑

l=1
akl

{
u−

2
q σilψk j +mikml j

}]

= EU

[
n
∑

k=1

p
∑

l=1

{
u−

2
q σilalkψk j +mikaklml j

}]

= EU

[
u−

2
q

n
∑

k=1

p
∑

l=1
σilalkψk j +

n
∑

k=1

p
∑

l=1
mikaklml j

]

=

(
1∫
0
u−

2
q du
)

ΣA′Ψ+MAM

= q
q−2ΣA′Ψ+MAM

elde edilir.

(iv) tr (AX)X matrisinin (i, j)− inci elemanı
n
∑

k=1

p
∑

l=1
xi jaklxlk olur. Bu durumda

E (tr (AX)X) = EU
[
EX |U [tr (AX)X ]

]
= EU

[
EX |U

[
n
∑

k=1

p
∑

l=1
xi jaklxlk

]]

= EU

[
n
∑

k=1

p
∑

l=1
aklEX |U

[
xi jxlk

]]

= EU

[
n
∑

k=1

p
∑

l=1
akl

{
u−

2
q σilψ jk +mi jmlk

}]

= EU

[
n
∑

k=1

p
∑

l=1

{
u−

2
q σilalkψk j +mi jmlkakl

}]

= EU

[
u−

2
q

n
∑

k=1

p
∑

l=1
σilalkψk j +

n
∑

k=1

p
∑

l=1
mi jmlkakl

]

=

(
1∫
0
u−

2
q du
)

ΣA′Ψ+ tr (MA)M
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= q
q−2ΣA′Ψ+ tr (MA)M

elde edilir.

(v) tr (AX)X ′ matrisinin (i, j)− inci elemanı
n
∑

k=1

p
∑

l=1
x jiaklxlk olur. Bu durumda

E (tr (AX)X ′) = EU
[
EX |U [tr (AX)X ′]

]
= EU

[
EX |U

[
n
∑

k=1

p
∑

l=1
x jiaklxlk

]]

= EU

[
n
∑

k=1

p
∑

l=1
aklEX |U

[
x jixlk

]]

= EU

[
n
∑

k=1

p
∑

l=1
akl

{
u−

2
q σ jlψik +m jimlk

}]

= EU

[
n
∑

k=1

p
∑

l=1

{
u−

2
q ψikaklσl j +m jiaklmlk

}]

= EU

[
u−

2
q

n
∑

k=1

p
∑

l=1
ψikaklσl j +

n
∑

k=1

p
∑

l=1
m jiaklmlk

]

=

(
1∫
0
u−

2
q du
)

ΨAΣ+ tr (AM)M′

= q
q−2ΨAΣ+ tr (AM)M′

elde edilir.

(vi) tr (AX ′)X matrisinin (i, j)− inci elemanı
p
∑

k=1

n
∑

l=1
xi jaklxkl olur. Bu durumda

E (tr (AX ′)X) = EU
[
EX |U [tr (AX ′)X ]

]
= EU

[
EX |U

[
p
∑

k=1

n
∑

l=1
xi jaklxkl

]]

= EU

[
n
∑

k=1

p
∑

l=1
aklEX |U

[
xi jxkl

]]

= EU

[
n
∑

k=1

p
∑

l=1
akl

{
u−

2
q σikψ jl +mi jmkl

}]
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= EU

[
n
∑

k=1

p
∑

l=1

{
u−

2
q σikaklψl j +mi jaklmkl

}]

= EU

[
u−

2
q

n
∑

k=1

p
∑

l=1
ψikaklσl j +

n
∑

k=1

p
∑

l=1
m jiaklmlk

]

=

(
1∫
0
u−

2
q du
)

ΣAΨ+ tr (AM′)M

= q
q−2ΣAΨ+ tr (AM′)M

elde edilir.

(vii) tr (AX ′)X ′ matrisinin (i, j)− inci elemanı
p
∑

k=1

n
∑

l=1
x jiaklxkl olur. Bu durumda

E (tr (AX ′)X ′) = EU
[
EX |U [tr (AX ′)X ′]

]
= EU

[
EX |U

[
p
∑

k=1

n
∑

l=1
x jiaklxkl

]]

= EU

[
n
∑

k=1

p
∑

l=1
aklEX |U

[
x jixkl

]]

= EU

[
n
∑

k=1

p
∑

l=1
akl

{
u−

2
q σ jkψil +m jimkl

}]

= EU

[
n
∑

k=1

p
∑

l=1

{
u−

2
q ψilaklσ jk +m jiaklmkl

}]

= EU

[
u−

2
q

n
∑

k=1

p
∑

l=1
ψilaklσ jk +

n
∑

k=1

p
∑

l=1
m jiaklmkl

]

=

(
1∫
0
u−

2
q du
)

ΨA′Σ+ tr (AM′)M′

= q
q−2ΨA′Σ+ tr (AM′)M′

elde edilir. �
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Teorem 3.10 X ∼MV Slp,n (M,Σ,Ψ,q) olsun. Bu durumda q > 2 için

(i) E (XAXBX) = q
q−2 (MAΣB′Ψ+ΣB′M′A′Ψ+ΣA′ΨBM)

+MAMBM, A(n× p) , B(n× p)

(ii) E (X ′AXBX) = q
q−2 (M

′AΣB′Ψ+ tr (ΣB′M′A′)Ψ+ tr (AΣ)ΨBM)

+M′AMBM, A(p× p) , B(n× p)

(iii) E (XAX ′BX) = q
q−2 (tr (BΣ)MAΨ+ΣB′MA′Ψ+ tr (AΨ)ΣBM)

+MAM′BM, A(n×n) , B(p× p)

(iv) E (X ′AXBX ′) = q
q−2 (tr (BΨ)M′AΣ+ΨB′M′A′Σ+ tr (AΣ)ΨBM′)

+M′AMBM′, A(p× p) , B(n×n)

(v) E (XAX ′BX ′) = q
q−2 (MAΨB′Σ+ tr (AM′BΨ)Σ+ tr (AΨ)ΣBM′)

+MAM′BM′, A(n×n) , B(p×n)

(vi) E (X ′AX ′BX) = q
q−2 (tr (ΣB′)M′AΨ+ tr (AM′BΣ)Ψ+ΨA′ΣBM)

+M′AM′BM, A(p×n) , B(p× p)

(vii) E (X ′AX ′BX ′) = q
q−2 (M

′AΨB′Σ+ΨB′MA′Σ+ΨA′ΣBM′)
+M′AM′BM′, A(p×n) , B(p×n)

İspat: (i) XAXBX matrisinin (i, j)− inci elemanı
n
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1
xkiaklxlmbmoxo j olur. Bu

durumda

E (XAXBX) = EU
[
EX |U [XAXBX ]

]
= EU

[
EX |U

[
n
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1
xkiaklxlmbmoxo j

]]

= EU

[
n
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1
aklbmoEX |U

[
xikxlmxo j

]]

= EU

[
n
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1
aklbmo

{
miku−

2
q σloψm j

+mlmu−
2
q σioψk j +mo ju

− 2
q σilψkm +mikmlmmo j

}]
= EU

[
n
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1

{
u−

2
q mikaklσlobmoψm j +u−

2
q σiobmomlmaklψk j
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+u−
2
q σilaklψkmbmomo j +mikaklmlmbmomo j

}]
=EU

[
u−

2
q

n
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1
mikaklσlobmoψm j +u−

2
q

n
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1
σiobmomlmaklψk j

+u−
2
q

n
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1
σilaklψkmbmomo j +u−

2
q

n
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1
mikaklmlmbmomo j

]

=

(
1∫
0
u−

2
q du
)
(MAΣB′Ψ+ΣB′M′A′Ψ+ΣA′ΨBM)+MAMBM

= q
q−2 (MAΣB′Ψ+ΣB′M′A′Ψ+ΣA′ΨBM)+MAMBM

elde edilir.

(ii) X ′AXBX matrisinin (i, j)− inci elemanı
p
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1
xkiaklxlmbmoxo j olur. Bu durumda

E (X ′AXBX) = EU
[
EX |U [X ′AXBX ]

]
= EU

[
EX |U

[
p
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1
xkiaklxlmbmoxo j

]]

= EU

[
p
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1
aklbmoEX |U

[
xkixlmxo j

]]

= EU

[
p
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1
aklbmo

{
mkiu

− 2
q σloψm j

+mmlu
− 2

q σkoψi j +mo ju
− 2

q σlkψim +mkimlmmo j

}]
= EU

[
p
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1

{
u−

2
q mkiaklσlobomψm j +u−

2
q ψi jσkobommmlalk

+u−
2
q ψimbmomo jaklσlk +mkiaklmlmbmomo j

}]
=EU

[
u−

2
q

p
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1
mkiaklσlobomψm j +u−

2
q

p
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1
ψi jσkobommmlalk

+u−
2
q

p
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1
ψimbmomo jaklσlk +

p
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1
mkiaklmlmbmomo j

]
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=

(
1∫
0
u−

2
q du
)
(M′AΣB′Ψ+ tr (ΣB′M′A′)Ψ+ tr (AΣ)ΨBM)+M′AMBM

= q
q−2 (M

′AΣB′Ψ+ tr (ΣB′M′A′)Ψ+ tr (AΣ)ΨBM)+M′AMBM

elde edilir.

(iii) XAX ′BX matrisinin (i, j)− inci elemanı
n
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1
xikaklxmlbmoxo j olur. Bu durumda

E (XAX ′BX) = EU
[
EX |U [XAX ′BX ]

]
= EU

[
EX |U

[
n
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1
xikaklxmlbmoxo j

]]

= EU

[
n
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1
aklbmoEX |U

[
xikxmlxo j

]]

= EU

[
n
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1
aklbmo

{
miku−

2
q σmoψl j

+mmlu
− 2

q σioψk j +mo ju
− 2

q σimψkl +mikmmlmo j

}]
= EU

[
n
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1

{
u−

2
q mikaklψl jbmoσom +u−

2
q σiobommmlalkψk j

+u−
2
q σimbmomo jaklψlk +mikaklmmlbmomo j

}]
=EU

[
u−

2
q

n
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1
mikaklψl jbmoσom +u−

2
q

n
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1
σiobommmlalkψk j

+u−
2
q

n
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1
σimbmomo jaklψlk +

n
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1
mikaklmmlbmomo j

]

=

(
1∫
0
u−

2
q du
)
(tr (BΣ)MAΨ+ΣB′MA′Ψ+ tr (AΨ)ΣBM)+MAM′BM

= q
q−2 (tr (BΣ)MAΨ+ΣB′MA′Ψ+ tr (AΨ)ΣBM)+MAM′BM

elde edilir.



58

(iv) X ′AX ′BX matrisinin (i, j)− inci elemanı
p
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1
xkiaklxmlbmoxo j olur. Bu du-

rumda

E (X ′AX ′BX) = EU
[
EX |U [X ′AX ′BX ]

]
= EU

[
EX |U

[
p
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1
xkiaklxmlbmoxo j

]]

= EU

[
p
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1
aklbmoEX |U

[
xkixmlxo j

]]

= EU

[
p
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1
aklbmo

{
mkiu

− 2
q σmoψl j

+mmlu
− 2

q σkoψi j +mo ju
− 2

q σkmψil +mkimmlmo j

}]
= EU

[
p
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1

{
u−

2
q mkiaklψl jσombmo +u−

2
q ψi jaklmlmbmoσok

+u−
2
q ψilalkσkmbmomo j +mkiaklmlmbmomo j

}]
=EU

[
u−

2
q

p
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1
mkiaklψl jσombmo +u−

2
q

p
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1
ψi jaklmlmbmoσok

+u−
2
q

p
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1
ψilalkσkmbmomo j +

p
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1
mkiaklmlmbmomo j

]

=

(
1∫
0
u−

2
q du
)
(tr (ΣB′)M′AΨ+ tr (AM′BΣ)Ψ+ΨA′ΣBM)+M′AM′BM

= q
q−2 (tr (ΣB′)M′AΨ+ tr (AM′BΣ)Ψ+ΨA′ΣBM)+M′AM′BM

elde edilir.

(v) XAX ′BX ′ matrisinin (i, j)− inci elemanı
n
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

n
∑

o=1
xikaklxmlbmox jo olur. Bu durumda

E (XAX ′BX ′) = EU
[
EX |U [XAX ′BX ′]

]
= EU

[
EX |U

[
n
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

n
∑

o=1
xikaklxmlbmox jo

]]
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= EU

[
n
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

n
∑

o=1
aklbmoEX |U

[
xikxmlx jo

]]

= EU

[
n
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

n
∑

o=1
aklbmo

{
mikiu

− 2
q σm joψlo

+mmlu
− 2

q σi jψko +m jou−
2
q σimψkl +mikmmlm jo

}]
= EU

[
n
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

n
∑

o=1

{
u−

2
q mikaklψlobomσm j +u−

2
q σi jaklmmlbmoψok

+u−
2
q σimbmom joaklψlk +mikaklmmlbmom jo

}]
=EU

[
u−

2
q

n
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

n
∑

o=1
mikaklψlobomσm j +u−

2
q

n
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

n
∑

o=1
σi jaklmmlbmoψok

+u−
2
q

n
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

n
∑

o=1
σimbmom joaklψlk +

n
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

n
∑

o=1
mikaklmmlbmom jo

]

=

(
1∫
0
u−

2
q du
)
(MAΨB′Σ+ tr (AM′BΨ)Σ+ tr (AΨ)ΣBM′)+MAM′BM′

= q
q−2 (MAΨB′Σ+ tr (AM′BΨ)Σ+ tr (AΨ)ΣBM′)+MAM′BM′

elde edilir.

(vi) XAX ′BX ′ matrisinin (i, j)− inci elemanı
n
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

n
∑

o=1
xikaklxmlbmox jo olur. Bu du-

rumda

E (XAX ′BX ′) = EU
[
EX |U [XAX ′BX ′]

]
= EU

[
EX |U

[
n
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

n
∑

o=1
xikaklxmlbmox jo

]]

= EU

[
n
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

n
∑

o=1
aklbmoEX |U

[
xikxmlx jo

]]

= EU

[
n
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

n
∑

o=1
aklbmo

{
miku−

2
q σm jψlo

+mmlu
− 2

q σi jψko +m jou−
2
q σimψkl +mikmmlm jo

}]
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= EU

[
n
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

n
∑

o=1

{
u−

2
q mikaklψlobomσm j +u−

2
q σi jaklmmlbmoψok

+u−
2
q σimbmom joaklψlk +mikaklmmlbmom jo

}]
=EU

[
u−

2
q

n
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

n
∑

o=1
mikaklψlobomσm j +u−

2
q

n
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

n
∑

o=1
σi jaklmmlbmoψok

+u−
2
q

n
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

n
∑

o=1
σimbmom joaklψlk +

n
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

n
∑

o=1
mikaklmmlbmom jo

]

=

(
1∫
0
u−

2
q du
)
(MAΨB′Σ+ tr (AM′BΨ)Σ+ tr (AΨ)ΣBM′)+MAM′BM′

= q
q−2 (MAΨB′Σ+ tr (AM′BΨ)Σ+ tr (AΨ)ΣBM′)+MAM′BM′

elde edilir.

(vii) X ′AX ′BX ′ matrisinin (i, j)− inci elemanı
p
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

n
∑

o=1
xkiaklxmlbmox jo olur. Bu du-

rumda

E (X ′AX ′BX ′) = EU
[
EX |U [X ′AX ′BX ′]

]
= EU

[
EX |U

[
p
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

n
∑

o=1
xkiaklxmlbmox jo

]]

= EU

[
n
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

n
∑

o=1
aklbmoEX |U

[
xkixmlx jo

]]

= EU

[
n
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

n
∑

o=1
aklbmo

{
mkiu

− 2
q σm jψlo

+mmlu
− 2

q σk jψio +m jou−
2
q σkmψil +mkimmlm jo

}]
= EU

[
n
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

n
∑

o=1

{
u−

2
q mkiaklψlobomσm j +u−

2
q ψiobommmlalkσk j

+u−
2
q ψilalkσkmbmom jo +mkiaklmmlbmom jo

}]
=EU

[
u−

2
q

n
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

n
∑

o=1
mkiaklψlobomσm j +u−

2
q

n
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

n
∑

o=1
ψiobommmlalkσk j
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+u−
2
q

n
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

n
∑

o=1
ψilalkσkmbmom jo +

n
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

n
∑

o=1
mkiaklmmlbmom jo

]

=

(
1∫
0
u−

2
q du
)
(M′AΨB′Σ+ΨB′MA′Σ+ΨA′ΣBM′)+M′AM′BM′

= q
q−2 (M

′AΨB′Σ+ΨB′MA′Σ+ΨA′ΣBM′)+M′AM′BM′

elde edilir. �

Teorem 3.11 X ∼MV Slp,n (M,Σ,Ψ,q) olsun. Bu durumda q > 2 için

(i) E (tr (X ′AXB)X) = q
q−2 (ΣA′MB′Ψ+ΣAMBΨ+ tr (ΨB) tr (AΣ)M)

+tr (M′AMB)M, A(p× p) , B(n×n)

(ii) E (tr (AX)XBX) = q
q−2 (tr (AM)ΣB′Ψ+MBΣA′Ψ+ΣA′ΨBM)

+tr (AM)MBM, A(n× p) , B(n× p)

(iii) E (tr (AX)X ′BX) = q
q−2 (tr (AM) tr (BΣ)Ψ+M′BΣA′Ψ+ΨAΣBM)

+tr (AM)M′BM, A(n× p) , B(p× p)

İspat: (i) tr (X ′AXB)X matrisinin (i, j)− inci elemanı
n
∑

k=1

p
∑

l=1

p
∑

m=1

n
∑

o=1
xlkalmxmobokxi j olur.

Bu durumda

E (tr (X ′AXB)X) = EU
[
EX |U [tr (X ′AXB)X ]

]
= EU

[
EX |U

[
n
∑

k=1

p
∑

l=1

p
∑

m=1

n
∑

o=1
xlkalmxmobokxi j

]]

= EU

[
n
∑

k=1

p
∑

l=1

p
∑

m=1

n
∑

o=1
almbokEX |U

[
xlkxmoxi j

]]

= EU

[
n
∑

k=1

p
∑

l=1

p
∑

m=1

n
∑

o=1
almbok

{
mlku−

2
q σmiψo j

+mmou−
2
q σliψk j +mi ju

− 2
q σlmψko +mlkmmomi j

}]
= EU

[
n
∑

k=1

p
∑

l=1

p
∑

m=1

n
∑

o=1

{
u−

2
q σimamlmlkbkoψo j +u−

2
q σilalmmmobokψk j

+u−
2
q mi jψkobokalmσml +mi jmlkalmmmobok

}]
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=EU

[
u−

2
q

n
∑

k=1

p
∑

l=1

p
∑

m=1

n
∑

o=1
σimamlmlkbkoψo j +u−

2
q

n
∑

k=1

p
∑

l=1

p
∑

m=1

n
∑

o=1
σilalmmmobokψk j

+u−
2
q

n
∑

k=1

p
∑

l=1

p
∑

m=1

n
∑

o=1
mi jψkobokalmσml +

n
∑

k=1

p
∑

l=1

p
∑

m=1

n
∑

o=1
mi jmlkalmmmobok

]

=

(
1∫
0
u−

2
q du
)
(ΣA′MB′Ψ+ΣAMBΨ+ tr (ΨB) tr (AΣ)M)+ tr (M′AMB)M

= q
q−2 (ΣA′MB′Ψ+ΣAMBΨ+ tr (ΨB) tr (AΣ)M)+ tr (M′AMB)M

elde edilir.

(ii) tr (AX)XBX matrisinin (i, j)− inci elemanı
n
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1
aklxlkximbmoxo j olur. Bu du-

rumda

E (tr (AX)XBX) = EU
[
EX |U [tr (AX)XBX ]

]
= EU

[
EX |U

[
n
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1
aklxlkximbmoxo j

]]

= EU

[
n
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1
aklbmoEX |U

[
xlkximxo j

]]

= EU

[
n
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1
aklbmo

{
mlku−

2
q σioψm j

+mimu−
2
q σloψk j +mo ju

− 2
q σliψkm +mlkmimmo j

}]
= EU

[
n
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1

{
u−

2
q σiobomψm jaklmlk +u−

2
q mimbmoσolalkψk j

+u−
2
q σilalkψkmbmomo j +mimbmomo jaklmlk

}]
=EU

[
u−

2
q

n
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1
σiobomψm jaklmlk +u−

2
q

n
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1
mimbmoσolalkψk j

+u−
2
q

n
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1
σilalkψkmbmomo j +

n
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1
mimbmomo jaklmlk

]

=

(
1∫
0
u−

2
q du
)
(ΣA′MB′Ψ+ΣAMBΨ+ tr (ΨB) tr (AΣ)M)+ tr (M′AMB)M
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= q
q−2 (tr (AM)ΣB′Ψ+MBΣA′Ψ+ΣA′ΨBM)+ tr (AM)MBM

elde edilir.

(iii) tr (AX)X ′BX matrisinin (i, j)− inci elemanı
n
∑

k=1

p
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1
aklxlkxmibmoxo j olur. Bu du-

rumda

E (tr (AX)X ′BX) = EU
[
EX |U [tr (AX)X ′BX ]

]
= EU

[
EX |U

[
n
∑

k=1

p
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1
aklxlkxmibmoxo j

]]

= EU

[
n
∑

k=1

p
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1
aklbmoEX |U

[
xlkxmixo j

]]

= EU

[
n
∑

k=1

p
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1
aklbmo

{
mlku−

2
q σmoψi j

+mmiu
− 2

q σloψk j +mo ju
− 2

q σltψki +mlkmmimo j

}]
= EU

[
n
∑

k=1

p
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1

{
u−

2
q ψi jaklmlkbmoσom +u−

2
q mmibmoσolalkψk j

+u−
2
q ψikaklσlmbmomo j +mmibmomo jaklmlk

}]
=EU

[
u−

2
q

n
∑

k=1

p
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1
ψi jaklmlkbmoσom +u−

2
q

n
∑

k=1

p
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1
mmibmoσolalkψk j

+u−
2
q

n
∑

k=1

p
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1
ψikaklσlmbmomo j +

n
∑

k=1

p
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1
mmibmomo jaklmlk

]

=

(
1∫
0
u−

2
q du
)
(tr (AM) tr (BΣ)Ψ+M′BΣA′Ψ+ΨAΣBM)+ tr (AM)M′BM

= q
q−2 (tr (AM) tr (BΣ)Ψ+M′BΣA′Ψ+ΨAΣBM)+ tr (AM)M′BM

elde edilir. �
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Teorem 3.12 X ∼MV Slp,n (M,Σ,Ψ,q) olsun. Bu durumda q > 4 için

(i) E (XAXBXCX) = q
q−4 (ΣC′ΨBΣA′Ψ+ΣA′ΨBΣC′Ψ+ tr (AΣC′Ψ)ΣB′Ψ)

+ q
q−2 (MAMBΣC′Ψ+MAΣC′M′B′Ψ+ΣC′M′B′M′A′Ψ

+MAΣB′ΨCM+ΣB′M′A′ΨCM+ΣA′ΨBMCM)
+MAMBMCM, A(n× p) , B(n× p) , C (n× p)

(ii) E (X ′AXBXCX) = q
q−4 (tr (AΣB′ΨCΣ)Ψ+ tr (AΣ)ΨBΣC′Ψ+ΨCΣA′ΣB′Ψ)

+ q
q−2 (M

′AMBΣC′Ψ+M′AΣC′M′B′Ψ+ tr (AMBMCΣ)Ψ

+M′AΣB′ΨCM+ tr (AMBΣ)ΨCM+ tr (AΣ)ΨBMCM)
+M′AMBMCM, A(p× p) , B(n× p) , C (n× p)

(iii) E (XAX ′BXCX) = q
q−4 (tr (BΣ)ΣC′ΨA′Ψ+ tr (AΨ)ΣBΣC′Ψ+ΣB′ΣC′ΨAΨ)

+ q
q−2 (MAM′BΣC′Ψ+ tr (BMCΣ)MAΨ+ΣC′M′B′MA′Ψ

+tr (BΣ)MAΨCM+ΣB′MA′ΨCM+ tr (AΨ)ΣBMCM)
+MAM′BMCM, A(n×n) , B(p× p) , C (n× p)

(iv) E (X ′AX ′BXCX) = q
q−4 (tr (AΨCΣ) tr (BΣ)Ψ+ΨA′ΣBΣC′Ψ+ΨCΣBΣAΨ)

+ q
q−2 (M

′AM′BΣC′Ψ+ tr (BMCΣ)M′AΨ+ tr (AM′BMCΣ)Ψ

+tr (BΣ)M′AΨCM+ tr (AM′BΣ)ΨCM+ΨA′ΣBMCM)
+M′AM′BMCM, A(p×n) , B(p× p) , C (n× p)

(v) E (X ′AXBX ′CX) = q
q−4 (tr (AΣCΣ) tr (BΨ)Ψ+ tr (AΣ) tr (CΣ)ΨBΨ+ tr (AΣC′Σ)ΨB′Ψ)

+ q
q−2 (tr (CΣ)M′AMBΨ+M′AΣC′MB′Ψ+ tr (AMBM′CΣ)Ψ

+tr (BΨ)M′AΣCM+ΨB′M′A′ΣCM+ tr (AΣ)ΨBM′CM)
+M′AMBM′CM, A(p× p) , B(n×n) , C (p× p)

(vi) E (X ′AXBXCX ′) = q
q−4 (ΨC′ΨBΣA′Σ+ tr (AΣ) tr (CΨ)ΨBΣ+ΨCΨBΣAΣ)

+ q
q−2 (tr (CΨ)M′AMBΣ+ tr (BMCΨ)M′AΣ+ΨC′M′B′M′A′Σ

+M′AΣBΨCM′+ tr (AMBΣ)ΨCM′+ tr (AΣ)ΨBMCM′)
+M′AMBMCM′, A(p× p) , B(n× p) ,C (n×n)

İspat: (i) XAXBXCX matrisinin (i, j) − inci elemanı
n
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
xikaklxlmbmoxoscstxt j olur. Bu durumda

E (XAXBXCX) = EU
[
EX |U [XAXBXCX ]

]
= EU

[
EX |U

[
n
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
xikaklxlmbmoxoscstxt j

]]

= EU

[
n
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
aklbmocstEX |U

[
xikxlmxosxt j

]]
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= EU

[
n
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
aklbmocst

{
u−

2
q σitψk ju

− 2
q σloψms

+u−
2
q σilψkmu−

2
q σtoψ js +u−

2
q σioψksu

− 2
q σtlψ jm +mikmlmu−

2
q σtoψ js

+mikmosu
− 2

q σtlψ jm +mlmmosu
− 2

q σitψk j +mikmt ju
− 2

q σloψms

+mt jmlmu−
2
q σioψks +mt jmosu

− 2
q σilψkm +mikmlmmosmt j

}]
= EU

[
n
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
u−

4
q

{
σitctsψsmbmoσolalkψk j

+σilalkψkmbmoσotctsψs j +σiobomψm jaklσltctsψsk

}
+

n
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
u−

2
q

{
mikaklmlmbmoσotctsψs j

+mikaklσltctsmsobomψm j +σitctsmsobommmlalkψk j

+mikaklσlobomψmscstmt j +σiobommmlalkψkscstmt j

+σilalkψkmbmomoscstmt j
}

+
n
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
mikaklmlmbmomoscstmt j

]
= q

q−4 (ΣC′ΨBΣA′Ψ+ΣA′ΨBΣC′Ψ+ tr (AΣC′Ψ)ΣB′Ψ)

+ q
q−2 (MAMBΣC′Ψ+MAΣC′M′B′Ψ+ΣC′M′B′M′A′Ψ

+MAΣB′ΨCM+ΣB′M′A′ΨCM+ΣA′ΨBMCM)+MAMBMCM

elde edilir.

(ii) X ′AXBXCX matrisinin (i, j)− inci elemanı
p
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
xkiaklxlmbmoxoscstxt j

olur. Bu durumda

E (X ′AXBXCX) = EU
[
EX |U [X ′AXBXCX ]

]
= EU

[
EX |U

[
p
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
xkiaklxlmbmoxoscstxt j

]]
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= EU

[
p
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
aklbmocstEX |U

[
xkixlmxosxt j

]]

= EU

[
p
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
aklbmocst

{
u−

2
q σktψi ju

− 2
q σloψms

+u−
2
q σklψimu−

2
q σtoψ js +u−

2
q σkoψisu

− 2
q σtlψ jm +mkimlmu−

2
q σtoψ js

+mkimosu
− 2

q σtlψ jm +mlmmosu
− 2

q σktψi j +mkimt ju
− 2

q σloψms

+mt jmlmu−
2
q σkoψis +mt jmosu

− 2
q σklψim +mkimlmmosmt j

}]
= EU

[
p
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
u−

4
q

{
ψi jaklσlobomψmscstσtk

+ψimbmoσotctsψs jaklσlk +ψiscstσtlalkσkobomψm j

}
+

p
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
u−

2
q

{
mkiaklmlmbmoσotctsψs j

+mkiaklσltctsmsobomψm j +ψi jaklmlmbmomoscstσtk

+mikaklσlobomψmscstmt j +ψiscstmt jaklmlmbmoσok

+ψimbmomoscstmt jaklσlk
}

+
p
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
mikaklmlmbmomoscstmt j

]
= q

q−4 (tr (AΣB′ΨCΣ)Ψ+ tr (AΣ)ΨBΣC′Ψ+ΨCΣA′ΣB′Ψ)

+ q
q−2 (M

′AMBΣC′Ψ+M′AΣC′M′B′Ψ+ tr (AMBMCΣ)Ψ

+M′AΣB′ΨCM+ tr (AMBΣ)ΨCM+ tr (AΣ)ΨBMCM)

+M′AMBMCM

elde edilir.
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(iii) XAX ′BXCX matrisinin (i, j)− inci elemanı
n
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
xikaklxmlbmoxoscstxt j

olur. Bu durumda

E (XAX ′BXCX) = EU
[
EX |U [XAX ′BXCX ]

]
= EU

[
EX |U

[
n
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
xikaklxmlbmoxoscstxt j

]]

= EU

[
n
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
aklbmocstEX |U

[
xikxmlxosxt j

]]

= EU

[
n
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
aklbmocst

{
u−

2
q σitψk ju

− 2
q σmoψls

+u−
2
q σimψklu

− 2
q σtoψ js +u−

2
q σioψksu

− 2
q σtmψ jl +mikmmlu

− 2
q σtoψ js

+mikmosu
− 2

q σtmψ jl +mmlmosu
− 2

q σitψk j +mikmt ju
− 2

q σmoψls

+mt jmmlu
− 2

q σioψks +mt jmosu
− 2

q σimψkl +mikmmlmosmt j

}]
= EU

[
n
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
u−

4
q

{
σitctsψslalkψk jbmoσom

+σimbmoσotctsψs jaklψlk +σiobomσmtctsψskaklψl j

}
+

n
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
u−

2
q

{
mikaklmlmbmoσotctsψs j

+mikaklψl jbmomoscstσtm +σitctsmsobommmlalkψk j

+mikaklψlscstmt jbmoσom +σiobommmlalkψkscstmt j

+σimbmomoscstmt jaklψlk
}

+
n
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
mikaklmlmbmomoscstmt j

]
= q

q−4 (tr (BΣ)ΣC′ΨA′Ψ+ tr (AΨ)ΣBΣC′Ψ+ΣB′ΣC′ΨAΨ)

+ q
q−2 (MAM′BΣC′Ψ+ tr (BMCΣ)MAΨ+ΣC′M′B′MA′Ψ



68

+tr (BΣ)MAΨCM+ΣB′MA′ΨCM+ tr (AΨ)ΣBMCM)

+MAM′BMCM

elde edilir.

(iv) X ′AX ′BXCX matrisinin (i, j)− inci elemanı
p
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
xkiaklxmlbmoxoscstxt j

olur. Bu durumda

E (X ′AX ′BXCX) = EU
[
EX |U [X ′AX ′BXCX ]

]
= EU

[
EX |U

[
p
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
xkiaklxmlbmoxoscstxt j

]]

= EU

[
p
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
aklbmocstEX |U

[
xkixmlxosxt j

]]

= EU

[
p
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
aklbmocst

{
u−

2
q σktψi ju

− 2
q σmoψls

+u−
2
q σkmψilu

− 2
q σtoψ js +u−

2
q σkoψisu

− 2
q σtmψ jl +mkimmlu

− 2
q σtoψ js

+mkimosu
− 2

q σtmψ jl +mmlmosu
− 2

q σktψi j +mkimt ju
− 2

q σmoψls

+mt jmmlu
− 2

q σkoψis +mt jmosu
− 2

q σkmψil +mkimmlmosmt j

}]
= EU

[
p
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
u−

4
q

{
ψi jaklψlscstσtkbmoσom

+ψilalkσkmbmoσotctsψs j +ψiscstσtmbmoσokaklψl j

}
+

p
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
u−

2
q

{
mikaklmlmbmoσotctsψs j

+mikaklψl jbmomoscstσtm +ψi jaklmlmbmomoscstσtk

+mikaklψlscstmt jbmoσom +ψiscstmt jaklmlmbmoσok

+ψilalkσkmbmomoscstmt j
}
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+
p
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
mkiaklmmlbmomoscstmt j

]
= q

q−4 (tr (AΨCΣ) tr (BΣ)Ψ+ΨA′ΣBΣC′Ψ+ΨCΣBΣAΨ)

+ q
q−2 (M

′AM′BΣC′Ψ+ tr (BMCΣ)M′AΨ+ tr (AM′BMCΣ)Ψ

+tr (BΣ)M′AΨCM+ tr (AM′BΣ)ΨCM+ΨA′ΣBMCM)

+M′AM′BMCM

elde edilir.

(v) X ′AX ′BXCX matrisinin (i, j)− inci elemanı
p
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

n
∑

o=1

p
∑

s=1

p
∑

t=1
xkiaklxlmbmoxsocstxt j

olur. Bu durumda

E (X ′AXBX ′CX) = EU
[
EX |U [X ′AXBX ′CX ]

]
= EU

[
EX |U

[
p
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
xkiaklxlmbmoxsocstxt j

]]

= EU

[
p
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
aklbmocstEX |U

[
xkixlmxsoxt j

]]

= EU

[
p
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
aklbmocst

{
u−

2
q σktψi ju

− 2
q σlsψmo

+u−
2
q σklψimu−

2
q σtsψ jo +u−

2
q σksψiou−

2
q σtlψ jm +mkimlmu−

2
q σtsψ jo

+mkimsou−
2
q σtlψ jm +mlmmsou−

2
q σktψi j +mkimt ju

− 2
q σlsψmo

+mt jmlmu−
2
q σksψio +mt jmsou−

2
q σklψim +mkimlmmsomt j

}]
= EU

[
p
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
u−

4
q

{
ψi jaklψlscstσtkbmoσom

+ψimbmoψo jaklσlkcstσts +ψiobomψ jmaklσltctsσsk

}
+

p
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
u−

2
q

{
mikaklmlmbmoψo jcstσts
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+mikaklσltctsmsobomψm j +ψi jaklmlmbmomoscstσtk

+mikaklσlscstmt jbmoψom +ψiobommmlalkσkscstmt j

+ψimbmomoscstmt jaklσlk
}

+
p
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
mikaklmlmbmomoscstmt j

]
= q

q−4 (tr (AΣCΣ) tr (BΨ)Ψ+ tr (AΣ) tr (CΣ)ΨBΨ+ tr (AΣC′Σ)ΨB′Ψ)

+ q
q−2 (tr (CΣ)M′AMBΨ+M′AΣC′MB′Ψ+ tr (AMBM′CΣ)Ψ

+tr (BΨ)M′AΣCM+ΨB′M′A′ΣCM+ tr (AΣ)ΨBM′CM)

+M′AMBM′CM

elde edilir.

(vi) X ′AXBXCX ′ matrisinin (i, j)− inci elemanı
p
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

n
∑

t=1
xkiaklxlmbmoxoscstx jt

olur. Bu durumda

E (X ′AXBX ′CX) = EU
[
EX |U [X ′AXBX ′CX ]

]
= EU

[
EX |U

[
p
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

n
∑

t=1
xkiaklxlmbmoxoscstx jt

]]

= EU

[
p
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

n
∑

t=1
aklbmocstEX |U

[
xkixlmxosx jt

]]

= EU

[
p
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

n
∑

t=1
aklbmocst

{
u−

2
q σk jψitu

− 2
q σloψms

+u−
2
q σklψimu−

2
q σ joψts +u−

2
q σkoψisu

− 2
q σ jlψtm +mkimlmu−

2
q σ joψts

+mkimosu
− 2

q σ jlψtm +mlmmosu
− 2

q σk jψit +mkim jtu
− 2

q σloψms

+m jtmlmu−
2
q σkoψis +m jtmosu

− 2
q σklψim +mkimlmmosm jt

}]
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= EU

[
p
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

n
∑

t=1
u−

4
q
{

ψitctsψsmbmoσolalkσk j

+ψimbmoσo jaklσlkcstψts +ψiscstψtmbmoσokaklσl j
}

+
p
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

n
∑

t=1
u−

2
q
{

mikaklmlmbmoσo jcstψts

+mikaklσl jbmomoscstψtm +ψitctsmsobommmlalkσk j

+mikaklσlobomψmscstmt j +ψiscstmt jaklmlmbmoσok

+ψimbmomoscstmt jaklσlk
}

+
p
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

n
∑

t=1
mkiaklmlmbmomoscstm jt

]
= q

q−4 (ΨC′ΨBΣA′Σ+ tr (AΣ) tr (CΨ)ΨBΣ+ΨCΨBΣAΣ)

+ q
q−2 (tr (CΨ)M′AMBΣ+ tr (BMCΨ)M′AΣ+ΨC′M′B′M′A′Σ

+M′AΣBΨCM′+ tr (AMBΣ)ΨCM′+ tr (AΣ)ΨBMCM′)

+M′AMBMCM′

elde edilir. �

Teorem 3.13 X ∼MV Slp,n (M,Σ,Ψ,q) olsun. Bu durumda q > 4 için

(i) E (tr (XBXCX ′)XA) = q
q−4

(
Σ2B′ΨCΨA+ tr (CΨ)Σ2B′ΨA+ tr (Σ)ΣB′ΨC′ΨA

)
+ q

q−2 (tr (BΣM) tr (CΨ)MA+ tr (BMCΨ) tr (Σ)MA
+ΣMBMCΨA+ tr (BΣMC′Ψ)MA+ΣB′M′MC′ΨA
+ΣMC′M′B′ΨA)+ tr (MBMCM′)MA

A(n×n) , B(n× p) , C (n×n)

(ii) E (tr (BXCX ′)XAX) = q
q−4 (ΣBΣA′ΨC′Ψ+ tr (BΣ) tr (CΨ)ΣA′Ψ+ΣB′ΣA′ΨCΨ)

+ q
q−2 (tr (BΣ) tr (CΨ)MAM+MAΣBMCΨ+ΣBMCΨAM

+MAΣB′MC′Ψ+ΣB′MC′ΨAM+ tr (BMCM′)ΣA′Ψ)
+tr (BMCM′)MAM, A(n× p) , B(p× p) , C (n×n)
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(iii) E (tr (BXCX ′)X ′AX) = q
q−4 (tr (AΣB′Σ)ΨC′Ψ+ tr (AΣ) tr (BΣ) tr (CΨ)Ψ

+tr (AΣBΣ)ΨCΨ)+ q
q−2 (tr (BΣ) tr (CΨ)M′AM

+M′AΣBMCΨ+ΨC′M′B′ΣAM+M′AΣB′MC′Ψ
+ΨCM′BΣAM+ tr (AΣ) tr (BMCM′)Ψ)
+tr (BMCM′)M′AM, A(p× p) , B(p× p) , C (n×n)

(iv) E (tr (AX)XBXCX) = q
q−4 (ΣA′ΨBΣC′Ψ+ΣB′ΨCΣA′Ψ+ΣC′ΨAΣB′Ψ)

+ q
q−2 (MBMCΣA′Ψ+MBΣA′ΨCM+ΣA′ΨBMCM

+tr (AM)MBΣC′Ψ+ tr (AM)ΣC′M′B′Ψ+ tr (AM)ΣB′ΨCM)
+tr ((AM)MBMCM) ,A(n× p) , B(n× p) ,C (n× p)

(v) E (tr (AX)X ′BXCX) = q
q−4 (ΨAΣBΣC′Ψ+ tr (BΣ)ΨCΣA′Ψ+ tr (BΣA′ΨCΣ)Ψ)

+ q
q−2 (M

′BMCΣA′Ψ+M′BΣA′ΨCM+ΨAΣBMCM
+tr (AM)M′BΣC′Ψ+ tr (BMCΣ) tr (AM)Ψ

+tr (BM) tr (AM)ΨCM)+ tr (AM)M′BMCM
A(n× p) , B(p× p) , C (n× p)

(vi) E (tr (AX)X ′BX ′CX) = q
q−4 (tr (CΣ)ΨAΣBΨ+ΨB′ΣCΣA′Ψ+ tr (BΨAΣCΣ)Ψ)

+ q
q−2 (M

′BM′CΣA′Ψ+M′BΨAΣCM+ΨAΣBM′CM
+tr (CΣ) tr (AM)M′BΨ+ tr (BM′CΣ) tr (AM)Ψ

+ΨB′ΣCMAM)+ tr (AM)M′BM′CM
A(n× p) , B(p×n) , C (p× p)

(vii) E (tr (AX)X ′BXCX ′) = q
q−4 (tr (CΨ)ΨAΣBΣ+ tr (BΣ)ΨCΨAΣ+ΨC′ΨAΣB′Σ)

+ q
q−2 (M

′BMCΨAΣ+M′BΣA′ΨCM′+ΨAΣBMCM′

+tr (CΨ) tr (AM)M′BΣ+ tr (AM)ΨC′M′B′Σ
+tr (BΣ) tr (AM)ΨCM′)+ tr (AM)M′BMCM′

A(n× p) ,B(p× p) , C (n×n)

İspat: (i) tr (XBXCX ′)XA matrisinin (i, j) − inci elemanı
n
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

n
∑

t=1
xikak jxlmbmoxoscstxlt olur. Bu durumda

E (tr (XBXCX ′)XA) = EU
[
EX |U [tr (XBXCX ′)XA]

]
= EU

[
EX |U

[
n
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

n
∑

t=1
xikak jxlmbmoxoscstxlt

]]

= EU

[
n
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

n
∑

t=1
ak jbmocstEX |U [xikxlmxosxlt ]

]

= EU

[
n
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

n
∑

t=1
ak jbmocst

{
u−

2
q σilψktu

− 2
q σloψms

+u−
2
q σilψkmu−

2
q σloψts +u−

2
q σioψksu

− 2
q σllψtm
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+mikmlmu−
2
q σloψts +mikmosu

− 2
q σllψtm

+mlmmosu
− 2

q σilψkt +mikmltu
− 2

q σloψms

+mltmlmu−
2
q σioψks +mltmosu

− 2
q σilψkm

+mikmlmmosmlt}]

= EU

[
n
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

n
∑

t=1
u−

4
q
{

σilσlobomψmscstψtkak j

+σilσlobomψmkak jcstψts +σiobomψmtctsψskak jσll
}

+
n
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

n
∑

t=1
u−

2
q
{

mikak jbmoσolmlmcstψts

+mikak jbmomoscstψtmσll +σilmlmbmomoscstψtkak j

+mikak jbmoσolmltctsψsm +σiobommmlmltctsψskak j

+σilmltctsmsobomψmkak j
}

+
n
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

n
∑

t=1
mikak jmlmbmomoscstmtl

]
= q

q−4

(
Σ2B′ΨCΨA+ tr (CΨ)Σ2B′ΨA+ tr (Σ)ΣB′ΨC′ΨA

)
+ q

q−2 (tr (BΣM) tr (CΨ)MA+ tr (BMCΨ) tr (Σ)MA

+ΣMBMCΨA+ tr (BΣMC′Ψ)MA+ΣB′M′MC′ΨA

+ΣMC′M′B′ΨA)+ tr (MBMCM′)MA

elde edilir.

(ii) tr (BXCX ′)XAX matrisinin (i, j) − inci elemanı
n
∑

k=1

p
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

n
∑

t=1
xikaklxl jbmoxoscstxmt olur. Bu durumda

E (tr (BXCX ′)XAX) = EU
[
EX |U [tr (BXCX ′)XAX ]

]
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= EU

[
EX |U

[
n
∑

k=1

p
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

n
∑

t=1
xikaklxl jbmoxoscstxmt

]]

= EU

[
n
∑

k=1

p
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

n
∑

t=1
aklbmocstEX |U

[
xikxl jxosxmt

]]

= EU

[
n
∑

k=1

p
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

n
∑

t=1
aklbmocst

{
u−

2
q σimψktu

− 2
q σloψ js

+u−
2
q σilψk ju

− 2
q σmoψts +u−

2
q σioψksu

− 2
q σmlψt j

+mikml ju
− 2

q σmoψts +mikmosu
− 2

q σmlψt j

+ml jmosu
− 2

q σimψkt +mikmmtu
− 2

q σloψ js

+mmtml ju
− 2

q σioψks +mmtmosu
− 2

q σilψk j

+mikml jmosmmt
}]

= EU

[
n
∑

k=1

p
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

n
∑

t=1
u−

4
q

{
σimbmoσolalkψktctsψs j

+σilalkψk jbmoσomcstψts +σiobomσmlalkψkscstψt j

}
+

n
∑

k=1

p
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

n
∑

t=1
u−

2
q
{

mikaklml jbmoσomcstψts

+mikaklσlmbmomoscstψt j +σimbmomoscstψtkaklml j

+mikaklσlobommmtctsψs j +σiobommmtctsψskaklml j

+σilalkψk jbmomoscstmtm

}
+

n
∑

k=1

p
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

n
∑

t=1
mikaklml jbmomoscstmtm

]
= q

q−4 (ΣBΣA′ΨC′Ψ+ tr (BΣ) tr (CΨ)ΣA′Ψ+ΣB′ΣA′ΨCΨ)

+ q
q−2 (tr (BΣ) tr (CΨ)MAM+MAΣBMCΨ

+ΣBMCΨAM+MAΣB′MC′Ψ+ΣB′MC′ΨAM
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+tr (BMCM′)ΣA′Ψ)+ tr (BMCM′)MAM

elde edilir.

(iii) tr (BXCX ′)X ′AX matrisinin (i, j) − inci elemanı
p
∑

k=1

p
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

n
∑

t=1
xkiaklxl jbmoxoscstxmt olur. Bu durumda

E (tr (BXCX ′)X ′AX) = EU
[
EX |U [tr (BXCX ′)X ′AX ]

]
= EU

[
EX |U

[
p
∑

k=1

p
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

n
∑

t=1
xkiaklxl jbmoxoscstxmt

]]

= EU

[
p
∑

k=1

p
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

n
∑

t=1
aklbmocstEX |U

[
xkixl jxosxmt

]]

= EU

[
p
∑

k=1

p
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

n
∑

t=1
aklbmocst

{
u−

2
q σkmψitu

− 2
q σloψ js

+u−
2
q σklψi ju

− 2
q σmoψts +u−

2
q σkoψisu

− 2
q σmlψt j

+mkiml ju
− 2

q σmoψts +mkimosu
− 2

q σmlψt j

+ml jmosu
− 2

q σkmψit +mkimmtu
− 2

q σloψ js

+mmtml ju
− 2

q σkoψis +mmtmosu
− 2

q σklψi j

+mkiml jmosmmt
}]

= EU

[
p
∑

k=1

p
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

n
∑

t=1
u−

4
q

{
ψitctsψs jaklσlobomσmk

+ψi jaklσlkbmoσomcstψts +ψiscstψt jaklσlmbmoσok

}
+

p
∑

k=1

p
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

n
∑

t=1
u−

2
q
{

mkiaklml jbmoσomcstψts

+mkiaklσlmbmomoscstψt j +ψitctsmsobomσmkaklml j

+mkiaklσlobommmtctsψs j +ψiscstmmtbmoσokaklml j



76

+ψi jaklσlkbmomoscstmmt

}
+

p
∑

k=1

p
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

n
∑

t=1
mkiaklml jbmomoscstmmt

]
= q

q−4 (tr (AΣB′Σ)ΨC′Ψ+ tr (AΣ) tr (BΣ) tr (CΨ)Ψ+ tr (AΣBΣ)ΨCΨ)

+ q
q−2 (tr (BΣ) tr (CΨ)M′AM+M′AΣBMCΨ+ΨC′M′B′ΣAM

+M′AΣB′MC′Ψ+ΨCM′BΣAM+ tr (AΣ) tr (BMCM′)Ψ)

+tr (BMCM′)MAM

elde edilir.

(iv) tr (AX)XBXCX matrisinin (i, j)−inci elemanı
n
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
xikbklxlmcmoxo jastxts

olur. Bu durumda

E ( tr (AX)XBXCX) = EU
[
EX |U [ tr (AX)XBXCX ]

]
= EU

[
EX |U

[
n
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
xikbklxlmcmoxo jastxts

]]

= EU

[
n
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
bklcmoastEX |U

[
xikxlmxo jxts

]]

= EU

[
n
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
bklcmoast

{
u−

2
q σitψksu

− 2
q σloψm j

+u−
2
q σilψkmu−

2
q σtoψs j +u−

2
q σioψk ju

− 2
q σtlψsm

+mikmlmu−
2
q σtoψs j +mikmo ju

− 2
q σtlψsm

+mlmmo ju
− 2

q σitψks +mikmtsu
− 2

q σloψm j

+mtsmlmu−
2
q σioψk j +mtsmo ju

− 2
q σilψkm

+mikmlmmo jmts
}]
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= EU

[
n
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
u−

4
q

{
σitatsψskbklσlocomψm j

+σilblkψkmcmoσotatsψs j +σiocomψmsastσtlblkψk j

}
+

n
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
u−

2
q

{
mikbklmlmcmoσotatsψs j

+mikbklσltatsψsmcmomo j +σitatsψskbklmlmcmomo j

+mikbklσlocomψm jastmts +σiocommmlblkψk jastmts

+σilblkψkmcmomo jastmts
}

+
n
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
mikbklmlmcmomo jastmts

]
= q

q−4 (ΣA′ΨBΣC′Ψ+ΣB′ΨCΣA′Ψ+ΣC′ΨAΣB′Ψ)

+ q
q−2 (MBMCΣA′Ψ+MBΣA′ΨCM+ΣA′ΨBMCM

+tr (AM)MBΣC′Ψ+ tr (AM)ΣC′M′B′Ψ+ tr (AM)ΣB′ΨCM)

+tr (AM)MBMCM

elde edilir.

(v) tr (AX)X ′BXCX matrisinin (i, j) − inci elemanı
p
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
xkibklxlmcmoxo jastxts olur. Bu durumda

E ( tr (AX)X ′BXCX) = EU
[
EX |U [ tr (AX)X ′BXCX ]

]
= EU

[
EX |U

[
p
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
xkibklxlmcmoxo jastxts

]]

= EU

[
p
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
bklcmoastEX |U

[
xkixlmxo jxts

]]

= EU

[
p
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
bklcmoast

{
u−

2
q σktψisu

− 2
q σloψm j
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+u−
2
q σklψimu−

2
q σtoψs j +u−

2
q σkoψi ju

− 2
q σtlψsm

+mkimlmu−
2
q σtoψs j +mkimo ju

− 2
q σtlψsm

+mlmmo ju
− 2

q σktψis +mkimtsu
− 2

q σloψm j

+mtsmlmu−
2
q σkoψi j +mtsmo ju

− 2
q σklψim

+mkimlmmo jmts
}]

= EU

[
p
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
u−

4
q

{
ψisastσtkbklσlocomψm j

+ψimcmoσotatsψs jbklσlk +ψi jbklσltatsψsmcmoσok

}
+

p
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
u−

2
q

{
mkibklmlmcmoσotatsψs j

+mkibklσltatsψsmcmomo j +ψisastσtkbklmlmcmomo j

+mkibklσlocomψm jastmts +ψi jbklmlmcmoσokastmts

+ψimcmomo jbklσlkastmts
}

+
p
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
mkibklmlmcmomo jastmts

]
= q

q−4 (ΨAΣBΣC′Ψ+ tr (BΣ)ΨCΣA′Ψ+ tr (BΣA′ΨCΣ)Ψ)

+ q
q−2 (M

′BMCΣA′Ψ+M′BΣA′ΨCM+ΨAΣBMCM

+tr (AM)M′BΣC′Ψ+ tr (BMCΣ) tr (AM)Ψ+ tr (BΣ) tr (AM)ΨCM)

+tr (AM)M′BMCM

elde edilir.

(vi) tr (AX)X ′BX ′CX matrisinin (i, j) − inci elemanı
p
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
xkibklxmlcmoxo jastxts olur. Bu durumda
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E ( tr (AX)X ′BX ′CX) = EU
[
EX |U [ tr (AX)X ′BX ′CX ]

]
= EU

[
EX |U

[
p
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
xkibklxmlcmoxo jastxts

]]

= EU

[
p
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
bklcmoastEX |U

[
xkixmlxo jxts

]]

= EU

[
p
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
bklcmoast

{
u−

2
q σktψisu

− 2
q σmoψl j

+u−
2
q σkmψilu

− 2
q σtoψs j +u−

2
q σkoψi ju

− 2
q σtmψsl

+mkimmlu
− 2

q σtoψs j +mkimo ju
− 2

q σtmψsl

+mmlmo ju
− 2

q σktψis +mkimtsu
− 2

q σmoψl j

+mtsmmlu
− 2

q σkoψi j +mtsmo ju
− 2

q σkmψil

+mkimmlmo jmts
}]

= EU

[
p
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
u−

4
q

{
ψisastσtkbklψl jcmoσom

+ψilblkσkmcmoσotatsψs j +ψi jbklψlsastσtmcmoσok

}
+

p
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
u−

2
q

{
mkibklmmlcmoσotatsψs j

+mkibklψlsastσtmcmomo j +ψisastσtkbklmmlcmomo j

+mkibklψl jcmoσomastmts +ψi jbklmmlcmoσokastmts

+ψilblkσkmcmomo jastmts
}

+
p
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
mkibklmmlcmomo jastmts

]
= q

q−4 (tr (CΣ)ΨAΣBΨ+ΨB′ΣCΣA′Ψ+ tr (BΨAΣCΣ)Ψ)

+ q
q−2 (M

′BM′CΣA′Ψ+M′BΨAΣCM+ΨAΣBM′CM
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+tr (CΣ) tr (AM)M′BΨ+ tr (BM′CΣ) tr (AM)Ψ+ΨB′ΣCMAM)

+tr (AM)M′BM′CM

elde edilir.

(vii) tr (AX)X ′BXCX ′ matrisinin (i, j) − inci elemanı
p
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

n
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
xkibklxlmcmox joastxts olur. Bu durumda

E (tr (AX)X ′BXCX ′) = EU
[
EX |U [ tr (AX)X ′BXCX ′]

]
= EU

[
EX |U

[
p
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

n
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
xkibklxlmcmox joastxts

]]

= EU

[
p
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

n
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
bklcmoastEX |U

[
xkixlmx joxts

]]

= EU

[
p
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

n
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
bklcmoast

{
u−

2
q σktψisu

− 2
q σl jψmo

+u−
2
q σklψimu−

2
q σt jψso +u−

2
q σk jψiou−

2
q σtlψsm

+mkimlmu−
2
q σt jψso +mkim jou−

2
q σtlψsm

+mlmm jou−
2
q σktψis +mkimtsu

− 2
q σl jψmo

+mtsmlmu−
2
q σk jψio +mtsm jou−

2
q σklψim

+mkimlmm jomts
}]

= EU

[
p
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

n
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
u−

4
q
{

ψisastσtkbklσl jcmoψom

+ψimcmoψosastσt jbklσlk +ψiocomψmsastσtlblkσk j
}

+
p
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

n
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
u−

2
q
{

mkibklmlmcmoψosastσt j

+mkibklσltatsψsmcmom jo +ψisastσtkbklmlmcmom jo

+mkibklσl jcmoψomastmts +ψiocommmlblkσk jastmts
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+ψimcmom jobklσlkastmts
}

+
p
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

n
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
mkibklmlmcmom joastmts

]
= q

q−4 (tr (CΨ)ΨAΣBΣ+ tr (BΣ)ΨCΨAΣ+ΨC′ΨAΣB′Σ)

+ q
q−2 (M

′BMCΨAΣ+M′BΣA′ΨCM′+ΨAΣBMCM′

+tr (CΨ) tr (AM)M′BΣ+ tr (AM)ΨC′M′B′Σ+ tr (BΣ) tr (AM)ΨCM′)

+tr (AM)M′BMCM′

elde edilir. �

3.3 Matris Değişkenli Slash Dağılımın Parametre Tahmini

Bu bölümde matris değişkenli slash dağılımın parametre tahminleri incelenecektir.

Parametrelerin tahmini için en uygun yol en çok olabilirlik tahmin edicisidir. Fakat slash

dağılımın likelihood fonksiyonunun karmaşık olmasından dolayı parametrelerin tahmini için

EM algoritması kullanılacaktır. Slash dağılım ölçek karması olarak tanımlandığından bu

tanımlama EM algoritmasının kullanılmasında kolaylık sağlayacaktır. EM algoritması veride

kayıp gözlem olması durumunda en çok olabilirlik tahminlerinin elde edilmesi için kullanılan

güçlü bir algoritmadır. Slash dağılımı tanımlarken kullanılan karma değişkeni kayıp gözlem

olarak düşünülürse dağılımın parametrelerinin tahmini EM algoritması yardımıyla kolayca

yapılabilir. Eşitlik 3.1’de verilen olasılık yoğunluk fonksiyonunun log-likelihood fonksiyonu

aşağıda verildiği gibidir.

l (M,Σ,Ψ) = −npl
2

ln(2π)− nl
2

ln |Σ|− pl
2

ln |Ψ| (3.5)

+
l

∑
i=1

ln


1∫
0

u
pn
q exp

{
−u

2
q

2
tr
[
Σ
−1 (Xi−M)Ψ

−1 (Xi−M)′
]}

du


Eşitlik’de verilen log-likelihood fonksiyonunun maksimizasyonu kolay değildir. Bu yüzden

parametrelerin en çok olabilirlik tahmin edicileri kolayca elde edilemez. Slash dağılımın ölçek
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karması gösteriminin avantajından dolayı dağılımın en çok olabilirlik tahmin edicilerinin bu-

lunması için EM algoritması uygulanabilir.

Tanım 3.1’de verilen ölçek karması gösteriminde i = 1,2, ..., l için (Xi,Ui) tam veri olarak

tanımlansın, burada Xi ve Ui’ler sırasıyla gözlemlenen ve kayıp veri olarak tanımlanıyor. X ve

U değişkenlerinin ortak olasılık yoğunluk fonksiyonu

f (X ,u) = (2π)−
np
2 |Σ|−

n
2 |Ψ|−

p
2 u

pn
q exp

{
−u

2
q

2
tr
[
Σ
−1 (Xi−M)Ψ

−1 (Xi−M)′
]}

(3.6)

şeklindedir. Tam veri için log-likelihood fonksiyonu Eşitlik 3.7’de verilmiştir.

L(M,Σ,Ψ) = −1
2

npl ln(2π)− 1
2

nl ln |Σ|− 1
2

pl ln |Ψ|+ pn
q

l

∑
i=1

ln(Ui) (3.7)

−1
2

l

∑
i=1

U
2
q

i tr
[
Σ
−1 (Xi−M)Ψ

−1 (Xi−M)′
]

Eşitlik 3.7’de dördüncü terim herhangi bir parametre içermediğinden bu terimi ihmal

edebiliriz. L(M,Σ,Ψ) fonksiyonunu maksimize ederek elde edeceğimiz tahmin ediciler U

değişkenine bağlıdır. Fakat U değişkeni kayıp gözlem olduğundan gözlemleyemiyoruz. Bu

problemle başa çıkmak için gözlemlenen Xi değerleri ve M̂, Σ̂ ve Ψ̂ parametrelerinin şu anki

değerleri verildiğinde L(M,Σ,Ψ) fonksiyonunun koşullu beklenen değerini hesaplayacağız.

Dördüncü terimi ihmal edip L(M,Σ,Ψ) fonksyonunun koşullu beklenen değerini alırsak Eşitlik

3.8’ de verilen amaç foksiyonu elde edilir.

Q(M,Σ,Ψ) = E
[
L(M,Σ,Ψ) |Xi, M̂, Σ̂, Ψ̂

]
(3.8)

= −1
2

npl ln(2π)− 1
2

nl ln |Σ|− 1
2

pl ln |Ψ|

−1
2

l

∑
i=1

E
[
U

2
q

i |Xi, M̂, Σ̂, Ψ̂

]
tr
[
Σ
−1 (Xi−M)Ψ

−1 (Xi−M)′
]

burada E
[
U

2
q

i |Xi, M̂, Σ̂, Ψ̂

]
gözlemlenen Xi değerleri ve parametrelerinin şu anki değerleri

verildiğinde U
2
q

i değişkeninin koşullu beklenen değeridir. Bu koşullu beklenen değerin hesa-

planması için X verildiğinde U’nun koşullu dağılımını hesaplamalıyız. Bu koşullu beklenen
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değer Eşitlik 3.9’da verildiği gibi elde edilir.

fU |X (u|X) =
f (X ,u)
f (X)

=

(2π)−
1
2 np |Σ|−

p
2 |Ψ|−

n
2 u

pn
q exp

{
−u

2
q

2 tr
[
Σ−1 (X−M)Ψ−1 (X−M)′

]}
q2

pn+q
2 −1|Σ|−

p
2 |Ψ|−

n
2 γ( pn+q

2 , 1
2 tr[Σ−1(X−M)Ψ−1(X−M)′])

(2π)−
1
2 np{tr[Σ−1(X−M)Ψ−1(X−M)′]}

pn+q
2

=
u

pn
q
{

tr
[
Σ−1 (X−M)Ψ−1 (X−M)′

]} pn+q
2

q2
pn+q

2 −1
γ
( pn+q

2 , 1
2tr
[
Σ−1 (X−M)Ψ−1 (X−M)′

])
×exp

{
−u

2
q

2
tr
[
Σ
−1 (X−M)Ψ

−1 (X−M)′
]}

burada s = tr
[
Σ−1 (X−M)Ψ−1 (X−M)′

]
olarak tanımlayalım. Bu durumda

fU |X (u|X) =
u

pn
q s

pn+q
2

q2
pn+q

2 −1
γ
( pn+q

2 , 1
2s
) exp

{
−u

2
q

2
s

}
(3.9)

olur. Burada γ tamamlanmamış gamma fonksiyonudur. Elde edilen koşullu dağılımı kullanarak

koşullu beklenen değer aşağıdaki gibi elde edilir.

E
[
U

2
q

i |X , M̂, Σ̂, Ψ̂

]
=

1∫
0

u
2
q
i f (ui|X)dui

=

1∫
0

u
2
q
i

u
pn
q

i s
pn+q

2

q2
pn+q

2 −1
γ
( pn+q

2 , 1
2s
) exp

−u
2
q
i
2

s

dui

=
s

pn+q
2

q2
pn+q

2 −1
γ
( pn+q

2 , 1
2s
) 1∫

0

u
pn+2

q
i exp

−u
2
q
i
2

s

dui

=
2

tr
[
Σ−1 (Xi−M)Ψ−1 (Xi−M)′

]
×

γ
( pn+q

2 +1, 1
2tr
[
Σ−1 (Xi−M)Ψ−1 (Xi−M)′

])
γ
( pn+q

2 , 1
2tr
[
Σ−1 (Xi−M)Ψ−1 (Xi−M)′

])
wi = E

[
U

2
q

i |Xi, M̂, Σ̂, Ψ̂

]
olarak tanımlayıp bu ifadeyi Eşitlik 3.8’de yerine yazarsak amaç

fonksiyonu aşağıdaki gibi elde edilir.

Q(M,Σ,Ψ) =−1
2

npl ln(2π)− 1
2

nl ln |Σ|− 1
2

pl ln |Ψ|− 1
2

l

∑
i=1

witr
[
Σ
−1 (Xi−M)Ψ

−1 (Xi−M)′
]

(3.10)



84

Eşitlik 3.10’da verilen amaç fonksiyonunun ilgili parametrelere göre türevini alıp sıfıra

eşitlersek Eşitlik 3.11-3.13’de verilen tahmin edicileri elde ederiz.

∂Q(M,Σ,Ψ)

∂M
= −1

2

l

∑
i=1

wi
{

2Σ
−1XiΨ

−1−2Σ
−1MΨ

−1}= 0

⇒
l

∑
i=1

{
wiΣ

−1XiΨ
−1−wiΣ

−1MΨ
−1}= 0

⇒
l

∑
i=1

wiXi−M
l

∑
i=1

wi = 0

⇒ M̂ =

l
∑

i=1
wiXi

l
∑

i=1
wi

(3.11)

∂Q(M,Σ,Ψ)

∂Σ−1 =
nl
2
{2Σ−diag(Σ)}

−1
2

l

∑
i=1

wi
{

2(Xi−M)Ψ
−1 (Xi−M)′−diag

(
(Xi−M)Ψ

−1 (Xi−M)′
)}

= 0

⇒ Σ̂ =
1
nl

l

∑
i=1

wi (Xi−M)Ψ
−1 (Xi−M)′ (3.12)

∂Q(M,Σ,Ψ)

∂Ψ−1 =
pl
2
{2Ψ−diag(Ψ)}

−1
2

l

∑
i=1

wi
{

2(Xi−M)′Σ−1 (Xi−M)−diag
(
(Xi−M)′Σ−1 (Xi−M)

)}
= 0

⇒ Ψ̂ =
1
pl

l

∑
i=1

wi (Xi−M)′Σ−1 (Xi−M) (3.13)

Eğer wi = 1 alırsak Dutilleul (1999) tarafından önerilen matris değişkenli normal dağılımın

parametre tahmincileri elde edilir. Parametre tahmin denklemleri elde edildikten sonra EM

algoritmasının adımları aşağıdaki gibi tanımlanır.

• E-adımı: Gözlenen Xi değerleri ve şu anki parametre tahminleri verildiğinde Eşitlik

3.7’de verilen log-likelihood fonksiyonunun koşullu beklenen değeri hesaplanır. Bu

wi = E
[
U

2
q

i |Xi, M̂, Σ̂, Ψ̂

]
koşullu beklenen değerinin hesaplanmasına denktir.
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• M-adımı: Yeni tahminleri elde etmek için M, Σ ve Ψ parametrelerine göre Q(M,Σ,Ψ)

fonksiyonunu maksimize edilir. Bu adım E-adımında hesaplanan koşullu beklenen

değerleri kullanarak parametre değerlerinin ve Eşitlik 3.11-3.13’de verilen denklemlerin

güncellenmesine denktir.

EM algoritmasının adımlarını kullanarak parametrelerin EÇO tahminlerini hesaplamak için

aşağıdaki basit iteratif yeniden ağırlıklandırılmış algoritmayı yazabiliriz. Algoritma makul bir

yakınsama kriterine ulaşıncaya kadar çalışır. Bu algoritma bir EM algoritması olduğundan

kolayca uygulanabilir ve yakınsama garanti edilir.

3.3.1 İteratif yeniden ağırlıklandırılmış algoritma

1. İterasyon sayısını k = 1 al ve parametreler için başlangıç değerlerini seç.

2. k = 1,2, ... için şu anki parametreler M(k), Σ(k) ve Ψ(k)’yı kullan, i = 1,2, ..., l için w(k)
i

ağırlıklarını hesapla ve
l
∑

i=1
wiXi,

l
∑

i=1
wi değerlerini hesapla.

3. Yeni tahminler M(k+1), Σ(k+1) ve Ψ(k+1)’i hesaplamak için aşağıdaki güncelleme

eşitliklerini kullan.

M(k+1) =

l
∑

i=1
w(k)

i Xi

l
∑

i=1
w(k)

i

Σ
(k+1) =

1
nl

l

∑
i=1

w(k)
i

(
Xi−M(k+1)

)(
Ψ

(k+1)
)−1(

Xi−M(k+1)
)′

Ψ
(k+1) =

1
pl

l

∑
i=1

w(k)
i

(
Xi−M(k+1)

)′(
Σ
(k+1)

)−1(
Xi−M(k+1)

)
4. Yakınsama sağlanıncaya kadar bu adımları tekrar et.
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4. MATRİS DEĞİŞKENLİ t DAĞILIMI

Normal dağılıma göre daha kalın bir kuyruğa sahip olmasından dolayı t dağılımı robust

istatistiksel analizlerde önemli bir rol oynamaktadır. Tek değişkenli ve çok değişkenli durumda

t dağılımına ilişkin bir çok çalışma yapılmıştır. Bu çalışmalardan bazıları aşağıda verilmiştir.

Fakat, t dağılımı hakkında ayrıntılı bilgi için Kotz ve Nadarajah (2004) önerilmektedir.

McDonald ve Newey (1988) tek değişkenli genelleştirilmiş dağılımlar ailesi önermişlerdir.

McDonald ve Newey (1988) tarafından önerilen dağılım ailesi normal dağılımı, güç üstel

dağılımı ve t dağılımını özel hali olarak yada limit dağılımında içermektedir. Butler vd. (1990)

önerilen bu dağılımın güç üstel dağılım ile ters genelleştirilmiş gamma dağılımının ölçek kar-

ması olarak tanımlanabileceğini göstermiştir. Siddiqui (1967) tek değişkenli t dağılımını iki

değişkenli t dağılımına genellemiştir.

Çok değişkenli t dağılımı tek değişkenli t dağılımının genelleştirmesi olarak düşünülebilir.

Çok değişkenli t dağılımı birbirinden bağımısız olarak ilk defa Cornish (1954) ve Dunnett

ve Sobel (1954) tarafından tanımlanmıştır. Çok değişkenli t dağılımı ilk olarak bilinmeyen

varyansa sahip birçok normal kitlenin kitle ortalamalarının seçilmesi ve sıralanması ile il-

gili olarak çoklu karar verme problemlerinde ortaya çıkmıştır (Bechhofer, Dunnett ve So-

bel, 1954). Çok değişkenli t dağılımı klasik ve Bayes istatistiksel modellemede artan bir

öneme sahiptir. Bu dağılımın bir çok farklı elde etme yöntemi vardır ve her birisi ayrı ayrı

özel karakteristiklere sahiptir ve uygulamalarda sıklıkla kullanılmaktadır (Nadarajah ve Kotz,

2005). Ayrıca, çok değişkenli t dağılımı Bayes çok değişkenli varyans analizi ve regresyonda

da kullanılmaktadır. Arellano-Valle ve Bolfarine (1995) ise çok değişkenli genelleştirilmiş

t dağılımını tanımlamışlardır. Liu ve Rubin (1995) EM algoritmasını ve farklı versiyon-

larını kullanarak çok değişkenli t dağılımının en çok olabilirlik tahminlerini önermişlerdir.

Ayrıca, Nadarajah ve Kotz (2008), çok değişkenli t dağılımı için farklı tahmin yöntemlerini

incelemişlerdir. Arslan (2004), çok değişkenli güç üstel dağılım ile ters genelleştirilmiş

gamma dağılımının ölçek karması olarak çok değişkenli genelleştirilmiş t dağılımlar ailesini

tanımlamıştır.

Fraser (1976, 1979) parametre tahmini için hataların t dağılımına sahip olduğu tek örneklem

ve genel lineer modelleri incelemiştir. Relles ve Rogers (1977) tek örneklem problemi ile il-
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gili bir yaklaşım için t dağılımını kullanarak Bayes analizinden iyi sonuçlar elde etmişlerdir.

West (1984) bu yaklaşımı regresyon problemine genelleştirmiştir. Maronna (1976) hataların

t dağılımına sahip olduğu durumda ortalama ve kovaryans matrisinin en çok olabilirlik tah-

minlerini tartışmıştır. Sutradhar ve Ali (1986) hataların çok değişkenli t dağılımına sahip

olduğu regresyon probleminde en çok olabilirlik tahmin edicilerini düşünmüşlerdir. Little

(1988) bu yaklaşımı tamamlanmamış veri durumuna genellemiştir. Pendergast ve Broffitt

(1985) büyüme-eğri modellerinde M tahminleri ile ilgili olarak çok değişkenli t dağılımından

bahsetmişlerdir. Masreliez ve Martin (1977) zaman serilerinde Kalman filtreleri için t dağılımını

uygulamışlardır.

Dickey (1967) çok değişkenli t dağılımını matris değişkenli t dağılımına genellemiştir.

Javier ve Gupta (1985) önerilen bu dağılımın bazı özelliklerini incelemiştir. Gupta vd. (2013),

matris değişkenli Pearson tip V II dağılımını tanımlamışlar ve bu dağılımın özel hali olarak

matris değişkenli t dağılımının farklı bir versiyonunun tanımlanabileceğini göstermişlerdir.

Bu bölümde Gupta vd. (2013) tarafından önerilen matris değişkenli t dağılımının bazı

özellikleri incelenecek ve parametrelerinin tahmini için likelihood fonksiyonunun direkt mak-

simizasyonu ile en çok olabilirlik tahmin edicileri elde edilecektir. Ayrıca, EM algoritması

kullanılarak parametrelerin tahmini yapılacaktır.

Tanım 4.1 Z ∼ Np,n (0, Ip, In) ve Y ∼ Gamma
(

ν

2 ,
ν

2

)
birbirinden bağımsız rassal matris ve

rassal değişken olmak üzere X = M + Σ
1
2 ZΨ

1
2Y−

1
2 şeklinde tanımlanan rassal matris, matris

değişkenli t dağılımına sahiptir (X ∼MVtp,n (M,Σ,Ψ,ν)).

Teorem 4.2 X ∼MVtp,n (M,Σ,Ψ,ν) ise X rassal matrisinin olasılık yoğunluk fonksiyonu

fX (X) =
|Σ|−

n
2 |Ψ|−

p
2 Γ
(np+ν

2

)
(πν)

pn
2 Γ
(

ν

2

) [
1+

tr
{

Σ−1 (X−M)Ψ−1 (X−M)′
}

ν

]− np+ν

2

(4.1)

şeklindedir.

İspat: Z ve Y rassal değişkenlerinin ortak olasılık yoğunluk fonksiyonu

fZ,Y (Z,y) = (2π)−
1
2 np etr

{
−1

2
ZZ′
} (

ν

2

) ν

2

Γ
(

ν

2

)y
ν

2−1 exp
{
−ν

2
y
}
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şeklindedir. X =M+Σ
1
2 ZΨ

1
2Y−

1
2 dönüşümünü kullanırsak X ve Y değişkenlerinin ortak olasılık

yoğunluk fonksiyonu

fX ,Y (X ,y) = (2π)−
1
2 np etr

{
−1

2

[
y

1
2 Σ
− 1

2 (X−M)Ψ
− 1

2

][
y

1
2 Σ
− 1

2 (X−M)Ψ
− 1

2

]′}
×
(

ν

2

) ν

2

Γ
(

ν

2

)y
ν

2−1 exp
{
−ν

2
y
}

y
np
2 |Σ|−

n
2 |Ψ|−

p
2

olarak elde edilir. Burada dönüşüm yapılırken Jakobyen

J (Z→ X) = y
np
2 |Σ|−

n
2 |Ψ|−

p
2

şeklindedir. X rassal matrisinin marjinal olasılık yoğunluk fonksiyonu

fX (X) =
|Σ|−

n
2 |Ψ|−

p
2 Γ
(np+ν

2

)
(πν)

pn
2 Γ
(

ν

2

) [
1+

tr
{

Σ−1 (X−M)Ψ−1 (X−M)′
}

ν

]− np+ν

2

olarak elde edilir. Gupta vd. (Gupta, 2013) tarafından tanımlanan matris değişkenli Pearson tip

VII dağılımında q = np+ν

2 alınırsa yukarıda tanımlanan matris değişkenli t dağılımı elde edilir.

Ayrıca p = 1 ve Ψ = I alınırsa çok değişkenli t dağılımı elde edilir. �

4.1 Matris Değişkenli t Dağılımının Özellikleri

Bu bölümde matris değişkenli t dağılımının bazı özellikleri incelenecektir.

Önerme 4.3 X = M+Σ
1
2 ZΨ

1
2Y−

1
2 ise X |Y ∼ Np,n

(
M,y−1Σ,Ψ

)
olur.

İspat: Z ∼ Np,n (0, Ip, In) olduğundan Z matrisinin olasılık yoğunluk fonksiyonu

fZ (Z) = (2π)−
1
2 np etr

{
−1

2
ZZ′
}

olur. Y sabit bir sayı olmak üzere X = M +Σ
1
2 ZΨ

1
2Y−

1
2 dönüşümü yapıldığında dönüşüme ait

Jakobyen

J (Z→ X) =
∣∣y−1

Σ
∣∣− n

2 |Ψ|−
p
2

olarak elde edilir. Burada Y verildiğinde X rassal matrisinin olasılık yoğunluk fonksiyonu

fX |Y (X |y) = (2π)−
1
2 np ∣∣y−1

Σ
∣∣− n

2 |Ψ|−
p
2 etr

{
−1

2
(
y−1

Σ
)−1

(X−M)Ψ
−1 (X−M)′

}
olarak elde edilir. Dolayısıyla, X |Y ∼ Np,n

(
M,y−1Σ,Ψ

)
olur. �
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Teorem 4.4 X ∼MVtp,n (M,Σ,Ψ,ν) ise

E (X) = M (4.2)

olur.

İspat: X rassal matrisi Z ve Y rassal değişkenlerinin ölçek karması olarak yazıldığından

E (X) = EY (EZ (X |Y )) = EY (M) = M

olarak elde edilir. İspat yapılırken Önerme 4.3’den yararlanılmıştır. �

Teorem 4.5 X ∼MVtp,n (M,Σ,Ψ,ν) ise

Cov(X) =
ν

ν−2
(Σ⊗Ψ) , ν > 2 (4.3)

olur.

İspat: Teorem 4.4’e benzer olarak

Cov(X) =
ν

ν−2
(Σ⊗Ψ) , ν > 2

şeklinde elde edilir. �

Teorem 4.6 X ∼MVtp,n (M,Σ,Ψ,ν) ise X rassal matrisinin karakteristik fonksiyonu

φX (T ) =
2
(

ν

2

) ν

2

Γ
(

ν

2

) etr
(
iT ′M

)(tr (T ′ΣT Ψ)

ν

) ν−2
4

Kν

2

(√
νtr (T ′ΣT Ψ)

)
(4.4)

şeklindedir. Burada Kλ (s) =
1
2

∞∫
0
uλ−1 exp

{
−1

2s
(
u+u−1)}du, s > 0 üçüncü tip uyarlanmış

Bessel fonksiyonudur (MacDonald fonksiyonu).
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İspat: Önerme 4.3’de verilen koşullu beklenen değer ve matris değişkenli normal dağılımın

karakteristik fonksiyonu kullanılarak karakteristik fonksiyon aşağıdaki gibi elde edilir.

φX (T ) = E
[
etr
(
iXT ′

)]
= EY

[
EX |Y

[
etr
(
iXT ′

)]]
= EY

[
etr
(

iT ′M− 1
2

y−1T ′ΣT Ψ

)]
= EY

[
etr
(
iT ′M

)
etr
(
−1

2
y−1T ′ΣT Ψ

)]
= etr

(
iT ′M

)
EY

[
etr
(
−1

2
y−1T ′ΣT Ψ

)]
= etr

(
iT ′M

) ∞∫
0

exp
{
−y−1

2
tr
(
T ′ΣT Ψ

)} (ν

2

) ν

2

Γ
(

ν

2

)y
ν

2−1 exp
{
−ν

2
y
}

dy

=

(
ν

2

) ν

2

Γ
(

ν

2

)etr
(
iT ′M

) ∞∫
0

y
ν

2−1 exp
{
−y−1

2
tr
(
T ′ΣT Ψ

)
− ν

2
y
}

dy

=
2
(

ν

2

) ν

2

Γ
(

ν

2

) etr
(
iT ′M

)(tr (T ′ΣT Ψ)

ν

) ν−2
4

Kν

2

(√
νtr (T ′ΣT Ψ)

)
�

Teorem 4.7 X ∼MVtp,n (M,Σ,Ψ,ν) olsun. A; p×n tipinde, B; p× p tipinde, C; n×n tipinde

sabit matrisler olmak üzere V = A+BXC şeklinde tanımlanan rassal matrisin dağılımı, ortala-

ması A+BMC, varyans-kovaryans matrisleri sırasıyla BΣB′ ve C′ΨC olan matris değişkenli t

dağılımıdır (V ∼MVtp,n (A+BMC,BΣB′,C′ΨC,ν)) .

İspat: Teorem 4.6’da verilen karakteristik fonksiyon yardımıyla ispat kolayca yapılır.

φV (T ) = E
[
etr
(
iV T ′

)]
= E

[
etr
(
i(A+BXC)T ′

)]
= etr

(
iAT ′

)
E
[
etr
(
XCT ′B

)]
= etr

(
iAT ′

)
E
[
etr
(
XT ′1

)]
= etr

(
iAT ′

)
etr
(
iT ′1M

) 2
(

ν

2

) ν

2

Γ
(

ν

2

) (tr (T ′1ΣT1Ψ)

ν

) ν−2
4

Kν

2

(√
νtr
(
T ′1ΣT1Ψ

))

= etr
(
iT ′A

)
etr
(
iCT ′BM

) 2
(

ν

2

) ν

2

Γ
(

ν

2

) (tr (T ′1ΣT1Ψ)

ν

) ν−2
4

Kν

2

(√
νtr
(
T ′1ΣT1Ψ

))

= etr
(
iT ′ (A+BMC)

) 2
(

ν

2

) ν

2

Γ
(

ν

2

) (tr (T ′ (BΣB′)T (C′ΨC))

ν

) ν−2
4

×Kν

2

(√
νtr (T ′ (BΣB′)T (C′ΨC))

)
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Dolayısıyla V ∼MVtp,n (A+BMC,BΣB′,C′ΨC,ν) olur. �

Teorem 4.8 X ∼ MVtp,n (M,Σ,Ψ,ν) olsun ve X , M, Σ ve Ψ matrislerinin aşağıdaki şekilde

parçalandığını varsayalım.

X =

(
X1r
X2r

)
, M =

(
M1r

M2r

)
, Σ =

(
Σ11 Σ12
Σ21 Σ22

)
ve Ψ =

(
Ψ11 Ψ12
Ψ21 Ψ22

)
burada X1r ve M1r s×n tipinde, Σ11 ise s× s tipinde matrislerdir.

(i) X1r ∼MVts,n (M1r,Σ11,Ψ,ν)

(ii) X2r|X1r ∼MVtp−s,n
(
M2|1,Σ2|1,Ψ,ν

)
burada

M2|1 = M2r +Σ21Σ
−1
11 (X1r−M1r)

∆
2
1 = tr

{
Σ
−1
11 (X1r−M1r)Ψ

−1 (X1r−M1r)
′
}

Σ22.1 = Σ22−Σ21Σ
−1
11 Σ12

Σ2|1 =
ν+∆2

1
ns+ν

Σ22.1

olarak tanımlanmıştır.

İspat: (i) Teorem 4.7’de A = 0p×n, B = (Is 0) ve C′ = (In 0) olarak alırsak X1r

rassal matrisinin dağılımı ortalaması M1r , varyans kovaryans matrisleri Σ11 ve Ψ olan matris

değişkenli t dağılımı olarak elde edilir.

(ii) Roth (2013) çok değişkenli t dağılımına sahip vektörlerin parçalanışlarından elde edilen

koşullu dağılımın da yine çok değişkenli t dağılımı olduğunu göstermiştir. Roth (2013)’un kul-

landığı yöntemi kullanarak matris değişkenli t dağılımına sahip matrislerin parçalanışlarından

elde edilen koşullu dağılımında matris değişkenli t dağılımı olduğunu gösterebiliriz. İspatı

yapabilmemiz için öncelikle (X−M)′Σ−1 (X−M) matrisinin parçalanışını elde etmeliyiz.

Burada Σ11 = Σ
−1
11 + Σ

−1
11 Σ12Σ22Σ21Σ

−1
11 , Σ12 = −Σ

−1
11 Σ12Σ22, Σ21 = −Σ

−1
22 Σ21Σ11 ve Σ22 =

Σ
−1
22 +Σ

−1
22 Σ21Σ11Σ12Σ

−1
22 olarak tanımlanmıştır.
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(X−M)′Σ−1 (X−M) =
(
(X1r−M1r)

′ (X2r−M2r)
′)(Σ11 Σ12

Σ21 Σ22

)(
(X1r−M1r)
(X2r−M2r)

)
=

(
(X1r−M1r)

′
Σ11 +(X2r−M2r)

′
Σ21 (X1r−M1r)

′
Σ12 +(X2r−M2r)

′
Σ22)

×
(
(X1r−M1r)
(X2r−M2r)

)
=

{
(X1r−M1r)

′
Σ

11 +(X2r−M2r)
′
Σ

21}(X1r−M1r)

+
{
(X1r−M1r)

′
Σ

12 +(X2r−M2r)
′
Σ

22}(X2r−M2r)

= (X1r−M1r)
′
Σ

11 (X1r−M1r)+(X2r−M2r)
′
Σ

21 (X1r−M1r)

+(X1r−M1r)
′
Σ

12 (X2r−M2r)+(X2r−M2r)
′
Σ

22 (X2r−M2r)

= (X1r−M1r)
′
(

Σ
−1
11 +Σ

−1
11 Σ12Σ

22
Σ21Σ

−1
11

)
(X1r−M1r)

+(X2r−M2r)
′
Σ

21 (X1r−M1r)+(X1r−M1r)
′
Σ

12 (X2r−M2r)

+(X2r−M2r)
′
Σ

22 (X2r−M2r)

= (X1r−M1r)
′
Σ
−1
11 (X1r−M1r)

−(X1r−M1r)
′
Σ

12
Σ21Σ

−1
11 (X1r−M1r)

+(X2r−M2r)
′
Σ

21 (X1r−M1r)

+(X1r−M1r)
′
Σ

12 (X2r−M2r)

+(X2r−M2r)
′
Σ

22 (X2r−M2r)

= (X1r−M1r)
′
Σ
−1
11 (X1r−M1r)

+
(
(X2r−M2r)

′− (X1r−M1r)
′
Σ
−1
11 Σ12

)
×Σ
−1
22.1

(
(X2r−M2r)−Σ21Σ

−1
11 (X1r−M1r)

)
= (X1r−M1r)

′
Σ
−1
11 (X1r−M1r)

+
(
(X2r−M2r)−Σ21Σ

−1
11 (X1r−M1r)

)′
×Σ
−1
22.1

(
(X2r−M2r)−Σ21Σ

−1
11 (X1r−M1r)

)
= (X1r−M1r)

′
Σ
−1
11 (X1r−M1r)

+
(

X2r−M2r−Σ21Σ
−1
11 (X1r−M1r)

)′
×Σ
−1
22.1

(
X2r−M2r−Σ21Σ

−1
11 (X1r−M1r)

)
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Bu parçalanış kullanılırsa X2r|X1r rassal matrisinin olasılık yoğunluk fonksiyonu

fX2r|X1r (x2r|x1r) =
f (x1r,x2r)

f (x1r)

=

|Σ|−
n
2 |Ψ|−

p
2 Γ( np+ν

2 )

(πν)
np
2 Γ( ν

2)

[
1+

tr{Σ−1(X−M)Ψ−1(X−M)′}
ν

]− np+ν

2

|Σ11|−
n
2 |Ψ|−

s
2 Γ( ns+ν

2 )
(πν)

ns
2 Γ( ν

2)

[
1+

tr{Σ
−1
11 (X1r−M1r)Ψ−1(X1r−M1r)

′}
ν

]− ns+ν

2

=
|Σ|−

n
2 |Ψ|−

p
2 Γ
(np+ν

2

)
(πν)

ns
2 Γ
(

ν

2

)
(πν)

np
2 Γ
(

ν

2

)
|Σ11|−

n
2 |Ψ|−

s
2 Γ
(ns+ν

2

)
×

[
1+

tr
{

Σ−1 (X−M)Ψ−1 (X−M)′
}

ν

]− np+ν

2

×

1+
tr
{

Σ
−1
11 (X1r−M1r)Ψ−1 (X1r−M1r)

′
}

ν


ns+ν

2

=
|Σ11|−

n
2 |Σ22.1|−

n
2 |Ψ|−

s
2 |Ψ|−

p−s
2 (πν)

ns
2 Γ

(
n(p−s)+ns+ν

2

)
|Σ11|−

n
2 |Ψ|−

s
2 (πν)

ns
2 (πν)

n(p−s)
2 Γ

(ns+ν

2

)
×
[

1+
∆2

1
ν

] ns+ν

2
[

1+
∆2

1 +∆2
2

ν

]− np+ν

2

=
|Σ22.1|−

n
2 |Ψ|−

p−s
2 Γ

(
n(p−s)+α

2

)
(πν)

n(p−s)
2 Γ

(
α

2

) [
1+

∆2
1

ν

] ns+ν

2
[

1+
∆2

1 +∆2
2

ν

]− np+ν

2

=
|Σ22.1|−

n
2 |Ψ|−

p−s
2 Γ

(
n(p−s)+α

2

)
(πν)

n(p−s)
2 Γ

(
α

2

) [
1+

∆2
1

ν

]− n(p−s)
2
[

1+
∆2

2

ν+∆2
1

]− np+ν

2

=
|Σ22.1|−

n
2 |Ψ|−

p−s
2 Γ

(
n(p−s)+α

2

)
(
π
(
ν+∆2

1
)) n(p−s)

2 Γ
(

α

2

)
[

1+
∆2

2

ν+∆2
1

]− n(p−s)+α

2

=

∣∣Σ2|1
∣∣− n

2 |Ψ|−
p−s

2 Γ

(
n(p−s)+α

2

)
(πα)

n(p−s)
2 Γ

(
α

2

)
×

1+
tr
{

Σ
−1
2|1
(
X2r−M2|1

)
Ψ−1 (X2r−M2|1

)′}
α

−
n(p−s)+α

2

olarak elde edilir. Dolayısıyla X2r|X1r ∼MVtp−s,n
(
M2|1,Σ2|1,Ψ,ν

)
olur. �
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4.2 Matris Değişkenli t Dağılımına Sahip Rassal Matrislerin Fonksiyon-
larının Beklenen Değerleri

Bu bölümde matris değişkenli t dağılımına sahip rassal matrislerin fonksiyonlarının bekle-

nen değerleri incelenmiştir.

Teorem 4.9 X ∼MVtp,n (0,Σ,Ψ,ν) olsun. Bu durumda ν > 2 için

(i) E (tr (XX ′)) = ν

ν−2tr (Σ) tr (Ψ)

(ii) E
(
tr
(
XX ′ (AA′)α

))
= ν

ν−2tr (Ψ) tr
(
Σ(AA′)α

)
, A(p×n)

(iii) E
(
tr2 (XA′)

)
= ν

ν−2tr (ΣAΨA′) , A(p×n)

(iv) E
(

tr (XA′)2
)
= ν

ν−2tr (ΣAΨA′) , A(p×n)

(v) E
(
tr (XA′) tr

(
XA′ (AA′)α

))
= ν

ν−2tr
(
ΣAΨA′ (AA′)α

)
, A(p×n)

İspat: (i) E (tr (XX ′)) = EY
[
EX |Y [tr{(XX ′) | Y}]

]
= EY

[
EX |Y

[
p
∑

i=1

n
∑
j=1

xi jxi j

]]

= EY

[
p
∑

i=1

n
∑
j=1

EX |Y
(
xi jxi j

)]

= EY

[
p
∑

i=1

n
∑
j=1

y−1σiiψ j j

]

= EY

[
y−1

p
∑

i=1

n
∑
j=1

σiiψ j j

]

= EY
(
y−1) tr (Σ) tr (Ψ)

= ν

ν−2tr (Σ) tr (Ψ)

elde edilir.
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(ii) İspata başlamadan önce V = X ′Aα dönüşümü yapalım. X ∼ MVtp,n (0,Σ,Ψ,ν)

olduğundan V =X ′Aα∼MVtn,n (0,Ψ,A′αΣAα,ν) olur. Ayrıca V |Y ∼Nn,n
(
0,Ψ,y−1A′αΣAα,ν

)
olur. y−1A′αΣAα = Σ∗ olarak tanımlayalım. Bu durumda

E
(
tr
(
XX ′ (AA′)α

))
= EY

[
EX |Y

[
tr
(
XX ′ (AA′)α

)
| Y
]]

= EY
[
EV |Y [tr (VV ′)]

]
= EY

[
EV |Y

[
n
∑

i=1

n
∑
j=1

vi jvi j

]]

= EY

[
n
∑

i=1

n
∑
j=1

EV |Y
[
vi jvi j

]]

= EY

[
n
∑

i=1

n
∑
j=1

ψiiσ
∗
j j

]

= EY
[
tr (Ψ) tr

(
y−1A′αΣAα

)]
= EY

[
y−1tr (Ψ) tr (A′αΣAα)

]
= EY

[
y−1] tr (Ψ) tr (A′αΣAα)

= ν

ν−2tr (Ψ) tr
(
Σ(AA′)α

)
elde edilir.

(iii) İspata başlamadan önce V = XA′ dönüşümü yapalım. Bu durumda V ∼

MV Slp,p (0,Σ,AΨA′,ν) olur. Bu durumda

E
(
tr2 (XA′)

)
= E

(
tr2V

)
= EY

[
EV |Y

[
tr2V

]]
= EY

[
EV |Y

[(
p
∑

i=1
vii

)2
]]

= EY

[
EV |Y

[(
p
∑

i=1

p
∑
j=1

viiv j j

)]]
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= EY

[
p
∑

i=1

p
∑
j=1

EV |Y
(
viiv j j

)]

= EY

[
p
∑

i=1

p
∑
j=1

y−1σiiψ
∗
j j

]

= EY

[
y−1

p
∑

i=1

p
∑

i=1
σii jψ

∗
i j

]
= EY

[
y−1tr (ΣΨ∗)

]
= EY

[
y−1] tr (ΣAΨA′)

= ν

ν−2tr (ΣAΨA′)

elde edilir.

(iv) E
(

tr (XA′)2
)
= EY

[
EX |Y

[
tr (XA′)2

]]

= EY

[
EX |Y

[
p
∑

i=1

n
∑
j=1

ai jai jxi jxi j

]]

= EY

[
p
∑

i=1

n
∑
j=1

ai jai jEX |U
(
xi jxi j

)]

= EY

[
p
∑

i=1

n
∑
j=1

ai jai j

{
y−1σiiψ j j

}]

= EY

[
p
∑

i=1

n
∑
j=1

y−1σiiai jψ j jai j

]

= EY
[
y−1tr (ΣAΨA′)

]
= EY

[
y−1] tr (ΣAΨA′)

= ν

ν−2tr (ΣAΨA′)

elde edilir.
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(v) E
(
tr (XA′) tr

(
XA′ (AA′)α

))
= EY

[
EX |Y

[
tr (XA′) tr

(
XA′ (AA′)α

)]]
= EY

[
EX |Y

[
p
∑

i=1

n
∑
j=1

xi jai j
p
∑

k=1

n
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1
xklaloaα

omaα

mk

]]

= EY

[
p
∑

i=1

n
∑
j=1

p
∑

k=1

n
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1
ai jaloaα

omaα

mkEX |Y
(
xi jxkl

)]

= EY

[
p
∑

i=1

n
∑
j=1

p
∑

k=1

n
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1
ai jaloaα

omaα

mk

{
y−1σikψ jl

}]

= EY

[
y−1

p
∑

i=1

n
∑
j=1

p
∑

k=1

n
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1
σikai jψ jlaolaα

omaα

km

]

= EY
[
y−1tr

(
ΣAΨA′ (AA′)α

)]
= EY

[
y−1] tr(ΣAΨA′ (AA′)α

)
= ν

ν−2tr
(
ΣAΨA′ (AA′)α

)
elde edilir. �

Teorem 4.10 X ∼MVtp,n (M,Σ,Ψ,ν) olsun. Bu durumda ν > 2 için

(i) E (X ′AX) = ν

ν−2tr (ΣA′)Ψ+M′AM, A(p× p)

(ii) E (XAX ′) = ν

ν−2tr (ΨA′)Σ+MAM′, A(n×n)

(iii) E (XAX) = ν

ν−2ΣA′Ψ+MAM, A(n× p)

(iv) E (tr (AX)X) = ν

ν−2ΣA′Ψ+ tr (MA)M, A(n× p)

(v) E (tr (AX)X ′) = ν

ν−2ΣAΨ+ tr (AM)M′, A(n× p)

(vi) E (tr (AX ′)X) = ν

ν−2ΣAΨ+ tr (AM′)M, A(p×n)

(vii) E (tr (AX ′)X ′) = ν

ν−2ΨA′Σ+ tr (AM′)M′,A(p×n)
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İspat: (i) X ′AX matrisinin (i, j)− inci elemanı
p
∑

k=1

p
∑

l=1
xkiaklxl j olur. Bu durumda

E (X ′AX) = EY
[
EX |Y [X ′AX ]

]
= EY

[
EX |Y

[
p
∑

k=1

p
∑

l=1
xkiaklxl j

]]

= EY

[
p
∑

k=1

p
∑

l=1
aklEX |Y

[
xkixl j

]]

= EY

[
p
∑

k=1

p
∑

l=1
akl

{
y−1σklψi j +mkiml j

}]

= EY

[
p
∑

k=1

p
∑

l=1

{
y−1ψi jσklalk +mkiaklml j

}]

= EY

[
y−1

p
∑

k=1

p
∑

l=1
ψi jσklalk +

p
∑

k=1

p
∑

l=1
mkiaklml j

]
= EY

[
y−1] tr (ΣA′)Ψ+M′AM

= ν

ν−2tr (ΣA′)Ψ+M′AM

elde edilir.

(ii) XAX ′ matrisinin (i, j)− inci elemanı
n
∑

k=1

n
∑

l=1
xikaklx jl olur. Bu durumda

E (XAX ′) = EY
[
EX |Y [XAX ′]

]
= EY

[
EX |Y

[
n
∑

k=1

n
∑

l=1
xikaklx jl

]]

= EY

[
n
∑

k=1

n
∑

l=1
aklEX |Y

[
xikx jl

]]

= EY

[
n
∑

k=1

n
∑

l=1
akl
{

y−1σi jψkl +mikm jl
}]

= EY

[
n
∑

k=1

n
∑

l=1

{
y−1σi jaklψlk +mikaklm jl

}]
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= EY

[
y−1

n
∑

k=1

n
∑

l=1
σi jaklψlk +

n
∑

k=1

n
∑

l=1
mikaklm jl

]
= EY

[
y−1] tr (ΨA′)Σ+MAM′

= ν

ν−2tr (ΨA′)Σ+MAM′

elde edilir.

(iii) XAX matrisinin (i, j)− inci elemanı
n
∑

k=1

p
∑

l=1
xikaklxl j olur. Bu durumda

E (XAX) = EY
[
EX |Y [XAX ]

]
= EY

[
EX |Y

[
n
∑

k=1

p
∑

l=1
xikaklxl j

]]

= EY

[
n
∑

k=1

p
∑

l=1
aklEX |Y

[
xikxl j

]]

= EY

[
n
∑

k=1

p
∑

l=1
akl

{
y−1σilψk j +mikml j

}]

= EY

[
n
∑

k=1

p
∑

l=1

{
y−1σilalkψk j +mikaklml j

}]

= EY

[
y−1

n
∑

k=1

p
∑

l=1
σilalkψk j +

n
∑

k=1

p
∑

l=1
mikaklml j

]
= EY

[
y−1]ΣA′Ψ+MAM

= ν

ν−2ΣA′Ψ+MAM

elde edilir.

(iv) tr (AX)X matrisinin (i, j)− inci elemanı
n
∑

k=1

p
∑

l=1
xi jaklxlk olur. Bu durumda

E (tr (AX)X) = EY
[
EX |Y [tr (AX)X ]

]
= EY

[
EX |Y

[
n
∑

k=1

p
∑

l=1
xi jaklxlk

]]



100

= EY

[
n
∑

k=1

p
∑

l=1
aklEX |Y

[
xi jxlk

]]

= EY

[
n
∑

k=1

p
∑

l=1
akl

{
y−1σilψ jk +mi jmlk

}]

= EY

[
n
∑

k=1

p
∑

l=1

{
y−1σilalkψk j +mi jmlkakl

}]

= EY

[
y−1

n
∑

k=1

p
∑

l=1
σilalkψk j +

n
∑

k=1

p
∑

l=1
mi jmlkakl

]
= EY

[
y−1]ΣA′Ψ+ tr (MA)M

= ν

ν−2ΣA′Ψ+ tr (MA)M

elde edilir.

(v) tr (AX)X ′ matrisinin (i, j)− inci elemanı
n
∑

k=1

p
∑

l=1
x jiaklxlk olur. Bu durumda

E (tr (AX)X ′) = EY
[
EX |Y [tr (AX)X ′]

]
= EY

[
EX |Y

[
n
∑

k=1

p
∑

l=1
x jiaklxlk

]]

= EY

[
n
∑

k=1

p
∑

l=1
aklEX |Y

[
x jixlk

]]

= EY

[
n
∑

k=1

p
∑

l=1
akl
{

y−1σ jlψik +m jimlk
}]

= EY

[
n
∑

k=1

p
∑

l=1

{
y−1ψikaklσl j +m jiaklmlk

}]

= EY

[
y−1

n
∑

k=1

p
∑

l=1
ψikaklσl j +

n
∑

k=1

p
∑

l=1
m jiaklmlk

]
= EY

[
y−1]ΨAΣ+ tr (AM)M′

= ν

ν−2ΨAΣ+ tr (AM)M′

elde edilir.
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(vi) tr (AX ′)X matrisinin (i, j)− inci elemanı
p
∑

k=1

n
∑

l=1
xi jaklxkl olur. Bu durumda

E (tr (AX ′)X) = EU
[
EX |U [tr (AX ′)X ]

]
= EY

[
EX |Y

[
p
∑

k=1

n
∑

l=1
xi jaklxkl

]]

= EY

[
n
∑

k=1

p
∑

l=1
aklEX |Y

[
xi jxkl

]]

= EY

[
n
∑

k=1

p
∑

l=1
akl

{
y−1σikψ jl +mi jmkl

}]

= EY

[
n
∑

k=1

p
∑

l=1

{
y−1σikaklψl j +mi jaklmkl

}]

= EY

[
y−1

n
∑

k=1

p
∑

l=1
ψikaklσl j +

n
∑

k=1

p
∑

l=1
m jiaklmlk

]
= EY

[
y−1]ΣAΨ+ tr (AM′)M

= ν

ν−2ΣAΨ+ tr (AM′)M

elde edilir.

(vii) tr (AX ′)X ′ matrisinin (i, j)− inci elemanı
p
∑

k=1

n
∑

l=1
x jiaklxkl olur. Bu durumda

E (tr (AX ′)X ′) = EY
[
EX |Y [tr (AX ′)X ′]

]
= EY

[
EX |Y

[
p
∑

k=1

n
∑

l=1
x jiaklxkl

]]

= EY

[
n
∑

k=1

p
∑

l=1
aklEX |Y

[
x jixkl

]]

= EY

[
n
∑

k=1

p
∑

l=1
akl
{

y−1σ jkψil +m jimkl
}]

= EY

[
n
∑

k=1

p
∑

l=1

{
y−1ψilaklσ jk +m jiaklmkl

}]
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= EY

[
y−1

n
∑

k=1

p
∑

l=1
ψilaklσ jk +

n
∑

k=1

p
∑

l=1
m jiaklmkl

]
= EY

[
y−1]ΨA′Σ+ tr (AM′)M′

= q
q−2ΨA′Σ+ tr (AM′)M′

elde edilir. �

Teorem 4.11 X ∼MVtp,n (M,Σ,Ψ,ν) olsun. Bu durumda ν > 2 için

(i) E (XAXBX) = ν

ν−2 (MAΣB′Ψ+ΣB′M′A′Ψ+ΣA′ΨBM)

+MAMBM, A(n× p) , B(n× p)

(ii) E (X ′AXBX) = ν

ν−2 (M
′AΣB′Ψ+ tr (ΣB′M′A′)Ψ+ tr (AΣ)ΨBM)

+M′AMBM, A(p× p) , B(n× p)

(iii) E (XAX ′BX) = ν

ν−2 (tr (BΣ)MAΨ+ΣB′MA′Ψ+ tr (AΨ)ΣBM)

+MAM′BM, A(n×n) , B(p× p)

(iv) E (X ′AXBX ′) = ν

ν−2 (tr (BΨ)M′AΣ+ΨB′M′A′Σ+ tr (AΣ)ΨBM′)
+M′AMBM′, A(p× p) , B(n×n)

(v) E (XAX ′BX ′) = ν

ν−2 (MAΨB′Σ+ tr (AM′BΨ)Σ+ tr (AΨ)ΣBM′)
+MAM′BM′, A(n×n) , B(p×n)

(vi) E (X ′AX ′BX) = ν

ν−2 (tr (ΣB′)M′AΨ+ tr (AM′BΣ)Ψ+ΨA′ΣBM)

+M′AM′BM, A(p×n) , B(p× p)

(vii) E (X ′AX ′BX ′) = ν

ν−2 (M
′AΨB′Σ+ΨB′MA′Σ+ΨA′ΣBM′)

+M′AM′BM′, A(p×n) , B(p×n)

İspat: (i) XAXBX matrisinin (i, j)− inci elemanı
n
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1
xkiaklxlmbmoxo j olur. Bu

durumda

E (XAXBX) = EY
[
EX |Y [XAXBX ]

]
= EY

[
EX |Y

[
n
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1
xkiaklxlmbmoxo j

]]

= EY

[
n
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1
aklbmoEX |Y

[
xikxlmxo j

]]
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= EY

[
n
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1
aklbmo

{
miky−1σloψm j

+mlmy−1σioψk j +mo jy−1σilψkm +mikmlmmo j

}]
= EY

[
n
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1

{
y−1mikaklσlobmoψm j + y−1σiobmomlmaklψk j

+y−1σilaklψkmbmomo j +mikaklmlmbmomo j
}]

= EY

[
y−1

n
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1

{
mikaklσlobmoψm j +σiobmomlmaklψk j

+σilaklψkmbmomo j
}
+

n
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1
mikaklmlmbmomo j

]
= EY

[
y−1](MAΣB′Ψ+ΣB′M′A′Ψ+ΣA′ΨBM)+MAMBM

= ν

ν−2 (MAΣB′Ψ+ΣB′M′A′Ψ+ΣA′ΨBM)+MAMBM

elde edilir.

(ii) X ′AXBX matrisinin (i, j)− inci elemanı
p
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1
xkiaklxlmbmoxo j olur. Bu durumda

E (X ′AXBX) = EY
[
EX |Y [X ′AXBX ]

]
= EY

[
EX |Y

[
p
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1
xkiaklxlmbmoxo j

]]

= EY

[
p
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1
aklbmoEX |Y

[
xkixlmxo j

]]

= EY

[
p
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1
aklbmo

{
mkiy−1σloψm j

+mmly−1σkoψi j +mo jy−1σlkψim +mkimlmmo j

}]
= EY

[
p
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1

{
y−1mkiaklσlobomψm j + y−1ψi jσkobommmlalk

+y−1ψimbmomo jaklσlk +mkiaklmlmbmomo j
}]
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= EY

[
y−1

p
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1

{
mkiaklσlobomψm j +ψi jσkobommmlalk

+ψimbmomo jaklσlk
}
+

p
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1
mkiaklmlmbmomo j

]
= EY

[
y−1](M′AΣB′Ψ+ tr (ΣB′M′A′)Ψ+ tr (AΣ)ΨBM)+M′AMBM

= ν

ν−2 (M
′AΣB′Ψ+ tr (ΣB′M′A′)Ψ+ tr (AΣ)ΨBM)+M′AMBM

elde edilir.

(iii) XAX ′BX matrisinin (i, j)− inci elemanı
n
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1
xikaklxmlbmoxo j olur. Bu durumda

E (XAX ′BX) = EY
[
EX |Y [XAX ′BX ]

]
= EY

[
EX |Y

[
n
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1
xikaklxmlbmoxo j

]]

= EY

[
n
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1
aklbmoEX |Y

[
xikxmlxo j

]]

= EY

[
n
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1
aklbmo

{
miky−1σmoψl j

+mmly−1σioψk j +mo jy−1σimψkl +mikmmlmo j

}]
= EY

[
y−1

n
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1

{
mikaklψl jbmoσom +σiobommmlalkψk j

+σimbmomo jaklψlk
}
+

n
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1
mikaklmmlbmomo j

]
= EY

[
y−1](tr (BΣ)MAΨ+ΣB′MA′Ψ+ tr (AΨ)ΣBM)+MAM′BM

= ν

ν−2 (tr (BΣ)MAΨ+ΣB′MA′Ψ+ tr (AΨ)ΣBM)+MAM′BM

elde edilir.

(iv) X ′AX ′BX matrisinin (i, j)− inci elemanı
p
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1
xkiaklxmlbmoxo j olur. Bu du-

rumda
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E (X ′AX ′BX) = EY
[
EX |Y [X ′AX ′BX ]

]
= EY

[
EX |Y

[
p
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1
xkiaklxmlbmoxo j

]]

= EY

[
p
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1
aklbmoEX |Y

[
xkixmlxo j

]]

= EY

[
p
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1
aklbmo

{
mkiy−1σmoψl j

+mmly−1σkoψi j +mo jy−1σkmψil +mkimmlmo j

}]
= EY

[
p
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1

{
y−1mkiaklψl jσombmo + y−1ψi jaklmlmbmoσok

+y−1ψilalkσkmbmomo j +mkiaklmlmbmomo j
}]

= EY

[
y−1

p
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1

{
mkiaklψl jσombmo +ψi jaklmlmbmoσok

+ψilalkσkmbmomo j
}
+

p
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1
mkiaklmlmbmomo j

]
= EY

[
y−1](tr (ΣB′)M′AΨ+ tr (AM′BΣ)Ψ+ΨA′ΣBM)+M′AM′BM

= ν

ν−2 (tr (ΣB′)M′AΨ+ tr (AM′BΣ)Ψ+ΨA′ΣBM)+M′AM′BM

elde edilir.

(v) XAX ′BX ′ matrisinin (i, j)− inci elemanı
n
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

n
∑

o=1
xikaklxmlbmox jo olur. Bu durumda

E (XAX ′BX ′) = EU
[
EX |U [XAX ′BX ′]

]
= EY

[
EX |Y

[
n
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

n
∑

o=1
xikaklxmlbmox jo

]]

= EY

[
n
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

n
∑

o=1
aklbmoEX |Y

[
xikxmlx jo

]]

= EY

[
n
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

n
∑

o=1
aklbmo

{
mikiy−1σm joψlo
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+mmly−1σi jψko +m joy−1σimψkl +mikmmlm jo
}]

= EY

[
n
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

n
∑

o=1

{
y−1mikaklψlobomσm j + y−1σi jaklmmlbmoψok

+y−1σimbmom joaklψlk +mikaklmmlbmom jo
}]

= EY

[
y−1

n
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

n
∑

o=1

{
mikaklψlobomσm j +σi jaklmmlbmoψok

+σimbmom joaklψlk
}
+

n
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

n
∑

o=1
mikaklmmlbmom jo

]
= EY

[
y−1](MAΨB′Σ+ tr (AM′BΨ)Σ+ tr (AΨ)ΣBM′)+MAM′BM′

= ν

ν−2 (MAΨB′Σ+ tr (AM′BΨ)Σ+ tr (AΨ)ΣBM′)+MAM′BM′

elde edilir.

(vi) XAX ′BX ′ matrisinin (i, j)− inci elemanı
n
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

n
∑

o=1
xikaklxmlbmox jo olur. Bu du-

rumda

E (XAX ′BX ′) = EY
[
EX |Y [XAX ′BX ′]

]
= EY

[
EX |Y

[
n
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

n
∑

o=1
xikaklxmlbmox jo

]]

= EY

[
n
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

n
∑

o=1
aklbmoEX |Y

[
xikxmlx jo

]]

= EY

[
n
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

n
∑

o=1
aklbmo

{
miky−1σm jψlo

+mmly−1σi jψko +m joy−1σimψkl +mikmmlm jo
}]

= EY

[
n
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

n
∑

o=1

{
y−1mikaklψlobomσm j + y−1σi jaklmmlbmoψok

+y−1σimbmom joaklψlk +mikaklmmlbmom jo
}]

= EY

[
u−

2
q

n
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

n
∑

o=1

{
mikaklψlobomσm j +σi jaklmmlbmoψok
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σimbmom joaklψlk
}
+

n
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

n
∑

o=1
mikaklmmlbmom jo

]
= EY

[
y−1](MAΨB′Σ+ tr (AM′BΨ)Σ+ tr (AΨ)ΣBM′)+MAM′BM′

= ν

ν−2 (MAΨB′Σ+ tr (AM′BΨ)Σ+ tr (AΨ)ΣBM′)+MAM′BM′

elde edilir.

(vii) X ′AX ′BX ′ matrisinin (i, j)− inci elemanı
p
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

n
∑

o=1
xkiaklxmlbmox jo olur. Bu du-

rumda

E (X ′AX ′BX ′) = EY
[
EX |Y [X ′AX ′BX ′]

]
= EY

[
EX |Y

[
p
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

n
∑

o=1
xkiaklxmlbmox jo

]]

= EY

[
n
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

n
∑

o=1
aklbmoEX |Y

[
xkixmlx jo

]]

= EY

[
n
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

n
∑

o=1
aklbmo

{
mkiy−1σm jψlo

+mmly−1σk jψio +m joy−1σkmψil +mkimmlm jo
}]

= EY

[
n
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

n
∑

o=1

{
y−1mkiaklψlobomσm j + y−1ψiobommmlalkσk j

+y−1ψilalkσkmbmom jo +mkiaklmmlbmom jo
}]

= EY

[
y−1

n
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

n
∑

o=1

{
mkiaklψlobomσm j +ψiobommmlalkσk j

+ψilalkσkmbmom jo
}
+

n
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

n
∑

o=1
mkiaklmmlbmom jo

]
= EY

[
y−1](M′AΨB′Σ+ΨB′MA′Σ+ΨA′ΣBM′)+M′AM′BM′

= ν

ν−2 (M
′AΨB′Σ+ΨB′MA′Σ+ΨA′ΣBM′)+M′AM′BM′

elde edilir. �
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Teorem 4.12 X ∼MVtp,n (M,Σ,Ψ,q) olsun. Bu durumda ν > 2 için

(i) E (tr (X ′AXB)X) = ν

ν−2 (ΣA′MB′Ψ+ΣAMBΨ+ tr (ΨB) tr (AΣ)M)

+tr (M′AMB)M, A(p× p) , B(n×n)

(ii) E (tr (AX)XBX) = ν

ν−2 (tr (AM)ΣB′Ψ+MBΣA′Ψ+ΣA′ΨBM)

+tr (AM)MBM, A(n× p) , B(n× p)

(iii) E (tr (AX)X ′BX) = ν

ν−2 (tr (AM) tr (BΣ)Ψ+M′BΣA′Ψ+ΨAΣBM)

+tr (AM)M′BM, A(n× p) , B(p× p)

İspat: (i) tr (X ′AXB)X matrisinin (i, j)− inci elemanı
n
∑

k=1

p
∑

l=1

p
∑

m=1

n
∑

o=1
xlkalmxmobokxi j olur.

Bu durumda

E (tr (X ′AXB)X) = EY
[
EX |Y [tr (X ′AXB)X ]

]
= EY

[
EX |Y

[
n
∑

k=1

p
∑

l=1

p
∑

m=1

n
∑

o=1
xlkalmxmobokxi j

]]

= EY

[
n
∑

k=1

p
∑

l=1

p
∑

m=1

n
∑

o=1
almbokEX |Y

[
xlkxmoxi j

]]

= EY

[
n
∑

k=1

p
∑

l=1

p
∑

m=1

n
∑

o=1
almbok

{
mlky−1σmiψo j

+mmoy−1σliψk j +mi jy−1σlmψko +mlkmmomi j

}]
= EY

[
y−1

n
∑

k=1

p
∑

l=1

p
∑

m=1

n
∑

o=1

{
σimamlmlkbkoψo j +σilalmmmobokψk j

mi jψkobokalmσml
}
+

n
∑

k=1

p
∑

l=1

p
∑

m=1

n
∑

o=1
mi jmlkalmmmobok

]
= EY

[
y−1](ΣA′MB′Ψ+ΣAMBΨ+ tr (ΨB) tr (AΣ)M)+ tr (M′AMB)M

= ν

ν−2 (ΣA′MB′Ψ+ΣAMBΨ+ tr (ΨB) tr (AΣ)M)+ tr (M′AMB)M

elde edilir.

(ii) tr (AX)XBX matrisinin (i, j)− inci elemanı
n
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1
aklxlkximbmoxo j olur. Bu du-

rumda
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E (tr (AX)XBX) = EY
[
EX |Y [tr (AX)XBX ]

]
= EY

[
EX |Y

[
n
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1
aklxlkximbmoxo j

]]

= EY

[
n
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1
aklbmoEX |Y

[
xlkximxo j

]]

= EY

[
n
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1
aklbmo

{
mlky−1σioψm j

+mimy−1σloψk j +mo jy−1σliψkm +mlkmimmo j

}]
= EY

[
n
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1

{
y−1σiobomψm jaklmlk + y−1mimbmoσolalkψk j

+y−1σilalkψkmbmomo j +mimbmomo jaklmlk
}]

= EY

[
y−1

n
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1

{
σiobomψm jaklmlk +mimbmoσolalkψk j

+σilalkψkmbmomo j
}
+

n
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1
mimbmomo jaklmlk

]
= EY

[
y−1](ΣA′MB′Ψ+ΣAMBΨ+ tr (ΨB) tr (AΣ)M)+ tr (M′AMB)M

= ν

ν−2 (tr (AM)ΣB′Ψ+MBΣA′Ψ+ΣA′ΨBM)+ tr (AM)MBM

elde edilir.

(iii) tr (AX)X ′BX matrisinin (i, j)− inci elemanı
n
∑

k=1

p
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1
aklxlkxmibmoxo j olur. Bu du-

rumda

E (tr (AX)X ′BX) = EY
[
EX |Y [tr (AX)X ′BX ]

]
= EY

[
EX |Y

[
n
∑

k=1

p
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1
aklxlkxmibmoxo j

]]

= EY

[
n
∑

k=1

p
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1
aklbmoEX |Y

[
xlkxmixo j

]]
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= EY

[
n
∑

k=1

p
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1
aklbmo

{
mlky−1σmoψi j

+mmiy−1σloψk j +mo jy−1σltψki +mlkmmimo j

}]
= EY

[
n
∑

k=1

p
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1

{
y−1ψi jaklmlkbmoσom + y−1mmibmoσolalkψk j

+y−1ψikaklσlmbmomo j +mmibmomo jaklmlk
}]

= EY

[
y−1

n
∑

k=1

p
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1

{
ψi jaklmlkbmoσom +mmibmoσolalkψk j

+ψikaklσlmbmomo j
}
+

n
∑

k=1

p
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1
mmibmomo jaklmlk

]
= EY

[
y−1](tr (AM) tr (BΣ)Ψ+M′BΣA′Ψ+ΨAΣBM)+ tr (AM)M′BM

= ν

ν−2 (tr (AM) tr (BΣ)Ψ+M′BΣA′Ψ+ΨAΣBM)+ tr (AM)M′BM

elde edilir. �

Teorem 4.13 X ∼MVtp,n (M,Σ,Ψ,q) olsun. Bu durumda ν > 4 için

(i) E (XAXBXCX) = ν2

(ν−2)(ν−4) (ΣC′ΨBΣA′Ψ+ΣA′ΨBΣC′Ψ+ tr (AΣC′Ψ)ΣB′Ψ)

+ ν

ν−2 (MAMBΣC′Ψ+MAΣC′M′B′Ψ+ΣC′M′B′M′A′Ψ
+MAΣB′ΨCM+ΣB′M′A′ΨCM+ΣA′ΨBMCM)
+MAMBMCM, A(n× p) , B(n× p) , C (n× p)

(ii) E (X ′AXBXCX) = ν2

(ν−2)(ν−4) (tr (AΣB′ΨCΣ)Ψ+ tr (AΣ)ΨBΣC′Ψ+ΨCΣA′ΣB′Ψ)

+ ν

ν−2 (M
′AMBΣC′Ψ+M′AΣC′M′B′Ψ+ tr (AMBMCΣ)Ψ

+M′AΣB′ΨCM+ tr (AMBΣ)ΨCM+ tr (AΣ)ΨBMCM)
+M′AMBMCM, A(p× p) , B(n× p) , C (n× p)

(iii) E (XAX ′BXCX) = ν2

(ν−2)(ν−4) (tr (BΣ)ΣC′ΨA′Ψ+ tr (AΨ)ΣBΣC′Ψ+ΣB′ΣC′ΨAΨ)

+ ν

ν−2 (MAM′BΣC′Ψ+ tr (BMCΣ)MAΨ+ΣC′M′B′MA′Ψ
+tr (BΣ)MAΨCM+ΣB′MA′ΨCM+ tr (AΨ)ΣBMCM)
+MAM′BMCM, A(n×n) , B(p× p) , C (n× p)
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(iv) E (X ′AX ′BXCX) = ν2

(ν−2)(ν−4) (tr (AΨCΣ) tr (BΣ)Ψ+ΨA′ΣBΣC′Ψ+ΨCΣBΣAΨ)

+ q
q−2 (M

′AM′BΣC′Ψ+ tr (BMCΣ)M′AΨ+ tr (AM′BMCΣ)Ψ

+tr (BΣ)M′AΨCM+ tr (AM′BΣ)ΨCM+ΨA′ΣBMCM)
+M′AM′BMCM, A(p×n) , B(p× p) , C (n× p)

(v) E (X ′AXBX ′CX) = ν2

(ν−2)(ν−4) (tr (AΣCΣ) tr (BΨ)Ψ+ tr (AΣ) tr (CΣ)ΨBΨ

+tr (AΣC′Σ)ΨB′Ψ)+ ν

ν−2 (tr (CΣ)M′AMBΨ+M′AΣC′MB′Ψ
+tr (AMBM′CΣ)Ψ+ tr (BΨ)M′AΣCM+ΨB′M′A′ΣCM
+tr (AΣ)ΨBM′CM)+M′AMBM′CM, A(p× p) , B(n×n) , C (p× p)

(vi) E (X ′AXBXCX ′) = ν2

(ν−2)(ν−4) (ΨC′ΨBΣA′Σ+ tr (AΣ) tr (CΨ)ΨBΣ+ΨCΨBΣAΣ)

+ ν

ν−2 (tr (CΨ)M′AMBΣ+ tr (BMCΨ)M′AΣ+ΨC′M′B′M′A′Σ
+M′AΣBΨCM′+ tr (AMBΣ)ΨCM′+ tr (AΣ)ΨBMCM′)
+M′AMBMCM′, A(p× p) , B(n× p) ,C (n×n)

İspat: (i) XAXBXCX matrisinin (i, j) − inci elemanı
n
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
xikaklxlmbmoxoscstxt j olur. Bu durumda

E (XAXBXCX) = EY
[
EX |Y [XAXBXCX ]

]
= EY

[
EX |Y

[
n
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
xikaklxlmbmoxoscstxt j

]]

= EY

[
n
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
aklbmocstEX |Y

[
xikxlmxosxt j

]]

= EY

[
n
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
aklbmocst

{
y−1σitψk jy

−1σloψms

+y−1σilψkmy−1σtoψ js + y−1σioψksy
−1σtlψ jm +mikmlmy−1σtoψ js

+mikmosy−1σtlψ jm +mlmmosy−1σitψk j +mikmt jy−1σloψms

+mt jmlmy−1σioψks +mt jmosy−1σilψkm +mikmlmmosmt j
}]

= EY

[
n
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
y−2
{

σitctsψsmbmoσolalkψk j

+σilalkψkmbmoσotctsψs j +σiobomψm jaklσltctsψsk

}
+

n
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
y−1
{

mikaklmlmbmoσotctsψs j
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+mikaklσltctsmsobomψm j +σitctsmsobommmlalkψk j

+mikaklσlobomψmscstmt j +σiobommmlalkψkscstmt j

+σilalkψkmbmomoscstmt j
}

+
n
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
mikaklmlmbmomoscstmt j

]
= EY

[
y−2](ΣC′ΨBΣA′Ψ+ΣA′ΨBΣC′Ψ+ tr (AΣC′Ψ)ΣB′Ψ)

+EY
[
y−1](MAMBΣC′Ψ+MAΣC′M′B′Ψ+ΣC′M′B′M′A′Ψ

+MAΣB′ΨCM+ΣB′M′A′ΨCM+ΣA′ΨBMCM)+MAMBMCM

= ν2

(ν−2)(ν−4) (ΣC′ΨBΣA′Ψ+ΣA′ΨBΣC′Ψ+ tr (AΣC′Ψ)ΣB′Ψ)

+ ν

ν−2 (MAMBΣC′Ψ+MAΣC′M′B′Ψ+ΣC′M′B′M′A′Ψ

+MAΣB′ΨCM+ΣB′M′A′ΨCM+ΣA′ΨBMCM)+MAMBMCM

elde edilir.

(ii) X ′AXBXCX matrisinin (i, j)− inci elemanı
p
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
xkiaklxlmbmoxoscstxt j

olur. Bu durumda

E (X ′AXBXCX) = EY
[
EX |Y [X ′AXBXCX ]

]
= EY

[
EX |Y

[
p
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
xkiaklxlmbmoxoscstxt j

]]

= EY

[
p
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
aklbmocstEX |Y

[
xkixlmxosxt j

]]

= EY

[
p
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
aklbmocst

{
y−1σktψi jy

−1σloψms

+y−1σklψimy−1σtoψ js + y−1σkoψisy
−1σtlψ jm +mkimlmy−1σtoψ js

+mkimosy−1σtlψ jm +mlmmosy−1σktψi j +mkimt jy−1σloψms
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+mt jmlmy−1σkoψis +mt jmosy−1σklψim +mkimlmmosmt j
}]

= EY

[
p
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
y−2
{

ψi jaklσlobomψmscstσtk

+ψimbmoσotctsψs jaklσlk +ψiscstσtlalkσkobomψm j

}
+

p
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
y−1
{

mkiaklmlmbmoσotctsψs j

+mkiaklσltctsmsobomψm j +ψi jaklmlmbmomoscstσtk

+mikaklσlobomψmscstmt j +ψiscstmt jaklmlmbmoσok

+ψimbmomoscstmt jaklσlk
}

+
p
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
mikaklmlmbmomoscstmt j

]
= EY

[
y−2](tr (AΣB′ΨCΣ)Ψ+ tr (AΣ)ΨBΣC′Ψ+ΨCΣA′ΣB′Ψ)

+EY
[
y−1](M′AMBΣC′Ψ+M′AΣC′M′B′Ψ+ tr (AMBMCΣ)Ψ

+M′AΣB′ΨCM+ tr (AMBΣ)ΨCM+ tr (AΣ)ΨBMCM)

+M′AMBMCM

= ν2

(ν−2)(ν−4) (tr (AΣB′ΨCΣ)Ψ+ tr (AΣ)ΨBΣC′Ψ+ΨCΣA′ΣB′Ψ)

+ ν

ν−2 (M
′AMBΣC′Ψ+M′AΣC′M′B′Ψ+ tr (AMBMCΣ)Ψ

+M′AΣB′ΨCM+ tr (AMBΣ)ΨCM+ tr (AΣ)ΨBMCM)

+M′AMBMCM

elde edilir.

(iii) XAX ′BXCX matrisinin (i, j)− inci elemanı
n
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
xikaklxmlbmoxoscstxt j

olur. Bu durumda



114

E (XAX ′BXCX) = EY
[
EX |Y [XAX ′BXCX ]

]
= EY

[
EX |Y

[
n
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
xikaklxmlbmoxoscstxt j

]]

= EY

[
n
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
aklbmocstEX |Y

[
xikxmlxosxt j

]]

= EY

[
n
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
aklbmocst

{
y−1σitψk jy

−1σmoψls

+y−1σimψkly
−1σtoψ js + y−1σioψksy

−1σtmψ jl +mikmmly−1σtoψ js

+mikmosy−1σtmψ jl +mmlmosy−1σitψk j +mikmt jy−1σmoψls

+mt jmmly−1σioψks +mt jmosy−1σimψkl +mikmmlmosmt j
}]

= EY

[
n
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
y−2
{

σitctsψslalkψk jbmoσom

+σimbmoσotctsψs jaklψlk +σiobomσmtctsψskaklψl j

}
+

n
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
y−1
{

mikaklmlmbmoσotctsψs j

+mikaklψl jbmomoscstσtm +σitctsmsobommmlalkψk j

+mikaklψlscstmt jbmoσom +σiobommmlalkψkscstmt j

+σimbmomoscstmt jaklψlk
}

+
n
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
mikaklmlmbmomoscstmt j

]
= EY

[
y−2](tr (BΣ)ΣC′ΨA′Ψ+ tr (AΨ)ΣBΣC′Ψ+ΣB′ΣC′ΨAΨ)

+EY
[
y−1](MAM′BΣC′Ψ+ tr (BMCΣ)MAΨ+ΣC′M′B′MA′Ψ

+tr (BΣ)MAΨCM+ΣB′MA′ΨCM+ tr (AΨ)ΣBMCM)+MAM′BMCM

= ν2

(ν−2)(ν−4) (tr (BΣ)ΣC′ΨA′Ψ+ tr (AΨ)ΣBΣC′Ψ+ΣB′ΣC′ΨAΨ)
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+ ν

ν−2 (MAM′BΣC′Ψ+ tr (BMCΣ)MAΨ+ΣC′M′B′MA′Ψ

+tr (BΣ)MAΨCM+ΣB′MA′ΨCM+ tr (AΨ)ΣBMCM)

+MAM′BMCM

elde edilir.

(iv) X ′AX ′BXCX matrisinin (i, j)− inci elemanı
p
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
xkiaklxmlbmoxoscstxt j

olur. Bu durumda

E (X ′AX ′BXCX) = EY
[
EX |Y [X ′AX ′BXCX ]

]
= EY

[
EX |Y

[
p
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
xkiaklxmlbmoxoscstxt j

]]

= EY

[
p
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
aklbmocstEX |Y

[
xkixmlxosxt j

]]

= EY

[
p
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
aklbmocst

{
y−1σktψi jy

−1σmoψls

+y−1σkmψily
−1σtoψ js + y−1σkoψisy

−1σtmψ jl +mkimmly−1σtoψ js

+mkimosy−1σtmψ jl +mmlmosy−1σktψi j +mkimt jy−1σmoψls

+mt jmmly−1σkoψis +mt jmosy−1σkmψil +mkimmlmosmt j
}]

= EY

[
p
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
y−2
{

ψi jaklψlscstσtkbmoσom

+ψilalkσkmbmoσotctsψs j +ψiscstσtmbmoσokaklψl j

}
+

p
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
y−1
{

mikaklmlmbmoσotctsψs j

+mikaklψl jbmomoscstσtm +ψi jaklmlmbmomoscstσtk

+mikaklψlscstmt jbmoσom +ψiscstmt jaklmlmbmoσok

+ψilalkσkmbmomoscstmt j
}
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+
p
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
mkiaklmmlbmomoscstmt j

]
= EY

[
y−2](tr (AΨCΣ) tr (BΣ)Ψ+ΨA′ΣBΣC′Ψ+ΨCΣBΣAΨ)

+EY
[
y−1](M′AM′BΣC′Ψ+ tr (BMCΣ)M′AΨ+ tr (AM′BMCΣ)Ψ

+tr (BΣ)M′AΨCM+ tr (AM′BΣ)ΨCM+ΨA′ΣBMCM)

+M′AM′BMCM

= ν2

(ν−2)(ν−4) (tr (AΨCΣ) tr (BΣ)Ψ+ΨA′ΣBΣC′Ψ+ΨCΣBΣAΨ)

+ ν

ν−2 (M
′AM′BΣC′Ψ+ tr (BMCΣ)M′AΨ+ tr (AM′BMCΣ)Ψ

+tr (BΣ)M′AΨCM+ tr (AM′BΣ)ΨCM+ΨA′ΣBMCM)

+M′AM′BMCM

elde edilir.

(v) X ′AX ′BXCX matrisinin (i, j)− inci elemanı
p
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

n
∑

o=1

p
∑

s=1

p
∑

t=1
xkiaklxlmbmoxsocstxt j

olur. Bu durumda

E (X ′AXBX ′CX) = EY
[
EX |Y [X ′AXBX ′CX ]

]
= EY

[
EX |Y

[
p
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
xkiaklxlmbmoxsocstxt j

]]

= EY

[
p
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
aklbmocstEX |Y

[
xkixlmxsoxt j

]]

= EY

[
p
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
aklbmocst

{
y−1σktψi jy

−1σlsψmo

+y−1σklψimy−1σtsψ jo + y−1σksψioy−1σtlψ jm +mkimlmy−1σtsψ jo

+mkimsoy−1σtlψ jm +mlmmsoy−1σktψi j +mkimt jy−1σlsψmo

+mt jmlmy−1σksψio +mt jmsoy−1σklψim +mkimlmmsomt j
}]
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= EY

[
p
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
y−2
{

ψi jaklψlscstσtkbmoσom

+ψimbmoψo jaklσlkcstσts +ψiobomψ jmaklσltctsσsk

}
+

p
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
y−1
{

mikaklmlmbmoψo jcstσts

+mikaklσltctsmsobomψm j +ψi jaklmlmbmomoscstσtk

+mikaklσlscstmt jbmoψom +ψiobommmlalkσkscstmt j

+ψimbmomoscstmt jaklσlk
}

+
p
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
mikaklmlmbmomoscstmt j

]
= EY

[
y−2](tr (AΣCΣ) tr (BΨ)Ψ+ tr (AΣ) tr (CΣ)ΨBΨ+ tr (AΣC′Σ)ΨB′Ψ)

+EY
[
y−1](tr (CΣ)M′AMBΨ+M′AΣC′MB′Ψ+ tr (AMBM′CΣ)Ψ

+tr (BΨ)M′AΣCM+ΨB′M′A′ΣCM+ tr (AΣ)ΨBM′CM)

+M′AMBM′CM

= ν2

(ν−2)(ν−4) (tr (AΣCΣ) tr (BΨ)Ψ+ tr (AΣ) tr (CΣ)ΨBΨ+ tr (AΣC′Σ)ΨB′Ψ)

+ ν

ν−2 (tr (CΣ)M′AMBΨ+M′AΣC′MB′Ψ+ tr (AMBM′CΣ)Ψ

+tr (BΨ)M′AΣCM+ΨB′M′A′ΣCM+ tr (AΣ)ΨBM′CM)

+M′AMBM′CM

elde edilir.

(vi) X ′AXBXCX ′ matrisinin (i, j)− inci elemanı
p
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

n
∑

t=1
xkiaklxlmbmoxoscstx jt

olur. Bu durumda

E (X ′AXBX ′CX) = EY
[
EX |Y [X ′AXBX ′CX ]

]
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= EY

[
EX |Y

[
p
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

n
∑

t=1
xkiaklxlmbmoxoscstx jt

]]

= EY

[
p
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

n
∑

t=1
aklbmocstEX |Y

[
xkixlmxosx jt

]]

= EY

[
p
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

n
∑

t=1
aklbmocst

{
y−1σk jψity

−1σloψms

+y−1σklψimy−1σ joψts + y−1σkoψisy
−1σ jlψtm +mkimlmy−1σ joψts

+mkimosy−1σ jlψtm +mlmmosy−1σk jψit +mkim jty−1σloψms

+m jtmlmy−1σkoψis +m jtmosy−1σklψim +mkimlmmosm jt
}]

= EY

[
p
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

n
∑

t=1
y−2{ψitctsψsmbmoσolalkσk j

+ψimbmoσo jaklσlkcstψts +ψiscstψtmbmoσokaklσl j
}

+
p
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

n
∑

t=1
y−1{mikaklmlmbmoσo jcstψts

+mikaklσl jbmomoscstψtm +ψitctsmsobommmlalkσk j

+mikaklσlobomψmscstmt j +ψiscstmt jaklmlmbmoσok

+ψimbmomoscstmt jaklσlk
}

+
p
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

n
∑

t=1
mkiaklmlmbmomoscstm jt

]
= EY

[
y−2](ΨC′ΨBΣA′Σ+ tr (AΣ) tr (CΨ)ΨBΣ+ΨCΨBΣAΣ)

+EY
[
y−1](tr (CΨ)M′AMBΣ+ tr (BMCΨ)M′AΣ+ΨC′M′B′M′A′Σ

+M′AΣBΨCM′+ tr (AMBΣ)ΨCM′+ tr (AΣ)ΨBMCM′)

+M′AMBMCM′

= ν2

(ν−2)(ν−4) (ΨC′ΨBΣA′Σ+ tr (AΣ) tr (CΨ)ΨBΣ+ΨCΨBΣAΣ)
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+ ν

ν−2 (tr (CΨ)M′AMBΣ+ tr (BMCΨ)M′AΣ+ΨC′M′B′M′A′Σ

+M′AΣBΨCM′+ tr (AMBΣ)ΨCM′+ tr (AΣ)ΨBMCM′)

+M′AMBMCM′

elde edilir. �

Teorem 4.14 X ∼MV Slp,n (M,Σ,Ψ,q) olsun. Bu durumda q > 4 için

(i) E (tr (XBXCX ′)XA) = ν2

(ν−2)(ν−4)

(
Σ2B′ΨCΨA+ tr (CΨ)Σ2B′ΨA+ tr (Σ)ΣB′ΨC′ΨA

)
+ ν

ν−2 (tr (BΣM) tr (CΨ)MA+ tr (BMCΨ) tr (Σ)MA
+ΣMBMCΨA+ tr (BΣMC′Ψ)MA+ΣB′M′MC′ΨA
+ΣMC′M′B′ΨA)+ tr (MBMCM′)MA

A(n×n) , B(n× p) , C (n×n)

(ii) E (tr (BXCX ′)XAX) = ν2

(ν−2)(ν−4) (ΣBΣA′ΨC′Ψ+ tr (BΣ) tr (CΨ)ΣA′Ψ+ΣB′ΣA′ΨCΨ)

+ ν

ν−2 (tr (BΣ) tr (CΨ)MAM+MAΣBMCΨ+ΣBMCΨAM
+MAΣB′MC′Ψ+ΣB′MC′ΨAM+ tr (BMCM′)ΣA′Ψ)
+tr (BMCM′)MAM, A(n× p) , B(p× p) , C (n×n)

(iii) E (tr (BXCX ′)X ′AX) = ν2

(ν−2)(ν−4) (tr (AΣB′Σ)ΨC′Ψ+ tr (AΣ) tr (BΣ) tr (CΨ)Ψ

+tr (AΣBΣ)ΨCΨ)+ ν

ν−2 (tr (BΣ) tr (CΨ)M′AM
+M′AΣBMCΨ+ΨC′M′B′ΣAM+M′AΣB′MC′Ψ
+ΨCM′BΣAM+ tr (AΣ) tr (BMCM′)Ψ)
+tr (BMCM′)M′AM, A(p× p) , B(p× p) , C (n×n)

(iv) E (tr (AX)XBXCX) = ν2

(ν−2)(ν−4) (ΣA′ΨBΣC′Ψ+ΣB′ΨCΣA′Ψ+ΣC′ΨAΣB′Ψ)

+ ν

ν−2 (MBMCΣA′Ψ+MBΣA′ΨCM+ΣA′ΨBMCM
+tr (AM)MBΣC′Ψ+ tr (AM)ΣC′M′B′Ψ+ tr (AM)ΣB′ΨCM)
+tr ((AM)MBMCM) ,A(n× p) , B(n× p) ,C (n× p)

(v) E (tr (AX)X ′BXCX) = ν2

(ν−2)(ν−4) (ΨAΣBΣC′Ψ+ tr (BΣ)ΨCΣA′Ψ
+tr (BΣA′ΨCΣ)Ψ)+ ν

ν−2 (M
′BMCΣA′Ψ+M′BΣA′ΨCM

+ΨAΣBMCM+ tr (AM)M′BΣC′Ψ+ tr (BMCΣ) tr (AM)Ψ

+tr (BM) tr (AM)ΨCM)+ tr (AM)M′BMCM
A(n× p) , B(p× p) , C (n× p)
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(vi) E (tr (AX)X ′BX ′CX) = ν2

(ν−2)(ν−4) (tr (CΣ)ΨAΣBΨ+ΨB′ΣCΣA′Ψ+ tr (BΨAΣCΣ)Ψ)

+ ν

ν−2 (M
′BM′CΣA′Ψ+M′BΨAΣCM+ΨAΣBM′CM

+tr (CΣ) tr (AM)M′BΨ+ tr (BM′CΣ) tr (AM)Ψ

+ΨB′ΣCMAM)+ tr (AM)M′BM′CM
A(n× p) , B(p×n) , C (p× p)

(vii) E (tr (AX)X ′BXCX ′) = ν2

(ν−2)(ν−4) (tr (CΨ)ΨAΣBΣ+ tr (BΣ)ΨCΨAΣ+ΨC′ΨAΣB′Σ)
+ ν

ν−2 (M
′BMCΨAΣ+M′BΣA′ΨCM′+ΨAΣBMCM′

+tr (CΨ) tr (AM)M′BΣ+ tr (AM)ΨC′M′B′Σ
+tr (BΣ) tr (AM)ΨCM′)+ tr (AM)M′BMCM′

A(n× p) ,B(p× p) , C (n×n)

İspat: (i) tr (XBXCX ′)XA matrisinin (i, j) − inci elemanı
n
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

n
∑

t=1
xikak jxlmbmoxoscstxlt olur. Bu durumda

E (tr (XBXCX ′)XA) = EY
[
EX |Y [tr (XBXCX ′)XA]

]
= EY

[
EX |Y

[
n
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

n
∑

t=1
xikak jxlmbmoxoscstxlt

]]

= EY

[
n
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

n
∑

t=1
ak jbmocstEX |Y [xikxlmxosxlt ]

]

= EY

[
n
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

n
∑

t=1
ak jbmocst

{
y−1σilψkty

−1σloψms

+y−1σilψkmy−1σloψts + y−1σioψksy
−1σllψtm

+mikmlmy−1σloψts +mikmosy−1σllψtm

+mlmmosy−1σilψkt +mikmlty−1σloψms

+mltmlmy−1σioψks +mltmosy−1σilψkm

+mikmlmmosmlt}]

= EY

[
n
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

n
∑

t=1
y−2{σilσlobomψmscstψtkak j

+σilσlobomψmkak jcstψts +σiobomψmtctsψskak jσll
}

+
n
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

n
∑

t=1
y−1{mikak jbmoσolmlmcstψts
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+mikak jbmomoscstψtmσll +σilmlmbmomoscstψtkak j

+mikak jbmoσolmltctsψsm +σiobommmlmltctsψskak j

+σilmltctsmsobomψmkak j
}

+
n
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

n
∑

t=1
mikak jmlmbmomoscstmtl

]
= E

[
y−2](Σ2B′ΨCΨA+ tr (CΨ)Σ2B′ΨA+ tr (Σ)ΣB′ΨC′ΨA

)
+E
[
y−1](tr (BΣM) tr (CΨ)MA+ tr (BMCΨ) tr (Σ)MA

+ΣMBMCΨA+ tr (BΣMC′Ψ)MA+ΣB′M′MC′ΨA

+ΣMC′M′B′ΨA)+ tr (MBMCM′)MA

= ν2

(ν−2)(ν−4)

(
Σ2B′ΨCΨA+ tr (CΨ)Σ2B′ΨA+ tr (Σ)ΣB′ΨC′ΨA

)
+ ν

ν−2 (tr (BΣM) tr (CΨ)MA+ tr (BMCΨ) tr (Σ)MA

+ΣMBMCΨA+ tr (BΣMC′Ψ)MA+ΣB′M′MC′ΨA

+ΣMC′M′B′ΨA)+ tr (MBMCM′)MA

elde edilir.

(ii) tr (BXCX ′)XAX matrisinin (i, j) − inci elemanı
n
∑

k=1

p
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

n
∑

t=1
xikaklxl jbmoxoscstxmt olur. Bu durumda

E (tr (BXCX ′)XAX) = EY
[
EX |Y [tr (BXCX ′)XAX ]

]
= EY

[
EX |Y

[
n
∑

k=1

p
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

n
∑

t=1
xikaklxl jbmoxoscstxmt

]]

= EY

[
n
∑

k=1

p
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

n
∑

t=1
aklbmocstEX |Y

[
xikxl jxosxmt

]]

= EY

[
n
∑

k=1

p
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

n
∑

t=1
aklbmocst

{
y−1σimψkty

−1σloψ js
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+y−1σilψk jy
−1σmoψts + y−1σioψksy

−1σmlψt j

+mikml jy−1σmoψts +mikmosy−1σmlψt j

+ml jmosy−1σimψkt +mikmmty−1σloψ js

+mmtml jy−1σioψks +mmtmosy−1σilψk j

+mikml jmosmmt
}]

= EY

[
n
∑

k=1

p
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

n
∑

t=1
y−2
{

σimbmoσolalkψktctsψs j

+σilalkψk jbmoσomcstψts +σiobomσmlalkψkscstψt j

}
+

n
∑

k=1

p
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

n
∑

t=1
y−1{mikaklml jbmoσomcstψts

+mikaklσlmbmomoscstψt j +σimbmomoscstψtkaklml j

+mikaklσlobommmtctsψs j +σiobommmtctsψskaklml j

+σilalkψk jbmomoscstmtm

}
+

n
∑

k=1

p
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

n
∑

t=1
mikaklml jbmomoscstmtm

]
= E

[
y−2](ΣBΣA′ΨC′Ψ+ tr (BΣ) tr (CΨ)ΣA′Ψ+ΣB′ΣA′ΨCΨ)

+E
[
y−1](tr (BΣ) tr (CΨ)MAM+MAΣBMCΨ

+ΣBMCΨAM+MAΣB′MC′Ψ+ΣB′MC′ΨAM

+tr (BMCM′)ΣA′Ψ)+ tr (BMCM′)MAM

= ν2

(ν−2)(ν−4) (ΣBΣA′ΨC′Ψ+ tr (BΣ) tr (CΨ)ΣA′Ψ+ΣB′ΣA′ΨCΨ)

+ ν

ν−2 (tr (BΣ) tr (CΨ)MAM+MAΣBMCΨ

+ΣBMCΨAM+MAΣB′MC′Ψ+ΣB′MC′ΨAM
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+tr (BMCM′)ΣA′Ψ)+ tr (BMCM′)MAM

elde edilir.

(iii) tr (BXCX ′)X ′AX matrisinin (i, j) − inci elemanı
p
∑

k=1

p
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

n
∑

t=1
xkiaklxl jbmoxoscstxmt olur. Bu durumda

E (tr (BXCX ′)X ′AX) = EY
[
EX |Y [tr (BXCX ′)X ′AX ]

]
= EY

[
EX |Y

[
p
∑

k=1

p
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

n
∑

t=1
xkiaklxl jbmoxoscstxmt

]]

= EY

[
p
∑

k=1

p
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

n
∑

t=1
aklbmocstEX |Y

[
xkixl jxosxmt

]]

= EY

[
p
∑

k=1

p
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

n
∑

t=1
aklbmocst

{
y−1σkmψity

−1σloψ js

+y−1σklψi jy
−1σmoψts + y−1σkoψisy

−1σmlψt j

+mkiml jy−1σmoψts +mkimosy−1σmlψt j

+ml jmosy−1σkmψit +mkimmty−1σloψ js

+mmtml jy−1σkoψis +mmtmosy−1σklψi j

+mkiml jmosmmt
}]

= EY

[
p
∑

k=1

p
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

n
∑

t=1
y−2
{

ψitctsψs jaklσlobomσmk

+ψi jaklσlkbmoσomcstψts +ψiscstψt jaklσlmbmoσok

}
+

p
∑

k=1

p
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

n
∑

t=1
y−1{mkiaklml jbmoσomcstψts

+mkiaklσlmbmomoscstψt j +ψitctsmsobomσmkaklml j

+mkiaklσlobommmtctsψs j +ψiscstmmtbmoσokaklml j



124

+ψi jaklσlkbmomoscstmmt

}
+

p
∑

k=1

p
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

n
∑

t=1
mkiaklml jbmomoscstmmt

]
= E

[
y−2](tr (AΣB′Σ)ΨC′Ψ+ tr (AΣ) tr (BΣ) tr (CΨ)Ψ

+tr (AΣBΣ)ΨCΨ)+E
[
y−1](tr (BΣ) tr (CΨ)M′AM

+M′AΣBMCΨ+ΨC′M′B′ΣAM+M′AΣB′MC′Ψ

+ΨCM′BΣAM+ tr (AΣ) tr (BMCM′)Ψ)

+tr (BMCM′)MAM

= ν2

(ν−2)(ν−4) (tr (AΣB′Σ)ΨC′Ψ+ tr (AΣ) tr (BΣ) tr (CΨ)Ψ

+tr (AΣBΣ)ΨCΨ)+ ν

ν−2 (tr (BΣ) tr (CΨ)M′AM

+M′AΣBMCΨ+ΨC′M′B′ΣAM+M′AΣB′MC′Ψ

+ΨCM′BΣAM+ tr (AΣ) tr (BMCM′)Ψ)

+tr (BMCM′)MAM

elde edilir.

(iv) tr (AX)XBXCX matrisinin (i, j)−inci elemanı
n
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
xikbklxlmcmoxo jastxts

olur. Bu durumda

E (tr (AX)XBXCX) = EY
[
EX |Y [ tr (AX)XBXCX ]

]
= EY

[
EX |Y

[
n
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
xikbklxlmcmoxo jastxts

]]

= EY

[
n
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
bklcmoastEX |Y

[
xikxlmxo jxts

]]

= EY

[
n
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
bklcmoast

{
y−1σitψksy

−1σloψm j
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+y−1σilψkmy−1σtoψs j + y−1σioψk jy
−1σtlψsm

+mikmlmy−1σtoψs j +mikmo jy−1σtlψsm

+mlmmo jy−1σitψks +mikmtsy−1σloψm j

+mtsmlmy−1σioψk j +mtsmo jy−1σilψkm

+mikmlmmo jmts
}]

= EY

[
n
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
y−2
{

σitatsψskbklσlocomψm j

+σilblkψkmcmoσotatsψs j +σiocomψmsastσtlblkψk j

}
+

n
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
y−1
{

mikbklmlmcmoσotatsψs j

+mikbklσltatsψsmcmomo j +σitatsψskbklmlmcmomo j

+mikbklσlocomψm jastmts +σiocommmlblkψk jastmts

+σilblkψkmcmomo jastmts
}

+
n
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
mikbklmlmcmomo jastmts

]
= E

[
y−2](ΣA′ΨBΣC′Ψ+ΣB′ΨCΣA′Ψ+ΣC′ΨAΣB′Ψ)

+E
[
y−1](MBMCΣA′Ψ+MBΣA′ΨCM+ΣA′ΨBMCM

+tr (AM)MBΣC′Ψ+ tr (AM)ΣC′M′B′Ψ

+tr (AM)ΣB′ΨCM)+ tr (AM)MBMCM

= ν2

(ν−2)(ν−4) (ΣA′ΨBΣC′Ψ+ΣB′ΨCΣA′Ψ+ΣC′ΨAΣB′Ψ)

+ ν

ν−2 (MBMCΣA′Ψ+MBΣA′ΨCM+ΣA′ΨBMCM

+tr (AM)MBΣC′Ψ+ tr (AM)ΣC′M′B′Ψ
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+tr (AM)ΣB′ΨCM)+ tr (AM)MBMCM

elde edilir.

(v) tr (AX)X ′BXCX matrisinin (i, j)− inci elemanı
p
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
xkibklxlmcmoxo jastxts

olur. Bu durumda

E (tr (AX)X ′BXCX) = EY
[
EX |Y [ tr (AX)X ′BXCX ]

]
= EY

[
EX |Y

[
p
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
xkibklxlmcmoxo jastxts

]]

= EY

[
p
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
bklcmoastEX |Y

[
xkixlmxo jxts

]]

= EY

[
p
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
bklcmoast

{
u−

2
q σktψisu

− 2
q σloψm j

+u−
2
q σklψimu−

2
q σtoψs j +u−

2
q σkoψi ju

− 2
q σtlψsm

+mkimlmu−
2
q σtoψs j +mkimo ju

− 2
q σtlψsm

+mlmmo ju
− 2

q σktψis +mkimtsu
− 2

q σloψm j

+mtsmlmu−
2
q σkoψi j +mtsmo ju

− 2
q σklψim

+mkimlmmo jmts
}]

= EY

[
p
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
u−

4
q

{
ψisastσtkbklσlocomψm j

+ψimcmoσotatsψs jbklσlk +ψi jbklσltatsψsmcmoσok

}
+

p
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
u−

2
q

{
mkibklmlmcmoσotatsψs j

+mkibklσltatsψsmcmomo j +ψisastσtkbklmlmcmomo j

+mkibklσlocomψm jastmts +ψi jbklmlmcmoσokastmts
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+ψimcmomo jbklσlkastmts
}

+
p
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
mkibklmlmcmomo jastmts

]
= E

[
y−2](ΨAΣBΣC′Ψ+ tr (BΣ)ΨCΣA′Ψ+ tr (BΣA′ΨCΣ)Ψ)

+E
[
y−1](M′BMCΣA′Ψ+M′BΣA′ΨCM+ΨAΣBMCM

+tr (AM)M′BΣC′Ψ+ tr (BMCΣ) tr (AM)Ψ

+tr (BΣ) tr (AM)ΨCM)+ tr (AM)M′BMCM

= ν2

(ν−2)(ν−4) (ΨAΣBΣC′Ψ+ tr (BΣ)ΨCΣA′Ψ+ tr (BΣA′ΨCΣ)Ψ)

+ ν

ν−2 (M
′BMCΣA′Ψ+M′BΣA′ΨCM+ΨAΣBMCM

+tr (AM)M′BΣC′Ψ+ tr (BMCΣ) tr (AM)Ψ

+tr (BΣ) tr (AM)ΨCM)+ tr (AM)M′BMCM

elde edilir.

(vi) tr (AX)X ′BX ′CX matrisinin (i, j) − inci elemanı
p
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
xkibklxmlcmoxo jastxts olur. Bu durumda

E (tr (AX)X ′BX ′CX) = EY
[
EX |Y [ tr (AX)X ′BX ′CX ]

]
= EY

[
EX |Y

[
p
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
xkibklxmlcmoxo jastxts

]]

= EY

[
p
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
bklcmoastEX |Y

[
xkixmlxo jxts

]]

= EY

[
p
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
bklcmoast

{
y−1σktψisy

−1σmoψl j

+y−1σkmψily
−1σtoψs j + y−1σkoψi jy

−1σtmψsl

+mkimmly−1σtoψs j +mkimo jy−1σtmψsl
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+mmlmo jy−1σktψis +mkimtsy−1σmoψl j

+mtsmmly−1σkoψi j +mtsmo jy−1σkmψil

+mkimmlmo jmts
}]

= EY

[
p
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
y−2
{

ψisastσtkbklψl jcmoσom

+ψilblkσkmcmoσotatsψs j +ψi jbklψlsastσtmcmoσok

}
+

p
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
y−1
{

mkibklmmlcmoσotatsψs j

+mkibklψlsastσtmcmomo j +ψisastσtkbklmmlcmomo j

+mkibklψl jcmoσomastmts +ψi jbklmmlcmoσokastmts

+ψilblkσkmcmomo jastmts
}

+
p
∑

k=1

n
∑

l=1

p
∑

m=1

p
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
mkibklmmlcmomo jastmts

]
= E

[
y−2](tr (CΣ)ΨAΣBΨ+ΨB′ΣCΣA′Ψ+ tr (BΨAΣCΣ)Ψ)

+E
[
y−1](M′BM′CΣA′Ψ+M′BΨAΣCM+ΨAΣBM′CM

+tr (CΣ) tr (AM)M′BΨ+ tr (BM′CΣ) tr (AM)Ψ

+ΨB′ΣCMAM)+ tr (AM)M′BM′CM

= ν2

(ν−2)(ν−4) (tr (CΣ)ΨAΣBΨ+ΨB′ΣCΣA′Ψ+ tr (BΨAΣCΣ)Ψ)

+ ν

ν−2 (M
′BM′CΣA′Ψ+M′BΨAΣCM+ΨAΣBM′CM

+tr (CΣ) tr (AM)M′BΨ+ tr (BM′CΣ) tr (AM)Ψ

+ΨB′ΣCMAM)+ tr (AM)M′BM′CM

elde edilir.
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(vii) tr (AX)X ′BXCX ′ matrisinin (i, j) − inci elemanı
p
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

n
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
xkibklxlmcmox joastxts olur. Bu durumda

E (tr (AX)X ′BXCX ′) = EY
[
EX |Y [ tr (AX)X ′BXCX ′]

]
= EY

[
EX |Y

[
p
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

n
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
xkibklxlmcmox joastxts

]]

= EY

[
p
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

n
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
bklcmoastEX |Y

[
xkixlmx joxts

]]

= EY

[
p
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

n
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
bklcmoast

{
y−1σktψisy

−1σl jψmo

+y−1σklψimy−1σt jψso + y−1σk jψioy−1σtlψsm

+mkimlmy−1σt jψso +mkim joy−1σtlψsm

+mlmm joy−1σktψis +mkimtsy−1σl jψmo

+mtsmlmy−1σk jψio +mtsm joy−1σklψim

+mkimlmm jomts
}]

= EY

[
p
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

n
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
y−2{ψisastσtkbklσl jcmoψom

+ψimcmoψosastσt jbklσlk +ψiocomψmsastσtlblkσk j
}

+
p
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

n
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
y−1{mkibklmlmcmoψosastσt j

+mkibklσltatsψsmcmom jo +ψisastσtkbklmlmcmom jo

+mkibklσl jcmoψomastmts +ψiocommmlblkσk jastmts

+ψimcmom jobklσlkastmts
}

+
p
∑

k=1

p
∑

l=1

n
∑

m=1

n
∑

o=1

n
∑

s=1

p
∑

t=1
mkibklmlmcmom joastmts

]
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= E
[
y−2](tr (CΨ)ΨAΣBΣ+ tr (BΣ)ΨCΨAΣ+ΨC′ΨAΣB′Σ)

+E
[
y−1](M′BMCΨAΣ+M′BΣA′ΨCM′+ΨAΣBMCM′

+tr (CΨ) tr (AM)M′BΣ+ tr (AM)ΨC′M′B′Σ

+tr (BΣ) tr (AM)ΨCM′)+ tr (AM)M′BMCM′

= ν2

(ν−2)(ν−4) (tr (CΨ)ΨAΣBΣ+ tr (BΣ)ΨCΨAΣ+ΨC′ΨAΣB′Σ)

+ ν

ν−2 (M
′BMCΨAΣ+M′BΣA′ΨCM′+ΨAΣBMCM′

+tr (CΨ) tr (AM)M′BΣ+ tr (AM)ΨC′M′B′Σ

+tr (BΣ) tr (AM)ΨCM′)+ tr (AM)M′BMCM′

elde edilir. �

4.3 Matris Değişkenli t Dağılımının Parametre Tahmini

Bu bölümde matris değişkenli t dağılımının parametrelerinin tahmini yapılacaktır. İlk

olarak en çok olabilirlik yöntemi ile, daha sonra EM algoritması kullanılarak parametre tah-

minleri yapılacaktır. Elde edilen sonuçlara bakıldığında EM algoritması kullanılarak elde edilen

sonuçların en çok olabilirlik yöntemi ile elde edilen sonuçlar ile aynı oldukları görülmektedir.

4.3.1 En çok olabilirlik yöntemi

Bu bölümde en çok olabilirlik yöntemi ile matris değişkenli t dağılımının parametreleri

tahmin edilecektir.

X1, X2, ..., Xl b.b.a.d. rassal matrisler olsun. Bu veri matrislerini M, Σ, Ψ parametreli
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matris değişkenli t dağılımı ile modellemek istiyoruz. Bu durumda log-likelihood fonksiyonu

l (M, Σ, Ψ; X) =
nl
2

ln
∣∣Σ−1∣∣+ pl

2
ln
∣∣Ψ−1∣∣+ l ln

{
Γ

(
np+ν

2

)}
(4.5)

−npl
2

ln(πν)− l ln
{

Γ

(
ν

2

)}
−np+ν

2

l

∑
i=1

ln

{
1+

tr
(
Σ−1 (X−M)Ψ−1 (X−M)′

)
ν

}
şeklindedir. Log-likelihood fonksiyonun ilgili parametrelere göre türevini alıp sıfıra eşitlersek

aşağıdaki tahmin denklemlerini elde ederiz.

M̂ =

l
∑

i=1
wiXi

l
∑

i=1
wi

(4.6)

Σ̂ =
1
nl

l

∑
i=1

wi

(
Xi− M̂

)
Ψ̂
−1
(

Xi− M̂
)′

(4.7)

Ψ̂ =
1
pl

l

∑
i=1

wi

(
Xi− M̂

)′
Σ̂
−1
(

Xi− M̂
)

(4.8)

Burada wi ağırlık fonksiyonu Eşitlik 4.9’da verildiği gibidir.

wi =
np+ν

ν+ tr
(

Σ̂−1
(

X− M̂
)

Ψ̂−1
(

X− M̂
)′) (4.9)

Eşitlik 4.7-4.8’e bakıldığında tahmin edicilerin kapalı formda olmadığı görülür. Bu durumda

sayısal yöntem kullanmak zorundayız. Ayrıca serbestlik derecesini tahmin etmek istersek

Eşitlik 4.10’da verilen denklemi yukarıda verilen denklemler ile birlikte çözmeliyiz.

l
2

ϒ

(
np+ν

2

)
− npl

2ν
− l

2
ϒ

(
ν

2

)
− 1

2

l

∑
i=1

ln

{
1+

tr
(
Σ−1 (X−M)Ψ−1 (X−M)′

)
ν

}

+
np+ν

2ν

l

∑
i=1

tr
(
Σ−1 (X−M)Ψ−1 (X−M)′

)
ν+ tr

(
Σ−1 (X−M)Ψ−1 (X−M)′

) = 0 (4.10)

Eşitlik 4.10 düzenlenirse serbestlik derecesinin tahmini için Eşitlik 4.11’de verilen tahmin edici

elde edilir.

ν̂ =

np
(

l−
l
∑

i=1

tr(Σ−1(X−M)Ψ−1(X−M)′)
ν̂+tr(Σ−1(X−M)Ψ−1(X−M)′)

)
lϒ
(

np+ν̂

2

)
− lϒ

(
ν̂

2

)
−

l
∑

i=1
ln
(

1+
tr(Σ−1(X−M)Ψ−1(X−M)′)

ν̂

)
+

l
∑

i=1

tr(Σ−1(X−M)Ψ−1(X−M)′)
ν̂+tr(Σ−1(X−M)Ψ−1(X−M)′)

(4.11)
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Burada ϒ Digamma fonksiyonudur. Bu çalışmada robustlık için serbestlik derecesi sabit olarak

alınacaktır. Bunun sebebi ise, tr
(
Σ−1 (X−M)Ψ−1 (X−M)′

)
→∞ olduğunda Eşitlik 4.10 son-

suza gitmektedir. Bunun anlamı ise büyük Mahalonobis uzaklığına sahip gözlemler serbest-

lik derecesinin tahminini bozmaktadır. Yani, serbestlik derecesini diğer parametrelerle birlikte

tahmin ettiğimiz zaman etki fonksiyonu sınırsız olacaktır. Bu robust çalışmalarda istenmeyen

bir durumdur. Bu yüzden bu çalışmada serbestlik derecesi sabit olarak varsayılacaktır ve ro-

bust ayar sabiti olarak kullanılacaktır. Ayrıca serbestlik derecesi büyüdükçe matris değişkenli

t dağılımı, matris değişkenli normal dağılıma yaklaşmaktadır. Bu yüzden robustlığı sürdürmek

için serbestlik derecesinin küçük değerleri tercih edilecektir.

4.3.2 EM algoritması ile parametre tahmini

Bu bölümde matris değişkenli t dağılımının parametrelerinin tahmini için EM algorit-

ması kullanılacaktır. EM algoritmasını kullanmak için, Tanım 4.1’de verilen ölçek karması

gösterimini kullanacağız. Burada Y ’ler kayıp veri, X’ler gözlenen veri olarak (X , Y ) ise tam

veri olarak tanımlanacaktır. i = 1, 2, ..., i için tam verinin log-likelihood fonksiyonu Eşitlik

4.12’de verildiği gibi elde edilir.

L(M, Σ, Ψ) = −npl
2

ln(2π)− pl
2

ln |Σ|− nl
2

ln |Ψ|+ νl
2

ln(ν)− νl
2

ln(2)

−l ln
{

Γ

(
ν

2

)}
+

(
np+ν

2
−1
) l

∑
i=1

lnyi

−1
2

l

∑
i=1

yi
(
ν+ tr

(
Σ
−1 (X−M)Ψ

−1 (X−M)′
))

(4.12)

Tam verinin log-likelihood fonksiyonu kolayca maksimize edilebilir fakat Y ’ler kayıp veri

olduğundan gözlemleyemiyoruz. Fonksiyonun maksimizasyonu Y değişkenlerine bağlıdır. Bu

problemle başa çıkabilmek için tam verinin Xi gözlem değerleri ve şu anki parametre değerleri

verildiğinde log-likelihood fonksiyonunun koşullu beklenen değerini alacağız. Koşullu bekle-

nen değer alındığında Eşitlik 4.13 elde edilir.
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Q(M, Σ, Ψ) = E
(

L(M, Σ, Ψ) |Xi, M̂, Σ̂, Ψ̂

)
= −npl

2
ln(2π)− pl

2
ln |Σ|− nl

2
ln |Ψ|+ νl

2
ln(ν)− νl

2
ln(2)

−l ln
{

Γ

(
ν

2

)}
+

(
np+ν

2
−1
) l

∑
i=1

E
(

lnYi|Xi, M̂, Σ̂, Ψ̂

)
(4.13)

−1
2

l

∑
i=1

E
(

Yi|Xi, M̂, Σ̂, Ψ̂

)(
ν+ tr

(
Σ
−1 (X−M)Ψ

−1 (X−M)′
))

Burada E
(

lnYi|Xi, M̂, Σ̂, Ψ̂

)
ve E

(
Yi|Xi, M̂, Σ̂, Ψ̂

)
, Xi gözlem değerleri ve şu anki paramet-

re değerleri verildiğinde lnYi ve Yi değişkenlerinin koşullu beklenen değerleridir. Bu koşullu

beklenen değerleri hesaplayabilmemiz için X verildiğinde Y ’nin koşullu dağılımını bulmalıyız.

fY |X (y|X) =
f (X ,y)
f (X)

=

(2π)−
1
2 np|Σ|−

n
2 |Ψ|−

p
2 ν

ν
2

2
ν
2 Γ( ν
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y
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2 −1 exp
{
− y

2

(
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))}
|Σ|−

n
2 |Ψ|−

p
2 Γ( np+ν

2 )

(πν)
np
2 Γ( ν
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[
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tr(Σ−1(X−M)Ψ−1(X−M)′)
ν

]− np+ν

2

=

(
ν+tr(Σ−1(X−M)Ψ−1(X−M)′)

2

) np+ν
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(np+ν
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)
×y

np+ν

2 −1 exp
{
−y

2
(
ν+ tr

(
Σ
−1 (X−M)Ψ

−1 (X−M)′
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.

Koşullu olasılık yoğunluk fonksiyonuna bakıldığında Y |X rassal değişkeni
np+ν

2 , 1
2

(
ν+ tr

(
Σ−1 (X−M)Ψ−1 (X−M)′

))
parametreleri ile Gamma dağılımına sahip-

tir. Bu koşullu dağılımı kullanarak E
(

lnYi|Xi, M̂, Σ̂, Ψ̂

)
ve E

(
Yi|Xi, M̂, Σ̂, Ψ̂

)
koşullu

beklenen değerleri aşağıdaki gibi elde edilir.

ηi = E
(

lnYi|Xi, M̂, Σ̂, Ψ̂

)
=

∞∫
0

lnyi f (yi|Xi)dyi (4.14)

wi = E
(

Yi|Xi, M̂, Σ̂, Ψ̂

)
=

np+ν

ν+ tr
(
Σ−1 (X−M)Ψ−1 (X−M)′

) (4.15)

Eşitlik 4.13’de verilen amaç fonksiyonunda E
(

lnYi|Xi, M̂, Σ̂, Ψ̂

)
ve E

(
Yi|Xi, M̂, Σ̂, Ψ̂

)
ifadeleri ηi ve wi değerleri ile değiştirilir ve parametreden bağımsız sabitler C olarak ifade
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edilirse amaç fonksiyonumuz Eşitlik 4.16’da verildiği gibi elde edilir.

Q(M, Σ, Ψ) = C− nl
2

ln |Σ|− pl
2

ln |Ψ|+
(

np+ν

2
−1
) l

∑
i=1

ηi

−1
2

l

∑
i=1

wi
(
ν+ tr

(
Σ
−1 (X−M)Ψ

−1 (X−M)′
))

(4.16)

Eşitlik 4.16’da verilen amaç fonksiyonunun ilgili parametrelere göre türevleri alınıp sıfıra

eşitlenirse aşağıdaki tahmin ediciler elde edilir.

M̂ =

l
∑

i=1
wiXi

l
∑

i=1
wi

(4.17)

Σ̂ =
1
nl

l

∑
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Ψ̂
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)′

(4.18)

Ψ̂ =
1
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l

∑
i=1
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(
Xi− M̂

)′
Σ̂
−1
(

Xi− M̂
)

(4.19)

Daha önce de belirttiğimiz gibi tahmin ediciler kapalı formda olmadığı için sayısal yöntem

kullanmalıyız. Bu yüzden tahmin edicilerin elde edilmesi için iteratif yeniden ağırlıklandırılmış

algoritma aşağıda verilmiştir.

4.3.2.1 İteratif yeniden ağırlıklandırılmış algoritma

1. İterasyon sayısını k = 1 al ve parametreler için başlangıç değerlerini seç.

2. k = 1,2, ... için şu anki parametreler M(k), Σ(k) ve Ψ(k)’yı kullan, i = 1,2, ..., l için w(k)
i

ağırlıklarını hesapla ve
l
∑

i=1
wiXi,

l
∑

i=1
wi değerlerini hesapla.

3. Yeni tahminler M(k+1), Σ(k+1) ve Ψ(k+1)’i hesaplamak için aşağıdaki güncelleme

eşitliklerini kullan.

M(k+1) =

l
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i Xi

l
∑
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Σ
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)(
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Ψ
(k+1) =

1
pl

l

∑
i=1

w(k)
i

(
Xi−M(k+1)

)′(
Σ
(k+1)

)−1(
Xi−M(k+1)

)
4. Yakınsama sağlanıncaya kadar bu adımları tekrar et.
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5.MONTE CARLO SİMULASYON ÇALIŞMASI

Bu bölümde matris değişkenli slash dağılım ve matris değişkenli t dağılımının paramet-

relerinin tahmini için önerilen algoritmaların performanslarını göstermek için simulasyon

çalışması yapılacaktır.

5.1 Matris Değişkenli Slash Dağılım

Bu bölümde matris değişkenli slash dağılım için önerilen algoritma yardımıyla parametre

tahminleri yapılacaktır. Simulasyon çalışmasında elde edilen tahminlerin gerçek değerlerine

yakın olup olmadığı ortalama Öklid uzaklığı kullanılarak belirlenecektir. Simulasyon

çalışmasında kullanılacak veriler Tanım 3.1’de verilen ölçek karması gösterimi kullanılarak

türetilmiştir. Varyans-kovaryans matrisleri ise pozitif tanımlı olacak şekilde rassal olarak

türetilmiştir. Dutilleul (1999) ortalama matrisini M =
(
mi j
)
, i = 1, 2, ..., p ve j = 1, 2, ..., n

için mi j = i + j− 1 olacak şekilde türetmiştir. Bu çalışmada ortalama matrisi aynı şekilde

türetilecektir. Burada mi j, M ortalama matrisinin i-inci satır, j-inci sütununu ifade etmekte-

dir. Ayrıca Tanım 3.1’de verilen ölçek karmasındaki matris değişkenli normal dağılıma sahip

Z =
(
zi j
)

matrisi her bir zi j elemanı tek değişkenli standart normal dağılıma sahip olacak

şekilde türetilmiştir. U rassal değişkeni ise (0,1) aralığında tekdüze dağılıma sahip olacak

şekilde türetilmiş ve 1
q -uncu kuvveti alınmıştır. Tahmin edicilerin performanslarını gösteren

Öklid uzaklığı ise aşağıdaki şekilde hesaplanmıştır.

∥∥∥M̂−M
∥∥∥ =

(
n

∑
i=1

p

∑
j=1

(
m̂i j−mi j

)2

) 1
2

∥∥∥Σ̂−Σ

∥∥∥ =

(
n

∑
i=1

n

∑
j=1

(
σ̂i j−σi j

)2

) 1
2

∥∥∥Ψ̂−Ψ

∥∥∥ =

(
p

∑
i=1

p

∑
j=1

(
ψ̂i j−ψi j

)2
) 1

2

Örneklem hacmi l = 10, 20, 50, 100, boyutlar p = 2, 3, 4 ve n = 2, 4 olarak alınmıştır.

Yakınsama kriteri olarak 10−10 seçilmiştir ve her bir simulasyon 200 kere çalıştırılmıştır. q = 5

ve 10 olarak alınmıştır.
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Ayrıca simulasyon çalışmasında ortalama iterasyon sayısı da hesaplanmıştır ve standart

hataları parantez içerisinde verilmiştir.

Çizelge 5.1: q= 5 için 2x2 matris için ortalama Öklid uzaklıkları ve ortalama iterasyon sayısı(∓
standart hata)

l M için uzaklık Σ için uzaklık Ψ için uzaklık Ortalama iterasyon sayısı
10 0.0208 0.1152 0.1121 30.9650(0.5042)
20 0.0157 0.1064 0.1050 24.1900(0.3065)
50 0.0097 0.1039 0.0990 18.9650(0.1290)

100 0.0068 0.1016 0.0975 17.4250(0.0986)

Çizelge 5.2: q= 5 için 3x2 matris için ortalama Öklid uzaklıkları ve ortalama iterasyon sayısı(∓
standart hata)

l M için uzaklık Σ için uzaklık Ψ için uzaklık Ortalama iterasyon sayısı
10 0.0323 0.0401 1.1129 39.8450(0.6080)
20 0.0234 0.0365 1.0884 28.4100(0.2677)
50 0.0149 0.0344 1.0250 22.2150(0.1410)

100 0.0107 0.0317 1.0177 19.4300(0.1038)

Çizelge 5.3: q= 5 için 4x4 matris için ortalama Öklid uzaklıkları ve ortalama iterasyon sayısı(∓
standart hata)

l M için uzaklık Σ için uzaklık Ψ için uzaklık Ortalama iterasyon sayısı
10 0.0621 0.2443 0.2642 43.9200(0.2927)
20 0.0449 0.2284 0.2399 38.2100(0.0996)
50 0.0276 0.2237 0.2374 37.4650(0.0841)

100 0.0194 0.2163 0.2294 37.1450(0.0834)

Çizelge 5.4: q = 10 için 2x2 matris için ortalama Öklid uzaklıkları ve ortalama iterasyon
sayısı(∓ standart hata)

l M için uzaklık Σ için uzaklık Ψ için uzaklık Ortalama iterasyon sayısı
10 0.0185 0.1606 0.1432 30.0400(0.7237)
20 0.0124 0.1541 0.1281 23.0100(0.2341)
50 0.0081 0.1504 0.1210 20.3650(0.0803)

100 0.0060 0.1480 0.1157 19.9800(0.0672)

Çizelge 5.5: q = 10 için 3x2 matris için ortalama Öklid uzaklıkları ve ortalama iterasyon
sayısı(∓ standart hata)

l M için uzaklık Σ için uzaklık Ψ için uzaklık Ortalama iterasyon sayısı
10 0.0256 0.0367 1.8708 37.4450(0.6470)
20 0.0189 0.0338 1.6671 27.0550(0.2666)
50 0.0115 0.0331 1.5672 20.5200(0.1446)

100 0.0085 0.0302 1.5607 18.2800(0.0951)
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Çizelge 5.6: q = 10 için 4x4 matris için ortalama Öklid uzaklıkları ve ortalama iterasyon
sayısı(∓ standart hata)

l M için uzaklık Σ için uzaklık Ψ için uzaklık Ortalama iterasyon sayısı
10 0.0604 0.3559 0.3529 40.0100(0.3654)
20 0.0439 0.3227 0.3298 26.6500(0.1585)
50 0.0266 0.3075 0.3267 19.4250(0.0703)

100 0.0187 0.3073 0.3204 17.4850(0.0419)

Simulasyon çalışmasına ilişkin sonuçlar Çizelge 5.1-5.6’de verilmiştir. Çizelgeler ince-

lendiğinde bütün parametreler için örneklem hacmi arttıkça ortalama Öklid uzaklıkları azal-

maktadır. Bu durum tahmin edicilerin tutarlı olduğunu göstermektedir. Ortalama iterasyon

sayıları da örneklem hacminden etkilenmektedir. Örneklem hacmi arttıkça ortalama iterasyon

sayısı düşmektedir.

5.2 Matris Değişkenli t Dağılımı

Bu bölümde de matris değişkenli t dağılımının parametrelerinin tahmini için simulasyon

çalışması yapılmıştır. Simulasyon çalışmasında kullanılacak veriler Tanım 4.1’de verilen

ölçek karması gösterimi kullanılarak türetilmiştir. Varyans-kovaryans matrisleri ve ortalama

matrisi, örneklem hacmi ve boyutlar matris değişkenli slash dağılımda kullanıldığı gibidir.

Ayrıca serbestlik dereceleri ν = 3, 5 olarak alınmıştır. Çizelgeler yine matris değişkenli slash

dağılımdaki gibi hazırlanmıştır.

Çizelge 5.7: ν = 3 serbestlik dereceli 2x2 matris için ortalama Öklid uzaklıkları ve ortalama
iterasyon sayısı(∓ standart hata)

l M için uzaklık Σ için uzaklık Ψ için uzaklık Ortalama iterasyon sayısı
10 1.6362 2.5124 1.9586 40.5350(0.6524)
20 1.1956 2.3987 1.7413 29.9300(0.2750)
50 0.7354 2.2091 1.6562 24.4400(0.1474)

100 0.5094 2.0806 1.4907 22.0250(0.1090)

Çizelge 5.8: ν = 3 serbestlik dereceli 3x2 matris için ortalama Öklid uzaklıkları ve ortalama
iterasyon sayısı(∓ standart hata)

l M için uzaklık Σ için uzaklık Ψ için uzaklık Ortalama iterasyon sayısı
10 2.0046 4.0011 1.6104 45.6550(0.5964)
20 1.5725 3.6667 1.5741 33.3150(0.2463)
50 0.9076 3.5431 1.5539 28.8050(0.1440)

100 0.6637 3.4142 1.4757 28.2550(0.1282)



139

Çizelge 5.9: ν = 3 serbestlik dereceli 4x4 matris için ortalama Öklid uzaklıkları ve ortalama
iterasyon sayısı(∓ standart hata)

l M için uzaklık Σ için uzaklık Ψ için uzaklık Ortalama iterasyon sayısı
10 5.0299 4.7208 4.9340 78.8850(0.4490)
20 3.4619 3.9122 4.3035 74.5300(0.2052)
50 2.0755 3.4613 3.7444 73.2900(0.1890)

100 1.3118 3.0481 3.4019 72.7100(0.1583)

Çizelge 5.10: ν = 5 serbestlik dereceli 2x2 matris için ortalama Öklid uzaklıkları ve ortalama
iterasyon sayısı(∓ standart hata)

l M için uzaklık Σ için uzaklık Ψ için uzaklık Ortalama iterasyon sayısı
10 0.8345 1.7232 3.2227 33.5950(0.6588)
20 0.5230 1.6498 3.1471 25.4000(0.2832)
50 0.3837 1.5512 3.0747 20.5950(0.1479)

100 0.2365 1.5318 3.0584 18.4950(0.0959)

Çizelge 5.11: ν = 5 serbestlik dereceli 3x2 matris için ortalama Öklid uzaklıkları ve ortalama
iterasyon sayısı(∓ standart hata)

l M için uzaklık Σ için uzaklık Ψ için uzaklık Ortalama iterasyon sayısı
10 1.2106 4.3678 1.9981 39.2400(0.5744)
20 0.8360 4.2305 1.9162 28.3200(0.2733))
50 0.5094 4.1583 1.8608 21.6900(0.1255)

100 0.3855 4.0439 1.7641 19.2200(0.0857)

Çizelge 5.12: ν = 5 serbestlik dereceli 4x4 matris için ortalama Öklid uzaklıkları ve ortalama
iterasyon sayısı(∓ standart hata)

l M için uzaklık Σ için uzaklık Ψ için uzaklık Ortalama iterasyon sayısı
10 2.6908 5.1842 5.2470 51.4600(0.2606)
20 1.7799 4.8987 4.9245 45.0350(0.0710)
50 1.2060 4.6363 4.6955 44.3800(0.0533)

100 0.9054 4.3860 4.4260 44.2900(0.0543)

Çizelge 5.7-5.12 incelendiğinde bütün durumlar için matris değişkenli slash dağılıma ben-

zer sonuçlar bulunmaktadır. Çizelgeleri genel olarak yorumlayacak olursak serbestlik dere-

celeri ν = 3, 5 olması durumlarında benzer sonuçlar elde edilmektedir. Yani her iki durumda

da örneklem hacmi arttıkça ortalama Öklid uzaklığı ve ortalama iterasyon sayısı düşmektedir.
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6. UYGULAMA

Bu bölümde parametre tahmin prosedürünün iddia edildiği gibi çalıştığını göstermek için

gerçek veri örneği verilmiştir. Gerçek veri seti daha önce Dryden ve Mardia (1998) ve Sanchez

vd. (2014) tarafından kullanılan el yazısı veri setidir. Veri seti 30 farklı birey tarafından yazılan

3 rakamından oluşmaktadır. Her bir birey tarafından yazılan üç rakamından rassal olarak seçilen

13 noktanın (x,y) koordinatları işaretlenerek 13×2 boyutunda matris oluşturulmuştur. Bu du-

rumda veri setinde 30 adet 13×2 tipinde matris bulunmaktadır. Matris değişkenli normal, mat-

ris değişkenli slash ve matris değişkenli t dağılımı kullanılarak veri setinin ortalama ve varyans-

kovaryans matrisleri tahmin edilmiştir. Elde edilen tahminler yardımıyla veri seti için log-

likelihood değerleri hesaplanmıştır. Daha sonra veri setindeki iki verinin konumu değiştirilerek

potansiyel sapan değer olarak ele alınmış ve veri seti tekrar modellenmiştir. Modellere ilişkin

log-likelihood değerleri Çizelge 6.1’de verilmiştir. Ayrıca sapan gözlem olmaması ve olması

durumunda her iki dağılım için ortalama matrisleri ve veriler Şekil 6.1’de verilmiştir.

Çizelge 6.1: Gerçek veri için log-likelihood değerleri
Model Sapan gözlem olmaması durumu Sapan gözlem olması durumu

Normal −1128.66 −1667.11
Slash(9) −1431.50 −1631.76

Slash(10) −1349.30 −1554.41
t(3) −1470.31 −1642.61
t(5) −1465.32 −1648.01

Çizelge 6.1 incelendiğinde sapan gözlem olmaması durumunda veri seti için en iyi model

matris değişkenli normal dağılım olmaktadır. Fakat veri setinde sapan gözlem olması duru-

munda q = 10 parametreli matris değişkenli slash dağılımın veri setini daha iyi modellediği

görülmektedir. Tek değişkenli ve çok değişkenli durumlarda veri setinde sapan gözlem olması

durumunda slash dağılımın normal dağılıma göre daha iyi olduğunu biliyoruz. Yapılan uygu-

lama sonunda matris değişkenli dağılım durumunda da sonucun tek değişkenli ve çok değişkenli

durumda olduğu gibi sonuçlar vermiş olduğunu görmekteyiz.

Şekil 6.1 incelendiğinde ilk sütununda veri setinde sapan gözlem olmaması durumunda

matris değişkenli normal dağılım, matris değişkenli slash dağılım (q = 10) ve matris değişkenli

t dağılımı (ν = 3) ile elde edilen ortalama matrislerinin birbirine benzer olduğu görülmektedir.
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Fakat veri setinde sapan gözlem olması durumunda ortalama matrislerinin farklı olduğu

görülmektedir. Şekil 6.1’in ikinci sütununda sırasıyla matris değişkenli normal, matris

değişkenli slash ve matris değişkenli t dağılımı ile elde edilen ortalama matrisleri verilmektedir.

Şekil 6.1’in ikinci sütunu incelendiğinde matris değişkenli normal dağılım ile tahmin edilen or-

talama matrisinin sapan gözlemlerden etkilendiği görülmektedir. Fakat matris değişkenli slash

ve matris değişkenli t dağılımı ile tahmin edilen ortalama matrisinin sapan gözlemlerden et-

kilenmediği görülmektedir. Bu durumda matris değişkenli durumda da slash ve t dağılımlarının

normal dağılıma göre daha robust olduğu söylenebilir.
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Şekil 6.1: Veriler ve tahmin edilen ortalama matrisleri
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7. SONUÇ VE ÖNERİLER

Tek değişkenli ve çok değişkenli durumlarda normal dağılıma alternatif olarak daha kalın

kuyruklu dağılımlar önerilmiştir. Normal dağılıma alternatif olarak önerilen bu dağılımların

amacı, veri setinde sapan gözlem olması durumunda normal dağılıma göre daha robust tah-

minler vermesidir. Literatürde normal dağılıma alternatif olarak t dağılımı kullanılmaktadır.

Ayrıca Rogers ve Tukey (1972) normal dağılıma alternatif olarak tek değişkenli slash dağılımı

önermişlerdir. Daha sonra Wang ve Genton (2006), Rogers ve Tukey (1972) tarafından önerilen

slash dağılımı çok değişkenli duruma genellemişlerdir.

Bu tez çalışmasında tek değişkenli ve çok değişkenli olarak tanımlanan slash ve t

dağılımları matris değişkenli duruma genellenmiştir. Burada amacımız matris değişkenli

veri setlerinde sapan gözlem olması durumunda matris değişkenli normal dağılıma alternatif

dağılımlar önermektir.

Matris değişkenli slash dağılım, Wang ve Genton (2006) tarafından önerilen çok değişkenli

slash dağılımın genellemesi olarak elde edilmiştir. Ayrıca önerilen matris değişkenli slash

dağılımın bazı özellikleri incelenmiş ve parametre matrislerinin tahmini için EM algoritması

geliştirilmiştir. Ayrıca çok değişkenli t dağılımı matris değişkenli duruma genelleştirilmiş ve

bazı özellikleri incelenmiştir. Matris değişkenli t dağılımının parametrelerinin tahmini için en

çok olabilirlik yöntemi ve EM algoritması kullanılmıştır. Her iki durumda da elde edilen tahmin

edicilerin birbirine denk olduğu gösterilmiştir.

Bölüm 5’de verilen Monte Carlo simulasyon çalışmasında ise matris değişkenli slash ve

matris değişkenli t dağılımına sahip veri setleri için önerilen parametre tahmin edicilerin iddia

edildiği gibi çalıştığı ve iyi sonuçlar verdiği gösterilmiştir.

Bölüm 6’da ise literatürden alınmış matris değişkenli gerçek bir veri seti için sapan

gözlem olmaması durumunda matris değişkenli normal dağılım ile matris değişkenli t ve ma-

tris değişkenli slash dağılımlarının benzer sonuçlar verdiği gösterilmiştir. Fakat veri setinde

sapan gözlem olması durumunda matris değişkenli normal dağılımın sapan gözlemlerden

etkilendiği, matris değişkenli t ve matris değişkenli slash dağılımlarının ise etkilenmediği

gösterilmiştir. Sonuç olarak matris değişkenli veri setlerinde sapan gözlem olması duru-
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munda matris değişkenli normal dağılım yerine matris değişkenli t ve matris değişkenli slash

dağılımlarını kullanmanın daha faydalı olduğu söylenebilir.

Gelecekteki çalışmalarda tezin devamı olarak aşağıdaki çalışmaların yapılması planlanmak-

tadır.

Matris değişkenli slash ve matris değişkenli t dağılımlarının çarpık halleri tanımlanacaktır.

Ayrıca matris değişkenli regresyon analizinde hata matrislerinin matris değişkenli t

dağılımına sahip olduğu durum incelenecektir.
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Fakültesi İstatistik Bölümü
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