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OZET

Istatistik literatiiriine bakildiginda, bilgisayar diinyasindaki gelismelere paralel olarak veri
yapilarinda da bir degisim ve gelisim oldugu gozlemlenmektedir. Daha Once birimlere ait
tek bir degisken incelenirken, son yillarda ise birden cok degisken incelenmeye baslanmistir.
Giiniimiizde ise birimlere ait birden ¢ok degisken farkli zamanlarda veya mekanlarda incelenm-
eye baglanmistir. Bu tiir verileri modellemek i¢in artik cok degiskenli dagilimlar yerine matris
degiskenli dagilimlar tanimlanmak ve cok degiskenli dagilimlarin matris degiskenli dagilimlara

genisletilmeleri yapilmak zorunda kalinmistir.

Bu tez calismasinda genel olarak matris degiskenli dagilimlar ele alinmistir.  Lite-
ratiirde varolan matris degiskenli normal dagilima alternatif olan matris degiskenli slash
dagilimi tanimlanmigtir.  Dagilimsal 6zellikleri detayli olarak incelenmigtir. Ayrica, lite-
ratiirde tamimlanmis olan fakat detaylar1 verilmemis olan matris degiskenli t dagilimi ele
alinarak matris degiskenli normal dagilimin 6l¢gek karmasi olarak yeniden tanimlanmistir. Bu
dagilimin dagilimsal 6zellikleri detayli olarak incelenmis ve literatiirde olmayan bazi dagilimsal
ozellikleri verilmistir. Matris degiskenli slash ve matris degiskenli t dagilimina sahip rassal
matrislerin fonksiyonlarin beklenen degerleri ele alinmistir. Matris degiskenli slash ve matris
degiskenli t dagilimlarinin parametrelerini tahmin etmek i¢in EM algoritmalart verilmistir. Ve-
rilen EM algoritmalarinin parametre tahminlerini etkin olarak tahmin edip etmedigini kontrol
etmek icin simulasyon ¢aligmalari yapilmistir. Onerilen matris degiskenli slash ve t dagilimu,
matris degiskenli normal dagilima alternatif olarak robust tahminler buldugunu gostermek i¢in,

literatiirde varolan matris degiskenli bir veri setini modellemede kullanilmisgtir.

Anahtar Kelimeler: EM Algoritmasi, Matris Degiskenli Dagilimlar, Robust Tahmin Edi-

ciler, Parametre Tahmini,
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SUMMARY

Recent statistical literatures show that parallel to the improvements in computational soft-
ware, data structures have changed dramatically. Instead of considering single variables, scien-
tists consider multivariate data. More recently, the structure of the data has changed from mul-
tivariate to matrix variate. The multivariate data for units have being considered for different
time or location. Therefore, instead of having multivariate data, we have matrix variate data.
Because of this data structure, the matrix variate distributions, instead of multivariate distribu-
tions, have been proposed to model this type of data. Further, many multivariate distributions

are also extended to the matrix variate distributions.

In this thesis, matrix variate distributions are generally investigated. Matrix variate slash
distribution is defined as an alternative to matrix variate normal distribution that is around in
literature. Distributional properties of the matrix variate slash distribution are examined in
detail. Furthermore, matrix variate t distribution, which exists in literature, is redefined using
scale mixture of matrix variate normal distribution. Some distributional properties of matrix
variate t distribution are also investigated. Some properties that is not given in literature are
also obtained. Expected values of some random matrices that have matrix variate t distribution
and matrix variate slash distribution are studied. EM algorithm is given to estimate parameters
of matrix variate slash and matrix variate t distributions. Simulation study is performed to
control whether the proposed EM algorithms correctly find the estimates of the parameters.
Furthermore, a real data example is considered to evaluate the robustness of the estimators

based on the proposed matrix variate slash distribution and the matrix variate t distribution.

Keywords: EM algorithm, Matrix variate distributions, Robust estimators, Parameter esti-

mation
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1. GIRIS ve AMAC

1.1 Giris

Istatistiksel dagilimlar, ekonomi, miihendislik, sosyal bilimler, saglik bilimleri gibi bir ¢cok
uygulamali alanda kullanilmaktadir. Gergek hayatta elde edilen verilerin modellenmesi icin is-
tatistiksel dagilimlar siklikla kullanilmaktadir. Bu nedenle istatistiksel dagilimlar ve 6zellikleri
tizerine bir ¢ok calisma yapilmaktadir. Bu dagilimlar arasinda en sik kullanilan dagilim nor-
mal dagilimdir. Tek degiskenli ve ¢cok degiskenli durumlarda normal dagilim ile ilgili bir cok
calisma yapilmistir. Normal dagilima dayali istatistiksel sonu¢ ¢ikarimlari sapan gozlemlere
ve normalden daha kalin kuyruklu hatalara kars1 hassas olduklar: i¢cin son zamanlarda sapan
gozlem ve/veya daha kalin kuyruga sahip hatalar iceren veri setleri i¢in normal dagilima alter-
natif dagilimlar tantmlanmaktadir. Normal dagilima alternatif olarak daha kalin kuyruga sahip
olarak tanimlanan dagilimlardan en popiiler olanlar1 slash ve t dagilimlaridir. Her iki dagilimda
robust istatistiksel analizlerde normal dagilima alternatif olarak kullanilmaktadir (Arslan ve
Geng, 2009; Jamshidian, 2001; Kafadar, 1982; Kafadar, 2001; Kashid ve Kulkarni, 2003; Lange
vd., 1989; Morgenthaler, 1986; Roger ve Tukey, 1972). Slash ve t dagilimlar1 normal dagilimin
karmasi olarak elde edilebilmektedir. Bu yiizden her iki dagilimda normal dagilimlar ailesinin

Olcek karmasi sinifinda yer almaktadir.

Son zamanlarda matris degiskenli dagilimlar iizerine calisiimaktadir. Ornegin, Fang (1998)
simetrik matris degiskenlerin asimptotik 6zelliklerini incelemistir, Mathew vd. (1998) matris
degiskenlerin giiven bolgeleri lizerine ¢alismislardir. Bu alanda ilk ¢alismalar Hsu ve Wishart

tarafindan yapilmistir.

Matris degiskenli dagilimlarin ziraat, ekonometri, egitim, tip ve psikoloji gibi bir ¢cok alanda
uygulamalar1 yapilmaktadir. Ornegin, cok degiskenli normal teoride rneklem kovaryans mat-
risi ile ilgili caligmalarda Wishart dagilimi1 6nemli bir rol oynamaktadir. Ayrica, rassal mat-
risler ¢cok degiskenli tekrarlanan Sl¢iimler basta olmak iizere bir ¢cok alanda kullanilmaktadir.
Istatistiksel analizde gozlemlerin bagimsizlig1 kosulu siklikla kullanilmaktadir. Fakat pratikte
bu varsayim miimkiin olmayabilir. Bu tip veri setlerini analiz edebilmek i¢in,yani verideki

bagimlilik yapisin1 tanimlayabilmek i¢in matris degiskenli dagilimlar kullanilabilir.



Neudecker ve Wansbeek (1987), matris degiskenli normal dagilima sahip rassal matris-
lerin ¢arpimlarinin beklenen degerleri iizerine ¢calismiglardir. Hudak ve Richter (1996), matris
degiskenli normal dagilima sahip rassal matrislerin momentleri iizerine ¢alismislardir. Gupta ve
Varga (1992) calismalarinda matris degiskenli normal dagilimin kosullu dagilimlar yardimiyla
karakterizasyonu iizerine ¢alismiglardir. Dinh ve Nguyen (1994) rassal iki vektoriin ortak
normalligi iizerine calismislar ve bu sonuglart matris degiskenli normal dagilimin karakteri-
zasyonuna uygulamiglardir. Wang ve Lawoko (1994) calismalarinda matris degiskenli normal
dagilimin parametrelerinin tahmini ile ilgilenmislerdir. Dutilleul (1999) calismasinda matris
degiskenli normal dagilimin parametrelerinin tahmini icin en ¢ok olabilirlik (ECO) tahminlerini

Onermistir.

Dickey (1967) calismasinda, ¢ok degiskenli t ve ters t dagilimlarini matris degiskenli
durum i¢in genellemigtir. Javier ve Gupta (1985) bu dagilimin 6zelliklerini incelemislerdir.
Kibria (2006) bu dagilimi matris degiskenli eliptik dagilimlar altinda regresyon matrisi ve
gelecekteki bagiml de8iskenler matrisi icin uygulamistir. Kibria (2006) yaptig1 uygulamada
gelecekteki regresyon matrisinin dagiliminin hatalarin dagilimi matris degigkenli normal ve
matris degiskenli t oldugu durumda degismedigini gostermistir. Iranmanesh vd. (2010)
genellestirilmis matris degiskenli t dagilimimi tanimlamislardir ve bu dagilimin 6zel olarak
Dickey (1967) tarafindan tanimlanan matris degigkenli t dagilimin1 6zel hali olarak icerdigini

gostermiglerdir.

Gupta ve Varga (1994), matris degiskenli eliptik dagilimlarin yeni bir sinifin1 tanimlamiglar
ve bu sinifin bazi 6zelliklerini incelemislerdir. Gupta ve Varga (1995), diger bir ¢alismalarinda
matris degiskenli eliptik dagilimlarin, matris degiskenli normal dagilimin karmasi olarak elde

edilebilecegini gostermislerdir.

Gupta ve Nagar (2000b) matris degiskenli Beta tip /1 dagilimim1 Onermislerdir. Ayrica
onerdikleri dagilimin baz1 6zelliklerini incelemisler ve matris degiskenli Beta tip I ve tip 11

dagilimlari ile olan iligkileri {izerine ¢calismiglardir.

Gupta vd. (2001), Ng ve Kotz (1995) tarafindan onerilen ¢ok degiskenli Kummer-
Beta ve cok degiskenli Kummer-Gamma dagilim ailelerini matris degiskenli duruma

genellestirmiglerdir.



Sanchez-Manzano vd. (2002) calismalarinda gii¢ iistel dagilim ailesini matris degigkenli

duruma genellemis ve bazi 6zelliklerini ¢calismiglardir.

Bandekar ve Nagar (2003) matris degiskenli Cauchy dagilimini1 6nermisler ve 6zelliklerini
incelemislerdir. Sarr ve Gupta (2011) matris degiskenli Cauchy dagilimin 6l¢ek karmasi olarak
yeni bir dagilim tanimlamiglardir. Ayrica tanimladiklart dagilimin Cauchy dagilimnin aksine

sonlu momente sahip oldugunu gostermislerdir.

Sanchez ve Nagar (2003) merkezi olmayan matris degiskenli Dirichlet dagilimini
onermislerdir. Onerilen dagilim matris degiskenli Beta dagilimmin genellestirilmis halidir
ve cok degiskenli istatistiksel analizdeki bir ¢ok test problemi i¢in kullanigh bir dagilimdir.
Ornegin, cok degiskenli normal dagilimlarin homojenliginin testi i¢in kullanilan olabilirlik oran

test istatistigi Dirichlet matrislerinin bir fonksiyonudur.

Thabane ve Haq (2004) matris degiskenli genellestirilmigs hiperbolik dagilimi tanimlamiglar
ve Bayes analizinde uygulamasini vermislerdir. Onerilen bu dagilim Dickey (1967) tarafindan

onerilen matris degiskenli t dagilimini 6zel hali olarak icermektedir.

1.2 Amacg

Tez calismasinin amaci, literatiirde var olan matris degiskenli normal dagilima alternatif
daha kalin kuyruklu dagilimlar tanimlamaktir. Tezin ilerleyen boliimleri asagida aciklandigi

gibi diizenlenmistir.

Ikinci boliimde, matris degiskenli normal dagilim ve bu dagilimin bazi 6zellikleri
incelenmigtir. Matris degiskenli normal dagilima sahip rassal matrislerin fonksiyonlarinin bek-
lenen degerleri ele alinmistir. Ayrica matris degiskenli normal dagilimin parametre matrislerinin

tahmini a¢iklanmistir.

Uciincii boliimde, 6lcek karmasi gosteriminden faydalanilarak matris degiskenli nor-
mal dagilima alternatif olarak matris degiskenli slash dagilim tanimlanmis ve oOzellikleri
incelenmistir. Boliim 2’deki sonug¢lardan yararlanilarak matris degiskenli slash dagilima sahip

rassal matrislerin fonksiyonlarinin beklenen degerleri incelenmistir. Ayrica, matris de8iskenli



slash dagilimin parametrelerinin tahmini i¢in EM algoritmas1 yardimiyla parametre tahmin edi-

cileri onerilmistir.

Dordiincii boliimde, normal dagilimin bir diger kalin kuyruklu alternatifi olan t dagilimi
matris degigskenli durumda ele alinmistir. Gupta vd. (2013) tarafindan normal dagilimin 6lcek
karmast olarak tanimlanan matris de8iskenli t dagiliminin bazi 6zellikleri incelenmis ve daha
once elde edilmeyen bazi ozellikleri elde edilmistir. Ayrica matris degiskenli t dagiliminin
parametrelerinin tahmini i¢in en cok olabilirlik yontemi ve EM algoritmast kullanilmisgtir.

Sonug olarak iki yontemin de birbirine denk oldugu gosterilmistir.

Besinci boliimde ise, ikinci ve ligiincli boliimde tanimlanan matris degiskenli slash ve
matris degiskenli t dagilimlarinin parametre tahmin edicilerinin iddia edildigi gibi ¢alistigini

gostermek icin Monte Carlo simulasyon ¢alismas1 yapilmustir.

Altinct boliimde ise, literatiirden alinmis matris degiskenli bir veri setinin parametreleri
sapan gozlem olmamasi ve olmasi durumunda matris de8iskenli normal, slash ve t dagilimu ile

tahmin edilmistir.

Yedinci ve son boliimde ise sonug ve Oneriler ile tez calismasi tamamlanmustir.



2. MATRIS DEGISKENLi NORMAL DAGILIM

Cok degiskenli normal dagilim ¢ok degiskenli istatistiksel analiz teorisinde cok onemli
bir rol oynamaktadir. Bagimsiz ¢cok degiskenli gézlemler genellikle matrisler yardimiyla ifade
edilmektedir ve bu matrisler genellikle 6rnek gozlem matrisi olarak bilinmektedir (Roy, 1957).
Bu tip matrislerde, 6rneklemler bagimsiz ¢ok degiskenli normal dagilimdan geldiklerinde mat-
risin kolonlar1 ortak ortalama vektorleri ve kovaryans matrisleri ile bagimsiz ¢ok degiskenli nor-
mal dagilima sahiptirler. Fakat baz1 durumlarda ¢cok degiskenli gozlemlerin bagimsizlig1 kosulu
saglanmaz. Ornegin, cok degiskenli zaman serilerinde ve ¢ok degiskenli tekrarli Slciimlerde
bu kosul saglanmaz. Bu gibi durumlarda kolonlarin bagimsiz olarak cok degiskenli dagilima
sahip oldugunu sdyleyemeyiz. Artik kolonlarin ayr1 ayr1 dagilimlarina bakmak yerine matrisin
dagilimu ile ilgilenmeliyiz (Gupta, 2000a). Bu gibi durumlarda kullanilmak {izere son zaman-
larda matris degiskenli dagilimlar ¢alisilmaya baglanmistir. Cok degiskenli analizde oldugu
gibi matris de8iskenli durumlarda da normal dagilim 6nemli bir rol oynamaktadir. Bu yiizden

bu boliimde matris de8iskenli normal dagilim incelenecektir.

Matris degiskenli normal dagilim 6rneklem ¢ok degiskenli ana kitleden geldigi zaman or-
taya ¢ikmaktadir. Xxi,...,x,, Np(u,X) dagilimindan gelen n birimlik rassal drneklem olsun.

GoOzlemler matrisi
X111 ot X

X21 0 X2
X = : : = (X1y.00,Xp) =

*x/
X

xpl e xpn
seklinde ifade edildiginde X’ ~ N, , (et/,Iy @ L) olur. Burada e = (1,...,1)" seklindedir. Bu
durumda goézlemlerin matrisi matris degiskenli normal dagilima sahip olur. Matris degiskenli

normal dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu Teorem 2.2°de verilmistir.

Tanim 2.1 Eger vec(X') ~ Ny, (vec(M'), 2@ W) ise p x n boyutlu X rassal matrisi, p X n
boyutlu M ortalama matrisi ve X ® ¥ kovaryans matrisi ile matris degiskenli normal dagilima
sahiptir. Burada X (p x p) > 0, ¥ (n x n) > 0 dir. Matris degiskenli normal dagilim i¢in bundan
sonra X ~ N, (M,X,¥) gosterimi kullanilacaktir. Burada M, ortalama matrisini, ¥, siitunlar
aras1 varyans-kovaryans matrisini ve W satirlar aras1 varyans-kovaryans matrisini ifade etmek-

tedir.



Teorem 2.2 X ~ N, , (M,X,¥) ise X rassal matrisinin olasilik yogunluk fonksiyonu

1
fx (X) = (2m) 2" |g| 2" |\y|%Pen»{—§zl X -M)¥ 1 (x —M)'} X € RP*" M € RP*"
2.1)
seklindedir.

Ispat: x = vec(X’) ve m = vec(M’) olsun. x ~ N, (m,2®¥) oldugundan olasilik

yogunluk fonksiyonu
(2m) " [T etr{—% Ee¥)"' (x—m) (x—m)’}

seklindedir. Kronocker ¢arpimina iligkin 6zellikten

oW = [z ¥ 22)
olur. Ayrica trace fonksiyonunun 6zelliginden

tr{—% o) (x—m) (X—m)’} = tr{—% E'e¥!) (x—m) (X—m)’}
— tr{—%E_l X -M)¥ 1 (x —M)’} (2.3)
olur. Esitlik 2.2 ve 2.3 kullanilirsa olasilik yogunluk fonksiyonu
(2m) 2" 2| 2" || 2P erp { —%z—' (X —M)¥w (X - M)’}

seklinde elde edilir. [J

2.1 Matris Degiskenli Normal Dagilimin Ozellikleri

Teorem 2.3 X ~ N, , (M,Z,¥) ise X' ~ N, , (M',¥,Z) olur.

Ispat: Ispat icin vec(X) ile vec(X') degiskenlerinin olasilik yogunluk fonksiyonlarinda
tistel ifadelerin esit oldugunun gosterilmesi yeterlidir. Yardimci Teorem 2.4 kullanilarak bu

esitlik kolayca gosterilebilir. [J

Yardimci Teorem 2.4 A(p xm),B(nxq),C(qgxm),D(qxn),E(mxm)veX (mxn)mat-

risleri icin agagida verilen ifadeler dogrudur.



(i) vec (AXB) = (B'®@A)vec(X)

(ii) tr (CXB) = (vec(C'))' (I, ®X) vec(B)

(iii) tr (DX'EXB) = (vec (X)) (D'B' ® E) vec (X)
= (vec (X)) (BD®E')vec(X)

Matris degiskenli normal dagilimin karakteristik fonksiyonu Teorem 2.5 de verildigi gibidir.

Teorem 2.5 X ~ N, ,(M,X,¥) ise X rassal matrisinin karakteristik fonksiyonu
1
Oy (Z) = etr (iZ’M — EZ’ZZ\P) (2.4)

seklindedir.

Ispat: 0y (Z2) = Eletr(iXZ)], i = v/—1 Yardimct Teorem 2.4 kullanilirsa
E [exp{i(vec (X)) vec(Z')}] elde edilir. Bu durumda vec (X’) rassal vektériiniin karakteris-
tik fonksiyonu ile ilgileniriz. vec (X") ~ N, (vec(M") ,£®¥) oldugunu biliyoruz. Dolayistyla

vec (X') rassal vektoriiniin karakteristik fonksiyonu
1
Oy (Z) = exp {ivec (M')/ vec (Z') — Svec (Z')/ (Z@W)vec(Z') }
oldugundan Yardimci Teorem 2.4 yardimiyla X rassal matrisinin karakteristik fonksiyonu

Esitlik 2.4°de ifade edildigi gibi elde edilir. [J

X rassal matrisinin dagilimi matris degiskenli normal dagilim olmak tizere X matrisinin

elemanlarinin carpiminin beklenen degerleri Teorem 2.6°da verilmistir.

Teorem 2.6 X ~ N, ,(M,X,¥) ve M = (m;;) , £ = (0;;) ve ¥ = (ij) olsun. Bu durumda,

(i) E (xiljlxizjz) = Gii W, j, +MiyjMiy j

(i) E (xi1j1xi2j2xi3j3> = My j;Oiris W, jy T Miy j, i3V,
+Mis j300i, W jy j, + My j i j,Mis js

(iii) E (xiljlxizjzxi3j3xi4j4) =0iiyV},j,CiisVj,js T iV, j,Ciais Vi js
T0i1i3Wjy j3Oiaia VW jy jp My jiMi jo Oigis W,
1y jiMis j3Cisi Wy jp + My joMis 300V,
1 jiMiy jyCinis W j, jy + My juMin j5 01113V, 3
My jy iz 3000 Wy jy T+ iy jy My j My j3 1My jy



Ispat: Teorem 2.5°den X rassal matrisinin karakteristik fonksiyonu

Ox (2) =exp{h(Z)} (2.5)

olarak elde edilmistir. Burada

= ’Z Zmljzlj Z Z Z Zzzj‘lf]kztkcn (2.6)

i=1j= zltlklj

ve Z = (z,- j) dir. Esitlik 2.5’in z;, j, degerine gore tilirevini alirsak

Z)=exp{h(Z h(Z 2.7
720 () = exp (@)} 5 (2) @7
ve
p) p 1 p n 5 p n n
5. h(Z) = a i) mijzi =5 A LGVt X ) ) wi Vi
i i | i=1j=1 i=1j=1 i=lk=1j=1
#J

n p P n n
Z ZijVW 20+ Y 3 Y Y %V sz 2.8)
Jj=1 i=lt=1k=1,=1

i #j

0 Mu
10

L RV ST ankzllksll’l + ZthZUlG”l + Z Z‘Vnszkcf’l

t=1k=
;é ]1 7511 #il 79]1
Esitlik 2.8, Esitlik 2.7°de yerine yazilirsa
1 o
E(xij,) = —rq)x (Z2) | =my
<i1ji Z=0
elde edilir. Simdi Esitlik 2.7°nin z;, ;, de8iskenine gore tlirevini alirsak
Sy (2) = e {h(2)} | (2 @)+ o —hz)| @)
— =ex — .
9zi, 1 02irjy 0Zijy i)y 92, 02in

elde edilir. Burada %h (Z), Esitlik 2.8’de i) yerine iy ve j; yerine j, alinarak bulunur. Ayrica

Esitlik 2.8’in z;, ;, degiskenine gore tiirevi alimirsa

RY)
— h(Z)=—0C;, . 2.10
92iy j, 9Zi jy @ Vi ( )
elde edilir. Dolayisiyla,
1
E (xiiji%Xip) = 5 0x (2) | =0 j, ), +miyjimiyj,

0z, Ji ale]z Z=0



esitlifi elde edilir. Bu durumda (i) ispatlanmig olur. (ii)’nin ispat1 i¢in Esitlik 2.9'un z;, j,
degiskenine gore tiirevini alirsak

3
S 0@ = ep(h(@) |2 h@) - n(z) 2

h(Z)

azhjlzizjzzisjs aziljl azizjz aZi3j3
L0 h(Z)+ 7 hZ)~2—h(Z) @.11)
aziljlazizjz aZl'3j3 aziljlazi3j3 azizjz '
0% 0 9’
+ h(Z) h(Z)+ h(Z)
02i, j»92is j3 0zi, jy 02i, j,92iy j,0%i3 5
elde edilir. Esitlik 2.10’dan
83
h(Z)=0
azhjlazizjzazléh ( )
oldugu goriiliir. Esitlik 2.11°de, Esitlik 2.8 ve 2.10 yerine yazilirsa,
1 93
E (X, j,Xiy jpXis j = Z
(i) % 02, j, 021y j,9%i3 j5 0x (2) z’:o

Miyjy Oiais W jy jy + Mz j,Oiris W jy jy +Mi j3Oi1i W jy j, 1My jy M jo i
elde edilir. Bu durumda (ii) ispatlanmig olur. Aynmi adimlar uygulanarak benzer sekilde (iii)

ispatlanabilir. [

Sonug 2.7 X ~ N, ,(0,X,¥) olsun. Bu durumda,

(i) E (xiljlxizjz) =0V j,
(ii) E (xi, j, Xiy jpXij3) =0

(iii) E (xiljlxizjzxi3j3xi4j4) =0i1iyV}, ,0nizVj, j3 T Cii V5, j,0uis Wi, jy
T0iri3 W}y j30ui Vs jo

olur.

Ispat: Teorem 2.6’da M = 0 alirsak istenilen sonug ispatlanmis olur. [J

2.2 Matris Degiskenli Normal Dagilima Sahip Rassal Matrislerin
Fonksiyonlarimin Beklenen Degerleri

Matris degiskenli normal dagilima sahip X rassal matrisinin elemanlarinin beklenen
degerlerinin disinda X rassal matrisinin bazi fonsiyonlarininda beklenen degerleri elde edil-

meye calisilmistir. van der Merwe (1980) yaptig1 calismasinda X rassal matrisinin iz(trace)
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fonksiyonuna iligkin bazi beklenen degerleri hesaplamistir. van der Merve tarafindan elde edilen
sonuglar Teorem 2.8’de verilmistir. Nel (1977) ise yaptig1 ¢alismasinda bazi matris degiskenli
fonksiyonlarinin beklenen degerlerini hesaplamistir. Nel (1977) tarafindan elde edilen sonuglar

Teorem 2.9, 2.10, 2.11, 2.12 ve 2.13°de verilmistir.
Teorem 2.8 X ~ N, , (0,X,¥), X = (;;) ve ¥ = (\pl-j> olsun. Bu durumda herhangi bir sabit
A(p x n) matrisi ve a =0, 1,2, ... i¢in asagidaki sonuglar elde edilir.

(i) E (tr (XX")) =tr (Z)tr (\P)

(ii) E (trXX' (AA")*) = tr (Z(AA")") tr ()

(iii) E (1r* (XA')) = tr (EAPA’)

(iv) E (tr(XA’)2> — 1r (FAWA')

(v) E (tr (XA )tr (XA (AA")")) = 1r (EAPA’ (AA")")

Ispat: (i) E (tr (XX')) =E (fl flxijxij) = fl f,lE (xijxij) = .pl f,lcii\l’jj =tr(X)tr(¥)
i=1j= i=1j= i=1j=

(ii) Ispata baslamadan 6nce ¥ = X’A% déniisiimii yapalim. Bu durumda ¥ = X’A% ~
Ny (0,%, A £A%) olur. Ayrica A" LA% = <ij) olsun.
E (tr (XX’ (AA)%)) = E (tr (X'A%) (X'A%))) = E (tr (YY"))
n n n n n n
=E| X Yyipij| =X Z]E (vijvij) = '):1 ‘lel'icjj
J

l:]j:] l:1j: i=1j=

=tr(¥)tr <A’(XZA°‘> =tr(¥)tr (E (AA/)OC)

(iii) Ispata baslamadan o6nce Y = XA’ doniisiimii yapalim. Bu durumda Y ~

Ny (0,2,APA’) olur. Ayrica AYA’ = (‘l’:}) olsun.

o p\2 p P
E (1" (XA')) :E(.§1y5i> =E( X YLyiyjj

i=1j=1



P P P " ,
-y L E (yivij) = & ¥ 0ijyj; = tr (EA¥A')
i=1j=1 i=1j=1
. N2 P n P n
(iv) E (tr(XA ) ) =F 'Zl 'Zlaijaijxijxij = '21 ‘ZlaijaijE (xijxij)
1I=1j= 1=1j=
P n ,
= Zl Z aijaijj (6”\”]]) = 'Zl Zlciiaijq’jjaij =I1r (EATA )
i=1j=1 i=1j=
p n
W) E (tr <XA/)” (XA/ (AA/)a)) - <1211§1x’1a’Jleal]azjazj)
p n
=Y Zaualjalja E(x,'jxij)
i=1j=1
p n
N i)z:l El 5% (G”WN >
p n
= 21 Yy 6,,a,]\pua,1al]a,]
i=1j=1

=1r (ZAWA' (AA)*) O
Teorem 2.9 X ~ N,,.,(M,Z,'¥) olsun. Bu durumda,

(i) E(X'AX) = tr (SA') ¥+ M'AM, A (p x p)

(if) E (XAX') = tr (A"P) 2+ MAM', A (n x n)

(iii) E (XAX) = ZA"Y + MAM, A (n x p)

(iv) E (tr (AX) X) = ZA"Y + 1 (AM) M, A (n x p)

(v) E (tr (AX) X") = WAL +tr (AM)M', A (n x p)

(vi) E (1r (AX")X) = ZAY + 1t (AM') M, A (p x n)

(vii) E (tr (AX")X') = PA'L+tr (AM")M', A (p x n)
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Ispat: (i) X = (x;;) ve A = (aj;) olsun. Bu durumda X’AX matrisinin (i, j) — inci eleman
p P
Y. Y xjiapxi; olur. Teorem 2.6 yardimiyla,
—1i=1

P P p P
E(X'AX) = E (];”_Zixlialkxkj> :;;alkE (xuixej)
p

p
= Y Y au (011«%,' + mlimkj)

k=1i=1

p P pp

= v; Y Y anou+ Y Y apmiimy;
k=1l=1 k=1i=1

= tr(A'S) Y +MAM

elde edilir.

(ii) Teorem 2.3’den X' ~ N, , (M',¥,X) olur. X = (x,-j) ve A = (a,-j) olsun.

n n
Bu durumda XAX' matrisinin (i, j) — inci elemamt Y. Y xpagxj; olur. Teorem 2.6

k=11=1
yardimiyla
n n n n
E (XAX’) = E (Z inkaklle> = ZzaklE (xikle>
k=1l=1 k=11=1
n n
= Y Y au (oijwy +mimjr)
k=1l=
n1 n1 n n
= Z ZGl‘jaklwkl + Z Zmikaklmﬂ
k=1l=1 k=1l=1
= tr(AY)Z +MAM'
elde edilir.

n op
(iii) XAX matrisinin (i, j) — inci elemam Y, Y. xjxayx;; olur. Teorem 2.6 yardimiyla
k=11=1

n p n p
E@M)zE(ZZm%m>=ZZ%HMM)
k=1I=1 k=1I=1
n

P
= Y Yau (Gﬂ\lfkj +mikmzj>

k=1l=1
n p n p

= Y Y cuanyii+ Y Y miawm;
P it

= YA'¥Y+ MAM

elde edilir.
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14

n
(iv) tr (AX) X matrisinin (i, j) — inci elemani x;; . Y. agx olur. Teorem 2.6 yardimiyla
k=11=1

elde edilir.

E (tr (AX)X)

(v) tr (AX) X’ matrisinin (i, j)

elde edilir.

nop
= E (xijzzaklxlk>
= Y Y auE (xijxu)

p
k=1l=1
p

n
= Z Z A <011\If,k+mz]mlk>
kf

p
= Z ZGilaklllfjk + Z Zmijaklmlk
k=11=1 k=11=1

= YA +tr(AM)M

nop
—inci eleman xj; }, Y agxy olur. Teorem 2.6 yardimiyla

(zz) 55 (i)

k=1l=
n

Z Zakl (oW +mjimy)
k=11=

Z Z\If,kakzﬁ ji+ Z Zm JiGkiMik

k=1l=
‘PAZ+tr (AM)M'

P n
(vi) rr (AX") X matrisinin (i, j) — inci elemani x; i Y. X agxy olur. Teorem 2.6 yardimiyla
k=1I=1

elde edilir.

E(ir (AX")X) =

k=1l=

Z Zakl (Gik\l’ il +mijmkl)
k=1l=1

P n P n

Z Zcikakl\vjl + Z Zmijaklmkl
k=1i=1 k=1i=1

SAY +1r (AM') M

(x,] )3 Z“klxkl ) Z Zn:“klE (i jxu1)
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P n
(vii) tr (AX") X' matrisinin (i, j) — inci elemani x;; Y. Y. agxg; olur. Teorem 2.6 yardimiyla
k=11=1

k=1I=1 k=11=1

P n
= ZZakz (ojx Wy +mjimp)
k=1l=1

P n p n
= Z Zwilaklﬁjk + Z ijiaklmkl
k=1i=1 k=1i1=1

= YWAS+r(AM' )M

E(tr(AX')X) = E (xjiiiaklxkl> = iiamE (xjixer)

elde edilir. [

Teorem 2.10 X ~ N, , (M,X,¥) olsun. Bu durumda,

(i) E (XAXBX) = MASB'Y + XB'M'A'Y + YA'WBM
+MAMBM,A(nx p),B(nxp)

(ii) E (X'AXBX) = M'ASB™Y + tr (SB'M'A') ¥ + tr (AX) WBM
+M'AMBM, A (p x p), B(nx p)

(iii) E (X'AX'BX) = tr (ZB') M'AY + tr (AM'BE) ¥ + WA'SBM
+M'AM'BM., A(p xn),B(px p)

(iv) E (X'AXBX') = tr (B¥) M'AS + WB'M'A'S + tr (AZ) WBM'
+M'AMBM’,; A(p x p), B(n X n)

(v) E (XAX'BX') = MAWB'S + tr (AM'B®) £ + tr (A¥) SBM’
+MAM'BM’, A(nxn),B(pXxn)

(vi) E (X'AX'BX') = M'AYB'S + WB'MA'S + WA'SBM’
+M'AM'BM'; A (p x n), B(p x n)

(vii) E (XAX'BX) = tr (BE) MAY + XB'MA"Y + tr (A¥) LBM
+MAM'BM, A (nxn),B(p X p)



Ispat: (i) XAXBX matrisinin (i, j) —

rem 2.6 yardimiyla

E (XAXBX)

elde edilir.

(ii) X’AX BX matrisinin (i, j) —

yardimiyla

E (X'AXBX)

elde edilir.

15

n p n P
inci elemam Y, Y Y Y XuauXimbmoXo; olur. Teo-
k=1I1=1m=10=1

“

P
inkaklxlmbmoxoj>

lo=1

™=

4
)
11=1

>~

n
m=
p
p

)3
Z E (x,-kaklxlmbmoxogj )
)3

agE
™~
M= 7

m=1lo=1

~
I
—_
=
—_

axibmoE (XikXimXoj)

ot
Sor
Nt

lo=1

p

Z arrbmo (mikczollfm i T MmOV j + Mo jCit Vi, + MikMymMiy j>
o=1

p

Zmzkaklclo omWpj + Z Z Z Zﬁw omMuml A1k

=1 =ll=1lm=1lo=

»
I

L
T

1m=

ot
Sor
D=

~
I
_
=
I
_
ﬁ

I
* T
~ iM*
Q

n

+ Z Z Z chlalkwkm molMo j + Z Z Z Zm ik Mimb moMo j

k=1l=1m=1o= =ll=1m=1o=
MAYB'Y + ZB’M’A Y 4+ YA'YBM + MAMBM

p p n p
inci elemam Y, Y Y. XkiGkiXimbmox,j olur. Teorem 2.6
k=1l=1m=1o=1

xkiaklxlmbm()x()j>

arbmoE (xkixlmx01>

M- T
M= T
D= Tps
D~ fps
i nek

~
I
—_
=
Il
—_
3
I
—
S
Il
_

artbmo | MkiO10W,, i + MimOkoV; i + Mo Ok, + MMMy
j j

M~
M~
™=
M"u

~
I
—_
=
Il
—_
3
I
—
S
I
_

pp n P
MiitkSiobmoWmi+ Y. Y Y. Y OrobmomimaV;;

M~
M~
™=
M"u

k:ll:lm:10=1 k= 1l 1m lo=1
P n
+Z Z Z Zwlm moMMo jAkI Okl + Z Z Z kalaklmlm moMo j
k=1l=1m=1o= =ll=1lm=lo=

M'ALB"Y +tr (ZB/M’A YW +1r (AZ) WBM + M’AMBM
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p n p P
(iii) X’AX’BX matrisinin (i, j) — inci elemant Y Y Y Xki@kiXmibmoXoj olur. Teorem 2.6
k=1I=1m=10=1
yardimiyla
o p n p P
E (X'AX'BX) ELY. Y Y Y xiauxmibmoxo
k=1l=1m=1o0=1
n p p
Y X N Y aubmoE (xiixmixo))
k=1l=1m=10=1
p n p P
Z Z Z Zaklbm() (mkiGmo\lfz j T MOk Vi j + Mo jOm Wy + Myt Mo j)
k=1l=1m=10=1
p n p p p n p p
Z Z Z kaiaklllfl jOmobmo + Z Z Z Z\lfi AkiMmiDymoCio
k:ll:lm:lo:l k=li=1m=10=1
p n p
+Z Z Z Zwllaklckm moloj + Z Z Z kazaklmmlbmamOJ
k=1l=1m=1o= =ll=1lm=1lo=
tr (EB' M’A‘P +tr (AM'BE) ¥ + ‘PA YBM + M/AM BM
elde edilir.
i . P P n n
(iv) X’AX BX’ matrisinin (i, j) — inci elemam Y Y Y. XkiGkXimbmoX jo olur. Teorem 2.6
k=1t=1m=1o=1
yardimiyla
p P n n
!/
E (X'AXBX') ELY Y Y Y xuauximbmoxjo
k=1ll=1m=1o0=1

elde edilir.

agbmoE (xklemxjo)

M~
M~
™=
™=

~
I

_
=
I

_
3
I

_
:

=1

n
Z arrbmo (mkicl Wi + MimOkjVi, + M joOxiVy,, + MiiMim,m jo)
=1

Nk
-
ok

~
I
_
=
Il
_
3
I
_
:

n

kazaklcl jPmoW + Z Z Z Z\Ifw molMim0k| Ok j

o=1 =ll=1m=1o=

ok
M=
Iy

x~
I
—_
=
I
—_
I
—_

3

n

P
Z Z Z ZW:m moMM jo@kiOki + Z Z Z kalaklmlm moM jo

k=1l=1m=1o= =ll=1m=1lo=
tr (BY)M'AL +WB'M'A'E +tr (A’ 2) WBM' + M’AMBM’

+



yardimiyla

E (XAX'BX') =

17

non opop
(v) XAX'BX' matrisinin (i, j) — inci elemam Y Y Y xiakXmibmox jo olur. Teorem 2.6
k=11=1m=1o=1
n on pop
E Z Z Z Xik @k XmiDmoX jo
k=1l=1m=1o=1
non p P
Y Y N Y aubmoE (xikxmixjo)
k=1i=1m=10=1
non o p P
Z Z Z Z axibmo (MixOmjWio + MmiGijWyy + M joCim Wy ~+ MMy jo)
k=1i=1m=10=1
i P P

elde edilir.

agE

p P
Y Y miaiV,bmoOmj + Z Z Y ZGz JakIMmiDmo Yy,
1

k=1l=1m=10=1 =ll=1m=1lo=
n n p p

+Z Z Z chm moM jo@rI Wi + Z Z Z Zmlkaklmmlbmomjo
k=1l=1m=1o0=1 k=1ll=1m=1lo=

MAYB'S +tr (AM'BY) £+ tr(AY) EBM' + MAM'BM’

p n P n

(vi) X’AX'BX' matrisinin (i, j) —inci elemamt Y Y Y Y xXgiakiXmibmoXjo olur. Teorem

2.6 yardimiyla

E (X'AX'BX') =

elde edilir.

k=1l=1m=1o=1

™~
T

E(

P n
Z Zxkiaklxmlbmoxjo
=lo=1

B

=1l=

ey

»
i
T
3

D= 1D1= 3

axibmoE (XiixmiX;o)

N
M=
-

aklbmo (mleMJWlo + MOk jWio + M joOkmWi + mzkmmlm]o)

N
e
M=

~
I
_
=
I
—_
3
I
—
e
N

mkialezobmon it Z Z Z Zwiobmommlakzﬁk j

k=1l=1m=1o=1

(g

(NgE

M~
i 1=

§
)

»
]
ST

n

Z Z Z Z\thaklckm moM jo + Z Z Z Zmlkaklmmlbmomjo

k=1l=1m=1o= =ll=1m=1o=
M’A‘I’B’E+‘I’B MA'Y +WA'SBM’ +MAM BM

+
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nn p p
(vii) XAX'BX matrisinin (i, j) — inci elemam Y Y Y XikQpiXmibmoXoj olur. Teorem 2.6
k=1ll=1m=10=1
yardimiyla

™
TP
= ﬁMv

E (XAX'BX) = E(

Z xikaklxmlbmoxoj>

lo=1

aribimoE (XixXmixoj)

|
ngE
=
M~

»4
I
_
=
Il
_
3
I
Q
I
_

|
M:
ngE
M~
M~

akibmo (mikcmo\llz j T MmiCioWyj + Mo jOim Wy + Mig My Mo j)

»
I
—
=
Il
—
3
I
Q
_

S
Sl

D

kaakl\lflj moOmo + Z Z Z ch moMiml Akl Yy j

m=1lo= =li=1m=1lo=
14

non
Z Z Z chm moMo jaki Vi + Z Z Z Zmzkaklmmlbmogmw

k=1l=1m=1o= k=1l=1m=1o=
= tr(BX)MAY +XB'MA"Y +tr (A¥Y) LBM +MAM BM

»
I

—
N

[
M=
_M=

_|_

elde edilir. O

Teorem 2.11 X ~ N, ,(M,X,¥) olsun. Bu durumda,

(i) E (tr (X'AXB)X) = tr (A'S) tr (B'¥) M + SA'MB'Y + SAMBY
+tr(M'AMB)M,A(p X p), B(nxn)

(ii) E (tr (AX) XBX) = MBZA"® + SA"PBM + tr (AM) SB'P
+tr(AM)MBM,A(nx p),B(nx p)

(iii) E (tr (AX) X'BX) = M'BSA™Y +WALBM + tr (AM) tr (BX) ¥
+tr(AM)M'BM, A (nx p), B(p x p)



Bu durumda,

E (rr (X'AXB) X)
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. n p p n
Ispat: (i) rr(X’AXB)X matrisinin (i, j) —inci elemamt Y. Y. Y ¥ XpaimXmoboxxij olur.
k=1/=1m=10=1
np p n
E{YY Y Y xuamxmoborxij
k=1ll=1m=1o=1
n p p n
Y Y X Y E (xuamxmobokxij)
k=1l=1m=1o0=1
n p p n
Z Z Z Zalm okE (xljxlkxmo)
k=1l=1m=1o0=1
n p p
Z Z Z Aimbok (ml]Glkag + mlkczmwjo + mmoszlek + mz]mlkmmz))
k=1l=1m=1o0=1

elde edilir.

n P n
Z Z Z Zmzjamlclm okWos + Z Z Z Zalmalmmlkbokwjo

k=1l=1m=1o=1

n P n n p P n
+Z Z Z ZGitalmmmoboijk + Z Z Z Zmijmlkalmmmobok

k=1l=1m=1o=1 k=1l=1m=1o=1
tr (A'S)tr (B'W)M +XA'MB'Y + YAMBY +tr (M'AMB) M

~
I
—_
=
I
—_
3
I
—_
Q
Il
—_

n p n P
(i) tr (AX) XBX matrisinin (i, j) —inci elemam Y. Y. Y Y XibuX;j@moXom olur. Bu du-

rumda,

E (tr(AX)XBX)

elde edilir.

k=1l=1m=1o0=1

xikbklxljam()xom>

ns!
YO
1=
DM

o~
I
_
=
Il
_

M= 1D

Amo bklxikxljxom>

»
I
_
=
I
_
Q
I

E (amobklxikxljxom)

™M= ™

T~ Tpas

D= NS

s i s

bl
I
—
=
Il
—
3
Il
_
S
Il
_

Amobi E (xikxljxom)

M:
M~
M=
Ng

bl
I
—
=
Il
—
3
Il
_
S
I
_

M:
M"u
M=
M~

Amobi (mikﬁzo\ll jm T M1jCioWyy + MomOit Yy ; + mikmljmom>

=~
I
—_
~
I
—_
3
Il
—_
)
I
—_

n p n p
mikbklcloamowj'm + Z Z Z Z Gioamoqfkmbklmlj
k=1l= lm lo=1

M:
M"u
M=
M~

=~
I
—
)
—_
3
Il
—_
S
I
—_

P n

Z Z Z Z Gzlblekjamomom + Z Z Z Zmzkbklmljamomom

k=1l=1m=1o= k=1l=1m=1lo=
MBEA'Y + ZA "WBM +tr (AM)ZB'Y + tr(AM) MBM

+
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p P n D

(iii) tr (AX)X'BX matrisinin (i, j) — inci eleman1 Y. Y Y Y XkibwiXi jdmosXom Olur. Bu

durumda,

E (tr (AX)X'BX)

elde edilir. O

k=1l=1m=1o0=1

xkibklxljamoxom>

~
I
—_
=
I
—_
3
I
—_

M &
M= Tpage
1= TP
1= M=
i

briamoE (xkixijXom)

T
I,
=
i
I\
S
I
I
(o)
I
I

biiamo (mkiclolll jm T 1M1 jOkoWip + MomOi Y + mkimljmom)

g
M~
M:
M~

T
I,
=
i
I\
3
I
I
(o)
I
I

g
M~
M:
M'm

klbklcloamowjm + Z Z Z Z\Iflmamockobklmlj

k]l]mlol

p P
Z Z Z wabklcklamomom + Z Z Z kalbklmljamomom

k=1l=1m=1lo= =ll=1lm=1lo=
M'BXA'Y + ‘PAZBM +1tr(AM)tr (BZ) ¥ +tr (AM) M'BM

)
I,
=
i
I\
S
I
I
I

+



Teorem 2.12 X ~ N, , (M,X,¥) olsun. Bu durumda,

(i) E (XAXBXCX) = XC'WBA'Y + TA'YBYXC'Y + 1r (AZC'¥) LB'PY
+MAMBYC'Y + MAXC'M'B'"Y +XC'M'B'M'A"Y
+MAYXBYCM + XB'M'A"YCM + XA"¥YBMCM
+MAMBMCM,A(nx p),B(nxp),C(nxp)

(ii) E (X'AXBXCX) = tr (SC"WBXA") ¥ + tr (AY) WBEC'Y + WCTA'SB'Y
+M'AMBEC™Y + M'ASC'M'B™Y + tr (AMBMCY) ¥
FM'ASB'YCM + tr (AMBE)WCM + tr (AT) WBMCM
+M'AMBMCM,A(p x p),B(nxp),C(nxp)

(iii) E (XAX'BXCX) = tr (BL) SC'WA'Y + tr (A¥) EBEC'Y + LB'SC' WA
+MAM'BEC'Y +tr (MCEB) MAY +XC'M'B'MA"Y
+1r (EB) MAYCM + ZB'MA"YCM + tr (A¥) ZBMCM
+MAM'BMCM,A(nxn),B(pxp),C(nxp)

(iv) E (X'AX'BXCX) = tr (SC"®A) tr (BE) ¥ + WA'LBEC'Y + WCEBTAY
+M'AM'BEC'Y + tr (MCEB) M'AY + tr (AM/BMCE) ¥
+1r (BE) M'AYCM + tr (AM'BE) WCM + WA'SBMCM
+M'AM'BMCM, A (pxn),B(pxp),C(nxp)

(v) E(X'AXBX'CX) =tr (XC'LA")tr (BY)¥ +tr (AL) tr (CL) ¥YBY
+1r(AZC'S)WB'Y + 17 (5C) M'AMBY
Y M'ASC'MB'Y + 11 (AMBM'CE) W
+1r (BY) M'ASCM +WB'M'A'SCM
+1r (AZ) WBM'CM + M'AMBM'CM,
A(pxp),B(nxn),C(pxp)

(vi) E (X'AXBXCX') = WC'¥BTA'S + 1r (AX) tr (C¥) WBE + WCWBLAY
4 1r (WC) M'AMBE + tr (BMC¥) M'AX + WC'M'B'M'A'S
+MASBYCM' + tr (EAMB)WCM' + tr (AX) WBMCM'
+M'AMBMCM', A(px p),B(nx p),C(nxn)

21
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Ispat: (1) XAXBXCX matrisinin (i,j) — inci elemani

p
Y Y Y Y Y Y xikauXimbmoXoscsiX: j olur. Bu durumda,
k=1l=1m=1lo=1s=1t=1

E (XAXBXCX) = E(

Z Z Z Z Z inkaklxlmbmoxascstxtj>
1 1r=1

k=1l=1lm=lo=1s=1t=
n p n p np
= Z Z Z Z akibmoCst E (XikX[mxosxtj)
k=1l=1m=1lo=1s=1r=1
n p n

- Z Z Z Z Z Zaklbmocﬂ (Glt\vkjclow;ns + Gll\pkmcmwls

k=ll=1m=lo=1s=1t=
+Gl()\|kaG[[\|l]m + mlkmlmcto\lf]s + mzkm()sctl‘ll]m + mlmm()sclt“’kj

Ty j0 1oV s + My M Cio Wig + My jMosOit Wiy, + Mk Moy j)
P

n p n
— ZZ Z Z ZZG,,C;SWW moG()lalka]

k=1ll=1m=1lo=1s=1t=
n

P n P n p
+Y Y Y Y Y Y cuanVibmoSocis Vg,
s=1

k=1ll=1m=1o=1s=1t=1

n p n p n p
+ Z Z Z Z Z Zﬁiobomllfm jOKIO 1 Crs Wk
=1 s=1

k=ll=1m=1o=1s=1t=1

n p n p n p
+ Z Z Z Z Z Zmikaklmlmbmocotctswsj
1=1 1s=1

k=1l=1m=1lo=1s=1t=1

n p n Op n.p
+ Z Z Z Z Z ZmikaklﬁllCtsmsobomej
I=1m=1o=1s=1

k=1l= =1r=1

n p n p n p
+Y Y Y Y Y ) cicismsobommmanyy;
=1 s=1

k=ll=1m=1o=1s=1t=1

n p n p
+ Z Z Z Z Z ZmikaklclobomesCSfmfj
k=1ll=1m=1lo=1s=1t=1
n p n p
DI
o=ls=1t

k=1I=1m=1lo=1s=11=1

Giobommmlalk\l’ks Csty j

n p
+ Z Z Z Z Z Zcilalk“]kmbmomoscstmtj

k*ll*lm lo=1s=1t=1

+ Z Z Z Z Z Zmlkaklmlm moMosCst My j
=ll=1m=lo=1s=1t=
= ZC"PBZA ¥+3A ‘PBZC"P +1r (AXC'Y) ZB'Y
+MAMBEC'Y + MAXC'M'B"Y +XC'M'BM'A'Y

+MAYBYCM +YXB'M'A"YCM + MAMBMCM

elde edilir.
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p p n p np
.o / . . . . . . .
(i) X’AXBXCX matrisinin (i, j) — inci elemam ), Y Y ¥ Y. XkiQkiX1imbmoXosCst X1 j
k=1l=1m=1o=1s=1t=1
olur. Bu durumda,

M~
NgE

lmil
3

lo=

M~

E (X'AXBXCX) = (Z

p
Zxkzaklxlm moxoscstxt]>
k=11

Is=1t=1

I
Q
I
>
I

ngE
B
M~

- 3y

k=1l=

agibmoCst E xklemxosxt])

,_.
I
—_
I
—_

t

—

m S

n n

)4 )4
- Z Z Z Z Z Zaklbmocﬂ (lewleIOlllmv + lelplmeOWJ§

k=1ll=1m=1lo=1s=1t=
+Gk0\|lls(5tl\|fjm + mktmlmGtosz + mktmosthij + mlmmosckt‘yij

Ty 010,y + My jM I Oko Yis + My jMos Ot Yy, = MMM sy j)

n

p P n D p
= Z Z Z Z Z\Ifijcktctswsmbmocolalk
l1l=1m=1o=1

k=1l=1m=1lo=1s=1t=1

)4 ;’71 : ; n p
+ Z Z Z Z Z Z\Ifimbmocotcts‘l’o i AkIO 1k
I=lm=10=1

k=11= =ls=1r=1

p p n p n p
355 55 S vecasancubn,
I=1m=1lo=1s=1

k=1l= —1s=1r=1

p P n p n p

+ Z Z Z Z Z Zmkiaklmlmbmucatcts\lfsj
k=1l=1m=lo=1s=1t=1
p P n p n p

+ Z Z Z Z Z Zmkiaklcltctsmsob()mwmj
k=1l=1m=1lo=1s=1t=1
p P n p n p

+ Z Z Z Z Z ZWijaklmlmbmomoscstctk
k=1l=1m=1lo=1s=1t=1
p P n p n p

+ Z Z Z Z Z kaiaklclobom\llmscstmtj
k=1l=1m=1lo=1s=1t=1
p P n p n p

+ Z Z Z Z Z Zwiscstmtjaklmlmbmocok
k=1l=1m=lo=1s=1t=1

p p n p n p

+ Z Z Z Z Z ZW,’mbmomoscstmtjaklclk

k=1l=1m=lo=1s=1t=1

+Z Z Z Z Z kazaklmlm moMosCst My j
k=1ll=1m=lo=1s=1t=
= 1r (XC'YBXA') ¥ +1r (AL)PBIC'Y + YCXA'SB'Y
+M'AMBYXC"Y + M'AXC'M'B"Y +tr (AMBMCYX) ¥
+M'ALB"YCM +tr (AMBY)WYCM +tr (AX) YBMCM

+M'AMBMCM

elde edilir.
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n n p p np
e / . . . . . . .
(ili) XAX'BXCX matrisinin (i,j) — inci eleman1 '}, Y Y ¥ Y Xik Qi XmibmoXosCot X1 j
k=1l=1m=1o=1s=1t=1
olur. Bu durumda,

)4
E(XAX/BXCX) = E( inkaklxmlbmoxc)scstxtj>
t=1

~
I

ll=1m=1

Z Z ZaklbmocstE (xikxmlxosxtj)

m=lo=1s=1t=
n )4
- Z Z Z Z Z Zaklbmocst (Glt\l’kjcmolvlv + Glkatho\VJ;
k=1l=1m=1lo=1s=1t=
+610\|lk56tmwjl + mzkmmthosz + mzkmosctmwjl + mmlmosczt\vkj

Is=1

=
(ngE
~ ﬁM“
M~
M=

= ©
I
=0

agE
M~

k=11

I
_
_

MMy jOmoWys + My jMuniCio Vi + My jMosCim Wiy + Mk MosiMy j)
n

non p p p
- Z Z Z Z Z ZGileSWslalkajbmosom

k=1l=1m=1lo=1s=1t=1
n

b ponp
+ Z Z Z Z Zﬁimbmocotctsw_yjakl"plk
I=1m=1lo=1

k=11= =ls=1r=1

n n p p n p
+ Z Z Z Z Z Zciobr)mcmzcts“’skakmllj
=17 o=1s=1

k=li=1m=1lo=1s=1r=1

n n p p n p
+ Z Z Z Z Z Zmikaklmlmbm()cotCtsllfsj
k=1l=1m=1o=1s=1t=1
n n p p n p
+2.2 222 )
k=1l=1m=1o=1s=1t=1

n n p p np
+ Z Z Z Z Z ZGitCtsmsob()mmmlalk‘l!kj
I=1m=1lo=1s=1

k=1l= —1t=1

n n p p n p
T 5 F e puon
[=1m=1lo=1s=1¢
)3

Mk Qg Wl jmos Cst Gtmb mo

k=1l= =1r=1

n n p p n p
+2.2 )2 Y)Y
I=1m=1lo=1s=1

k=1l= —1t=1

GiobomMmi apeWYysCstMy j
n n p p n p

+ Z Z Z Z Z Zcimbmomoscstmtjakl\l’lk

k=1l=1m=lo=1s=1t=1

+ Z Z Z Z Z Zmzkaklmlm moMosCstMy j
=ll=lm=lo=1s=1t=
= tr (BZ) YC'WA'Y +tr (AP) LBEC'Y + LB'XC'PAY
+MAM'BEC"Y +tr (MCEB) MAY +XC'M'B'MA"Y
+1r (ZB') MAYCM + £B'MA"YCM +tr (AY) EBMCM

+MAM'BMCM

elde edilir.



P
(iv) X’AX’BXCX matrisinin (i,j) — inci elemam1 } Y Y ¥

olur. Bu durumda,

M~
M:

lmil
3

lo=

M~
(ngE

E (X'AX'BXCX) = (

~
I

11 1s=1

I
Q
I
L)
I

ngE
=
1=
M~

g

k=11

|
—_
I
—_
Il
—_
I
—_

m S 1

n n
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n p p n p
Y Xki@riXimiBimoXosCst Xt j
k=1l=1m=1lo=1s=1t=1

p
Zxkiaklxmlbmoxoscstxtj>

agibmoCst E xkzxmlxosxlj)

)4
- Z Z Z Z Z ZaklmeCSt <lewljcm01|jl€ + kaWlthOW]Y

k=1l=1m=1lo=1s=1t=

+Gkowl'56tm\|[jl + mkimmthOst + mkimosGthﬂ + mmlmoscktwl'j

MMt jOmoY1g + My jMip Oko Wis + Myt jMosOiom Wi + MMy Moshy )

14 n

p n p p
- Z Z Z Z Zwijcklcfswslalkbmocom
11=1

k=1l=1m=1lo=1s=1t=1

k=1ll=1m=1lo=1s=1t=1

P :111 p P n p
+ Z Z Z Z Z Z\lfﬂalkckmbmocotctswsj
=1

p n p p n p
EE Y Y Fwcsonbmonan,
[=1m=1o=1s=1

k=1l= =1s=1r=1

_|_
k=1l= =1s=1r=1
_|_
k=1l=1m=1o=1s=1r=1

p n p p n p

Z Z Z Z Z Zmkiaklmlmbmocotctswsj
lI=1m=1o=1s=1

p n p p n p

Z Z Z Z Z kaiakl \Vl jm()scstctmbm()
lI=1m=1o=1s=1

p n p p n p
+ Z Z Z Z Z ZWijaklmlmbm()m()scstctk
I=1m=1o=1s=1

k=1l= =ls=1r=1
p n p D
YY)
k=1l=1m=1lo=1s=1t=
P n

)
k=1l=1m=1
p n p p n p

£53

—s=1¢=

+
+

14
Zm
=1

14
Y
=1

n
Z kiQkl \V[ sCstMy j bmo Com
1

l'scstmtjaklmlmbmocok

+ Z Z Z Z Z Zwilalkckmbmomoscstmzj

k=1ll=1m=1o=1s=1t=1

+ Z Z Z Z Z kazaklmmzbmommcstmtj

k=1l=1m=1lo=1s=1t=

= tr(2C"WA")tr(BX) ‘P +WA'EBIC'Y + WCLBXAY

+tr (BL) M'AYCM + tr (MCEB) M'AY + tr (AM'BMCY) ¥

+1r (BE) M'AYCM +tr (AM'BE) WCM +YA'SBMCM

+M' AM'BMCM

elde edilir.
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c e . p p n n p p
(v) X’AXBX'CX matrisinin (i,j) —inci elemam Y. Y Y Y Y ¥ Xti@kiXimbmoXsoCsiXi j
k=1l=1m=1o=1s=1t=1
olur. Bu durumda,

n p p
E (X/AXBX/CX) = (Z Z Z Z Zxkzaklxlm moxsocstxt]>

1t=1

_
3
I
—_
3
I
—_
=
I
—_
by
I
—_

P n

n P
- Z Z Z Z Z ZaklmeCSf (leleGlSWm() + lelplmcfs\l’]()

k=1ll=1m=lo=1s=1t=
+Gkswl06tl\|!jm + mklmlmGtSWJg + mklmsoctlem + mlmmSOle‘Wij

+Mgiy 015, 1+ My jM O ks Wiy 1= My jMso Ok Wiy =+ MiiMm Moy j)
p D

p p n n
= Z Z Z Z Z\V,'jcktctscslalkbmo‘-i]om
1l=1m=1o=1

k=1ll=1m=1lo=1s=1t=1

b o onon o
+ Z Z Z Z Z Z\Ifimbmon% jAkIO1kCstOts
I=1m=1o=1

k=11= =ls=1r=1

P p n n p p
+ Z Z Z Z Z Z‘l’iobomwmjaklcltctscsk
I=1m=1lo=1s=1

k=1l= =ls=1r=1

p P n n p p

+ Z Z Z Z Z kaiaklmlmbmowojctscst
k=1l=1m=1lo=1s=1r=1
p P n n p p

+ Z Z Z Z Z Zmkiaklcltctsmsob()mwmj
k=1l=1m=1lo=1s=1r=1
p P n n p p

+ Z Z Z Z Z ZWijaklmlmbm()m()scstctk
k=1l=1m=1lo=1s=1t=1
p P n n p p

+ Z Z Z Z Z kaiaklclscstmtjbmo\l]om
k=1l=1m=1lo=1s=1t=1
p P n n p p

+ Z Z Z Z Z ZW,’obommmlalkckscstmtj
k=1l=1m=1lo=1s=1t=1

p p n n p p

+Y Y)Y Y Y ) wibmomoescamy jan o

k=1l=1m=lo=1s=1t=1

+ZZZZZZWWWHMMWU

k=1l=1m=lo=1s=1t=
= tr(2C'EA")tr (BY) ‘I’ +1tr(AX)tr (CZ)WBY +1r (AXC'Y) ¥B'Y
+tr (ZC) M'AMBY +tr (£C) M'AMBY + M'AXC'MB'Y
+1r (AMBM'CX) W +tr (B¥Y) M'ASCM +¥YB'M'A'’SCM
+tr (AX)¥YBM'CM + M'AMBM'CM

elde edilir.



pop
(vi) X’AXBXCX' matrisinin (i, j) — inci elemam Y Y ¥ ¥

n

P n
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n
Y xkiaklxlmbmoxoscstxjt

k=1l=1m=1o=1s=1t=1

olur. Bu durumda,
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k=ll=1m=1lo=1s=1t=1

p P n n n p
+ Z Z Z Z Z kaibklﬁzzazs%mcmomjo
I=1m=1lo=1s=1

k=1l= —1t=1

p P n n n p
+ Z Z Z Z Z ZWisastGrkbkzmlmCmom jo
=1 s=1

k=1ll=1m=1lo=1s=1t=1

p P n n n p
T Z Z Z Z Z kaibklcljcmolllomastmts
=1 s=1

k=1ll=1m=1lo=1s=1t=1

+
+

n p

p P n n
+ Z Z Z Z Z ZWi()Commmlblkajastmts
I=1m=1lo=1

k=1l=1m=1lo=1s=1t=1
p P n n n p

+ Z Z Z Z Z ZWimCmomjoastmtsblelk

klllmlolsltl

+ Z Z Z Z Z katbklmlmcmomjoastmls

k=1l=1m=1lo=1s=1t=
tr (CW)WALBY + tr (BZ) PCWAY. + WC'WASB'S + M'BMCPAS
+M'BEXA™YCM' +WALBMCM' +tr (CP)tr (AM) M'BL

+tr (AM)YC'M'B'S +tr (AM) tr (BL) WCM' +tr (AM) M'BMCM’
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van der Merwe (1980) ve Nel (1977) disinda Neudecker ve Wansbeek (1987), von Rosen
(1988) ve Hudak ve Richter (1996) matris degiskenli fonksiyonlarin beklenen degerlerine iligkin

caligmalar yapmiglardir.

2.3 Matris Degiskenli Normal Dagilimin Karakterizasyonu

Son yillarda, ¢ok degiskenli normal dagilimm kosullu olasilik dagilimlar1 yardimiyla
karakterizasyonu iizerine bir ¢ok calisma yapilmistir. Brucker (1979), Ahsanullah (1985),
Fraser ve Streit (1980) yaptiklar1 caligmalarinda iki degiskenli normal dagilima iligkin bazi
sonuclar elde etmislerdir. Castillo ve Galambos (1989), Brucker (1979) ve Ahsanullah (1985)
tarafindan yapilan ¢alismalardan faydalanarak iki degiskenli normal dagilim icin karakteriza-
syonun birlestirilmis bir genellestirmesini yapmustir. Fakat, Hamedani (1988), daha sonra,
Arnold ve Pourahmadi (1988) bu varsayima kars1 6rnekler vermislerdir ve ¢cok degiskenli nor-
mal dagilim i¢in kosullu normallige dayanan farkli bir karakterizasyon onermislerdir. Khatri

(1976) regresyon sayesinde ¢cok degiskenli normal dagilimin karakterizasyonunu onermistir.

Gupta ve Varga (1992) ise ¢alismalarinda ¢ok degiskenli normal dagilim ile ilgili olan bu
sonuglart matris degiskenli normal dagilima genellemislerdir. Ayrica Gupta ve Varga (1992), iki
matrisin birbirlerine gore kosullu olasiliklar1 yardimiyla ortak olasilik yogunluk fonksiyonunun
matris degiskenli normal dagilima sahip oldugunu gostermislerdir. Bunu gosterebilmek icin

asagida verilen yardimci teoreme ihtiya¢ duymuslardir.

Yardimer Teorem 2.14 X € RP*" ve Y € R7*™ ortak olasilik yogunluk fonksiyonlar1 f(X,Y)
olan iki rassal matris olsun. g;(X) ve g»(Y) marjinal fonksiyonlar1, & (X|Y) ve hy (Y|X)
kosullu olasilik fonksiyonlari olsun.  Ayrica her X € RP*" ve Y € R?™ degeri icin
f(X,Y),g1(X),g2(Y),hy (X|Y) ve hy (Y|X) fonksiyonlarinin tanimlandigini varsayalim. Oyle
bir Yy € R7*™ degeri vardir ki her X € RP*" degeri i¢in h; (Yp|X) # 0 olur. Bu durumda

ha (Y|X) by (X[Y)

FY) == o)

(2.12)

olur. Burada, k sabit bir sayidir.
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Ispat: k = g5 (Yp) olsun. Bu durumda
hy (Y|X) i (X|Y) (f (X,Y) /g1 (X)) (f (X, Y0) /g2 (Y0))

=8 Y =f(X,Y

I (61X) ) o) () R

oldugu gosterilir. [J

Teorem 2.15 X,p x n tipinde ve Y,q x n tipinde rassal matrisler olsun. YIX ~

Nyn(C+DX X5, ®) ve X|Y =Yy ~ Ny, (M,21,P) oldugunu varsayalim, burada, C; g x n,
D;gxp,Xo;qgxq, ®,nxn, M;pxn,Li;pxXp, X1 >0, >0, >0 ve Yy;n X g tipinde sabit
bir matristir. B=X;D'E; lveA=M—x,D )y 'Yy olarak tammlayalim. Bu durumda,

(X (I,—BD)~' (A+BC)
‘= (Y) ~Npan (((Iq—DB)_l (C+DA)>’
(I, —BD) "%, (I, — BD) ' BZ, o
D(I,—BD)"'%, (I,-DB) " '%, ©

(2.13)

olur.

Ispat: f(X,Y), X ve Y rassal matrislerinin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu, g1 (X),
X rassal matrisinin marjinal olasilik yogunluk fonksiyonu, g, (Y), Y rassal matrisinin olasilik
yogunluk fonksiyonu, iy (X|Yp) ve ks (Y|X) kosulu olasilik yogunluk fonksiyonlari olsun. Ispat
stiresince k sayisi sabit bir say1 olarak diisiiniilecektir. Yukarida verilen Yardimci Teorem 2.14

kullanilarak
etr{ —(C+DX))'55 (v —(C—i—DX))CI)_‘}
xetr{—z(X—M) ! (X—M)clrl}

FY) =k
etr {—%(YO—(C+DX))’251(Yo—(c+Dx))c1>—1}

= ketr{
= ketr{

elde edilir. Burada

(X=X 2057y + Y5y Y —2v'5 I C - 2XD'E; Y ) @ }

l\)lr—‘ NI*—‘

(ZQz+ZR) 2! }

I _py;l —oyla
Q= 1 2 R= 1
<—251D 5! ) * <—22;10)

olur. f(X,Y) olasilik yoginluk fonksiyonu oldugundan simetrik Q matrisi pozitif tanimli olmali

yani singiiler olmayan bir matris olmalidir. Bu yiizden

@1 -tar{ L (2 (L) oz (L))o}
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1

olacaktir. D (I, —BD)~' = (I,—~DB) ' D ve B(I,—DB) ' = (I, —BD)™' B oldugunu bili-

yoruz, bunu kullanarak kolayca gosterilebilir ki

ol (I,—BD) 'YL, (I,—BD) 'Bx,
D(I,—BD)"'Y, (I,—DB) '%,

olur. Dolayisiyla

2

1, (U,—BD)"'(A+BC)
39 R= ((Iq—DB)l(C+DA)>

olur. Bu durumda ispat tamamlanmuis olur. [

Sonu¢ 2.16 X, p x n tipinde, Y, g x n tipinde rassal matrisler olsun.

X|Y ~N,,(A+BY,%;,®) (2.14)

Y|X ~ N, (C+DX,%,,®) (2.15)

oldugunu varsayalim. Bu durumda,

¥,B = DY, (2.16)
ve
1,—BD)" ' (A+BC
z = (};) ~Np+q,n((EI:_DB;_IE;DA))), (2.17)
(I,—BD) 'YL, (I,—BD) 'Bx,
(D(IP—BD)IZI (Iq—DB)122>®CD)
olur.

Ispat: Yy = 0 alalm. O zaman, X|Y = Yy ~ Npn (A, X1, P) olur. Teorem 2.15 kullanilarak
Z rassal degiskeninin dagilimmnin 2.13 esitliginde verildigi gibi oldugu goriiliir. Eger 2.13
esitligindeki B yerine B* = X1 D'E, I alirsak, Esitlik 2.13 kullanilarak

E(X|Y)=B'Y +A

elde edilir. Bu sonug¢ Esitlik 2.14 ile kiyaslandiginda, B* = B sonucuna varilir, dolayisiyla
Esitlik 2.17 ispatlanmis olur. [J

Yukarida gosterilen karakterizasyon disinda Gupta ve Varga (1992) Teorem 2.17°de ve-

rildigi gibi karakteristik fonksiyonu kullanarak karakterizasyon yapmiglardir.
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Teorem 2.17 X,p x n tipinde ve Y,q X n tipinde rassal matrisler olsun. YIX ~
Nyn(C+DX X5, ®) ve X ~ N,,(F,Z1,P) oldugunu varsayalim. Burada, C;q x n,D;q x
D, 22,9 %X q, P;nxn,F;pxn,Xq;p X ptipinde matrislerdir. Ayrica, £ > 0,X; >0 ve & > 0’dir.

/X F v, .0’

Bu durumda,

olur.

Ispat: ¢,X ve Y rassal degiskenlerinin ortak karakteristik fonksiyonu olsun. S;p x n ve

T'; g X n matrisleri i¢in

0(S,T) = E(etr(iSX+iT'Y)) =E (etr (iS'X) Ey|x (etr (iT'Y)))

1
= E(etr(i(S+T'D)X))etr <iCT’ - zzzTclnT’)
1
= etr {i (SF+T'(C+DF)) - > ((T" (Z2+ DX D) T +S'£,S+ 282, D'T) ®) }
olur. Dolayisiyla, Z rassal matrisinin dagilimi Esitlik 2.18 de verildigi gibidir. [

Gupta ve Varga (1992) calismalarinda matris de8iskenli normal dagilimin karakterizas-
yonunun disinda Khatri (1976) tarafindan ¢ok degiskenli normal daglim icin verilen sonuglari

matris degiskenli normal dagilim i¢in genellemislerdir.

Nguyen (1997) ¢alismasinda, Ahsanullah (1985) tarafindan Onerilen sonuca benzer baska
cok degiskenli sonuclar Onermistir. Ayrica bu sonuglari ayni dagilimh satir vektorlerin
olusturdugu matris degiskenli normal dagilimin karakterizasyonu i¢in kullanmigtir. Nguyen
(1997), Ahsanullah’in (1985) iki degiskenli durum igin Onerdigine benzer bir teknik
kullanmistir ve bu teknigi matrislerle ilgili baz1 sonuglar ve reel Oklid uzay1 R" iizerindeki

lineer doniisiimlerle birlestirmistir.

Nguyen (1997) tarafindan verilen karakterizasyon Teorem 2.18 ile ifade edilmistir. Teoreme

gecmeden once teoremde kullanilacak bazi ifadelere iligkin kisa bilgiler verelim.

M, p x n tipinde rassal bir matris olsun. M matrisinin satir vektorleri Xi’ = (Xi1,---» Xin),
i =1,...,p seklinde ifade edilmigtir. vec (M") = (X], ...,XI’,)/ gOsterimi ise pn x 1 tipinde rassal

bir matrisi ifade etmektedir. Eger vec (M) vektorii = (4, ..., ,u;,)l ortalama vektorii ve p>n x
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n tipinde (Zi7 j) parcalanmis matrislerden olusan kovaryans matrisi ile pn degiskenli normal

dagilima sahip ise p x n tipindeki M matrisi, matris degiskenli normal dagilima sahiptir.

Teorem 2.18 M, p x n tipinde rassal bir matris olsun. Xl’,...,X}’7 matrisin satir vektorleri
ve MU, 1 x n tipinde ilk satir1 iceren alt matris ve M@, geri kalan p — 1 satir1 igeren
(p—1) x n tipindeki diger alt matris olsun. Xi,..., X, aym dagilimli olsunlar. Eger
vec <M (2)/) |vec <M (1)/> = X1, ortalama vektorii A’x; +b ve Xy = (Z?j) sabit pozitif taniml1 ko-
varyans matrisi ile (p — 1) n degigkenli normal dagilima sahip, burada, A”; (p — 1) n x n boyutlu

sabitler matrisi ve b = (b’z, s b;,)/; (p—1)n x 1 boyutlu sabitler vektorii, ise

(a) max{p(A;), i=2,...,p} < 1,A,...,A}, sirasiyla A" matrisinin birinci n satirindan, ikinci

n satirindan ,..., sonuncu #n satirindan olusan A matrisinin alt matrisleri olsun.

p—1 N/
b) u= lim ¥ (A{) b; her i = 2, .., p degeri icin esittir ve
—>00
p 50
p—1 N/ .
Y11= lim )} (A{) Z?I.A{, heri=2,..., p de8eri i¢in esittir. Ayrica her bir X;,i=1,...,p
P =0
vektoriiniin dagilimi ortalama vektorii u ve kovaryans matrisi X1 ile n-degiskenli normal

dagilima sahiptir.
L) Za2)

AV
boyutlu normal dagilima sahiptir. Burada, X1y = X1, X(3) = A'L11A+ X dir.

(c) M rassal matrisi (¢, ...,i/) ortalama ve & = ( ) kovaryans matrisi ile p X n

(d) cov(X1,X;) =AlE11, cov (X;,Xj) =AZNA;+Xij,i,j=2,...,n

Ispat: Bakimiz (Nguyen, 1997). O

2.4 Matris Degiskenli Normal Dagilimin Parametre Tahmini

Tek degiskenli ve cok degiskenli dagilimlarin parametrelerinin tahmininde bir ¢ok yontem
Onerilmistir. Bu yOntemler arasinda en ¢ok kullanilanlar momentler yontemi ve en c¢ok ola-
bilirlik (ECO) yontemidir. Matris degiskenli normal dagilimin parametrelerinin tahmini i¢in

Dutilleul (1999) en cok olabilirlik yontemini dnermistir.



41

X ~ Np,(M,Z,¥) ise X rassal degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu Esitlik 2.1°de
verildigi gibidir. Bu ifadenin log-olabilirlik fonksiyonu

npr - /
I=-=3 log(ZTC)—710g(|2|)—710g(|‘1’| ——er{z X, —M)¥P (X, —M)'} (2.19)

olarak elde edilir. Bu fonksiyonun parametrelere gore tiirevi almip sifira esitlenirse tahmin

ediciler Esitlik (2.20)-(2.22) de verildigi gibi elde edilir.

a% = —%Z{—z—lx,-w—l——2—1X,~\P—1+22—1Mlp—1}:o
= Y{&xe'l-z'M¥ '} =0
= M=y X=X (2.20)
i=1
o n—r{ZE—diag(Z)}—li{Z(X-—M)‘P_l(X~—M)’
oz~ 2 24 ’
—diag (X;i— M) (X;—M)")}
=0
= wI-Y Xi-M)P(X-M)
—% {nrdiag () — diag (X; — M) (X, -M))}
=0
= I= %Z L(X;— M) (2.21)
i=1
o _ p—r{z‘{f—diag(\y)}—1i{2(x-—M)2—1(X~—M)’
op-1 2 2&

—diag (Xi— M)~ (Xi—M)") }
=0

,
= prz-Y X;-Mz (X, —M)
i=1

—% {prdiag (V) —diag ((Xi —M) ! (Xi _M>/> }

|
o

1
nr

.
Y xi—-mE (X, —m) (2.22)
i=1

Y
M)



42

3. MATRIS DEGISKENLI SLASH DAGILIM

Istatistik teorisinde normal dagilima alternatif olarak bir cok dagilim 6nerilmistir. Bu
dagilimlar1 6nermedeki ama¢ normal dagilima gore daha esnek olmalar1 ve veri yapilarini daha
1yi modelleyebilmeleridir. Ayrica robust istatistiksel analizlerde sapan degerleri daha iyi mo-
delleyebilmek icin normal dagilima alternatif dagilimlar kullanilmaktadir. Robust istatistik-
sel analizde normal dagilima alternatif olarak normal dagilimin sonlu karmalar1 ve dl¢cek kar-
malar1 kullanilmistir. Sonlu karma dagilimlarin iiyeleri her zaman sabit varyansa sahiptirler. Bu

yiizden, ol¢cek karmasi dagilimlar daha esnek dagilim aileleri tiiretmektedir.

Bu boliimde, normal dagilima alternatif olcek karmasi olarak onerilen slash dagilim
matris degiskenli durumda tanmimlanacak, bazi 6zellikleri incelenecek ve parametrelerinin tah-
mini i¢cin EM algoritmasi yardimiyla tahmin denklemleri elde edilecektir. Slash dagilim nor-
mal dagilimin 6l¢ek karmasi oldugundan normal dagilima gore daha kalin bir kuyruga sahiptir.
Slash dagilim ilk olarak Roger ve Tukey (1972) tarafindan onerilmistir. Mosteller ve Tukey
(1977) dagilimin 6zelliklerini incelemistir. Daha sonra Kafadar (1982) dagilimin en ¢ok ola-
bilirlik tahmin edicilerini 6nermistir. Wang ve Genton (2006), slash dagilimi1 ¢cok degiskenli
durum i¢in tanimlamiglardir. Ayrica caligmalarinda slash dagilimin carpik halini cok degiskenli
durum i¢in tanimlamiglardir. Sonraki ¢caligmalarda tek degiskenli ve ¢ok degiskenli durumlarda
slash dagilimin bir cok genellestirmesi yapilmistir. Geng (2007), slash dagilimi tanimlarken
normal dagilimi kullanmak yerine normal dagilimin genel hali olan {istel giic dagilimini kul-
lanarak slash dagilimi genellemistir. Gomez vd. (2007) ise normal dagilimi kullanmak yerine
eliptik dagilim ailesini kullanarak tek degiskenli ve ¢cok degiskenli durumlarda bir genellestirme
yapmiglardir. Arslan (2008) ise ¢cok degiskenli durumda Wang ve Genton (2006) tarafindan
tanimlanan c¢arpik slash dagilima alternatif yeni bir ¢arpik slash dagilim tanimlamistir. Ayrica,
Arslan (2009) onerdigi carpik slash dagilim icin EM algoritmasim kullanarak parametre tah-
mini yapmistir. Arslan ve Geng (2009) ¢ok degiskenli normal dagilim yerine Kotz tip dagilimi
kullanarak slash dagilimi genellestirmiglerdir. Punathumparambath (2011, 2012, 2013), Azza-
lini tip carpik normal dagilim yardimiyla tek degiskenli carpik slash dagilim ailesini, asimetrik
laplace dagilimimi kullanarak ¢ok degiskenli asimetrik slash laplace dagilimimi ve Cauchy
dagiliminin cekirdek fonksiyonunu kullanarak carpik slash dagilim ailesini tanimlamistir.

Olivares-Pacheco vd. (2012), Gomez vd. (2007) tarafindan 6nerilen dagilimin asimetrik halini
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onermis ve Ozelliklerini incelemislerdir. Olmos vd. (2012) normal dagilim yerine yar1 nor-
mal dagilimi kullanarak slash yart normal dagilimi tanimlamis ve 6zelliklerini arastirmiglardir.
Reyes vd. (2013), uyarlanmis slash dagilimi tanimlamak icin diizgiin dagilim yerine istel
dagilimi kullanmig ve bu dagilimin karakteristiklerini elde etmislerdir. Gui vd. (2013), Olmos
vd. (2012) tarafindan tanimlanan slash yar1 normal dagilimi genellestirmis ve katlanmigs slash
normal dagilim olarak tanimladiklar1 dagilimin 6zelliklerini ortaya koymuslardir. Farnoosh
vd. (2013) carpik eliptik dagilimlar yardimiyla ¢arpik slash dagilim ailesini tanimlamislardir.
Gui vd. (2013), normal dagilim yerine epsilon yar1 normal dagilimi kullanarak, epsilon yar1
normal slash dagilimi elde etmiglerdir. Geng (2013), beta normal dagilimi kullanarak ¢arpik
slash dagilimi tanimlamis ve Ozelliklerini incelemistir. Gui (2014) ise alfa carpik normal
dagilim yardimiyla farkli bir carpik slash dagilim tanimlamistir. Ayrica Bulut ve Arslan (2015)

caligmalarinda bu boliimde elde edilen sonuglart kullanmiglardir.

Tanm 3.1 Z ~ N, ,(0,1,,1,) ve U ~ U (0,1) birbirinden bagimsiz rassal matris ve rassal
1
degisken olmak lizere X = M + YIZU 02 seklinde tanimlanan rassal matris, matris degiskenli

slash dagilima sahiptir (X ~ MVSi, , (M,X,¥,q)).

Teorem 3.2 X ~ MVSI, ,(M,%,¥,q) ise X rassal matrisinin olasilik yogunluk fonksiyonu

2 g \wyé’y(np;q, fr{z-%XM;‘P-%XM)'})

fx (X) = " — 3.1)
(2m) > [tr{zfl (X —M)P-1(X _M)/H .

seklindedir.

Ispat: Z ve U rassal degiskenlerinin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu
L 1
fzu(Z,u) = (2m)"2" etr{_izzl}

1
seklindedir. X = M +YIZU P2 dontigiimiinti kullanirsak X ve U degiskenlerinin ortak

olasilik yogunluk fonksiyonu
2
—lnp _n _p u4 ~1 —1 /
fru (Xou) = (2m) >E2 W] 2wt expq ——tr (X -M)¥ (X —M)]

olarak elde edilir. Burada doniisiim yapilirken jakobyen

JZ—X)=ud |z 39"
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seklindedir. X rassal matrisinin marjinal olasilik yogunluk fonksiyonu

nptg _ -z —£ — —
_q2r Ry (R g [ (- M)W (X - m)')

(2m)3 {or [£1 (X )t (X )]} 7

fx (X)

olarak elde edilir. n =1 ve ¥ = I, alinirsa Wang ve Genton (2006) tarafindan tanimlanan ¢ok

degiskenli slash dagilim elde edilir. [

3.1 Matris Degiskenli Slash Dagihmin Ozellikleri

Bu boliimde yeni tanimladigimiz matris degiskenli slash dagilimin bazi1 6zellikleri ince-

lencektir.

. 2
Onerme 3.3 X ~ MVSI,,,(M,Z,%¥,q)ise X | U ~ N, (M, u*az,‘y) olur.

Ispat: Z ~ Ny (0,1,,1,) oldugundan Z matrisinin olasilik yogunluk fonksiyonu
1
f2(2) = @m) " Petr { —EZZ’}

1
olur. U sabit bir say1 olmak ilizere X = M + YIZU 13 doniistimii yapildiginda doniisiime ait
jakobyen
e

JZ = X)=|ux

olarak elde edilir. Burada U verildigide X rassal matrisinin olasilik yogunluk fonksiyonu

i (X | u) = (2m) 2"

u—ﬁz‘g L7 m{—% <u—52)1 X —M)¥~ (X —M)’}
olarak elde edilir. Dolayisiyla X | U ~ N, , (M ,u_%Z,‘P> olur. []

Teorem 3.4 X ~ MVSI, ,(M,X,¥,q) ise

EX)=M (3.2)

olur.

Ispat: X rassal matrisi Z ve U bagimsiz rassal degiskenlerinin lcek karmasi olarak
yazildigindan
E(X)=Ey(Ez(X |U)) =Ey (M) =M

olarak elde edilir. Burada Onerme 3.3’den yararlanilmistir. [J
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Teorem 3.5 X ~ MVSl, ,(M,X,¥,q) ise

Cov(X) = %2@\? q>2 (3.3)

olur.

ispat: Teorem 3.4’e benzer olarak

Cov(X)=—7=XQVY, 2
0v()q2® q>

seklinde elde edilir. [J
Teorem 3.6 X ~ MVSI, ,(M,%,¥,q) ise X rassal matrisinin karakteristik fonksiyonu
Ox (T) =etr (iT'M) ¢ (tr (T'ETY)) (3.4)

seklindedir.

Ispat: Karakteristik fonksiyonun tanimi ve Onerme 3.3 kullanilarak

Oy (T) = E{etr(iXT')} =Ey [E [etr iXT'|U)]]

_2

= Ey etr{zT’M— 5 TZT‘{!}

B 2
uig
— By STT'M) ( 2 >

= er(iT'"M)Ey

-2
e”zqtr(T’ZT‘P)]

2

1
= etr lTM /e TZT\Pd
0

= etr(lTM)(p( ( 'ZT‘P))

olarak elde edilir. Burada @(v) = [e~ "2 Vdu olarak tanimlanmigtir. [J
0

Teorem 3.7 X ~MVSI, ,(M,X,¥,q) olsun. A; p x n tipinde, B; p X p tipinde, C; n x n tipinde
sabit matrisler olmak iizere ¥ = A + BXC seklinde tamimlanan rassal matrisin dagilimi, ortala-

masi A + BMC, varyans-kovaryans matrisleri sirasiyla BLB' ve C"PC olan matris degiskenli

slash dagilimdir (Y ~ MVSl, , (A+BMC,BEB',C'"¥YC,q)).
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Ispat: X rassal matrisinin olasilik yogunluk fonksiyonu

1 2
fx(X) = (2n)‘%’”’ X% ||t /u"f exp {—%tr X -M¥ ' (X-M)] }du
0

olup Y = A+ BXC doniisiimii yaparsak jakobyen degeri

J(X =Y)=B]"|c|""
olarak elde edilir. Bu durumda Y rassal matrisinin olasilik yogunluk fonksiyonu
fr(Y) = (m) " |BLB/|}|cwe|

1 2
x/u"f exp {—%n» [(BZB’)*1 (Y — (A+BMC)) (C'wC) ' (Y — (A -I-BMC))'] } du
0
2" VBB |C'PC|?

(2m)"

(0 e {5 (v — ) () (v~ () )

2

X np+q

[tr{(BZB/)_l (Y — (A+BMC)) (C’\PC)—l (Y — (A+BMC))’H

seklindedir. Dolayistyla Y ~ MV S, , (A+BMC,BXB',C"¥C,q) olur. O

3.2 Matris Degiskenli Slash Dagilima Sahip Rassal Matrislerin Fonksiy-
onlarmin Beklenen Degerleri

Bu boliimde matris degiskenli slash dagilima sahip rassal matrislerin bazi fonksiyonlarinin

beklenen degerleri incelenmistir.

Teorem 3.8 X ~ MV S, ,(0,X,%¥,q) olsun. Bu durumda ¢ > 2 igin

(i) E (rr(XX")) = q%ztr(Z) tr (W)

(ii) E (tr (XX’ (AA")*)) = —Lstr (P)tr (Z(AA")Y), A(p x n)
(iii) E (tr? (XA")) = ~Lstr (EAWA'), A(p x n)

q—2

(iv) E (tr(XA’)2> = L1r(SAWA'), A(p x n)
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(v) E (1r (XA)tr (XA (AA"))) = Lytr (EAYA' (AA)), A(p x n)

Ispat: (i) E (tr (XX")) = Ey [Exy [tr{(XX") | U}]]

|

-
=Ey _):1 .ZIEX\U (xijxij)
i=1lj=

i o
L Y xijxij

=Ey |Exu
i=1j=1

p a2
=Ey _Zl .):lu 10y
i=1j=

o -
=Ey |u q,Zl 'Zlcii\vjj
i=1j=

elde edilir.

(ii) Ispata baslamadan 6nce Y = X’A% doniisiimii yapahm. X ~ MVSI,, (0,£,'¥,q)
oldugundan Y = X'A* ~ MVSl,,(0,%¥,A*2A% q) olur Ayrica Y | U ~
2 2
N (O,‘P, u_ﬁA’O‘ZAO‘,q> olur. u~ 1A’*YA%* = ¥* olarak tammlayalim. Bu durumda

E (tr (XX' (AA")Y)) = Ey [Exy [1r (XX (AA")%) | U]]
= Ey [Eypy [tr(YY')]]

n n
=Ey Y vijyij
i=1j=1

Eyiy
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=Ey :tr(‘P) tr <u_%A’“ZA“>}

—Ey 'u—%zr(tp)tr(fvamu)}

— (zuédu) tr(¥)tr (Z(AA")%)

= Lytr(¥)1r (Z(A4)°)

elde edilir.

(iii) Ispata basglamadan o6nce Y = XA’ doniisiimii yapalim. Bu durumda Y ~

MVSi, ,(0,X,A¥A’, g) olur. Bu durumda

E(tr*(XA")) =E (tr*Y) = Ey [Eyyy [tr7Y]]

PN
=Ev |Eyly (Elyil)

[ [ p »p
=Ly EY\U (Z Z)ﬁz)ﬁ])]]
L i=1j=1

=Ey Z Z Ey\y ()’u)’JJ)]

11]1

:EU Z Zl/l qulW]]
z 1j=1

[ 2P P
=Ey |u qZZGu]WU

i=1i=1

=Ey W (ZW)



- @u?du) tr (SAWA')

elde edilir.

L tr (LAWA)

(v) E (tr(XA’)2> =Ey [EX\U [tr(XA/)ZH

Exy

i=1j=

P n
Z Z ai;ja;jXijXij

n

[ 14
Y Zlal]al]EX|U (xl_]xl])

l 1j=

£ § s {u m,,wu}]

1 1j=1

p n 2
Y Yu quzathUazj
i=1j=1

[ arr (awa’)

- (Zu‘ﬁdu> tr (ZAPA')

elde edilir.

—L tr (ZAYPA’)

(W) E (i (XA")1r (XA (A4)%)) = Ey [Exy [tr (XA 1r (XA (A4')°) ]

[ P n n
EX|U Z le]al] Z )y Z Zxklaloaomamk]]

i=1j=1 k=1l=1m=1o=1

[ p n pPp n n p
YY Yy Yy ¥y at]aloagmamkEXW (xljxkl)
l 1j=1k=1l=1m=1o0=1

n n n V4
LYY YL Y aanaal {u qozkwﬂ}]

ll]lk]l]mlol
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ap npononop .
w1} Y Y Y X X OwaijVioiAp,dy,
i=1j=1k=1/=1m=1lo=1

Ey

(}uﬁdu) tr (EAWA (AA")%)
0
= Lyt (ZAPA’ (AA')%)

elde edilir. O

Teorem 3.9 X ~ MVSl, ,(M,X,¥,q) olsun. Bu durumda ¢ > 2 i¢in

(i) E(X'AX) = _5tr (SA") ¥+ M'AM, A (p X p)
(ii) E (XAX') = ﬁtr(‘PA’)Z—i—MAM’, A(nxn)
(iii) E (XAX) = L5 TA"Y + MAM, A (n x p)
(iv) E (tr(AX)X) = q%ZZA"P—I—tr(MA)M, A(nxp)
(v) E (rr (AX)X') = #ZA‘P—Hr(AM)M’, A(nxp)
(vi) E (tr (AX')X) = ﬁzA‘P—l-tr(AM')M, A(pxn)
(vii) E (tr (AX")X') = #‘I’A'Z%—tr(AM’)M',A (pxn)
Ispat: (i) X’AX matrisinin (i, j) — inci elemam éuixkiaklxl j olur. Bu durumda

E (X'AX) = Ey [Ex|y [X"AX]]

[ P D
=Ey |Exy LZ”Z]inaklxsz

[p P
=Ey| X ZlaklEX\U [xkixs;]

[p P _2
=Ey kZUZlakz{ ”le\lfiﬁrmkim”}}
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[P P 2
=Ey | Y X {u q\ViijzalH-mkiakszjH
Le=11=1

[ 21 0P pp
=Ey |u ¢} YV 0uan+ Y. ¥ mgagm;
[ Y k=11=1

1
- ( fu—fzdu) tr(ZA) ¥ + M'AM
0

= Lotr (ZA") ¥ + M'AM

elde edilir.

n n
(i) XAX' matrisinin (i, j) — inci elemant Y, Y xjxajxj; olur. Bu durumda

E (XAX') = Ey [Ex|y [XAX']]

I n on
=Ey |Exjy {Z inkaklx_ﬂ”
i k=11=1

[n n
=Ey | X XauExuy [xikle]]

f'n n 2

=Ey| Y ):akl{ "Gij‘l’kﬂrmikmﬂ}}
K=11=1
i n n _g

=Ey|Y X {M qGij“lelk"‘mikaklmjl}
K=11=1
[ 2 n n n n

=Ey |u "kZ zZ O;jan WV + kZ ZZ Mk Qg

1
= (fu_édu) tr (YA X+ MAM'
0

= Lytr (WA') L+ MAM'

elde edilir.

nop
(ili) XAX matrisinin (i, j) — inci eleman1 Y} Y xjaxx;; olur. Bu durumda
k=11=1

E (XAX) = Ey [Ex|y [XAX]]



nop
=Ey |Exp Lzllzlxikaklxl jH

S
=Ey | L Y auExp [XikXIj]]

k=1/=1

S ,
=Ey kiuilakz{u qGil\Ifkj+mikmzj}

n p

_2
=Ey| Y X {u qGilalk\Ifkj‘i‘mikaklmlj}]
k=1/=1

Q[

:EU u

n p n p
Y Y CuanVi;+ ¥ Zmikaklmlj]
k=11=1 k=11=1

1
- ( fu_ledu) SA'Y - MAM
0

= HXAY + MAM

elde edilir.

n p
(iv) tr (AX) X matrisinin (i, j) — inci eleman1 Y, Y x;jayx olur. Bu durumda
k=11=1

E (1r(AX)X) = Ey [Exy [tr (AX) X]]

nop
=Ey |Exy [Z injaklek”
k=1/=1

S
=Ey kZUZlaklEx\U [xiszk]]

n p 2
=Ey kZ lZakz{M qGilek‘i‘mijmlk}}
=1/=1

n p

_2
=Ey| YL X {M qoilalk“’kj‘Fmijmlkakl}}
k=111

[ 2 n p n p
=Ey|u 7} Y opanV;+ L Zmijmlkakl}
k=11=1 k=1/=1

1
= (fuzdu) LAY +tr (MAYM
0
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= qiLZZA"P +tr(MA)M

elde edilir.

nop
(v) tr (AX) X’ matrisinin (i, j) — inci eleman1 Y Y xjiagxj; olur. Bu durumda
k=1/=1

E (tr(AX)X') = Ey [Ex|y [tr (AX) X']]
) .
= Ey |Exjy {Z ijiaklek”
I k=1/=1

S
=Ey | L Y auExp [ijk]]

Lk=1/=1
S ,

=Ey | X ):akz{u qul\lfik+mjimzk}
K=1/=1
e p

=Ey kZ 12 {M "Wikaklclj+mjiaklmlk}
k=1/=1

[ 2 n p n p
=Ey |u ¢ lezl\llikaklclj+kzllzlmjiaklmlk

1

- ( fu_‘zidu) WAS + tr (AM) M’
0

= VAL +tr(AM)M’

elde edilir.

P n
(vi) tr (AX") X matrisinin (i, j) — inci eleman1 Y. Y. x;jaxg olur. Bu durumda

E (1r(AX')X) = Ey [Exy [tr (AX") X]]

] b
=Ey |Ex|y {Z injakzkuH
i k=1/=1

S
=Ey kZUZlaklEx\u [xijxkz]]

. ,
=Ey kzuzlakz{ qGik‘I’jl‘f‘mijmkl}}



e p e
MDY {M qGikakzllfzﬂ-mijaklmle
=11=1

2 n p n p
u qkz Z\If,kaklﬁzj kzllzlmjiaklmlk

1
- ( fu—fzdu) SAW 4 tr (AM')M
0

= ;HIAY +1r(AM)M

elde edilir.

D

n
(vii) tr (AX") X" matrisinin (i, j) — inci eleman1 Y. Y. xjiag Xy olur. Bu durumda

E(tr (AX')X)

elde edilir. O

k=1l=1

= Ey [Ex|y [tr (AX") X']]

] .
Ey |Exy [kZUle jiaklxle

S
Ey | X Y auExy [inXkl}]

Cn
Ey kZUZ akl{u qG]lel+mjlmkl}:|

S
Ey | X X {M q‘l’ilaklcjk‘f‘mjiaklmkl}}
=121

[ 2 p n p
Ey |u "kZ ZW;laklcjk kzllzlmjiaklmkl}

1
<fu_5du) WA +1r(AM' )M’
0

WA 4 1r (AM') M
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Teorem 3.10 X ~ MVSl, ,(M,X,¥,q) olsun. Bu durumda ¢ > 2 i¢in

(i) E (XAXBX) = 45 (MAZB'¥ + TB'M'A"Y + SA'PBM)
+MAMBM, A(nx p), B(nx p)

ii) E(X'AXBX) = L (M'ALB'Y + tr (SB'M'A") ¥ + 11 (AX) WBM
q—2
+M'AMBM, A(p X p), B(nX p)

(iii) E (XAX'BX) = - (1r (BE) MA® + EB'MA™Y + 1r (AW) ZBM)
+MAM'BM, A(nxn), B(p X p)

(iv) E(X'AXBX') = -4, (1r (B¥) M/AZ + ¥B'M'A'S + 1r (AX) ¥BM')
+M'AMBM’, A(p x p), B(nxn)

(v) E (XAX'BX') = 45 (MA¥B'S +tr (AM'BY) X+ tr (AW) £BM')
+MAM'BM’, A(nxn), B(pxn)

(vi) E (X'AX'BX) = -4, (1r (EB') M'AW + tr (AM'BE) ¥ + WA'LBM)
+M'AM'BM, A(p xn), B(p X p)

vii) E (X'AX'BX") = -4, (M'AYB'Y +¥YB'MA'Y +WYA’XBM'
q—2
+M'AM'BM’, A(p xn), B(p xn)

. np on p
Ispat: (i) XAXBX matrisinin (i, j) — inci elemam Y, Y. Y Y XpidkiXimbmoXoj olur. Bu
k=1l=1m=1o0=1
durumda

E (XAXBX) = Ey |Ex|y [XAXBX]]

i n p n p
=Ey EX\U l Y Y X xkiaklxlmbm()x()j:| 1
L k=1l=1m=1o0=1

n p n p
=Ey|Y Y Y X aklbmoEX|U [xikxlmxoj}}
Lk=1l=1m=10=1

n p n p 2

=FEy Z Z Z Zaklbmo {miku_aclowmj
Lk=1l=1m=10=1

2 2
Myt 1GioWy ;i + Mo ju qGiz\Ifkm+mikmzmmojH

n p n p 2 _2
=Ey |: Z Z Z Z {u qmikaklclobmowmj +u qciobmomlmakl\ij
k=1l=1m=1o=1
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2
+u 10;ak Y nbmomo j + Mk My bmems j H

2 n P n p 2 n p n p
=Ey |u a X ¥ ¥ X miaOiobmoV,,j+u 1 X Y. X X CiobmoMmimax Wy ;
k=1l=1m=1o0=1 k=1l=1m=1o0=1
_2n p n p 2 n p n p
+u 9 Z Z Z Zcilakl\vkmbmomoj‘i‘u a Z Z Z Zmikaklmlmbmomoj
k=1l=1m=1o=1 k=1l=1m=1o=1

I
= <fu_qdu) (MALB'Y +XB'M'A"Y + YA"¥YBM) + MAMBM
0
= q%’z (MALB'Y +XB'M'A"Y + XA"¥YBM) + MAMBM
elde edilir.

p p n p
(i) X’AX BX matrisinin (i, j) —incielemant Y. Y Y Y XkiagXimbmoXoj olur. Bu durumda
k=11=1m=10=1

E (X'AXBX) = Ey |Ex|y [X"AXBX]]

[ p p n p
=Ey |Exu | L X X X XkiakXimbmoXoj
k=1l=1m=1o0=1

[p P n p

=Ey | L L L X aubmoExy [xkixlmxoj}:|
Lk=1l=1m=10=1

[p P n p _2
—Eu| L ¥ ¥ L aubuo {mu 101,
Lk=1l=1m=10=1

_2 _2
My Gk Mo ju G\, + MM j H

n p

p P 2 2
=Ey [Z L 21 21{u 4Mkiar1G10Dom WY+ U T V;iOkobomMmidik
k=1l=1m=1lo=

_2
+u AN, Doy jak Ok + MGk Mimbmony j }]

2P P P p

_2 n.p _2 n.p
=Ey [u 1Y X Y X maSiobomVyj+u 1Y, XY X W OkobomMmiaik
k=1l=1m=1o0=1 k=1l=1m=10=1

p P

_2 n p p p n p
+u 1Y Y Y Y Vi.bmwomojancu+ Y Y Y Y myaumyybmoms;
k=1l=1m=1o=1 k=1l=1m=1o=1

[\
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1

= (fuqdu) (M'AZB'Y +tr (EB'M'A") ¥ +tr (AX) WYBM) + M'AMBM
0

= 4, (M'ASB'Y +1r (SBM'A') ¥ + 1r (AS) WBM) + M'AMBM

elde edilir.

non p op
(iii) XAX'BX matrisinin (i, j) —incielemant Y. Y. Y. ¥ Xjx@giXmibmoX,; olur. Bu durumda
k=1l=1m=1o=1

E (XAX'BX) = Ey |Ex|y [XAX'BX]]

=Ey EX\U {Z )y Z szkaklxmlb 0x0]:|1

k=1l=1m=10=1

[n n
=Ey| YL X Z Z aklbmoEX|U [xlkxmlxwﬂ
Lk=1I=1m=10=1

('n n

—Ey | L 3 L ¥ aubno {mu om0y,
Lk=1l=1m=10=1

_2 _2
tmpu Gy +Moju 1GimYy + mikmmzmojH

n n p P 2 _2
=Ey |: Z lZ Zl Zl {I/t qmikaqu[ljbmocom +u qGiobommmlalkaj
k=1l=1m=1o=

_2
+u 4 Gimbmomojakl\ulk + mikaklmmlbmomoj }]

n 2onmn n p p
=E |:M 4 Z Z Z kaakl\lfl] moCom +U 4 Z Z Z Zciobommmlalk\lfkj

k=1l=1m=1o0=1 k=1l=1m=1o0=1

n n

2n n
+u 4 Z Z Z Z Oim momOJalelk+ Z Z Z Z mlkaklmmlbmom(zj
k=1l=1m=1o=1 =1l=1m=1lo=1

1

= (fu_qdu) (tr (BL)MAY +XB'MA"Y +tr (A¥Y) BM) + MAM'BM
0

= q%’z (tr (BX) MAY + XB'MA"Y +tr (A¥)LBM) + MAM'BM

elde edilir.
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p n pp
(iv) X’AX’'BX matrisinin (i, j) —inci eleman1 Y. Y Y ¥ XpiagXmibmoXoj olur. Bu du-
k=11=1m=10=1
rumda

E (X'AX'BX) = Ey |Ex|y [X'AX'BX]]

p n p

i p
=Ey |Exjy {Z Y X ):xkiaklxmlbmoxojﬂ

k=1l=1m=1o0=1

n p

[ p p
=Ey|Y Y Y X aklbmoEX|U [xkixmlxoj}l
Lk=1l=1m=10=1

[P n p p 2
=Ey | L Y Y XY aubp {mkiu quole
Lk=1l=1m=10=1

_2 _2
+myu 4 Gkollfij + My 10k, + MMy N }}

Pnpp{z 2

=Ey |:Z Z Z] | uigmkiakllecombmo+uiawijaklmlmbmocok
k=1l=1m=1o=

_2
+u 4 Wilalkckmbmomoj + mkiaklmlmbmomaj }]

2 P n P 2 P n P

_2 P 2 p
=Ey |:M a Z Z Z Z mkiakl\vljcombmo‘f‘u q Z Z Z Z \lfijaklmlmbmocok
k=1l=1m=1o=1 k=1l=1m=1o=1

2 P n n p

2 p p p p
+u 1Y Y Y Y VuauCimbmemoi+ X Y, Y X miamy,buom;
k= 11=1m=10=1 k=1=1m=1o—=1

)

= (fu_‘idu) (tr (EB)M'AY +1tr (AM'BL) ¥ +WA'SBM ) + M'AM'BM
0

= q%’z (tr (ZB')M'A‘P—H}’ (AM'BZ)‘P—}—‘PA'ZBM) + M AM'BM

elde edilir.

n n P n
(v) XAX'BX' matrisinin (i, j) —incielemant Y, Y Y ¥ Xix@giXmibmoX jo olur. Bu durumda
k=1l=1m=1o=1

E (XAX'BX') = Ey [Ex|y [XAX'BX]]

n n p

:EU |:EXU |:Z Z Z ixikaklxmlbmoxjo]}

k=1I=1m=10=1
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n n p n

=Ey|YX X X ZaklbmoEX|U [xikxmlxjo]:|
=1 Im=10=1

n n p

n 2
=Ey | X Y Y Y aubmo {mikiu 10mjoWVy,
Lk=1l=1m=10=1

2 2
T 16y, +mjolt 4 Gim Yy + Mgy, M jo H

n n p n

2 2
=Ey [k): IZ 21 1{” TMi A1 DomOmj + U 96, jAkMuibmo Y,y
—li=1m=10=

_2
+u 9 Gimbmomjoakl\ulk + mikaklmmlbmomjo }]

2 n n p n p

2 n 2on n
=Ey |:u a Z Z Z Z mikakl‘ylobomcmj‘i‘u a Z Z Z Z Gijaklmmlbmo\lfok
k=1l=1m=1o=1 k=1l=1m=1o=1

o n n p n n p n

n
+u 1 Z Z Z Z Gimbm()mj()akl“llk+ Z Z Z Zmikaklmmlbmomj()
k=1l=1m=1o=1 k=1l=1m=1o0=1

I 2
= (fu_fldu) (MA‘PB’EH—tr(AM’B‘P)Z—Hr(A‘P) EBM’) + MAM'BM’
0
= q+12 (MA‘PB’Z—}—tr(AM’B‘P)E—i—tr(A‘P) ZBM’) + MAM'BM’
elde edilir.

n n P n
(vi) XAX'BX' matrisinin (i, j) — inci elemam1 Y. Y Y Y XiayXmibmoXjo olur. Bu du-

k=11=1m=10=1
rumda
E (XAX'BX') = Ey [Ex|y [XAX'BX]]
i n n p n
=Ey EX\U {Z Y X inkaklxmlbmoxjo]‘|
L k=1l=1m=10=1

n n p

n
=Ey Z Z Z Z aklbmoEX|U [xikxmlxjo]:|
Lk=1I=1m=10=1

n n p

n 2
=Ey | X Y Y ¥ aubmo {miku 10m iV,
Lk=1l=1m=10=1

_2 _2
+mpyu 16y, +mjou "GimllfkmLmikmmlmjoH
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=Ey [): )y ):] Zl {M Mk AV 1,DomOmj + U 96, jakiMuibmo WY,y
k=1l=1m=1o=

_2
+u 1 Gimbmomjoakl\l!lk + mikaklmmlbmomjo }]

2 n n p 2 n n
=Ey {” 7)) Y Zmlkakl\lflo omcmj+” 7)) Z Z Gljaklmmlbmo\lfok
k=1l=1m=1o=1 k=1l=1m=1o=1
2n n n on
tu @}y ¥ Z Z Gim mOijakl\lIlk+ Y X Z Z mzkaklmmlbmomjo
k=1l=1m=1o=1 k=1l=1m=1o=1

)

= (fu_‘idu) (MAYB'Y +tr (AM'BY)X +tr (A¥Y)XBM') + MAM'BM’
0

= q%’z (MA‘PB'Z—l—tr (AM/B‘P)Z—I—tr (AY) ZBM/) +MAM'BM’

elde edilir.

P n P n
(vii) X’AX’'BX’ matrisinin (i, j) — inci eleman1 Y Y Y XkiarXmibmoxjo olur. Bu du-
k=1l=1m=10=1
rumda

E (X'AX'BX') = Ey [Ex)y [X'AX'BX"]|

P n
=Ly EX\U l DY Z )y xklaklxmlbmox]():H
k=1l=1m=10=1

n n p
=Ey|YL Y ¥ Z aklbmoEX|U [xklxmlxjo}}
Lk=1l=1m=10=1

('n n

p n _2
—Ey| L T L ¥ aubmo {mut 1041,
Lk=1l=1m=10=1

2 _2
FMyu 10k i, +MjolUt 4 Oy + MiiMpy M jo H

n n P n 2 _2
=Ey [): Y ):1 ):l{u M@\ 1obomOmj + 1t I, Doy aj Ok j
k=1l=1m=1o=

_2
+u IO kmbmom jo + Mg My byom jo }]

2 n n P n 2 n n P n
=Ey|u 1y Y ¥ ¥ muagV,,bomOmj+u 4Y Y Y Y ,bomMmaOx;
k=1l=1m=1o=1 k=1l=1m=1o=1
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2 n n n n p

P n n
+u 1Y Y Y Y Vi aiuSimbmomjo+ Y Y, Y, X mki@iimMpibuom o
k=1I=1m=10—1 k=1I=1m=10=1

1
= (fuqdu) (M'AYB'E +¥YB'MA'L +YA'LBM') + M'AM'BM’
0

= 4y (M'AYB'S + WB'MA'S + WA'SBM') + M'AM'BM’

elde edilir. O

Teorem 3.11 X ~MVSI, ,(M,X,¥,q) olsun. Bu durumda g > 2 i¢in

(i) E (tr (X'AXB)X) = 15 (SA'MB"Y + LAMBY +tr (¥B) tr (AX) M)
+itr (M'AMB)M, A(p X p), B(nxn)

(if) E (1r (AX) XBX) = % (tr (AM) £B'¥ + MBLA'Y + TA'¥BM)
+tr(AM)MBM, A(nx p), B(nx p)

(iii) E (tr (AX) X'BX) = L3 (tr (AM) tr (BZ) ¥+ M'BEA'¥ + WALBM)

q
)
+tr(AM)M'BM, A(nx p), B(p x p)

. n p p n
Ispat: (i) rr(X’AXB)X matrisinin (i, j) —inci elemant Y. Y. Y. ¥ XpaimXmoboxxij olur.
k=1l=1m=1o=1
Bu durumda

E (tr(X'AXB)X) = Ey [Ex|y [tr (X'AXB) X]]

n p

] o
=Ey |Exy {Z Y X ):xlkazmxmobokxin
i k=11=1m=10=1

n p p n
=Ey Z Z Z Z almbokEX|U [xlkxmoxij]:|
Lk=1l=1m=10=1

n p

p n _2
=Ey | XL L X Zazmbok{mlku 10miV,
=11 1m=1o=1

_2 _2
+mpou 4 Gli\l!kj + mjju 10 Yi, + MpMme; j }i|

n

n p p 2 _2
=Ey [Z LY X {M 1CimmiMikbroWoj U 1 Cit@lmMmobok Yy
k=1l=1m=1lo=1

2
+u 9m; i\, bokimOmr +m; jmlkazmmmobokH
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2n p p on 2mn P p on
=Ey|u X Y. ¥ X Cim@mmibioW,j+u 4 X Y. L Y CudimMmobokWy;
k=1l=1m=1o0=1 k=1l=1m=1o=1
2 n p P n n p p n
+u 1)y, Y Y Y miiViboktimOm+ X Y. X Y miimua,mmobo
k=1l=1m=1o0=1 k=1l=1m=10=1

1

= ( fu‘ﬁdu) (ZA'MB'Y + LAMBY + 11 (¥B) tr (AZ) M) +tr (M'AMB) M
0

= %5 (ZA'MB'Y + SAMBY + tr (¥B) tr (AZ) M) + tr (M'AMB) M

elde edilir.

n p n p
(i) tr (AX) XBX matrisinin (i, j) —inci elemant Y, Y. Y Y auXipXimbmoXo; olur. Bu du-
k=1l=1m=1o=1
rumda

E (tr (AX)XBX) = Ey [Exy [tr (AX) X BX])

i n p n p
=Ey |Exy {Z Y X ):aklxzkximbmoxojH
i k=1I=1m=1o=1

n p n p
=Ey | L L Y X aubmExwy [xlkximxoj}:|
k=11=1m=10=1

n p

nop )
=Ey | X L X X aubmo {mzku 1GioW,y,j
=1=1m=1o=1

_2 _2
+Mimit quoij""m()ju 107 Vi +mlkmimmoj}i|

nop

n p 2 _2
=Ey [Z LY X {M 1GiobomWy jarimik +u - MimbmoCo1aik Wy j
k=1l=1m=1lo=1

2
+u 1031 bmoMo j + Mimbmomo jagmyj }]

2n p onop 2an p nop
=Ey|u 1 X Y. X X CicbomWyjakmu+u 1Y Y. Y Y MimbmoCoraikWy;
k=1ll=1m=1o=1 k=1ll=1m=1o=1
on pon P nop onop

+u 1)y, Y Y Y cuauVi,bmomoj+ X Y. L Y minbpem,jamy
k=1l=1m=1lo=1 k=1l=1m=1lo=1

1
= ( fu‘ﬁdu) (SA'MB'Y + SAMBY + i1 (¥B) tr (AZ) M) +tr (M'AMB) M
0
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= 45 (tr (AM)XB"Y + MBXA"Y + XA"YBM) + tr (AM) MBM

elde edilir.

np pop
(iii) tr (AX) X'BX matrisinin (i, j) —incielemam Y. Y Y Y ayxjXmibmoXoj olur. Bu du-
k=1l=1m=1o0=1
rumda

E (1r (AX)X'BX) = Ey [Ex|y [tr (AX) X'BX]]

[ n p p p
=Ey |Exy | L X X X auXigXmibmoXoj
L k=1l=1m=10=1

[n p P P

=Ey | Y Y ¥ Y aubmoExy [Xuxmixo)]
Lk=1l=1m=10=1

[nP P P _2
=Ey Z Z Z Z axbmo {mlku qu{,\Vl-j
Lk=1l=1m=10=1

_2 _2
tmpitt 4Gy +Mojut 10 Yy + mlkmmimojH

np P P o 2 2
=Ey |: Y X Zl Zl {u q\llijaklmlkbmocom +u qmmibmocolalk\vkj
k=1l=1m=1lo=

_2
+u 9 \l’ikaklclmbm()m()j + mmibm()m()jaklmlk }]

2 n p

on p p P 2 p P
:EU |:M 4 Z Z Z Z Wijaklmlkbm060m+u g Z Z Z Z mmibmocolalk‘lfkj
k=1l=1m=1o=1 k=1l=1m=1o=1

2 n p

2 p p np opop
+u 1Y, Y Y Y ViaakOimbmemoj+ X Y X Y Mpibyomy jarmy
k=11=tm=1lo=1 k= 11=1m=10—=1

1
= ( fu‘ﬁdu) (tr (AM) tr (BL) W + M'BEA'Y + WALBM) +tr (AM) M'BM
0

= L5 (tr (AM) tr (BX) W + M'BEA"Y + WALBM) + tr (AM) M'BM

elde edilir. U
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Teorem 3.12 X ~ MVSl, ,(M,%X,¥,q) olsun. Bu durumda ¢ > 4 i¢in

(i) E (XAXBXCX) = % (SC"VBYA'Y + SA'WBEC'Y + 1r (ASC'¥) B'P)
+ ﬁ (MAMBXEC'Y + MAXC'M'B'Y + XC'M'B'M'A"Y
+MAXB'YCM + XB'M'A"YCM + XA"¥YBMCM)
+MAMBMCM, A(nx p), B(nx p), C(nxp)

(if) E (X'AXBXCX) = 45 (1r (ALB"YCY) ¥ +1r (AX) ¥BIC'Y + WCIA'ZB'Y)
+.5 "y, 5 (M'AMBEC'Y + M'ALC'M'B"Y +tr (AMBMCY) ¥
+M’AZB"PCM +1r(AMBE)¥WCM +tr (AY) YBMCM)
+M'AMBMCM, A(p x p), B(nxp), C(nxp)

(iii) E (XAX'BXCX) =
_|_

(tr (BE) SC'YA'Y + 17 (A¥) SBEC'Y + EB'SC'YAY)

S (MAM'BSC'Y + tr (BMCE) MAY + £C'M'B' MA'Y
7 (BE) MACM + £B'MA™SCM + tr (AW) SBMCM)

+MAM'BMCM, A(nxn), B(pxp), C(nxp)

49
-4

L

q-

(iv) E (X'AX'BXCX) = % (tr (A¥CE) r (BE) ¥ + PA'LBEC'Y + WCEBLAY)
12 (M'AM'BEC'® + tr (BMCE) M'AY + tr (AM'BMCE) ¥
17 (BE) MMAYCM + tr (AM'BZ) WCM + WA'SBMCM)
+M'AM'BMCM, A(p xn), B(pxp), C(nXp)

(v) E (X’AXBX'CX) = 45 (1r (AXCE) tr (BY) ¥ +1r (AX) 17 (CX) ¥BY +1r (ALC'E) ¥B'Y)
+L (tr (CZ)M'AMBY + M'AXC'MB'Y +tr (AMBM'CX) ¥
r (BY)M'AXCM +¥YB'M'A’SCM +tr (AX) WYBM'CM)
+M'AMBM'CM, A(p x p), B(nxn), C(px p)

(vi) E (X'AXBXCX') = 43 (YC"¥BEA'L +tr (AL) tr (C'¥) ¥BL + YCWBIAY)
+52%5 (tr (C¥) M'AMBLZ + tr (BMC'Y) M'AZ + ¥C'M'B'M'A'S
+M'AZBYCM' +tr (AMBE)YCM' +tr (AX)¥BMCM')
+M'AMBMCM', A(p x p), B(nx p),C(nxn)

Ispat: (i) XAXBXCX matrisinin (i,j) — inci elemani
p n ponp

n
Y Y Y Y Y ¥ xXuauXimbmoXosCsiX; j olur. Bu durumda
k=1l=1m=1o=1s=1t=1

E (XAXBXCX) = Ey [Exy [XAXBXCX]]

n n p

=Ey EX\U )y Z Z Z )y lekaklxlmbmoxoscstxt]}}

k=1l=1m=1lo=1s=1t=1

n n p
=FEy | L Z Z Z Y Y axbm ocstEX|U [xlkxlmxosxt]ﬂ
Lk=1l=1m=1o=1s=1t=1




n p

n p n p 2 2
—Ey|E X ¥ L X ¥ aubuocy {1 10uWu 101Y
k=1ll=1m=1o=1s=1t=1

_2 _2 _2 _2 _2
+u qGikamu quOst+u qGiOWksu qulem+mikmlmu qu‘Ost

_2 _2 _2
tmjmosit 901\ jp, + MypMosth 4 Cig Yy j + Mgy jit 4G 1oy

_2 _2
+mtjmlmu 100 W + my jMost 4 GitVim + mikmlmmosmtj}}

n P n p

n p 4
—Ey| L ¥ X ¥ ¥ L u 7 {OuciWunbnoSuan¥y
k=1ll=1m=1lo=1s=1t=1

+Gilalk\|fkmbmocotctswsj + GiobomwmjaleZtCZSWsk}

n p n p n

P _2
+X Y X Y L T u { muaumimbnoGocisVy;

k=1l=1m=1lo=1s=1t=1

+mirag Oy Ctsmsobomwmj + Oy Ctsmsobommmlalk\ij
+Mik@k1C10Dom Vs Cst Mt j + CioDomMumi A1\ Cse My
+0i1a1kY g DmoMosCsmy j }

n p n p n p
+ Z Z Z Z Z Zmikaklmlmbmomoscstmtj

k=1l=1m=1lo=1s=1t=1
= 13 (EC"¥BEA"Y + ZA"YBEC"Y + tr (AZC'Y) ZB"Y)
+;%5 (MAMBEC"Y + MAXC'M'B"Y + XC'M'B'M'A"Y

+MAYXB"YCM +XB'M'A"YCM + XA"YBMCM) + MAMBMCM

elde edilir.

n P n p
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p P
(i) X’AXBXCX matrisinin (i,j) —inci elemam Y. Y Y Y Y ¥ Xi@kiXimbmoXosCsiXi j

k=1l=1m=1lo=1s=1t=1
olur. Bu durumda

E (X’AXBXCX) = Ey [Exjy [X'AXBXCX]]

p p n P n p
=Ey EX\U LYY Xy Zxkiaklxlmbmoxoscstxtj

k=1l=1m=1lo=1s=1t=1



P P

=Ey {Z LY XX ZaklbmocstEXW [xkixlmxosxtj}‘|

k=1l=1m=1lo=1s=1t=1

p P

noponp _2 _2
~ Ey [z Y Y Y X E aubmeca {u 160y 161,
k=1ll=1m=1lo=1s=1t=1

_2 _2 _2 _2 _2

tu 10Kt 1010V s+ U 1Okt 10uY jyy + MiiMimU 1 O1oV j
) 2 2

Fmymosit 104\, + MimMostt 1O\ ~+ MMy ju- 4G 1o,y

_2 _2
+mtjmlm” 1Ok Wjs + my jmosit 40k Yy, + MyiMppNosNiy j }]

n

p p n o p P 4
=Ey| Y ¥ L ¥ ¥ L u 7 {WauSiobonVscau
k=1ll=1m=1o=1s=1t=1

FWinbmoOor C1s W jakiO1k + WisCs:O1181kOkobom Wy }

P P n p

n p 2

+E Y X Y X T u o { maumibnoGocisVy;
k=1l=1m=1lo=1s=1t=1

+my;ai Oy Ctsmsobomwmj + W;’jaklmlmbmomoscst(jtk

+Mig g G 1oDom W s Cst My j + Wi CstMy jAgMimDimoO ok

+\Vimbm0moscslmtjakl Ok }

p p n P n p
+YX Y Y Yy Zmikaklmlmbmomoscstmtj

k=1ll=1m=1o=1s=1t=1

= 45 (tr (ALB"YCY) ¥ +1r (AX) ¥BEC'Y + YCIA'LB'Y)
+;55 (M'AMBXC™Y + M'AXC'M'B"Y + tr (AMBMCY) ¥
+M'ALB"YCM + tr (AMBY)WCM +tr (AX) YBMCM)

+M'AMBMCM

elde edilir.
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nn p p np
(ili) XAX'BXCX matrisinin (i, j) —inci elemant Y. Y Y Y Y Y Xix@riXmiDmoXosCsiXi j
k=1l=1m=1o=1s=1t=1
olur. Bu durumda

E (XAX'BXCX) = Ey [Exjy [XAX'BXCX]]

p p n p

non
= Ey EX\U LZUZ Y XX inkaklxmlbmoxoscstxtj}l

=lm=lo=1s=1t=1

=Ey| X X L )3 ZaklbmocstEX|U [xikxmlxosxtj}
Lk=1l=1m=1lo=1s=1t=1

(n n p p n p 1

n n p p n p {2

_2 _2
=Ey {Z Y Y Y Y Y aubuocsqu 1Git Yy iU 10moWYis
k=1l=1m=1lo=1s=1t=1

_2 _2 _2 _2 _2
tu 1CimYu 101 js+u 10 Yyl 1CmV j + MigIMynik 4GtV j5
_2 _2 _2
+mjmosu 9 Gthjl + myymesu 4 Git\lfkj +mjgmysju 4G

_2 _2
+mtjmmlu 10 Wy + m; jMosit 10imYyy + MMy MosNiy j }}

n n p p n p

_4
—Ey|E X ¥ ¥ X Yu 1 {ouciVyanibuoCon
k=1ll=1m=1o=1s=1t=1

+Gimbmocotctswsjakl\vlk + Giobomcmtctswskakl\vlj}

n n p p n p

_2
+YX Y X Y Yu ¢ {mikaklmlmbmocotctswsj
k=1l=1m=1lo=1s=1t=1

+mikakl\|f[jbm0moscst Otm + Oir Ctsmsobommmlalklvkj
+mikalelscstmtjbm060m + Giobommmlalkascstmtj

"‘Gimbmomoscstmtjakl“’lk }

n n p p n p

+Y X X Y Zmikaklmlmbmomoscstmtj
k=1l=1m=1lo=1s=1t=1

= L (tr (BL)LC"WA"Y + tr (A¥) ZBEC'Y + LB'SC'WAY)

+ 555 (MAM'BEC™Y + tr (BMCE) MAY + XC'M'B'MA"Y



elde edilir.

+1r (BL) MAYCM + LB'MA"¥CM + tr (A¥Y) EBMCM))

+MAM'BMCM

p n p p n p
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(iv) X’AX'BXCX matrisinin (i, j) —inci elemant Y. Y. Y Y Y ¥ Xi@iiXmibmoXosCsiXi j

olur. Bu durumda

k=1l=1m=1lo=1s=1t=1

E (X'AX'BXCX) = Ey |Ex|y [X’AX'BXCX]]

I p n p p np
=Ey EX\U LY X Y X XkiQriXmiDmoXosCst Xt j
L k=1l=1m=1lo=1s=1t=1

[pn P P n p
=Ey| X X L )y ZaklbmocstEXW [xkixmlxosxtj}
Lk=1I=1m=1lo=1s=1t=1

p n p p n p

_2 _2
=Ey |:Z Y X Y Zaklbmocst{u qutWiju 10mo Vi

k=1ll=1m=1o=1s=1t=1

_2 _2 _2 _2 _2
tu IGkmYyt 1010V s+ U I0k Wit 10\ jy + MMtk 4G j

_2 _2 _2
+myimosu 9 Gtm\l’jl + My mosu 49 thwl’j + myim; ju 90pmo

_2 _2
+my jmyput 1Ok + My jMogt 9 Oy Yy 4= MMy Moy

p n p p np

_4
—Eu| L ¥ ¥ L T Xu t{WauVicuSubnoSon
k=1l=1m=1o=1s=1t=1 |

+\|filalk6kmbm0 Oot Ctswsj + W, Cr OtmbmoOokaki \Iflj }

pnp P P 2
+ Z Z Z Z Zl/l a {mikaklmlmbmocotctswsj

k=1l=1m=1lo=1s=1t=1
+mikakl\|f[jbmomoscst Otm + W,’jaklmlmbmomoscstctk

+mikakll|flscstmtjbm0(50m + l|Iiscstmtjaklmlmbmocok

+\|filalk6kmbmomoscstmtj }

l|Ils

j
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p n p P n p
+Y Y Y Y ¥ Y mgagmubmemoscsmy j
k=1ll=1m=1o=1s=1t=1

= q& (tr (APCY)tr (BL) ¥+ WA'EBEC'Y + WCLBXAY)
+# (M'AM'BEC'Y +tr (BMCY) M'AY + tr (AM'BMCX) ¥
+tr (BL) M'AYCM +tr (AM'BL) YCM +YA’LBMCM)
+M'AM'BMCM
elde edilir.

(v) X’AX'BXCX matrisinin (i, j) — inci elemani ): Z Z Z Z Zxk,aklxlm moXsoCstXi j
k=1l=1m=1o=1s=1t=1
olur. Bu durumda

E (X'AXBX'CX) = Ey [Ex|y [X’AXBX'CX]]

P n n p
=Ey EX\U |:Z )y Z Z )y Zxkzaklxlmbmoxsocstxt]}l

k=1l=1m=1lo=1s=1t=1

p n p n p

=Ey L YL X Z > ZaklbmocstEXW [xklxlmxsoxtjﬂ
Lk=1l=1m=1o=1s=1r=1

_2

P n n p
_EU |:Z Z Z Z Z Zaklb OCSI{M qcklwl] Gls"llmo

k=1ll=1m=1lo=1s=1t=1
_2 _2 _2 _2 _2
+u IOkl thSWjo+” 1Oks Yol qulem + My U ths\Vj()
_2 _2 _2
tmyimgolt 901\ j, + MypMisolh 4 Gl Yy j + My jit 4G5\,

_2 _2
+mg iyt 4 Ops Wi + Mg jisolt 4 O\, + MMy Miso 1My jH

n n p 4

P
=Ey| LY E E Y Y u { Wy amawico0ubnoSon

k=1l=1m=1lo=1s=1t=1

+Wimbm0\|fojaklclkcst6ts + Wiobom\ujmaklcltctscsk }

p n p p np 2
+E XY XY Lu it {muaimibnoV, cacs
k=1ll=1m=1lo=1s=1t=1
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+mirax;O1; CrsMsobom VW, j +V; Okl MmbmoMosCst Ok
+mik Qg O15CsiMy jbmo Wy, + Wi DomMimi A1k O sty
+\|Iimbmomos CstMy jAIO[k }
p n p p onp
+X X X XX Zmikaklmlmbmomoscstmtj
k=1l=1m=1lo=1s=1t=1
= q& (tr (AXCY)tr (BY) W +1tr (AX)tr (CEZ)¥YBY +tr (ALC'L) YB'Y)
+,%5 (tr (CE)M'AMBY + M'ALC'MB'Y + tr (AMBM'CY) ¥
+tr (BY) M'ALCM +WB'M'A’SCM +1tr (AZ) ¥YBM'CM)
+M'AMBM'CM
elde edilir.
p P n P n n
(vi) X’AXBXCX' matrisinin (i, j) —inci eleman1 Y, Y Y Y Y ¥ Xkia@iXimbmoXosCstXjt

k=1ll=1m=1lo=1s=1t=1
olur. Bu durumda

E (X’AXBX'CX) = Ey |Ex|y [X’"AXBX'CX])|

k=1ll=1m=1lo=1s=1t=1

p n n on
=Ey EX\U {Z Y X Z Y Y Xkl Ximb oxoscstxth

i n non
=Ey Z Z Z Z Z Z aklbmocvtEX|U [xklemxrlsxjt}l
Lk=1l=1m=1o=1s=1t=1

p P n P n n 2 2
—Ey|E X ¥ L L ¥ aubuocy {4 10590 101Y,
k=1l=1m=1lo=1s=1t=1
_2 _2 _2 _2 _2
tu IOt 10 oW+ U IOkt 10 ji\y,, + MMyt 4G jo Yy

_2 _2 _2
+MmyiMosit 96 i\, + MpyMosh 10k Wy + MM jrd 4G, ¢

_2 _2
+mjtmlmu 10koWYis + mjmost 10y, + MMy Moshi jt }}
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P P n n n

p _4
=Ey | Y Y Y Y Y Yu 7{WcisV,bmoCoaiCr;
k=1l=1m=1o=1s=1t=1

+\|fimbmocojaklclkcst\|lts + Wiscsthmbmosokaklclj}

p p n p n on

_2
+ Z Z Z Z Z Zu a {mikaklmlmbm()cojcstwts
k=1ll=1m=1lo=1s=1t=1

+mjray Gljbmomoscstllfz,n + vy, Ctsmsobommmlalkckj
+mjray Globom\lfmscstmtj + stcstmtjaklmlmbmocok

‘Jl‘wimbmomos CstMy jA]O1k }

P P n n

n p
+YX X Y Yy kaiaklmlmbmomoscstmjt
k=1l=1m=1lo=1s=1t=1

= 43 (PC'YBEA'L +1r (AX)tr (C¥) ¥BL + YCYBLAY)
+ 2 (tr (C¥) M'AMBE + tr (BMCY) M'AZ +¥C'M'B'M'A'L
+M'AXBYCM' +tr (AMBX)¥YCM' +tr (AX)¥YBMCM')
+M'AMBMCM’

elde edilir. O

Teorem 3.13 X ~ MVSI, ,(M,%,¥,q) olsun. Bu durumda ¢ > 4 i¢gin

(i) E (1r (XBXCX') XA) = ;45 (ZB"YCWA +1r (C¥) E°B'YA +1r (£) LB'YC'WA)
+ 525 (tr (BEM) tr (C¥) MA +tr (BMCY¥) tr (Z) MA
+XMBMCYA +tr (BEMC'"¥Y) MA + XB'M'MC"PA
+EMC'M'B"YA) +tr (MBMCM') MA

A(nxn), B(nxp), C(nxn)

(ii) E (tr (BXCX') XAX) = 43 (EBEA"PC'Y +tr (BE) tr (CW) TA"Y + ZB'EA'PCY)
L (tr (BE) tr (C¥) MAM + MALBMCY + EBMCWAM
+MASB'MC'Y + XB'MC'"VAM + tr (BMCM') $A"¥)

+tr (BMCM'YMAM, A(n x p), B(px p), C(nxn)
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(iii) E (tr (BXCX') X'AX) = 44 (tr (AZB'S)WC'Y + tr (AX) tr (BE) tr (C¥) W
+tr (ALBE)WC¥) + 45 (tr (BX) tr (C¥) M'AM
+M'AXBMCY +¥YC'M'B'’YAM + M'AXB'MC'Y
+WCM'BEAM +tr (AX) tr (BMCM') W)
+tr (BMCM'YM'AM, A(p x p), B(pxp), C(nxn)

(iv) E (tr (AX) XBXCX) = %4 (ZA'WBIC'Y + IB'YCTIA'Y + LC'"VALB'Y)
+% (MBMCXA"Y + MBLA"YCM + XA"YBMCM
+tr (AM)MBEC"Y +tr (AM) XC'M'B"Y +tr (AM) XB"¥YCM))
+tr (AM)MBMCM) ,A(nx p), B(nx p),C(nxp)

(v) E (tr (AX) X'BXCX) = ;%3 (WAZBEC'Y + tr (BY) WCEA'Y + tr (BLA"WCY) W)

+-4 (M'BMCZA"Y + M'BLA"YCM + WAXBMCM
+tr (AM) M'BECY + tr (BMCE) tr (AM) ¥
+tr(BM)tr (AM)WCM) +tr (AM) M'BMCM

(nxp), B(pxp), C(nxp)

o RO

(vi) E (tr (AX) X'BX'CX) = 45 (1 (CE) YALBY + WB'LCEA'Y + tr (BYALCE) ¥)
+,55 (M'BM'CEA"Y + M'BYAECM + PALBM'CM
+1tr (CX) tr (AM)M'BY +tr (BM'CE)tr (AM) ¥
+WB'SCMAM) +tr (AM)M'BM'CM
A(nxp), B(pxn), C(pxp)

(vii) E (tr (AX) X'BXCX') = ;45 (tr (C¥) WALBL + tr (BE) WCWAL + PC"PAZB'Y)
+.5 q 5 (M'BMCWAX + M'BEA"YCM' +WYALBMCM'
+tr (C‘P) tr (AM)M'BE +tr (AM)¥C'M'B'E
+tr(BE)tr (AM)YCM') +tr (AM) M'BMCM'
A(nxp),B(pxp), C(nxn)

Ispat: (i) tr (XBXCX') XA matrisinin (i,j) — inci elemant
Y Y ¥ Y. Xik Qi jXimbmoXosCst X Olur. Bu durumda
k=11=1m=1o=1s=1i=1

E (1r(XBXCX')XA) = Ey [Exy [tr (XBXCX') XA]]

n n n

=Ey EX\U [Z Y X Z )y lekak]xlmbmoxoscslxlt
k=1ll=1m=1lo=1s=1t=1

| I

n n non T
=Ey Z Z Z Z Z Z agj mocstEX|U [xlkxlmXOS‘xl[]
Lk=1l=1m=1o=1s=1t=1

k=1ll=1m=1lo=1s=1t=1

n p n P n n _2 _2
=Ey |:Z Y Y Y ¥y Zakjbmocst {u 161Vt 1010W s

2 2 2 2
+u 16 YU 10 Y+ U 10 Y 10V,
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2 2
+mimpmu 101,Y; s + MigMost 161,
2 2
TMymMosit 161V, + MMyt 1015,

2 2
+mymppt 1GioWYys +myMmost 16,1V,

+migmy,mosmy; |

n n

4
=Ey Z Z Z Z Z Zu 1 {Gzlclo omWinsCst Wik Ok j
k=1l=1m=1o=1s=1t=1

+0ilclob0mwmkakjcst\|fts + Giobomwm;ctswskakjcll}
n p n p non 2
+YX Y Y Y)Y Yud« {mikakjbmacolmlmcslwts
k=1ll=1m=1lo=1s=1t=1
+miak jbmoMosCst Wy, Ot + CitMymbmoMosCor Wy A

+mikakjbmocolmltctswsm + GiobomMupmim; CrsWsk Ak j

+0;my; Ctsmsobomwmkakj }

n p n P n n

+YX X Y Yy Zmikakjmlmbmomoscstmtl
k=1l=1m=1o=1s=1t=1
=4 (Z°B'PCYA +1r (CY)X*B"VA+1r (X)ZB'PC'VA)
+52%5 (tr (BEM) tr (C¥) MA +tr (BMC¥) tr (Z) MA

+EMBMCWA +tr(BEMC'¥) MA + £B'M'MC"WA

+IMC'M'B'YA) +tr (MBMCM') MA

elde edilir.
(11) tr (BXCX') XAX matrisinin (i,j) — inci elemant
n p n n

Y ¥ Z ): Y. Y Xik@riX; jbmoXosCstXmye Olur. Bu durumda
k=1I1=1m=1o=1s=11=1

E (1r(BXCX')XAX) = Ey [Ex)y [tr (BXCX') XAX]]



n p

p P n n
=Ey EX\U |:Z DD NDY inkaklxljbmoxoscstxmt}l

k=1l=1m=1lo=1s=1t=1

[np P P n n
=Ey|YX Y L L X ZaklbmocstEXW [xikxljxosxmt}
Lk=1l=1m=1lo=1s=1t=1

n p p p n n _2 _2
—Ey|E X ¥ L X ¥ aubuocy {U 10mWyn 101y,
k=1ll=1m=1lo=1s=1t=1

_2 _2 _2 _2
+u 10y it 1OmeWys+ U 10 oYU 10y

_2 _2
+mjmyju Gy, + MigpMost 4 OmiVy

_2 -2
+myjmosut 4 Gim WYy, + MMt 11V

_2 _2
FMymyju 4o Yy + MpyMost 4 OirWy

Mg jmMosyp; H

n on 4

n p p p 4
—Ey|E L ¥ ¥ X Yu 1 {CimbnoCoan¥icisV,;
k=1ll=1m=1lo=1s=1t=1

+Gilalkajbm000mcstWts + Giobomcmlalk\vkscszwtj}

n p n n

P P 2
+Y Y Y Y YYud« {mikaklmljbmocomcstwts
k=1l=1m=1lo=1s=1t=1

+mikaklclmbmomoscst\lfzj + Gimbmomoscstwtkaklmlj
+mray Globommmtctswsj + Giobommmtctswskaklmlj

+Gilalk\|[kjbm0moscstmtm }

n p n n

p P
+YXY Y Y YyYy mikaklmljbmomoscstmtm
k=1l=1m=1lo=1s=1t=1
= q% (ZBZA/TC/‘P +tr (BZ) tr (C\P) YA'Y + ZB’ZA“PC‘P)

+ 525 (tr (BE)tr (C¥) MAM + MAXBMCY

+EBMCYAM + MAYLB'MC"Y +XB'MC'YAM
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+tr(BMCM’) ZA"P) +tr (BMCM’)MAM
elde edilir.

(iii) tr(BXCX')X'AX matrisinin (i,j) — inci elemant
p n n

Z Z Z Y Y Y xwiaix; jbmoXosCsiXme olur. Bu durumda
k=1l=1m=1o=1s=1t=1

E (tr(BXCX')X'AX) = Ey [Exy [tr (BXCX') X'AX]]

P n n
=Ey EX\U |:Z Y Z Z Y Zxklaklxljbmoxoscstxmt}}

k=1l=1m=1lo=1s=1t=1

[ non
=Ey Z Z Z Z Y X aklbmocstEX|U [xklejxosxmt}:|
Lk=1l=1m=1o=1s=1t=1

14 n n

=Ey |:Z Z Z Z Z Zaklbmocst{u qckmwltu quosz
k=1l=1m=1lo=1s=1t=1

_2 2 _2 2
tu 10KVt 10moVs+ U 10kt 10y
_2 _2
+myimy i 1CmoW; g + MgiMost 4 OmiVy
_2 2
1y jMosit 1Okm Wiy + MiiMmelt G0V jg
_2 _2
+mmtmlju 1OkoWis + MmMosU 1 leWij

MMy jmo sy H

n n

4
—Ey | L ¥ ¥ 53 L umt {wient auciobonOm

k=1ll=1m=1lo=1s=1t=1

TV O 1kbmoComCst Wis + WisCst Wy jaklﬁzmbmo%k}

p P P P n n

_2
+Y Y Y YYYuds {mkiaklmljbmocomcslwm
k=1ll=1m=1lo=1s=1t=1

+MyiAk O 1mbmoMosCst \V[_ j + W, Crshigg bomOmiarimy j

+my;agg Globommmtctswsj + Wiscstmmtbmocokaklmlj
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+Wijaklclkbmomoscstmmt }

n n

p P P P
+Y Y Y Yy kaiaklmljbmomoscstmmt
k=1l=1m=1lo=1s=1t=1

= L3 (tr (ALB'S)WC'P + tr (AX) tr (BE) tr (C) ¥+ tr (AZBE) WCW)
+2%s (tr (BE) tr (C¥) M'AM + M'AZBMCY + WC'M'B'EAM
+M'ASB'MC'Y +WCM'BIAM + tr (AX) tr (BMCM') @)
+tr (BMCM') MAM

elde edilir.

n p n p n p
(iv) tr (AX) X BXCX matrisinin (i, j) —incielemant Y. Y Y Y ¥ ¥ XibuXimCmoXo jastXss
k=1l=1m=1lo=1s=1t=1
olur. Bu durumda

E(1r(AX)XBXCX) = Ey [Ex|y [ tr (AX) XBXCX]]

n nop
=Ey EX\U |:Z Y X Z )y szkbklxlmcmoxwastxts}}

k=1l=1m=1lo=1s=1t=1

[ n n n p
=Ey | L Z )y Z YL bklcmoastEX|U [xzkxlmxoﬂctsﬂ
Lk=1l=1m=1o=1s=1t=1

n n n p
|:Z Y X Z Y Y brcmoas: {u qczt\l]ksu qclowm]
k=1ll=1m=1lo=1s=1t=1

_2 _2 _2 _2

+u 16; Yy, U qu\lfsj +u ‘10,'0\|iju EAS7A
_2 _2

Tt 1Oy + MigMoju 10y g,
_2 _2

FMmMojit 4 GitYis + MigMyst 101Y,y, j
_2 _2

+rysmpuu 4 Gi()\llkj + Myl jU 4 Gil\lfkm

MMM [ s H
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n p n P n p 4
—Ey| L ¥ X ¥ ¥ L u 7 { utusWubkiSioConV;
k=1l=1m=1lo=1s=1t=1

+0itb1kWignCmoOotAts Wy j + CioCom Vs dst Or1bik Wy, j}

n n n p 2
+3 L L L L Lut {mubummcniuasy,,
k=1ll=1m=1lo=1s=1t=1

+mikbii 1AtV CmoMo j + CirArs W i Dt My CrnoMo j
+mixby Glocomwmjastmts + Giocommmlblkajastmts

+Gilblkl|lkmcmom0jastmts }

n p n P n p

+YX X Y XX Zmikbklmlmcmomojastmts
k=1l=1m=1lo=1s=1t=1

= q% (XA'WBEXC'Y + LB'"PCLA'Y + XC"PALB'YP)
+ﬁ (MBMCXA"Y + MBXA"PCM + XA"YBMCM
+tr (AM)MBEXC'Y +tr (AM)XC'M'B"Y + tr (AM) B"PCM)
+tr(AM)MBMCM
elde edilir.

(V) tr (AX)X'BXCX matrisinin (i,j) — inci elemant
n

p
Z ): Z ): Yy Zxk,bklxlmcmoxojas,x,s olur. Bu durumda
k=1ll=1m=1lo=1s=1t=1

E( tr(AX)X'BXCX) = Ey [Exy | tr (AX) X'BXCX]]

)4 n n p
=Ey EX\U |:Z Y X Z Y Zxklbklxlmcmoxwastxts}}

k=1ll=1m=1lo=1s=1t=1

P p n p

=Ey | L X Z Z )y ZbklcmoastEXW [xklemx()jxts}:|
Lk=1l=1m=1o=1s=1t=1

p p n P n p _2 _2
—Ey|L ¥ T ¥ ¥ ¥ bucnods {u 10uWu 105y,

k=1ll=1m=1o=1s=1t=1
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_2 _2 _2 _2
tu 10Kttt 1010+ U I0k; iU 10,

_2 _2
tmyimymit 101V j + MyiMojit 4Gy Yy,
_2 _2
tMypMojit 9Ck i + MMyt 4Gy,

_2 _2
TMpsmMymit 90o Y, j + MysMojib 10k iy,

MMM My s H

n p n p

p P _4
—Ey| L ¥ X ¥ ¥ L u {WianOubuSioconV
k=1ll=1lm=1lo=1s=1t=1

Vi CmoCotArs Yy ;biiO1k + Y, jbklcnazsllfsmcmoﬁok}

p p n p np

_2
+E ¥ ¥ Y L L u { mubumincnoSodisV,

k=1l=1m=1lo=1s=1t=1

+myibiiG 115V sy, CmoMo j + Wis@st Otk bramym CimoMmo
+myiby Glocom\lfmjastmts + Wjjbklmlmcmocokaslmls

+Wimcmomojbklclkastmts }

p P n p n p

+X X X XX kaibklmlmcmomojastmts
k=ll=1m=1o=1s=1t=1

= L (WAZBIC'Y +1r (BL) WCIA"Y + tr (BEA'PCE) P)

+;%5 (M'BMCEA"Y + M'BXA"YCM + WALBMCM
+1r (AM) M'BEC'Y + tr (BMCE) tr (AM) ¥ + tr (BE) tr (AM) $CM)
+tr (AM) M'BMCM

elde edilir.

(vi) rr (AX)X'BX'CX matrisinin (i,j) — inci elemant
pn p ponp
Y'Y Y Y Y Y xibiXmiCmoXojasXes olur. Bu durumda
k=ll=1m=1o=1s=1t=1



E(1r(AX)X'BX'CX) = Ey [Exy [ tr (AX) X'BX'CX]]

[ p n p p onp
=Ly EX\U LY X )y Zxkibklxmlcmoxojastxts
L k=1ll=1m=1lo=1s=1t=1

[pn P P np
=Ey|YX X L L X ZbklcmoastEXW [xkixmlxojxts}
Lk=1/=1m=1lo=1s=1t=1

p n p p n p {2

_2 _2
=Ly [Z Y X Y Y bucmoas U 10k YU qcmowlj
k=1ll=1m=1lo=1s=1t=1

_2 _2 _2 _2
tu IGkmYyut 1010+ U 10k iU 10mYy

_2 _2
+myimy w4 Gtowsj + MyiMmp it 10 Yg
_2 _2
+mmlm0ju 101 Wy + Myt 4 Gmole
_2 _2
sy u 4 Gko‘l’ij + mysmp i 90k

MMM jMy s H

p n p p np

_4
=Ey Z Z Z Z Zu g {W;’sastGtkbkl\uljcmocom
k=1ll=1m=1lo=1s=1t=1

+\|filblk6kmcmocolalswsj + l|Iijbkl\lflsastGtmcmoﬁok}

p p n p n p

_2
+E ¥ Y YL L ut { mubummcnoSodisV,

k=1l=1m=1lo=1s=1t=1

+mkibkl\|flsast6tmcmomoj + Y st Gtkbklmmlcmomoj
+mkibkl v, jcmacomastmts +V; jbkl Ml CmoOokAst My s

+Wilblk6kmcmomojastmts }

p n p P np

+X X X Y Zmkibklmmlcmomojastmts
k=1l=1m=1lo=1s=1t=1

= L (1r(CZ) WASBY + WB'LCIA"Y + tr (BPALCE) ¥)

+;55 (M'BM'CEA"Y + M'BYAXCM + PALBM'CM

79
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+1r(CZ)tr (AM)M'BY + tr (BM'CE) tr (AM) ¥ + WB'SCMAM)
+tr(AM)M'BM'CM

elde edilir.

(vii) tr (AX)X'BXCX' matrisinin (i,j) — inci elemant

P P n n np
Y Y Y Y Y ¥ xkbuXimCmoXjodsXes olur. Bu durumda
k=1l=1m=1lo=1s=1t=1

E (tr (AX)X'BXCX') = Ey [Exjy [ tr (AX) X'BXCX']]

p n n n p
=Ey EX\U |:Z Y Y Y XY Zxklbklxlmcmoxjoastxts}}

k=1ll=1m=1lo=1s=1t=1

_ n p
= Ey Z Z Z Z Y X bklcmoastEX|U [xklxlmxjoxtsﬂ
Lk=1l=1m=1lo=1s=1t=1

p P n n n p _2 _2
=Ey [Z Y Y Y)Y Zbklcmoast{u 10Kt 101\,

k=1l=1m=1lo=1s=1t=1

_2 _2 _2 _2
Tu 10Kl 10 j Y, + U 10 jWioh 1611 gy,

2 2
Tmimppu 10 g, + MiiMjolt 40,

_2 _2
FMppMjoi 9O Yig + MgiMyst 101,

) )
+mysmyu 10k Y, + Mysmjot 10K\,

MMy jo My H

P P n n n p 4
=Ey | Y Y Y Y Y Yu ¢ {Wau0ubiCiicmoWop
k=1l=1m=1o=1s=1t=1

+\|fimcm0\|/osast thbklclk + lViocom\ifmsast thblkckj }

n p

14 2
+ X Z ): ): Y Y u @ {mgibymimCmoVysasO; j
k=1l=1m=1lo=1s=1t=1

+mkibklcltats\|fsmcmomj0 + stastctkbklmlmcmomjo

+1;ibi1 O jCimo W o @stMis + Wi ComMmibix O jst Mys
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+ijcmomjobklclkastmts }

p P n n n p

+YX Y Y Yy kaibklmlmcmomjoaslmls
k=1l=1m=1lo=1s=1t=1

= 43 (tr (C¥) WALBE + 17 (BE) YCWAZ + WC'PAXB'Y)
+,45 (M'BMCYAZ + M'BEA"YCM' +YALBMCM'
+1r (CW)tr (AM) M'BE +tr (AM)WC'M'B'S + tr (BE) tr (AM) ¥CM')
+1r (AM)M'BMCM’

elde edilir. O

3.3 Matris Degiskenli Slash Dagilimin Parametre Tahmini

Bu boliimde matris degiskenli slash dagilimin parametre tahminleri incelenecektir.
Parametrelerin tahmini i¢in en uygun yol en ¢ok olabilirlik tahmin edicisidir. Fakat slash
dagilimin likelihood fonksiyonunun karmagik olmasindan dolay1 parametrelerin tahmini icin
EM algoritmasit kullanilacaktir. Slash dagilim Ol¢cek karmasi olarak tanimlandigindan bu
tanimlama EM algoritmasinin kullanilmasinda kolaylik saglayacaktir. EM algoritmasi veride
kayip gbzlem olmast durumunda en ¢ok olabilirlik tahminlerinin elde edilmesi icin kullanilan
giiclii bir algoritmadir. Slash dagilimi tanimlarken kullanilan karma degiskeni kayip gozlem
olarak diisiiniiliirse dagilimin parametrelerinin tahmini EM algoritmas1 yardimiyla kolayca
yapilabilir. Esitlik 3.1°de verilen olasilik yogunluk fonksiyonunun log-likelihood fonksiyonu
asagida verildigi gibidir.

I I I
[(M,2,¥) = —%m(zn)—%lnm—%lnm (3.5)

1 2
l n q

+Z]n /u’Z exp {—%tr [Z_l Xi—M)¥P L (X —M” }d”
i=1

0

Esitlik’de verilen log-likelihood fonksiyonunun maksimizasyonu kolay degildir. Bu yiizden

parametrelerin en ¢ok olabilirlik tahmin edicileri kolayca elde edilemez. Slash dagilimin 6lcek
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karmas1 gosteriminin avantajindan dolay1 dagilimin en cok olabilirlik tahmin edicilerinin bu-

lunmasi icin EM algoritmasi uygulanabilir.

Tanim 3.1°de verilen 6l¢ek karmasi gosteriminde i = 1,2,...,1 i¢in (X;,U;) tam veri olarak
tanimlansin, burada X; ve U;’ler sirasiyla gozlemlenen ve kayip veri olarak tantmlaniyor. X ve

U degiskenlerinin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu
2
n n n q
fXou) = (2m) " F (272 )3 exp {—%tr = (Xi—M) P~ (X, — M)] } (3.6)

seklindedir. Tam veri i¢in log-likelihood fonksiyonu Esitlik 3.7°de verilmistir.

1 1 1 d
L(M,L¥) = —Enpnn(zn)—5n11n|2|—§p11n|\1'|+@21n(Ui) (3.7)
9 i=1

L2
—%ZUiqtr =X -M) P (X — M)
i=1

Esitlik 3.7°de dordiincii terim herhangi bir parametre icermediginden bu terimi ihmal
edebiliriz. L(M,XL,¥) fonksiyonunu maksimize ederek elde edecegimiz tahmin ediciler U
degiskenine baglidir. Fakat U degiskeni kayip gozlem oldugundan gozlemleyemiyoruz. Bu
problemle basa ¢cikmak icin gozlemlenen X; degerleri ve M , T ve ¥ parametrelerinin su anki
degerleri verildiginde L(M,X,¥) fonksiyonunun kosullu beklenen degerini hesaplayacagiz.
Dérdiincii terimi ihmal edip L (M, X, ¥) fonksyonunun kosullu beklenen degerini alirsak Esitlik

3.8’ de verilen amag foksiyonu elde edilir.

OM,E¥) = E [L (M2, %) |X:, M, S, @] (3.8)

1 1 1
= —Enplln(Zn)—Enlln]Z\—Eplln\‘l’]
1< 2 PN
—EZE [Uﬁ 1X;, M, X, \P} tr 27O - M) (X - M)

i=1

2 PPN
burada E {Uiq |Xi, M, X, ‘P} gozlemlenen X; degerleri ve parametrelerinin su anki degerleri

2
verildiginde U’ degiskeninin kosullu beklenen degeridir. Bu kosullu beklenen degerin hesa-

planmasi icin X verildiginde U’nun kosullu dagilimini hesaplamaliyiz. Bu kosullu beklenen
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deger Esitlik 3.9’da verildigi gibi elde edilir.

S (X, u)
uX) =
. 2
(2m) 2" |2|*§ %3 ' exp {—%rr X -M)¥ T (X-M)] }
n qz e 2|\11| Zy(p"+q Jr[E N (X—M)P-1(X—M)'])
pitq

(2m) fnp{tr[ X-M)Pl(x-m)]} T
pntq

W {er [T (X —M)P (X —M)]} 2
(B3 gt BTN (X = M) ¥ (X —M)])

pn+q —1

g2

xexp{—%tr X -MP (X —M)] }

burada s = tr [Z~! (X —M)¥~! (X — M)'] olarak tanimlayalim. Bu durumda

uts u
fU|X (M|X) = pn+q exp {__S} (39)
2T () |

olur. Burada y tamamlanmamis gamma fonksiyonudur. Elde edilen kosullu dagilimi kullanarak

kosullu beklenen deger asagidaki gibi elde edilir.

1
2 PPN 2
E [Uﬁ X, M, %, lp} = /u;ff(u,-\X)dui
0
1

2
pn+q e
= [u!'— exp ——s pdu;
{ q 1+q 1 pn+q’;s) 2 1
s%ﬂ] : pnt2 u%
_ 4 — L5 »du;
T o /ul exp s ;
g2 (P, 5s) Y, 2
B 2
[T G -M) P (X - M’}
+ —
v(P A Lt BN (X — M) (X — M)])

(P Jor 00— ) ¥ (1))

2

wi=E [Uﬁ | X, M , f‘,, @} olarak tanimlayip bu ifadeyi Esitlik 3.8’de yerine yazarsak amag
fonksiyonu asagidaki gibi elde edilir.

1 1 1
Q (M., %) = —nplin (27) — nlIn|Z| - = plln |¥| - Zw,tr[ "Xi—M)P (X —M)']
(3.10)
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Esitlik 3.10’da verilen amac¢ fonksiyonunun ilgili parametrelere gore tiirevini alip sifira

esitlersek Esitlik 3.11-3.13’de verilen tahmin edicileri elde ederiz.

WMIY) I -1
— - —ii;w,{zz X 25T MYT =0
l
= Z {W,’Zilxilyil — W,’ZilMlpil} =0
i=1
l [
= ZWiXi—MZW,':O
48
L wiX;
- ﬁ:l:; (3.11)
Y wi
i=1
00 (M, X, ¥ nl .
% = {25 —diag (2)}
l
—%Zwi 2X-MP ' (Xi—M) —diag (Xi—M) ¥ (X;—M)')}
= 0 -
~ 1¢ - !
= Z—n—i;w,(X,—M)‘P (X; — M) (3.12)
00 (M, X, ¥ pl )
% = L {2 —diag(¥)}

/
_%Z{Wi 2% —M)T (X, — M) —diag (X; —M)'L (X, —M)) }

I
o

4
M)

1 l
—Z (X —M) (3.13)
pli=
Eger w; = 1 alirsak Dutilleul (1999) tarafindan Onerilen matris degiskenli normal dagilimin

parametre tahmincileri elde edilir. Parametre tahmin denklemleri elde edildikten sonra EM

algoritmasinin adimlar1 asagidaki gibi tanimlanir.

e E-adimi: Gozlenen X; degerleri ve su anki parametre tahminleri verildiinde Esitlik
3.7°de verilen log-likelihood fonksiyonunun kosullu beklenen degeri hesaplanir. Bu

2 ~ o~ A~
wi=E {Ui" |Xi, M, ¥, ‘P} kosullu beklenen degerinin hesaplanmasina denktir.
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e M-adimi: Yeni tahminleri elde etmek i¢in M, ¥ ve W parametrelerine gore Q (M, X, V)
fonksiyonunu maksimize edilir. Bu adim E-adiminda hesaplanan kosullu beklenen
degerleri kullanarak parametre degerlerinin ve Esitlik 3.11-3.13’de verilen denklemlerin

giincellenmesine denktir.

EM algoritmasinin adimlarini kullanarak parametrelerin ECO tahminlerini hesaplamak i¢in
asagidaki basit iteratif yeniden agirliklandirilmis algoritmay1 yazabiliriz. Algoritma makul bir
yakinsama kriterine ulasincaya kadar caligir. Bu algoritma bir EM algoritmas: oldugundan

kolayca uygulanabilir ve yakinsama garanti edilir.

3.3.1 (iteratif yeniden agirhklandirilmis algoritma

1. Iterasyon sayisini k = 1 al ve parametreler icin baslangic degerlerini sec.

2. k=1,2,... i¢cin su anki parametreler M(k), T ®) ve ‘P(k)’yl kullan, i = 1,2,...,/ i¢in wl(k)

l !
agirliklarint hesapla ve Y, w;X;, Y w; degerlerini hesapla.
i=1 i=1

3. Yeni tahminler M%)  zk+tD) ye wk+l)’j hesaplamak icin asagidaki giincelleme

esitliklerini kullan.

plkt1) ZW ( k—i—l)) (Z(k—i—l))l <Xi_M(k+l)>

4. Yakinsama saglanincaya kadar bu adimlar tekrar et.
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4. MATRIS DEGISKENLI t DAGILIMI

Normal dagilima gore daha kalin bir kuyruga sahip olmasindan dolay1 t dagilimi robust
istatistiksel analizlerde onemli bir rol oynamaktadir. Tek degiskenli ve cok degiskenli durumda
t dagilimina iligkin bir ¢cok ¢alisma yapilmistir. Bu calismalardan bazilar1 asagida verilmistir.

Fakat, t dagilimi hakkinda ayritili bilgi i¢cin Kotz ve Nadarajah (2004) 6nerilmektedir.

McDonald ve Newey (1988) tek degiskenli genellestirilmis dagilimlar ailesi onermislerdir.
McDonald ve Newey (1988) tarafindan Onerilen dagilim ailesi normal dagilimi, gii¢ iistel
dagilimi ve t dagilimini 6zel hali olarak yada limit dagiliminda icermektedir. Butler vd. (1990)
onerilen bu dagilimin gii¢ tistel dagilim ile ters genellestirilmis gamma dagiliminin dlcek kar-
masi olarak tanimlanabilecegini gostermistir. Siddiqui (1967) tek degiskenli t dagilimini iki

degiskenli t dagilimina genellemistir.

Cok degiskenli t dagilimi tek degiskenli t dagiliminin genellestirmesi olarak diisiiniilebilir.
Cok degiskenli t dagilimi birbirinden bagimisiz olarak ilk defa Cornish (1954) ve Dunnett
ve Sobel (1954) tarafindan tanimlanmistir. Cok degiskenli t dagilimi ilk olarak bilinmeyen
varyansa sahip bir¢ok normal Kkitlenin kitle ortalamalarinin se¢ilmesi ve siralanmasi ile il-
gili olarak ¢oklu karar verme problemlerinde ortaya ¢ikmistir (Bechhofer, Dunnett ve So-
bel, 1954). Cok degiskenli t dagilimi klasik ve Bayes istatistiksel modellemede artan bir
oneme sahiptir. Bu dagilimin bir ¢ok farkli elde etme yontemi vardir ve her birisi ayr1 ayri
0zel karakteristiklere sahiptir ve uygulamalarda siklikla kullanilmaktadir (Nadarajah ve Kotz,
2005). Ayrica, cok degiskenli t dagilimi Bayes cok degiskenli varyans analizi ve regresyonda
da kullanilmaktadir. Arellano-Valle ve Bolfarine (1995) ise ¢cok degiskenli genellestirilmis
t dagilimin1 tanimlamiglardir. Liu ve Rubin (1995) EM algoritmasim1 ve farkli versiyon-
larin1 kullanarak ¢ok degiskenli t dagiliminin en c¢ok olabilirlik tahminlerini onermislerdir.
Ayrica, Nadarajah ve Kotz (2008), ¢ok degiskenli t dagilimi i¢in farkli tahmin yontemlerini
incelemiglerdir.  Arslan (2004), cok degiskenli giic iistel dagilim ile ters genellestirilmig
gamma dagiliminin 6lcek karmasi olarak ¢ok degiskenli genellestirilmis t dagilimlar ailesini

tanimlamistir.

Fraser (1976, 1979) parametre tahmini i¢in hatalarin t dagilimina sahip oldugu tek 6rneklem

ve genel lineer modelleri incelemistir. Relles ve Rogers (1977) tek 6rneklem problemi ile il-
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gili bir yaklagim i¢in t dagilimini1 kullanarak Bayes analizinden iyi sonuglar elde etmislerdir.
West (1984) bu yaklagimi regresyon problemine genellestirmistir. Maronna (1976) hatalarin
t dagilimina sahip oldugu durumda ortalama ve kovaryans matrisinin en ¢ok olabilirlik tah-
minlerini tartigmistir. Sutradhar ve Ali (1986) hatalarin ¢ok degiskenli t dagilimina sahip
oldugu regresyon probleminde en ¢ok olabilirlik tahmin edicilerini diisiinmiislerdir. Little
(1988) bu yaklagimi tamamlanmamig veri durumuna genellemistir. Pendergast ve Broffitt
(1985) biiyiime-egri modellerinde M tahminleri ile ilgili olarak ¢ok degiskenli t dagilimindan
bahsetmislerdir. Masreliez ve Martin (1977) zaman serilerinde Kalman filtreleri i¢in t dagilimini

uygulamiglardir.

Dickey (1967) cok degiskenli t dagilimini matris degiskenli t dagilimina genellemistir.
Javier ve Gupta (1985) Onerilen bu dagilimin bazi 6zelliklerini incelemistir. Gupta vd. (2013),
matris degiskenli Pearson tip VII dagilimini tanimlamislar ve bu dagilimin 6zel hali olarak

matris degiskenli t dagiliminin farkl: bir versiyonunun tanimlanabilecegini gostermislerdir.

Bu boliimde Gupta vd. (2013) tarafindan Onerilen matris degiskenli t dagiliminin baz
ozellikleri incelenecek ve parametrelerinin tahmini i¢in likelihood fonksiyonunun direkt mak-
simizasyonu ile en ¢ok olabilirlik tahmin edicileri elde edilecektir. Ayrica, EM algoritmasi

kullanilarak parametrelerin tahmini yapilacaktir.

Tamm 4.1 Z ~ N, ,(0,1,,1,) ve Y ~ Gamma (%,%) birbirinden bagimsiz rassal matris ve
rassal degisken olmak ilizere X = M + TIZPrY 3 seklinde tanimlanan rassal matris, matris

degiskenli t dagilimina sahiptir (X ~ MV1,,(M,Z,¥,V)).

Teorem 4.2 X ~MVt,,(M,X,W,v) ise X rassal matrisinin olasilik yogunluk fonksiyonu

_ nptv

R () [Hrr{El(X—Mwwx—M)’}] 2
(nv) > T (%) v

4.1)

fx (X)

seklindedir.

Ispat: Z ve Y rassal degiskenlerinin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu

1 1, V)2 .
e
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seklindedir. X =M+ YIZWIY 2 doniigiimiinii kullanirsak X ve Y degiskenlerinin ortak olasilik

yogunluk fonksiyonu
1 /
fxy (Xy) = (2n)‘5””etr{—§ [yfz—z(X—M)\p—%] [y%z—%(x_M)\p—%} }

X

¥)3 v_ A% o _n _Pr
lgz()%)yz leXp{—Ey}yz 22 [

olarak elde edilir. Burada doniisiim yapilirken Jakobyen
np _n 4
JZ—=X)=y> [E[2[¥]2

seklindedir. X rassal matrisinin marjinal olasilik yogunluk fonksiyonu

P |111|[;’5 L(*7) [1 LI M)y B
(nv)2 T (3) v
olarak elde edilir. Gupta vd. (Gupta, 2013) tarafindan tanimlanan matris degiskenli Pearson tip
VII dagiliminda g = @ alimirsa yukarida tanimlanan matris degiskenli t dagilimi elde edilir.

Ayrica p =1 ve ¥ = I alinirsa cok degiskenli t dagilimi elde edilir. [J

4.1 Matris Degiskenli t Dagiliminin Ozellikleri

Bu boliimde matris de8iskenli t dagiliminin baz1 6zellikleri incelenecektir.

Onerme 4.3 X = M +22Z%1Y "2 ise X|Y ~ N,,,, (M,y "%, %) olur.

Ispat: Z ~ N, (0,1,,1,) oldugundan Z matrisinin olasilik yogunluk fonksiyonu
1
12(2) = 2m) > Petr { —EZZ’}

olur. Y sabit bir say1 olmak tlizere X = M + VA L e doniistimii yapildiginda doniisiime ait
Jakobyen
JZ—=X) =g et

olarak elde edilir. Burada Y verildiginde X rassal matrisinin olasilik yogunluk fonksiyonu
_1 o2 iy =2 I, (-1 _
o () = 2wy~ | Eerr {5 (1) o w e

olarak elde edilir. Dolayisiyla, X|Y ~ N, , (M yIE, ‘P) olur. [
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Teorem 4.4 X ~ MVt,,(M,Z,¥,v) ise
EX)=M 4.2)

olur.

Ispat: X rassal matrisi Z ve Y rassal degiskenlerinin 6l¢ek karmasi olarak yazildigindan
E(X)=Ey(Ez(X|Y))=Ey(M)=M
olarak elde edilir. Ispat yapilirken Onerme 4.3’den yararlanilmistir. (J

Teorem 4.5 X ~ MVt, ,(M,Z,¥,V) ise

B

Cov(X):V 2(Z@‘P),v>2 4.3)
olur.
Ispat: Teorem 4.4’¢ benzer olarak
Cov(X)=——(ZR¥),v>2
ov(X) = 5 (W), V>

seklinde elde edilir. [J

Teorem 4.6 X ~ MVt,,(M,X,¥,v) ise X rassal matrisinin karakteristik fonksiyonu

Oy (T) = 2 (%)%etr (iT'M) (@) v Ky ( vzr(T'ZT‘P)) (4.4)

L(3)

seklindedir. Burada K (s) = % [urTexp {—%s (u—f—u_l)}du, s > 0 tgtincii tip uyarlanmis
0

Bessel fonksiyonudur (MacDonald fonksiyonu).
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Ispat: Onerme 4.3’de verilen kosullu beklenen deger ve matris degiskenli normal dagilimin

karakteristik fonksiyonu kullanilarak karakteristik fonksiyon asagidaki gibi elde edilir.

Ox (T)

O

Teorem 4.7 X

= El[etr (iXT')] = Ey [Exy [etr (iXT")]]
= Ey [ezr (iT'M — %y‘lT’ZT‘P)}
= Ey [ezr (iT'M) etr (—%y_l T’ZT‘P)]

1
= etr(iT'M) Ey [ezr (—Ey_l T’ZT‘P)]

oo —1 (\_/)% N v
= etr(iT'M /exp{—y—tr T'STY } 2 _yrlexpd —=ytdy
( )0 2 ( ) r'(3) { 2 }

-1
= etr (iT'M) /y;_1 exp { —yTtr (T'ETY) — %y} dy

) o
)

~MVt,,(M,2,¥,V) olsun. A; p x n tipinde, B; p x p tipinde, C; n x n tipinde

sabit matrisler olmak iizere V = A + BXC seklinde tanimlanan rassal matrisin dagilimi, ortala-

masi A + BMC, varyans-kovaryans matrisleri sirasiyla BEB' ve C"¥C olan matris de8igkenli t

dagilimudir (V ~ MVt, ,(A+BMC,BEB ,C'¥C,V)).

Ispat: Teorem 4.6°da verilen karakteristik fonksiyon yardimiyla ispat kolayca yapilir.

oy (T) =

E[etr (iVT')]

E [etr (i(A+ BXC)T')]
etr (iAT') E [etr (XCT'B))]
etr (iIAT') E [etr (XT])]

_ 29 a(TERY)\ T
etr(lAT’) etr(le’M) F((z‘z’)) ( IV ) K;( Vtr(Tl’ZTl‘P))
v)2 / v
etr(iT’A)etr(iCT’BM)2(2) ("(TIZTl‘P)> ' K( Vtr(Tl’ZTﬂP))
r(3) v :
v—2

etr (iT' (A+BMC)) 21“( "

)
(

xKy <\/Vtr(T’ (BZB'\T C"PC)))
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Dolayisiyla V ~ MVt, , (A+BMC,BXB',C"¥C,V) olur. [J

Teorem 4.8 X ~ MVt,,(M,X,¥,v) olsun ve X, M, ¥ ve ¥ matrislerinin asagidaki sekilde

parcalandigini varsayalim.

Xir M, X X2 Y Y2
X = s M = , Z — e IP —
(XZ” ) (M 2r> (ZZI %) v W1 ¥y

burada X, ve My, s X n tipinde, X1 ise s X s tipinde matrislerdir.

(i) Xip ~ MVt (M1, 211,%,V)
(il) Xor|X1r ~ MV, g (M1, E)1, ¥, V) burada
MZU :M2r+22121_11 (Xlr_er)

A2 — ;r{zl—f (X1, — My,) ¥~ (X, —er)’}

Yo01=2Xm XX T

v+ A
ns—+v

Yo = I

olarak tanimlanmugtr.

Ispat: (i) Teorem 4.7°de A = Opxn, B = (I 0) ve C' = (1, 0) olarak alirsak X,
rassal matrisinin dagilimi ortalamasi My, , varyans kovaryans matrisleri X1; ve ¥ olan matris

degiskenli t dagilimi olarak elde edilir.

(i1) Roth (2013) ¢ok degiskenli t dagilimina sahip vektorlerin parcalaniglarindan elde edilen
kosullu dagilimin da yine ¢ok degiskenli t dagilimi oldugunu gostermistir. Roth (2013)’un kul-
landig1 yontemi kullanarak matris degiskenli t dagilimina sahip matrislerin parcalanislarindan
elde edilen kosullu dagiliminda matris degiskenli t dagilimi oldugunu gosterebiliriz. Ispati
yapabilmemiz icin oncelikle (X —M) X~! (X —M) matrisinin parcalanisim elde etmeliyiz.
Burada Z!! = X' + 21202225y 20 212 = —xEpr??) 22 = oy My, ml ve 22 =

22_21 + 22_21 2212“21222_21 olarak tanimlanmustir.



(X -M)'L”

H(X —M)
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BN (X, — Myy)
/ l 1r lr
(G =My} (or = Mor) <z21 22 ) \ (Xor — May)
(X1 —M1) Z 4 (Xop = M) 22 (Xiy = Mi) 2+ (Xor — M) £2)
« (Xlr_er)
(XZr _MZr)
{(Xlr _er)lzll + (XZr _M2r)/22] } (Xlr _er)
+{(X1r = M1,) P + (Xor — M) £22} (Xor — Moy
(Xlr - er)lzll (Xlr _er) + (X2r _A/[Zr)/221 (Xlr - er)
+ (X1 — M1,) £ (Xo, — May) + (Xor — May) 22 (Xor — Moy
Xlr er (211 ‘JFEH Z‘4122 Z21211 ) (Xlr_er)
2r — i)y lr —iM]r 1r — M1y /212 (XZr_MZr)
+ (Xor — Mo,) 2 (X1, — My,) + (X1, — My,)
+ (X2r - MZr) 222 (XZr - M2r)
(Xlr _er)/z]_ll (Xlr _er)
— (X1, —My,) 2220 2 (X — My,
+ (XZr MZr) 22] (Xlr _er)
+(X1r M, 212 <X2r MZr)
+ (X2r ]VIZr),E22 (X2r MZr)
(Xlr _er)/zlll (Xlr er)
+ ((XZr - M2r), - (Xlr _er)/zl—11212>
Xzzizl.l ((XZr _M2r) - Z2121711 (Xlr _M1r>)
(Xlr - er)lzl_ll (Xlr - er)
/
+ ((er — M) — 012, (X1, —er))
><22721.1 ((XZr _M2r) - ZZIZ;II (Xlr _er)>
(Xlr - er),zq_ll (Xlr - er)
/
+ (er — My, — X 27 (X1, — er)>

Xzz_zl_l <X2r —Mp, — Z‘42121_11 (Xlr - er))
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Bu pargalanig kullanilirsa X5,| X, rassal matrisinin olasilik yogunluk fonksiyonu

fXZr‘Xlr (x2r‘xlr)

f(xlraer)
f(xlr)
np+v
e () [ oo me oy} T
() 2 1(3) v
s _ ns+v
AR [ ittt ]
) Fr(3) v
_n _p ns
2% 1980 (25) () T (3)
np _n _s
(mv)2 T (3) 20| 2 W] 20 (252)
__nptv
r{Z VX —-M)P ! (X —M) 2
x |1+ r{ ( 3} ( )}]

ns+v
2

tr{Zfll (Xlr_er) p-! (Xlr_er)/}
x |1+

Vv

S01] 2 S0 2 W3 )T ()T (—”(P_S)2+”S+V>

_n _s ns n(p—s)
072 72 (nv) 2 (nv) 2 T (5)

A2 % A2+A2 _@
(] [
A% A%

I 2
1+-1
n(p—s)
(nv) 2 T'(3)
() g
S " { +V+2Az]
()" (g) 1
|222.1|_2|‘P|‘?r "(P—zs)+oc> 2 _slp=yso
e Y +2Az}
(r(v+a) = T(9) i
’ZZM_Z |lP| ?F<"(P—2S)+oc>
n(p—s)
(m) "= ()

olarak elde edilir. Dolayisiyla Xo, X1, ~ MVt,_ (M2|1 DY ‘P,V) olur. []
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4.2 Matris Degiskenli t Dagilimina Sahip Rassal Matrislerin Fonksiyon-
larmin Beklenen Degerleri

Bu boliimde matris degiskenli t dagilimina sahip rassal matrislerin fonksiyonlariin bekle-

nen degerleri incelenmistir.

Teorem 4.9 X ~ MVt,,(0,X,%,V) olsun. Bu durumda v > 2 i¢in

(i) E (rr(XX")) = VVTZtr(Z)tr(lP)
(i) E (tr (XX (AA)%)) = JY5tr (P) 1r (£(AA")*), A(p x n)

(iil) E (7% (XA")) = gLytr (FAWA'), A (p x n)

(iv) E (tr(XA’)z) — Y1 (SAWA), A(p xn)
(v) E (tr (XA') tr (XA (AA")*)) = str (EAPA’ (AA")*), A(p x n)

Ispat: (i) E (1r (XX')) = Ey [Ex)y [ir {(XX") | Y}]]

|

= Ey Z Z EX|Y (xljxlj)]

ll]l

=Ey |Ex)y

P n

Z Z-xljxlj

i=1j=

= EY Zl Z y Gll\v]]
i=1j=1

:EY yilz ZGHW]]
i i=1j=1

elde edilir.
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(ii) Ispata baglamadan 6nce V = X'A%* doniisiimii yapahm. X ~ MVt,,(0,X,¥,v)
oldugundan V = X'A% ~ MV, , (0,¥,A’*ZA% V) olur. AyricaV |Y ~ N, ,, (0,¥,y !A/*£A% V)

olur. y"!A/*YA%* = ¥* olarak tanimlayalim. Bu durumda

E (tr (XX (AA")Y)) = Ey [Ex|y [tr (XX’ (AA")%) | Y]]

elde edilir.

(iii) Ispata baslamadan once V = XA’ doniisiimii yapalim.

= Ey [Eyyy [tr(VV')]]

Eyy

n n
L Vijvij
i=1j=1

i iEV|Y [VijVij]]

i=1j=1

Y Y ;0] j]

i=1j=1

Ey [tr(¥)tr (y 'A*ZA%)]

Ey [y 'tr (¥)tr(A/*EA%)]

=Ey [y~ '] tr (¥)tr (A“ZA%)

\Y

v—2

tr(P)tr (Z (AA')OC)

MVSI, ,(0,£,A¥A’,v) olur. Bu durumda

E (tr*(XA")) =E (tr*V) = Ey [Eyyy [tr*V]]

Ey\y

Ey\y

(5]

[ P P
(, )y v,-,‘v‘,-_,-) ] ]
i i=1j=1

Bu durumda V ~



P
=Ey | L X Evpy (vivij)
=1j=

elde edilir.

) = e [

= Ey | Exy

P n
)y Zaijaijxijx,’j
i=1j=1

P n
=Ey | L Y aijaijExjy (xijxij)]
i=1,=1

=y | & L asa {y_l"ii"’jj}]

i=1j=1

p n
-1
=Ey| X Ly Giiaijllfjjaij]
i=1j=1

=FEy [y_ltr (EA\PA/)]
= Ey [y~ !]1r(ZAPA)
= ;5tr(ZAYA)

—v-2

elde edilir.



(V) E (tr (XA')1r (XA' (AA")*)) = Ey [Ex)y [tr (XA)tr (XA’ (AA")*)]]

[ p n p n on p
=FEy EX|Y Z Z xl]alj Y Y Y ¥ xklalaaomamk
i=1j=1 k=1l=1m=1o=1

[ n n n p
=Ey Z )y Z Y Y X aljaloa()mamkEX|Y (xl]xkl)]

zljlklllmlol

[ n n n p
=Ey Z )y Z Y X Zaualoaamamk {y 161"\"]1}]

11]1k111m101

n n p

n
= EY Z Z Z Z Z szau\lf]zaol%makm]
=1j=lk=1l=1m=1o=1

M'u

= Ey [y 'tr (TAWA’ (AA")%)]
= Ey [y~!]tr (FAPA’ (AA")%)

= str (TAWA (AA")")

<

elde edilir. O

Teorem 4.10 X ~ MVt,, (M,X,¥,v) olsun. Bu durumda v > 2 i¢in

(i) E (X'AX) = JYytr (ZA) W + M'AM, A (p X p)

(i) E (XAX') = Y5tr (WA') S+ MAM', A (n x n)
(iii) E (XAX) = (Y5 ZA'Y + MAM, A (n x p)

(iv) E (tr (AX) X) = S TA"Y + tr (MA)M, A (n x p)
(v) E (tr (AX) X') = S SAW + 1 (AM)M', A (n x p)
(vi) E (tr (AX")X) = S5 SAW + tr (AM') M, A (p x n)

(vii) E (1r (AX") X') = 5 WA'S +1r (AM') M, A (p x n)



. pop
Ispat: (i) X’AX matrisinin (i, j) — inci elemam Y, ¥ xi;agx;; olur. Bu durumda
k=11=1

E (X'AX) = Ey [Ex}y [X'AX]]

[ p P
=Ey |Ex|y [Z Zxkiaklxsz
k=1/=1

[P P
= Ey kZUZlaszx\y [xkixs;]

[P P
=Ey k211):1akl {y*Ile\lfi j+myim ,}}

[p P
=Ey kZ”ZI {y_lllfi jOkialk + Miiaxim; ]}]

[, 2 PP
=Ey |y kZUZl\lfi jOriai+ kzuzlmkiaklml j

=Ey [y '] 1r(ZA) ¥+ M'AM
= Str (ZA) W+ M'AM

elde edilir.

n n
(i) XAX’ matrisinin (i, j) — inci elemant Y, Y x;xajx;j; olur. Bu durumda
—1l=1

E (XAX') = Ey [Ex}y [XAX']]

n n
=Ey |Ex)y LZ”Z]Xikaklx jz”

[n n
=Ey| Y Z]aklEX\Y [xikle]]

n n
=Ey kz1z):1akl {y_lﬁij\lsz + mim i }}

n

[n
=Ly kzllzl {y‘lcl-jakllvlk + mixaxm; }:|




n n n n
=Ey |y 'Y Y oijauy+ ¥ Y myagm;
k=11=1 k=1/=1
=Ey [y '] 1r (YA )L+ MAM'

= str (WA ) S+ MAM'

vV—

elde edilir.

nop
(iii) XAX matrisinin (i, j) — inci elemant Y, Y xyagx;; olur. Bu durumda
k=1l=1

E (XAX) = Ey [Ex)y [XAX]]

] .
=Ey |Ex)y LZ”ZIXikaklxz jH

S
=Ey Z”ZlaklEX\Y [xikx: ]]}

C o p

=Ey ZUZlakz {y_lcil\lfkj + mikmlj}}

S
= Ey kZUZI {y_lﬁizam\lfk j+mixagm J}]

i n p n p
=Ey |y' ¥ Y ouany;+ ¥ Zmikaklmlj]
K=11=1 k=11=1

=Ey [y | ZA'Y + MAM

= LAY + MAM

Y
elde edilir.

nop
(iv) tr (AX) X matrisinin (i, j) — inci eleman1 Y, Y x;jagx olur. Bu durumda
k=1/=1

E (tr(AX)X) = Ey |Exy [tr (AX) X]]

n p
=FEy |:Ex|y [): ZXijakzxzkH
k=1I1=1
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[ n

[ n

Ey | ¥ Yau

Lk=1[=1

[ n

Ey | Y X

Lk=1[=1

Ey [y '| A +1r (MA)M

P

P

14

Ey kZUZlaszx\Y [XinZk]]

-1
{y Girai Wy j + mijmyag }}

= FSTAY +1r (MA)M

elde edilir.

(v) tr (AX) X' matrisinin (i, j) — inci elemam Y. Y xjiagxy olur. Bu durumda

E(tr(AX)X') = Ey [EX|Y [tr (AX) X"]]

[ n

[ n

Ey kz1121 {y~"iano; +mjiagmy

Ey [y '| WAL +1r(AM)M’

P

14

] "
Ey |Ex|y [Z ijiaklek”
I k=1/=1

Ey | L Y auEx)y [xjixlk]}
=1/=1

= WAL +tr (AM) M’

elde edilir.

n

o y
Ey kz1z):1akl {y oy +mjimy}

{y_lﬁﬂllfjk + mj }]

P

[ nop n p
-1
Ey |y L YoaanVii+ L Zmijmlkakl]
L k=11=1 k=1I1=1

|

n p n p
Ey [y 'Y Ywyauoi+ ¥ ijiaklmlk}
k=1I=1 k=11=1
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P n
(vi) rr (AX") X matrisinin (i, j) — inci eleman Y. Y x;ja Xy olur. Bu durumda
k=11=1

E (tr(AX')X) = Ey [Exy [tr (AX") X]]

14

n

=Ey |Exy [Z injaklxle
K=1/=1

" p

=Ey | ¥ YauExy [Xiﬂkl]]

Lk=1l=1

S
=Ey| ) Yau

Lk=1I=1

[ n

{yilcik\vﬂ +mijmkl}}

p
=Ey 21121 {y_lﬁikakl\llz jHmijaimyg }}

Lk=

n p n p
=Ey y_lkZUZl\lfikakzﬁl i+ kZ”):lm jiaklmlk]

=Ey [y '|ZAY +1r(AM" )M

— L SAW 4 1r (AM') M

elde edilir.

P n
(vii) tr (AX") X" matrisinin (i, j) — inci eleman1 Y. Y. xjiag Xy olur. Bu durumda

E(1r(AX")X') = Ey |Ey)y [tr (AX") X']]

= Ey |Exy [

[ n

p

14

)y

k=11

n
Y Xjiagxg
|

|

= Ey 21 lZ]aszm [x jixkl}]

.
=Ey kzllilakz {r oy +mjmy }}

[ n

= b kzllzl (v "waus jx+mjiagmy §

p

k=1l=1

|
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1 n p n p
Y X YLV auC i+ Y Y mjiagmy
k=1/=1 k=1/=1
=Ey [y | YA +1r (AM' )M’
= LWA'S+1r(AM') M’
elde edilir. O

Teorem 4.11 X ~ MVt,,(M,X,¥,Vv) olsun. Bu durumda v > 2 i¢in

(i) E (XAXBX) = ¥ (MAXB'Y + B'M'A"Y + SA'VBM)
+MAMBM, A(nx p), B(nx p)

(ii) E (X'AXBX) = ;%5 (M'ALB"Y +tr (XB'M'A") ¥ +tr (AX) ¥BM)
+M'AMBM, A(p x p), B(nx p)

(iii) E (XAX'BX) = ¥5 (tr (BE) MAW + ZB'MA"P + 1r (A¥) BM)
+MAM'BM, A(nxn), B(p % p)

iv) E (X'AXBX') = Y= (tr (BY) M'AL + WB'M'A'S + tr (AZ) WBM'
v—2
+M'AMBM’, A(p x p), B(nxn)

(v) E(XAX'BX') = 35 (MAYB'E +1r(AM'BY) L +1r (AY) ZBM')
+MAM'BM’, A(nxn), B(p xn)

(vi) E (X'AX'BX) = 2 (tr (ZB') M'AW + 1r (AM'BE) ¥ + WA'SBM)
+M'AM'BM, A(p xn), B(p X p)

(vii) E (X'AX'BX') = 5 (M'AWB'S + WB'MA'S. + WA'SBM)
+M'AM'BM’, A(p xn), B(p xn)

. n p n p
Ispat: (i) XAXBX matrisinin (i, j) — inci elemam Y, Y. Y Y XpidiiXimbmoXoj olur. Bu
k=1l=1m=1o0=1
durumda

E (XAXBX) = Ey |Ex|y [XAXBX]]

n

n p
=Ey EX|Y )y Z Y X xklaklxlmbmux()]:| ]
k=1l=1m=1o0=1

n p n p
=Ey|Y Y Y X aklbmoEX|Y [xlkxlmx(y}}
Lk=1l=1m=1o0=1
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n
[): L 5 5 aubmo {miy oY,
k=1l=1m=10=1

-1 ~1
+Myyy  CioWij + Moy Oit\Wiy + MigMymMo j H

np n p
=FEy |:I<ZIZZ] Zl Zl {y_]mikaklclobmo‘lfmj +y_10i0bmomlmakl\|lkj
—1l=1m=1o=

-1
+Y G Yinbmomoj + mikaklmlmbmamoj}]

n

nop p

_ -1

= Ey |:y kZ”Zl Zl Zl {mikaklclobmo\lfmj +Giobm0m1makl“’kj
=1l=1m=1o=

P n

p
+Ci Vi, momoj} + 21121 Zl Zlmlkaklmlmbmomw
= m=1o

=Ey [y"'] (MASB'Y + ZB'M'A"Y + ZA"YBM) + MAMBM
= %5 (MAXZB'Y + ZB'M'A"Y +XA'YBM) + MAMBM

elde edilir.

.o . . . . . . . p p n p
(i) X’AX BX matrisinin (i, j) —incielemant Y. Y Y Y xpiagXimbmoXoj olur. Bu durumda
k=1I=1m=10=1

E (X'AXBX) = Ey [Ex|y [X'AXBX]]

P n p
=Ey EX|Y { )y Z Y X xklaklxlmbmoxw}}
k=1l=1m=1o=1

= Ey Z Z Z ZaklbmoEXD’ [xklxlmxw]:|
Lk=1l=1m=10=1

[P
—Ey | 5 ¥ aubmo {may o0,
Lk=1I=1m=10=1

~1 ~1
My OkoWij + Moy Oy, + MiiMimMo j }]

pponop

1 _

Y [kZ”ZI ):1 Zl {y Mki@k1G10DomWyj + Y~ W, OkoPomMmiai
—1l=1m=1o0=

~1
+Y Wimbmomo jaxiSik + Miiarimimbmomo ]}]
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pponop

_ 1

=Ey [y kZUZl ):1 Z] {mkiaklﬁlobomllfm i+ Wi iOkobommmiair
—1l=1m=1o0=

Y, oMo jakiOik } + kzl 1):1 Zl ): MG MymbmoMo j
m=1lo=1

=Ey [y~ '| (M'ASB'Y +tr (EB'M'A") Y +tr (AL) YBM) + M'AMBM
= 5 (M'AXB'Y +tr (EB'M'A’) ¥ + tr (AL) WBM) + M’ AMBM

elde edilir.

o . . . . . . . n n p p
(iii) XAX'BX matrisinin (i, j) — inci elemani Y Y. Y Xik@gXmibmox, j olur. Bu durumda
k=1l=1m=1o0=1

E (XAX'BX) = Ey |Ex|y [XAX'BX]]

n on
=Ey EX|Y {Z )y Z lekaklxmlbmoxoj}]

k=1l=1m=1o=1

[(n n
=Ey | Y X Z Z aklbm()EX|Y [xlkxmlx()_]}:|
Lk=1l=1m=10=1

('n n
=Ey Z Z Z Z ar1bmo {mlky lcmo\lf[]
Lk=1l=1m=10=1

—1 ~1
My " CigWyj+ Mojy Gim\lfk1+mikmmzmojH

n n p p

-1

Y |:y kZUZl Zl Zl {mikakl\vljbmocom +Giobommmlalk\|fkj
=]/l=1m=1o0=

n o n
+szbmom0]akll|flk} + leZl Zl Zlmlkaklmmlbmom0]:|
= —lo—m

= Ey [y~'] (tr (BE) MAY + XB'MA"Y + tr (AY) LBM) + MAM'BM
= Y (tr (BL) MAY + ZB'MA"Y +tr (A¥) BM) + MAM'BM

elde edilir.

p n p p
. R e
(iv) X’AX’'BX matrisinin (i, j) — inci eleman1 Y, Y. Y XkiriXmibmoXoj olur. Bu du-
k=1l=1m=1o=1
rumda
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E (X'AX'BX) = Ey [Exy [X'AX'BX]]

P n
=Ey EX|Y [Z )y Z Zxklaklxmlbmoxw}}

k=1l=1m=1o=1

.
=Ey | L L Z Z aklbmoEX|Y [xklxmlxoﬂ}
Lk=1l=1m=10=1

n

=Ey Z Z Z Zaklbmo {mkly GmoW[J
Lk=1l=1m=10=1

-1 ~1
My " OkoW;j =+ Mojy kallfi1+mkimmzmoj}]

ponopop
=Ey LZUZI ):1 21 {y_lmkiakl\lfl iSombmo +y I, akimimbmoGok
=1l=1m=1o=

~1
+y WS mbmono + miiimimbmomo; |

P n

P P

_ -1

=Ey {y k):”Zl Zl Zl {mkiakl\vljcombmo "’Wijaklmlmbmocok
—ll=1m=1o=

P n

+W;lalkckmb 0m0]}+kz Z Zl kazaklmlmb oMo
1/I=1m=1o0=1

=Ey [y~'] (tr (SB") M'AY +tr (AM'BL) ¥ + WA'SBM) + M'AM'BM
= Y5 (tr (SB') M'AY +tr (AM'BL) ¥ + WA'SBM) + M'AM'BM

elde edilir.

. . . . . . . n n p n
(v) XAX'BX' matrisinin (i, j) —incielemant Y, ¥ Y Y XjaiXmibmoX jo olur. Bu durumda
k=1l=1m=1o=1

E (XAX'BX') = Ey |Ex|y [XAX'BX']|

i n n
=Ey EX|Y Y X Z )y xlkaklxmlbm()xjr):| :|
k=1/=1m=1o0=1

['n n
=Ey | L L Z Z aklbmoEX|Y [xlkxmlx]0:|:|
Lk=1l=1m=1o=1

n n p n
=Ey Z Z Z Z akbmo {mikiy_lcijW[o
Lk=1l=1m=10=1
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~1 ~1
11y O, + Moy T Cim Wy + migmymo § |

non
=Ey [Z Y Z Z {y mixag\,;,b omOmj Ty~ szaklmmlbmowok
k=1l=1m=1o0=1

-1
+Y Cimbmom joaki V¥ + Mik@kiMmibymo jo }]

non p n

— -1

= Ey |:y kZ”Zl Zl Zl {mikalelobrlmej +Gijaklmmlbmowgk
=ll=1m=1o=

n n

+OCimbnm omjoakl\lflk}+ 21121 Zl Zlm ik k1M1 D, oM jo
= m=1lo

=Ey [y~ '] (MAYB'E+tr(AM'BY) X +tr (A¥) LBM') + MAM'BM’
= 5 (MAYB'S +1r (AM'BY) £ +tr (AY) EBM') + MAM'BM'

elde edilir.

. . . . . . . . n n p n
(vi) XAX'BX' matrisinin (i, j) — inci elemanm1 Y. Y Y Y XiayXmibmoXjo olur. Bu du-
k=1i=1m=10=1
rumda

E (XAX'BX') = Ey [Ex)y [XAX'BX']]

[ n n
=Ey EX|Y XX Z )y xlkaklxmlbmoxjo} 1
k=1l=1m=1o0=1

[n n
=Ey| YL X Z Z aklbmoEX|Y [xlkxmlxjo}‘|
Lk=1I=1m=10=1

non
=FEy Z Z Z Z aklbmo {mzky SV,
Lk=1l=1m=10=1

—1 —1
Ty CijWio +MjoY  CimWyy + MigMy M jo }]
n n P n | |
=FEy kZ”Zl Zl Zl {y mikalelgb()mej +y Gijakl’/nmlbm()\llok
=1l=1m=1o=

-1
+Y7 Cimbmom joaki Vi + MikiiMmibmo jo }]

2n n P n
=Ey |:Lt qk):”):l Zl Zl {mikakl\vlobomcmj "‘Gijaklmmlbmo\llok
=ll=1m=1o=
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n n p

szbmomjoaquflk} + Z = = Zl Z]mzkaklmmlbmomjo
1m=1lo

=Ey [y~ '| (MAYB'E+1r (AM'BY) X +tr(AY)XBM') + MAM'BM’
= Y5 (MAYB'E+tr (AM'BY) L+ tr(AY) BM') + MAM'BM’

elde edilir.

.o . . . . . . . p n p n
(vii) X’AX’BX’ matrisinin (i, j) — inci eleman1 Y Y Y XkiariXmibmoXjo olur. Bu du-
k=1l=1m=1o=1
rumda

E (X'AX'BX') = Ey [Ex)y [X'AX'BX']]

p n
=Ey EX|Y DY Z )y xkzaklxmlbmoxjo} :|
k=1l=1m=10=1

non
=Ey Z Z Z ZaklbmoEX|Y [xklxmlxjo]:|
Lk=1l=1m=1o0=1

[(n n

P n
=Ey | Y Y ¥ Y aubme {muy 'omjv,,
=1 Im=10=1

—1 —1
FMm1y Ok jVWip +Mjoy ~ OkmWis + MkiMpiM jo }]

n n P n

_ 1 -

= Ey [kZ”ZI ):1 21 {y "M ,bomOmj + ¥~ o bomMma O j
=1l=1m=1o=

-1
+y~ A imbmom jo + My Mmibmom o |

n

n
= Ey [y_l Y X ): Z {miiarV,bomOmj + WigbomMmiakOr
k=1l=1m=1o0=1

non p
+W;lalk0kmbmom]0}+ Z Z Z kalaklmmlbmomjo

k=1ll=1m=10=1
=Ey [y~ | (M'AYB'S+¥YB'MA'S + WA'SBM') + M'AM'BM’

= Y (M'AYB'S +WB'MA'S + WA'SBM') + M'AM'BM’

elde edilir. O
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Teorem 4.12 X ~ MV1t,,(M,X,¥,q) olsun. Bu durumda v > 2 i¢in

(i) E (tr (X'AXB) X) = ;% (SA'MB"Y + XAMBY +tr (¥B) tr (AZ) M)

+tr (M'AMB)M, A(p X p), B(nxn)

(ii) E (tr (AX) XBX) = ;%5 (tr (AM) ZB"Y + MBEA"Y + SA'VBM)
tr(AM)MBM, A(nx p), B(n X p)

(iii) E (tr (AX) X'BX) = ¥ (tr (AM) tr (BE) ¥ + M'BSA'Y + WALBM)
+tr(AM)M'BM, A(nx p), B(p x p)

. n p p n
Ispat: (i) rr(X’AXB)X matrisinin (i, j) —inci elemant Y. Y. Y. ¥ XpaimXmoboxxij olur.
k=1l=1m=1o0=1
Bu durumda

E (tr(X'AXB)X) = Ey |Eyjy [tr (X’AXB)X]]

nopop
=Ey EX|Y{ Y X szkazmxmobokqu
k=1l=1m=10=1

[ n
=Ey | X Z Z Z Alm okEX|Y [xlkxmoxu}}
Lk=1l=1m=10=1

[ n
=Ey Z Z Z Z alm ok {mlky Gmlng
Lk=1l=1m=10=1

-1 ~1
Moy O1iVWyj +Mijy OimWio + MukMmoMi }]

n

P P n

_ 1

= Ey {y LY Yr X {Gimamm’lzkbkollfoj+0izazmmmobok\|!kj
k=1l=1m=1lo=1

n p P n
MiWiobokmOm}+ L Y ¥ ¥ mijmlkalmmmobok]
k=1i=1m=10=1

=Ey [y~ '] (ZA’MB"Y + SAMBY +tr (¥B)tr (AL) M) +tr (M'AMB)M
= 5 (EA'MB'Y + SAMBY +tr (¥B)tr (AL) M) +tr (M'AMB) M

elde edilir.

n p n P
(ii) tr (AX) XBX matrisinin (i, j) —inci elemant Y, Y Y Y auXipXimbmoXo; olur. Bu du-
k=1I=1m=10=1
rumda
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E (1r (AX)XBX) = Ey |Exy [tr (AX) X BX]]

n p

=Ey EX|Y {Z Yy ¥ aklxlkxzmbmoxw}}

k=1l=1m=1o=1

[ n n p
=Ey | L Z Y X aklbmoEX|Y [xlkxlmXOJ}:|
Lk=1l=1m=10=1

n n p
= Ey Z Z Y X anbmo {mlky GioWpn,
k=1i=1m=10=1

~1 ~1
+Mimy  OloWyij + Moy Ol + MykMimMo j H

n
1
[Z Y Z Z {y Oio omwmjaklmlk+y mlmbmocolalk\llkj
k=1l=1m=1o=1

-1
+y L G anWmbmomoj + Mimbmomo jaximuk } |

n

_ -1
= {y k):”Zl Zl Zl {Gzo omwmjaklmlk"’mlmbmocolalk\lfkj
m=1o

n p n

p
+6uai Vigmbmomoj } + ¥ ¥ Y Mimbmomo jakmyy
k=1l=1m=1o=1

=Ey [y"'| (FA'MB'"Y + SAMBY +tr (¥B)tr (AL) M) +tr (M'AMB) M
= %5 (tr (AM) B"Y + MBXA"Y + XA"YBM) + tr (AM) MBM

elde edilir.

e . . . . . . . n p p p
(iii) tr (AX) X'BX matrisinin (i, j) —incielemam Y. Y Y Y auXjXmibmoXoj olur. Bu du-
k=1l=1m=1o=1
rumda

E (tr (AX)X'BX) = Ey |Eyy [tr (AX) X'BX]]

k=1l=1m=10=1

n
=Ey EX|Y Y Z Z Zaklxlkxmt oxoj:|:|

o p
=Ey | Y X Z Z aklbmoEX|Y [xlkxmtxw]:|
Lk=1l=1m=10=1



n
[): ) ): Zakzbmo {mlky OmoV;;
k=1/=1m=10=1

-1 —1
My OloWYyj + Mojy Glt‘l’kﬁ'mlkmmimojH

n
[Z )y Z Z {y szaklmlkbmoﬁom +y ]mmlbmocolalk\llk]
k=1l=1m=1lo=1

-1
+Y7 Wik k1O imbmomoj + mmibmomojaklmlk}]

n

p p P

_ —1

=Ey |:y Z Z Z Z {Wijaklmlkbmocom+mmibmocolalk\|!kj
k=1l=1m=1lo=1

nop pop
Ak O 1mbmomo j} +kZ 12 Zl Zlmmibmomo kMK
=ll=1m=lo=

= Ey [y~'] (tr (AM) tr (BE) ¥ + M'BEA"Y + WASBM) + tr (AM) M'BM
= Y (tr (AM) tr (BZ) ¥ + M'BEAY + WALBM) + tr (AM) M'BM

elde edilir. O

Teorem 4.13 X ~ MVt,,(M,Z,¥,q) olsun. Bu durumda v > 4 i¢in

(i) E (XAXBXCX) = 77 (EC'¥BLA'Y + FA'PBIC'Y + 1r (AZC'Y) EB'W)

2
(V 2)(
3 (MAMBEIC'Y + MAXC'M'B"Y + XC'M'B'M'A"Y
+MAXBYCM + XB'M'A"YCM + XA"¥YBMCM)

+MAMBMCM, A(nx p), B(nx p), C(nx p)

.. 2
(ii) E (X'AXBXCX) = a3
+5%5 (M'AMBEC'Y + M'AXC'M'B"Y + tr (AMBMCY) ¥
+M'ALB"YCM +tr (AMBZ)YCM +tr (AZ) WYBMCM)
+M'AMBMCM, A(p x p), B(nxp), C(nxp)

110

; (tr (AZB'WCE) W+ 11 (A) WBEC'Y + WCEA'LB'Y)

(iii) E (XAX'BXCX) = —% 3 (tr (BE)EC'PA'Y + tr (A¥) EBEC'Y + EB'ZC'WAY)

( 2)(v—
Y (MAM'BEC"Y + tr (BMCZ) MAY + XC'M'B' MA"Y

—Hr - (BE) MAYCM + TB MA"WCM -+ tr (AW) SBMCM)
+MAM'BMCM, A(nxn), B(pxp), C(nXp)



111

(iv) E (X'AX'BXCX) = —Y— (tr (A¥CY) tr (BL) ¥ + WA'SBEC'Y + WCEBLAY)

(v) E (X'AXBX'CX) =

(vi) E (X'AXBXCX') =

ispat: 1)

n p n p n

( 2)(v—4)
4 (M'AM'BEC'Y + tr (BMCS) M'AY + tr (AM'BMCE) ¥
i (BE) MIACM + 1r (AM'BE) WCM + WA'SBMCM)
+M'AM'BMCM, A(p xn), B(pxp), C(nXp)

e (e (AZCZ) tr (BY)W +tr (AX) tr (CT) ¥BY
+1r (ASC'S) WB'Y) + Y (ir (CZ) M'AMBY + M'ASC'MB'W
1 (AMBM'CE) % + 11 (BW) MATCM + WE'M'A'SCM
+tr (AL)WYBM'CM) + M’ AMBM'CM, A(p x p), B(nxn), C(pxp)

Wﬁ) (WC'WBLA'S + tr (AX) tr (C¥) ¥BE + WCWBTAY)
Y (tr (C¥) M'AMBE + tr (BMCY) M'AY. + WC'M'B M/A'S

+M/ASBYCM' + tr (AMBE) WCM' + tr (AX) WBMCM')

+M'AMBMCM', A(p x p), B(nx p),C(nxn)

XAXBXCX matrisinin (i,j) — inci elemant

p
Y Y Y Y Y Y Xik@uXimbmoXosCsiXsj olur. Bu durumda

k=ll=1m=1lo=1s=1t=1

E (XAXBXCX) = Ey [Ex)y [XAXBXCX]]

n

n nop
EX\Y )y Z )y Z )y Zxlkaklxlmbmoxmcstxt]}:|

k=1ll=1m=1lo=1s=1t=1

n p n p n p :|

LYY XX ZaklbmocleX|Y [xlkxlmxosxt]}
Lk=1l=1m=1o=1s=1t=1

n n n p
55 E S aubmece {5 owvgy 0t

Lk=1I=1m=1o=1s=1t=1

+y ! CitWimy ! Glo\lfjs +y ! OCioVisy ! Gll‘l’jm + MM,y ! Glost

—1 -1 -1
+mjMmogy th\vjm + myMesy Githj + mimy iy OloWye

~1 ~1
+my jMimy CioWys + My jMosy Cif Wiy, + MikMypyMoshly j H

n p

n p n p )
LYY XY Ly 2 {oicVbuSaanyy,

k=1ll=1m=1lo=1s=1t=1

+Gilalk\|fkmbmocol Ctswsj + Giobomwmjaklclt Cls\llsk}

n

n p

p n p
XY XYL Ly { maauminbnoSocisWs;

k=1ll=1m=1o=1s=1t=1
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+mjrag Oy Ctsmsobomwmj + Gt Ctsmsobommmlalk\vkj
+mjray Globomwmscstmtj + Giobammmlalkascstmtj
+Gilalk\|fkmbmomoscstmzj }

n p n p n p
+ Z Z Z Z Z Z mikaklmlmbmomoscstmtj
k=ll=1m=1o=1s=1t=1

= Ey [y %] (ZC"¥YBZA'Y + XA'WBYXC'Y + tr (AXC'Y) EB'P)
+Ey [y~'] (MAMBEIC"Y + MALC'M'B"Y + XC'M'B'M'A"Y
+MAEB"YCM +3XB'M'A"YCM + LA"YBMCM ) + MAMBMCM

= 3 (SC'WBIA'Y + A'WBYC'Y + 11 (ALC'P) TB'Y)

\% (MAMBXC'Y + MAXC'M'B'Y +XC'M'B'M'A"Y
+MALB"YCM +XB'M'A"YCM + XA"YBMCM) + MAMBMCM

elde edilir.

p p n p np
(ii)) X’AXBXCX matrisinin (i, j) — inci elemam Y Y Yy Y XkiQriXimbmoXosCst Xt j
k=1l=1m=lo=1s=1t=1
olur. Bu durumda

E (X’AXBXCX) = Ey [Ex|y [X"AXBXCX]]

P n p
=Ey EX\Y |:Z )y Z Z )y Zxkzaklxlmbmoxoscstxt]:|:|

k=1ll=1m=1lo=1s=1t=1

n

P
= Ey Z Z Z Z Y X aklbmocstEX|Y [xktxlmxosxtj}:|
Lk=1l=1m=1o=1s=1t=1

n p

p n
=FEy |:Z Y X Z Y. Y apbmocy {y thllf”y Gloq’mv

k=1l=1m=1lo=1s=1t=1

+y_ ! le‘llimy_ ! GIUW]'S + y_ ! GkOWisy_ ! th\vjm + mkimlmy_ ! Gt()st

—1 —1 —1
T1yiMosy " OV jyy + MimMosy Ok Wy + MMy jy " O Wy



elde edilir.

—1 -1
Ty jMpyY OkoWig + Mt jMosy Ok, + MiilMymMosiMy j H

n p n p

p P
=Er | ¥ X ¥ X ¥y v ausibonucacu
k=1ll=1m=1lo=1s=1t=1

‘f‘\lfimbm()GotCtsWsjalelk + WiscStGﬂalkaOb”mwmj}

p p n p np

—1

+Y Y Y Yy Zy {mkiaklmlmbmocolCts\l’sj
k=1l=1m=1lo=1s=1t=1

+myiak O CrsMsobom VW, j +; Okl MmbmoMosCst Ok

+miag; Globomwmscslmlj + stcstmtjaklmlmbmocok

‘Jl‘\llimbmomos CstMy jA]O[k }

p P n p n p
+Y Y Y XX Zmikaklmlmbmomoscstmtj

k=1ll=1m=lo=1s=1t=1
= Ey [y %] (tr(AZB"YCX) ¥ +1r (AL) WBEC'Y + PCXA'SB"P)
+Ey [y '] (M'AMBEC'Y + M'AXC'M'B"Y + tr (AMBMCY) ¥
+M'ALB"YCM +tr (AMBY) WCM +tr (AX) WBMCM)
+M'AMBMCM
= 2 (1r (ATB'WCY) W+ 17 (AX) WBEC'Y + WCTA'LB )
5 (M'AMBEC'Y + M'AXC'M'B"Y + tr (AMBMCY) ¥

+M'ALB'YCM + tr (AMBY)WCM + tr (AX) WBMCM)

+M'AMBMCM

n n p p n p
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(ili) XAX'BXCX matrisinin (i, j) —inci elemamt Y. Y. Y Y Y ¥ Xix@riXmibmoXosCsiXi j

olur. Bu durumda

k=1ll=1m=1lo=1s=1t=1
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E (XAX'BXCX) = Ey [Ex|y [XAX'BXCX]]

n n n

14
=Ey EX\Y [Z )y Z Z )y lekaklxmlbmoxoscstxtj}}

k=1l=1m=1lo=1s=1t=1

[n n p n p
=Ey | L L L Z Y X aklbmocstEX|Y [xlkxmlxosxtj}:|
Lk=1l=1m=1o=1s=1t=1

non o p n p
|:Z Y X Z Y. Y apbmocy {y Gthka GmoW[g

k=1ll=1m=1lo=1s=1t=1
—1 ~. —1 —1 ~. —1 —1
+y T CimWyy Gtowj's +Y " CioVpy Gtm\lfﬂ + My, y Gtost
—1 —1 —1
+mimeogy Gtm\vﬂ + My Mosy Githj +migmsjy OmoWYig

—1 -1
+mtjmmly GioWys + m; iMosy  OimYyy + MMy MosNy j H

n n p p n p )
—E | L ¥ L ¥ ¥ £y 2{uckVWyan¥ibnoSon
k=1ll=1m=1o=1s=1t=1

+Gimbmocotcts\|fsjakl\|!lk + Giobomcmtctswskakl\vlj}

n n p p n p |
+¥ X ¥ XYy {maambnSaciy,
k=1l=1m=1lo=1s=1t=1
+mikaklllfljbm0m0scst Otm + Ot Ctsmsobommmlalk\vkj
+mikalelscstmtjbm060m + Giobommmlalk\pkscstmzj
+Gimbm0moscstmtjakl‘|’lk}
n n p p n p
+YX X Y XX Zmikaklmlmbmomoscstmtj
k=1l=1m=1lo=1s=1t=1
= Ey [y™?] (tr (BZ) EC"PA'Y + tr (A¥) LBEC'Y + LB'EC'PAY)
+Ey [y~ (MAM'BEC"Y +tr (BMCX) MAY + XC'M'B'MA'Y

+tr (BE) MAYCM + =B’ MA"¥CM + tr (AY) ZBMCM) + MAM'BMCM

= i (7 (BE)SC'WA™Y + 1 (AW) SBIC'Y + SB'SC'PAY)
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¥ (MAM'BEC'Y + tr (BMCZ) MAY + £C'M'B'MA'Y
+tr (BX) MAYCM + SB'MA"YCM + tr (A¥) LBMCM)
+MAM'BMCM

elde edilir.

p n p p onp
(iv) X’AX'BXCX matrisinin (i,j) —inci elemant Y. Y Y Y Y ¥ XikiXmibmoXosCsiXt j
k=1I=1m=1o=1s=1¢=1
olur. Bu durumda

E (X'AX'BXCX) = Ey |Ex}y [X"AX'BXCX]]

P n n p
=Ey EX\Y |:Z )y Z Z )y Zxkzaklxmlbmoxoscstxtjl}

ll=1m=1lo=1s=1t=1

p n p nop

=Ey|Y Y L Z )y ZaklbmocstEX|Y [xklxmlxosxtj}:|
Lk=1l=1m=1lo=1s=1t=1

k=1ll=1m=1lo=1s=1t=1

P n n p
[ Z Z Z Z Z Z AkbmoCyt {y Ith\lfl,y lcmo\l’ls
+y OrmWiy GroW sty “orViy T omy ji T MMy o,y js
+mkimosy716tml|fj1 + mmlmosyilcktwl'j + mkimtjyilcmoll’[s

—1 —1
+mtjmmly CroV;s + my jMosy  OrmVYy + MMy MosNy j H

P n

p p n p
=Er | ¥ ¥ L ¥ X ¥y {vauvicaoubmCon
k=1ll=1m=1lo=1s=1t=1

+W;,a; kOkmbmoOor Crs s j + W, Cr CtmbmoOokar \ j }

n p P n

)4 14

—1

+E ¥ ¥ YLy { muauminbnoSuci¥;
k=1l=1m=1lo=1s=1t=1

"‘mikakl\lf[jbmomoscst Oim + Wijaklmlmbmomoscstctk

+mi @\ 1 CseMy jbimoCom ~+ Vs CstMy jAxMymbmoOok

+l|filalk6kmbm0moscstmtj }
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p n p p np
+Y Y Y YyYy mkiaklmmlbmomoscstmtj
k=1l=1m=1lo=1s=1t=1
= Ey [y %] (tr(A¥YCY)tr (BY) ¥ + WA'LBIC'Y + WCEBLAY)
+Ey [y~'] (M'AM'BEC'Y +tr (BMCZ) M'AY + tr (AM'BMCY) ¥
+1r (BE) M'AYCM + tr(AM'BE) WCM + WA'SBMCM)
+M'AM’'BMCM
2
+355 (M'AM'BEC'Y +tr (BMCX) M'AY +tr (AM'BMCY) ¥
+1r (BE) M'AYCM + tr(AM'BE) WCM + WA'SBMCM)
+M'AM’'BMCM
elde edilir.
/ / . . . . . . . p p n n p p
(v) X’AX'BXCX matrisinin (i, j) — inci eleman1 Y. Y Y Y XkiGriXimbmoXsoCsiXi j

k=1l=1m=1lo=1s=1t=1
olur. Bu durumda

E (X’AXBX'CX) = Ey |Ex}y [X"AXBX'CX]]

P n n p
=Ey EX\Y |:Z )y Z Z )y Zxklaklxlmbmoxsocstxtj:|:|

k=1ll=1m=1lo=1s=1t=1

n n p
= Ey Z Y Z Z Y X aklbmocstEX|Y [xklxlmx50xlj:|:|
Lk=1l=1m=1o=1s=1t=1

n p

P n

- EY |:Z Z Z Z Z Z aklleOCSl‘ {y th\lf,jy Glsll!mo
k=1l=1m=1o=1s=1t=1

+y710kll|!imy716tsl|fjo + yflcksllfioyflctlllfjm + mkimlmyflctsllfjo

1 | _
+mpimgey O\ jm +myuMsey OV j + myimy jy 1Gls\|’m0

—1 —1
+my jmyyy OsWy, + My jmsoy ™ Opi Wy, + Mgy MgoMy H
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p n p p n p

=Ey Z Z Z Z Z Zy_z {Wijakl\plscstctkbmocom
k=1l=1m=1o=1s=1t=1

+\IfimbmoW0jalelszths + Wiobom\l’jmaklsltczscsk}

p n p p n p

-1
+Y X LY XXy {muaumibnoy, cncis
k=1ll=1m=1lo=1s=1t=1

+mika O CrsMsobom VY, j +V; jaklmlmbmomoscsthk
+mik O 15CsiMy jbmo VW, + WigDomMimi 1k OsCsmy

+\|Iimbmomos CstMy jAk]O1k }

p n p p n p
+Y X X Y Zmikaklmlmbmomoscstmtj

k=1ll=1m=1o=1s=1t=1
= Ey [y™?] (tr (AZCX) tr (BY) ¥ +tr (AX) tr (CL) WBY + 1r (AXC'S) YB'P)
+Ey [y~'] (tr (CE) M'AMBY + M'ASC'MB"Y +tr (AMBM'CY) ¥
+tr (BY) M'AZCM +¥B'M'A’SCM + tr (AX) WBM'CM)
+M'AMBM'CM
= =g (7 (AZCE)1r (B¥) ¥ + 1 (AT) 17 (CT) WBY + 17 (AZC'Y) WB'Y)
+5%5 (17 (CE)M'AMBY + M'AXC'MB'"Y +tr (AMBM'CE) ¥
+tr (BY) M'AZCM +¥B'M'A’SCM + tr (AX) WYBM'CM)
+M'AMBM'CM
elde edilir.
(vi) X’AXBXCX' matrisinin (i, j) — inci eleman Xp‘, f‘, i f‘, f {‘, Xki Qi XimPmoXosCst X jt

k=1l=1m=1lo=1s=1t=1
olur. Bu durumda

E (X’AXBX'CX) = Ey |Ex}y [X"AXBX'CX]]



14 n n

=Ey EX\Y {Z )y Z Z )y Zxkzaklxlmbmoxoscstxjtl}

k=1ll=1m=1lo=1s=1t=1

n on
= Ey Z Z Z Z Y X aklbmocstEX|Y [xklxlmxosxjt}}
Lk=1I=1m=1o=1s=1t=1

14 n n n
=FEy |: )y Z )y Z Y X aAk1bmoCst {y Gk]Wzty Glo‘l’ms
k=1l=1m=1lo=1s=1t=1

- —1 - -1 -1

Y OuVinY CjoVis TV OkoWisy OV + MikiMimy O joW,
~1 —1 —1

FMEiMosy™ O jiW,yy, + MimMosy ™ Ok iYWy + MM jry ™ O W,y

—1 -1
+mjtmlmy CroV;s + mimosy  OxiWipy, + MyiM iy MosIM jit }]

n p n n

p p
=Ey |Y Y Y Y Y ¥y 2 {WctsWbmoOoraixOij
k=1l=1m=1lo=1s=1t=1

FWinbmoSojakiOikCsiWis + VisCst VymbmoCokaki Ol j}

n p n n

p P
+ Z Z Z Z Z nyl {mikaklmlmbmocojcst“fzs

k=1ll=1m=1lo=1s=1t=1
+mjiag; Gljbmomoscst\lf;m + Ctsmsobommmlalkckj
+Mikax1010Dom W s Cst Mt j + WigCst My jAx1 M Do O ok
+\|fimbmomoscstmtjakl Ok }

p P n p n on
+YX X X XX kaiaklmlmbmomoscstmjt

k=1l=1m=1o=1s=1t=1

= Ey [y %] (YC'¥BIA'E +1tr (AX)tr (CY¥) ¥YBL + PCWBLAY)
+Ey [y~!] (tr (C¥) M'AMBE. + tr (BMC¥Y) M'AL + WYC'M'B'M'A'S
+M'ALBYCM' +tr (AMBY)WYCM' +tr (AL) WYBMCM')

+M'AMBMCM'

= oy (WC'WBIA'S + 17 (AX) 17 (CW) WBE + WCWBYAY)

118
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+v%2 (tr (C¥)M'AMBE + tr (BMCY) M'AX +WC'M'B'M'A’E
+M'ALBYCM' +tr (AMBX)YCM' +tr (AL) WYBMCM')
+M'AMBMCM’

elde edilir. O

Teorem 4.14 X ~ MV SI, ,(M,%,¥,q) olsun. Bu durumda ¢ > 4 i¢gin

(i) E (tr (XBXCX') XA) = =iy (E2B"PCWA + 17 (CW) L2B"WA + 17 () LB WC'PA)
YV (tr (BEM) tr (CW) MA + tr (BMCW) tr (£) MA
+SMBMCWA + tr (BEMC'¥) MA + B'M'MC"PA
+EMC'M'B'PA) + tr (MBMCM') MA
A(nxn), B(nxp), C(nxn)

(ii) E (tr (BXCX') XAX) = WEM) (EBLA'YC'Y + tr (BE) tr (C¥) LAY + SB'SA'PCP)
Y (1r (BE) tr (C¥) MAM + MAZBMCY + EBMCYAM
+MASB'MC'Y + £B'MC'WAM + tr (BMCM') SA'®)

+tr (BMCM'YMAM, A(n x p), B(px p), C(nxn)

(iii) E (tr (BXCX') X'AX) = % (tr (AZB'S)WC'¥ + 11 (AX) tr (BE) tr (C¥) W
+tr (ALBY) WCW) + ;5 (tr (BL) tr (CY) M'AM
+M'ALBMCY +Y¥C'M'B'YAM + M'AXB'MC'Y
+WCM'BEAM +tr (AX)tr (BMCM') )

+tr (BMCM'YM'AM, A(p x p), B(px p), C(nXxn)

(v) E (17 (AX) XBXCX) = =y (SA"PBEC'Y + SB'WPCSA'Y + $C'WASB'Y)
VVTZ (MBMCXA'Y + MBXA"PCM + XA"YBMCM
+1r (AM) MBEC'Y + tr (AM) XC'M'B'¥ + tr (AM) B"YCM)
+tr (AM)MBMCM) ,A(nx p), B(nx p),C(nx p)

(v) E (17 (AX) X'BXCX) = y—ry—3; (PAZBEC'Y + 17 (BL) WCEA'P
+1r (BEA'WCE) W) + -5 (M'BMCEA'Y + M'BSA"YCM
FPALBMCM + tr (AM) M'BECY + tr (BMCE) tr (AM) ¥
+tr (BM)tr (AM)WCM) + tr (AM) M'BMCM

A(nxp), B(pxp), C(nxp)
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(vi) E (tr (AX) X'BX'CX) = (H)% (tr (CZ) WALBY + WB'SCIA'Y + 1r (BYALCE) W)
Y5 (M'BM'CZA"Y + M'BYALCM + WASBM'CM
+tr(CE)tr (AM)M'BY + tr (BM'CE) tr (AM) ¥
+WB'ECMAM) + tr (AM)M'BM'CM

A(nxp), B(pxn), C(pxp)

(vii) E (tr (AX) X'BXCX') = s (ir (CW) WAEBE +1r (BL) WCWAL + WC'WALB'Y)

2
V-2
v(—2 ()lg/IIBMC‘PAZ +M'BLA"YCM' +YALXBMCM'
+tr (C¥)tr (AM)M'BE+tr (AM)¥YC'M'B'E
17 (BE) tr (AM)WCM') + tr (AM) M'BMCM'
A(nxp),B(pxp), C(nxn)

Ispat: (i) tr (XBXCX') XA matrisinin (i,j) — inci elemant
n p n p n n
Yy y y Y. XikQk jXimbmoXosCst X olur. Bu durumda
k=11=1m=1o=1s=11=1

E (tr(XBXCX')XA) = Ey [Exjy [tr (XBXCX') XA]]

n

n non
=Ey EX\Y |:Z Y X Z )y szkak]xlm moXosCstXit
k=1ll=lm=1lo=1s=1t=1

'n p n n n

=Ey | Y Y L Z Y Y ab mocstEX|Y [XikXimXosXis]
Lk=1l=1m=1o=1s=1t=1 i

n n

=FEy |:Z Y X Z Y Zak] moCst {y CiViy lGlo\I’ms

k=1ll=1m=1lo=1s=1t=1
+y oy oW+ y oy Tou,,
iy~ 1oV + MikMosy ™ G,
1y Mgsy ™ Gty + Migmyry ! CloWns
+mltmlmy716io\|fks + mymogy ! GitVim

+m My, Moy }]

n

n
=Ey Z Z Z Z Z Zy {Gilclobomwmscst\lfzkakj
k=1l=1m=1lo=1s=1t=1

+Gilclob0m\|lmkakjcst\|]ts + Giobomwmt CrsWeak jO11 }

n n n n
+X Z )y Z Y Yy {miarjbmoGoimimes Wy
k=1ll=1m=1lo=1s=1t=1
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+miak jbmoMosCst Wy, Ot + CitMymbpmoMosCor Wy A
+migay ibimoCorMis Crs Wy, + CiobomMpy My Cos\Wg ax j
+Gjmy; Clsmsobomllfmkakj }
n p n P n n
+YXY Y Y XYy mikakjmlmbmomoscstmtl
k=1ll=1m=1lo=1s=1t=1
= E [y 2] (Z?B'YCYA +1r (CY)X*B"VA +1r(X) ZB"PYC'PA)
+E [y~ 1] (tr (BEM) tr (C¥) MA +tr (BMCY) tr (£) MA
+EIMBMCYA +tr (BEMC'"¥Y) MA + XB'M'MC"PA
+XMC'M'B"YA) +tr (MBMCM') MA
= % (Z2B'YCYA +1tr(CY)X?*B'WA +1tr(£)LB'WC'WA)
+5%5 (tr (BEM) tr (C¥) MA +tr (BMC¥)tr (£) MA
+EXMBMCYA +tr (BEMC'"Y) MA + XB'M'MC"PA
+XMC'M'B"YA) +tr (MBMCM') MA

elde edilir.

(11) tr (BXCX') XAX matrisinin (i,j) — inci elemant
n p P n n
Y X Z Y Y ¥ xik@iX; jbmoXosCstXm: Olur. Bu durumda
k=1l=1m=1lo=1s=1t=1

E (t1r(BXCX')XAX) = Ey [Ex)y [tr (BXCX') XAX]]

=Ey EX\Y [Z )y Z Z )y lekaklxl]bmaxoscstxmt}}

k=1ll=1m=1lo=1s=1t=1

[n p p n n

=Ey|Y Y L Z )y ZaklbmocstEX|Y [xlkxl]xosxmt}:|
Lk=1l=1m=1o=1s=1t=1

|:Z )y Z Z Y X axibmoCst {y CimWiy Glosz

k=1l=1m=1lo=1s=1t=1



Oy T Omo W+ Gl Wiy O
—|—m,~kmljy_1 CmoW;g + MixMpsy : OmiVy
+myjmosy LoimWi + mixmmy ™ 'o1y js
+Mpemyjy - ! GioWis + MpiMosy ! OitWi;

My jmosp; H

n n

np pp
=Ey | ¥ ¥ L ¥ L ¥y {oumbnooantcuty
k=1l=1m=1o=1s=1t=1

+Gilalkl|jkjbmocomcstl|fts + Giobomcmlalkq}kscstwtj }

n p n n

P D
-1
+YX Y Y XYYy {mikaklmljbmocomcstwts
k=1l=1m=1lo=1s=1t=1
+mjxay Glmbm()muscsl\l’[j + Gimbm()m()sCst\lf;kaklmlj
+Mik a1 G10DomMmi €15y j + CiobomMums C1s W g akimi j

+Gilalkl|jkjbm0moscstmtm }

n p n n

P D
+YX Y Y YyYyy mikaklmljbmomoscstmtm
k=1ll=1m=1o=1s=1t=1
= E [y 2] (EBLA'YC'Y +tr (BL) tr (C¥) LA'Y + EB'TA'YCYP)
+E [y~'] (tr (BE)tr (C¥) MAM + MAXBMCY
+EZBMCYAM + MALB'MC"Y + XB'MC'VYAM
+tr (BMCM')ZA"P) +tr (BMCM') MAM
2
= 2 (EBEA"YC'Y +1r (BL)1r (C¥) XA'Y + LB TA'PCY)

+4%5 (tr (B) tr (C¥) MAM + MALBMCY

+EBMCYAM + MALB'MC"Y + XB'MC"YAM

122



123

+1r (BMCM')ZA"Y) + tr (BMCM') MAM

elde edilir.
(iii) tr(BXCX')X'AX matrisinin (i,j) — inci elemant
P p n n

Z Yy Z Y Y Y xwiaiix; jbmoXosCsiXme olur. Bu durumda
k=1l=1m=1o=1s=1t=1

E (tr(BXCX')X'AX) = Ey [Exyy [tr (BXCX') X'AX]]

14 n o n
=Ey EX|Y |:Z Y Z Z )y Zxklaklxljbmoxoscstxmt}}

k=1l=1m=lo=1s=1t=1

p pP P n o n

=Ey| YL Y X Z )3 ZaklbmocstEX|Y [xklejxosxmt]:|
Lk=1l=1m=1o=1s=1t=1

14 n n
[Z )y Z Z Y Y aubmocs {y OimViry Glosz

k=1l=1m=1o=1s=1t=1

+y oWy OmoWy T koW T O

+mkimljy_ ! OmoV;s + MpiMosy ! Gml‘l’tj
+myimosy ! OimWir + MgilMyy ! OV js
Ty jy - ! OkoWis + MptMosy toy Vi;

Mgy jMosMpy }]

p p P P n n

LYY LT Xy {wicnwausibonom
k=li=1m=lo=1s=1t=1

+W,‘jakl lebm()G(JmCstWts + WisCSthjakl Glmbmocok }

p P P P non

+YX Y Y XYY Zy_l {mkiaklmljbmocomcstwts
k=1ll=1m=1o=1s=1t=1

+mkiaklclmbmomoscst\|ftj + Witctsmsobomcmkaklmlj

+MyiQ O 1obomMume CrsWy j + Y Cor Mgy bnoOokarmy j
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+WijalelkbmomosCstmmt }

P n n

+ X Z Z Z Y kalaklmljb oMosCstMimt
k=1l=1m=1o=1s=1t=1

= E [y 2] (tr (ALB'L)WC'Y +tr (AX) tr (BX) tr (C¥) ¥
+1r (ALBY)WCY) +E [y '] (tr (BZ) tr (C¥) M'AM
+M'ALBMCY +YC'M'B'SAM + M'AXB'MC'Y
+WCM'BEAM +tr (AX) tr (BMCM')'P)
+tr (BMCM') MAM

= oy (1 (AZB'Z) WC'P + tr (AT) tr (BE) 1r (C¥) ¥
+tr (ALBY) YCW¥) + Y5 (17 (BE) tr (CY) M'AM
+M'ALBMCY +¥C'M'B'SAM + M'AXB'MC'Y
+WCM'BLAM +tr (AX) tr (BMCM')'P)

+tr (BMCM') MAM

elde edilir.

n

p
(iv) tr (AX) X BXCX matrisinin (i, j) —inci elemani ): Z Z Z Yy Zx,kbklxlmcmoxojas,x,s
k=1l=1m=1lo=1s=1t=1
olur. Bu durumda

E (1r(AX)XBXCX) = Ey [Ex)y [ tr (AX) XBXCX]]

n n p

=Ey EX|Y |:Z )3 Z Z Y thkbklxlmcmoxmastxts}}

k=1l=1m=1lo=1s=1t=1

I
51
M:

n n p
Z )y Z )N bklcmoastEX|Y [xlkxlmxths]}
Lk=1l=1m=1o=1s=1t=1

n n n p
[z L L5 5 bucnots Ly ouviy 010w,

k=1l=1m=1lo=1s=1t=1



SR /A /S AR E U A T/ AT
+MiMimy ! Gro W, j Moy AT
+MymMojy Loy, +migmygy ™! OloWpnj
+mysmmy ! Gio Wy j T Msimo jy i

+mikmlmmojmts }}

n p n

n p 14
—E (LT ¥ ¥ ¥ Xy {ouanvybusioconVi,

k=1l=1m=1lo=1s=1t=1

+Gilblk\|fkmcmocotats\lfsj + GioComesasthlblkaj }

n p n p n

p
-1
+E Y E L LTy {mabumincniOudiy,;
k=1ll=1m=1o=1s=1t=1

+mikb G115, CmoMo j + OirQrs\W g DM Cinoo j

+mikbklclocom\|!mjastmts + Giocommmlblk\vkjastmts

+GilblkamCmomojastmts }

n n

p
+ ¥ Z Z Z Y ¥ mlkbklmlmclnomOJastmts
k=li=lm=lo=1s=1t=1
= E [y ?] (ZA'WYBIC'Y + ZB'WCIA'Y + XC'VALB'Y)
+E [y~ '] (MBMCEA'Y + MBYA"YCM + YA"YBMCM
+tr (AM) MBEC'Y +tr (AM) XC'M'B"Y
+1r (AM)EB"YCM) +tr (AM) MBMCM
2

+5%5 (MBMCEA"Y + MBYA"YCM + YA"YBMCM

+1r (AM) MBEC'Y +tr (AM) £C'M'B'¥
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+tr (AM)ZB"YCM) +tr (AM) MBMCM

elde edilir.

p P n p onp
(v)tr (AX) X'BXCX matrisinin (i, j) —incielemant Y. Y Y Y Y ¥ XtibiiXimCmoXo jdstXes
k=1l=1m=1lo=1s=1t=1
olur. Bu durumda

E (1r (AX)X'BXCX) = Ey [Exy [ 1r (AX) X'BXCX]]

n P n p

[ pp
=Ey EX|Y |:Z LY Y X Zxkibklxlmcmoxojastxts}}

k=1l=1m=1lo=1s=1t=1

P n

[P P n p
=Ey Y Y Y Y X ZbklcmoastEX|Y [xkixlmxojxts]:|
Lk=1l=1m=1lo=1s5=1t=1

p P n p np {2

_2 _2
=Ey |:Z Y Y Y Y Y bycmoasu 10k YU quonj
k=1ll=1m=1lo=1s=1t=1

_2 _2 _2 _2
+u 1GKY;,U thOWSj-f-u 1Okt 101y,

_2 _2
Tty 9O + MyiMoju 107y,

_2 _2
tmymojit 9G i + MMyt G0y,

_2 _2
MMyt IO\, + MysMojit - 1Ck

F MMM j1 s }]

n p

pponop 4
=Ey | LY XY YLXYXud« {\If,-saszczkbklﬁzocom\lfmj
k=1l=1m=1lo=1s=1t=1

FVinCmoOot Ats Vs jblelk +V; jbkl 01115V 1, CmoOok }

p P n p n p

_2
+Y XY LY Lu o {miibymincnsOuti,

k=1l=1m=1lo=1s=1t=1

+myibr O Ars W, CimotMo j T WisAst Ok bkimimCmonio j

+myibriG1oComV,, jGstMis +; jbkl MimCmoO ok Ast Mg
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+w,‘mcmomojbkl Ok Qs Mys }

n p n

P P P
+YX Y Y XX kaibklmlmcmomojastmts
k=1l=1m=lo=1s=1t=1

= E [y™?] (PAZBEC'Y +tr (BL) PCLA'Y + 1 (BLA"PCY) P)
+E [y~'] (M'BMCEA'Y + M'BEA"YCM + YALBMCM
+tr (AM)M'BECY + tr (BMCY) tr (AM)¥
+tr (BE)tr (AM)WCM) +tr (AM) M'BMCM

= 2 (PAZBIC'Y + 17 (BY) WCTA'Y + tr (BEA'WCY) W)

+5Y5 (M'BMCEA"Y + M'BLA"YCM +WYALBMCM

+tr (AM) M'BEC'Y + tr (BMCY) tr (AM)¥

+tr (BE)tr (AM)WCM) +tr (AM) M'BMCM

elde edilir.

(vi) tr (AX)X'BX'CX matrisinin (i,j) — inci elemant

p n p p np
Y Y Y Y Y Y xibuXmiCmoXojasXes olur. Bu durumda
k=1l=1m=1lo=1s=1t=1

E (1r (AX)X'BX'CX) = Ey [Exy [ tr (AX) X'BX'CX]]

P n n p
=Ey EX\Y |:Z )y Z Z )y Zxkzbklxmlcmoxwastxts:”

k=1ll=1m=1lo=1s=1t=1

n n p

= Ey Z )y Z Z )y Zbklcm()avtEX\Y [xklxmlx()]xtv}:|
Lk=1l=1m=1o=1s=1t=1

p n n p
[Z Y Z Z Y. Y bucmotas {y OuVisy Gmowl]

k=1l=1m=1lo=1s=1t=1

Y kWi G0V + 3 Ok Wiy W

—1 —1
+mimyy 1y Oro WYy j+ MMy ;y ~OmVYgy



elde edilir.

—1 -1
Ty iy Okt Wig + MyiMysy ™ Omo Yy j
-1 -1
MMy y OroV,; j + mysm, Y OkmWViy

F MMy M j10 5 }]

p

P n P n p
Z Z Z Z Z Zy_z {Wisastctkbkl\llljcmocom
k=1l=1m=1lo=1s=1t=1

+\|filblk6kmcmocolals‘|fsj + \lfijbkl\ulsastctmcmocok}

n p n

p P 14

—1

+E Y ¥ LY Ly {mibummcnsouany,
k=1l=1m=1lo=1s=1t=1

+mkibkl Y5t OrmCmoMo j + Y, ag Gtkbkl My CmoMlo j

+my; bkl v, j CrmoComQstMys + Y, J bkl Ml CmoOokAst My s

+Wilblk6kmcmomojastmts}

n n

p )2
+Y X Z Z Y X mklbklmmlcmomc)]astmts

k=1ll=1m=1lo=1s=1t=1

= E [y 2] (tr (CE) WAZBY + WB'SCZA'Y + 11 (BYAXCY) W)
+E [y'] (M'BM'CEA'Y + M'BYALCM +WAXBM'CM
+tr (CE)tr (AM) M'BY + tr (BM'CE) tr (AM) ¥
+PB'YCMAM) +tr (AM) M'BM'CM

= oy (17 (CT) WAZBY + WB'SCIA'Y + 1r (BYALCE) W)

Y (M'BM'CEA'Y + M'BYAXCM + WALBM'CM

+tr (CE)tr (AM)M'BY +tr (BM'CY) tr (AM) ¥

+WB'SCMAM) + tr (AM) M'BM'CM
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(vii) tr (AX)X'BXCX' matrisinin (i,j) — inci elemani
n n n

p p
Z Yy y ¥y Zxk,bklxlmcmoxjoas,xm olur. Bu durumda
k=1l=1m=1o=1s=1t=1

E (tr (AX) X'BXCX') = Ey [Ex|y [ 1r (AX) X'BXCX']]

p n n n p
=Ey EX\Y |:Z Y Y Y ) Zxklbklxlmcmoxjoastxts:|:|

k=1l=1m=1o=1s=1t=1

n n p

- b
= Ey Z Y Y YYX bklcmoastEX\Y [xktxlmxjoxts}:|
Lk=1l=1m=1lo=1s=1t=1

n n p

P P n
Y [Z Y Y Y Y Y bucmoas {y‘lck,\pisy_lcqu!mo
k=1l=1m=lo=1s=1t=1

+y oWy oW, + Y ok WY T O,
+myimmy~ ' o jVso + Miim joy_lctl‘llsm
My oy~ O Wi + miimysy ' 0 iVmo
+mysmyy ! OkiVio + mtsmjoy_ ! StV

MMM jo My s }]

p P n n

n p
Y'Y Y Y Y Yy 2 {w,au0ubusijcmoVon
k=1l=1m=1lo=1s=1t=1

+W,‘mcmowosast6tjbklclk + \I”iocamwmsastctlblkckj}

p n n n p
+ Z Z Z Z Z Zy {mklbklmlmcmowmastct]
k=1ll=1m=1lo=1s=1t=1

+myibiiG 115V s, Cmot jo + Wis@st Orikbramym Cimom jo
+Myibri G Cino o stMis + Wi ComMumi b1 O jas My

+\|f[mcmomjobklclkastmts }

p P n 14

n o n
+X X X XX kaibklmlmcmomjoastmts
k=ll=1m=1o=1s=1t=1



elde edilir. O

130

= E [y 2] (tr (C¥) YAZBE + tr (BL) WCWAL + WC"PALB'Y)
+E [y~ (M'BMCYAL + M'BYA"YCM' + VALBMCM'
+tr (CP)tr (AM)M'BL +tr (AM) YC'M'B'L
+tr (BE)tr (AM)YCM') + tr (AM) M'BMCM’
= 2 (tr (C¥) WATBE + 17 (BE) WCWAY + WC'WATB'Y)
5 (M'BMCYAL + M'BLA"YCM' + YALBMCM'

+tr (CW)tr (AM) M'BE +tr (AM)WC'M'B'S

+tr(BE)tr (AM)WCM') + tr (AM) M'BMCM'

4.3 Matris Degiskenli t Dagiliminin Parametre Tahmini

Bu boliimde matris degiskenli t dagiliminin parametrelerinin tahmini yapilacaktir. Ilk

olarak en cok olabilirlik yontemi ile, daha sonra EM algoritmasi kullanilarak parametre tah-

minleri yapilacaktir. Elde edilen sonuglara bakildiginda EM algoritmasi kullanilarak elde edilen

sonuglarin en ¢ok olabilirlik yontemi ile elde edilen sonuclar ile ayn1 olduklari goriilmektedir.

4.3.1 En cok olabilirlik yontemi

Bu boliimde en cok olabilirlik yontemi ile matris degiskenli t dagiliminin parametreleri

tahmin edilecektir.

X1, X2,..., X; b.b.a.d. rassal matrisler olsun. Bu veri matrislerini M, ¥, ¥ parametreli
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matris degiskenli t dagilimi ile modellemek istiyoruz. Bu durumda log-likelihood fonksiyonu

I(M, %, ¥; X) = %lln|21| —|—%lln|‘l’1| +lln{F (”p;v) } 4.5)

—%ﬂln(nv)—lln{r(%)}

np+vi { zr(z—l X -M)¥~' (X —M)) }

v

seklindedir. Log-likelihood fonksiyonun ilgili parametrelere gore tiirevini alip sifira esitlersek

asagidaki tahmin denklemlerini elde ederiz.

l
o LwiX
M="= (4.6)
L wi
i=1
~ 1 ! ~\ S N/
DY wi(X—M) 9 (xi—M) 4.7)
nli=
~  1d N N
P —Yowi (X—#) £ (X (4.8)
Ptz

Burada w; agirlik fonksiyonu Esitlik 4.9°da verildigi gibidir.

np-+v
~ —~ ~ N/
Vrr <Zl (X—M) P-1 <X—M> )

Esitlik 4.7-4.8’e bakildiginda tahmin edicilerin kapali formda olmadig1 goriiliir. Bu durumda

4.9)

w; =

sayisal yontem kullanmak zorundayiz. Ayrica serbestlik derecesini tahmin etmek istersek
Esitlik 4.10°da verilen denklemi yukarida verilen denklemler ile birlikte ¢cozmeliyiz.

r(T) - () s ) |

2v \Y

np+v ¢ l”(zfl(X_M)\Pi (X_M)) _
2v Z.Z{vjttr(z—l(X—M)‘P_1 (X-Mm))

(4.10)

Esitlik 4.10 diizenlenirse serbestlik derecesinin tahmini i¢in Egitlik 4.11°de verilen tahmin edici

elde edilir.

Loor(z ' (x-m) 9! (x—M)")
R np (l _El V(T T (X—M) P T(X—M)')
V=
) (3 (o o))\ )
lY(%) <%> Zln( v )+Z r( (x— M‘Pl( —M))

(4.11)
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Burada Y Digamma fonksiyonudur. Bu ¢alismada robustlik i¢in serbestlik derecesi sabit olarak
alinacaktir. Bunun sebebi ise, tr (£~ (X —M)W~! (X — M)") — oo oldugunda Esitlik 4.10 son-
suza gitmektedir. Bunun anlam ise biiylik Mahalonobis uzakligina sahip gozlemler serbest-
lik derecesinin tahminini bozmaktadir. Yani, serbestlik derecesini diger parametrelerle birlikte
tahmin ettigimiz zaman etki fonksiyonu sinirsiz olacaktir. Bu robust ¢alismalarda istenmeyen
bir durumdur. Bu ylizden bu ¢alismada serbestlik derecesi sabit olarak varsayilacaktir ve ro-
bust ayar sabiti olarak kullanilacaktir. Ayrica serbestlik derecesi biiyiidiikce matris degiskenli
t dagilimi, matris degiskenli normal dagilima yaklagmaktadir. Bu yiizden robustlig1 siirdiirmek

icin serbestlik derecesinin kiiciik degerleri tercih edilecektir.

4.3.2 EM algoritmasi ile parametre tahmini

Bu boliimde matris degiskenli t dagiliminin parametrelerinin tahmini icin EM algorit-
mas1 kullanilacaktir. EM algoritmasimi kullanmak ic¢in, Tanim 4.1°de verilen 6l¢ek karmasi
gosterimini kullanacagiz. Burada Y’ler kayip veri, X’ler gozlenen veri olarak (X, Y) ise tam
veri olarak tanimlanacaktir. i =1, 2,..., i i¢in tam verinin log-likelihood fonksiyonu Esitlik

4.12°de verildigi gibi elde edilir.

! ! ! ! !
LM, %, %) = —%ln(%c)—%ln|2\—%ln]‘l’\—l—%ln(v)—%ln@)
v np+v !
_11 {r(-)} ~1) Y Iny,
ln 3 + ) ; ny;
1 [
—§Zyi (V+er TN X =M P (X —M))) (4.12)
i=1

Tam verinin log-likelihood fonksiyonu kolayca maksimize edilebilir fakat Y’ler kayip veri
oldugundan gozlemleyemiyoruz. Fonksiyonun maksimizasyonu Y degiskenlerine baglidir. Bu
problemle basa cikabilmek i¢in tam verinin X; gbzlem degerleri ve su anki parametre degerleri
verildiginde log-likelihood fonksiyonunun kosullu beklenen degerini alacagiz. Kosullu bekle-

nen deger alindiginda Esitlik 4.13 elde edilir.
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OM, %, ¥) = E(L(M, T, W) |X;, M, 3, @)
npl pl vi vi

!
- = 1n(27t)—Eln|2|—%ln|‘P|—}—3ln(v)—Eln(2)

\Y np+v ! SN
—lln{F<§>}+( : —1) l;E (1nY,~|X,-, M, s, ‘P) (4.13)

1 PPN _ _

—EgE (Yi\X,-, M, X, ‘P) (V+er TN X -M)P (X —M)))
Burada E (lnY,~|X,~7 M , )/Z\, ‘f’) ve E <Yl~|X,-, M , i, ‘i’) , X; gbzlem degerleri ve su anki paramet-
re degerleri verildiginde InY; ve Y; de8iskenlerinin kosullu beklenen degerleridir. Bu kosullu

beklenen degerleri hesaplayabilmemiz icin X verildiginde ¥ nin kosullu dagilimini1 bulmaliyiz.

f(X,y)
X) = X7/
Jrix 01X) 7X)
_1, n by
Y e S (v (2 - (- )
— 2
_ A () [ (e ey ]
p 2 {l—}— }
w7 (3) ;
np+v
(V-i—lr():l(X_M)\{ll(X_M)/)) )
2

np+v 1

0" exp{ =3 (vor (ET (X =) ¥ (X M) |
Kosullu  olasilik  yogunluk  fonksiyonuna bakildiginda Y|X rassal degiskeni
Pty % (v+er (' (X —M)¥~ 1 (X —M)")) parametreleri ile Gamma dagilimma sahip-

2
tir. Bu kosullu dagilimi kullanarak E (lnY,~|X,-, M, f, ‘i’) ve E <Y,~|X,-7 M, f‘,, ‘i‘) kosullu

beklenen degerleri agagidaki gibi elde edilir.
N =E (n¥|x, M, %, ¥) = /1ny,~f(y,~|x,-)dy,~ (4.14)
0

np—+v
vtir (TN X - M)¥Y (X —M))

w;=E <Y,-|Xl~, M, 3, @) — (4.15)

Esitlik 4.13’de verilen amag¢ fonksiyonunda E (lnYi|X,~, M , f, ‘f’) ve E (Y,-|Xi, M , f, ‘/I\’>

ifadeleri 1; ve w; degerleri ile degistirilir ve parametreden bagimsiz sabitler C olarak ifade
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edilirse amag fonksiyonumuz Esitlik 4.16’da verildigi gibi elde edilir.

[
o, 2w = - "z = L)+ (22 C 1)y,
2 2 2 ~
1 l
—EZwi(v—i—tr(Z’l(X—M)‘P’I(X—M)’)) (4.16)
i=1

Esitlik 4.16’da verilen amag¢ fonksiyonunun ilgili parametrelere gore tiirevleri alinip sifira
esitlenirse asagidaki tahmin ediciler elde edilir.

l

L wiX;
M:’:i (4.17)
Y wi
i=1
~ 1 L ~\ S N/
£=—Yw <Xl~—M>‘P_ (X,--M) (4.18)
i=1
~ 1 N ~
P= Y (xi—#1) £ (x;- 1) (4.19)
i=1

Daha once de belirttig§imiz gibi tahmin ediciler kapali formda olmadig i¢in sayisal yontem
kullanmaliy1z. Bu yiizden tahmin edicilerin elde edilmesi icin iteratif yeniden agirliklandirilmig

algoritma asagida verilmistir.

4.3.2.1 [Iteratif yeniden agirhklandirilmis algoritma

1. Iterasyon sayisini k = 1 al ve parametreler icin baslangic degerlerini sec.

2. k=1,2,... i¢cin su anki parametreler M(k), ¥®) ve ‘P(k)’yl kullan, i = 1,2,...,] i¢in wgk)

/ /
agirliklarini hesapla ve Y w;X;, Y w; degerlerini hesapla.
i=1 i=1

3. Yeni tahminler M*+D  yk+1) ye Wk+)*j hesaplamak icin asagidaki giincelleme

esitliklerini kullan.
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(k1) ZW (X Mk+1)> (Zum))—l <Xi_M(k+1))

4. Yakinsama saglanincaya kadar bu adimlar: tekrar et.
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5.MONTE CARLO SIMULASYON CALISMASI

Bu boliimde matris degiskenli slash dagilim ve matris degiskenli t dagiliminin paramet-
relerinin tahmini i¢in Onerilen algoritmalarin performanslarint gostermek icin simulasyon

calismasi yapilacaktir.

5.1 Matris Degiskenli Slash Dagilim

Bu boliimde matris degiskenli slash dagilim icin Onerilen algoritma yardimiyla parametre
tahminleri yapilacaktir. Simulasyon c¢alismasinda elde edilen tahminlerin gercek degerlerine
yakin olup olmadigi ortalama Oklid uzakhig: kullanilarak belirlenecektir. ~ Simulasyon
calismasinda kullanilacak veriler Tanim 3.1°de verilen 6lgek karmasi gosterimi kullanilarak
tiiretilmigtir.  Varyans-kovaryans matrisleri ise pozitif tanimli olacak sekilde rassal olarak
tiiretilmigstir. Dutilleul (1999) ortalama matrisini M = (mij), i=1,2,....,pvej=1,2,....n
icin m;; = i+ j— 1 olacak sekilde tiiretmigtir. Bu ¢aligmada ortalama matrisi aym sekilde
tiiretilecektir. Burada m;;, M ortalama matrisinin i-inci satir, j-inci siitununu ifade etmekte-
dir. Ayrica Tanim 3.1°de verilen 6l¢ek karmasindaki matris degiskenli normal dagilima sahip
Z = (z,- j) matrisi her bir z;; eleman tek de8igkenli standart normal dagilima sahip olacak
sekilde tiiretilmistir. U rassal degiskeni ise (0,1) araliginda tekdiize dagilima sahip olacak

1

sekilde tiiretilmis ve Z-uncu kuvveti alinmigtir. Tahmin edicilerin performanslarin1 gosteren

Oklid uzaklig1 ise asagidaki sekilde hesaplanmustir.
o] - (.

el -
o] =
i

Orneklem hacmi [ = 10, 20, 50, 100, boyutlar p = 2, 3, 4 ve n = 2, 4 olarak alinmugtir.

1
2

™=
Ng

(771 — mij)2>
(6 — Gij)2>
%
. 2
L (\I’ij —\Ifij> )

1j

I
R
<.
I
—_

1
2

D=
-

I
[
L

1j

=

'™~
[

Yakinsama kriteri olarak 10~!'9 secilmistir ve her bir simulasyon 200 kere ¢alistirilmistir. g = 5

ve 10 olarak alinmigtir.
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Ayrica simulasyon ¢aligmasinda ortalama iterasyon sayist da hesaplanmistir ve standart

hatalar1 parantez icerisinde verilmistir.

Cizelge 5.1: g = 5 icin 2x2 matris icin ortalama Oklid uzakliklar1 ve ortalama iterasyon sayisi(F
standart hata)
I M iginuzaklik X icin uzaklik W i¢in uzaklik Ortalama iterasyon sayisi

10 0.0208 0.1152 0.1121 30.9650(0.5042)
20 0.0157 0.1064 0.1050 24.1900(0.3065)
50 0.0097 0.1039 0.0990 18.9650(0.1290)
100 0.0068 0.1016 0.0975 17.4250(0.0986)

Cizelge 5.2: g = 5 icin 3x2 matris icin ortalama Oklid uzakliklar1 ve ortalama iterasyon sayisi(F
standart hata)
Il M iginuzaklik X icinuzaklik W i¢in uzaklik Ortalama iterasyon sayisi

10 0.0323 0.0401 1.1129 39.8450(0.6080)
20 0.0234 0.0365 1.0884 28.4100(0.2677)
50 0.0149 0.0344 1.0250 22.2150(0.1410)
100 0.0107 0.0317 1.0177 19.4300(0.1038)

Cizelge 5.3: g = 5 icin 4x4 matris icin ortalama Oklid uzakliklar1 ve ortalama iterasyon say1si(F
standart hata)
I M iginuzaklik X icin uzaklik W i¢in uzaklik Ortalama iterasyon sayisi

10 0.0621 0.2443 0.2642 43.9200(0.2927)
20 0.0449 0.2284 0.2399 38.2100(0.0996)
50 0.0276 0.2237 0.2374 37.4650(0.0841)
100 0.0194 0.2163 0.2294 37.1450(0.0834)

Cizelge 5.4: ¢ = 10 icin 2x2 matris icin ortalama Oklid uzakliklar1 ve ortalama iterasyon
say1s1(F standart hata)
I M iginuzaklik X icin uzaklik W i¢in uzaklik Ortalama iterasyon sayisi

10 0.0185 0.1606 0.1432 30.0400(0.7237)
20 0.0124 0.1541 0.1281 23.0100(0.2341)
50 0.0081 0.1504 0.1210 20.3650(0.0803)
100 0.0060 0.1480 0.1157 19.9800(0.0672)

Cizelge 5.5: ¢ = 10 icin 3x2 matris icin ortalama Oklid uzakliklar1 ve ortalama iterasyon
say1s1(F standart hata)
I M iginuzaklik X icin uzaklik W i¢in uzaklik Ortalama iterasyon sayisi
10 0.0256 0.0367 1.8708 37.4450(0.6470)
20 0.0189 0.0338 1.6671 27.0550(0.2666)
50 0.0115 0.0331 1.5672 20.5200(0.1446)
100 0.0085 0.0302 1.5607 18.2800(0.0951)




138

Cizelge 5.6: ¢ = 10 icin 4x4 matris icin ortalama Oklid uzakliklar1 ve ortalama iterasyon
say1s1(F standart hata)
I M iginuzaklik X icin uzaklik W ig¢in uzaklik Ortalama iterasyon sayisi

10 0.0604 0.3559 0.3529 40.0100(0.3654)
20 0.0439 0.3227 0.3298 26.6500(0.1585)
50 0.0266 0.3075 0.3267 19.4250(0.0703)
100 0.0187 0.3073 0.3204 17.4850(0.0419)

Simulasyon ¢alismasina iligkin sonuglar Cizelge 5.1-5.6’de verilmistir. Cizelgeler ince-
lendiginde biitiin parametreler icin drneklem hacmi arttikca ortalama Oklid uzakliklari azal-
maktadir. Bu durum tahmin edicilerin tutarli oldugunu gostermektedir. Ortalama iterasyon
sayilar1 da 6rneklem hacminden etkilenmektedir. Orneklem hacmi arttik¢a ortalama iterasyon

sayis1 diismektedir.

5.2 Matris Degiskenli t Dagilim

Bu boliimde de matris degiskenli t dagiliminin parametrelerinin tahmini i¢in simulasyon
calismast yapilmigtir. Simulasyon calismasinda kullanilacak veriler Tanim 4.1°de verilen
Olcek karmasi gosterimi kullanilarak tiiretilmistir. Varyans-kovaryans matrisleri ve ortalama
matrisi, orneklem hacmi ve boyutlar matris degiskenli slash dagilimda kullanildig1 gibidir.
Ayrica serbestlik dereceleri v = 3, 5 olarak alinmistir. Cizelgeler yine matris degiskenli slash

dagilimdaki gibi hazirlanmistir.

Cizelge 5.7: v = 3 serbestlik dereceli 2x2 matris icin ortalama Oklid uzakliklar1 ve ortalama
iterasyon sayisi(F standart hata)
I M i¢in uzaklik X icin uzaklik YW icin uzaklik Ortalama iterasyon sayisi

10 1.6362 2.5124 1.9586 40.5350(0.6524)
20 1.1956 2.3987 1.7413 29.9300(0.2750)
50 0.7354 2.2091 1.6562 24.4400(0.1474)
100 0.5094 2.0806 1.4907 22.0250(0.1090)

Cizelge 5.8: v = 3 serbestlik dereceli 3x2 matris icin ortalama Oklid uzakliklar1 ve ortalama
iterasyon sayisi(F standart hata)
I M i¢in uzaklik X icin uzaklik Y icin uzaklik Ortalama iterasyon sayisi
10 2.0046 4.0011 1.6104 45.6550(0.5964)
20 1.5725 3.6667 1.5741 33.3150(0.2463)
50 0.9076 3.5431 1.5539 28.8050(0.1440)
100 0.6637 3.4142 1.4757 28.2550(0.1282)
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Cizelge 5.9: v = 3 serbestlik dereceli 4x4 matris icin ortalama Oklid uzakliklar1 ve ortalama

iterasyon sayisi(F standart hata)
I M iginuzaklik X icin uzaklik W ig¢in uzaklik Ortalama iterasyon sayisi

10 5.0299 4.7208 4.9340 78.8850(0.4490)
20 3.4619 3.9122 4.3035 74.5300(0.2052)
50 2.0755 3.4613 3.7444 73.2900(0.1890)
100 1.3118 3.0481 3.4019 72.7100(0.1583)

Cizelge 5.10: v = 5 serbestlik dereceli 2x2 matris icin ortalama Oklid uzakliklar1 ve ortalama

iterasyon sayisi(F standart hata)
[ M iginuzaklik X icin uzaklik W i¢inuzaklik Ortalama iterasyon sayisi

10 0.8345 1.7232 3.2227 33.5950(0.6588)
20 0.5230 1.6498 3.1471 25.4000(0.2832)
50 0.3837 1.5512 3.0747 20.5950(0.1479)
100 0.2365 1.5318 3.0584 18.4950(0.0959)

Cizelge 5.11: v = 5 serbestlik dereceli 3x2 matris icin ortalama Oklid uzakliklar1 ve ortalama

iterasyon sayisi(F standart hata)
I M iginuzaklik X icin uzaklik W i¢inuzaklik Ortalama iterasyon sayisi

10 1.2106 4.3678 1.9981 39.2400(0.5744)
20 0.8360 4.2305 1.9162 28.3200(0.2733))
50 0.5094 4.1583 1.8608 21.6900(0.1255)
100 0.3855 4.0439 1.7641 19.2200(0.0857)

Cizelge 5.12: v = 5 serbestlik dereceli 4x4 matris icin ortalama Oklid uzakliklar1 ve ortalama

iterasyon sayisi(F standart hata)
I M iginuzaklik X icin uzaklik W i¢in uzaklik Ortalama iterasyon sayisi

10 2.6908 5.1842 5.2470 51.4600(0.2606)
20 1.7799 4.8987 4.9245 45.0350(0.0710)
50 1.2060 4.6363 4.6955 44.3800(0.0533)
100 0.9054 4.3860 4.4260 44.2900(0.0543)

Cizelge 5.7-5.12 incelendiginde biitiin durumlar icin matris degiskenli slash dagilima ben-
zer sonuglar bulunmaktadir. Cizelgeleri genel olarak yorumlayacak olursak serbestlik dere-
celeri v =3, 5 olmasi durumlarinda benzer sonuclar elde edilmektedir. Yani her iki durumda

da 6rneklem hacmi arttikca ortalama Oklid uzaklig1 ve ortalama iterasyon sayisi diismektedir.
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6. UYGULAMA

Bu boliimde parametre tahmin prosediiriiniin iddia edildigi gibi ¢alistigini gostermek ic¢in
gercek veri Ornegi verilmistir. Gergek veri seti daha 6nce Dryden ve Mardia (1998) ve Sanchez
vd. (2014) tarafindan kullanilan el yazis1 veri setidir. Veri seti 30 farkl birey tarafindan yazilan
3 rakamindan olugsmaktadir. Her bir birey tarafindan yazilan ii¢ rakamindan rassal olarak segilen
13 noktanin (x,y) koordinatlar igaretlenerek 13 x 2 boyutunda matris olusturulmustur. Bu du-
rumda veri setinde 30 adet 13 x 2 tipinde matris bulunmaktadir. Matris degiskenli normal, mat-
ris de8iskenli slash ve matris degiskenli t dagilimi kullanilarak veri setinin ortalama ve varyans-
kovaryans matrisleri tahmin edilmistir. Elde edilen tahminler yardimiyla veri seti i¢in log-
likelihood degerleri hesaplanmigtir. Daha sonra veri setindeki iki verinin konumu degistirilerek
potansiyel sapan deger olarak ele alinmis ve veri seti tekrar modellenmistir. Modellere iliskin
log-likelihood degerleri Cizelge 6.1°de verilmistir. Ayrica sapan gozlem olmamasi ve olmasi

durumunda her iki dagilim icin ortalama matrisleri ve veriler Sekil 6.1°de verilmistir.

Cizelge 6.1: Gergek veri i¢in log-likelihood degerleri
Model  Sapan gozlem olmamasi durumu Sapan gozlem olmasi durumu

Normal —1128.66 —1667.11
Slash(9) —1431.50 —1631.76
Slash(10) —1349.30 —1554.41
t(3) —1470.31 —1642.61
t(5) —1465.32 —1648.01

Cizelge 6.1 incelendiginde sapan gozlem olmamasi durumunda veri seti i¢in en 1yl model
matris de8iskenli normal dagilim olmaktadir. Fakat veri setinde sapan gézlem olmasi duru-
munda g = 10 parametreli matris degiskenli slash dagilimin veri setini daha iyi modelledigi
goriilmektedir. Tek degiskenli ve ¢ok degiskenli durumlarda veri setinde sapan gozlem olmasi
durumunda slash dagilimin normal dagilima gore daha iyi oldugunu biliyoruz. Yapilan uygu-
lama sonunda matris degiskenli dagilim durumunda da sonucun tek degiskenli ve cok degiskenli

durumda oldugu gibi sonuglar vermis oldugunu gérmekteyiz.

Sekil 6.1 incelendiginde ilk siitununda veri setinde sapan gozlem olmamasi durumunda
matris degiskenli normal dagilim, matris degiskenli slash dagilim (¢ = 10) ve matris degiskenli

t dagilimi (v = 3) ile elde edilen ortalama matrislerinin birbirine benzer oldugu goriilmektedir.
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Fakat veri setinde sapan gozlem olmasi durumunda ortalama matrislerinin farkli oldugu
goriilmektedir.  Sekil 6.1°in ikinci siitununda sirasiyla matris degiskenli normal, matris
degiskenli slash ve matris degigkenli t dagilimu ile elde edilen ortalama matrisleri verilmektedir.
Sekil 6.1’in ikinci siitunu incelendiginde matris degiskenli normal dagilim ile tahmin edilen or-
talama matrisinin sapan gozlemlerden etkilendigi goriilmektedir. Fakat matris degiskenli slash
ve matris degiskenli t dagilimi ile tahmin edilen ortalama matrisinin sapan gozlemlerden et-
kilenmedigi goriilmektedir. Bu durumda matris degiskenli durumda da slash ve t dagilimlarinin

normal dagilima gore daha robust oldugu sdylenebilir.
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7. SONUC VE ONERILER

Tek degiskenli ve ¢cok degiskenli durumlarda normal dagilima alternatif olarak daha kalin
kuyruklu dagilimlar 6nerilmigstir. Normal dagilima alternatif olarak Onerilen bu dagilimlarin
amaci, veri setinde sapan gozlem olmasi durumunda normal dagilima gore daha robust tah-
minler vermesidir. Literatiirde normal dagilima alternatif olarak t dagilimi kullanilmaktadir.
Ayrica Rogers ve Tukey (1972) normal dagilima alternatif olarak tek degiskenli slash dagilimi
onermislerdir. Daha sonra Wang ve Genton (2006), Rogers ve Tukey (1972) tarafindan 6nerilen

slash dagilimi ¢ok degiskenli duruma genellemiglerdir.

Bu tez calismasinda tek degiskenli ve cok degiskenli olarak tamimlanan slash ve t
dagilimlart matris degiskenli duruma genellenmistir. Burada amacimiz matris de8iskenli
veri setlerinde sapan gozlem olmasi durumunda matris degiskenli normal dagilima alternatif

dagilimlar 6nermektir.

Matris degiskenli slash dagilim, Wang ve Genton (2006) tarafindan 6nerilen ¢ok degiskenli
slash dagilimin genellemesi olarak elde edilmistir. Ayrica Onerilen matris degiskenli slash
dagilimin bazi 6zellikleri incelenmis ve parametre matrislerinin tahmini i¢cin EM algoritmasi
gelistirilmistir. Ayrica ¢cok degiskenli t dagilimi matris degiskenli duruma genellestirilmis ve
baz1 6zellikleri incelenmistir. Matris degiskenli t dagiliminin parametrelerinin tahmini i¢in en
cok olabilirlik yontemi ve EM algoritmasi kullanilmistir. Her iki durumda da elde edilen tahmin

edicilerin birbirine denk oldugu gosterilmisgtir.

Boliim 5°de verilen Monte Carlo simulasyon c¢alismasinda ise matris de8iskenli slash ve
matris de8iskenli t dagilimina sahip veri setleri i¢in Onerilen parametre tahmin edicilerin iddia

edildigi gibi calistig1 ve iyi sonuglar verdigi gosterilmisgtir.

Boliim 6°da ise literatiirden alinmis matris de8iskenli gercek bir veri seti i¢in sapan
gbzlem olmamasi durumunda matris degiskenli normal dagilim ile matris degiskenli t ve ma-
tris degiskenli slash dagilimlarinin benzer sonuclar verdigi gosterilmigtir. Fakat veri setinde
sapan gozlem olmasi durumunda matris de8iskenli normal dagilimin sapan gozlemlerden
etkilendigi, matris degiskenli t ve matris de8iskenli slash dagilimlarinin ise etkilenmedigi

gosterilmigtir.  Sonu¢ olarak matris de8iskenli veri setlerinde sapan gozlem olmasi duru-
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munda matris degigskenli normal dagilim yerine matris degiskenli t ve matris degigkenli slash

dagilimlarin1 kullanmanin daha faydali oldugu sdylenebilir.

Gelecekteki calismalarda tezin devamui olarak asagidaki ¢calismalarin yapilmasi planlanmak-

tadir.

Matris degiskenli slash ve matris degiskenli t dagilimlarinin carpik halleri tanimlanacaktir.

Ayrica matris degiskenli regresyon analizinde hata matrislerinin matris degiskenli t

dagilimina sahip oldugu durum incelenecektir.
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