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OZET
iKi PARAMETRELI UYUMLU TUREVLI OZDEGER PROBLEMLERI
Tezde, iki parametreli 6zdeger problemleri uyumlu tiirev yardimiyla yeniden tanimlanmustir.
Buna ek olarak, iki parametreli uyumlu tiirevli 6zdeger problemleri tek parametreli uyumlu kismi
tirevli denklemlere indirgenmistir. Sonug olarak, iki parametreli 6zdeger operatoriiniin ortogonallik,
0zdegerlerinin reelligi gibi spektral 6zellikleri incelenmistir ve bazi integral bagintilar1 verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Uyumlu Tiirev, Ozdeger Problemleri, Sturm-Liouville Problemi

Damsman: Dog. Dr. Sertac GOKTAS, Mersin Universitesi, Matematik Anabilim Dali, Mersin.



ABSTRACT
CONFORMABLE EIGENVALUE PROBLEMS WITH TWO PARAMETER
In this thesis, the two parameter eigenvalue problems are redefined with the help of
conformable derivative. In addition, this conformable eigenvalue problem with two parameter is
reduced to a one-parameter conformable partial equation. As a result, the spectral properties of the
two-parameter eigenvalue operator such as orthogonality and the realness of its eigenvalues have been
investigated and some integral relations have been given.

Keywords: Conformable Derivative, Eigenvalue Problems, Sturm-Liouville Problems.
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1. GIRIS

Doga bilimleri, fen bilimleri, finans, tip gibi dogadaki bir¢ok alanda &nemli problemlerin
matematiksel modellemesinde diferansiyel denklemlerle karsilasilmaktadir. Bu diferansiyel
denklemler, arastirilmak istenen bilimsel problemin matematiksel bir dilidir. Bdylece bu denklemleri
saglayan fonksiyonlar, ayni zamanda bu problemlerin de matematiksel ¢oziimleridir. Bu nedenle, her
bir bilimsel problemin ¢6ziimlerinin arastirilmasinda ilk adim diferansiyel denklemin olusturulmasidir.

Diizgiin olmayan bir gubuktaki 1s1 akisi, iki ucundan bagl gerilmis titresimli telin hareketi, bir
hacmin yiizeyinde elektrostatik alan hesabi gibi o6rnekler iglerinde bilinmeyen bir parametrenin
bulundugu ve literatiirde Sturm-Liouville diferansiyel denklemi olarak adlandirilan 6zdeger problemi
ile modellenmektedir. Bu denklem, kurulacak modellerin &zelliklerine gore baslangic veya simir
kosullartyla birlikte diisiiniiliir. Buradaki amag, problemi olusturan parametrenin ve bilinmeyen
fonksiyonun bulunmasidir. Kurulacak modellerin dogasina gére denklem birden fazla parametre de
icerebilir. Sturm-Liouville problemleri, diferansiyel denklemler teorisinde 6nemli bir yere sahiptir. Bu
teori, fizik, matematik, mithendislik gibi bir¢ok farkli uygulama alanina sahiptir.

Diger taraftan, Abel, Caputo, Euler, Fourier, Lacroix, Lagrange, Laplace, Leibniz, Liouville,
Riemann ve Weyl gibi birgok matematikg¢i, kesir mertebeli tiirevleri ¢esitli sekillerde tanimlamiglardir
(Podlubny, 1999). Ayn1 zamanda, kesirli tiirev alma islemi klasik (tam sayili) tiirev kavraminin bir
genellemesi olan tiirev alma isleminin tam sayili olmayan (kesirli) mertebelerde yapilmasini saglar.
Bu kavram, 6zellikle dinamik sistemler, kontrol teorisi, fizik gibi bir¢ok bilim dalinda yaygin olarak
kullanilir. Literatiirde bilinen kesirli tiirevlerin ¢ogu, Klasikte var olan temel ozelliklerden sadece
lineerlik 6zelligini ortak olarak sagladigindan ve diger tiim 6zellikler i¢in uygulanamadigindan dolay1
karmagsikligi gidermek igin Khalil vd. (2014) uyumlu tiirev (conformable derivative) tanimini
vermiglerdir. Uyumlu tiirev kesirli tiirevlerin bir ¢esidi olup, kesirli tiirev kavramini daha anlasilir ve
hesaplamas1 daha kolay hale getirmeyi amaglayan nispeten yeni bir yaklasimdir. Uyumlu tiirev, klasik
tiirev operatoriiniin bazi temel 6zelliklerini koruyarak, kesirli tiirevlerin daha genel uygulanabilirligini
saglar. Bu nedenle, bilimsel arastirmalarda ve miihendislik uygulamalarinda giderek daha fazla
kullanilmaktadir.

Bu ¢alismada, uyumlu tiirev yardimiyla iki parametreli Sturm-Liouville denklemi
D¢ (Dfu(t))+{A+uf () +g®}u(t)=0 (1.1)

tammlanmustir. Burada f(t) ve g(t), [a,c] araliginda reel degerli siirekli fonksiyonlar, A ve u ise

birer spektral parametredir. b e(a,c) olmak iizere (1.1) denkleminin ¢oziimii olan U(t)

u(@)=u(b)=u(c)=0 (1.2)
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kosulunu saglar.

Bu tez calismasinda, (1.1)-(1.2) problemi i¢in iki parametreli uyumlu tirevli 6zdeger
problemlerinin tek parametreli uyumlu kismi tlirevli denkleme hangi sartlarda indirgenebilecegi;
ortogonallik Ozelliginin hangi durumlarda saglanacagi, yeni bir ortogonallik kavramma ihtiyag
duyulup duyulmayacagi; 6zdegerlerin reel olup olmadigi, ¢oziimlerle ilgili klasik problemde var olan

integral bagmtilarinin saglanip saglanmadigi sorularina cevaplar aranmustir.
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2. KAYNAK ARASTIRMALARI

2.1. Uyumlu Kesirli Analiz

Kesirli analiz, tam say1 olmayan mertebeden tiirev ve integral hesabi anlamina gelir. Keyfi
mertebeli tiirev ve integrasyon kavrami ilk kez 1695 yilinda Leibniz ve L’Hospital tarafindan ortaya
atilmigtir. Kesirli mertebeli tiirevlere iligkin farkli tanimlar (Samko vd., 1993) olmasina karsilik bu
tiirevlerden “uyumlu kesirli tiirev” bu ¢alismada ele alinacaktir.

Khalil vd. (2014), kesirli tiirev ve kesirli integralin uyumlu kesirli tiirev adinda yeni bir
tanimin1 verdiler. Klasik tiirevin dogal 6zelliklerini koruyarak, bilinen anlamdaki tiirev tanimlarini
genisletmeyi amagladilar. Ayrica, bu tiirev tanimi kullanilarak elde edilen uyumlu kesirli diferansiyel
denklemleri tammladir. Uyumlu kesirli tiirev operatorii olarak isimlendirilen tiirev operatérii, klasik
tiirev operatoriine olan benzerligi ile dikkat ¢ekmis ve bu benzerlik sayesindeki kullaniglilig ile bir¢ok
problemin ¢6ziimii i¢in motivasyon kaynagi olmustur.

Katugampola (2014), Khalil vd. (2014) tarafindan verilen tanmima benzer baska bir uyumlu
kesirli tlirev tanimu vererek bu tamimin klasik tiirevin sagladig lineerlik, iki fonksiyonun ¢arpiminin
tiirevi, iki fonksiyonun boliimiiniin tiirevi, zincir kurali, sabit bir fonksiyonun tiirevinin sifir olmasi
gibi Ozelliklerini incelemis ve ayrica Rolle ve Ortalama Deger teoremlerinin ispatlarini vermistir.

Abdeljawad (2015), Khalil vd. (2014) tarafindan tanimlanan tanimlar1 gelistirmeye ve bu yeni
basit, ilgi ¢ekici kesirli hesaplamadaki temel kavramlar1 belirlemeyi amagladilar. Zincir kuralinin
kesirli versiyonlarini, {istel fonksiyonlar, Gronwall esitsizligi, Riemann integralli, Taylor kuvvet serisi
acilimlari, Laplace doniisimleri ve lineer diferansiyel sistemleri uyumlu tiirev yardimiyla tekrar
tanimlandi.

Musraini vd. (2019), Katugampola (2014)’nin yeni uyumlu kesirli tiirev ve uyumlu kesirli
integral tanimlarim ele aldilar. Uyumlu kesirli tiirevin boliim 6zelligi, ¢arpim 6zelligi ve Rolle teoremi
gibi bazi sonuglar elde edilmistir. Fonksiyonun monotonlugunu belirleme gibi klasik analiz {izerine bir
uygulama da verilmistir. Klasik integral 6zelliklerinden bazilar1 uyumlu kesirli integral iizerinde de
saglanmigtir. Ayrica, bu caligmada kesirli integralin bir toplamin limiti gibi davrandigi da
ispatlanmigtir. Daha sonra kesirli integralin karsilastirma o6zellikleri verilmistir. Son olarak, ortalama
deger teoremi ve ikinci ortalama deger teoremi kesirli integral i¢in de gecerli oldugu elde edilmistir.

Bu galigmalara ek olarak kesirli analiz ile ilgili literatiirde (Butzer ve Westphal, 2000;
Gorenflo ve Mainardi, 1997; Hilfer, 2000; Miller ve Ross,1993; Kilbas vd., 2006; Koning, 2015; Li
ve Deng 2007; Malurkar, 1935; Miller ve Ross, 1993; Oldham ve Spanier, 1974; Rossikhin ve
Shitikova, 1997; Zayernouri ve Karniadakis, 2013; Zayernouri vd., 2015; Zheng vd., 2019) 6nemli

caligmalar yer almaktadir.
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2.2. Ozdeger Problemleri

Fourier metodu yardimiyla 1s1 iletim problemi, parametre iceren adi diferensiyel denklemlere
doniisiir. Bu yeni denklem literatiirde Sturm-Liouville denklemi olarak bilinir. Lineer diferansiyel
operatorlerin temel teorisi, diferansiyel operatérler igin Sturm-Liouville teorisi tizerine temel 6zellikler
(Annaby ve Mansour, 2005; Atkinson ve Weiss, 1964; Freiling ve Yurko, 2001; Levitan ve Sargsyan,
1975; Marchenko, 2011; Sleeman, 1972; Zettl, 2005) caligmalarinda bulunur. Diger taraftan bu
problemin birden fazla parametre icermesi durumu da ele alinmus, énemli sonuglar elde edilmistir

(Arscot, 1957, 1959, 1964a, 1964b; Atkinson ve Mingarelli, 1972).
Kesirli analiz tizerinde 6zdeger problemleri {izerine yapilan bazi ¢caligmalar:

Gilsen vd. (2018), keyfi bir zaman skalasinda sinir kosullar1 olan uyumlu kesirli Sturm-
Liouville denklemini ele alip, klasik Sturm-Liouville denkleminin temel spektral 6zelliklerini kesirli
analiz izerinde incelediler.

Allahverdiev vd. (2019), uyumlu Kesirli Sturm-Liouville sinir deger problemini tanimladilar.
Bu denklem igin bir varlik ve teklik teoremini ispatlayip bir 6z-eslenik sinir deger problemi formiile
ettiler. Ayrica bu problemin iligkili Green fonksiyonunu olusturup 6zfonksiyon agilimlarini elde edip
ornekler verdiler.

Dehghan ve Mingarelli (2020, 2022), Caputo/Riemann-Liouville tipindeki iki terimli kesirli
diferansiyel denklemin genel ¢oziimiinii el ettiler. Daha sonra, sinir kosullarinin bu u¢ noktalardaki
Riemann-Liouville integrallerini degerlendirerek tiiretildigi sonlu bir aralikta bir Caputo ve bir
Riemann-Riouville operatoriiniin 6zel bir bilesiminden tiiretilen bir kesirli diferansiyel denklem igin
bir Dirichlet tipi Sturm-Liouville 6zdeger problemini ¢ozdiiler. Her biri i¢in, sonlu sayida ger¢ek
0zdeger, sonsuz sayida gercek olmayan 6zdeger oldugu, bu tiir gercek 6zdegerlerin sayisinin sinirsiz
olarak arttig1 ve kesirli operatoriin Dirichlet sinir kosullariyla oldugu gibi siradan iki terimli bir Sturm—
Liouville operatoriine yakinsadig1 gosterilmistir.

Elbadi (2021), ikinci mertebeden uyumlu bir diferansiyel denklem ve sinir kosullari ile
olusturulan bir sinir deger problemi incelemis ve bu problemin Green fonksiyonu ifade edilmistir.
Bunlara ek olarak, uyumlu tiirev yardimiyla verilen bir Sturm-Liouville problemini ele almis ve bu
problemin 6zdeger ve 6zfonksiyon 6zelliklerini incelemistir.

Koyunbakan (2023), uyumlu Sturm-Liouville problemi igin ters problemi ele aldi. Ayrilabilir
sinir kogullarma sahip problemi tanimladi ve bazi spektral 6zelliklerini inceledi. Daha sonra, spektral
verilerle, potansiyelin ve sinir kosullarindaki sabitlerin iki farkli problem igin ¢akistigini ispatladi.
Ayrica, potansiyel fonksiyonunun simetrik olma 6zelligine sahip olmas1 durumunda, bu fonksiyonu

benzersiz olarak bulmak i¢in yalnizca bir spektrumun yeterli oldugunu ispatladi.
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3. MATERYAL VE YONTEM

Bu béliimde, uyumlu tiirev, uyumlu integral tamimi ve 6zellikleri detayli bir sekilde verilerek
(Abdeljawad, 2015; Elbadi, 2021; Miller ve Ross, 1993; Khalil vd., 2014;), ¢cok parametreli Sturm-
Liouville problemleri (Atkinson, 1972) hakkinda bilgi verilmistir.

3.1. Uyumlu Tiirev Tamimu ve Ozellikleri

f :[0,oo)—>R bir fonksiyon ve t >0 olsun. f fonksiyonunun t noktasindaki klasik tiirevi

o, (re)- ()
dt -0 &

n

tt =nt"" oldugu kolayca goriilebilir.

bi¢ciminde tanimlidir. Bu tamima gore,

Burada su soru sorulabilir: 0<a <1 olmak iizere, yukarida verilen tiirev tanimina benzer

bi¢imde tammlanabilecek « mertebeden bir kesirli tiirev var mudir? Benzer tiirev tanimi, n € N olmak
iizere o €(n,n+1] icin de yapilabilir mi?
Asagidaki tanim, o € (0,1] olmak lizere, ¢ mertebeden kesirli tiirevin tanimidir. Burada bu

tanimin, herhangi bir & sayisi i¢in genellestirilebilecegini belirtmekte yarar vardir. Fakat yine de
a e(O,l] durumu en O6nemli durumdur ve tirev tanimi bu durum i¢in yapildiktan sonra, diger

durumlar1 elde etmek kolaydir.

Tamm 3.1.1. (Uyumlu Tiirev) f :[0,00) >R fonksiyonu verilsin. Tiim t>0 ve ae(0,1]

icin f fonksiyonunun a mertebeden “Uyumlu tiirevi”

D, (1)(t)=lim f(t+et™)-f(t)

&0 <

esitligi ile tammbdir. Eger baz a>0 saylari icin f fonksiyonu (0,a) arahgmda «

diferansiyellenebilirse ve lim f(“)(t) mevcutsa f fonksiyonunun O noktasindaki o mertebeden

t—>0"

kesirli tiirevi f* (0)=lim £ (t) bi¢imindedir.

t—0"
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f fonksiyonunun t degiskenine gére ¢ mertebeden uyumlu tiirevi igin D, (f)(t),

D (f)(t)veya £ (t) gosterimi de kullanilabilir. Eger f in o mertebeden tiirevi mevcutsa, kisaca

f a—tiirevlenebilirdir denir. Ayrica D, (t P ) = pt™™* esitligi saglanir.
a =1 ise D, operatorii klasik tiirevle ¢akisir ve asagidaki 6zellikleri saglar:

i. Tim a,beR elemanlari ve D, in tanim kiimesinden alinan her f,g fonksiyonu i¢in

D, (af +bg)=aD,(f)+bD,(9)

dir.
ii.  Tim peR igin D,(t*)=pt"* dir.
iii. D,(fg)=fD,(g)+9D,(f).
D, (f)- fD
iv. Dl(ijzg 1 )2 1(9).
g g

v.  Timsabit f(t)=A fonksiyonlariigin D,(4)=0 dur.

Teorem 3.1.1. « €(0,1]olmak iizere, f:[0,00)—R fonksiyonu bir t,>0noktasinda o —
tiirevlenebilirse, o halde f fonksiyonu t, noktasinda siireklidir.

f(t,+et)

&

Ispat: f (to +ety ) -f(t)= ¢ esitliginin her iki tarafindan ¢ — 0 igin limit

aliarak

l-a
Ligg[f (t+et) - T (t,) ]= IimMIimg

-0 < -0

yazilabilir. Burada h = ¢ty * alimirsa son esitlik
lim[ f (t,+h) - f (t,)]= ) (t;)0

halini alir ve dolayisiyla |hirT(}f(t0+h)=f(to) esitligi saglanmir. Bu ise f fonksiyonunun t,

noktasindaki stirekliligini verir. Bdylece ispat biter.
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Tanim 3.1.1 ile verilen D, uyumlu tiirevinin sagladifi ozellikler asagidaki teoremde

belirtilmistir.

Teorem 3.1.2. ae(O,l] olsun ve f ve g fonksiyonlarmin bir t>Onoktasmda o —

tiirevlenebilir fonksiyonlar oldugu kabul edilsin. Bu durumda

i. Her a,beRigin

D, (af +bg)=aD,(f)+bD,(9)
dir.

ii. Her peR i¢in Da(tp)z pt** dir.

jii.  Timsabit f(t)=A4 fonksiyonlari i¢in D,(1)=0 saglanir.

iv. D,(fg)=fD,(g)+9D,(g) dur.

Da[ijng“(f)_fD“(g)

. 5 saglanir.

g

<

vi.  Eger f fonksiyonu tiirevlenebilirse D, ( f)(t)=t"* %(t) olur.

Ispat: (i)-(iii) siklarmin ispatlar1 tanimdan direkt olarak elde edilebilir. (iv) iin ispat1 icin,

sabitlenmis t >0 i¢in

b, (fa)(t) < lim L Jgt+et) - T (0)a (1)

i FEret T g(trat™ ) - f (g (tet™ )+ F(Og(t+et™) - f (H)g(t)

f(t+et™)-f(t)

&0 £

g(t+et™)-g(t)

&

-g(t+et™) |+ f (t)lim

=D, ()(t)limg(t+et™)+f(t)D, (g)(t)

elde edilir. g fonksiyonu t noktasinda siirekli oldugundan Iingg(t+gt1’“)= g(t) yazilabilir.

Boylece (iv) ispatlanmis olur.
(V) ispat1 i¢in (iv) ispatina benzer bicimde ispatlanabilir.

(vi) y1 ispatlamak i¢in Tamm 3.1.1 de h =&t alimirsa £ =t*"'h yazilabilir. Dolayisiyla,
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b, (1)(t)=im f(t+gtl‘“)—f(t):”m f(Eh) = F(8) ooy f(t+h)—f(t)=tw£(t)

&0 c h—0 ht*t h—0 h dt

elde edilir. Dolayisiyla ispat tamamlanir.

Asagida belirli bazi fonksiyonlarin uyumlu tiirevleri verilmistir:

i.  Her peRigin D, (t")=pt" du.
i. D,(1)=0 d.
iii. HerceRigin D, (e°x ) =cx“e* dur.

Gergekten, Tanim 3.1.1 kullanilarak

C(XHXM) 3 ecx ecx (Gngl—a _1) CXl—aeCsxl"’ .
—a 5 OX

D, (e™)=lim =lim —e™lim—=——— =cx* e
£—-0 & £—-0 & £—-0 1

oldugu goriiliir.
iv.  Her beRigin D, (sinbx)=bx"* cosbxdir.

Gergekten, Tanim 3.1.1 kullanilarak

sin [b(x +exte )] —sinbx sinbx cos(ngl’“ ) +sin (ngl’“ )cosbx —sinbx

D, (sinbx)=1im =lim
>0 £ -0 &
—sinbx(bx**)sin(bext* )+ bx** b bext
im ( X )sm( £X )+ X cos( x)cos( £X )
-0 1
bx*“ cosbx
oldugu goriiliir.

V. Her beRigin D, (cosbx)=—bx""sinbxdir.

Gergekten, Tamim 3.1.1 kullanilarak

cos[b(x +exte )J —cosbx cosbx cos(ngl"’ ) —sin (ngl’“ )sin bx — cosbx

D, (cosbx)=lim =lim
&0 < &0 &
—coshx(bx** )sin(bext* ) =bx*“*sin(b bext?
i ( X )sm( £X ) X sin x)cos( £X )
-0 1
=—bx*“* sinbx

oldugu goriiliir.
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Vi. D, [ltjzldlr.
a

Gergekten, Tanim 3.1.1 kullanilarak

=1

l e \* 1 i l-a 1-a )21
Da(ixaj:"ma(x—i_é‘x ) aX =Iimax C{(X+8X )
£—0 & £—-0 1

oldugu goriiliir.

Bunlara ek olarak, asagidaki esitlikler de verilebilir:

I. D, (sinit"jzcosit“.

[24 (24
ii. D, (cosit“jz—sinlt“.
a o

1 1
iii. D, (e“t"jzeat“.

a €(0,1] araliginda tammlanan uyumlu tirev, o €(n,n+1] durumunda nasil tammlanacag:

asagida verilmistir:

Tamm 3.1.2. o (n, n +1] olmak iizere f , t >0 noktasinda n mertebeden tiirevlenebilir bir

fonksiyon olsun. Bu durumda, f in « mertebeden uyumlu tiirevi asagidaki gibidir:

f i) (4 gpleta ) §0el) (¢
D, ()(t)=lim (tra) Of

&0 <

Burada, [«], « sayisimin tam degerini belirtir.
Tamim 3.1.2 nin 1s18inda ae(n,n+1] ve f, t>0 noktasinda (n +1) mertebeden

tiirevlenebilir bir fonksiyon olmak {izere
e (£)(t)=t"" g1 ()

oldugu kolayca gosterilebilir.
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Teorem 3.1.3. (Uyumlu Tiirevlenebilir Fonksiyonlar icin Rolle Teoremi) a>0 olsun ve

f :[a,b] >R fonksiyonunun asagidaki kosullari sagladigi varsayilsin:

i. f, [a,b] de siireklidir.
ii. Bazi o €(0,1) lerigin f fonksiyonu ¢ tiirevienebilirdir.
ii.  f(a)="f(b) du.
Bu durumda, f@ (c)=0 olacak bigimde bir ¢ €(a,b) sayis1 vardir.
Ispat: f fonksiyonu [a,b] arahg iizerinde siirekli oldugundan ve f(a)=f(b) esitligi
saglandigindan f fonksiyonunun bir ce(a,b) yerel ekstremum noktasi vardir. Genelligi bozmadan

C nin bir yerel minimum nokta oldugu kabul edilsin. O halde

0 (0) = i f(c+gcl‘“)—f(c): - f(c+ec™)-1f(c)

0" Fod 0" &

yazilabilir. Bu esitlikteki ilk limit negatif olmayan, ikinci limit ise pozitif olmayan bir deger aldigmdan

£ (C) =0 olmas1 gerekir. Béylece ispat biter.

Teorem 3.1.4. (Uyumlu Tiirevlenebilir Fonksiyonlar i¢in Ortalama Deger Teoremi)

a>0 olsunve f:[a,b] >R fonksiyonu asagidaki kosullar: saglasin:
i. f, [a,b] de siireklidir.
ii. Bazi o €(0,1) lerigin f o —tiirevlenebilirdir.

Bu durumda

olacak bicimde bir c e (a, b) say1s1 vardir.

Ispat: Asagida verilen g fonksiyonu ele alinsin:

g(x): f(X)— f (a)—%(%xa _%an.

10
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Bu durumda, g fonksiyonu teorem 3.1.3 ile verilen Rolle teoreminin kosullarim saglar. Yani,
g (c)=0 olacak bigimde bir ce(ab) sayst vardir. D, (i X* j =1 olmas1 gerceginden
a

yararlanarak istenen sonuca ulasilir. Boylece ispat tamamlanur.
3.2. Uyumlu Integral Tamim ve Ozellikleri

Bu boéliimde, uyumlu integralin tanimi ve bazi 6zellikleri agiklanacaktir:

p+a

ae(0,0) olsun ve a#-p olmak tizere keyfi peR igin Ja(tp)z fonksiyonu

p+a

tanimlansin. Eger f (t)= zn:bktk ise J,,(f) ifadesi
k=0

ileve f(t)= Z:bk'[k ise, serinin diizgiin yakinsak olmasi durumunda
k=0

n tk+a

J,(f)=> D
a() kzokk‘f‘a

ile tanimlidir. J, nin tamm kiimesinde lineer oldugu agiktir. Ayrica, eger o =1ise, o halde J_ klasik

integral ile ortiisiir.

1.
Bu tanima gore, a = > iken

3
" (_1)n ‘[ZME

Ja(sint)= ;(zn +2j(2n +1)!

olur. Herhangi ae(O,l) icin cost ve €' ifadeleri de benzer bigimde hesaplanabilir. Bu &rnekler,

a >0 olmak iizere, bir f fonksiyonunun « integralini asagidaki gibi tanirmlamamiza olanak saglar.

11
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Tamm 3.2.1: o €(0,1) olmak tizere

ile tanimlidir. Burada integral klasik Riemann integralidir.

Teorem 3.2.1: t>a ve f fonksiyonu |, nin tanimli oldugu bélgede siirekli bir fonksiyon

olmak lizere

esitligi saglanir.

Ispat: f fonksiyonu siirekli oldugundan 17 ( f)(t) fonksiyonu tiirevlenebilirdir. O halde

0, (D)0 Gz -t G-l v

yazilabilir ve bdylece ispat tamamlanr.

3.3. Cok Parametreli Ozdeger Problemleri

Bu boliimde, klasik durumdaki Sturm-Liouville probleminin ¢ok parametreli durumu

incelenecektir (Atkinson, 1972). k e R,

I, =[a.b] r=12...Kk (3.1)

sonlu agik aralik ve
(X )eCla,b ], 1<r;s<k, (3.2)
q.(x )eCla,.b ], 1<r<k (3.3)

olsunlar. Ek olarak, smir kosullarini belirlemek i¢in ¢, f.,r =1...k, 2k adet reel sayilarina ihtiyag

vardir. Genelligi kaybetmeksizin,

12
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0<a, <, 0<p. <m r=1..,k

smirlamasi yapilsin. O halde, ¢ok parametreli Sturm-Liouville denklemi

yr (%)= (%)Y, (X )+ D AP (%)Y, (%) =0 (3.3)

bi¢giminde tamimlamip bu problemin K tane asikar olmayan ¢6ziimleri arastirilacaktir. Burada

a, <x <b,r=1..,k ve

Y, (e, )cose, =V, (e, )sing,, (3.4)

Y, (,)cos B =y, (B, )sin 3., (3.5)

siir kosullari saglamir. O halde, y, (X )#0 olacak sekilde bulunan A,,...,4, lara 6zdeger, y, (X, )

fonksiyonlarinda ise problemin 6zdegerleri denir.

Ozfonksiyon terimi

carpimt i¢in kullanilir. Burada, vy, (Xr ), (3.3)-(3.5) nin ¢oziimleridir. Boylece
Kk
{0/oxt =, (%)} y+ 2P s (%) Ay =0, r=1..Kk
s=1
denklemi ve

ycose, =(oy/ox, )sine,,
ycos S, =(dy/ox )sin .,

X =8,
Xr bl’

sinir kosullart mevcuttur. Tek parametreli durum i¢in benzer sonuclar elde edilmesi i¢in bazi kesin

sinirlamalar yapilmalidir.

(Aees ) Ozdegerleri Kk tane denklemin kokleri olsun. vy, (X;A4,...,4 ) ler ise (3.3) r.

denkleminin

V(8 A, A)=sine,, Y/ (a;A,... A4 )=cosq,

13
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kosullarini saglayan bir ¢oziimii olsun. Boylece (3.4) saglanir. (3.5) kosulunun saglanmasi igin

Y (b5 A, A )cos B —yr (8 Ao A )SIiN S =0, r=1...k

esitligi saglanmalidir. Dolayisiyla (4,...,4,) 6zdegerleri bu esitligin k tane tam fonksiyonun ortak

stfirlaridir. (3.3)-(3.4) 6zdegerler kiimesi problemin “spektrumu” olarak adlandirilirlar.

14
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4. BULGULAR VE TARTISMA
4.1. Klasik Durumda iki Parametreli Ozdeger Problemleri

Bu boliimde, (Arscot, 1964) galismasi ele alinmistir ve klasik durumda iki parametreli 6zdeger
probleminin bazi 6zellikleri incelenmistir. Bu sonuglar, bir sonraki bélimde tez ¢alismasinin ana

sonuglarimi elde etmede yol gdstermistir.

Iki parametreli ikinci mertebeden 6zdeger problemi

2

3X2y+{4+ﬂf (x)+g(x)y=0, @.1)

y(a)=y(b)=y(c)=0 (4.2)

seklinde verilsin. Burada, f(x) ve g(x), [ac] arahginda reel degerli siirekli fonksiyonlar,

be(a,c), A ve u ise birer spektral parametredir.

(4.1)-(4.2) probleminde f ve g verildiginde 2 ve u degerleri bulunabilir.

(4.1)-(4.2) problemi farkl: sekillerde de verilebilir:

i. (4.2) kosullarmin herhangi biri ya da hepsi, y’(x) nin ayni1 noktada sifir olmasi kosullar ile
degistirilebilir.

ii. f(x),g(x) fonksiyonlar: T periyoduna sahip fonksiyonlar olsunlar ve s kosullarmmn

herhangi ikisi
y(x+T)=y(x)
seklinde tek bir kosul ile degistirilebilir.

iii. f(x), g(x) fonksiyonlar: sirasi ile T ve T periyoduna sahip fonksiyonlar olsunlar ve (4.2)

yerine a,b,c noktalarindan sadece birinde

kosulu alinabilir.

15
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Teorem4.1.1. (4.1)-(4.2) problemi

azva(;,ﬂ) - azYa(ﬁaZ’ﬁ) +{u(f(a)-1(B)+9(a)-g(B)}Y (a.B)=0, 4.3)

Y(a,)=0 (4.4)

seklinde tek parametreli probleme indirgenir (Arscot, 1964). Burada, Y (a, 8)=y(a)y(B) dir.
Teorem 4.1.1 de (4.3) denkleminde A parametresi yok edilmis ve sadece u parametresi

kullamlmustir. Bu ise iki parametreli bir diferansiyel denklemden tek parametreli bir kismi diferansiyel

denklemin elde edilebilecegini gosterir.

(4.3)-(4.4) problemi 4, (n =0, 2,...) ozdegerlerinin bir sayilamaz kiimesine sahiptir. Oyle ki

= u, 6z degerlerine karsihik gelen Y, (a B ) (m = ﬁ) ¢oziimleri vardir.

Teorem 4.1.2. u, (4.1) denkleminde sabit olarak alinsin. O halde, farkli 4, ve 4,
ozdegerlerine karsihk gelen Yy, ve Y, oOzfonksiyonlari (a,b),(a,c)ya da (b,c) araliklarinda

ortogonaldir (Arscot, 1964). Yani,

b c c
Iylyzdz = J' y.Y,dz = I y,Y,dz=0 (4.5)
a a b

dir.

Farkli A ve u degerlerine karsilik gelen (4.1) denkleminin ¢oziimleri daha genis bir

ortogonallik bagmtisin1 saglar. Bu bagnti, (4.5) deki bagintidan ayirt edilebilmesi igin double

ortogonallik kavrami kullanilacaktir.

Teorem 4.13. vy, (z), Y,(z); farkkh A ve u degerleri igin (4.1)-(4.2) probleminin

ozfonksiyonlar1 olsunlar. O halde,

a, B

J [ %@ () (@)y. ()| ()~ (8)}dad p=0 (46)

a B

dir (Arscot, 1964). Burada, 4 #4, ya da g #u, seklindedir. Ayrica (oy,c,) Ve (B.5,);

(a,b),(a,c),(b,c) deger ciftlerinin farkli degerlerini gostersin.

16
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Simdi teorem 4.1.3 de verilen ortogonallik bagintilar1 kullanilarak belli sartlar altinda 4 ve u

0z degerlerinin reel oldugu gosterilecektir.

Teorem 4.1.4. (4.1) probleminin u(ea, 4, ) =0 sartim saglayan ¢oziimii u(z,A, ) olsun.
i. (aq,),(8,,,) yollari reel ya da imajiner eksene paralel olacak sekilde meveut ve (4.1)
denkleminin higbir tekil noktasindan gegmesin.
ii. u(z,A,u),reel A ve uicin (oy,c,) ve (3, 3,)de reel ya da tamamen imajiner olsun.
iii. (a,a,) araligindaki bir ave (f,,f, )arahgindaki bir S degeri i¢in f(a)— f(3)reel ve
ayni isaretli olsun.

O halde (4.1)-(4.2) probleminin 6zdegerlerinin tamami reeldir (Arscot, 1964).

Simdi, (4.1)-(4.2) probleminin ¢oéziimlerinin sagladigi integral denklemlerin tiiretilebilecegi iki

integral bagintis1 verilecektir.

Teorem 4.1.5. (Birinci Integral Teoremi)

i y(z)

y”+{/1+,uf(z)+g(z)}y:0 (4.7
denkleminin bir ¢oziimii,
ii. G(z,2)
0°G  0°G - -
7 +{y[f(z)—f(z)]+g(z)—g(z)}G:O (4.8)

kismi diferansiyel denkleminin bir ¢dziimii olsun, dyle ki z, Z sirastyla z—, Z— kompleks diizlemlerinin
belli R,R bolgelerinde bulunan degerler ise G(z,2) analitiktir.

iii. C,Z- diizleminin tamanuyla R de yatan bir yol olsun. Soyle ki

ifadesi C nin her iki ucunda ayni degere sahiptir ve

17
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b. iG(z,z)y(z)dz,

R deki biitiin Z ler igin mevcuttur ve eger integral tekil ise o R deki biitiin Z ler i¢in ile ilgili olarak
sabit bir noktaya yakinsar.
O halde

Y(2)=[G(z.2)y(2)d (4.9)
ifadesi R deki biitiin Z ler i¢in (4.7) denklemini saglar (Arscot, 1964).
Teorem 4.1.6. (ikinci Integral Teoremi)

i. y(z), (4.7) nin bir ¢oziimiidiir.
ii. H{(a,p,y)fonksiyonu
(1) NG+ 1) F @I S +{ @)~ (D)
= a(a){t(B)- ()} +9(B){f(r)- f(a)}+9(r){f(a)-F(B)}]H

(4.10)

kismi diferansiyel denkleminin bir ¢oziimiidiir. Oyle ki «,f,y swasiyla kompleks a—,fS-,y—
diizlemleri R,,R,,R, bolgelerinin i¢inde bulundugundan H(a, S, 7) analitiktir.

iii. Ca,Cﬂ, R, R,deki yollar olsun dyle ki,

{%y(a)—H(a,ﬁ,y)y’(a)} _o, (4.11)
{g—;y(ﬂ)—H(a,ﬁw)y’(ﬁ)L -0, 412)
Y(»)= ] [{f(a)-f(B)|H(a.B.2)y(a)y(B)dads (4.13)

mevcut ve eger tekilse, a, 8,7, R ,R,,R bolgelerinin iginde y ya gore diizgiin yakinsaktir.
ar Yy gun y

O halde, Y (Z) (4.7) nin bir ¢dziimidiir (Arscot, 1964).

18
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4.2. iki Parametreli Uyumlu Tiirevli Ozdeger Problemleri

iki parametreli uyumlu tiirevli 2a — mertebeden 6zdeger problemi

D¢ (Dru(t))+{A+uf (t)+g(t)}u=0, (4.14)

u(a)=u(b)=u(c)=0 (4.15)

seklinde verilsin. Burada, f(t) ve g(t), [a,c] araliginda reel degerli siirekli fonksiyonlar, b e(a,c),
A ve u ise birer spektral parametredir.

(4.14)-(4.15) probleminde f ve g verildiginde A ve u degerleri bulunabilir.

(4.14)-(4.15) problemi farkli sekillerde de verilebilir:

i. (4.15) kosullarinin herhangi biri ya da hepsi, D{u(t) nin ayni noktada sifir olmas: kosullari
ile degistirilebilir.

ii. f(t), g(t) fonksiyonlar: T periyoduna sahip fonksiyonlar olsunlar ve smr kosullarmm
herhangi ikisi

u(t+T)=u(t)

seklinde tek bir kosul ile degistirilebilir.

jii. f(t), g(t) fonksiyonlar1 sirasiile T ve T periyoduna sahip fonksiyonlar olsunlar ve (4.15)

yerine a,b, C noktalarindan sadece birinde
u(t+T)zu(t+f)zu(t)

kosulu alinabilir.

4.2.1. Uyumlu Tiirevli Ozdeger Probleminin Tek Parametreli Probleme indirgenmesi

u(X) ve u ( y), (4.14) denkleminin birer ¢éziimii olsun ve

U(xy)=u(x)u(y) (4.16)
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olsun. Burada (4.16) ifadesi sirasiyla X ve y ya gore iki defa o —tiirevlenebilirse

D¢ (DeU (%, y)) =Dy (Dsu(x))u(y),

D (DyU (x,y))=u(x)D; (Dyu(y))

elde edilir. Bununla beraber, u(x) ve u(y), (4.14) denklemini sagladigindan;

D;’(Dfu(x))u(y)+{/1+,uf (x)+g(x)fu(x)u(y)=0,
su(y))+ {2+t (y)+a(y)fu(x)u(y)=0

elde edilir. Bu son iki esitlik taraf tarafa ¢ikarilirsa ve (4.17) ifadeleri dikkate alinirsa

D¢ (DU () =B (DU (x.¥)) +{a«( f (x)= T (y))+ 9 (x) = g (y)}U (x,y) =0

seklinde tek parametreli bir kismi diferansiyel denklem elde edilir. Sinir kosullari ise

U(xy)=0

bigiminde ifade edilebilir.

(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.18) denkleminde A parametresi yok edilmis ve sadece p parametresi kullanilmigtir. Bu ise

iki parametreli bir uyumlu tiirevli diferansiyel denklemden tek parametreli bir uyumlu tirevli kismi

diferansiyel denklemin elde edilebilecegini gosterir.

4.2.2. Ortogonallik Ozelligi

Eger u, (4.14) denkleminde sabit olarak alinirsa, problem bir parametreli 6zdeger problemine

doniistliriilmiis olur. Soyle ki; u, (t) ve u, (t) aynt u degeri ve sirasiyla farkli 4, 4, degerleri igin

(4.14)-(4.15) probleminin ¢6ziimleri olsun. O halde
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D (Dfuy (1)) + {4 +uf (t)+g(t)}u, (1) =0,
D¢ (Dfu, (1)) +{4, + uf (t)+g(t)ju, (t)=0
olur. Burada, ilk denklem u, (t) ile, ikinci denklem wu,(t) ile garpilip elde edilen ifadeler taraf tarafa

cikarilirsa
D (D{’ul (t)u, (t)+u,(t)Dfu, (t)) ={Z, = Ay (t)u,(t)

yazilabilir. Burada (a,b) araliginda (4.15) smur kosullarindan ul(a)zul (b)=0 ve

u,(a)=u,(b)=0 oldugu dikkate ahnirsa 4, # 4, igin

Iul (t)uz (t)dat =0

a

elde edilir.
Diger taraftan, (t,,t,)=(a,c) ve (t,,t,)=(b,c) araliklar1 i¢in de benzer islemler yapilirsa

tful(t)u2 (t)d,t=0

bulunur.

Farkli A ve u degerlerine karsilik gelen (4.14) denkleminin c¢oéziimleri daha genis bir

ortogonallik bagmtisin1 saglar. Bu ortogonallik kavrami klasik anlamda double ortogonallik olarak
adlandirilir. Uyumlu kesirli analizde ise double ortogonallik kavrami asagidaki sekilde

tanimlanacaktir.

Teorem 4.2.1. v (t), v, (t); farkh (A4,z4) ve (4,4,) degerleri icin (4.14)-(4.15)

probleminin ¢6ziim fonksiyonlari olsunlar. O halde

X3 Y,

_”vl(x)vl(y)vz (x)v, (V) f(x)-f(y)]d,yd,x=0 (4.20)

XN

dir. Burada, ozdegerler; 4 #/1, ya da g #u, seklindedir. Ayrica (X;,%,) Ve (Y,¥,);

(a,b), (a,c), (b, C) deger c¢iftlerinin farkli degerlerini gdstersin.
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fspat.‘

Y (% ¥)=v (X (). i=12

olsun. Burada, (4.21) ifadesini X ve y degiskenlerine gore iki defa o —tiirevleri alinirsa:

Vi (%, y)=v (x)v,(y) icin

Ve

yazilir.
Ik olarak, V,(X,y)=Vv,(X)y,

(4.14) denklemini sagladigindan

D;’(D;’vl(x))+{ﬁ1 + T (X)+9(x)}v, (x) =0,
Dy (Dyvi (y))+ {4+ (y)+a(y)}u(y)=0

(4.21)

1 (y) fonksiyonunu goz 6niine alalim. Burada v,(x) ve v,(y)

yazilabilir. Burada ilk denklem v, (y), ikinci denklem v,(x) ile carpilip ve ifadeler taraf tarafa

¢ikarilirsa;

D (DsV; (%,y)) =Dy (D5Va (%, ¥)) +{aa (F ()= F(¥))+ 9 (x) - 9 (y)}Va(x,y) =0

elde edilir.

Benzer sekilde V, (X, y) =V, (X)v2 (y) fonksiyonu goz dniine alindiginda

D (DY, (%,Y)) =Dy D5V, (x,¥))+{a (£ (x) = (¥))+a(x)=a(¥)}V,(x.y) =0

(4.22)

(4.23)
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elde edilir.

(4.22) denklemi V, ile (4.23) denklemi ise V, ile ¢arpilip taraf tarafa ¢ikarilirsa
Va{ D¢ (D) = (DW, )} =V (D (D, ) = D (DG, ) + (s =42 )(F () = ¥ (y))Vv, =0

bulunur. Bu ifadenin her iki tarafimin (x,,x,) ve (y,,y,) araliklarinda ¢ —integrali alimirsa

X, Y,
(,uz _,Ul)j J.( f (X)_ f (y))VlVZdaydaX
ylz i X ¥y (4.24)
= [ [[v.D¢ (Dgv,)-ViDg (D, ) Jd,xd, y + [ [ Vi (Dg, ) -V, (Dsv,) |d., vel, x
Y1 % X N

elde edilir. (4.24) de koseli parantez igi terimler

Vsz(val)_VlDf(vaz)= Dy [VzD:lVl _VlD:(lVZjI

V,Dy (DgV, ) -V,Dy (D5V, ) =Dy [le;lv2 -V, D;’Vl]

bigiminde diizenlenip (4.24) de yerine yazilirsa;

X3 Yy

(44, _M)Ij( f(x)-f (y))vl\/ZdaydaX
X %
Y2 % Xy Yy
= [ [[v.D¢ (Dgv,)-v,D (DgV, ) [d,xdd, y + | [[ViDy (D5, )=V, Dy (D Vs ) |d, v, x
Y1 % X%

Y2 Xy
= [[Vv.D:V, —legv]:daw [[v.Dg, —VZDX“Vl]:dax

Y1 X

alindiginda V, (X, y)=v,(X)v,(y) ve V,(x,y)=V,(X)v,(y)icin (4.15) smir kosullarina gore

[VZDWl _VlD;ZV]: =[V1D3VZ _VszVJ: =0

olur.
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Dolayisiyla

X3 Yy

(,Uz _:ul)_[ _[( f (X)_ f (y))vlv2daydaxzo

X Y1
bulunur.

Teoremin gz — 1, #0 kosulundan

TT( f(x)—f(y))\VV,d,yd,x=0

XY

veya

X3 Yy

J'jvl(x)vl(y)vz(x)vz(y)l:f (x)-f(y)]d,yd,x=0

XY

clde edilir. Bu ise (4.20) nin saglandigini gosterir.

Simdi g4 =, 4, # A, oldugu durumu inceleyelim. Burada sabit x ve farkh A, A4,

ozdegerleri igin ortogonallikten 6zelliginden

ifvl(x’vz(”daha Ju(y(y)d,y=0

Y1

olacagindan (4.20) elde edilir.
4.2.3. Ozdegerlerin Reelligi

Bu kisimda, verilen ortogonallik bagmtilar1 kullanilarak belli sartlar altinda A ve u 06z

degerlerinin reel oldugu gosterilmistir.

Teorem 4.2.2. (4.14) denkleminin u(a, A, #)=0 sartim saglayan ¢oziimii u(t, 2, x) olsun. O

halde, (4.14)-(4.15) probleminin 6zdegerlerinin tamamu reeldir.

Ispat: (4.14) denkleminin A ve u degerleri
u(b, A, 1)=u(c,A,u)=0
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denklemini saglayan A ve u degerlerinin bulunmasiyla elde edilir. Eger 4 ve u O6zdegerleri reel

degil ise

u(b,2,1)=u(c,2,)=0

saglanir. O halde 4 ve u degerlerinin her ikisi reel oldugu zaman u(b, 4, x)ve u(c,A,u); 4,4 nin

fonksiyonlaridir ve reel ya da tamamen imajinerdir. Bu nedenle;

dir.
Simdi; u, (t) fonksiyonu; A, 1, kompleks 6zdeger ciftine karsilik gelen &zfonksiyon, U_o(t)
fonksiyonu ise; bir baska ﬂ_o,;_zokompleks Ozdeger ¢iftine karsilik gelen 6zfonksiyon olsun. O halde,

My = o, 1, = E,vl =Uy,V, = u_0 olmak tizere teorem 4.2.1 den

X Yo

(/70_/”0)_[ J.(f (x)-f (Y))Uo(X)uo(y)v_o(x)v_o(y)daydax =0

X%

elde edilir. Fakat integrant reel ve tek isaretlidir. Bu nedenle s, = s, olup, #, reeldir.
Diger taraftan A;ve 2_0, unin ayni degerlerine ait 6zdegerler olsun. Bu 6zdegerlere karsilik

gelen u, (t),u, (t) 6zfonksiyonlart igin;

t
J'|u0|2 dt=0

4

oldugundan A, = 4, olup A, reeldir.

Dolayisiyla A, ve gy, keyfi olduklarindan (4.14)-(4.15) probleminin 6zdegerlerinin tamami

reeldir.
4.2.4. Baz integral Bagintilan

Teorem 4.2.3. Asagidaki kosullarin saglanmasi durumunda

u(t) :]Z'G(t,x)u(x)dax

4
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fonksiyonu (4.14) denkleminin bir ¢éziimiidiir.
i u(x),
D¢ (Dru(x))+{A+puf (x)+g(x)}hu(x)=0

denkleminin bir ¢oziimidiir.

ii.  G(t,x) fonksiyonu

D (D{G(t.x)) - D (DG (t,x))+{(f (t) - f (x))+9(t)-g(x)}G(t.x)=0

uyumlu kismi tiirevli denklemin bir ¢6ziimiidiir.

iii. (a,b), (a,c), (b, C) araliklarin u¢ noktalarinda

G(t,%) D} (u(x))-u(x) D (G (t,X))
esitligi ayn1 degere sahiptir.

)
iv. IG(t, x)u(x)d,x integrali mevcuttur.

b

Ispat: Ispat1 tamamlamak igin

D¢ (DU (1)) +{A+uf (t)+g(t)}U(t)=0

oldugu gosterilmelidir.

(iv) kosulundan integral isareti altinda U (t) in o —tiirevi aliabilir. Boylece;

D¢ (D7 (1)) +{A+uf (t)+g(t)jU(t)

— [ D¢ (DrG (%)) + {4+ f (1) + g ()} G (t,%) Ju(x)d,x
elde edilir. (ii) kosulu dikkate alinirsa

D¢ (DFG(t,x))+{A+uf (t)+g(t)}G(t,x)=D¢ (DLG(t,x)) + {4+ uf (x)+ g (x)}G(t.x)
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yazilabileceginden;

D¢ (D7 (1)) +{A+uf (t)+g(t)juU(t)

=t_|%D;’ (DfG(t,x))u(x)dax+T{/1+,uf (x)+ g(x)}G(t,x)u(x)dax

4 b

t
olur. Burada J' DY (DX“G (t, x))u (x)d,xintegraline iki defa ¢ —kismi integrasyon uygulanirsa
4

b

seklinde olur. Buradan

D (DfU (1)) + {24+ uf (1) + g (t)}U (t) =[ Df (G (t,x))u(x) -G (t,x)Df (u(x))]t2

TD; (DfG(t,x))u(x)dax=[(D;’G(t,x))u(x)—G(t,x)D;’u(x)If +jG(t,x)D;‘ (Dfu(x))d,x

+j[D{” (Dfu(x))+{A+uf (x)+ g(x)}u(x)}G (t,x)d,x

bulunur. Burada (i) ve (iii) kosulundan sagdaki ifadeler sifira esit olur.

Dolayisiyla
D (D (U (1)) +{A+uf (t)+g(t)}U(t)=0
dir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.2.4. Asagidaki kosullarin saglanmasi durumunda

X3 Yy

U@)=[ [0 F(0)]H (ey.2)u()u(y)d,xd,y

XN
fonksiyonu (4.14) denkleminin ¢6ziimiidiir.

i. u(x) ve u(y) fonksiyonlar: sirasiyla asagidaki denklemlerin ¢oziimleridir:

(4.25)

(4.26)

27



Biisra BARUT, Yiiksek Lisans Tezi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Mersin Universitesi, 2024

ii.  H(x,y,z)fonksiyonu

{T(y)-f(2)}D¢
=—[g(x){f (y)— f(2)}+9(y){f(2)-f(x)}+9(2)

——

uyumlu kismi tiirevli denklemin bir ¢oziimiidiir.

i
s (4.28)

olsun.

[ T{E ()= £ (IH(xy.20(x)u(y)d,xd,y (4.29)

integrali var ve yakinsaktir.

Ispat: Ispat1 tamamlamak i¢in
Df (DfU (2))+{A+uf(z)+9(2)}U(z)=0

oldugu gosterilmelidir.

(iv) kosulundan integral isareti altinda U (z) in o —tiirevi alinabilir. Boylece

Dz (D2 ) (2t (2)+9(2)U ()
= JT1100- oz (o)), v
Hasuf (2) TT H (7,20 (x)u(y)d,xd,y (50

X3 Y

=J'J‘{f(x)— f (y)}[Dj(DfH)+{/1+,uf (z)+g(z){H (x,y,z)]u(x)u(y)daxday

XN

bulunur.
Simdi (4.30) deki integrali tekrar diizenlemek igin (4.27) kullanilirsa
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elde edilir. O halde

Fxy.2)=[g({f ()= (@ +a({f (D)= F ()} +a(@{F ()~ F(y)}[H(xy.2) 432)

yazilabilir. (4.32) denklemi (4.31) denklemin de yerine konur. O zaman

Dy (DfU (2))+{A+uf(z)+g(2)}U (2)
[{ - tun]or (o oy

[ 0= 10 05 (07H ().,

X2 Y2

[ [[F(xy.2)={a+uf (2)+9(2)}{f ()= T (y)}H (xy,2) Ju(x)u(y)d,xd,y

X Y1

elde edilir. Gerekli o —kismi integerasyonu alinip yeniden diizenlenirse,

Dy (DfU (2))+{A+uf (z)+g(2)}U(2)
ST )= 1@ et (0} 1 (@)= 1 (025w ()

+{F ()= F(y){r+uf (z)}]u(x)u(y)H (x,y,z)d,xd,y
=0

bulunur ve ispat tamamlanir.
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Uyumlu tiirev ve integralin tamm ve 6zellikleri detaylica incelenmistir.

Diger taraftan, klasik anlamda iki parametreli 6zdeger problemleri arastirilmugtir. IKi
parametreli 6zdeger problemleri tek parametreye indirgenmesi, ortogonallik 6zellikleri incelenmesi ve
bazi integral bagntilart verilmesi arastirilmis, bulgularda kullanilmak tizere ilgili teoremlerdeki

gegisler yeniden hesaplanmigtir.
5.1. Sonuglar

Tez galigmasinda, iki parametreli 6zdeger problemleri uyumlu tiirev yardimiyla yeniden
kurulmustur. Bu problemin o6zellikleri incelenmistir. Uyumlu tiirevli 6zedeger problemleri tek
parametreli 6zdeger problemlerine indirgenmistir. Ortogonallik Gzellikleri incelenmis, dzdegerlerin
reel oldugu gosterilerek, bazi integral bagintilarina yer verilmistir. o =1 alindiginda sonuglarin
(Arscot, 1964) calismasiyla ¢akistig1 elde edilmistir.

5.2. Oneriler

Bu ¢alismada uyumlu tiirev kullanilmistir. Problem, oOransal tiirev veya zaman skalasinda

oransal tiirevle yeniden ele alinip sonuglar karsilastirilabilir.
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