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BiRLESTIRILMIiS GECiS SARTLI SUREKSiZ SINIR DEGER PROBLEMININ
OZDEGER VE OZFONKSiYONLARININ ASIMPTOTIiK ACILIMLARI

OZET

Bu calismada ikinci mertebeden adi diferansiyel denklemler i¢in bir sinir deger
gecis problemi incelenmistir.Diferansiyel denklem siireksiz katsayr ve siireksizlik
noktasindaki gecis sartlarin1 igermesi bakimindan farkliliklar gostermektedir.Ayni
zamanda 6zdeger parametre hem diferansiyel denklemde hem de her iki sinir sartinda
bulunmaktadir.

Bu ¢alisma bes boliim halinde diizenlenmistir:

Literatiir 6zeti boliimiinde; tez konumla ilgili olan ¢alismalar hakkinda kisa
bilgiler verilmistir. Materyal ve metot boliimiinde; tezde kullanilan kaynaklar ve
uygulanan yontemler hakkinda bilgi verilmistir. Giris boliimiinde; arastirilan sinir deger
probleminin giincelligi, uygulama alanlari, teorik ve pratik 6nemi belirtilmistir. Genel
bilgiler boliimiinde; orijinal bolimde kullandigimiz tanim, teorem ve bilgilere yer
verilmistir.

Bulgular ve tartigma boliimii ¢alismamizin orijinal kismidir.Bu boliimde
arastirdigimiz smir deger problemine uygun olarak tanimladigimiz 6zel Hilbert
uzayinda, tanimladigimiz problem ile ayni1 6zdegere sahip olan operatér tanimlanmustir.
Diferansiyel denkleme ait 6zdeger ve d6zfonksiyonlarin bazi temel 6zellikleri verilmis ve

bunlara ait asimptotik ag¢ilimlar elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Ozdeger parametre, gegis sartlari, 6zdegerlerin asimptotigi, siireksiz

sinir deger problemleri.
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ASYMPTOTIC EXPANSIONS OF EIGENVALUES AND EIGENFUNCTIONS
OF THE DISCONTINUOUS BOUNDARY VALUE PROBLEM WITH
COUPLED TRANSMISSION CONDITIONS

ABSTRACT

In this study, consideration is given to the second order differential equation for
boundary value transmission problem.The original part of the problem is the
discontinuity in the coefficient of differential equation and transmissions conditions. At
the same time, the eigenvalue parameter is not only included in the differential equation
but it is also included in both of the boundary conditions.

This study consists of five main chapter:

A brief information related to study is given in the literature summary chapter.
The methods and sources used in this thesis are introduced in material and method
chapter. Current interest application fields, theoretical and pratical importance of
explored boundary value transmission problem are determined in introduction. Some
basic defination, theorem and informations, which are used in the original part, are
explained in general information chapter

Findings and discussion chapter is formed the original part of our study.In this
chapter , we introduced the special inner product in the Hilbert space and a symmetric
operator defined on this Hilbert space such that definition of boundary value problem

which is our study topic can be considered as the eigenvalue problem of this operator.

Key Words: Eigenvalue parameter, transmission conditions, the asymptotic of

eigenvalues, discontinuous boundary value problems.
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1. LITERATUR OZETi

Charles Sturm ve Joseph Liouville 19. yiizyilin ortalarinda 1s1 iletim problemini
Fourier yontemi ile arastirirken ortaya c¢ikan Ozdeger parametre igeren ikinci
mertebeden adi diferansiyel denklemin bazi smir sartlarmi saglayan ¢oztimlerini
incelemislerdir. Smir sartlar1 fiziksel olayin dogal sonucunda ortaya ¢ikan sartlardir. Bu
tipten sinir deger problemleri daha sonra literatiirde Sturm-Liouville problemleri olarak
adlandirilmistir. Bu konuda ¢ok sayida ¢alisma yapilmis, makale ve kitaplar

yaymlanmistir.
G.D.Birkhoff [3] , caligmasinda regiiler sinir sartlar1 tanimlayarak parametreye
bagl adi lineer diferansiyel denklemlerin ¢6ziimleri i¢in asimptotik formiiller vermistir.

Ayrica c¢oziim fonksiyonlarindan yani Ozfonksiyonlardan olusan temel ¢6ziim
sisteminin tamlig1 incelenmistir.

J.D. Tamerkin [18] , sinir sartlar1 i¢in giiclii regiilerlik kavramini tanimlamistir.
Gugcli regiiler sinir kosullarinda elde edilen 6zfonksiyonlar ve bu 6zfonksiyonlar
tizerine seri agilimlarini incelemistir.Bundan sonraki yillarda bir ¢ok matematikg¢i
tarafindan bu tip problemler arastirilarak gelistirilmistir.

Daha sonra sadece denklemde degil ayn1 zamanda smir kosullarinda da 6zdeger
parametresi igeren sinir deger problemleri 6zel ilgi cekmeye baslamistir.Bu konuda ¢ok

sayida ¢alismalar yapilmis, makale ve kitaplar yaymlanmastir.

J. Walter [21], calismasinda bu tip sinir deger problemleri i¢in tanimlamis
oldugu yeni bir u 6l¢limii yardimiyla uygunlZ, ([a,b], /1) Hilbert uzaymda probleme
uygun operator tanimlayarak problemin operator-teorik yorumlamasini vermistir.

A. Schneider [16], calismasinda ise Ozfonksiyonlar {izerine seri agiliminin

diizgiin ve mutlak yakimsaklig1 i¢in yeter kosullar belirlemistir. Ancak agilim teoremini

sadece diizgiin fonksiyonlar i¢in ispatlamistir.

E.M. Russakovskiy [15] , sinir sartlar1 polinom bi¢iminde 6zdeger parametresi

iceren problemlerin operator-teorik yorumunu incelemistir.Bu durumda uygun Hilbert

uzay1 olarak L, ([a,b])@@ yerine L, ([a,b])@@” uzay1 alinmistir.

C.T. Fulton [5] ,



—u"+q(x)u:/lu, xe(a,b] (1.1)
cosau(a)+sinau (a)=0 (1.2)
(A8, + B, )u(b)+(AB,+ B, )u' (b)=0 (1.3)

biciminde Sturm-Liouville problemini ele almistr. Bu problem i¢in uygun bir

H=L, ([a,b]) @ C Hilbert uzayinda (1.1)-(1.3) sinir deger problemine uygun kendine

eslenik A4:H — H operatoriinii tanimlayarak (1.1)-(1.3) sinir deger probleminin
operator-teorik yorumlamasini vermistir. Titchmarsh’m [19] klasik yontemlerinden
yararlanarak sinir sartlarinda da 6zdeger parametre bulunduran problemin 6zdegerleri
ve Ozdegerlerine karsilik gelen 6zfonksiyonlar1 icin asimptotik formiiller bulmustur.
Daha sonra Rezolvent operatoriinii ve Green fonksiyonunu incelemis,6zfonksiyonlar

tizerine ag¢ilim teoremlerini ispatlamis, Fourier serileri ile esyakimsaklik teoremini

vermistir.

Kerimov ve Mamedov [9],
—u +q(x)u=A"u, O<x<l
(p + o, A+ 0,27 Ju(0)+u' (0)=0
(By+BA+BA Ju(1)+u (1)=0
siir deger problemine uygun A(A)A*+B(A)A+C(A)=0 biciminde operatorler
demetini kurarak bu probleme farkli bir yaklagimla operatdr-teorik yorum getirmistir.

Ayrica 6zdeger ve 6zfonksiyonlar i¢in asimptotik formiiller vermis ve 6zfonksiyonlarin

sifir yerleri hakkinda klasik sonuglara benzer sonuclar elde etmistir.

Bunlarin diginda bu konuda yapilmis en 6nemli ¢aligmalar B. D. Hinton [6] ,



A. Shkalikov[17], M. Kobayashi [10], Q. Kang veA. Zettl [7], S.Y.Yakubov[22],
E.M.E Zayed ve S.F.M. Ibrahim [23] seklinde siralanabilir.

Ancak yukarida bahsedilen biitiin ¢aligmalarda sinir deger problemindeki

diferansiyel denklem stirekli katsayilidir.Stireksiz katsayili diferansiyel denklemleri ve

gecis sartlarimi iceren siireksiz sinir deger problemi O.S. Mukhtarov’un [1 1], [12],

[13]; N.Altmgik’n [1] ve arkadaslarmn [2]; M. Kadakal’in [8] ve E.Tung’un [20]

calismalarinda incelenmistir.



2. MATERYAL VE METOT

Bu tez calismasinda materyal olarak kaynaklarda verilen kitap ve makalelerden
yararlanilmigtir. Bu kaynaklardaki yontemlerin yami sira diferansiyel operatorler
teorisinde Sturm-Liouville teoremi ve yontemleri, 6zdeger probleminin ¢6ziim
yontemleri, fonksiyonel analizde simetrik ve lineer operatorlerin spektral teorisi,
kompleks analizde tam fonksiyonlarm rezidi teorisi ve Rouche Teoremi, diferansiyel
denklemlerde integral denklemleri teorisi ve ¢oziim fonksiyonlarmin asimptotik acilim

yontemleri uygulanmigtir.



3.GIRIS

Verilen fonksiyonun bagli oldugu degiskene gore tiirevi, fonksiyonun bu
degiskene gore anlik degisimini ifade etmektedir.

Evrende maddeler, fiziksel veya kimyasal olaylarin etkisi ve tesiri altinda
oldugundan hareket ve degisim halindedirler. Diferansiyel denklemler ise tiirev
icerdiginden gilinliikk hayatta karsilasilan bazi fiziksel olaylar diferansiyel denklemler

olarak formiile edilebilir.Ornegin

o*u (x,t) N o*u (x,t)
ox* ot

denklemi sicaklig1 zamanla degismeyen yani; kararlagmis sicakligi gosteren denklemdir.

Homojen metal ¢ubuktaki titresimlerle ilgili dalga denklemi

Du(x,t) , 0%u(x,t)
=c

or’ ox?

seklinde verilir.Is1 izolasyonu yapilmis homojen metal ¢ubuktaki 1s1 transferi

Gu(x,t) 82u(x,t)

a Koo G-1)

denklemi ile ifade edilir. Burada u(x,t) , X konumuna ve ¢ gbzlem zamanina bagl bir

sicaklik fonksiyonu; K ise ¢ubugun olustugu maddenin 1s1 tutumuna, yogunluguna ve
1s1 iletkenligine bagli sabit bir sayidir.

(3.1) denkleminde uzunlugu ¢ olan metal gubugun uglarinda 1smnin sifir oldugu
kabul edilirse

u(0,0)=0, u(£,1)=0, >0 (32)

biciminde sinir sartlari, =0 aninda her noktadaki 1smin degeri f (x) ile gosterilirse



u(x,O):f(x), O<x</ (3.3)

biciminde baslangi¢ sarti belirlenmis olur. Boylece (3.1)-(3.3) matematik fizikte 1s1
iletimi problemi olarak adlandirilir. Degigkenlerine ayirma yontemi ile bu problemin

¢Ozimii

u(x.t) =y (x)o(7) (3.4)
seklinde aranir.(3.4) ifadesi (3.1) de yerine yazilirsa

v (x)e (1) =Ky (x)o(t)

esitligi elde edilir. Ayirma sabiti o ile gosterilirse

Lo (1)
) Ko ° )

esitlikleri elde edilir. Birinci esitlikten

v (x)-oy(x)=0

diferansiyel denklemi elde edilir. Diger taraftan (3.4) ifadesinde (3.2) smir sartlari

yazilirsa

v(0)o(1)=0, y(l)e(r)=0

olur. Buradan

w(0)=0, w(£)=0

esitlikleri elde edilir. Boylece 1s1 iletim probleminden ikinci mertebeden adi diferansiyel

denklem i¢in sinir deger problemi olarak



y' (x)-oy(x)=0 (3.6)
w(0)=0 3.7)
w()=0 (3.8)

sinir deger problemi elde edilir. (3.7)-(3.8) smir sartlar1 Dirichlet tipinde sartlar olarak

adlandirilir. Ancak o <0 olmast durumunda (3.6)-(3.8) smir deger probleminin asikar
olmayan (x) ¢Oziimii vardir. A>00zdeer parametresi olmak iizere o =-21

gosterimi kullanilirsa (3.6) diferansiyel denkleminin genel ¢ozimii A ve B keyfi

sabitler olmak iizere
y(x)= Acos(\/Zx+ B)

bi¢imindedir. l//(x) coziimii (3.7) smir sartim1 sagladigi icin 4#0 olmak tizere

cos B=0 olur. Dolayisiyla bu esitligi saglayan B degerleri i¢in sin B=1 olur. Buna

gore (3.8) smir sartindan
sinv/A0=0

esitligi elde edilir. Buradan

2
2, =(%) . n=1,2,3,... (3.9)

Ozdegerleri elde edilir. Bu o6zdegerlere karsilik (3.6)-(3.8) smir deger probleminin

ozfonksiyonlar1 ise
Wn(x):Ansin(%j, n=1,2,3,... (3.10)

seklinde elde edilir.



(3.5) ifadesinin ikinci esitliginden
¢ (t)-Kop(1)=0 (3.11)
denklemi elde edilir. Bu denklemin genel ¢6ztimii
¢, (t)=Be "™ (3.12)
seklindedir. Boylece (3.10) ve (3.12) ifadeleri (3.4) de yerine yazilirsa elde edilen
u,(x,1)= A,B,e *M sin (A x, n=12,3,... (3.13)

fonksiyonlarmin (3.6) denklemini ve (3.7)-(3.8) sinir sartlarin1 sagladigi agiktir. Ancak
bu coziimler genel olarak (3.3) baslangic kosulunu saglamaz. Hem (3.1) denklemi
hemde (3.2) sinir sartlar1 homojen oldugundan iyi bilinen siiperpozisyon prensibi geregi
(3.13) ifadesinin sonlu sayida toplami da (3.1) denklemini ve (3.2) simnir sartlarini saglar.

Gerekli ek sartlar altinda

ifadesi (3.1) denklemini ve (3.2) sinir sartlarin1 saglar.(3.3) baslangic sartin1 saglamasi

igin 4,B, =C, olmak iizere f(x) fonksiyonu

r(x=3c, sin? (3.14)

olacak bi¢imde C, sabiti bulunmalidir. Fourier serileri teorisinden bilindigi tizere

_2 o 117G
C, = J‘f(é)sm ; dé



bicimde secilirse (3.14) esitligi saglanir. Boylece (3.1)-(3.3) probleminin ¢oziimii

u(x,t):i;(

~ o

]‘f(f)sin%dijsin%

serisi bigiminde bulunur.

Bilindigi tizere giinlimiizde matematik fizigin ortaya koydugu yeni somut
problemlerin arastirilmasi ile birlikte teorik matematigin gelismesi sadece klasik sinir
deger problerini degil ayni zamanda standart olmayan sinir deger problemlerinin
incelenmesini gerektirmektedir. Bunlara diferansiyel denklemler icin lokal olmayan
sinir deger problemleri, stireksiz katsayili diferansiyel denklemler i¢in gecis sartlar1 da
eklenmis smir deger problemleri, cok noktali smir deger problemleri 6rnek olarak
gosterilebilir. Boylece problemler fizik ve matematigin bir ¢ok dallarinda ortaya ¢ikar.
Ornegin farkli fiziksel yapilara sahip olan cisimler arasindaki 1s1 ve madde iletimi,
difraksiyon olayi, cisimlerdeki farkli gegis siireleri genel olarak siireksiz katsayili
diferansiyel denklemlerden gegis ve sinir sartlarindan olusan smir deger problemine
indirgenebilir.

Ele alinan problem; diferansiyel denkleminin siireksiz katsayili olmasi, 6zdeger
parametresinin hem denklemde hemde smir kosullarinda olmasi, gecis sartlarinin
birlestirilmis olmas1 bakimindan klasik problemlerden farkliliklar gostermektedir. Bu

problemin 6zdeger ve 6zfonksiyonlarinin bulunmasi matematiksel fizik problemlerinin

¢dziimiinde etkin yontemlerden biridir. Ornegin kuantum fiziginde v (x,7) dalga

fonksiyonu olmak tizere tek boyutlu zamandan bagimsiz Schrédinger denklemi

n d’
-~ dx"z’ +Vy = Ey (3.15)
yazilabilir.
2 2
H=-T" 4y (3.16)
2m dx

Hamiltonien operatorii olmak tizere
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Hy =Ey (3.17)

0zdeger denklemi seklinde yazilir. Burada E kuantum fiziginde parcacigm enerjisini,

h Planck sabitini, m parcacigin kiitlesini gostermektedir. £ , (3.17) o6zdeger
probleminin 6zdegeri , l//(x) ise Ozfonksiyonudur.(3.17) Schrodinger denklemi ele

aldigimiz

d’u
dx?

+q(x)u:lu

denklemine benzemektedir. Bu nedenle bu tip denklemleri igeren sinir deger
problemlerinin 6zdeger ve 6zfonksiyonlarinin incelenmesi uygulama acisindan biiyiik

Onem arzetmektedir.
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4.GENEL BIiLGILER

4.1. Hilbert Uzay1 ve Simetrik Operator

H kompleks lineer uzay1 verilsin. Herx, y € H elemanlari ¢iftine

kosullarin1 gercekleyen ve (x, y) ile gosterecegimiz kompleks sayisinin karsilik

getirildigini kabul edelim. Bu halde (x, y) kompleks sayismma x ve y elemanlarmin i¢

carpimi; H lineer uzayma ise i¢ ¢arpim uzayi denir. H i¢ ¢arpim uzayinda

[ = (%)

formiilii bir norm tanimladig1 i¢in i¢ ¢arpim uzayina bu norma gore lineer normlu uzay
denir.

Eger bu lineer normlu uzay tam ve sonsuz boyutlu ise H uzayma Hilbert uzay1
denir.

4.2.1. Tanmm: H Hilbert uzaymmda tanim bolgesi D(4A)c H olan

A:D(A)c H — H lineer operatori verilsin. Eger her x, y € D(A4) i¢in

(Ax,), =(x.4),

esitligi saglaniyorsa A operatoriine simetrik operatér denir. Burada ( , > H uzayinda

H

bir i¢ carpimdir.
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4.2.2. Tamm: H, ve H, Hilbert uzaylari verilsin.
H xH, = {(x,y)|erl,yeH2}

kiimesi aligilmig yontemle lineer uzaya doniistiirtilebilir. Bu lineer uzayda

X =(x.,»).Y =(x,,»,) € H x H, elemanlar1 igin

<X’ Y>H1(-DH2 = <xl’xZ>Hl +<y1’y2>1—12

esitligi bir i¢ cargim tanimlar ve bu i¢ ¢arpima gore

H, @ Hy = (H, < H,, ()

H,®H, )

bir Hilbert uzayidir.
4.2. Lineer Operatorlerin Ozdeger ve Ozelemanlar

H kompleks Hilbert uzaymda A:H — H lineer operatérii ve 4 kompleks

parametresi verilsin. Eger herhangi bir A =A4;i¢in Au=Au operatdor denkleminin
u, #0 ¢oziimil varsa A, sayisma A4 operatoriiniin 6zdegeri; u, € D(A) elemanina ise

A, 6zdegerine uygun 6zelemani denir.
4.3. L,(a,b) Uzayr

Verilmis [a,b] araliginda taniml1 ve Lebesque anlaminda 6lgiilebilir olan f (x)
fonksiyonu i¢in | f (x) > fonksiyonu bu aralikta Lebesque anlamimda integrallenebilir

ise f(x) fonksiyonu [a,b] araliginda karesi integrallenebilir fonksiyon denir.

Karesi integrallenebilir fonksiyonlarin lineer uzayinda
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b

(f.8)= ] (x)g(x)ax

a

formiilii bir i¢ carpim tanimlar. Bu sekilde tanimlanan i¢ ¢arpim uzaymin bir Hilbert

uzay1 oldugu agiktir. Bu uzay L, (a,b) ile gosterilir.
4.4. Rouche Teoremi

Biitiin kompleks diizlemde analitik olan fonksiyona tam fonksiyon denir. f (z)

tam fonksiyonu verildiginde

_f(k_l)(ZO)ZO,f(k)(ZO)¢ 0

~
—_
N
(=]
N—
Il
~
—=
N
(=}
N—
|
|

ise z=z, noktasma f (z) fonksiyonunun k-katl sifir yeri denir. Tam fonksiyonlarin

sifir yerlerinin sonlu veya sayilabilir sayida oldugu (veya hi¢ olmadigi) kompleks

analizden iyi bilinmektedir.

4.4.1. Teorem (Rouche Teoremi): Kabul edelim ki f(z) ve g(z) kompleks
fonksiyonlar1 herhangi bir ¥ kapali diizgiin Jordon egrisinin i¢inde ve iizerinde analitik
olsun ve her zeyigin | f(z)[> g (z)| esitsizligi saglansm. Bu durumda y egrisinin
iginde f(z)+g(z) fonksiyonunun sifir yerlerinin sayisi ile f(z) fonksiyonunun sifir

yerlerinin sayisi1 esittir (her bir sifir yeri mertebesi sayida hesaplanir).

4.5. Regiiler Sturm-Liouville Problemi

A bir parametre olmak tizere [a,b] araliginda

a,(x)%+a2(x)%+(a3(x)+l)y=0 (4.5.1)

ikinci mertebeden lineer diferansiyel denklemini gbz 6niine alalim. Bu denklemde eger
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“ta,(t) _ay(x) _ p(x)
p)= expf faw dt] - a@=1 TP, sW=TE (452
degisimleri yapilirsa (4.5.1) denklemi
%(p(x)%}t(q(x)Jrls(x))y:O (4.5.3)

denklemine indirgenmis olur. Bu denkleme Sturm-Liouville denklemi denir. Bu

denklem

_d da
L= dx(p(x) dx}rq(x)

operatorii yardimiyla

L(y)+2As(x)y=0 (4.5.4)

olarak yazilabilir. Burada p(x),q(x)ve s(x)reel degerli fonksiyonlardir. [a,b]

araliginda ¢(x) ve s(x)fonksiyonlarinin siirekli, p(x)fonksiyonunun tiirevlienebilir
olmas1 durumunda (4.5.4) denkleminin ¢6ztimii vardir.

Eger p(x) ve s(x)fonksiyonlari [a,b] araliginda pozitif iseler (4.5.3) Sturm-
Liouville denklemine [a,b] araliginda regiilerdir veya diizgiindiir denir.

4.5.1. Tammm: Verilen [a,b] araliginda taniml

L(y)+As(x)y=0 (4.5.5)
denklemi

ay(a)+a,y'(a)=0
(4.5.6)
b y(b)+b,y'(b) =0
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olarak verilen smir kosullar1 ile birlikte bir regiiler Sturm-Liouville problemi tanimlar.
Bir baska deyisle (4.5.5) denkleminin (4.5.6) sinir kosullarini saglayan ¢6ziimlerinin

arastirtlmasi problemine regiiler Sturm-Liouville problemi denir. Burada a,,a,,b,,b,
reel sabitler olup a +a; #0 ve b’ +b; =0 dir.

4.5.1. Teorem: Eger g(x) fonksiyonu [a,b] araliginda siirekli ise
~u"+q(x)yu=2u, xe[a,b]
diferansiyel denklemi ve
u(a)=sina , u'(a)=-cosa (u(a)=f(1).u'(a)=g(2))

homojen olmayan sinir sartlarindan olusan sinir deger probleminin u =u(x,4) ¢6zimi
bulunur ve herbir xe [a,b] icin u(x,A) fonksiyonu A parametresinin tam

fonksiyonudur.

4.6. Asimptotik Formiiller

x€[a,b] ve 1eC degiskenlerine bagh g(x,A) fonksiyonu verilsin. f(x,1)

f(x,ﬂ.)
g(x,ﬂ)

fonksiyonu icin 6yle M >0 ve R >0 sabitleri i¢in <M esitsizligi biitiin

Xe [a,b] ve |A >R i¢in gegerli oluyorsa, o halde

f(x2)=0(g(x,2)), 4>
veya kisaca

£(3.0)=0(g(x.2)
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f(x,/l)
g(x,2)

seklinde gosterilir. Eger [a,b] araliginda diizgiin olarak %im

‘= 0 oluyorsa o

halde
f(x,l)zo(g(x,l)),l —

seklinde gosterilir.
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5. BULGULAR VE TARTISMA
5.1. Simir Deger Probleminin ifadesi
Bu ¢alismada [a, .f) U (5 , b] araliginda taniml
tu=—u"+q(x)u=Au (5.1.1)
diferansiyel denkleminden
L,(u):= A(oqu(a) - oy (a))+equ(a) - ou'(a) = 0 (5.1.2)

Ly(u):=A(asu(b)— o (b)) +au(b)—au'(h) =0 (5.1.3)

sinir sartlarindan ve siireksizlik noktasindaki

— u(§+0) _ B B u(f—O) _
L3(u).—[u,(§+O)J (ﬁl ﬁz)Lu(g—O)]_O (5.1.4)

gecis sartlarindan olusan smir deger probleminin 6zdeger ve Ozfonksiyonlarinin

asimptotik acilimlar1 incelenmistir. Burada A kompleks 6zdeger parametresidir. q(x) ,

[a,6)U(E,b] arahginda reel degerli ve ¢(£+0)= lim g(x) sonlu limitleri olan

x—&£0

fonksiyondur. «;,«, (i = 1,4) .B,.B,(j =1,2)reel sayilar olmak iizere

p,=(-1) (0,0, —y, 3,) >0 (j=12),

B B

5:‘, >0
B B

oldugu kabul edilmistir.
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5.2. Smmr Deger Probleminin Hilbert Uzayda Urettigi Lineer Operator

Bu béliimde arastirdigimiz sinir deger problemine uygun olarak tanimladigimiz
0zel Hilbert uzayinda smir deger problemi ile ayn1 6zdegerlere sahip olan bir operator

tanimladik ve bu operatore ait bazi 6zellikleri inceledik.

Iki bilesenli H =L, ([a, b]) @ C”’ lineer uzayinda

/(%) g(x)
F=| fi |.G=| g |€H igin
/2 &,

x)dx +— jf x)dx+ fg1 p;sfz; (5.2.1)

formiilii bir i¢ ¢carpim tanimlar. Bu i¢ ¢arpima goére H lineer uzay1 bir Hilbert uzayi
olur. Boylece verilen siir deger problemine uygun bir Hilbert uzay: tanimlamis olduk.

Sinir deger problemine uygun olan 4: H — H operatoriini

f(x) f(x),[a,(f] ve [f,b] araliklarinda siirekli

D(4)=1F =|R (/) ve f(&+0) sonlu limitleri var, (5.2.2)
R,(f) tf elya,b], Lf=0
tf
AF =1 -R(7) (5.2.3)
_Rz (f)

seklinde tanimlayalim. Burada

R, (f) = alf(a)_azf'(a)

R, (f) =O£3f(b)—0{4f'(b)
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R(f)=af(a)-a.f (a)
R (f)=af(b)-a.f (b)
ifadelerini temsil etmektedir.
AF = AF
olup A4 operatorii ile (5.1.1) - (5.1.4) probleminin 6zdegerlerinin ayni1 oldugu agiktir.

5.3. Ozdeger ve Ozfonksiyonlar icin Baz1 Basit Ozellikler

5.3.1. Teorem: H =L, ([a,b])®C* uzayinda (5.2.2)-(5.2.3) esitlikleri ile
2

taniml1 4 operatorii simetriktir.

/(%) g(x)
Ispat: Keyfi F=| f |,G=| g | D(A) alalim.(5.2.1) deki i¢ ¢arpimi
/s g

kullanirsak

£ S
(4F.G)= [(=/" (x)+q(x) (x))g (x)dx

AHer ()40 ()
4
R (R ()R ()R (8)

olur. (x) ve g(x) fonksiyonlarinm wronskiyenini

w(f.gx)=r(x)g (x)-f (x)g(x)

seklinde gosterir ve iki defa kismi integral uygularsak
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(AF.G) =W (f.:¢ ~0) =W (f.ga) +< W (f.sb) - (f.g:6 +0)

[0 T [ (0 b [ ()2
: 5

+g:;f(x)m)g(x)dx—pilRI (1R (&)= SR ()R (e)

elde edilir.Diger taraftan (5.2.1) deki i¢ carpimdan

5

<F,AG>: J x)a’x+jf x)dx——_[f x)dx

17 1 . o— 1

+— [/ (x)q(x)g (x)x——R (/)R (g) -

S ; Py Py

elde edilir.

(AF,G)~(F,AG)= W(f,§;§—O)—W(f,§;a)+%W(f,§;b)

—éW(f,g;aj +0) +L(R; (/)R (g)-R (/)R (g)) (53.1)

P

1
Py0

_l_

(R (1)R: ()~ R.()R:(2))
elde edilir. (5.1.4) gecis sartlarindan

W(f.g:6+0)=0W(f.g:¢-0) (5.3.2)
\%§

R (/)R (2)-R (/)R (2)=pW (/> g:a) (5.3.3)

R(f)R ()~ R.(f) R (g)==p.¥ (f>2:b) (5.3.4)
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bulunur. (5.3.2) ,(5.3.3) ve (5.3.4.) esitlikleri (5.3.1) de kullanilirsa
(A4F,G)=(F,AG) ,(F,G e D(4))

elde edilir.Boylece 4 operatoriiniin simetrik oldugu gosterilmis olur.
5.3.1. Sonug: (5.1.1)-(5.1.4) probleminin biitiin 6zdegerleri reeldir.
Ispat : 1 bir 6zdeger ve ¢ de bu dzdegere karsilik gelen 6zeleman olsun. 4

operatorii simetrik oldugundan

(49.¢) = (9. 49)

(24.9)=(¢.24)
2(8.9)=2(4.9)

(2-2)(¢.0)=0
ve <¢,¢> # 0 oldugundan

A=A

bulunur. O halde biitiin A 6zdegerleri reeldir.

5.3.2. Sonu¢: A4 operatoriiniin farkli 6zdegerlerine karsilik gelen 6zelemanlar1

ortogonaldir.

Ispat : 4 operatoriiniin A, ve A, gibi iki farkli 6zdegerine karsilik gelen 6zelemanlar
sirastyla ¢, ve ¢, olsun. Buna gore

Apy = L@y, Ap, = 1,0,
esitlikleri saglanir. 4 operatoriiniin simetrik oldugu kullanilirsa,

<A¢1a¢2> = <¢19A¢2>
<,11¢1,¢2> = <¢1>/12¢2>
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(;lﬂ _iz)<¢1a¢z>=0

# A, oldugundan
A #A g

<¢1’¢2>:0

bulunur. Boylece ¢, ve ¢, dzelemanlarmin ortogonalligi gosterilmis olur.
5.3.3. Sonu¢: Verilmis (5.1.1)-(5.1.4) probleminin iki farklh 4 ve A4,

ozdegerlerine karsilik gelen u, (x,4) ve u,(x,4) 6zfonksiyonlar: arasinda

$ b
1 1 :
ju, (x)u, (x)dx+g ju, (x)u, (x)dx = —;R] (u,)R (u,)
a & 1
R )R ()
p25 2 1 2 2
u (x) , (x)

bagmntist vardir.Burada U, =| R, (u,) |,U, =| R (u,) |e D(4) drr

é,(x)=¢ (x,l) ile (5.1.1) denkleminin [a,&] araligindaki

(Z'((i))] B LZ: jj J : (5:3.3)

sartlarin1 saglayan ¢oziimiini, bu ¢oziime baglh olarak ¢, (x) =¢, (x,l) ile (5.1.1)

denkleminin [éj,b] araligindaki

(@) (B B[4 (£-0)
[”V(ﬁ)J_(ﬁ{ ﬁj{m(é—O)J (5.3.6)
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sartlarini saglayan ¢oziimiinii gosterelim. Boylece ¢, (x) =0 (x,l) fonksiyonu

| xg @)

07 g e

olmak tizere (5.1.1) denkleminin [a,ﬁ) u(ﬁ,b] araligindaki (5.1.2) sinir sart1 ile birlikte

(5.1.4) gecis sartlarini saglayan ¢6ziimii olur.

Benzer sekilde (5.1.1) denkleminin [5 ,b] araligindaki

u(b a, +Aa,
,( ) = ! (5.3.7)
u (b)) \o,+2a,
sartlarin1 saglayan ¢oziimiini y,, (x) =X (x,l) ile, bu ¢6ztime bagh olarak (5.1.1)

denkleminin [a, (;‘] araligmdaki

u(;‘) _l ﬁz -B, 7521(5‘*‘0)
(“'(5)}5[—&' B, j[;@(gm)} (5.3.8)

sartlarin1  saglayan ¢Oziimiini ise (x) =X (x,/l) ile gosterelim. Boylece

%, (x)=7x(x,1) fonksiyonu

olmak tizere (5.1.1) denkleminin [a,&)U(&,b] arahigindaki (5.1.3) sinir sart: ile birlikte

(5.1.4) gegis sartlarini da saglayan ¢6ziimii olur.
53.1. Lemma: xe[a,&)U(&b] icin ¢, (x) ve x,(x) (j=L2)

fonksiyonlarinin wronskiyeni x degiskeninden bagimsizdir.
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Ispat:
W(¢j/1’%j/l;x) = ¢j/1 (x) %/l (x) _¢JI'1 (x) Xja (x)

esitliginde tiirev alinirsa
W (8100 2,3%) =3 (9) 232 (x) 6, () 25 (+)
=4, (X) 2, (%) =6, (%) 1. (%)
=, (%) 2,2 (x) =4, (x) 2, (%)

ve ¢, (x) ve x,, (x) fonksiyonlarmm (5.1.1) denkleminin ¢6ziimii oldugu kullanilirsa

%W(d)il,le;x):O

elde edilirBuda bize ¢,(x) ve yx,(x) fonksiyonlarmm wronskiyeninin x

degiskeninden bagimsiz oldugunu verir.

Buna gore
0, ()= (125 25%) = by ()23 (%) = 0 (%) 0 ()
seklinde gosterilebilir.

5.3.2. Lemma: Her bir 1€ C i¢indw, (1) =, (1) dur.

Ispat: (5.3.6) ve (5.3.8) esitlikleri dikkate alinirsa
1
W((h/laXm;g_O) :gW(d)uasz;g +0)

elde edilir. Buradan da @, (1) =, (A) bulunur.
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Buna gore 0)(/1) karakteristik fonksiyonunu
(2)=6w,(A)=0w,(1)

seklinde gosterecegiz.

5.3.2. Teorem: Verilmis olan (5.1.1)-(5.1.4) sinir deger probleminin 6zdegerleri

ancak ve ancak @(4) fonksiyonunun sifir yerlerinden ibarettir.
Ispat: Kabul edelim ki A, ,a)(i) nin sifir yeri olsun. Bu taktirde o, (io) =0

olur. Buradan ise ¢, (x)ve g, (x)¢0zimleri lineer bagimli olur. Yani

$5, (x)=k 2,5, (x) (5.3.9)

olacak sekilde &; # 0 sabit sayis1 bulunur.

X2, (x) fonksiyonu (5.1.1) denkleminin (5.1.3) smir sartin1 ve gegis sartlari
sagladig1 gibi ayn1 zamanda (5.3.9) geregi (5.1.2) smir sartin1 da saglar. Buna gore
X, (x), (5.1.1)-(5.1.4) smir deger probleminin ¢6ziimii olur. Yani A=A4, bir
Ozdegerdir.

Simdi bunun tersinin de dogru oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki A= A4,
zdegeri i¢in ,(A,)#0olsun. Bu taktirde (¢,7,) ve (¢,,7,) fonksiyonlar: lineer

bagimsizdirlar. Bu yiizden u, (x) ozfonksiyonu

cd ()c,2~0)+02)(l (x,lo),xe[a,f)
9, (x,/lo)+c4)(2 (x,lo),xe(f,b]

uy (x) =

formunda yazilabilir. Burada c, (i :1,_4) katsayilarindan en az biri sifirdan farkli olan

sabitlerdir. Diger taraftan u, (x) 6zfonksiyon oldugundan
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L, (U, (x))=0,(i=13) (5.3.10)

esitlikleri saglanir.

(5.1.2) smur sart1 geregi L, (U0 (x)) =0
AU, (a)-aU, (a))+ U, (a) - a,U, (a) =0
esitligi saglanir. Buradan

G {¢Mo (a)(ozl +la£)—¢{% (a)((x2 +la'2)} +c, {ZMO (a)(oc1 +la{)—;(1'% (a)(oc2 +Aa;)} =0

esitligi elde edilir. ¢, (x) ¢oziim fonksiyonunun (5.3.5) sartlarmi sagladigi dikkate

almirsa

G (¢M{, (a))(uﬂ (a)_¢1/10 (a)lly/lo (a)) =0

olur. Buradan

¢y, (%) =0 (5.3.11)

elde edilir. Diger taraftan (5.1.4) gecis sartlar1 geregi L, (U0 (x)) =0

(Uo(g)]_[ﬂl ﬁzj(UO(g_O)J:O
Uy (&) B B\ U, (E-0)

esitligi saglanir. Buradan

G {_ﬂ1¢1ﬂ,ﬁ (5 _O)_ﬁ2¢;ﬂo (5 _O)} +6 {_131%1% (5 _O)_ﬁﬁd% (5 _0)}

+¢30,, (E+0)+c¢, 7, (E+0)=0 (5.3.12)
ve
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=By, (£-0)- B, (E-0)}+c, {-Bixiy, (E-0)= By, (£-0)}
t+e,b, (E+0)+e, 7, (£+0)=0 (5.3.13)
elde edilir. Diger taraftan (5.1.3) smir sartindan L, (U, (x))=0
AUy (b) = a,U, (b)) + U, (b) = U, (b) =0
esitligi saglanir. Buradan ise
e, (b) (s + 205 )= g, (B) (e +Aety )+, {0, (B) (a5 + Acty) - 15, (B) (et + Aty )} =0
elde edilir. z,, (x) fonksiyonunun (5.3.8) sartlarmni sagladig1 dikkate alinrsa
&5(033, (D) 12, () = s, () 225, (b)) = 0

olur. Buradan ise

c;0,(%,)=0 (5.3.14)

elde edilir. Bu (5.3.11)-(5.3.14) esitliklerine cl.(z' :1,4) degiskenlerine gére homojen

lineer denklem sistemi olarak bakilirsa

0 o, (%) 0 0
B, (6=0)= B, (6-0) —Bixis, (E-0)=Boxis, (E-0) 6, (E+0) 255 (£+0)
~Bi, (E-0)=Bd,, (£-0) ~Bixy, (§-0)=Boxy, (6-0) ¢y, (5+0) 1, (6+0)
0 0 o, (%) 0

=w, (4)o; (4,) =0
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elde edilir ki bu denklem sisteminin sadece ¢, =0 (z‘ =1,4) asikar ¢oztimii vardir. Bu

celiski ise ispat1 tamamlar.
5.3.3. Lemma: A =4, Ozdeger ise ¢(x,4,) ve x(x,4 ) ¢oziimleri lineer
bagimlidir.

Ispat: 1=, 6zdeger olsun. 5.3.2. Teoreminden

W(¢jﬂo’lﬂo5x):a’j(%):0
olur ve buradan
Xjs, (x)=k;d; (x) (j=12) (5.3.15)

k,#0 ve k, #0 dir. k, =k, oldugunu gostermeliyiz. Kabul edelim ki &, # k, olsun.

9, (x,l) ve ¥, (x,i) coziimlerini ve (5.3.15) esitligini dikkate alarak

L(1,) = 2, (£+0)= B, (£-0)~ Bz, (£-0)
= 22, (§) = B2y, (§) = Potrs, (£)
= kb, (6)= Bk, (§) - Pokidr,, (£)
=kt ()= ki (B, (£)+ By, (£))

= (kz —k, )¢2AO (5)

elde edilir. L, ( X, )=0 ve (k, —k,)# 0 oldugundan

¢, (£)=0. (5.3.16)

bulunur. Benzer sekilde yine L, ( X3, ) =0 oldugundan
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¢, (£)=0 (5.3.17)

elde edilir. ¢,, (x), (5.1.1) denkleminin [£,b] deki ¢oziimii oldugundan ve (5.3.16) ve

(5.3.17) esitliklerinden [f,b] araliginda ¢,, (x)=0 olur (Alisilmis lineer diferansiyel

denklemlerin baslangi¢c deger problemleri i¢in iyi bilinen varlik ve teklik teoreminden

dolayt).
(5.3.6), (5.3.16) ve (5.3.17) esitliklerinden dolay1

bs, (6) =z, (6)=0

elde edilir. Benzer sekilde [a.&] aralignda ¢, (x)=0 bulunur. Buradan
[a,é)u(é,b] de ¢(x,ﬂo) =0 olur. Bu ise 4, m 6zdeger olmasi ile ¢elisir ve ispat
tamamlanmais olur.

5.3.4. Lemma: Biitiin 4 6zdegerleri a)(l) fonksiyonunun basit sifir yerleridir.

Ispat: Lagrange formiilii kullanilarak her 4 igin

b

(l—/ln)(J‘qﬁl(x)gbﬂﬂ (x)dx] =W (¢,.4,,:b) (5.3.18)

a

yazilabilir. k, #0,n=1,2,...igin y, (x)=k,$, (x) (x€[a,&)U(&,b]) esitligi (2.3.18)

de kullanilirsa

W (,.8,,:0)=—W (4. 2,,:0)

1
kn

= (AR (6)+ R (9,)
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elde edilir. Bu esitlik (5.3.18) de kullanilirsa ve 4 — 4, i¢in

1

j(% (3)) :k_(“"(ﬂ‘")‘Rﬁ (4:,)) (5.3.19)

n

olur. R;(gbln) kl R, (;(/1 ) Zz esitligi (5.3.19) de yazilirsaw (4, ) # 0 bulunur.

n n

5.4. w(A) I¢in Asimptotik Acihmlar

54.1. Lemma: A=s5" ,s=o+it olmak iizere (2.1.1) denkleminin
¢, (x)=9,(x,A) (j=12) ¢ozimii icin agagidaki integral denklemleri k=0 ve

k =1i¢in gegerlidir :

¢|(f) (x) - (052 + ﬂ,a; )(coss(x - a))(k) +§(al + /la{ )(sins(x— a))(k)

+

Y | —

xf(SinS(x—y))(k)Q(y)qﬁu (v)dy (5.4.1)

gi) (x)= (ﬂl(bll (£-0)+Byd, (& —0))(COSS(x—§))(")
(ﬂ1¢m (&- 0)+ﬂ2¢m (- 0))(sms( g))(k)
E

—J. sins (x— y q(y)gbu(y)dy (5.4.2)

Sé

Ispat : (5.1.1) diferansiyel denklemini

u"+s’u=q(x)u (5.4.3)

seklinde yazalim. Bu denkleme homojen olmayan diferansiyel denklem gozii ile
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bakarak sabitin degisimi yontemiyle ¢oziimiinii bulalim.
u"+s’u=0
denkleminin genel ¢oziimii
u(x,s)=C, (s)cossx+C,(s)sinsx
seklindedir. Buna gore (5.4.3) denkleminin genel ¢oziimiinii
u(x,s)=C (x,5)cossx+C,(x,s)sinsx (5.4.4)
seklinde arayacagiz. O halde C, (x,s),C,(x,s) fonksiyonlarmi 6yle segelim ki
C,(x,s)cossx+C,(x,s)sinsx =0
—sCl' (x,s)sin SX +SC; (x,s)cossx = q(x)u(x,s)

denklem sistemi saglansin. Bu denklem sisteminden

Cl'(x,s)z—lq(x)u(x,s)sinsx (5.4.5)
s

C,(x,s) :lq(x)u(x,s)cossx (5.4.6)
s

elde edilir. Buradan

X

C (x,s)= —é;sin(sy)q(y)u(y,s)dy+q

C,(x,s) :é;].cos(sy)q(y)u(y,s)a’y+C2
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bulunur. Bu ifadeleri (5.4.4) de yerine yazarsak

u(x,s)=C, cossx+C,sinsx+

Y | =

)]sins(x—y)q(y)u(y,s)dy (5.4.7)

olur. Burada (5.3.6) sartlarin1 g6z 6niinde bulundurursak

C = cos(sﬁ)(ﬂlgbm (E-0)+B4, (& —0))

_ésm(sg)( B, (£-0)+ By, (£-0))

C. =oos(s2) (B, (£ -0)+ Bid, (¢ -0))

+sin (sf)(ﬁlqﬁm (E-0)+ B¢, (& - 0))

olarak buluruz. Buldugumuz bu degerleri (5.4.7) de yerine yazip uygun trigonometrik

Ozdeslikleri kullanirsak

u(x,5) = (B (£-0)+ B4, (&-0))coss(x—¢&)

"'é(ﬁ{% (5—0)+ﬁ£¢£x (5—0))sins(x—§) (5.4.8)
+ L Joins (x-)a () (r.5)ab
¢

ifadesini elde ederiz.(5.1.1) denleminin (5.3.6) sartlarini saglayan ¢oziimiini ¢,, (x) ile

gosterdigimizden (5.4.8) ifadesinde u(x,s) yerine ¢,, (x) yazarsak, ¢,, (x) i¢in



33

by, (x) = (B (€= 0)+ By, (£ —0))coss(x - &)
#2(Bh (6 -0)+ i, (£-0))sins(x~¢)

1
4
Ky

sins(x—y)q(y)éy (v)dy

e =

integral denklemini elde etmis oluruz. Benzer sekilde ¢, (x) esitligi de hesaplanir. Elde
edilen esitliklerde x degiskenine gore tiirev alinirsa tiirev denklemleri de elde edilir.

5.4.2. Lemma: Kabul edelim ki A=s’,s=0c+ir olsun. xe[a,&)U(&,b] ve
| Al oldugunda ¢, (x)(j=1,2) fonksiyonlar: i¢in asagidaki asimptotik ifadeler

gegerlidir (k=0 ve k =1 igin)
a, #0 igin
8 (x) = 5%, (cos s (x—a)) " + 0(| s [F! e"‘<x‘”)) (5.4.9)
&) (x) =5 B, sins (& —a) coss (x—&)) " + 015 ) 5.4.10)
&, =0 igin
) (x) = —sa (sins (x—a))" + o(1sl ") (5.4.11)
) (x) = s B, cos s (£ —a)(coss (x— &))" + 0(| 5[ e’(“’)) (5.4.12)

Ispat : o, # 0 olsun.(5.4.1) ifadesini
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¢, (x)=s’a, coss(x—a)+a, coss(x—a)+sa, sins(x—a)
(5.4.13)

+lOC1 sins(x—a)+
s

sins(x=y)g(y)¢, (v)dy

Y | =
QQ_.‘«

,ze—‘t‘(x—a)

seklinde yazalim. F;, (x)=s ¢, (x) dersek

F, (x) - e‘\t\(X—a)aé COSS()C— a) +a_22e—\t\(x—a)

; coss(x—a)

A d(v-a) . “tf(x-a) 1 :
+ 21 i) sins(x—a)+te e a)—3051 sins(x—a)
s

S

+ sins(x —y) e_‘l‘(x_y)CI(J’)Fm (y) dy

Q| =
P E—

olur. Her A igin sonlu F,(£+0,2) limiti bulundugundan

w(A)= sEl}:;)‘FM (x)‘ <o

olur. O halde sonuncu esitlikten

el L]
ok

l—iﬂ ()

o+

;Ul( )

S

esitsizligi elde edilir. Buradan 1, (x)=0(1) |A|— o asimptotigi, dolayisiyla

¢, (x)=0 (ISI2 e"‘(x_”)) (5.4.14)



35

asimptotik ifadesini buluruz. Diger taraftan sinz= ; Euler formiiliinde
i
z=s(x—a) ,s=o+it yazarsak
‘ z(s(xfa)) _ 7i(s(x7a))
sins(x—a)|l=
sl g
_ e-t(x a) '(a(xfa)) _et(xfa) 7i(cr(x7a)) 3 e,(x,a)
2i ‘ B

esitsizligini elde ederiz. Buradan

sins(x—a)= O(e’(“’)) (5.4.15)
ve benzer sekilde

coss(x—a)= O(e’(“’)) (5.4.16)

oldugu gorulir.(5.4.14) - (5.4.16) asimptotik ifadelerini (5.4.13) ifadesinde yerine

yazarsak

¢ll (X) = Szalz COSS()C —a) + 0(’ 5 ‘ e‘t‘(X7a))

asimptotik ifadesini elde etmis oluruz.

Diger taraftan k=1 i¢in
¢, (x)=—s’a,sins(x—a)—sa,sins(x—a)+s’q, coss(x—a)

+a, coss(x—a)+ [coss(x—y)g(y)d, (v)dy

D ™
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esitliginde (5.4.14)-(5.4.16) asimptotik ifadeleri yerine yazilirsa
¢1'1 (x) = —S3a; sin s (x — a) + 0(| s |2 em(x—a) )

asimptotik ifadesini elde etmis oluruz.

Benzer sekilde yine o, # 0 olsun.
0. ()= (B, (£-0) + Budy, (£ —0))coss(x—&)
#<(Bit (£-0)+ By, (£ -0))sins(x~£)

1
+_
Ky

sins(x—y)q(y)éy, (v)dy

L S—

olup (5.4.9) dan elde edilen

. (5) =sa, coss(§ —a) + OO s| eltl(ia))

¢1'/1 (é) = —S3O£; Sins(é{ _a) n O(|S|2 eltl(i—a))

ifadelerini (5.4.17) de yerine yazarsak

(5.4.17)

(5.4.18)

(5.4.19)

¢, (x) =5’ B, coss(x—&)coss(E—a)—s’Ba, coss(x—&)sins (& —a)

+sBia, sins(x—&)coss(E—a)—s’fya, sins(x—&)sins (& —a)

+§ ;[sin S(x - y)q(y)¢n (y)dy + O(|s|71 elx=a) )

elde edilir. Burada F,, (x) = s g (x) dersek ve u,(1)= sup ‘Fz A (x)‘ <o igin

xe(&.0]
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‘ﬂ|1:|‘2‘ +‘a£ﬁ2‘ N ‘0|‘2|€1‘ N ‘ﬁ|zso|‘2‘
1y (2)< L
l_ﬂ fla(y)|dv

olup buradan ise z1,(4)=0(1)|A|— o asimptotigi dolayisiyla

b, (x)=O(|sf ")) (5.4.20)
asimptotigi bulunur. Bu ifadeyi (5.4.17) yerine yazarsak

by, (x) =—s’ct, B, sin s (& —a)coss(x—&)+ O(|s|2 e"‘<x-“>)

asimptotigi elde edilir. Diger taraftan £ =1 icin

¢2'k (x) = —s3/310/2 sins(x - §)coss(§ - a)

+5'B,a, sins(x - &)sins (& —a)+s’ Ba, coss(x —&)coss (& —a)

~-s'Ba, coss(x—é)sins(f—a)+J‘sins(x—y)q(y)¢2k (y)dy

5

+O(|s| =) )
esitliginde (5.4.15),(5.4.16) ve (5.4.20) asimptotik ifadeleri yerlerine yazilirsa
¢, (x)=5"B,a, sins(x—&)sins (& —a)+ 0(|S|3 x=a) )
asimptotik agilimi elde edilir.

Benzer olarak a, =0 igin (5.4.11) ve (5.4.12) ifadelerinin dogrulugu

gosterilebilir.
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5.4.1. Teorem : Kabul edelim ki A =5 ,s=0 +itolsun. Bu taktirde w(4)

fonksiyonu i¢in asagidaki asimptotik ifadeler gegerlidir.

1. Durum: a, =0, 0 ise
0(2)==s'c,B.dysins(£-a)sins(b-&)+0(|s ') (s.421)
2. Durum: o, #0,a, =0 ise
o(2)=5"Boer, coss(& —a)sins(b—§)+0(| s[* e"'“"“>) (5.4.22)
3.Durum: a, =0,a, #0 ise
o(2) =5 By, sins (£ —a)coss(b—&)+ 0(| s[* e"'(b‘”>) (5.4.23)
4. Durum: o, =0,a, =0 ise
0(2)=s*Baia;coss (& ~a)eoss(b-£)+O(|sf ") (5424
ispat : ©(1)=6m,(1)=w,() oldugundan ve (53.7) esitlikleri dikkate
almdiginda
@ (2)= (2, (5) 22, (0) 4. (5) 221 (0))
=2 (s, (b) =iy, (b)) + (s, (b) — 1,8, (b)) (5.4.25)

elde edilir.

1. Durum: o, 20,0, =0 ise
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(5.4.10) den a; #0 icin

¢y, (b)=—s'a, B, sins (& —a)coss(b-&)+ 0(|s|2 e\z\(b—a))

(5.4.26)
¢y, (b)=s"a,B,sins(&—a)sins(b-&)+ 0(|S|3 em(bw))
asimptotik agilimlar1 elde edilir. Bu agilimlar1 (5.4.25) de yerine yazarsak
w(A)=—s"a,B,a,sins(&—a)coss(b—¢&)
_Sﬁa'zﬁza; sins(§ — a)sins(b — 5)
—s’a,B,a,sins (& —a)coss(b—&)
—s'a,B,a, sins(&E—a)sins(b-¢&)+ 0(|s|3 el(b—a))
=—s'a, B,a,sins (& —a)sins(b—&)+ 0(|S|5 et(b—a))
asimptotik a¢cilimini elde ederiz.
2. Durum: o, #0,a, =0 ise
(5.4.12) den @, =0 igin
by, (b) = S2al'ﬂ2 coss(§ — a)coss(b - 5) + 0(|S|e\t\(bm) )
(5.4.27)

¢, (b)=—s"a,B, coss(& —a)sins(b—&)+ 0(|s|2 le=a) )
asimptotik agilimlar1 elde edilir.Bu agilimlari (5.4.25) de yerine yazarsak

0(2) = 5" coss (£~ a)coss (b &)
+s’a, B0, coss (& —a)sins(b—&)

+s’a, B, cos s (& —a)coss(b—&)
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+s’o, B,a, coss (& —a)sins(b—&)+ 0(|s|2 e\z\(b—a))

=s’a, B, coss (& —a)sins(b— &)+ 0(|s|4 e\z\(b—a))

asimptotik a¢ilimini elde ederiz.
Benzer sekilde (5.4.26) ve (5.4.27) ifadelerini kullanarak (5.4.23) ve (5.4.24)
ifadelerinin dogrulugu da gosterilebilir.

5.4.1. Sonuc : (5.1.1)~(5.1.5) probleminin 6zdegerleri alttan sinirhdir.

Ispat : (5.4.15) formiilinde s=ir (¢>0) yazilirsa t— o icin a)(—tz)—mo

olur. Boylece negatif ve yeteri kadar biiyiik modiil i¢in co(/l) #0 dir.

5.5. Ozdegerler icin Asimptotik Acilhimlar

Ozdegerler reel olmakla beraber alttan smirlidirlar. Ayrica 6zdegerler sonlu limit

noktasma sahip olmadigindan bu dzdegerler A4, <A, <A, <..., seklinde siralanabilir ve
n nin yeteri kadar biiyiik degerleri i¢in 4, = sj olarak gosterilebilir.

5.5.1. Teorem : (5.1.1)-(5.1.5) probleminin A, Ozdegerleri i¢in n—>o©
oldugunda asagidaki asimptotik ifadeler gecerlidir.

1. Durum: o, 20,a, #0 ise

(b=¢) n
(5.5.1)
_ 1
s, —( —a)n+0(nj
2.Durum: o, #0,a, =0 ise
T 1
s, —(b_g)(n—2)+0(;j
(5.5.2)
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3.Durum: o, =0,a, #0 ise

(5.5.3)
V2 1
s, —(g_a)(n—2)+0(;j
4. Durum : o, =0,a, =0 ise
__ 7 [, 0L
: (b—(s)(” 2}0(”]
(5.5.4)

Ispat:
1.Durum : o, 20,0, %0 ise
(5.4.21) ifadesinin ilk terimini
o, (1)=-s’a,B,a, sins (& —a)sins(b—¢&)
ile ikinci terimini ise

o, (ﬂ,) _ O(’ s ‘5 e\t\(bfa))

ile gosterelim. Kompleks diizlemde

C = {s' eq| |s]= (bfg)("%)}

egrisi lizerinde yeteri kadar biiylik » degerleri i¢in
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|, (4)]>]e, (1)

oldugu goriilir. Buna gore Rouche Teoremi geregi C, egrisi icinde

o (2)=0,(A)+,(2) fonksiyonunun sifir yerlerinin sayis1 o, (1) fonksiyonunun sifir
yerlerinin sayisma esittir. @, (/'t) fonksiyonunun ¢ift fonksiyon oldugunu ve A =s’

oldugunu dikkate alirsak bu fonksiyonun sadece pozitif reel yarim eksendeki sifir

yerlerini arastirmamiz yeterlidir. Bu sifir yerlerini s,,s,,s,,... seklinde swralarsak

k-2 . , ,
sk=% k=0,1,2,...0olur.C, , ve C,  ¢emberleri ile smirli bolgeyr D, ile
gosterirsek, D, bolgesinde ,(A) fonksiyonunun s, ., = " ve —S,.,=— n

(b-¢) (6-¢)

seklinde iki tane sifir yeri bulunur. @, (1) ve ,(4) fonksiyonlarma Rouche Teoremini

uygulayarak a)( /’t) fonksiyonunun pozitif reel eksenin D bolgesinde kalan

[(bfé)(”‘%}(bfé)(“%jj

araliginda tek bir tane sifir yeri oldugunu elde etmis oluruz. a)(ﬂ,) fonksiyonunun reel

eksenin pozitif kismindaki sifir yerlerini s, ile gosterirsek

el platlrs)

olur. Buradan

niw |
— ‘<

Sn+2 (b—g)

T

2(6-¢)

bulunur. Burada
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olarak gosterirsek

T

2(b~¢)

|16, =

elde edilir.
0] (sn) =0 esitliginde S;, = (b i 5) (n — 2) + 5,', ifadesi yazilirsa buradan
5,; = 0(lj bulunur. Benzer sekilde s; = (571 )n—i-O(lj de bulunur. Boylece (5.5.1)
n —a n

ifadesi elde edilir.
2. Durum: o, #0,a, =0 ise

(5.4.22) ifadesinin ilk terimini
o, (1)=5"a,Ba,coss(&E—a)sins(b-¢)
ile ikinci terimini ise

a)z(l):0(|s|4 e\t\(b—a))

ile gosterelim. Kompleks diizlemde

C { oo |-~ a)(m)}

egrisi lizerinde yeteri kadar bliylik » degerleri i¢in

‘a)l (ﬂ,)‘ > ‘a)2 (ﬂ)‘
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oldugu goriilir. Buna gore Rouche Teoremi geregi C, egrisi iginde

n

w(A)=w,(1)+w,(A) fonksiyonunun sifir yerlerinin sayis1 @, (A) fonksiyonunun sifir

yerlerinin sayisina esittir. @, (A) fonksiyonunun ¢ift fonksiyon oldugunu ve A =s

oldugunu dikkate alirsak bu fonksiyonun sadece pozitif reel yarim eksendeki sifir

yerlerini arastirmamiz yeterlidir. Bu sifir yerlerini s,,s,,s,,... seklinde siralarsak

T

(6-a)

gosterirsek, D, bolgesinde @, (1) fonksiyonunun s,,, = (57[ )[}’Z-‘r%j ve
—da

s, = (kJrlj k=0,1,2,...0lur.C, , ve C, g¢emberleri ile sinrl bolgeyi D, ile
2

—s :—L(rﬁgj seklinde iki tane sifir yeri bulunur. @ (1) ve o,(A)

n+1 (g_a)
fonksiyonlarina Rouche Teoremini uygulayarak a)(ﬁ,) fonksiyonunun pozitif reel

eksenin D bolgesinde kalan

[(gi_ta)(n+l),(§7_ra)(n+2)J

araliginda tek bir tane sifir yeri oldugunu elde etmis oluruz. @(4) fonksiyonunun reel

eksenin pozitif kismindaki sifir yerlerini s ile gosterirsek

S e(ﬁ(n+l),(§7_[a)(n+2)j

olur. Buradan

olarak gosterirsek



" T
|16, I 2(E—a)
elde edilir.
0] (sn) =0 esitliginde s, = E 7_[ 2) [n + %j +6,  ifadesi yazilirsa buradan
S = O(%j bulunur. 1.durumdan s, = T fﬁ) (n—-2)+ O(%) de bulunmustu. Boylece

(5.5.2) ifadesi elde edildi.

Diger durumlarda de benzer sekilde ispatlanir.
5.6. Ozfonksiyonlar icin Asimptotik A¢ilimlar

Bu dort durum altinda elde ettigimiz 6zdegerlerin asimptotik formiillerine uygun

ozfonksiyonlarm asimptotik formiillerini hesaplayalim.
1.Durum: o, #0,a, #0 ise

(5.5.1) ifadesini (5.4.9) da yerine yazarsak

x (x)=a'2[ (bfg)(n—Z)}z cos(ﬂ(n_z)(x—a)]m( 1 j

n

¢112(x)“5[<6fa>”)2 ol nfz 2 ol

elde edilir. Benzer sekilde (5.5.1) ifadesini (5.4.10) esitliginde yerine yazarsak

by - .y [(bﬂ)(nz)f Sm[ﬂ(n—z)g:g;]ms{ﬂ(n—z)gzjg]

+0(1)

4 ..(x):-a'zﬁZL ™ nfsm(m)co{mg:i;}o(l)

22, (&-a)

elde edilir. Buradan qb(x,ﬂ,,;) ve ¢(x, /”tn) ozfonksiyonlar1 i¢in



asimptotik agilimi elde edilir.
2.Durum: S, #0,a, =0 ise

(5.5.2) ifadesini (5.4.11) esitliginde yerine yazarsak

¢M’.q(x)=_ai((b_”§)(n_z)} SmL;z(n_z)Ez:g]mm

T 1) . 1)(x—a) 1
¢ w(x)=—0 (n+j sin ﬂ(}’l+) +O(j
mn( )= (E-a)l" 2 2)(¢=a)) \n
elde edilir. Benzer sekilde (5.5.2) ifadesini (5.4.12) esitliginde yerine yazarsak

N R = =)
+0(1)



elde edilir. Buradan gb(x,ﬂ,;,) ve ¢(x, /ln) ozfonksiyonlar1 i¢in

o)

anf —z)]zco [+t
<25 oty sece
_ai((; a)(wmsm[n(m;)(;z;]m(;) , xe[a,€)
¢(x’i";): N ] 1)(x-¢)
il o) ool )
0(1), xe(&b]

asimptotik agilimi elde edilir.

Diger durumlar i¢in acilimlar asagidaki gibidir:

3.Durum: 3, =0,0a, =0 ise

o)
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6.SONUC VE ONERILER

Bu tez calismasinda diferansiyel denklemi Sturm-Liouville denklemine
benzeyen bir sinir deger probleminin 6zdeger ve 6zfonksiyonlarinin asimptotik agilim
formiilleri arastirilmstir.

Gelistirilen yontemler ve bulunan sonuglar bakimindan calismamiz siireksiz
katsayili regiiler Sturm-Liouville teorisine 6nemli katki saglamaktadir.

Arastirdigimiz smir deger problemi diferansiyel denklemin siireksiz katsayili
olmasi, 6zdeger parametrenin hem denklemde hemde her iki simir kosulunda olmasi ve
stireksiz oldugu noktada birlestirilmis gecis sartina sahip olmasi bakimindan regiiler
sinir deger probleminden farkliliklar gostermektedir.Diferansiyel denklemin siireksiz
olmasinin dogal bir sonucu olarak sinir sartlarina ek olarak ge¢is sartlar1 eklenmistir.

Bu c¢aligmada elde ettigimiz bazi sonuglar literatiirde bilinen sonuglarla
¢akigmaktadir. Ornegin; inceledigimiz problemde «; =0 (i :l,_4) ,B,=B,=0,
B =B =1 ve xe[a,b] almmasiyla klasik Sturm-Liouville problemi i¢in bilinen
sonuglar ile, @, =a,=0,B8,=6,=0 ve B, =p,=10lmasi durumunda ise C. T.

Fulton’un [5] calismasindaki sonuglar ile ortiisiir.

Bu 6zel durumlarda bulunan uygun sonuglar elde edilen sonuglardan 6zel hal
olarak elde edilemez.

Bu ¢alismada arastirdigimiz problemin 6zdeger ve 6zfonksiyonlarinin asimptotik

acilimlarinda ilk terimler elde edilmistir. Ancak q(x) katsayis1 lizerine ek sartlar

koymakla diger terimler de edilebilir. Ikinci mertebeden lineer diferansiyel denklemin
en yliksek tiirevinin katsayist siireksiz bir fonksiyon almabilir. Gegis sartlarina da A4
O0zdeger parametresi ekleyerek sinir deger problemi gelistirilebilir. Arastirdigimiz
problemde elde edilen sonuclara ek olarak problemin Green fonksiyonu ve Rezolventi

icin agilimlar 6zfonksiyonlar {izerine agilim teoremleri ile elde edilebilir.



50

7. KAYNAKLAR

[1]. Altimsik, N., 1998. Smur Sartlarinda Ozdeger Parametre Bulunduran Siireksiz

Katsayili Sinir Deger Problemi, Doktora Tezi, Samsun.
[2]. Altimsik, N., Kadakal, M., Mukhtarov, O. Sh., 2004. Eigenvalues and
Eigenfunctions of  Discontinuous  Sturm-Liouville  Problems  with

Eigenparameter Dependent Boundary Conditions, Acta Math Hungar, 102 (1-
2), p. 159-174.

[3]. Birkhoff, G. D., 1908. On the Asymptotic Character of the Solution of the Certain

Linear Differantial Equaitions Containing Parameter , Trans. Amer.Math. Soc., 9,

p. 219-231.

[4]. Chanane, B., 2007. Sturm-Liouville Problems with Impulse Effects , Math and
Computation, p. 610-626.

[5]. Fulton, C.T., 1977. Two Point Boundary Value Problems with Eigenvalue
Parameter Contained in the Boundary Condition , Proc, Soc.Edinburg, 77A,
P.293-308.

[6]. Hinton, D. B., 1979. An Expansion Theorem for Eigenvalue Problem with
Eigenvalue Boundary Condition , Quart. J. Math. Oxford (2),30,33-42.

[7]. Kang, Q., Zettl, A., 1996. Eigenvalues of Regular Sturm-Liouville Problems ,
Journal of Differantial Equations I, 131.

[8]. Kadakal, M., 2000. Smir Sartlarnin Birinde Ozdeger Parametresi Bulunduran

Regiiler Smir Deger-Gecgis Problemi , Doktora Tezi, Samsun.

[9]. Kerimov, N. B., Mamedov, Kh. K., 1999. On a Boundary Value Problem with

a Spectral Parameter in the Boundary Conditions , Sibirsk. Math. J. 40, No:2,
281-290.

[10]. Kobayashi, M., 1989. Eigenvalue of discontinuous Sturm-Liouville Problems

with Symmetric Potentials, compiters Math aplic.Vol. 18, 357-364
Lang,S,1983 Real Analysis (Second edition), Addision-wesley, Reading Mass.



[11].

[12].

[13].

51

Mukhtarov, O. Sh., 1990. Diizgiin Fonksiyonlarmm Gegis Probleminin

Ozfonksiyonlar1 ve Hesaplanis Fonksiyonlar1 Uzerine Agilimi, Nekotorie

Voprosi Teor. Nelin. Analiz. Vip II, p. 103-115.
Mukhtarov, O. Sh., 1994. Discontinuous Boundary Value Problems with

Spectral Parameter in Boundary Condition , Tr, J. Math., 18, p. 183-192.
Mukhtarov, O. Sh., 1998. Bir Gecis Probleminin Bazi Spektral Ozellikleri ,

Viniti, No.1773 (Moskow).

[14] . Naimark, M.A., 1967. Linear Differantial Operators , Ungar, New York.

[15].

[16].

[17].

[18].

[19].

[20].

[21].

[22].

[23].

Russakoskiy, E.M., 1975. Smir Sartlarinda Ozdeger Parametresinden

Polinomal Seklinde Bagmmli olan Sinir Deger Probleminin Operator

Yorumu.Funk. Analizi Eko Priloj. 9 No:4, 91-92 (Rusga).

Schneider, A., 1974. A Note on Eigenvalue Problems with Eigenvalue
Parameter in the Boundary Conditions . Math.Z. 156,163-167.

Shkalikov, A. A., 1983. Boundary Value Problems for Ordinary Differantial

Equations with a Parameter in Boundary Condition , Trudy., Sem., Imeny, 1. G.

Petrovsgo, 9, 190-229.
Tamarkin, J.D., 1928. Some General Problems of the Theory of Ordinary

Linear Differantial Equations and Expansions of an Arbitrary Function in Series

of Fundamental Functions . Math. Z.,1-54,27.

Titchmarsh, E. C., 1939. Eigenfunction Expansions Associated with Second
Order Differantial Equations I , 2™ end, Oxford Univ. Press London.

Tung, E. 2001. Bir Adi Diferansiyel Operatoriin Baz1 Spektral Ozellikleri ,

Doktora Tezi, Samsun.

Walter, J., 1973. Regular Eigenvalue Problems with Eigenvalue Parameter in

the Boundary Conditions , Math. Z. 133,301-312.

Yakubov, S.Y., 1994. Completeness of Root Functions of Regular Boundary

Value Problems, Longman, Scientific, Technical.

Zayed, E.ML.E., Ibrahim, S.F.M., 1992. Regular Eigenvalue Problem with

Eigenparameter in the Boundary Conditions, Bull. Cal. Math. Soc. 84,379-393.



52

8. OZGECMIS

1984 yilinda Trabzon ilinin Caykara ilgesinde dogdum. Ik 6grenimimi ve lise
ogrenimimi Trabzon’da tamamladim. 2002 yilinda Ondokuz Mayis Universitesi Fen
Edebiyat Fakiiltesi Matematik boliimiinde lisans egitimine basladim. 2006 yilinda
mezun olduktan sonra ayni iiniversitede Fen Bilimleri Enstitiisit Matematik Anabilim

Dalinda yiiksek lisans egitimine basladim. Hitit Universitesinde arastirma gorevlisiyim.



