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Beg boliimden olugan bu ¢alismanin ilk boéliimiinde, daha sonraki boéliimlerde kul-
lanilacak olan bazi tamimlar verilmis, konveks fonksiyonlarin 6zel bir sinifinda yer alan
N —fonksiyonlar1 ve Young esitsizliginin baz ¢zellikleri incelenmigtir.

Ikinci boliimde, Orlicz dizi uzayi Iy dizi ve lys (p) dizi uzaylar verilmistir.

Uciincii boliimde dogal yogunluk, istatistiksel yakinsaklik, istatistiksel yakinsaklik ve
Kuvvetli Cesaro yakinsaklik arasindaki iligkiler verilmistir.

Dordiincii boliim genellestirilmis fark dizi uzaylar ve A™- istatistiksel yakinsaklik
arasindaki iligki verilmistir.

Beginci boliim bir Orlicz fonksiyonu yardimiyla tanimlanmis genellegtirilmis fark dizi

uzaylar1 ve A™- istatistiksel yakinsakliga iliskin sonuglar verilmigtir.

Anahtar Kelimeler: Orlicz fonksiyonu, istatistiksel yakinsaklik, fark dizileri.
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In the first chapter of this thesis that consists of five chapters, we give some fundamental
definitions and theorems which will be used in the later chapters and examine N- functions
in the special class of convex functions and some properties of Young inequalities.

In the second chapter, we give Orlicz sequence space, [ys and 5 (p) sequence spaces.

In the third chapter, we give natural density and relation between statistically conver-
gence and strongly Cesaro convergence.

In the fourth chapter, we give the connection between generalifzed difference sequence
spaces and A™- statistically convergence.

In the fifth chapter, we give some results about generalized diference sequence spaces

which is defined using Orlicz functions and A™- statistically convergence.
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BOLUM 1

TEMEL KAVRAMLAR

1.1 Baz1 Topolojik Kavramlar

Bu boliimde, caligmamizda kullanacagimiz baz temel tanim, teorem ve egitsizliklere

yer verecegiz.

Tanim 1.1.1 X bos olmayan bir ctimle olsun. Her z,y,z € X icin
i) d(z,z) =0
ii) d(z,y) =0=>x =y
iii) d(z,y) = d(y, )
iv) d(z,2) < d(z,y) +d(y, z)

ozelliklerini saglayan d: X x X — R fonksiyonuna metrik ve (X, d) ikilisine de metrik
uzay denir. (i), (#i7) ve (iv) sartlarim saglayan d fonksiyonuna bir yarimetrik, (X, d) ikili-

sine de bir yarimetrik uzay denir [1].

Tanim 1.1.2 X # ¢ bir ciimle ve K reel veya kompleks sayilar cismi olsun.

+: X xX—-X ve -t K xX—=X

fonksiyonlar1 agagidaki ozellikleri sagliyorsa, X ciimlesine K cismi iizerinde bir vektor

(lineer) uzay1 adi verilir.
Ll)z+y=y+=x
L2) (z+y)+z=a+ (y+2)

L3) = + 6 = x olacak sekilde 0§ € X vardir.



L4) Her z € X igin x + (—z) = 0 olacak gekilde bir (—z) € X vardir.
L5) 1z ==z
L6) N(z+y) =z + My
L7) Apz) = (Ap)z
L8) (A4 p)x = Az + px
dir [2].
Tanim 1.1.3 X, K cismi iizerinde bir lineer uzay olsun. Her x,y € X icin

i) g(0) =0

i) g(z) = g(—=)

iii) g(z +y) < 9(z) + 9(y)

iv) A, — Ao (n — 00) ve g(x, —x9) — 0 (n — 00) iken g(Apzn — Aozo) — 0 (n — 00)

(burada Ao, N, € K ve xg, 2z, € X dir)

sartlarim saglayan g : X — R fonksiyonuna bir paranorm, (X, g) ikilisine de paranormlu

uzay denir. Eger g(x) = 0 iken & = 6 oluyorsa g ye total paranorm denir [1].

Tanim 1.1.4 Yarimetrigi bir paranormdan elde edilebilen lineer uzaya lineer yarimetrik
uzay ve yarimetrigi bir total paranormdan elde edilebilen lineer uzaya lineer metrik uzay

denir [1].
Tanim 1.1.5 X, K cismi {izerinde bir lineer uzay olsun. Her A € K ve z,y € X igin

i) q(Az) = A q(x)
i) q(z +y) < q(z) + q(y)

sartlarim saglayan ¢ : X — R fonksiyonuna bir yarmorm, (X, q) ikilisine de yarmormlu

uzay denir [1].

(i)ve (ii) sartlarmin yaninda ¢(z) = 0 = z = 0 sart1 da saglamyorsa, ¢ = |.||

fonksiyonuna norm, (X, ||.||) ikilisine de normlu uzay denir [1].



Tanmim 1.1.6 (X, d) metrik uzayinda bir a = (ay) dizisinin Cauchy dizisi olmas i¢in gerek

ve yeter sart, Ve > 0 icin 3Ing = ng(e) 3 Vi,5 > ng icin d(a;, a;) < € olmasidir [1].

Tanim 1.1.7 Bir metrik uzayda, her Cauchy dizisi metrik uzayin bir noktasina yakin-
styorsa, metrik uzaya tamdir denir. Daha acik ifade etmek gerekirse , 4,7 — oo igin
d(z,z;) — 0 oldugunda, i — oo i¢in d(x;,x) — 0 olacak sekilde bir z € X varsa metrik

uzaya tamdir denir [1].

Tanim 1.1.8 d yarimetrigi

d(z,y) = g(x — y)

seklinde bir g paranormundan elde edilmis ise, d ye invaryant yarimetrik denir [1].

Tanmim 1.1.9 (X, d) metrik uzay ve S C X olsun. S = X ise S ye X de yogundur denir
2].

Tanim 1.1.10 Sayilabilir yogun bir altciimle iceren (X, d) metrik uzayma ayrilabilirdir

denir [2].

Tanim 1.1.11 Bir A dizi uzay1, her z = (2;), y = (y;) € A i¢in 2y = (x;3;) koordinatsal

carpma iglemi altinda kapali ise A ya dizi cebiri denir [3].

Tamim 1.1.12 Bir A dizi uzay: i¢in = (z;) € A iken |y;| < |z;| oldugunda y = (y;) € A

oluyorsa A ya normal dizi uzay: denir [3].
Tanim 1.1.13 Bir A dizi cebiri ayn1 zamanda normal ise, normal dizi cebiri denir [3].
lp, co,loo ve w normal dizi cebiridir, ¢ ise dizi cebiri oldugu halde normal degildir.

Tanim 1.1.14 (), ¢) yarmormlu bir dizi uzay1 olsun. Her x = (x;), y = (y;) € Avei > 1

i¢in |z;| < |yi| oldugunda ¢(z) < ¢(y) oluyorsa ¢ ya mutlak monoton yarmorm denir [3].

Tanim 1.1.15 Bir o = (z,,) dizisi verilsin. Eger Ve > 0 sayisina karsihik Vn > ng igin



lxn —s|| <€

olacak gekilde bir ng = ng(e) € N varsa x = (z,,) dizisi s'e yakinsaktir denir ve lim,, z,, = s

yazilir.

Tanim 1.1.16 (X, ||.||) normlu uzaymda her Cauchy dizisi yakinsak ise bu normlu uzaya

tam normlu uzay veya Banach uzay1 denir [2].

Bu galismada kompleks terimli tiim = = (zy), (k = 1,2,3,...) dizilerin ciimlesini w ile

gosterecegiz. w dizi uzayl, x = (z1),y = (yx) ve a bir skaler olmak iizere
x+y = (vk+yk)
ar = (axg)

seklinde tanimlanan iglemler altinda bir lineer uzaydir.

Bu calismada sik sik  kullanacagimiz

loo = {x = (xg) : sup |zx| < oo}
k

sinirly,

c= {w = (xg) : lilgnwk; mevcut}

yakinsak ve

co = {x = (o) : lillgrnazk = 0}

sifir dizileri uzay1



]| = sup ||
k

normu ile birer Banach uzayidir.

Tanim 1.1.17 X bir dizi uzay1 olsun. X bir Banach uzay1 ve

T X = O, 1i(x) = a2, (B =1,2,...)

doniisiimii siirekli ise X e bir BK —uzay1 denir [4].

Tanim 1.1.18 (X, ||.||) ile (Y, ||.||) birer normlu uzay ve T : X — Y lineer bir doniigiim
olsun. 7 doniiglimii normu koruyorsa, yani her € X i¢in ||Tz| = ||z| oluyorsa T'
doniigiimiine lineer izometri denir. Boyle bir doniigiimiin birebir olacagi agiktir. Eger bu
doniigsiim orten ise 1" ye lineer izomorfizm denir. Bu durumda X ile Y normlu uzaylar:

izomorfik uzaylar adim alirlar [5].

Tanim 1.1.19 Eger X ve Y uzaylar: izometrik olarak izomorf ise X ve Y uzaylarina denk

uzaylar denir. Bu durumda X den Y ye bir lineer izometri vardir [1].

Tanim 1.1.20 X ve Y topolojik uzaylar olsunlar. f: X — Y doniigiimii birebir, orten, f

stirekli ve f~! de stirekli ise f ye X den Y ye bir homeomorfizm denir.

f : X — Y bir homeomorfizm ise f ve f~! acik ciimleleri korudugundan X ve Y

uzaylar1 topolojik olarak denktir [1].

Teorem 1.1.1 Bir X Banach uzayinin bir Y alt uzayinin tam olmasi icin gerek ve yeter

sart Y nin X de kapali olmasidir [2].



1.2 Esitsizlikler

Teorem 1.2.1. X bir normal dizi cebiri ve ||.||,,A tizerinde bir mutlak monoton yarmorm

olsun. Bu durumda, p > 1 olmak iizere, her u,v € X igin

1 1 1
1+ )PP < Pl + [[oP]]3"

dir, burada v? = (u}) ve (u+ v)? = ((un + vy,)P) seklindedir [6].

Onerme 1.2.2. Her bir k i¢in ag, b, € C ve py > 0 olsun. H = sup pj, olmak iizere

‘ak+bk|pk §0{|ak|pk+|bk’pk} (1.1)

esitsizligi saglanir, burada C = max(1,27-1) dir [1].



1.3. Orlicz Fonksiyonu ve N-Fonksiyonlar

Bu kisimda konveks fonksiyon, N-fonksiyonu, Orlicz fonksiyonu ile ilgili baz1 kavramlar

verecegiz.

Tanim 1.3.1 (Konveks Fonksiyon). V uj,uz € R icin

esitsizligini saglayan reel degerli M fonksiyonuna konvekstir denir [7].

(1.2) sarti, M(u) fonksiyonunun grafigi iizerinde iki noktayi birlegtiren kirigin orta

noktasinin, grafigin bu noktaya karsilik gelen noktasinin iistiinde kalacagi anlamina gelir.

Miu) T

\ /

0| u u; = au; + (I-aju, uz u

Sekil 1.1.

Sekil 1.1 incelendiginde, her kirisin, grafigin tizerinde kalacag1 geometrik olarak aciktir.

Bu, 0 < a <1 olacak sekildeki her « igin

M [oug + (1 — o) ug] < aM (u1) + (1 — a) M (u2) (1.3)

esitsizliginin saglanacagl anlamina gelir. Bu esitsizlige Jensen esitsizligi denir. (1.2) esit-

sizligi uy, ug, ..., un € R olmak iizere



M(U1+UQ+...+un

: ) < (M (1) + M () + .+ M ()] (1.4)

seklinde genisletilebilir.
Teorem 1.3.1(Konveks fonksiyonun integral temsili). M («) = 0 sartim saglayan

her konveks M (u) fonksiyonu

formunda temsil edilebilir, burada p (t) azalmayan sagda siirekli bir fonksiyondur [7].

Tamim 1.3.2 (Orlicz Fonksiyonu). Cift, konveks, siirekli ve M (0) =0, 2 — oo i¢in
M (xz) — oo ozelliklerine sahip bir M : [0,00) — [0,00) fonksiyonuna Orlicz fonksiyonu
denir. Eger en az bir z > 0 i¢in M (z) = 0 ise M fonksiyonuna dejenere Orlicz fonksiyonu

denir [8].

Integral gosterim kullamlarak her Orlicz fonksiyonu, p (t) nin durumuna gore ii¢ farklh

gruba ayrilabilir:
1. p(0) = «a olacak sekilde bir o > 0 vardir.
2. 0<t<tpigin p(t) = 0 olacak sekilde bir ¢y > 0 vardur.
3. p(0)=0vet>0ign p(t) >0 dur.

Birinci ve ikinci gruptaki Orlicz fonksiyonu bir dejenere Orlicz fonksiyonudur. Ugiincii

gruptaki Orlicz fonksiyonuna M —fonksiyon ya da sadece Orlicz fonksiyonu diyecegiz.

Tanim 1.3.3.



gosterimine sahip olan bir M (u) fonksiyonuna N-fonksiyon denir, burada p (¢) fonksiyonu

t > 0 i¢in sagdan siirekli, ¢ > 0 i¢in pozitif ve

p(0) = 0,p(00) = limp (1) = o0 (1.6)

t—o0

sartlarim saglayan azalmayan bir fonksiyondur [7].



1.4. Tamamlayan N-fonksiyonlar

p(t), t > 0 i¢in pozitif, ¢ > 0 i¢in sagdan siirekli, azalmayan ve (1.6) sartin saglayan bir

fonksiyon olsun. s > 0 igin

q(s)= supt (1.7)
p(t)<s

esitligi ile ¢ (s) fonksiyonunu tamimlayalim ¢ (s) fonksiyonunun p (¢) fonksiyonu ile aym
ozeliklere sahip oldugunu gormek kolaydir: ¢(s) , s > 0 igin pozitif, s > 0 igin sagdan

siirekli, azalmayan ve

¢(0) =0, lim ¢ (s) = o0 (1.8)

gartlarini saglar.

q (s) fonksiyonunun tanimindan

egitsizliklerinin saglandigini ve € > 0 icin

qlp(t) —el <t,plg(s) —e] <s (1.10)

oldugunu hemen gorebiliriz.

10



[e3

Ornek 1.4.1. M (u) = |“T (a>1) ve My(u) = e —1 fonksiyonlar1 birer N-

fonksiyonlardir. Gergekten py (t) = My (t) = % ve po (t) = Mz (t) = 2te” fonksiyonlari,

t > 0 igin sagdan siirekli, ¢t > 0 i¢in pozitif ve (1.7) ve (1.8) sartlarim saglar [7].

11



1.5. Young Esitsizligi

pit) s
v
pfu)
Miu)u
T=M(u)
0 u av g
Sekil 1.2.

Sekil 1.2 de T' ve S alanlar sirasiyla M (u) ve N (v) N—fonksiyonlar: tarafindan

belirtilen alanlar1 ifade etmektedir.

ww < M(u) + N (v) (1.11)

esitsizliginin saglandig1 geometrik olarak agiktir. M (u) ve N (v) ¢ift fonksiyonlar oldugun-

dan (1.11) esitsizligi her u, v igin gegerlidir ve bu esitsizlige Young Esitsizligi denir [7].

Ornek 1.5.1. M;(u) = % (o > 1) bir N—fonksiyondur. M;(u) fonksiyonunun tamam-

!

layan N —fonksiyonunu hemen bulabiliriz. ¢ > 0 igin py (t) = M (t) = t*! olup,
@1 (s) = s771 (s > 0) olacaktir. Burada 1 + % =1 dir. Boylece,

olur [7].

12



Ornek 1.5.2. My(u) = el*l — |u| — 1 N—fonksiyonunun tamamlayan N —fonksiyonunu
bulalim. py (t) = M’ (t) = e — 1 (¢t > 0) ve buradan g3 (s) = In (s + 1) (s > 0) olacaktir.

Boylece

|v]

Na (v) = / g2 (s) ds = (1 + o)) n (1 + [o]) — o] (1.12)
0

olur [7].

Bir ¢ok durumda, tamamlayan N —fonksiyon igin acik bir formiil bulmak miimkiin
olmaz. Ornegin, M (u) = ¢*° — 1 ahmrsa, p(t) = 2te’” dir ve ¢(s), agk formda ifade

edilemez.

13



1.6. N — fonksiyonlarin Karsilagtirilmasi

Tamim 1.6.1. M; ve M iki N—fonksiyon olsun. u > wug igin

Ml (u) S M2 (ku) (1.13)

olacak sekilde ug ve k pozitif sabitleri varsa, My N —fonksiyonu M7 den kuvvetlidir denir

ve

M; < M, (ya da M >M1) (1.14)

ile gosterilir [7].

M, < Ms (yada My > M;) bagmtilarindan biri saglaniyorsa, M; (u) ve Ms (u) N —fonksiyonlar:
kargilagtirilabilirdir denir [7].

14



1.7. Denk N-fonksiyonlar

Tamim 1.7.1. My < My ve My < My ise M ve My N —fonksiyonlarina denktir denir ve
My ~ My ile gosterilir [6].

Yukaridaki tanima gore, My ve Mo N —fonksiyonlarinin denk olmasi icin gerek ve yeter

sart, u > wug icin

M1 (klu) < M2 (u) < M1 (kgu) (1.15)

olacak gekilde ki, ko ve ug pozitif sabitlerinin var olmasidir.

Bu esitsizliklerden, M (u), N —fonksiyonunun keyfi bir & > 0 igin M (ku) N —fonksiyonuna

denk oldugunu soyleyebiliriz. Yine,

lim M (u)
w5 Ny (w)

—a>0 (1.16)

sartin1 saglayan M ve M; N —fonksiyonlarinin denk olacag agiktir.
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BOLUM 2

ORLICZ DiZi UZAYLARI

Bu boliimde, elemanlar1 skalerlerin bir dizisi olan Orlicz dizi uzaylarina yer verdik.
W.Orlicz [9)'in £, uzaym genellestirme fikriyle basglayan ve W. Orlicz [9]’den sonra K.J.
Lindberg [8], J. Lindenstrauss ve L. Tzafriri [10], P.K. Kamthan ve M. Gupta [3] ve
daha bir gok matematikginin katkilariyla genigleyen Orlicz dizi uzaylar: teorisine bir girig

niteligindedir.

2.1 ¢j; Dizi Uzayr

Tanim 2.1.1. Her bir M Orlicz fonksiyonu i¢in

ZM = {:L‘ = (zp) Ew: ZM(|J}k|) < oo}

ile tanimlanan £ u ciimlesine Orlicz dizi siifi denir [3].
Tanim 2.1.2. M bir Orlicz fonksiyonu olmak iizere

ly = {xz(m‘k) Gw:ZM <M> < 00, en azp>01gin} (2.1)

k=1 p

ile tanimlanan dizi uzayma Orlicz dizi uzay1 denir [3].
M ve N birbirini tamamlayan Orlicz fonksiyonlar1 olmak iizere, ¢, dizi uzay1

Ly = {x cw:Vye€ ZNi(;in Zxkyk yaklnsak} (2.2)
k=1

16



seklinde de tanimlanabilir [3].

Teorem 2.1.1. Her bir x € ¢;; i¢in

sup {
o0 [e.°]
darye| : DN (Jukl) < 1} seklinde, ¢/ iizerinde bir norm tanim-
k=1 k=1

lanabilir. £;, bu sekilde tanimlanan norm ile bir Banach uzayidir.

(o ¢]
> wyn
k=1

:ZNwmg%<m
k=1

dir [3].

Boylece, ||z||,, = sup{

Teorem 2.1.2. ({yr,||.||5,) bir BK—uzayidir.
L1, lizerinde farkli bir norm

o0
[zl 57y = inf {p >0: ZM Ciﬁk‘) < 1}

k=1
seklinde tammlanabilir. £y dizi uzay1 [|.[|(5;) normu ile bir BK —uzayidir [3].

Teorem 2.1.3. z € £y icin

ZM(MH>§1
= U=l
dir [3].

Teorem 2.1.4. ||z||,, < 1 olmak iizere x € £j; olsun. Bu durumda, y = {p (|z,|)} € N

ve ZN(|yZ|) < 1dir [3].

Teorem 2.1.5. ||z||,; < 1 olmak iizere x € /) olsun. Bu durumda z € {j; ve

2 M (Jai]) < ||l dir [3].
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Teorem 2.1.6. x € /) igin

el ary < l2llar < 212l ar)

dir [3].

Buna gore ||z|[), ve [|lz[|(5;) normlar1 denktir.
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2.2 (j (p) Dizi Uzay:

Bu kisimda, S.D. Parashar ve B. Choudhary [11] tarafindan tanimlanan ve bazi topolo-

jik ozellikleri incelenen s (p) dizi uzaymna yer verildi.

M bir Orlicz fonksiyonu ve p = (pg) kesin pozitif sayilarin herhangi bir dizisi olsun.

lyr (p) = {:r cw: g:l [M (%)]pk < o00,dp >0 igin}

olarak tanimlanan dizi uzayimin baz temel 6zelliklerini verelim.

Teorem 2.2.1. p = (pg) dizisi sinirh olsun. Bu durumda ¢,/ (p), C karmagik sayilar cismi

iizerinde bir lineer uzaydir [11].

Teorem 2.2.2. p = (pg) dizisi siurh bir dizi olsun. H = max (1, sup py) olmak iizere,

o (p)

g(z) =inf { pPrH >0 (i [M <|”;T’“|>rk>l/}[ <1l,n=12,.. (2.3)

k=1
paranormuyla, total paranormlu uzaydir [11].

Uyar:1 2.2.1 M (z) = x igin £js (p) iizerindeki paranorm ile ¢ (p) itizerindeki paranorm

aynidir [11].

Teorem 2.2.3. /{j;(p) dizi uzay1 (2.3) de tamimlanan paranorm ile tam paranormlu

uzaydir [11].

Teorem 2.2.4. Her bir k igin 0 < pi < ¢ < oo olacak sekilde (pg) ve (gi) dizileri igin
I3 (p) C iy (q) dir [11] .
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BOLUM 3

ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK

Istatistiksel yakmsakhk tamimi 1951 yilinda Fast [12], tarafindan kisa bir not olarak
verildi. Schoenberg [13], istatistiksel yakinsaklig1 toplanabilme metodu olarak inceledi ve
istatistiksel yakinsakligin bazi temel 6zelliklerini verdi. Her iki yazar da sinirh istatistiksel
yakinsak bir dizinin Cesaro toplanabilir oldugunu ifade ettiler. Daha sonra istatistiksel

yakinsaklik Salat [14], Connor [15], Fridy [16], Kolk [17] tarafindan calisildi.

3.1 Dogal Yogunluk, Istatistiksel Yakinsaklik

Tanmim 3.1.1. Pozitif tamsayilardan olugan bir K ciimlesinin dogal yogunlugu

5(K):li7rln%]{k:§n:k€K}\

seklinde tanimlanir. Burada [{k < n:k € K}|, K nin n den biiyiik olmayan elemanlarinin

say1sin gostermektedir [16] .

Tanim 3.1.2. Eger x = (xj) dizisinin terimleri sifir yogunluklu bir ciimle hari¢ diger
biitiin &’lar igin bir P 6zelligi saglaniyorsa, bu taktirde (xy) dizisi hemen hemen her & i¢in

P bzelligini sagliyor denir.”h.h.k.” geklinde gosterilir [16].

Sifir yogunluklu ciimle tanimindan esinlenerek istatistiksel yakinsak dizi tanimi agagi-

daki sekilde verilebilir.

Tanim 3.1.3. = = (z3) kompleks sayilarin dizisi olsun. Eger her € > 0 igin,

1
lim— {k <n:|zy—L| >e}| =0, (3.1)
non
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yani h.h.k igin |z — L| < € ise x = (x,) dizisi L sayisina istatistiksel yakimsaktir denir.
S —limz = L veya x; — L(S) yaziir. Burada kiime sembolii digindaki dikey ¢izgiler

kiimenin eleman sayisini gostermektedir.

Istatistiksel yakinsak dizilerin uzay1 S ile gosterilir. L = 0 olmas1 halinde Sy, yani sifira

istatistiksel yakinsak dizilerin uzay1 elde edilir. Buna gore

S:{x:(xk):lim%\{kgn:]:pk—LIZgg}‘:o}
ve

1
So = {:n = (zg) : im— {k < n:|zg| > e} = 0}
non
dur.

Acgikca goriilebilecegi gibi yakinsak her dizi istatistiksel yakinsaktir. Fakat tersi dogru
degildir. Gergekten

1, k =m?

0, k#m? m=12,..

T =

seklinde tanimlanan = = (xy) dizisini goz oniine alalim. Her ¢ > 0 igin

{k <n:lop| >}l <{k <n:ap #£0} < Vn

oldugundan,

NG

1
lim— [{k <n:xp #0} <lim— =0
n n n o n

elde edilir. Bu § — limz = 0 demektir. Diger taraftan [, ve S uzaylari bir birlerini

kapsamazlar ancak ortak elemanlar1 vardir. Gergekten
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T =
seklinde tamimlanan © = (zy) dizisi i¢in S — limx = 1 dir, ancak = ¢ l dir. z =
(1,0,1,0,...) dizisi stmirhdir. Ancak istatistiksel yakinsak degildir.

Bir dizi istatistiksel yakinsak ise limiti tektir, yani S — lima = L1, S — limx = Ly ise

L, = Lo dir.

Teorem 3.1.1. S —limz = L1,S —limy = Ly ve @ € R olsun. Bu durumda
i) S —limz = Ly ise S — lim (ax) = al
ii) S —limz = L;,S —limy = Ly ise S —lim (x + y) = Ly + Lo dur [13].
(i)-(ii) den istatistiksel yakinsak dizilerin uzayimn lineer uzay oldugu anlagilir.

Tanim 3.1.4. € > 0 olsun. h.h.k i¢in |z, — xn| < € olacak sekilde bir N = N (¢g) sayist

var ise, yani
.1
lim— {k <n:|zp —an|>e}| =0
nomn
ise © = (zy) dizisine istatistiksel Cauchy dizisi denir [16].
Teorem 3.1.2. Bir z dizisi istatistiksel yakinsak ise istatistiksel Cauchy dizisidir [16] .

ispat. S —limz, = L ve € > 0 olsun. Bu durumda, h.h.k icin |z;, — L| < 5 dir. Eger N,

lzy — L| < 5 olacak sekilde segilirse,

e e
|:Uk—l‘N|=|:L‘k—L—|—L—$N|§|xk—L|+|:L‘N—L|§§—|—§<6 (h.h.k. igin)

elde edilir.
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3.2. Istatistiksel Yakinsaklik ve Kuvvetli Cesaro Yakinsaklik Arasindaki Iligki
Bu kisimda kuvvetli Cesaro yakinsaklik ile istatistiksel yakinsaklik arasindaki iligki
incelenecektir.

Tanmim 3.2.1. z = (x;) kompleks sayilarin dizisi olsun. Eger

1 n
h}}lg;xk =1L

olacak sekilde bir L sayisi varsa z dizisi L ye Cesaro yakinsaktir denir. Cesaro yakinsak

dizilerin ciimlesi

nn
k=1

1 n
o1 = {x = (xp) : lim—z (xp — L) =0 en az bir L igin}
ile gosterilecektir [18] .
Teorem 3.2.1. x = () dizisi L ye yakinsak ise (zy) dizisi L ye o1 —yakinsaktir [18].

)

ispat: ¢ > 0 olsun, n > N icin |z;, — L| < 5 olacak sekilde pozitif bir N7 tamsayisi

mevcuttur. Bu taktirde n > Ny icin

1 €
" [(xo+x1+ a2+ ... +aNn_1) — N1L| < 3

olacak sekilde bir pozitif No tamsayist mevcuttur. N = max { N1, Nao} olsun. Eger n > N
ise, bu taktirde
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k=0

=N,
5 1 n
< .y
< 2+n+1z‘xk |
k=N1
g g
z 1— Ny) =
< gttt 13
< E +_€__€
- 2 2

dir. Tersi dogru degildir. Gergekten x, = 1+ (—1)" dizisi o1 —yakimsaktir ancak yakinsak
degildir.

Teorem 3.2.2. S —limz = L ve her k € Nigin |z < M ise 01 —limz = L dir [13].
Ispat. L =0 olsun oy — limz = 0 oldugunu gosterelim.

Bu taktirde

1 — 1 —
k=0 k=0
= =0 ) |z
1<k<n 1<k<n
ok |>e g | >
1 1
< —ne+—M|{k<n:|zg| > e}
n n

dir. (3.1) den

1 n
h};nggxk =0

elde edilir. Bu da ispati tamamlar. Teoremin karsit1 dogru degildir. Gergekten xz =
(1,0,1,0,...) seklinde tanimlanan dizinin aritmetik ortalamasi % ye yakinsaktir. Fakat bu

dizi istatistiksel yakinsak degildir.
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Tamim 3.2.2. z = () kompleks terimli bir dizi ve p > 0 reel bir say1 olsun. Eger

n

1
lim— E |z, — LIP =0
non
k=1

olacak gekilde bir L sayis1 varsa x dizisi L ye kuvvetli p—Cesaro yakinsaktir denir. Kuvvetli

p—Cesaro yakinsak dizilerin ciimlesi

1 —_—
wp = {a: = (xg) : hﬁ?ﬁ}; |z, — L|P =0, en az bir L 1g1n}

ile gosterilecektir [1].

Teorem 3.2.3. 0 < p < oo olsun. Bir x = (xj) dizisi, L sayisina kuvvetli p—cesaro
yakinsak ise L sayisina istatistiksel yakisaktir. Sl bir x = (xj) dizisi L sayisina

istatistiksel yakinsak ise L sayisina kuvvetli p—cesaro yakinsaktir [15].
ispat.
x € w ve € > 0 olsun. Bu taktirde;

n
Z‘:L‘k—L’p = Z ’xk—L‘p—i- Z ’.’L‘k—L‘p
k=1

1<k<n 1<k<n
|zk7L‘<E |zk7L|2€

eP {k <mn:|xp — L] > ¢}

v

elde edilir. Bu S — lim z, = L demektir.

Smurh bir # = () dizisi L sayisina istatistiksel yakimsak olsun ve K = |jz| + L

diyelim, € > 0 verilsin. Her n > N, i¢in N:'u

1 1
—{k§n1|xk—L]2<£>
n 2

olacak gekilde segelim ve

s
——
™

Y
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3 =

Ln:{kgn:|$k—L|2<%>

|

diyelim. Bu taktirde n > N; i¢in

Sl = | Sl 2P+ Y b P
k=1

k<n k<n
keLnp, k¢ Lp
1/ ne €
< (X g —)
n<2KP "3
- 2 2

elde edilir. Buradan x = (xy) dizisi L sayisina kuvvetli p—Cesaro yakinsaktir.
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BOLUM 4
GENELLESTIRILMIS FARK DiZi UZAYLARI

4.1 Fark Dizileri

Bu bosliimde Kizmaz [19], tarafindan tanimlanan ve Et, Colak [20], tarafindan genellegtir-
ilen fark dizi uzaylarini inceleyecek Et ve Nuray [21], tarafindan tamimlanan A™—istatistiksel

yakinsaklik ile aralarindaki baginti verilecektir.

Tanim 4.1.1. x = (zj) kompleks terimli bir dizi ve Az = (xp — xp41) olmak iizere

loo (A), c(A) ve ¢ (A) dizi uzaylarn Kizmaz [19], tarafindan

tamimlandi. Kizmaz [19], bu uzaylarin

lzlly = || + Az

normu ile birer BK-uzay1 oldugunu gostermistir. Daha sonra Et ve Colak [20], m € N,
Az = (x1), Az = (zp — xpp1), Ay = (AMap) = (A oy — A™ g yy), Ay, =

(—1)° (") ki olmak tizere
=0

(3
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dizi uzaylarii tanimlamis ve bu uzaylarin

m
lzlla =D o] + [|A™2]
i=1

normu ile birer BK—uzay1 olduklarin1 géstermiglerdir.

Daha sonra Et ve Nuray [21], X herhangi bir dizi uzay1 olmak iizere yukaridaki dizi

uzaylarimi X (A™) dizi uzaylarina genisleterek bu uzaylarin bazi 6zelliklerini incelemistir.
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4.2. A" —istatistiksel Yakinsaklik

X herhangi bir dizi uzayi, m € N olmak tizere X (A™) dizi uzay1 Et ve Nuray [21],

tarafindan

X (A™) = {z = (zz) : (A™zp) X}

seklinde tanimlandi. Asagida X (A™) ve X arasindaki baz iligkiler verilecek, X (A™)’in

baz1 topolojik 6zellikleri incelenecek ve sonuglarin bazilar: ispatsiz olarak verilecektir.
Teorem 4.2.1. X bir lineer uzay ise X (A™) de bir lineer uzaydir [21].
Ispat. 2,y € X (A™) ve a bir skaler olsun.

i) € X(A™) vey € X(A™) ise A"z € X ve A"y € X dir. X lineer uzay
oldugundan (A™z + A™y) € X, A™ lineer oldugundan A™ (x 4+ y) € X elde edilir. Bu
ise  +y € X (A™) demektir.

ii) x € X (A™) ve a skaler olsun. Bu taktirde A™z € X dir. X lineer uzay oldugundan
aA™x € X yazilabilir. A™ lineer oldugundan A™ (ax) € X olup tamimdan ax € X (A™)
elde edilir.

Teorem 4.2.2. X C Y ise X (A™) C Y (A™)’dir [21].
Teorem 4.2.3. X, ||.|| normu ile bir Banach uzayi ise X (A™)
m
lzlla =D lwil + [ A™]
i=1
normu ile Banach uzaydir [21].

Teorem 4.2.4. X ayrilabilir ise X (A™) de ayrilabilirdir [21].
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Ispat. X ayrilabilir olsun. Bu taktirde A = X oldugundan A (A™) = A (A™) = X (A™)
dir. Simdi

FrAA™) = A, f(2) =A™

doniiglimiinii tanimlayalim. f birebir orten bir déniisiimdiir. Buradan A (A™), X (A™)

nin A(A™) = X (A™) olacak gekilde sayilabilir bir alt ciimlesidir. Buradan X (A™)
ayrilabilirdir.

Sonug 4.2.1. ¢ (A™),c(A™) ve I, (A™), (1 < p < 0o) ayrilabilirdir [21].

Teorem 4.2.5. X bir vektor uzayr ve A C X olsun. A konveks ise A (A™), X (A™) de
konvekstir [21].

Ispat. z,y € A(A™) olsun. Bu taktirde A™z, A™y € A dir. A™ lineer oldugundan
0<A<1igin
MM+ (1= A"y =A" A+ (1 —-N)y)

yazilabilir. A konveks oldugundan (AA™z + (1 — \) A™y) € Adir. Buradan (Axz + (1 — \)y) €
A (A™) dir.

Tanim 4.2.1. 2 = (z;) kompleks sayilarin bir dizisi olsun. Eger her ¢ > 0 i¢in

1
lim— {k <n:|A"zxp —L| >} =0
non

yani h.h.k icin [A™zy, — L| < € ise = (xy) dizisi L sayisina A" —istatistiksel yakisaktir.
A™—istatistiksel yakinsak dizilerin uzayr S (A™) ile gosterilir. L = 0 olmas1 halinde

So (A™), yani sifira A™—istatistiksel yakinsak dizilerin uzay: elde edilir [21].

Sonug 4.2.2. S (A™) lineer uzaydir [21].
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Tamim 4.2.2. x = (z;) kompleks terimli bir dizi ve p > 0 reel bir say1 olsun. Eger

- Iqm am p
11711115;|A xp—LIP =0

olacak sekilde bir L sayis1 varsa z dizisi L ye kuvvetli AJ'—Cesaro yakinsaktir denir.

Kuvvetli Aj'—Cesaro yakinsak dizilerin citimlesi

1 n
wp (A™) = {g: = (zp) : h}flgz |A™ 2, — LIP =0,n — o0, p > 0, en az bir L i(;in}
k=1

ile gosterilecektir. « € wy, (A™) olmasi durumunda x;, — L (w, (A™)) yazacagiz [21].
Teorem 4.2.6. p € R,0 < p < oo olsun.

i) z — L (wp (A™)) ise z, — L (S (A™)) dir,

ii) z € loo (A™) ve z, — L (S (A™)) ise z, — L (w, (A™)) dir [21].

Ispat. i) z = (1) € w ve € > 0 olsun. Bu taktirde

n

ATz —LP = Y ATz —LIP+ > ATz — L
k=1 1<k<n 1<k<n
|ama), —L|<e |Amazy —L|>e
> Pk <n:|AMx, — L| > e}

elde edilir. z, — L (w, (A™)) oldugundan zj, — L (S (A™)) elde edilir..

ii) 2, — L (S (A™)) olsun. M = ||A™z||, + |L| diyelim, € > 0 verilsin. Her n > N,

igin N; sayisini

1
frmisrm iz (1)< o5

31

SR



olacak sekilde segelim ve

Ln—{kgn:|A xp— L| > (2)%}

diyelim. Bu taktirde n > IV, icin

1 . m P 1 m P m D
~ AT - L = n(ZA wy — I +Zm oy, — L|
keLnp, kéLn
1
< = ( Mp—i-n
n
< 9 4 6
= 272"

elde edilir. Buradan x; — L (wp, (A™)) elde edilir.
Sonug 4.2.3. SNl CS(A™)Nls (A™) [21].
Sonug 4.2.4. S (A™) Nls (A™) = wp (A™) Nlse (A™) [21].

Tamim 4.2.3. z = (z) € w olsun. Eger her ¢ > 0 igin

1
limﬁ Hk <n:|A"xp — AMzy| > e} =0
n

olacak gekilde bir N = N () sayis1 varsa x = (xy) dizisine A" —istatistiksel Cauchy dizisi
denir [21].

Teorem 4.2.7. Eger z = (xp) dizisi A™—istatistiksel yakinsak ise x = (x) dizisi
A —istatistiksel Cauchy dizisidir [21].

Ispat. Kabul edelim ki 2, — L (S (A™)) ve € > 0 olsun. Bu takdirde h.h.k i¢in

g
A"z, — L —
|A™ . |<2
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yazabiliriz. N sayisin1 h.h.k icin

3

|Am$N — L| < 5

olacak gekilde secelim. Bu taktirde h.h.k i¢in

|Am:rk - Aml‘N| < |Aml‘k — L| + |Am$N — L|

< S4E-.
2 2

olur. O halde z = (zy,) dizisi A™—istatistiksel Cauchy dizisidir.

Teorem 4.2.8. y, A™—istatistiksel yakinsak bir dizi olsun. Eger x, h.h.k i¢in A"z =
A™y;. olacak sekilde bir dizi ise x, A™—istatistiksel yakinsak bir dizidir [21].

Ispat. h.hk icin A™z, = A™y; ve y — L (S (A™)) olsun, € > 0 verilsin. Bu taktirde

her n icin

{k<n:|AMz, —L| >e} C{k <n:|AMzxp # A"y} U{k <n:|AMy, — L| > ¢}

yazabiliriz. Esitsizligin ikinci yanindaki son ciimle sabit sayida eleman icerir. Bunu g =
g (g) ile gosterelim. Her iki tarafin n — oo igin limiti alinirsa h.h.k i¢in A"z = A™yy

oldugundan

1 1
lim— {k <n:|A"z — L| > e}| <lim— {k < n:|A"zp # AMyk|} + limZ
n n n n n n

yazilabilir. Bu da z; — L (S (A™)) oldugunu gosterir.
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Teorem 4.2.9.
(i) c(A™) C S(A™), kapsama kesindir,
(ii) S (A™) ve lo (A™) birbirlerini kapsamazlar ancak ortak elemanlar1 vardir,
(iii) S (A™) ve lx birbirlerini kapsamazlar ancak ortak elemanlar: vardir,
(iv) S ve c(A™) birbirlerini kapsamazlar ancak ortak elemanlar1 vardir,
(v) S ve co (A™) birbirlerini kapsamazlar ancak ortak elemanlar1 vardir,

(vi) S ve loo (A™) birbirlerini kapsamazlar ancak ortak elemanlar: vardir [21].

Ispat. ¢ € S oldugundan ¢ (A™) C S (A™) dir. Simdi

Ay, = (4.1)

seklinde secelim. Bu taktirde A"z € S fakat A™x ¢ ¢ dir.c C S(A™),c C c(A™),c C
loo (A™),c C S,c C loo ve cNcg (A™) # 0 oldugundan S (A™) ile I (A™), S (A™) ile
loo, S ile ¢ (A™), S ile ¢o (A™) ve S ile I (A™) nin ortak elemanlar: vardir. Simdi bu

uzaylarim birbirlerini kapsamadiklarini gosterelim.

(ii) (4.1) de tammmlanan diziyi goz oniine alalim. z € S(A™) fakat x ¢ Il (A™)
dir. = (1,0,1,0,...) secersek her keN icin Az = (—1)F™ olup z € lo (A™) fakat
x ¢ S(A™) dir.

(iii) (4.1) de tamimlanan dizi siirh degildir. Ancak A™—istatistiksel yakinsaktir.
Tersine x = (1,0,1,0,...) € ls segersek = ¢ S (A™) dir.

(iv)
1, k=m?

0, k#m? m=123,..

T =

x € S dir. Fakat = ¢ ¢(A™) dir. Tersine x = (k) segilirse x ¢ S fakat = € ¢ (A™) dir.

34



(v) (iv)’de verilen dizi bu sikkin sartin saglar.

(vi)

olarak tamimlayahm. z € S ancak z ¢ Il (A™) dir. Tersine x = (k) olarak alinirsa

x € loo (A™) fakat x ¢ S dir.
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BOLUM 5

BiR ORLICZ FONKSiYONU YARDIMIYLA TANIMLANMIS
GENELLESTIRILMIiS FARK DiZi UZAYLARI

Bu boliimde genellegtirilmis fark operatoric A™, M Orlicz fonksiyonu ve ¢ yarmormu

kullanarak birkag dizi uzay: tanimlayacak ve bazi 6zelliklerini inceleyecegiz.

5.1 Cesaro Toplanabilmeye iliskin Sonuglar

Tanim 5.1.1. M bir Orlicz fonksiyonu, X lineer uzay, g bir yari norm p = (pg) pozitif reel
sayilarin bir dizisi olsun. w(X) ile X iizerinde tanimh tiim dizilerin uzayim gosterelim.
Bu taktirde W (A™, M, p, q), Wo(A™, M, p, q) ve Woo (A™, M, p, q) dizi uzaylarini agagidaki

gibi tanimlayabiliriz.

m 1 A™Mgy, — L P* .

W(A™, M,p,q) = a:Ew(X):E M(Q(T)) —0,n—o00, enazbirp>0ve L€ X

k=1
m 1 — AL TR .

Wo(A™ , M,p,q) = xGw(X):E M (q( 5 ))] — 0,n— oo, en az bir p >0

k=1
m 1 — AMgy,  ]Px .
Woo(A™, M, p,q) = wa(X):supE M (q( p )| < oo, en az bir p >0
" k=1

Vk € Nigin py, = 1 ve M (z) = x alimirsa W(A™, M, p, q), Wo(A™, M, p, q) ve Woo (A™, M, p, q)
uzaylariin sirasiyla [C, A™, 1,q], [C, A™, 1, ¢], ve [C,A™, 1, q], uzaylarina indirgenir [22].
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X, q ve m ’ye 6zel degerler verilirse yukaridaki dizi uzaylarindan asagidaki dizi uzay-

larini elde ederiz.

i) q(z) = |z| ise W(A™, M,p,q) = W(A™, M, p), Wo(A™, M, p,q) = Wo(A™, M, p) ve
WOO(Avaapv q) = Woo(Am>M7p)

ii) Eger m = 0 ise W(Am7M7pu Q) = W(M7pa q)aWU(Ava)p7 Q) = WO(M7pa q) ve
WOO<Am7M7p7 q) - WOO(Mapa q) dlI'.

iii) Eger m = 0 q(z) = |z| ve X = C ise bu taktirde W (A™, M, p,q) = W (M, p), Wo(A™, M,p,q) =
Wo(M,p) ve Woo(Ava,pa Q) = Woo(Map)'

iv) Vk € Nvep = Lise W(A™, M,p,q) = W(A™, M, q), Wo(A™, M, p,q) = Wo(A™, M, q)
ve Weo (A™, M, p,q) = Woo (A™, M, q) dir.

Eger x € W(A™, M, q) ise (x) dizisine M Orlicz fonksiyonuna gére kuvvetli Ap*—Cesaro

toplanabilirdir denir.

Teorem 5.1.1. (py) siurh bir dizi olsun. W(A™, M, p,q), Wo(A™, M, p, q) ve Woo (A™, M, p,q)

birer lineer uzaydir [22].

Ispat: =,y € Wo(A™, M,p,q) ve o, 3 € C olsun. Bu taktirde

ve

i 23 [ar(a( =2 —o

n—oon,
el P2

olacak sekilde p; ve py pozitif sayilar1 vardir. ps = max (2|«| p;, 28] py) diyelim. M artan

ve konveks, ¢ bir yar1 norm ve A™ lineer oldugundan
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yazabiliriz. Bu Wy(A™, M, p,q) 'n lineer uzay oldugunu gosterir.
Digerleri benzer sekilde gosterilir.
Teorem 5.1.2. (p) dizisi simirli olsun. H = max <1, suppk> olmak tizere W (A™, M, p, q),
k

Wo(A™, M, p,q,) ve Woo (A™, M, p, q) uzaylar

JANKLZ

))§1,p>0,neN},
k>1

ga () = inf {pp”/H s supM (q(

paranormu ile birer paranormlu uzaydir [22].

Ispat. Ispati sadece Woo(A™, M,p,q) icin yapalim. Digerleri benzer sekilde goster-
ilir. Acgikga ga (z) > 0, ga () = ga(—x) ve ga <5> = 0 du. Simdi (zy), (yx) €
Woo(A™, M, p, q) olsun. Bu taktirde

E>1 P1

ve

Ay,
supM (q(
E>1 P2

) <1

olacak sekilde p; > 0 ve p, > 0 sayilar1 vardir. p = p; + py diyelim. Bu taktirde

A™(xp + yi) < P1 ) Ay ( P2 > Ay
supM(q < supM(q + supM (q <1
E>1 (al P ) pP1+ P2/ k>1 (al P1 ) P+ P2/ k>1 (at P2 )
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dir.

Boylece ga (z+1y) < ga () + ga (y) skaler ¢arpimin siirekliligi agsagidaki esitlikten
cikar.

Az

k>1

ga (z) = inf{pp”/H:supM(Q( ) < 1,p>0,n€N}

Az

= inf {(r IR/ sup M (g
k>1

))§1,7~>0,neN},

burada r = \-f\_l dir.

Teorem 5.1.3. M; ve Ms iki Orlicz fonksiyonu olsun. Bu taktirde Wy(A™, Mi,p,q) N
Wo(A™, Ma,p,q) € Wo(A™, My + Mz, p,q) dir [22].

Ispat. = € Wo(A™, My, p,q) N Wo(A™, My, p,q) olsun. (1.1) esitsizligi kullanilirsa 2 €
Wo(A™, My + Ma,p, q) elde edilir.

Sonug 5.1.1. M; ve My iki Orlicz fonksiyonu olsun. Bu taktirde W, (A™, M1, p,q) N
Woo(A™, M2, p,q) € Woo(A™, My + Ma,p, q) dur.

Sonug 5.1.2. W(A™ ™Y M,p,q) C Wo(A™, M,p,q) dir.

Teorem 5.1.4. m > 1 olsun. Bu taktirde agagidaki kapsamalar kesindir.
i) Wo(A™1, M, q) € Wo(A™, M, q),
ii) W(A™ 1 M, q) C W(A™, M,q),
iii) Woo(A™ 1, M, q) C Woo(A™, M, q) dir [22].

Ispat. Sadece (i) nin ispati yapalim. Digerleri benzer sekilde yapilabilir. = € Wo(A™1, M, q)

olsun. Bu taktirde en az bir p > 0 ve n — o0 i¢in



dir.

M artan ve konveks ¢ bir yar1 norm oldugundan

22 ey
n m—1,. _ Am—1
< 2 | (s ““))]
R
2 [ ATy
O UTE )] o

yazabiliriz. Genel olarak Wo(A?, M, q) C Wo(A™, M, q) kapsamasi kesindir (i = 1,2,3, ..., m—

1). Bunu agagidaki ornekle agiklayalim.

Ornek 5.1.1. X =C, M (z) = z, q(z) = |z| ve her k € N igin pp = 1 olsun. (z3) =
(k™) dizisini gozoniine alahm. Her k € N igin AT = 0 ve A""! = (=)™t (m—1)!

oldugundan x € Wo(A™, M, q) fakat = ¢ Wo(A™ 1, M, q) dir.

Teorem 5.1.5. p = (pi) ve t = (t) pozitif sayilarin herhangi iki dizisi ¢; ve g2 herhangi

iki yar1 norm olsun. Bu taktirde
i) Wo(A™, M,p,q1) N Wo(A™, M,t,q2) # 0
il) W(A™, M,p,q1) "W (A™, M, t,q2) # 0
iii) Woo (A™, M, p,q1) N Weo(A™, M, t,q2) # 0 dir [22].
Ispat. Sifir dizisi yukaridaki dizilerin herbirine ait oldugundan kesisimler bos degildir.

Teorem 5.1.6. 0 < pi < 7 ve <I§f) siurh olsun. Bu taktirde W(A™, M,r,q) C
W(A™, M,p,q) dir [22].
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ispat. (x3) € W(A™, M,r,q) olsun. wy = M(q(%))] " diyelim ve Vk € N i¢in

A = Z& yazalim. Bu taktirde Vk € Nigin 0 < A\, < 1dir. \, Vk e Nigin 0 < A <\ <1

Tk

olacak sekilde bir say1 olsun. (ug) ve (vy) dizilerini agagidaki gibi tammlayalim.

wg > 1 icin up = wg ve v =0

ve
wg < 1icin up =0 ve v = wy,

olsun. Agik¢a Vk € N i¢in wy = ug + vg , w,i‘k = uzk + vz"“ ; uzk < up < wg ve vgk < U]i‘

dir. Boylece

1
EZ“’“]

1< 1<
A
— E wph < — E wy, +
n n
k=1 k=1 k=1

dir. Bu ise (zx) € W(A™, M,r,q) olmas: demektir.

Teorem 5.1.7. Wy(M,p,q) ve Woo(M,p,q) normal ve bdylece monotondur. Fakat
Wo(A™, M, p,q), W(A™ M,p,q) ve Woo(A™, M,p,q) uzaylar1 m > 1 igin genelde nor-
mal degildir [21].

Ispat. Wo(M,p,q) ve Weo (M, p, q) uzaylarmin normal oldugu kolayca gosterilebilir. Nor-
mal bir uzay monoton oldugundan bu uzaylar ayni zamanda monotondur. Wo(A™, M, p, q),
W(A™ M,p,q) ve Woo(A™, M, p, q) uzaylarinin normal olmadigimi gostermek igin agagi-

daki 6rnegi inceleyelim.

Ornek 5.1.2. X =C, M (z) =z, q(z) = |z|, m = 2 ve Vk € N i¢in p;, = 1 olsun. Bu
taktirde x = (z) € Wo(A2, M, p,q) fakat ax = (i) ¢ Wo(A% M, p,q) burada Yk € N
igin oy, = (—1)k dir. Burada Wy(A2, M, p,q) normal degildir. Digerleri benzer sekilde
yapilabilir.
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5.2. Istatistiksel Yakinsaklhiga fligkin Sonuclar

Bu boliimde bir ¢ yart normu kullanarak istatistiksel yakinsaklik genellegtirilecek ve

W(A™, M, p,q) uzay ile iligkisi aragtirilacaktir.

Tamim 5.2.1. z = (z3,) dizisi Vg € Q ve VL € X igin

lim%\{kﬁn:q(Amxk—L)26}]20

n—oo

sartin1 saghyorsa Af'—istatistiksel yakinsaktir denir. Bu durumda z; — L (S (A;"))
yazilir.  Ap'—istatistiksel yakinsak tiim dizilerin uzaymi S (Ag”) ile gosterecegiz. KEger,

q(z) = |z| almrsa S (Al") = S (A™) ve m = 0, ¢ = || ise S (A") = S dir [22].

Tanim 5.2.2. (xy) dizisi verilsin.

1
lim — [{k <n:q(A"xp — A"xy,) >} =0

n—oon,

olacak sekilde ng = ng(¢,q) € N sayis1 varsa x dizisine Aj'—istatistiksel Cauchy dizisi

denir.

Bir ¢ yarmormu kullanilarak Et ve Colak [20], Et ve Nuray [21] tarafindan verilen bu
uzaylar agagidaki sekilde genellestirilebilir.

= {x € w :supq (AMzy) < oo},
k
= {rew:q(A™z — L) — 0,k — oo},

= {zew:q(A"xg) — 0,k — oo},

= {a: €w(x): %Z[Q(Amxk — L) —0,n— OO}?
k=1

Onerme 5.2.1. m <n ve Y = cg, ¢, ve s i¢in
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i) Y (A") C Y (Al) kapsamas: kesindir.

ii) ¢ (Ag‘) Cc (A;”) Cl (A;”) kapsamasi kesindir [22].

Ornek 5.2.1. ¢(x) = |z| ve (z1) = (k™) olsun. Bu taktirde Y € {cg, ¢, 1o} olmak iizere
(rx) €Y (A;”) ve (zx) €Y (Ag”_l).

Teorem 5.2.1. 0 < p < oo olsun.

i) 2 — L (wp (A;”)) ise x, — L (5’ (Ag‘))

11) T € lso (AZ”) ve xp, — L (S (Agl)) ise v, — L (wp (Agl))

i) Lo (AT) NS (A7) = 1o (A7) Ny (AT)
dir [22].

Ispat. i) e > 0 verilsin ve (z1) € w, (A7) olsun. Bu taktirde

(g (A — L) > [{k < n: q(A™z, — L) > e}
k=1

olup xp — L (S (A;”)) dir.

i) 2 € loo (AT"), zx — L (S (AD)) ve ¢ (A™xy) + ¢ (L) = M olsun, & > 0 verilsin. ¥V

n > ng i¢in

Y €
{kzgn:q(Amwk—L)Z (§>p}’ < SNIP

n

saglanacak sekilde ng (¢) € N olsun.

Lo~ {r<niaama-n= (57}

diyelim. Bu taktirde n > ng icin
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olur. Burada z — L (wp (A )) dir.

Teorem 5.2.2. M bir Orlicz fonksiyonu olsun. Bu taktirde W(A™, M,p,q) C S (A;”)
dir [22].

Ispat. 2 € N olsun. Bu taktirde n — oo icin

()] -

saglanacak sekilde bir p > 0 vardir. ¢q(A™xp — L) > ¢ olacak sekildeki £ < n lerin
tizerinden aliman toplami ), ile ¢ (A™zy, — L) < € olacak sekilde & < n lerin iizerinden

aliman toplami ), ile gosterelim. Bu taktirde

)
- (5 ;)] o[ (o (555)) )

2 T (o (5=
n
1

> =) 1 [M(eq)]* buradaiz
n p
1

v
!
=
B

{11 ™7 [ ()]}

% [k <t g (A — L) > <} min { M ()] [0 (1))}

Vv

dir. Boylece z € S (AZ”) dir.
Teorem 5.2.3. S (A") Nloo (AIY) = W(A™, M,p,q) Nleo (A7) dir [22].
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Ispat. Teorem 5.2.2 den dolay1 S (Azn)ﬂloo (AT) CW(A™ M,p,q)Nls (AZ”) gostermek
yeterlidir. y = A"z — L olsun. Y, ve Y, Teorem 5.2.2 deki gibi olsun. (1) € loo (A7)

oldugundan diyelimki her y; dizisi i¢in

o(2) s

saglanacak gekilde K > 0 sayis1 vardir. Burada € > 0 ve V n € N igin

()] S o(s)

%Hkgn:q(yk)Z&P}HM(%)

S|
NE
<
Q
A~
SNBSS
~_
| S
IA

IN

yazabiliriz. O halde x € W(A™, M, p,q) Nl (Agl) dir.
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