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Belirli bir diferensiyel denklemin verilen sinir kosullar ile birlikte olusturdugu sisteme sinir-
deger problemi denir. Sinir-deger problemleri fizik, miihendislik, tip, astronomi gibi bilimsel
alanlarda sik¢a goriilen uygulamali matematigin temel kavramlarindandir. Sinir-deger
problemlerinin ¢oziimleri bir¢cok farkli metotla yapilmakta olup, bu calismanin amaci ¢oziim
yontemlerinden biri olan Green fonksiyonlar1 yardimiyla ¢éziimlerin tamitilmasidir. Birinci
boliimde genel tanim ve teoremler, ikinci boliimde sinir-deger problemleri ve bunlarin genis
bir sinifim olusturan Sturm-Liouville probleminin tanmitimi ve Ozellikleri, simir-deger
problemleri i¢in Green fonksiyonlarina ait kavramlar, 6zellikler ve kurulumuna ait 6rneklerle

birlikte uygulamalar yer almaktadir. Son boliim Integral denklemlere ayrilmustir.
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Boundary value problem consists of a certain differential equation and given boundary
conditions. Boundary value problems are the essential notion of applied mathematics which
is often used in the fields such as physics, engineering, medical and astronomy. The solution
of boundary value problems can be done by many differents methods. The purpose of this
work is to introduce the method of Green’s functions in the solutions. In the first section,
some essential definitions and theorems are given. In the second section, an introduction of
boundary value problems and Sturm-Liouville problem - which is a wide class of boundary
value problems- are presented. Also, notion of Green’s functions with their properties,
examples on the construction of these functions and some applications are examined. Last

section is devoted to integral equations.

Key Words: Boundary Value Problems, Green’s Functions, Sturm-Liouville Problem,

Integral Equation
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BOLUM 1

TEMEL TANIM VE TEOREMLER

1.1 GIRiS

Diferensiyel denklemler ve sinir-deger problemleri uygulamali matematigin sik¢a ihtiyac
duyulan temel kavramlarindandir. Diferensiyel denklemler genellikle adi tiirevli ve kismi
tirevli olarak iki gruba ayrilmaktadir. Kismi tiirevli diferensiyel denklemler de bazi
doniisiimler yardimiyla adi tiirevli denklemlere doniistiiriilebilir. Bu problemlerin ¢6ziimiinde
temel amag verilen diferensiyel denklemi ve buna ait siir kosullarin1 saglayan fonksiyonu
elde etmektir. Sinir deger probleminin ¢dziimiinde analitik ve niimerik ¢oziimlerin de
bulundugu bircok farkli metot mevcuttur. Fizik, miihendislik, elektronik, tip gibi bilimlerde,
kuantum mekanigi, elastiste teorisinde, dalga (kati, sivi, gaz) hareketinin incelenmesindeki
sinir deger problemleri uygulamali matematigin vazgecilmez yapilarindandir. Bu alanlardaki
deferensiyel denklemler Sturm-Liouville problemleri ya da integral denklemler modellemesi

ile incelenmektedir.

Donen bir telin hareketi, tasiyici sistemlerin deformasyonlari, biikiilmiis cubuklarin iizerine
gelen yiiklerin davraniglarinin incelenmesi adi tiirevli diferensiyel denklemlerin sinir deger
problemleri seklinde ve 1s1 denklemi titresen telin dalga denklemi kismi tiirevli diferensiyel
denklem olarak kosullari ile birlikte sinir deger problemlerine 6rnek teskil edebilirler. Bu
baglamda degiskenlerine ayirma, Laplace transformasyonu, Fourier transformasyonlar1 ve bir
¢ok sayisal methodlar kullanilmaktadir. Bu ¢alismanin amaci da ¢6ziim yontemlerinden biri
olan Green fonksiyonlarini tanitarak, lineer diferensiyel denklemler ile integral denklemler

arasindaki iligkilerin incelenmesidir.



Tammm 1.1 (Lineer Diferensiyel Denklem): a (x),i=12,..,n Kkatsayilar1 siirekli

fonksiyonlar olmak iizere,

n n-1

d'y
+a X
dx nl( )

y

a,(x) +.. +a1(x) +a0(x) (1.1)

denklemine n. mertebeden lineer homogen diferensiyel denklem denir. a,(x) katsayilarinin

sabit olmas1 halinde denklem sabit katsayili adimi alir. Sag tarafin sifirdan farkli olmasi

halinde denklem homogen olmayan lineer diferensiyel denklem adim alir. L operatorii i¢in,

n n-1

L= a(x)d +an1(x) -+t a,(x) (1.2)

seklinde olmak iizere (1.2) denklemi,
Ly=0 (1.3)
seklinde yazilabilir.

Tamm 1.2 (Smir-Deger Problemi): ikinci mertebeden lineer diferensiyel denklem, x € (a,b)igin

a,(x) Y +a,(x)y +a,(x)y = f(x) (1.4)
olup ve

B/ (y)= any(a)+alzy,(a)"'ﬂny(b)"'ﬂny,(b) =%
(1.5)
Bz(y) = azly(a) + azzy,(a) +ﬂz1y(b) +1322y/(b) =Y

sinir kosullar ile bir sinir-deger problemi olusturmaktadir. Burada a,,q,,a, € Cla,b] ve
a,(x)#0 «a,, ,BU 7, sabitlerdir. (1.5) ile verilen smir kosullar1 en genel halde

olupf,=p,=0 ve a, =a,, =0 ise siur kosullart ayrik smir kosullart adin1 alir. Eger



L, =B,=0ve a, =, =0 ve ¥ =y =0 ise smr kosullar: periyodik olarak adlandirilir.

Diger taraftan o, =8, =8, =&, =, =, =0 olmasi halinde ise sozii edilen sinr

kosullari y(a)— L y(a )——2 seklinde ifade edilen baslangi¢ kosullarina doniisiir.
11 a2l

Yukarida verilen B;,i =1,2 sinir operatorleri lineerdir.

Tamm 1.3 (Wronskian Determinanti): (1.4) denkleminin ¢oziimleri olan y, :[a,b] = R ve
v, :la,b] > R fonksiyonlan [a,b] araliginda tiirevlenebilir fonksiyonlar ise her xe [a,b]

icin y, ve y, fonksiyonlarinin Wronskian’t W(y,,y,):[a,b] > R,

(X)) y,(x)

Wy, =, ,
(¥> ¥,)(x) Y Y

‘ = ¥, (xX) Y5 (x) = ¥/ (xX)y, (x) (1.6)

seklinde tanimhidir. Eger Wronskian determinantinin degeri [a,b] araligimin herhangi bir
noktasinda sifirdan farkli ise bu durumda y, ve y, fonksiyonlar1 aym aralikta lineer

bagimsizdir.

Tamm 1.4 (Ortogonal Fonksiyonlar): {¢1 (x), @, (x)....}, [a,b] araliginda tamimlanan herhangi
sayidaki siirekli fonksiyonlar ailesi olsun. ¢, (x) ve @, (x)fonksiyonlar1 bu ailenin herhangi

iki elemam olmak iizere
(¢..9,) f¢ (x)dx=0 (m#n) (1.7)

esitligi saglaniyorsa bu fonksiyonlar ortogonaldir. {¢n (x)} fonksiyon ailesine [a,b] araliginda

r(x) fonksiyonuna gore ortogonal sistem denir. Ayrica
b
[1g, (0 dx=1 (m=n) (1.8)

esitligi gercekleniyorsa her eleman normalize edilmistir denir.



Tamm 1.5 (Fonksiyon serileri): Vae N icin f,: E — R olmak iizere { f,} fonksiyon dizisi

verilsin. S, :Z f, olarak alindiginda §,:E — R biciminde E iizerinde tanimlanan bir
k=1

oo

{S,} fonksiyonlar dizisi elde edilir ki lim) f,(x)=>f,(x)=f(x) olur. Bu
k=1

n—ye0 7= =
durumda {f,} fonksiyon dizisinin x noktasinda olusturdugu reel say1 serisi yakinsak olur ve

toplam f(x) ’dir.

Bir E kiimesinde tammlanan {f,} fonksiyon dizisinin {S,} kismi toplamlar dizisi diizgiin

yakinsak ise {f,} fonksiyon dizisinin olusturdugu fonksiyon serisi diizgiin yakinsak olur.

Tamm 1.5.a. (Fonksiyonlarin Ortonormal Serilere Acilimi): [a,b] araliginda tanimli f(x)

fonksiyonunun,
fx)=> 0, a<x<b (1.9)
n=1

seklinde ¢ (x), n=1,2,... ortonormal fonksiyonlarin serisine acilabildigi diisiiniiliirse, bu

durumda sozii edilen serilere ortonormal seriler denir.

Tanmm 1.6 (Lineer Operator): Belirli bir kiime {izerinde tammhi f ve g fonksiyonlar ve

a, B skalerleri igin,

L(af + Bg)=alf + BLg (1.10)
kosulunu saglayan L operatoriine lineer operator denir.

Tamm 1.7 (¢ Carpim Uzay): V  bir kompleks vektér uzayr olsun.
@:VXV = C, (0(x,y)=<x, y> fonksiyoneli Vx,yeV ve Vae C icin asagidaki kosullar

saglaniyorsa ¢ = <,> fonksiyonuna bir i¢ carpim, <x, y> sayisina x ve y’nin i¢ ¢arpimi ve

(V,<.,.>) ikilisine de i¢ ¢arpim uzay1 denir.



Dfxy)= () (L11)
3)(arx, y) = a(x, y)
H(x+y,2)=(x2)+(y.2)
Tamm 1.8 (Adjoint Ve Self-Adjoint Diferensiyel Operatorii)
n.mertebeden homogen olmayan lineer diferensiyel denklem
a, ()Y () +a,, ()Y () + ..+ @, (0) Y (X) +a, () y(x) = f(x) (1.12)
olmak iizere
n n-1 d
L=a —+a, ,——+..+a,—+a 1.13
n dx” n—1 dx”_l 1 dx 0 ( )
tiirev operatorii icin Ly = f denklemindeki L adjoind operatorii,
i n n-1
Ly:@hzhA@yH{JYA — (@, y) + ...+ ayy (1.14)

Seklindedir. Burada a, fonksiyonu, a, fonksiyonunun kompleks esleniginidir. Her bir a,

fonksiyonu k. mertebeden siirekli tiirevlenebilir, # ve v fonksiyonlar1 da herhangi bir

aralikta n. mertebeden siirekli tiirevlenebilir ise bu durumda Lagrange 6zdesliginden,
-~ d
vLu—ulLv=—Blu,v] (1.15)
dx

yazilabilir. Buradaki B[u,v] bilineer formu,

n

Blul=> > ~)u®(a,7)” (1.16)
m=1 j+k=m-1
Jj20,k=0



olarak tanimhdir. Eger L ikinci mertebeden bir diferensiyel operatorii ise,
- d — s — —
vLu—uLv =—Tlua\v +u'a,v —u(a,v)]
dx
=u'a,v +u'ayv +u[-a,v +(2a, + a )V +(-a, +a)v]. (1.17)

Lagrange 6zdesligi gecerli oldugu aralikta integre edilirse,

b _
I(VLu —uLv)dx = (v,Lu) —(L'v,u) = Blu,v]|_, —Blu,v]|_, (1.18)

a

bulunur. Bu da Green 6zdesligidir (Mauch 2004).
Tamm 1.9 (Lagrange Ozdesligi): L operatérii Sturm-Liouville operatorii olmak iizere,
ulv—vLu =[pu’ —vu’)] . (1.19)

Bu 6zdesligin ispat1 operator iizerinde birkag islem yapilarak kolayca yapilabilir

uLv—vLuzu{i(pﬂj+qv}—v{i(pﬂ)+qu}
dx\ " dx dx\ " dx
)2 )
dx\ " dx dx\ " dx

d( dvj+ du dv d( duj_ ﬂﬂ

=u—| p— ———y—| p—
dx pdx pdx dx dx pdx pdx dx
d dv du

=— ——pv—|. 1.20
dx{pudx pvdx} ( )

Tamm 1.10 (Green Ozdesligi): Sturm-Liouville operatorii icin Green 6zdesligi,
b
j(uLv—vLu)dx =[pwv' —vuH][ . (1.21)

seklindedir. Bu 6zdeslik Lagrange 6zdesliginin integrasyonuyla elde edilebilir.



Tanmm 1.11 (Lineer Bagimli Ve Lineer Bagimsiz Fonksiyonlar): [a,b] araliginda tanimh

U, U,,....u, fonksiyonlart i¢in en az biri sifirdan farkli olan c¢,c,,...,c, reel sayilari
verildiginde
qu, +cuy +...+cu, =0 (1.22)

esitligi saglaniyorsa bu fonksiyonlara lineer bagiml fonksiyonlar denir. Eger ¢, katsayilarinin
(1,2,3,...,n) hepsi birden sifir iken (1.22) esitligi saglaniyorsa u,,u,,...,u, fonksiyonlar: lineer

bagimsizdirlar.

Tamm 1.12 (Siireklilik): Ac R, f: A — R bir fonksiyon ve a€ A olsun.

f fonksiyonu a noktasinda siireklidir denir < her € > 0 icin en az bir § >0 vardir 6yle ki
|x—a|<5:>|f(x)—f(a)|<€. (1.23)

Tamm 1.13 (Diizgiin Siireklilik): f, [a,b] aralifinda tanimli reel degerli bir fonksiyon
olsun. Ve >0 verildiginde |x— y| < 0 kosulunu saglayan Vx, y € [a,b] icin |f(x)— f(y)| <£
olacak bicimde IJ=0(¢£) >0 bulunabilirse f fonksiyonuna [a,b] arahiginda diizgiin

suireklidir denir.

Tanmm 1.14 (Yakinsaklik): Bos olmayan bir fonksiyonlar kiimesi X olmak iizere

f,: X = F, ne N seklinde fonksiyonlar olsun.

i) Eger Vxe X i¢in f,(x)— f(x) oluyorsa yani Vxe X ve £>0 i¢in IN = N(x,€) varsa
ve Vne N igin | f(x)=f (x)| < € oluyorsa ( f,) fonksiyonlar dizisi f ye noktasal yakinsar

denir.

i) Ve>0 i¢in AN =N (&) varsa Vxe X ve Va=N icin

f, (x)—f(x)| < oluyorsa (f,)

fonksiyonlar dizisi f’ ye diizgiin yakinsar denir.



Tamm 1.15 (Ozdeger-Ozfonksiyon) Bir fonksiyon uzayinda tanimli L lineer operatdrii igin,
Lf =Af (1.24)
olacak bicimde bir A sabiti mevcut ise bu degere L operatoriiniin 6zdegeri, f fonksiyonuna

da 6zfonksiyonu denir.

Tanmm 1.16 (Dirac Delta Fonksiyonu): Dirac delta fonksiyonu esas olarak kuantum

mekaniginde kullanilir ve asagidaki gibi ifade edilir

0, x#0

O(x) :{ (1.25)
o, x=0

Burada

j 5(x)dx=1 (1.26)

ayrica ¢(x) test fonksiyonu olmak iizere

T¢(x)5(x)dx=¢(0) (1.27)

olur.
Tamm 1.17 (Heaviside Birim Fonksiyonu):

1, x>0

H(x):{o, £ <0 (1.28)

ile ifade edilen Heaviside birim fonksiyonu (birim adim fonksiyonu), Dirac delta

fonksiyonunun integralidir. ¢(x) test fonksiyonu olmak iizere



[ (x)x (1.29)

olur ki buradan sonug olarak
H'(x)=6(x) (1.30)
elde edilir ( Roac 1970).

Ornek 1.1 f(x)=|x| fonksiyonun tiirevi bulunsun. Eger ¢(x) test fonksiyonu ise
[ F(x)(x)ax==] fo)¢ (x)dx
= —J (—x)¢'(x)dx—Jx¢'(x)dx
- ’ (1.31)

:_j’. ¢(x)dx+]:¢(x)dx

= T (sgn x)¢(x)dx

olur ki bu da f'(x)=|x| "= sgn(x) oldugunu gosterir. Burada x pozitif ise signum

fonksiyonunun degeri (+1), x negatif ise signum fonksiyonunun degeri (-1)’dir.

Tamm 1.18 (Fourier Serileri): f(x) fonksiyonu (-L,L) aralifinda taniml1 ve 2L periyoda

sahip bir fonksiyon olsun.

a, nwx . NTX

—+ a, cos——+b, sin—— 1.32
v oo’ - (132

seklindeki ifadeye f(x) fonksiyonuna karsilik gelen Fourier serisi veya Fourier acilim1 denir.

Fourier serisinin katsayilart a, ve b, ’ler olup,



L
a, :%If(x)cosn—zxdx
N n=0,1,2,.. (1.33)
1 nrx
b =— x)sin——dx
= j f(sin=

olarak ifade edilir.

Tamm 1.19 (Leibniz Formiilii): integralin simirlart a(x) ve b(x)olmak iizere, integral

altinda tiirev alma islemi asagidaki sekilde yapilir;

b(x) (x)

d OF (x,1) db da
— | F(x,t)dt= | ———=dt+F b ——F1x, — 1.34
I ai[) (x,1) a(‘;) { )} 0 {x a(x) 0 ( )
a(x) ve b(x) sabitler oldugundan da_db_ 0 olur ki

dx dx
d % ©OF (x,1)
— | F(x,t)dt = *Z dt 1.35
- j (x,1) J . (1.35)

olur (Karadeniz 1983).

Tamm 1.20 (Laplace Doniisiimii): F(#) fonksiyonu 0 <f < oo araliginda tanimli olsun.

oo

L{F®)}= £(s)= j e F(t)dt (1.36)

0

integralinin yakinsak oldugu s degeri i¢in f (s) fonksiyonuna F(¢) fonksiyonunun Laplace

doniisiimii denir.

Tanim 1.21 (Ters Laplace Doniisiimii): Eger f(s), F(r) fonksiyonunun Laplace déniisiimii

ise F(t) fonksiyonuna f (s) Laplace doniisiimiiniin ters Laplace doniisiimii denir ve
Fity=L'{f (s} (1.37)

10



olarak yazilir. Genel olarak s, a+ib seklinde bir parametre olmak iizere, f(s) belli iken

F(t) temel fonksiyonu

1 a+ico .
Foy=o— [ £(s)e"ar

a—ieo

(1.38)

integrali ile hesaplanir (Yasar 2005).
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BOLUM 2
SINIR-DEGER PROBLEMLERI
2.1 GIRiS

Sinir deger problemlerinin ¢6ziimil, bir diferensiyel denklemi ve verilen bolgenin sinirlarinda
onceden belirlenmis kosullar1 saglayan fonksiyonunun bulunmasina dayanmaktadir. Bu
calismada, uygulama alan1 olduk¢a genis olan ve matematigin temel konularindan olan sinir
deger problemlerinin 6zel bir hali niteligindeki Sturm-Liouville problemi ve bazi ikinci

mertebeden sinir deger problemleri ve integral denklemler {izerinde durulacaktir.
2.2 STURM-LIOUVILLE PROBLEMIi

Kismi tiirevli diferensiyel denklemlerin degiskenlerine ayirma yontemi ve buna benzer
yontemlerle adi tiirevli denklemlere doniistiiriilmesiyle olusan Sturm-Liouville diferensiyel
denklemi uygulamali matematigin, simir deger problemlerinin, integral denklemlerinin,
operatorler teorisinin, sayisal coziimleme metotlarinin ve analiz gelisiminde biiyiik rol
oynamistir. Bu boliimde Sturm-Liouville probleminin tamimi, o6zellikleri ve bazi 6zel
durumlan verilecektir. Sturm-Liouville diferensiyel denkleminin genel hali a < x <b kapali

sinirl aralig iizerinde tanimli y fonksiyonlari igin,

d

E(p(X)ﬂjw(X)wﬂp(x)FO 2.1)

dx
seklinde tanimlanir. Sinir kosullari,

a,y(a)+a,y(a)=0
(2.2)
By®)+ B,y (b) =0

13



olarak verilirse (2.1) denklemine Sturm-Liouville problemi denir. Denklemde verilen

p(x)>0, g(x) ve p(x) fonksiyonlar, ,i=12 ve f,i=12 reel sabitler olup

a’+B>#0 ve «o’+B°#0 kosullari saflanmahdir. A sayilari (dzdegerler) da
belirlenmemis parametrelerdir. Bu 6zdegerlere karsilik gelen sifirdan farkli y fonksiyonlarina

da 6zfonksiyon denir. Ayrica p(x) agirlik fonksiyonu olarak adlandirilir.

Eger p(x)>0, a, #0,(i=12), B #0,(i=1,2)ise problem regiiler, eger p(x) veya p(x)

bazi u¢ noktalarda sifir ise singiiler adin alir. Ayrica hem singiiler hem de regiiler bicimde

olan Sturm-Liouville problemleri de mevcuttur.

Ozel olarak S, = 8, =0 igin (2.2) denklemi y(a)= y(b) =0 ile tamiml Dirichlet koguluna,
o, =a,=0 icin denklem y'(a)=y’(h)=0 ile belirli Neumann sinir kosullarina

indirgenebilmektedir.
Regiiler bir Strum-Liouville problemi icin asagidaki 6zellikler gecerlidir;

Ozellik 1. Ozdegerler reel olup, herbir 6zdeger karsilik gelen bir ¢, 0zfonksiyonu vardir ki bu

fonksiyon (a,b) lizerinde n—1 tane koke sahiptir.

Ozellik 2. 1,4,,... 6zdegerleri sonsuz bir dizi olusturur ve bu 6zdegerler 0< A < 4, <...

seklinde iyi siralanmistir ve en kiigiik bir 6zdeger daima mevcut olup lim A, = oo dur.

n—oo

Ozellik 3. ’1& ve /1l.z gibi birbirinden farkl iki 6zdegere karsilik gelen 6zfonksiyonlar f(x)

ve g(x) ise bu fonksiyonlar p(x) tarafindan tanimlanan i¢ ¢arpima gore ortogonaldir.

b

(f.8)=[f(x)e(x)p(x)dx=0 2.3)

a

Ozellik 4. Ozfonksiyonlarm olusturdugu kiime tamdir. f (x) herhangi bir pargali diizgiin

fonksiyon olmak tizere,

14



f(x)=2¢9,(x) 2.4)

seklinde Sturm-Liouville probleminin 6zfonksiyonlarinin serisine agilabilir. Buradaki ¢

n

katsayilart,
(f.0)
= 2.5
cn <¢n ’ ¢n > ( )

biciminde tanimlidir (Mauch 2004).

Sturm-Liouville probleminin 6zellikleri bu sayilanlarla simirli olmayip problemin &zel

durumlar ve 6zel ¢oziim teknikleri mevcuttur.

2.2.1 Sturm-Liouville Problemi icin Ozdeger Ve Ozfonksiyonlar

Sturm-Liouville probleminin “sifir” ¢oziimiinden bagka farkli ¢dziimlerinin olmast A’ya
baglidir. Bu A4 degerlerine Sturm-Liouville probleminin 6z degerleri ve bu o6zdegerler
kullanilarak elde edilen ¢éziimlere 6zfonksiyonlar dendigi bilinmektedir (Tanim 1.15).

Teorem 2.1:

(2.2) sinir kosullar ile verilen (2.1) Sturm-Liouville sinir deger problemi i¢in dzdegerler

reeldir ve reel degerli 6zfonksiyonlara sahiptir.
Ispat:

A kompleks bir say1 olsun. ¢(x) [(b(x);tO] , (2.1) Sturm-Liouville probleminin (2.2)

kosullarim saglayan kompleks degerli 6zfonksiyonu olsun.
L[¢](x)+Ap(x)p(x)=0 (2.6)

denkleminin her iki tarafinin eslenigi alinirsa,
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L[p](x)+Ap(x)(x) = L[ # |(x)+ Ap(x)9=0
L[g](x) =-Ap(x)¢(x)

(2.7)

oldugundan ve bununla birlikte ¢, , ve B, 5, reel olduklari i¢in (5 de (2.2) sartlarini saglar.

Verilen denklemden yola ¢ikilarak

b b _ b 5

JLION(x) ¢ (x)dx==A[ p(x) ¢ (x)(x) dx==A[ p(x)[¢ ()] dx (2.8)
ifadesi elde edilir. <u,Lv> = <Lu,v> i¢ carpimindan yaralanilarak

[ LI91(x) 9 (x)ax = [ 9(x) L[ 9] r)dx ==A[ p(x)|o (x)] ax 2.9)
(2.8) ve (2.9) denklemlerinin sol tarafi esit oldugu i¢in

A p (o) d=—A] ()0 o 2.10)

elde edilir. Bu esitlikten 4= A bulunur yani A reel sayidir.
Teorem 2.2:

Sturm-Liouville sinir deger probleminin iki farkli 6z degerine karsilik gelen 6zfonksiyonlari

[a,b] araliginda p(x) agirhik fonksiyonuna gore ortogonaldir.

Ispat:

A ve u sirasiyla ¢ ve  6zfonksiyonlarina karsilik gelen 6zdeger olsun;

L[g]=-Ap¢, Lly]=—upy (2.11)
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@ ve ¢, aymt A dzdegerinin farkli iki 6zfonksiyonu olsun. Bu durumda;

L =-1¢, Lp =-1¢ (2.12)

olur ve o halde

¢1L[¢2]_¢2L[¢1] =0
%[p(fzw; ~49,)]=0 2.13)
PG, — G0, = c

burada ¢, ve ¢, 6zfonksiyonlar1 sinir sartlarim sagladigina gore ¢ =0 dur.

de,

dg, _ ,d
b ¢

4
¢ 0 dx(% J =0 (2.14)

- ¢2

denklemine gore ¢ ve ¢, Ozfonksiyonlar: lineer bagimhidir. Yani ¢ = k¢, olur. Buradaki &

denklemin integrasyon sabitidir. Sonu¢ olarak aynm Ozdegere karsihik gelen iki

0zfonksiyondan biri digerinin bir skalerle ¢arpimina esit oldugu i¢in bu 6zfonksiyonlar esittir.
Ornek 2.1:
Y’ +Ay=0; y(0)=0, y(L)=0 (2.15)

probleminin 6zdeger ve Ozfonksiyonlart bulunsun. Miimkiin olan Ozdegerler pozitiftir,

dolayisiyla 6zel olarak (& >0) olmak iizere A = @ alinsin. Bu durumda diferensiyel denklem

y +a’y=0"dir ve genel ¢oziim
y(x)=Acosax+ Bsinax (2.16)

ile verilir. y(x)=0 kosulundan A =0 olacaktir ve dolayisiyla
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y(x) = Bsin ax, y'(x)=Bacosax 2.17)

olur ve ikinci sinir kosulu y’(L) =0 igin

vy (L)=BacosaL =0 (2.18)

Bu, B#0 ve aL degerleri /2 nin pozitif tek tam katlar1 igin gegerlidir. Boylece

2n—-1)7w
A LA C L) LA (2.19)
2’2 2
yani
2 2 2n-1)’ 7’
A= 0 (2n 2 - (2.20)
AL 4L AL

olur ki bu da verilen problemin n. dzdegeri An, buna karsilik gelen ozfonksiyonu ise

(n=1,2,3,...)i¢in

- (2n-1)" 7 (2n-1)7x

) e 2.21)

, ¥, (x)=sin

ile verilir.

2.2.2 Sturm-Liouville Ozdeger Problemi icin Adjoint Ozdeger Problemi

b

(f.8)=] f(x)g(x)dx (2.22)

i¢ carpimi i¢in L tiirev operatori;

(u,Lv):(L*(u),v> (2.23)
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esitligini saghiyor ise L operatdriine adjoint operator denildigi bilindigine gore eger bu esitlik
Vu,v igin saglamyorsa yani L=L ise L operatdriine self-adjoint operatdr denilmektedir.

Sturm-Liouville 6zdeger problemi i¢in adjoint 6zdeger problemi,

s

Lu=—-Au (2.24)

ile verilebilir. Bunu su sekilde ifade edebiliriz;

2
d f+ﬂ:/1u, u(a)=0, u(h)=0 (2.25)
dx dx

bicimde 6zdeger diferensiyel denklemi ve siir kosullar1 olsun. xe [a,b] olmak iizere;

> d
L=—+— 2.26
x> dx G
operatorii ve < f, g> i¢ carpimi goz Oniine alinirsa;
b 2
dv dv
u,Lv)=\u| —+—\dx
< > -! le2 dx}
{ dv }b l[dudv du }
=qu—=+uy —J ——+—vdx
dx a *|ldxdx dx
b b 2
__du, +f d ”z‘—d—” vdx 2.27)
dx |a 7| dx" dx
o[ 12
‘ldx”  dx
:<L*u,v>
elde edilir ki burada L™ adjoint operatorii
. d o d
L=——-—— 2.28
dx*  dx ( )
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olarak bulunur. Bu nedenle L # L oldugundan bu operator self-adjoint degildir. Eger (2.25)

denklemi e” ile carpilirsa;

i(e d“) Ae'u=0 (2.29)
dx dx

denklemi elde edilir. I¢ Carpim olarak da;

b

(f.8)=]f(x)g(x)eax (2.30)

a

kullanildiginda,

b b b
J du dv+du "dx—Ju ﬂ+v e‘dx
a Jldxdx dx ° \dx

J—ve

“dx+ J —xvexdx }uve dx

a

+J.—ve"dx+J.uve X (2.31)
b d u du .

—v—e + e’ dx
a ° dx dx

olarak bulunur. Bunun sonucu olarak L=L" elde edilir. O halde (2.30) i¢ carpimi ile
problemin ¢oziimii L ’nin self-adjoint oldugunu gosterir. Sonug olarak sdylenebilir ki; adjoint

denklem sinir sartlarina bagh oldugu kadar segilen i¢ ¢arpima da baghdir.

Sturm-Liouville probleminin self-adjoint oldugunu gostermek i¢cin Green formiiliinde u ve v

sinir sartlarini saglayan fonksiyonlar olmak tizere;
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p(u%—v%) Z = p(b)[u(b)v'(b)—v(b)u'(b)] - p(a) [u(a)v'(a)—v(a)u'(a)]

=p(b){—u(b)i’—lv(b)+v<b>§u(b)}—p(a){—u(a)ﬂvw)+v<a>ﬂu<a>} (2.32)

) ) a, a,
=0

elde edilir. Bu durumda

b

I(uL[v] —vL[u]) (x)pdx=0

a
b

b
[uLv)pdx= [ (Luyvpdx (2.33)

a

<u,Lv>:<L*u,v> = L=L

olarak bulunur ki sonucta Sturm-Liouville operatérii self-adjointtir.
2.3 GREEN FONKSIYONLARI

Homogen olmayan kismi tiirevli diferensiyel denklemlerin ¢oziimleri baslangi¢ kosullarina ve
homogen olmayan sinir kosullarina bagli olarak sifirdan farklidir. Hélbuki kismi tiirevli
diferensiyel denklem ve buna ait verilen simir kosullart homogen ise genellikle ¢oziim
fonksiyonlarinin bulunusunda Fourier yontemi veya bir baska ifadeyle degiskenlerine ayirma
yontemi kullanilmaktadir. Bununla birlikte bu tiir problemlerin ¢6ziimiinde 6zfonksiyonlarin

acilimi yontemi de kullanighdir.

Bu boliimde 6zellikle homogen olmayan sinir-deger problemlerinin ¢oziimiinde kullanilan
Green fonksiyonlar1 kavrami ve bu fonksiyonlarin ozellikleri tanitilacaktir. Green

fonksiyonlar1 matematigin uygulamalarinda da sik¢a kullanilmaktadir. Ornegin,

du _ ka_’: (2.34)
ot 0x

u(0,6)=0

u(L,1)=0 (2.35)
u(x,0) = g(x)
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seklinde smir kosullariyla ifade edilen bir boyutlu 1s1 problemi degiskenlerine ayirma yontemi

ile coziiliirse u(x,r) fonksiyonu,
uxn=>a, sinn—izxe"‘(””/“z’ (2.36)
n=1

biciminde elde edilir. Buradaki a, degerleri baslangic kosullarinin gerektirdigi g(x)

fonksiyonunun Fourier siniis serilerinin katsayilaridir. Bu durumda g(x) fonksiyonu ve a,

katsayilart,
g0=Ya, sinn—jL[x (2.37)
n=1
2% nwx
a =— x)sin——dx 2.38
= I g()sin = (2.38)

seklindedir. Elde edilen bu degerler (2.36) da yerine yazilirsa u(x,¢) fonksiyonu,

oo

nriwx, . NTTX  _g(nz/L)s
u(x,t) = { fg(xo)sm . do}smTe ML) (2.39)

n=l1

olup, integral ve sonsuz toplamin yerleri degistirildiginde

oo

L
u(x,0) = I g(x, )(Zzsin WX in 17 gtm/1) jdxo (2.40)
) L L L

n=l1

elde edilir. Ote yandan homogen olmayan denklemin asagida verilen homogen olan sinir

kosullar1 ile ¢oziimii;

2
du_ ka—+ f(x,1) (2.41)
ot
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u(O,t) =0
u(L,t)=0 (2.42)
u(x,0) = g(x)

Bu homogen olmayan problem verilen 6zfonksiyonlarin agilimi yontemine uygun olup,
uen=a, () sin% (2.43)
i=1

sonucuna ulagilir. Bu Fourier siniis serileri, u(x,z) ve sinnzx/L homogen sinir kosullarini

sagladigindan terim terim integre edilebilir. Bu nedenle a, (f) fonksiyonu,

da nw ? 2% nwx
L4+ k| — = t)=— ,t)sin——d 2.44
" (Ljan £, (1) L!f(x)l L (2.44)

seklindeki birinci mertebeden diferensiyel denklemin ¢oziimiidiir. Bu denklemde yer alan

f, (@) degerleri,

fan=Y (t)sinn—z-x (2.45)
i=1
ile ifade edilen f(x,t) fonksiyonunun Fourier siniis serilerinin katsayilaridir. (2.43) denklemi

integral carpani ¢ 71 kullantlarak coziiliirse a, (t) fonksiyonlari,
2 2 ! 2
a, (t) =a, (O)e—k(nﬂ'/L) t + e—k(lm'/L) tJ'f‘n ([0 )ek(nﬂ:/L) ty dto (246)
0

olarak bulunur. a,(0) degerleri de u(x,0)=g(x) baslangic kosulunun Fourier siniis

serilerinin katsayilar1 olup asagidaki bicimde tanimlidir.

nrw

¢ =Y a,(0)sin Lx 2.47)

n=l1
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2% . NTX
a,(0)=— ! g (x)sin = —dx (2.48)

Bu Fourier katsayilar1 u(x,¢) fonksiyonlar

ll

u(x.r) = K [ 8x)sin Lodxoje"‘(””/”’

i=1

(2.49)

—k(n. n nw
ek} ’I( _[f(xo,t )sm o gx J kna/Li 0 gy }mT

0

sekilde yazilirsa fonksiyonda yok edilebilir. Sonsuz toplamin ve integralin yerleri hem x,

hem de ¢, lizerinden degistirilirse,

L
=2 . nxX, . NTX —k(nz/L)*
u(x,t) = g(x)( Zsin—2sin——e jdx
! 0 ZL L L 0

Lt o
+[ [ £ (x0:1, )(Z%sin ”’2 0 in ﬂLxe—"W’/L (= jdt dx, (2.50)

elde edilir ki (2.50) esitliginin sag tarafinda yer alan ikinci integralin i¢indeki fonksiyon

Green fonksiyonu olarak adlandirilir ve,

nﬂxo si nn_me—k(nﬂ'/L)z(t—to)

G(x,1;%,,1,) = zzsm (2.51)

n=1

seklinde ifade edilir.

Sonug olarak ¢oziim fonksiyonu G(x,t;x,,%,) ile tanimli Green fonksiyonuna bagli olarak

L
u(x,t) = jg(xo )G(x,1;x,,t,)dx,
OL ’ (2.52)
+[ [ £ (0, 1)G (1%, 1, ety

00

seklinde bulunmus olur (Duffy 1997).
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2.4 GREEN FONKSiYONLARININ OZELLIKLERI

Sturm-Liouville operatorii selfadjoint olup bu operatér,

d? ,d
L= + n 2.53
pdx2 p T q (2.53)

seklinde tanimlidir ve bu operatdrle birlikte

o y(a)+a,y(a)=0 || +]e,| >0
(2.54)
By®)+ B,y () =0 |B]+]8.]>0

sinir kosullar1 verilsin. G : [a,b]X[a,b] &> R seklinde tanimli Green fonksiyonu asagidaki

ozelliklere sahiptir:

1) Green fonksiyonu her x,& € [a,b] i¢in simetriktir. Yani G(x,&) = G(&,x) esitligini saglar

ve ayrica x ve & degiskenlerine gore sinir kosullarini saglar.

2) G fonksiyonu [a,b]x[a,b] bolgesinde siireklidir ve [a,b]x[a,b]\{(x,&):x=¢)

araliginda G € C* dir. Ote yandan,

LG(x,$) = p(0)G, (x,8) + P (0G,(x,$) +q(x)G(x,§) =0 (2.55)
denklemini saglar.

3) 0G/dx fonksiyonu x = & noktasinda bir sigrama siireksizligine sahiptir.

06 o o) 26 o [9G o s o 0
L2 er=tim| Lrap-Li-00)

__ b (2.56)

p(&)
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2.5 GREEN FONKSiYONLARININ KURULMA YONTEMLERI

Green fonksiyonlarinin kurulumunda birden ¢ok metot mevcut olup, bu kisimda kurulus
yontemlerinden sadece ikisi olan seri formunda ve kapali formda elde edilisleri anlatilacaktir.

Oncelikle asagida ifade edilen 6zdeger denkleminin 6zelliklerini ifade etmek faydali olacaktir.
Ly, (x) = A,w(x)y,(x) (2.57)

seklinde tanimlanan denklemin tiim 6zdegerleri reeldir ve tiim dzfonksiyonlar1 ortogonaldir
veya ortogonallestirilebilir. Burada L operatorii Hermite operatorii olmaktadir. Bu nedenle

selfadjointtir. L operatoriiniin tiim y, (x) 6zfonksiyonlarinin bilindigi ve bu 6zfonksiyonlarin

probleme ait sinir kosullarin1 sagladig kabul edilsin. L operatoriiniin 6zfonksiyonlarinin bir

tam kiime olusturmasindan faydalanilarak homogen olmayan,
Ly(x) = f(x) (2.58)
denkleminin smir kosullarmma gore ¢oziimii bulunabilir. Bazi ¢, Kkatsayilari igin y(x)

seklindeki ¢6ziim fonksiyonlar1 bilinen ©6zfonksiyonlarin bir lineer kombinasyonu olarak

yazilabilir. Yani ¢oziim fonksiyonlari,
y(x) =Y c,y,(x) (2.59)
n=0

seklinde ifade edilebilir. Ly(x) = f(x)denklemi, L operatoriiniin lineer olmasi nedeniyle

asagidaki sekilde yazilabilir.

£ = Ly(x) = L(icn v <x)] = e Ly, (0= e, A w0y, (1) (2.60)
n=0 n=0 n=0

b ) o b )

[yif@dz=3 [, 4, @)y, (Dw(2)dz 2.61)

a n=0 4
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esitligi (2.60) denkleminin ilk ve son terimleri y:. ile carpilip, integre edilmesiyle elde edilir.
Ozfonksiyonlarin ortogonal olmasi nedeniyle, sag taraftaki integraller n # j icin sifirdir ve

dolayisiyla ¢, katsayilar1 asagidaki gibidir.

L In@r@a
I (2.62)

A%
[ 3@y, (w(2)dz

n

(2.61) bagintist yardimiyla tiim ¢, katsayilar1 bulunabilir. y(x) fonksiyonlar1 (2.59)

denkleminin ¢6ziim fonksiyonlaridir ve bu fonksiyonlar

N FACYIOTE
)= Y, (%) (2.63)
3@y, (w(2)dz

seklindedir. ¥, (x) fonksiyonlar1 normalize edilmis 6zfonksiyonlar ise her » i¢in,
b )
[5:,(3,(@w(z)dz =1 (2.64)

(2.62) esitligi toplam ve integrasyonun sirasi degistirilebildigi varsayilarak

A

n=0 n

Y =] {Z[i 3, (z)ﬁi(z)}}f&)dz (2.65)

a

bicimde yazilabilir. Son denklemdeki parantez icerisindeki toplam ifadesi genellikle G(x,¢)
seklinde yazilir ve problemin Green fonksiyonu olarak adlandirilir. Burada Green fonksiyonu

seri formunda elde edilmistir. Bunun sonucu olarak (2.65) esitligi,
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V@) = [Glx, ) f (2)dz (2.66)

halini alir. Boylece herhangi bir f(x) fonksiyonu i¢in Green fonksiyonu daima

olusturulabilir.

Homogen olmayan Sturm-Liouville probleminin ¢6ziimii i¢in sinir kogullari,

Ly =(p(0)y) +qx)y = fx) 2.67)
By=ay(a)+a,y(a)=0 (2.68)
B,y=pByb)+ £,y (b)=0 (2.69)

olmak iizere bu probleme ait Green fonksiyonu asagidaki denklemleri saglar.
LIG(x.&)]=6(x=¢) (2.70)
B [G(x,$)]=B,[G(x,£)]=0 (2.71)

Homogen denklemin (2.68) ve (2.69) ile verilen sinir kosullarin1 saglayan ¢oziimii y, ve y,

fonksiyonlari olsun. Green fonksiyonu x # & igin

Ly, =0, By, =0, (2.72)

Ly, =0, B,y, =0. (2.73)
homogen denklemi ve homogen sinir kogullarini saglar. S6zii edilen Green fonksiyonu,

Cl(é:)}ﬁ(x), a< xSf

2.74
¢, (&)y,(x), £<x<b (2.74)

G(x,§)={
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formunda olur. Burada & degiskeninin bilinmeyen fonksiyonlar1 ¢, ve ¢, fonksiyonlaridir.

G .8 =G(.9) (2.75)
(&) (&) =c,(£)y, () (2.76)

esitlikleri Green fonksiyonunun siirekliligindendir. (2.67) denklemi standart formda yazilarak,

G'(x,&) +£G’(x,§) +LG(x,&) = (2.77)
p p

O(x—4)
p
denklemine doniisiir. ¢, ve ¢, fonksiyonlari igin diger bir denklem ise x =& noktasindaki

sigrama siireksizliginden elde edilir ve bu

7, e+ r, - 1
G ,6)-G (5 ,6)=—fr 2.78
(&8 -G(& .9 G (2.78)

&GV, (E) e, E)y(E) = —. (2.79)
p(&)

seklindedir. Bu durumda ¢, ve ¢, fonksiyonlari i¢in

Cl(ﬁ))ﬁ(é)_cz(g)yz(g) =0 (2-80)

&)y ()=, (§)y (&) = S (2.81)
p(&)

denklem sistemi elde edilmis olur. Bu sistemi Cramer kuralina gore ¢oziilecek olursa,

(&)
P(&(W (&)

¥, (&)

&= W@y

(&)=~ (2.82)

esitliklerine ulasilir. Buradaki W(x), y, ve y, fonksiyonlarinin Wronskian’inidir. Boylece

istenen Green fonksiyonu,
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y1(x)y2(§) anSé:

G = pEOW(S) 283
¥, (0 (8) F<x<h
pEOWE)’

seklinde olup, Sturm-Liouville probleminin ¢dziimii de,

y=[G.& f(&ds (2.84)

ile tammhdir. Son esitlikte G(x,&) fonksiyonu ile w(x) =1 seklindeki agirlik fonksiyonu

integral denklemin cekirdegini olusturmaktadir. Buradaki (2.83) ile ifade edilen Green

fonksiyonu kapali formdadir.

Ornek 2.2:

y'=0, 0<x<l

y(0)=0, y1)=0 (2.85)

problemi i¢in Green fonksiyonunun elde edilisi asagida verilmektedir.

Burada L, =L, olup A=0"mn bir dzdeger olmadigi kolayca goriilir. u,(x)=x ve

u,(x) = x—1 seklinde secilsin. Bu durumda

x x-—1

W, ,u,) =
(@514, 11

‘ _1 (2.86)

olarak bulunur. O halde bu problem i¢in aranan Green fonksiyonu

_ x(&-1) 0<x<¢
G(x,&,A) _{f(x—l) f<r<t (2.87)

seklinde olur.
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2.5.1 Adi Diferensiyel Denklemler icin Green Fonksiyonunun Olusturulmasi

n -inci mertebeden bir diferensiyel denklem

L[y]=p,(x)y" +p,(x)y"" +..4p,(x)y=0 (2.88)

seklinde verilsin. Burada p, (x), p, (x),..., p, (x) fonksiyonlari [a,b] araliginda siirekli ve

P, (x) #0 dir. Sinir kosullar ise (k =1,2,...,n) olmak iizere

Vi =ay(a)+ey (a)+..+057 y"" (a)+ Boy(b)+ By (b)+..+ B y" " (b) (2.89)

ile verilsin. Burada y(a),y (a),...y""(a),y(b),y'(b),....y"" (b) nin fonksiyonlari olan
V,,...,V, ler lineer bagimsiz formlardir. (2.88) ve (2.89) ile verilen homogen sinir deger
probleminin y(x)=0 trivial ¢dziimiinden baska ¢ziimiiniin olmadig1 varsayilirsa simir deger

Green fonksiyonu G(x,&), a <& < b olmak iizere herhangi bir £ igin inga edilmis olunan ve

asagidaki 6zellikleri tasiyan bir fonksiyondur.

Ozellik 1. G(x,&) fonksiyonu a < x<b araliginda siireklidir ve x’e gore ilk n—2’inci

mertebeden tiirevleri vardir.

Ozellik 2. x’e gore n—1 inci mertebeden tiirevinin x=¢& noktasinda birinci cesit bir

stireksizligi vardir ve sigrama miktari

kadardir. Bir bagka deyisle,
Po(X)

9" G(x,&) 9769 1
dx"" |x=£&+0 dx"' |x=E-0 p,(x)

(2.90)

(2.90) denklemi [a,&) ve (&,b] arahiklarmm ikisinde de G(x,&) fonksiyonu x’in bir olarak

diisiiniiliir ve sonugta (2.88) denkleminin bir ¢6ziimii olacaktir (Hasanov et al 2002).
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2.5.2 Siir-Deger Problemlerinin Coziimiinde Green Fonksiyonunun Kullanilmasi

Smir deger problemlerinin pek ¢ok ¢odziim yolu oldugu bilinmekle beraber bu tez icinde
agirlik verilen Green fonksiyonlar ile ¢éziimleri de olduk¢a dnemli ve yogundur. Bu béliimde
sinir deger problemlerinin ¢6ziimiinde kullanilan Green fonksiyonlar1 anlatilacaktir.

Teorem 2.3:

Ikinci mertebeden tiirevi mevcut ve siirekli y fonksiyonlar1 igin, p(x) siirekli

diferensiyellenebilir, g(x) siirekli ve her x e [a,b] icin p(x) >0 olmak iizere L selfadjoint

operatori
d d N

LyE—(p(x)—yj+q(x)yE(p(x)y) +q(x)y (2.91)
dx dx

seklinde tanimli olsun. Oncelikle her x € [a,b] icin,

Ly=0 (2.92)

denkleminin

o y(@)+a,y(a)=0
(2.93)
:31)’(b) + ﬁzy,(b) =0

sinir kosullar altinda yalnizca sifir ¢oziimiiniin mevcut oldugunu varsayalim. Bu durumda

eger f fonksiyonu [a,b] aralifinda siirekli ise, her x e [a,b] igin,

Ly = f(x) (2.94)

homogen olmayan denkleminin (2.93) ile verilen sinir kosullar altinda
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b
Y@ =[G f (Dt (2.95)

seklinde yazilabilen tek bir ¢oziimii vardir. (2.95) denklemi agik olarak 1.¢esit Fredholm

integral denklemini ifade etmektedir. Buradaki G(x,t) fonksiyonu [a,b]X[a,b] lizerinde
siirekli ve {(x, y)€ la,b]X[a,b]:x # y} tizerinde ikinci mertebeden tiirevi siireklidir. Ayrica

t€ [a,b] igin,

oG oG 1

—(t+0,0)——(—0,1) = —. 2.96
o (t+0,1) o (t 1) () ( )

Ispat:

Coziim fonksiyonlarmin tek oldugunu gostermek amaciyla y, ve y, fonksiyonlarmin (c) ile
verilen sinir kosullariyla birlikte Ly = f(x) denklemini ¢6zdiigiinii varsayalim. Buradan
y =1y, —y, fonksiyonunun yine aynmi smir kosullariyla birlikte Ly =0 denklemini ¢ozer.
Hipotez geregi y fonksiyonu y =0 seklindeki sifir ¢coziimii olmalidir. Boylece y, =y, olup

problemin ¢dziimili mevcut ise bunun tek tiirlii oldugu agiktir.

Ly =0 denkleminin (2.93) ile verilen sinir kosullarindan birincisini saglayan y =u seklinde
bir ¢oziimii ve yine benzer sekilde aymi denklemin ikinci sinir kosulunu saglayan y=v

seklinde bir ¢oziimii vardir. Her x € [a,b] icin,

pOW(x)=A (2.97)

olmak iizere A # 0 olup, W(x) ise sozii edilen u ve v fonksiyonlarinin Wronskian

determinantini ifade etmektedir. Béylece G :[a,b]X[a,b] — R fonksiyonu,

u(x)v(t) <x<i<h
A 9
G(x,t)= 2.98
D=1 o) e (2:98)
D, <
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seklinde tanimlanabilir. G(x,¢) fonksiyonunun [a,b]X[a,b] iizerinde siirekli oldugu 7 — x
icin sag ve sol limit alinarak gosterilebilir. Diger taraftan G(x,7) fonksiyonunun x <t ve

x >t i¢in iki defa siirekli tiirevlenebilirdir ve ayrica ¢ € [a, b]

9 i v0.0-LC -0 = lim(u(t W) wove )j
ax a_x x—t A A

_Wo

A

1
= 2.99
p() (239

Son olarak x e [a,b] i¢in,
Y@ =[G f(yar (2.100)
ya da bagka bir ifadeyle
y(x) = %!u(t)f (1)dr + “;) [v(t)f (1)t (2.101)

fonksiyonunun (2.93)-(2.94) probleminin bir ¢6ziimii oldugu gosterilmelidir. y fonksiyonu

G siirekli oldukga iyi tanimli olacagindan,

u(a) t
y(a) = T.[Vf

a

(2.102)

B V(b) b
y(b) —Tguf

yazilabilir. (2.101) bagintist tiiretilirse, x € [a,b] icin,
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V(x) = V'X‘) ]uf P YU ) | w) jvf a0 £ (x)

A A A
, : (2.103)
Vi(x) ¢ u'(x) f
= i‘ [ur + ; [vf
olur dolayisiyla
i _ u/(a) b
yi@=" j of
(2.104)
i _ V’(b) b
yib)=— j uf.
(2.92) ve (2.104)’den u fonksiyonu birinci sinir kosulunu sagladigindan,
1 b
a,y(a)+a,y(a)= Z(alu(a) + Otzu'(a))J. vf =0 (2.105)

elde edilir. Boylece y fonksiyonunun da birinci sinir kosulunu sagladigi goriiliir. Benzer
sekilde v fonksiyonu ikinci sinir kosulunu sagladigindan, y de ikinci sinir kosulunu saglar.

Diger taraftan (2.103) bagintis1 p(x) ile carpilarak, ikinci defa tiirev alinirsa,

pon POV L pu'(x) |
p(x)y'(x) _Tluf +T£vf (2.106)
d @=L L o ontur + L piow
Py @) = (py <x)>£ uf = P (D) f ()
L oo =L pa oo £ o 2.107)
A dx / A

Ayrica pW = p(uv’—u’v)=A ve Lu= Lv=0 olup,
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Lu

Ly:%j:uf +=c[vrr=1 (2.108)

elde edilir ki ispat tamamlanir.

Burada dikkat edilirse Green fonksiyonunun kurulugsu f fonksiyonundan bagimsiz olarak

yapilmaktadir. Baska bir deyisle elde edilen Green fonksiyonu her f fonksiyonu igin

kullanilabilir.

2.5.3 ikinci Mertebeden Self-adjoint Stmr Deger Problemi icin Coziilebilirlik Kosulu

Homogen olmayan lineer sinir deger problemlerinin ¢dziimiiniin mevcut olmadigi durumlar

olabilir. Genel olarak,

(P(x)Y" (X)) +q(x) y(x) = f(x)

(2.109)
y(a)=y(b)=0
g6z Oniine alinsin. Eger #(x) homogen problemin bir ¢dziimii ise
(p()u’(x))" + g(x)u(x) =0 (2.110)

ve u(a) =u(b) =0 olur. (2.109) denklemi u(x) ile carpilip a ’dan b ’ye integre edilirse,

b b
[u@{(px)y ) + gy} dx = [u(x) f (x)dx . (2.111)

Kismi integrasyonla, u(a) = u(b) =0 oldugu da goz Oniine alinirsa,

b

[uC(p(x)y () dx = [u(x) p(0)y ()T, = [ py (o’ (x)x

a

=—[ p(x)y (u ()dx (2.112)
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elde edilir. Tekrar kismi integrasyon uygulanirsa, y(a)= y(b)=0oldugu da goz Oniine

alinarak,

b b
~[ POy @ )dx =~ pu () YL, + [ (L’ (@) y(x)dx

b
= [ (pCou’ ()Y y(x)dx (2.113)

Bu esitlik (2.111) de yerine yazilirsa,

[ Yo () + gCou)}dx =[u(x) £ (x)dx (2.114)

bagmtisina ulasilir ki #(x) homogen problemin ¢6ziimii oldugundan,

jmmfuym=o (2.115)

a

elde edilir. Bu da (2.109) probleminin ¢oziilebilmesi icin gerekli sartin f(x) fonksiyonunun
homogen problemin ¢6ziimii olan u(x) fonksiyonuna ortogonal olmasi gerektigini

belirtmektedir.

Ornek 2.3:

f+iy=fu) (2.116)
diferensiyel denklemi i¢in sinir kosullariyla

y(0)=y(@) =0 (2.117)

olarak verilen. Green fonksiyonunun bulunmasi ve f(x)=sin2x ve f(x)=x/2

fonksiyonlar1 icin ¢6ziim asagidaki gibi ifade edilmektedir.
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Denklemin sol tarafindaki operatdr verilen smir kosullart altinda Hermite operatorii
oldugundan Green fonksiyonunun olusturulabilmesi i¢in o©ncelikle 6zfonksiyonlarinin

bulunmasi gerekir. Bu dzfonksiyonlar da,

y”+iy:/1y (2.118)

denklemini saglayacaktir. Bu denklemin ¢6ziimdi,

y(x):Asin( i—ﬂ]x+Bcos(,/%—ljx (2.119)

seklindedir. Sinir kosullar1 B =0 ve sin( i— ﬂJz =0 olmasin1 gerektirir ki bu durumda

i—z =n, n=0,+1%2,.. (2.120)

olmalidir. Boylece smir kosullarim1 saglayan lineer bagimsiz Ozfonksiyonlar, n negatif

olmayan bir tamsay1 olmak iizere,
v, (x)=A sinnx (2.121)

seklindedir. Ayrica bunlara karsilik gelen 6zdegerler de,

2 =1_,2 (2.122)

T 1/2
j A% sin® nxdx = 1 = A= (—j (2.123)
0

esitligi ile belirlidir. O halde sozii edilen problem icin gerekli Green fonksiyonu,
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G(x.2) = gi sin nxsin nz

1
n=0 *—”2
4

ile tanimlidir. f(x) =sin2x ic¢in problemin ¢6ziimiinde,

T oo . . oo . T
sinnxsinng | . 2 sinnx’¢ . .
[ E ﬁ} sin2zdz = — ﬁ_‘. sin nzsin 2zdz
7[ —
0

n=0 n T =0 T n 0

4

bulunur. Bu denklemin en solundaki integral n =2 olmadikca sifirdir.

durumunda ise,
T

. T
jsmz 2zd7 =—
0 2

elde edilir. f(x) =sin2x icin problemin ¢6ziimii,

2sin2x 4
y(x )———

—=——-sin2x
15/4 2 15

seklinde elde edilir. f(x) = x/2 i¢in ise ¢dziim fonksiyonu,

smnxsmnz Z 1 sin nx
o) = f( —} 13

J.zsmnzdz
n=0 Z_n 2 7[}104_]1

olarak tanimlidir. Integral kismi integrasyonla hesaplanirsa, n # 0 icin

3

V3 T
) 7CoSnz cos nz

jzsmnzdz={ } +'[

0 0 0
. V.4

—mcosnzm | sinng

= =+ 5

n n 0
z(=1)"
n
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(2.125)

n=2 olmasi

(2.126)

(2.127)

(2.128)

(2.129)



n =0 i¢in integralin degeri sifir olur ki f(x) = x/2 olmasi halinde ¢6ziim fonksiyonu,

Y =Y 1y s (2.130)
n=l1

n Z—n2

ile tanimlidir (Krasnov et al. 1976).

2.6 LINEER DENKLEMLER iCiN GREEN FONKSiYONU iLE iLGiLi ORNEKLER
2.6.1 Green Fonksiyonlar1 Kurulusu

Modern matematikte ve fizik, miithendislik gibi diger bilim dallarinda Green fonksiyonlarinin
onemi yogun bir sekilde vurgulanmaktadir. Ozellikle sinir deger problemlerinin ¢oziimleri
tizerindeki etkisi, fonksiyonun 6zelliklerini tam anlamiyla yansitmaktadir. Bu boliimde gerek
uygulamali matematikte gerekse mekanik fizik ve miihendislikte Green fonksiyonunun
kurulusu ile ve uygulama alanlar ile ilgili seckin drnekler verilecektir.

Ornek 2.4:

y'+Ay=0, >0, 0<x<7x (2.131)
denklemi i¢in sinir kosullar

y(0)=0, y(7)=0 (2.132)
seklinde verilen problemin Green fonksiyonunun elde edilisi asagida verilmektedir.

Burada L(y)=y" ve L,(y)=y"+Ay oldugu gbz oniinde bulundurulsun. Probleme ait

Ozdegerler A, = n*, n=1,2,3,... biciminde oldugundan, A # n icin;

u, (x) =sin\Ax

(2.133)
u,(x)=sin \/Z(x —TT)X
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seklinde secilirse bu durumda

0 —sin \/Zx

=-— ﬂsinx/Zﬂ'
JA  JAcosAx

k(0)W (u,,u,)(0) =

elde edilir ve aranan Green fonksiyonu,

_sin VAxsinA(&-7)
G(x,E,A) = \/Zsin ﬁx
_sin ﬁfsin \/z(x—ft)
\/Zsinﬁx ’

seklinde elde edilmis olur.
Ornek 2.5:

u=00<x<l1
u)+ul)=0
wW'(0)+u’1)=0

sistemi i¢in Green fonksiyonunun kurulumunda,

u; =0, x>&E>0
ug(¢7) =0, w; €M =1

olmak iizere

G(x,$)=H (x=&)u; (x)+Ax+B=E(x,{)+ Ax+B

olacak sekilde Green fonksiyonlar1 bulunmalidir. Bu durumda;

[0 os
Exe)= x=¢& x<é<1
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(2.135)

(2.136)

(2.137)

(2.138)
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biciminde tanimli ve ayrica,

B(G)=(E(0,¢)+B)+(E(L,¢)+A+B)
=2B+A+(1+£)=0
B,(G)=(0+A)+(1+A)

¢Oziim yapildig: taktirde

A=—1/2
B=-1/4+¢/2

olarak bulunur dolayisiyla aranan Green fonksiyonu,

%x—%+§, 0<x>¢
G(x,5) = 1 £ x
ERREE S Y
veya
1 j—
G(X,é:):—z'f'@

seklinde bulunmus olur.

Ornek 2.6 :

Y4+dy=x, y0)= y(§>=o

sinir deger problemi i¢in Green fonksiyonunu elde edilisinde 6ncelikle

Yy (x)=0, y(0)= y(%j =0
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seklindeki sinir deger probleminin ¢oziimleri bulunmalidir. S6zii edilen problemin iki lineer

bagimsiz ¢oziimii,

yi(x)=x
y(W)=r-2
oldugundan
yl(x)yZ(f) 0< x
ool we T
M P
wé 7T T2

formunda bir Green fonksiyonu aranacaktir. Burada,

W:é: é‘:_%_ﬂ.

11 2

olur. Dolayisiyla,

(%f—ljx, 0<x<¢&
e (%x—ljé‘, §st§

olacak sekilde sonuca ulasilir.

Ornek 2.7:

f(x), 0<x<L’de pargal diizgiin fonksiyon olmak iizere
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(2.147)

(2.148)

(2.149)
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Y ==f(x) o<x<L (2.151)
kismi diferensiyel denkelmi
Y(0)=0=y(L) (2.152)

sinir kosullart ile bir sinir deger problemidir. Bu problemin ¢6ziimiinde
x¢

Y(x)==[f()dz+A  y(x)=—[] f(z)dzdé+Ax+B (2.153)
00

hesaplanir. A ve B belirtilen sabitler olmak iizere sinir kosullart

0=0+A-0+B
0 2.154
0=—[[f(z)dd&+AL+B (2.154)
00
sonuglarini verir. Buradan
161
B=0, A=z”f(z)dzd§ (2.155)

00

elde edilir. Burada ¢ift katli integral, integralin yerleri degistirilerek tek katli integrale

doniistiiriiliip asagidaki gibi ifade edilebilir

x & X X X

”f(z)dzdé::”f(z)dfdz=J.(x—z)f(z)dz (2.156)
0z 0

00

boylece ¢oziim su sekilde yazilir
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YW === f @dz+ [ (L=2)f )z
0 0

e

(L=9)f (@)de+ [ (L=2)f (2)ds (2.157)

G(x,2) f(2)dz

Oy N O ey

burada G(x,z) Green fonksiyonu

Z(L—x)
L
x(L-2)
L

, 0<z<«x

G(x,z2)= (2.158)

, x<z<ZL

olarak tanimlanir (Pinsky 1991).
2.6.2 Uygulamalarda Green Fonksiyonlari

Ornek 2.8 :

¢ uzunlugundaki titresen bir seride ait diferensiyel denklem ve buna ait sinir kosullari,

VI + &) = f(©) ¢=[0.q (2.159)

v(0) =v(¢

f ) (,) (2.160)
v(0)=v(0)
seklindedir. Bu problem selfadjoint olup, homogen denklemin ¢oziimleri sin A& vecos A&

bicimindedir. Coziim fonksiyonlar1 bunlarin bir lineer kombinasyonu olarak ifade edilmek

istenirse,

u(@)=AsinAé+A,cosAé 0<E<x

u(&) = B, sin A& + B, cos A& x<E<Le (2.161)
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ve ayrica sinir kosullarinin uygulanmasiyla da,

A, = B;sin Al + B, cos Al

. (2.162)
A, = B, cos Al — B, sin Al
elde edilir. Diger taraftan u(&) fonksiyonunun x = & noktasindaki siirekliliginden,
(B,—A)sin Ax+(B,—A,)cos Ax=0 (2.163)
ve u'(&) fonksiyonunun x =& noktasindaki sigrama siireksizliginden,
A(B, — A)cos Ax—A(B, —A,)sinAx =1 (2.164)
denklemlerine ulagilir.
Elde edilen bu dort denklemden A,, A,, B, B, katsayilar ¢oziiliirse,
sinl(x—;j cosl(x—ij
As A=
2Asin A— 2Asin A—
2 2
(2.165)
sinl(x+;j cosl(x—ij
B = — B, = —
2Asin A— 2Asin A—
2 2

seklinde bulunmus olur. Béylece aranan Green fonksiyonu da,
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cosﬂ(x—f—ej
2, 0<&<x
2/1sin/1£
G(x,&) = 2 e (2.166)
cosﬂ(x—§+j
LN
2/1$in/1£

esitligiyle tanimlhidir.

Ornek 2.9:

u, =’u, diferensiyel denkleminin

u(0,0)=u(L,t)=0
u(x,0)= f(x) (2.167)
u,(x,0=0

olarak verilen simmir kosullar1 ile coziimii, degiskenlerine ayirma yontemi kullanilarak

2
u,=au,_ de

ux,)=XT@), XT'=a’XT (2.168)
X" 1

= 2.169
X oT ( )

elde edilir. x’e bagli X”/X ve t’ye bagh T"/ a’T fonksiyonlari biitiin x ve ¢’ler icin ancak

her biri ayn1 sabite esit ise uyusabilirler. Bu sebeple bir A sabiti i¢in

X _ T _, (2.170)
X
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olur ki burada —A kullanilmasi 6zdeger probleminin taninmasini kolaylastirmak icin

kullanilmaktadir. Boylece kismi tiirevli denklem iki ayr adi diferensiyel denkleme asagidaki

sekilde ayrilabilir;
X"+1X =0
(2.171)
T"+Ad’T =0
Sinir kosullarina gore
0,=X0)+T()=0
u(0,0)=X0)+T () 2.172)
u(L,t)=X(L)+T(t)=0
olur ve 6zdeger problemi
X"+ 1X =0, X0)=X(L)=0 (2.173)
olarak tanimlanir ve bu problemin 6zdegerleri
n’r’
A = T n=12,3,.. (2.174)
sayilaridir ve A, ’lere ait fonksiyonlar
X, :sin”—’zx, n=1,23, .. (2.175)

(2.171) diisiiniilerek u,(x,0) = X (x)T’(0) =0 homogen baslangi¢ kosulu 7'(0) =0 oldugunu
gosteririr. Ayrica 4, =n’z’ /[’ 6zdegeri ile ilgili T, () ¢oziimii
22,2

,» N ’
1+ T =0, T0)=0 (2.176)

kosullarini saglamalidir. (2.176)’deki diferensiyel denklemin genel ¢oziimii
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ot . nuot

T, (t) =A, cos n + B, sin 2.177)
dir.

/(1) =" (—Aﬂ sin X 1 B cos MY J (2.178)

L L L

tirevi B, =0 ise 7,(0) =0 kosulunu saglar. Boylece (2.176) in ¢oziimii

T (1) =cos ¥ (2.179)
olarak bulunur. (2.175) ve (2.179) sonuglar birlestirilerek n=1,2,3,... i¢in

u (x,0) =X, (1)T, (1) =cos 2% sin”—;fx (2.180)

carpim fonksiyonlarinin sonsuz dizisi elde edilir. Bu sonu¢ problemin homogen sinir

kosullarini saglar. Ust iiste ekleme ile

u, () =Y A X, ()T, ()= 4, cos ”’Zm sin”—’fC (2.181)
n=l

n=1

sonsuz serisi elde edilir. 0 < x < L olmak iizere

u(x,00=3 4, sin”—7L”= (0 (2.182)
n=l1

homogen olmayan sinir kosullarimi saglamak icin A katsayilarim se¢mek gerekir ki

2% . NTX
a,== ! f(sin="=dx (2.183)
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secilir ki bu [O, L] araliginda f(x)’in Fourier siniis serisini verir. Boylece problemin seri

¢oziimii {A,} "~ katsaylar1 (2.183) kullamlarakhesaplanan

u(x,t)=3 A, cos ”’Z“’ sinn—izx (2.184)

n=1

seri, f(x)’in Fourier siniis serisinden sadece n. terimde cos(nzat/L) c¢arpani kullanilarak

elde edilir (Akin 2006).
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BOLUM 3

INTEGRAL DENKLEMLER

Diferensiyel denklemler kurami matematik, modern miihendislik, fizik egitiminin ve
uygulamalarinin 6nemli bir kismini olugturmaktadir. Genel olarak diferensiyel denklemler, bir
takim bagimsiz degiskenleri, bu degiskenlerin fonksiyonlarim1 ve fonksiyonlarin sonlu
mertebeden tiirevlerini iceren denklemlerdir. Dogal bilimler ve sosyal bilimlerdeki siireclerin
matematik modellerinin olusturulmasinda karsimiza genel olarak diferensiyel denklemler
cikmaktadir. Integral denklemler kavramu ise diferensiyel denklemlerin ¢oziimiinde kullanilan

integral doniistimleri ile ortaya ¢cikmustir.

Integral denklemler ilk olarak Pier Simon Laplace tarafindan 1782’de fizik ve astronomi
alaninda kullanilmistir. Fakat integral denklemler kavram olarak ilk 1888’de Bois Reymond
tarafindan ele alinmistir. Vean B. Fourier 1822 yilinda 1s1 denkleminin ¢dziimiinde kullanilan
denklemleri vermistir. Abel baglangic1 1823’e dayanan integral denklemleri caligsmalarinda

mekanik problemlerinin genel formiilii

f(x)=T o) 4, 7(0)=0, O<a<l 3.1)

olan bir integral denklemini ortaya koymustur. a =0, & :% sinirlarinin secimi ile Huygens

toutochrone(esit zaman ) problemini ilk olarak ele almistir.
o(x) = (x)+A[ K (x,0)p(r) dt (3.2)

integral denklemini Poisson tarafindan ele alinmis, daha sonra 1830 yilinda Liouville

tarafindan ¢oziimiin serisel yakinsakligi ispatlanmistir. Vita Volterra (1860-1940) tarafindan
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integral sinirlarindan  birinin - x  degiskeni oldugu lineer integrallere ait c¢aligmalar

yayinlanmugtir. Integral simirlarinda x = b degisimini yaparak elde edilen
b
o(x)=f (x)+A[ K (x.00(1) dt (3.3)

integral denklemi ilk olarak Eric Ivan Fredholm tarafindan 1900 yilinda aragtirilmustur.

Bu boliimde, kisaca tarihi gelisiminden s6z edilen integral denklemler ve onlarin

siniflandirilmast iizerine bilgi verilmektedir.

3.1 INTEGRAL DENKLEMLER VE INTEGRAL  DENKLEMLERIN
SINIFLANDIRILMASI

Genel olarak ifade edilebilir ki; bilinmeyen fonksiyonun integral isareti altinda bulundugu
denklemlere integral denklemler denilmektedir. (a,b) aralig: iizerinde negatif olmayan bir

b
f(x) fonksiyonu igin j f (x)dx integrali sonlu ise f(x) fonksiyonu (a,b) aralig: iizerinde

a

integre edilebilirdir. A sayisal bir parametre, f(x) ve K(x,) bilinen fonksiyonlar, q)(x) ise
bilinmeyen bir fonksiyon olmak iizere tek degiskenli fonksiyonlarda bir integral denklemin en

genel hali agagidaki gibidir;
b
v (x)o(x) = f (x)+A[ K (x,1) (1) dt (3.4)

Burada K (x,t) fonksiyonuna integral denklemin ¢ekirdegi denmektedir. Integral

denklemlerin smiflandirilmasi lineer ve lineer olmayan integral denklemler, singiiler ve
singiiler olmayan integral denklemler, Volterra ve Fredholm integral denklemler, diger tipte

integral denklemler seklinde yapilmaktadir.
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3.1.1 Lineer ve lineer olmayan integral denklemler

@(x) bilinmeyen bir fonksiyon olmak iizere
b
o(x)=f (x)+ [ K(x.0p(t)dt (3.5)

integral denkleminde ¢@(x) bilinmeyen fonksiyonu lineer ise (3.5) integral denklemi

lineerdir.
b
o(x)=f(x)+[K(eng" (t)dt,  n#l (3.6)

integral denkleminde @(x) bilinmeyen fonksiyonunun n.kuvveti bulundugundan (3.6)

denklemi lineer olmayan integral denklemdir.
3.1.2 Singiiler ve Singiiler olmayan Integral Denklemler

a<x<b,a<t<b arahgmmda K(x,r) fonksiyonu siirekli ise integral denklem singiiler (tekil)
olmayan integral denklem, K(x,r) fonksiyonu siirekli degil ise integral denklem singiiler
integral denklemdir. Ayrica integral sinirlarinin en az birinin sonsuz olmast halinde de

integral denklem singiiler integral denklem sinifina dahil olacaktir. Ornegin u (x)’in Fourier

Siniis Transformasyonu olan f (x) fonksiyonu

f(x)= Isin xtu(t)dt (3.7)
ve u(x)’in Laplace Transformasyonu olarak kullanilan

flx)= Ie"”u(t)dt (3.8)
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f (x) fonksiyonu singiiler integral denklemidir (Aksoy 1983).

Ayrica ¢(x) bilinmeyen fonksiyon ve u(x), f (x),K(x,7) bilinen fonksiyonlar olmak iizere

u(x)= J.K(x,t)q)(t)dt
¢ (3.9)

u(x)= f(x)+j.K(x,t)¢)(t)dt

seklindeki integral denklemlerinde bilinmeyen fonksiyon sadece integral icinde oldugundan 1.

cesit integral denklem olarak adlandirilmaktadir. Benzer sekilde ¢(x) bilinmeyen fonksiyon

ve f(x),K(x,t) bilinen fonksiyonlar olmak iizere
b
@(x) =£K(x,t)(p(t)dt (3.10)

o(x)=f (x)+ [ K(x.0p(t)dt (3.11)

seklindeki integral denklemlerin de bilinmeyen fonksiyon hem integral i¢cinde hem de integral

disinda oldugundan 2. cesit integral denklem olarak adlandirilmaktadir.
b
u(x)q)(x):f(x)+J'K(x,t)(p(t)dt (3.12)

olarak verilen integral denklemde de ¢(x) bilinmeyen fonksiyon ve u(x),f(x),K(x,1)

bilinen fonksiyonlardir ve burada integral disindaki bilinmeyen fonksiyonun katsayisi

nedeniyle integral denklem 3. ¢esit integral denklem adin1 almaktadir.
Integral denklemlerin smiflandirilmasina bakildiginda homogen ve homogen olmayan integral

denklemlerle de karsilagilmaktadir. Bir integral denklemde integralin disinda ve bilinmeyen

@ fonksiyonu disinda bir f fonksiyonu bulundurmayan (3.10) tipindeki integral denklemlere
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homogen integral denklem, f fonksiyonu bulunduran (3.11) tipindeki integral denklemlere

homogen olmayan integral denklemler denir.

A#0 ve A#1 olan bir parametre olmak iizere integral denklemlere A ’nin ilave edilmesiyle
daha genel durum elde edilir ve bu tiir denklemler parametreli integral denklemler olarak

adlandirtr ve asagidaki sekilde ifade edilir;
X b
o(x)=f (x)+A[ K(x.0)p(1)dt, (x) = f(0)+A[ K(x.0p(t)dt (3.13)

3.1.3 Diger Tipte integral Denklemler

K(x,y) cekirdegi sadece x—t¢’ yi degisken kabul eden fonksiyon olmak {izere

o(x)= f(0+ [ Kx—D)p(r)dt (3.14)

o(x)= f(0+ [ K(x,x—1)p(t)dt (3.15)

Denklemleri verilsin. Burada (3.14) denklemi konvolisyon integral denklemi, (3.15)

denklemine hemen hemen konvolisyon integral denklemi formundadir. (3.14)’de K(x,x—1)

cekirdegi (3.14)’daki K(x—1t) cekirdeginden fark: iki degiskenli ¢ekirdek olmasidir.

(3.14) ile verilen denklemde x—7 <0 iken K(x—t)=0 olmasi durumunda
o(x)=f0+ [ K(x—n)p(r)dt (3.16)
x<t veya t <0 iken K(x—¢)=0 olmasi durumunda

o(x)=f (x)+ [ K(x=n)p(t)dr (3.17)
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seklinde ve (3.16)’lin 6zel hali olan konvolisyon cekirdekli Volterra integral denkleme

ulasilir.

Integro diferensiyel denklemler de bilinmeyen fonksiyonun tiirevlerini iceren integral

denklemdir ve

a,(x)¢" (x)+a, ()¢ (x) +...+a, (x) p(x)+ ZJK (x.1)¢" (1)dr = [ (x) (3.18)

m=0 (

formunda bir denklemdir. Burada a,(x),....a,(x), f(x), K, (x,t)(m=0,1,2,...s) bilinen

"

fonksiyonlar ve ¢(x) ise bilinmeyen fonksiyondur.

Konvolisyon ¢ekirdekli ve [0,+co] araliginda tanimh

o(x)= £ ()+ [ K(s=ng()dr (3.19)

seklindeki integral denklemlere Wiener-Hopf denklemi denir. Fox integral denklemi de

asagidaki gibi tanimlanmaktadir;
o(x)=f (x)+ [ K(xn)p(t)dt (0< x <o) (3.20)
0

n -boyutlu uzayin bir D bolgesinde x ve y n-boyutlu vektor olarak ¢izildiginde
o(x)= f(0+[K(x.np(t)dr (3.21)
D

olacak sekilde vektorel formda bir integral denklem elde edilir. iki boyutlu integral

denklemler ise
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o(x.y)= f (x,3)+ [ [ KCx,y.t,, )0 (1.1, ) dydt, (3.22)

a a

formunda ifade edilir (Aksoy 1983).

3.2 VOLTERRA VE FREDHOLM INTEGRAL DENKLEMLER

K(x,7) bilinen fonksiyon integral denkleminin cekirdegi A sayisal bir parametre, f (x)

bilinen fonksiyon, ¢(x) bilinmeyen fonksiyon olmak iizere

o(3)= £ (x)+ A K(x0(1)dr (3.23)

denklemi, ikinci cesit Volterra lineer denklemi olarak isimlendirilir. f(x)=0 ise (3.23)

denklemi
olx)= AI K (x,1)o(¢ )dt (3.24)

formunu alir ve ikinci ¢esit homogen Volterra denklemi olarak adlandirilir. @(x) bilinmeyen

bir fonksiyon olmak iizere,
[ K )ple)ar = f(x) (3.25)

denklemi birinci cesit Volterra integral denklemi olarak isimlendirilir. Bu tiir denklemlerde,
integral isaretinin iist smirinda (veya sinirlarindan birinde) x degiskeni bulunmaktadir. x

degiskeninin x=» gibi sabit bir degere esit olmast halinde yazilabilecek,

jiK(x,t)qo(t)dt: f(x) (3.26)
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seklindeki denklemlere ise Fredholm integral denklemleri denilmektedir. Fredholm integral
denklemi de denklemin igerigine gore 1., 2. ve 3. cesit integral denklemi olarak

gruplandirilmaktadir ve bu denklemler sirasiyla asagida verilmistir.

F(x)=[Kxnp(r)ar
¢(x):f(x)+/1IK(x,t)¢(t)dt (3.27)

yv(x)o(x)= f(x)+ile(x,t)¢(t)dt

(Lovitt 1950).

3.3 LINEER DIiFERENSIYEL DENKLEMLER iLE VOLTERRA INTEGRAL
DENKLEMLERI ARASINDAKI iLiSKi

Degisken veya sabit katsayili lineer diferensiyel denklemler baslangic kosullart verilerek
Volterra tipinde bir integral denkleme doOniistiiriilebilir. Yani ». mertebeden lineer

diferensiyel denklem asagidaki gibi verilirse

(n) (n-1) (n-2)

y y y dy
RO + al(x)W+ az(x)W+ ..ta,, (x)a+ a,(x)y=f(x) (3.28)

bu diferensiyel denklemin baslangi¢ kosullari
Y(0) = ¢y, ¥ (0) = ¢ YV (O) = ¢, (3.29)
ise bu kosullar gercekleyen ¢oziimil ikinci ¢esit bir Volterra integral denkleminin ¢dziimiine

indirgenebilir. Bu sOylenenler ikinci mertebeden bir lineer diferensiyel denklem iizerinde

gerceklestirilecek olursa, denklem ve sinir kosullari

—+a,(x)=F(x) (3.30)
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y(0)=C,, y'(0)=C, (3.31)

Y~ p(x) (3.32)

denecek olursa (3.31) baslangic kosullar1 dikkate alinarak (3.32) denklemi ard arda iki kez

integre edilirse

— = t)dt+C,,
- ! o(1)di+C,
(3.33)
y=|(x-1)e(t)dt+Cx+C,
0

bulunur. Bu sonuca ulasabilmek icin asagidaki bagintidan yararlanilir,
X X X 1 X .
de!dx..! f(x)dx= _1)!;[()6—1)( U f(z)dz (3.34)
0 0 0 0
(3.33) ve (3.34) dikkate alinarak (3.30) diferensiyel denklemi
¢(x)+ja ( )(0 dt+Ca +J‘a2 dt+Cxa2( )+ Coaz(x)zF(x) (3.35)

0
formunda ya da

j[a _t)kD( )dr = (x)_cla1(x)_Clxaz(x)_coaz(x) (3.36)

yazilabilir. Eger,
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K(x,1)= —[al (x)+a, (x)(x—t)]

(3.37)
f(x)=F(x)-Ca, - Cxa,(x)-Cya, (x)
secilirse (3.36) denklemi
olx) = [ K (x.0)ple)de + £ (x) (3.38)
0
seklindeki ikinci cesit Volterra integral denklemine doniistiiriilmiis olur.
Ornek 3.1:
x=0 i¢in y=0, y =1 baslangi¢ kosullar1 ile verilen,
d’y
+y=cosx 3.39
2 Y (3.39)
diferensiyel denklemi integral denkleme doniistiiriilsiin.
2
d Y — u(x) (3.40)
x
&y _dy (3.41)
dx*  dx '
olup
j dy’ = j u(x)dx (3.42)
0 0
’ x T
Y (x)| - [uxdx (3.43)

0
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X

y(x)—1= I u(x)dx

0
oo dy T
y(x)—a—1+£u(x)dx

bulunur ve iki kere daha integral alinirsa

ce— =

dy = j{l + jiu(x)dx}dx

|y(x)|; = jdx%—jjiu(x)dxdx

0 00

()= 3(0) =|x|g+ [(x=)utor

() =x+ [ (x=nu(r)de

0
olur. Bulunanlar (3.39)’te yerine yazilirsa
u(x)+x+ I(x—t)u(t)dt =Cos X

0

bu sonucta diizenlenerek

u(x) = cosx—x+]£(t—x)u(t)dt

seklinde 2. ¢esit bir Volterra integral denklemine ulagilmis olur.

61

(3.44)

(3.45)

(3.46)

(3.47)

(3.48)

(3.49)

(3.50)

(3.51)



Ayn1 zamanda bir integral denklem bir diferensiyel denkleme doniistiiriilebilir. Bunun icin

Leibnitz formiiliiniin uygulanmas yeterlidir.

Ornek 3.2:

Asagidaki verilen integral denklem diferensiyel denkleme doniistiiriilsiin.

u(x)— ﬂj sintu(t)dt = x
0

Verilen denklemin her iki tarafinin x’e gore tiirevi alinirsa

%—ﬂdij'sin tu(t)dt =1

0

Leibnitz formiiliine gore

d ¢ . ( . .
—Ju(t) sintdt = J.Odt +u(x)sin x = u(x)sin x
dx 0 0

elde edilir ve (3.53) ifadesi
u' —Ausinx =1

seklini alir.

3.4 INTEGRAL DENKLEMLERIN COZUM YONTEMLERI

(3.52)

(3.53)

(3.54)

(3.55)

Integral denklemlerin sonucuna ulasmak icin bircok ¢oziim yontemi vardir. Bunlardan en sik

kullanilanlar1 ardigik yaklastirma metodu ve teorik yontemdir. Bu kisimda integral denklemin

¢cOziimiinde kullanilan bu yontemler agiklanacaktir.
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3.4.1 Ardisik Yaklastirma Metodu

o(x) = f(x)+ A K(x,0)(t)dt (3.56)

formunda verilen integral denklemi igin ilk yaklasim A=0 olsun. @(x)= f(x) olup bu

@, (x) ile gosterilsin.(3.56)" de yerine konulacak olursa ve bu da ¢, (x) ile gosterilirse

b
@ (x)= F)+A[ K (x.0@, (1) dt (3.57)
olur ve bu integral x ’in fonksiyonu olacagindan bunu
b
6(x)=[K(x.0)p, (1)ar (3.58)

ile gosterilerek (3.57) ifadesi kisaca
¢ (x) = f (x)+ 24 (x) (3.59)
seklinde yazilabilir. Buna gore ilk yaklagim

9 (x)=f(x)=¢,(x) (3.60)

ile gosterilsin. Bu sekilde devam edilerek iigiincii yaklasim
b
@, (x)= f(x)+A[ K(x,0), () dt (3.61)

yazarak yapilacaktr. (3.59)° de (3.60) geregince f(x) yerine ¢, (x) yazilir ve (3.61)’de

yerine konursa
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@, (x) =4,(x)+ ¢, (x) (3.62)

olup

@, (x)= F)+A[ K60 6, (1) +, (1) ]t
; \ (3.63)
= f()+ A K(x,0), (¢)dt+2* [ K (x,0)¢) (1) dt

elde edilir. Ayni sekilde (3.59) geregince f(x) yerine @, (x) yazilr. Integral ifadesi (3.59)

ve (3.60) geregince ¢ (x) dir ve

¢,(x) = f K(x,0¢, (t)dt (3.64)

¢, (x) =6, (x)+ 44, (x)+ 20, (%)

yazilabilir, bdyle devam edilerek @, (x),9,(x),®, (x),....®, ., (x),9, (x) seklinde fonksiyon

dizisi elde edilir. Sonug olarak @, (x) =@, (x)+ ¢ (x)+ A%, (x)+..+ "p, (x) olarak bir

seri olusacak ve
by (x)=f(x): ¢,(x)=[K(x.0)g, (Nt (n=1,2,..) (3.65)

dir. (3.56) denklemine gore @(x)=¢,(x)+A¢ (x)+A°¢, (x)+...+A"@, (x)+... serisi elde
edilir. Burada ¢(x) fonksiyonu ¢, (x) fonksiyonunun n—oo icin limiti olacagindan

p(x)=limg,(x) olur ve A’mn mutlak degeri yeteri kadar kiicik oldugunda

n—oo

p(x)=¢,(x)+ A4 (x)+ %@, (x)+...+ A"@, (x)+... serisi yakinsak olur ve bu da integral

denklemin ¢6ztimiidiir.
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3.4.2 itere Fonksiyonlar

K (x,t)=K(x,1)

b
K1) = [ K(x, 9)K,,(s,0)ds (3.66)

ifadesinde K ,K,,...,.K fonksiyonlar1 itere fonksiyonlar olarak adlandirilir. (3.65)’de

nocer

birbirini izleyen uygulamalarda ag¢ik olarak

b b
K (60 = [ K(x8)K (5,,5,).K (5,0, 0)ds, s, (3.67)

a a

seklindedir. (3.67) formunda K, (x,s), (n—1)-inci dereceden integral, K ,(s,t), (p—1)-inci
b
dereceden integraldir. Bu durum gosterir ki J K, (x,5)K ,(s,t)ds integrali (n+ p—1)-inci

derecedendir. Basit bir degisiklik yapilip diizenlenirse benzer olarak KX, .,

(x,1) asagidaki

sekilde goriilebilir;

K,.,(x1)=[K,(x.9K,(s,t)ds (3.68)

a

Ornek 3.3:

a=0 ve b=1 icin K(x,t)=e™*" verildigine gore K, (x,t) ve K,(x,t) itere fonksiyonlarin

bulunsun. Burada min(x,#) asagidaki gibi tantmlanmistir.

0<

K(x,1) = min(x.t) = {j (3.69)

Buna gore verilen ¢ekirdek fonksiyonu,
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K(x,t)=e™" = { (3.70)

seklinde yazilabilir. Burada K(x,7)=K(#,x) olup simetrik ¢ekirdektir. x yerine ¢ ve ¢

yerine x yazildiginda bu 6zelligin gerceklendigi gdzlenmektedir.
K, (x,t)=K(x,t) 3.71)

oldugu bilinmektedir. Bu halde hesaplanmasi gereken 2. mertebeden itere cekirdek

fonksiyonudur.
1 1

K,(x.0) = [ K(x,9)K,(s,0)ds = [ K(x,9)K (s,t)ds (3.72)
0 0

olup burada

K(xs) ={es 0 s
e’ s<x<
(3.73)
e’ 0<s<t
K(s,t)=
(1) {e’ <s<l1
demektir.
t x 1
K,(x,1)= j K(x,5)K(s,t)ds + j K(x,5)K(s,t)ds + j K (x,5)K(s,t)ds (3.74)
0 t X
yazilabilecegi goriiliir. (0,7) araliginda;
t 0 s s t 2s 1 2t
[K(.5)K(s,0ds = [e'e’ds = e ds=—(e*-1) (3.75)
0 0 0

(t,x) araliginda;
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IK(x, K (s,t)ds = Je“e[ds =" —e (3.76)

(x,1) araliginda;

j K(x,5)K(s,t)ds = j e'e'ds = (1-x)e™ (3.77)

X

olup K, (x,t) fonksiyonunu bulmak iizere bunlarin toplam hesaplanr.

K,(x,1) zé(e” —1)+e"” —e¥ +(1—x)e*™

(3.78)
ot e’ +1

=2-x)e

(t<x)

bulunur. (x<t) i¢in K,(x,t) ifadesinde x ile ¢ ’nin yerleri degistirilerek K,(x,?) ifadesini

yazabiliriz. Buna gore

e +1

K,(x,1)=(2—1)e"™" - (x<1) (3.79)

olur. Boylece ikinci mertebeden itere ¢ekirdek

e +1

2-1t)e*" - , 0<x<t
K,(x1) = N (3.80)
2-x)et =& 2“, t<x<l

seklinde tanimlanir
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3.4.3 Karsiik Fonksiyonlar:

Bu fonksiyon
—k(x,t) =K, (x,)) +K,(x,t) +..+ K (x,1) +... (3.81)

olarak tanmimlanir. Burada K(x,t) siirekli ve reel, k(x,7) serisi M (b—a)<1 kosulu icin

diizgiin yakinsak oldugu kabul ediliyor. Ayrica k(x,?) fonksiyonu da siirekli ve reel kabul

ediliyor. (3.81) ifadesi

—k(x,t)—K(x,t) = K, (x,t) + K;(x,t) +..+ K (x,1) +...

b b
= [ K,(x.9)K,(5,0)ds +...+ [ K, (x,9)K,_,(s,1)ds +... (3.82)

b b
= [ K,(x.9)K,(5,0)ds +...+ [ K, (x, )K, (s,1)ds +...

b
Bu denklemde itere fonksiyonlar K, (x,t)= J K(x,t)K,_ (t,,t)dt, bagintisindan yararlanilarak

integralde yerine yazilir ve

b
—k(x,1)— K (x,1) :J.Kl(s,t)[Kl(s,t)+...+Kn_l(s,t)+...]ds
‘:) (3.83)
= “Kl (x,8)+..+ K, (x,5)+..]K, (s, 0)ds
bulunur. Eger (3.81) uygulanirsa asagidaki karakteristik formiil elde edilir;
b
K(x,0)+k(x,1) = j K (x,s)k(s,t)ds
“ (3.84)

= Jk(x, S)K (s,t)ds

(Lovit, 1983).
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Ornek 3.4 :

1
p(x)=x+ J xtg(t)dr integral denkleminin K(x,)=xt gekirdek fonksiyonunun karsilik
0

fonksiyonu bulunsun. Karsilik fonksiyon k(x,7) ise (3.81) geregince itere cekirdekler

hesaplanirsa;

K, (x,t)=K(x,t)=xt

K, (x.0) = [ (xs)(st)ds =%’

K,(x,0)= % [ Ces)(srrds = ;C—f

(3.85)
Xt
K" (x’ t) = 311—1
olup k(x,t) karsilik fonksiyonu
—k(x,t) = 1+l+i+ +L+ xt (3.86)
, PR TR .
veya parantez ici ortak carpani g :% olan bir geometrik seri oldugundan toplami1
1 3
s=—= > (3.87)
1—=
3
olur ve k(x,7) fonksiyonu
3
k(x,t)=—5xt (3.88)

seklinde bulunur (Aksoy 1983).
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Teorem 3.1:
L[y]:o, vk(y):O (k=1,2,3,...) (3.89)

sinir deger problemi G(x,&) Green fonksiyonuna sahip ise kesim 2.5.1°deki (2.88) ve (2.89)

sinir deger problemi

b
V@) =[Gy (€)dE+ f () (3.90)
Fredholm integral denklemine denktir. Burada

F) =[G, Hh(&)s (3.91)

dir. Ozellikle L[y]:/iy, v, (y)=0 smir deger problemi asagidaki homogen integral

denkleme denktir.
V(@) = A G(x, )y (£)dg (3.92)

G(x,&) siirekli bir ¢ekirdek oldugu i¢in Fredholm teorisi integral denklemlere uygulanabilir.
Bu nedenle (3.92) homogen integral denkleminin en ¢ok sayilabilir sayida 4,4,,4,,..4,,...

O0zdegerine sahip olabilecegine ve bunlarin sonlu bir limit noktasinin olmadigini
soyleyebiliriz.  A’nin  Ozdegerlerinin farkli degerleri icin (3.90) homogen olmayan

denkleminin sag yanda yer alan f(x) fonksiyonunun siirekli olmasi durumunda vardir. Bu

¢Ozim
Y(x) = A[ ROLE D (£)dE+ f(x) (3.93)

formiilii ile verilir.

70



3.5 SONUC VE ONERILER

Bu tez caligmasinda uygulamali matematikte sikca karsilasilan simir deger problemleri ve
onun 6zel bir hali olan Sturm-Liouville problemleri iizerinde durulmus, bazi adi tiirevli sinir
deger problemlerinin ve Sturm-Liouville probleminin Green fonksiyonlart ile coziimleri
incelenmistir. Green fonksiyonlarmin kurulumunda en sik kullanilan yontemler olan seri
yontemi ve kapali formda kurulum yontemleri tanitilmis olup, bu yontemlerle ilgili 6rneklere
de deginilmistir. Green fonksiyonlan ile ¢oziim yontemi homogen olmayan diferensiyel
denklemlerin verilen simir kosullar1 altindaki ¢6ziimiinii ilgilendirmektedir. Bu c¢oziim
yonteminin en bilyiik kolaylig1 olusturulan Green fonksiyonunun denklemin sag tarafinda yer
alan fonksiyondan bagimsiz olmasi ve her fonksiyon i¢in kullanilabilmesidir. Bu ¢alismaya ek
integral denklemlerin sinir deger problemleri, Green fonksiyonlar1 yardimiyla teorik
¢Oziimlerinin zorlugu nedeniyle, ayrt bir c¢alisma konusu olarak sayisal coziimlere

kaydirilabilir.
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