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OZET

LiMiT OGRETIMINE ALTERNATIF BiR YAKLASIM

ALTUN, Nurcan

Yiiksek Lisans, Matematik Egitimi Ana Bilim Dah

Tez Damsmani: Prof. Dr. Ziya ARGUN

HAZIRAN- 2009

Bu ¢aligmada, Lise Matematik Dersi Ogretim Programinda limit kavraminin
ogretimi ile ilgili tavsiye edilen yaklasimla, sonsuz kiiclik say1 kavrami yardimiyla
olusturulan yaklagimin, 6grencilerin limit hesaplamalarindaki etkileri incelenmistir.
Bu amagla 2008-2009 &gretim yilinda Ankara’nin bilinen bir Anadolu Ogretmen
Lisesi 12. smiflarindan, hazir bulunusluk testi ve karne notlariyla denk olduklar
belirlenen 27 kisilik bir kontrol ve 27 kisilik bir deney grubu olusturulmustur. Deney
ve kontrol gruplarinda toplam 5 saat siiren derslerin islenisi her iki grupta da ayni
sekilde baslamistir. Daha sonra kontrol grubunda Lise Matematik Dersi Ogretim
Programinda limit kavramimin 6gretimi ile ilgili tavsiye edilen yaklagimla, deney
grubunda ise sonsuz kii¢iik say1 kavrami yardimiyla olusturulan yaklagimla dersler

islenmistir.

Deney sonrast her iki gruba da bir son test uygulanmis ve 6grencilerin cevap
kagitlart her iki grup i¢in de hazirlanan cevap anahtarlari 15181 altinda incelenmistir.
Daha sonra elde edilen bulgular karsilagtirilmistir. Yapilan karsilagtirmalar
sonucunda limitin hesaplanmasinda sonsuz kiiclik sayr kavramiyla olusturulan
yaklasimin, Lise Matematik Dersi Ogretim Programinda limit kavrammin 6gretimi

ile ilgili tavsiye edilen yaklasimdan daha etkili oldugu sonucuna ulagilmistir.
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ABSTRACT

AN ALTERNATIVE APPROACH FOR TEACHING LIMIT

ALTUN, Nurcan

Master, Principal Discipline of Mathematics Education

Supervisor: Prof. Dr. Ziya ARGUN

JUNE - 2009

In this thesis, we investigated the effectness of the teaching approaches which
is recommended in secondary mathematics curriculum and the approach which
developed by using infinitesimal number concept at the calculations limit of some
fundamental functions. For this purpose, in 2008-2009 academic year we selected
two 12" class in an Anatolian Teachers High School in Ankara which are equivalant
via readiness tests results and reported marks. One of the class was considered as a
control group and the other class was selected as a experimental group. Both groups
had some course which took 5 hours except the teaching approaches. After this
course we addressed a test to both groups and the data were collected from these

students’ answers.

After the end of the teaching session a post- test was applied to both groups
and answer papers of students reviewed and evaluated according to the answer key
and the findings were compared. After the result of comparisons it was found that the
infinitesimal numbers concept analysis was more effective than the recommended
approach from the high school mathematics teaching program in the calculation of

limits.
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1.GIRiS

Bu boliimde, “Problem Durumu”, “Problem Ciimlesi”, “Arastirmanin
Amacr”, “Arastirmanmn Onemi”, “Varsayimlar”, “Sinirliliklar” ve “Tammlar ve

Kisaltmalar™ alt bagliklar1 ele alinmastir.

1.1. Problem Durumu

(Cagimizda matematik bireylerin bir problem ile karsilastiklarinda sistematik
diisiinceler iiretebilmelerini, bagimsiz diisiinebilmelerini ve sonug¢ ¢ikarabilmelerini
saglayan bir bilim dali olarak kabul gormiistiir. Zaten matematik Ogretiminin
amaclarmin temelinde de bireylere matematiksel diisiinceyi kazandirabilmek

hedeflenmektedir.

Matematigin uygulanmadig1 hicbir teknik alan yoktur. Matematik yalnizca
cagdas bilim ve teknigin temel aract degildir. Tip, sosyal, siyasal, ekonomi, isletme,
yonetim v.b. bilimler de matematiksel yontemlere dayanmak zorundadir. Kisacasi
matematik, insan aklinin yarattig1 en biiylik ortak degerdir. Matematigin evrenselligi
ise onun giictidiir. Caglar1 asarak bize ulagsmistir, yine ¢aglar1 asarak yeni kusaklara
ulasacaktir. Biiyliyerek, geliserek, insanliga hizmet edecek; her zaman taze ve dogru

kalacaktir.

Matematik, evrensel ve soyut bir iletisim sekli ayrica tiim bilimlerin ortak
dilidir. Bu yalin dilin kullanicisi olan bilim insanlarinin sayisi her iilkede artmakta;
irettikleri bilgiler ¢1g gibi bliyiimekte; o alaninin uzmanlar1 disindaki kisilerce dilin

anlagilmas1 zamanla giiclesmektedir.



Ileri endiistri iilkelerinde yeni bir degisim ve déniisiim yasanmaktadir. Soz
konusu olan bu degisimlerin dogru bir sekilde algilanmasini ve degerlendirilmesini
saglayacagi i¢cin matematik Ggretimi, biitiin diinya iilkelerinde 6zel bir 6nem ve
oncelige sahiptir. Bu dogrultuda Tiirkiye’de de bazi diizenlemeler ve koklii yenilikler
yapilmast gerekmektedir. Ancak matematigin 6grencilerce sikici, sevilmeyen ve
soyut bir disiplin olarak goriilmesi onlarin matematige karst olumlu tutum
gelistirmelerine bir engel teskil etmektedir. Acar (2005) yaptigi ¢alismada,
matematigi, insanin zihinsel olarak yarattig1 bir sistem olarak tanimlamistir. Bu
sistemi; yapilar, baglantilar-iligkiler ve bu yapilarin ardisik soyutlamalari ve
genellemelerinden olusan bir siirece benzetmistir. Soyut bir yapiya sahip olan
matematigin 6grenme ve Ogretilmesinin zor oldugu belirtilmis ve matematigin
materyaller ve oyunlar ile somutlagtirilmasi gerektigi vurgulanmistir. Bu durum ise,
matematik egitim ve 0gretiminin ortaya konus bi¢iminin ne kadar énemli oldugunu

bir kez daha g6z 6niine sermektedir.

Matematik, soyut diisiincelerimizi sistematik bilgi olarak ifade edebilmemizi
saglayan formal bir dildir. Diger bir ifade ile ¢ok ucuz, hizli ve kesin sonug veren bir
yazilim teknolojisi, bir programlama dilidir. Bu dogrultuda, giinlik hayatta,
matematigi kullanabilme ve anlayabilme ihtiyact dnem kazanmakta ve bu ihtiyac

sturekli artmaktadir.

Pek ¢ok iilkede oldugu gibi iilkemizde de matematik Ogretimine verilen
Onemin  artmasiyla  birlikte  matematik  Ogretiminin  nasil  daha  iyi
gerceklestirilebilecegi sorusuna yanit aranmaya calisilmaktadir. Bu baglamda

tilkemizde de pek ¢ok arastirma yapilmis ve projeler gergeklestirilmistir.

Analiz (Calculus), ileri diizeydeki matematigin baglangict ve matematigin
ileri konularin anlasilmasinda temel olusturmaktadir. Ubuz’a (1999) gore, son

yillarda Analiz (Calculus)’de sayisiz ¢alisma yapilmasinin baslica nedenleri;

v' Ezbere islem uygulamalarina yonelik egilim,

v' Kavramsal alandaki yetersizlik,



v' lleri matematik 6gretim ve dgrenimindeki kaliteyi yiikseltmektir.

NCTM’ ye gore, Analiz (Calculus) dersi sayesinde lise 6grencileri asagidaki

yetenekleri edinmelidir (1987);

v

<

Ogrenciler, analiz konular iizerinde sayisal ve grafiksel olarak informal
kesifler yapabilmeli,

Her 0Ogrenci bir grafigin  maksimum ve minimum noktalarini
belirleyebilmeli,

Problem durumlarindaki sonuglar1 yorumlayabilmeli,

Limit kavramini arastirabilmeli,
Sonsuz dizi ve seri kavramlarini irdeleyerek egri altinda kalan alani

arastirabilmelidir.

Ayrica tiniversiteye gitmek isteyen 0grenciler;

v
v
v

v

Limit kavraminin,
Egri altinda kalan alanin,
Degisim oraninin,

Teget dogrusunun egiminin,

kavramsal temellerini anlamali ve

v" Polinom, rasyonel, koklii ve transandantal fonksiyonlarin grafiklerini

analiz edebilmelidir.

Literatiir incelendiginde tiniversite 6grencilerinin fonksiyon, limit, tiirev ve

integral gibi Analiz’deki temel kavramlar1 kavrayamadiklar1 goriilmektedir.

Kasten ve arkadaslarinin yapmis olduklari ¢alisma da Analiz egitiminin

ogrencilere iyi bir hizmet veremedigini belirtmektedir (1988).



Limit kavrami Analiz’in ¢esitli dallarinda ¢ok 6nemli bir rol oynar. Ayrica
limit kavrami ¢ok 6nemli kavramlardan birisi olan siirekliligi 6zel bir hal olarak

ihtiva eder (Bayar ve Giindiizalp, 1988).

Limit matematikteki tiirev ve integral gibi bir¢ok onemli kavramin olugmasi
icin bilinmesi gerekli olan en temel kavramdir. Bu kavramlarin olugmasi limit fikri
olugsmadan imkansizdir. Fakat 6grenciler tarafindan limit, kavramin dogast nedeniyle
her zaman zor anlagilir ve 6grenciler bu kavramin anlagilmasinda ve limit ile ilgili

hesaplamalar1 yapmakta ¢ok az basar1 gosterebilirler ( Juter, 2006 ).

Ogrenciler limitle ilgili bircok bilissel zorlukla karsilasirlar. Mesela onlara
gore, diziler hi¢ bitmez, fonksiyonlar limitlerine ulasamaz, seriler bir final cevabi
olusturamaz ( Juter, 2006 ). Limit bir yontemden ve bir konudan fazlasidir. Fakat
ogrenciler cogunlukla yonteme odaklandiklarindan, bu kavrami zihinlerinde

yerlestiremezler. Bu nedenle de limit ile ilgili islemleri yapmakta zorlanirlar.

Diinya ile birlikte iilkemizde de matematik 6gretimi ile ilgili yapilan
calismalarin hiz kazanmasina ragmen 6zellikle orta 6gretimde matematigin herhangi
bir kavraminin daha etkili nasil olusturulacagi konusunda yapilan ¢aligmalar halen az
sayidadir (Ugurel, Alan, Akkoyunlu, Giiler, 2003). Cesitli okullarda ¢alisan
matematik Ogretmenleri ile yapilan goriismelerden de Ogrencilerin, gerek limit
kavramini kavramakta gerekse limit ile ilgili islemleri yapmakta zorlandiklar1 ve bu
konuyla ilgili bir c¢aligmanin yapilmasina ihtiyag¢ duyuldugu sonucuyla
karsilasilmistir. Bu noktadan hareketle Lise Matematik Dersi Ogretim Programinda
onemli bir yer isgal eden, programda kendisinden sonra yer alan tiirev ve integral
kavramlarinin temelini olusturan ve matematikteki en soyut kavramlardan biri olan

limit ile ilgili hesaplamaya yonelik bir ¢caligma yapmis bulunmaktayiz.

Bu arastirmadaki asil amacimiz, limit kavrammin &gretiminde,
ogrenilmesinde ve limit ile ilgili hesaplamalarin yapilmasinda, £—-0J yOntemi ve
sonsuz kiiciik say1 kavrami yardimiyla olusturulan iki 6gretim durumunun etkilerini

arastirmakti. Fakat Lise Matematik Dersi Ogretim Programinda limit kavram ¢ —¢



yontemi ile tamitilmadigindan arastirmanin problem ciimlesi asagidaki sekilde

degistirilmistir.

1.2. Problem Ciimlesi

Bu aragtrmanin temel problemi: “Lise Matematik Dersi Ogretim
Programinda limit kavramiin 6gretimi ile ilgili tavsiye edilen yaklagimla, sonsuz
kiiciik say1 kavrami yardimiyla yapilandirilmis yaklasimin, 6grencilerin limit ile ilgili
hesaplamalar1 yaparken basariya ulasmalarinda katkist var midir? Varsa bu katkilar
nelerdir? Ogrencilerin limit ile ilgili hesaplamalar1 yaparken basariya ulasmalarinda

Hangi yaklagim daha etkilidir?” sorularinin aragtirtlmasidir.

Bu problemin cevabinin arastirilmasinda asagidaki sorularin cevaplarina da
ihtiya¢ duyulmaktadir. Bunlar alt problem cilimleleri olarak asagidaki bigimde ifade

edilmistir.

1. “Sagdan Limit”, “Soldan Limit” ve “Limit” ile ilgili hesaplamalarda deney

ve kontrol grubu arasinda anlamli bir fark var midir?

2. Parcali fonksiyonlarin ve mutlak deger fonksiyonunun limitleri ile ilgili

hesaplamalarda deney ve kontrol grubu arasinda anlamli bir fark var midir?

3. Gergek degiskenli ve gercek degerli fonksiyonlarda sonsuz igin limit ve
sonsuz limit ile ilgili hesaplamalarda deney ve kontrol grubu arasinda anlamli

bir fark var midir?

4. Verilen noktalarda 9, f, w—o0 ve 0.0 belirsizlik halleri olan
0

fonksiyonlarin limitlerini hesaplamada deney ve kontrol grubu arasinda

anlaml bir fark var madir?



1.3. Arastirmanin Amaci

Bu tezin amaci, Lise Matematik Dersi Ogretim Programinda limit kavraminin
Ogretimi ile ilgili tavsiye edilen yaklagim ile sonsuz kii¢iik say1 kavrami yardimiyla
yapilandirilmis yaklasimin, 6grencilerin limit ile ilgili hesaplamalar1 yaparken

basariya ulagsmalarindaki katkisinin incelenmesidir.

Programda limit 6gretimi icin tavsiye edilen yaklasimda, Oonce bir sayinin
civari hissettirilmekte daha sonra da dogal olarak ortaya ¢ikan sag ve sol civardaki
sayilarin  goriintiileri  yoluyla fonksiyonun o noktadaki davranist1 ortaya

cikarilmaktadir. Programda (Kazanim 2) 6grencilerden

1. Fonksiyonun bir noktadaki sagdan ve soldan limitlerini verilen ikililer

yardimiyla hissetmeleri

2. Sag-sol limit ve limit arasindaki iligskinin ne oldugunu gorebilmeleri ve ayni

anda buna limit demeleri beklenmektedir.

Sonsuz kiigiikler yaklagiminin kullanilmas: durumunda ise sag ve sol civarlar
sirastyla  pozitif sonsuz kiigiik ve negatif sonsuz kiiciikler kullanilarak
olusturulmaktadir. Daha sonra odaklanilan sayiya sonsuz kiigiiklerin eklenip
cikarilmasiyla olusan sayilarin goriintiileri yardimiyla sag ve sol limitler

hissettirilmektedir.

Asil incelenen kisim her iki yaklasimin, Ogrencilerin limit ile ilgili
hesaplamalar1 yaparken basariya ulagmalarindaki etkileridir. Bunun i¢in 6grencilere

her iki yaklasimla da ¢oziilebilecek sorular yoneltilmistir.



1.4. Arastirmanin Onemi

Ezberlenen bilgi zihinde uzun siire muhafaza edilemez. Sonradan 6grenilen
ve tam olarak yerlesmeyen kavramlarla Onceden Ogrenilen kavramlar arasinda
baglanti kurulmayinca da anlamhi 6grenme gergceklesemez. Senemoglu, anlaml bir
sekilde Ogrenilen bilgiyi anlamsiz olarak Ogrenilen bilgiden daha kolay geri
getirilebilir, daha kalic1 ve genellenebilir olarak ifade etmistir ( 1998 ). Dolayisiyla
bilgi ancak anlamli sekilde 6grenilirse; ezberlenen ve ger¢ek anlamda higbir zaman
Ogrenilemeyen ve Ogrenilemeyecek olan bir birikim olmaktan ¢ikar. Bu da ancak
matematiksel kavramlarin  0gretim sirasinda somutlastirilip  kesfettirilmeye

calisilmasiyla giderilebilir ya da en azindan azaltilabilir.

Limit, Lise Matematik Dersi Ogretim Programindaki en soyut kavramlardan
biridir. Ve programda bu konuyu takip eden tlirev ve integral kavramlarinin

kesfedilme felsefesi de limite dayanmaktadir.

Bu nedenle karsimiza en az limit kavraminin kendisi kadar énemli olan bir

baska konu ¢ikar: “Limit 6gretimi ve limit 6gretiminde kullanilmas1 gereken metot”

Bu arastirma ile limit kavraminin Ogretiminden ziyade limit ile ilgili

hesaplamalar i¢in alternatif bir yaklagim sunulmaktadir.

Deneysel olan bu calisma sonucunda elde edilen bilgilerin yapilmakta ve
yapilacak olan egitim calismalarina katki saglayacagi ve sonsuz kiiciik say1
kavramiyla olusturulan yaklagimin, limitin hesaplamasinda etkili olacagi

diistiniilmektedir.



1.5. Arastirmamin Varsayimlari

Bu g¢alismanin tamamlanmasinin ardindan c¢aligma ile ilgili tiim siiregler

yeniden gozden gecirilmis ve caligma ile ilgili asagidaki varsayimlarin yapilmasina

karar verilmistir.

Deney ve kontrol gruplarinin birbirine denk oldugu,

Veri toplama araglarinin aragtirmanin amaci ve problemi ile dogrudan

ortustugu,

Deney ve kontrol grubu o6grencilerinin hazir bulunusluk testindeki ve
derslerin islenmesinin ardindan uygulanan son testteki sorulara ciddiyet

ve samimiyetle cevap verdikleri,

Uygulamacinin (arastirmacinin) her iki gruptaki roliinii tam anlamiyla

yerine getirdigi,

Uygulamacinin  (arastirmacinin) uygulamanin saghkli  bir sekilde
yiriitiilebilmesi  agisindan, gruplarla iliskilerinde objektif oldugu

(arastirmay1 etkilemedigi) varsayilmstir.

1.6. Arastirmanin Sinirhihklar

Bu caligmanin tamamlanmasimin ardindan calisma ile ilgili tiim siirecler

yeniden gozden geg¢irilmis ve uygulama siirecinde calismay1 asagidaki siirhiliklarin

etkiledigine karar verilmistir.

1.

Bu arastirma 12. siniflar ile,
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Bu arastirma Ankara ili ortadgretim okullarindan bilinen bir Anadolu
Ogretmen Lisesi 12. simiflarindan deney ve kontrol grubu olarak segilen

iki sinifta bulunan 54 6grenci ile,

Bu aragtirma, smiflarinin deney veya kontrol grubu olarak sec¢ilmesine

riza gosteren matematik 6gretmenleri ile,

Bu arastirma, deney ve kontrol grubundaki uygulamaya katilmaya goniilli

olan 6grenciler ile,

Bu arastirma, deney ve kontrol grubu olarak secilen siniflarin matematik

ogretmenlerinin uygun gordiikleri zamanlar ile,

Bu arastirma, deney ve kontrol grubu olarak segilen smiflara hazir
bulunugluk testinin uygulanmasi, bu smiflarla derslerin iglenmesi ve
derslerin islenmesinin ardindan gruplara son testin uygulanmasi i¢in

ayrilan toplam 7 ders saati ile,

Bu arastirma, konu islenisinde gerekli olan materyallerin (tepegéz,

projeksiyon vs) temin edilememesi ile,

Bu aragtirma, limit kavramiyla ilgili Lise Matematik Ders Programinda
yer alan kazanimlardan, arastirmaci ve danismani tarafindan belirlenen 4
kazanim ile,

Bu arastirma, kullanilan veri toplama araclari ile,

Bu aragtirma, uygulama sonucunda elde edilen verilerin analiz yontemi

ile,
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11. Bu arastirma, yapilan dersler sonrasinda uygulamaci (arastirmaci)
tarafindan olusturulan giinliik ve dgrencilerin cevaplarindan olusan yazili

dokiimanlarla siirlandirilmistir.

1.7. Tamimlar ve Kisaltmalar

Sonsuz Kiiciik : Vn e N i¢in 4 # 0 olmak lizere ,

1 .
h| < — 1ise h sayisi sonsuz
n

kiictik bir say1 ya da sonsuz kii¢tiktiir.

&—0 Limit Tanimi: X cR olmak iizere, f:X — R reel degerli bir

fonksiyon ve » € R, X ’in asikar olmayan bir y181lma noktasi olsun. Bu taktirde
(Vge]l&) (356R+) (VxeX) [0<|x—r| <5:>|f(x)—L|<8]

esitsizligi saglanmiyor ise Le€R ye f’nin r noktasindaki limiti denir ve

lim f'(x) =L olarak gosterilir (Todorov, 2001).

X—r

NCTM (National Council of Teachers of Mathematics): Amerika Birlesik

Devletleri’nde bulunan Ulusal Matematik Ogretmenleri Birligi.

NCTM matematik d6gretimi i¢in asagidaki temel standartlar1 benimsemekte ve
Oonermektedir.
» Kavramsal anlama.
» Kavramlar arasi iligkiler kurma.

> Ogrenilenleri gercek hayata transfer ederek bilgiyi kullanabilme.

BCS: Bilgisayar Cebiri Sistemleri



2. KAVRAMSAL CERCEVE

(Cagdas matematik sonsuzluk kavramindan dogmustur (Karagay 1991).
Dolayisiyla limit kavraminin dogusu da sonsuzluk kavramina dayanir. Doga
olaylarinda bir niceligin smirsiz olarak biiylimesi ya da kiiciilmesi ile sik sik
karsilagiriz. Dolayisiyla sonsuz biiyiikler ve sonsuz kiigiikler olarak adlandirilan

kavramlar fiziksel olaylarla iliskilidir.

Limit kavrami Eski¢ag’da Eudoksos’ un hacimler, Archimedes’ in de alanlar
ve eylemsizlik merkezleri {istline yaptigi calismalarla ortaya cikmistir (Gelisim

Hachette, cilt 7, s.2603 ).

Limit isleminin besinci islem olarak matematige girisi matematigin ilgi
alanin1 biiyiitmekle kalmamis pek cok fiziksel probleme de ¢ozliim getirmistir.
Cagdas bilim ve teknoloji tiriinleri varliklarini limit kavramina borg¢ludur. ( Karagay,

1991 ).

Limit kelimesi latince limes ya da limites kelimelerinden gelmekte olup
anlami sinir, u¢ noktadir. Ayrica degisken bir biiyiikliglin istendigi kadar
yaklasabildigi sabit deger olarak da kullamlmaktadir. Oklid ve Archimedes
tarafindan egrisel kenarlara sahip sekillerle ilgili olan teoremlerde kullanilmistir.
Limit kavrami, ¢ok dnceleri kullanilmasina ragmen sonra unutulmus ve daha sonra

da Newton ile Leibniz’in eserlerinde goriilmiistiir (Vikipedi).

Bir f(x) fonksiyonunun se¢ilmis bir a noktasindaki limiti sezgisel olarak

asagidaki gibi tanimlanabilir:
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Bir a reel sayisinin sag civarindaki ve her defasinda a ya daha yakin olan
sayilarin f fonksiyonu altindaki goriintiileriyle olusturulan ikililer ile sol civarindaki
ve her defasinda a ya daha yakin olan sayilarin f fonksiyonu altindaki
goriintiileriyle olusturulan ikililerin x = a dogrusuyla kesismesini bekledigimiz, {imit
ettigimiz ya da tahmin ettigimiz noktanin ordinati bu fonksiyonun a noktasindaki

limitidir.
Simdi de limitin matematiksel yapisini inceleyelim.
2.1. Limitin Matematiksel Yapisi
2.1.1. Giris
Limitin £ —¢ tanimi olarak adlandirilan tanim1 asagidaki gibidir:

“X c R olmak iizere, f: X — R reel degerli bir fonksiyon ve » € R, X ’in

asikar olmayan bir y1g8ilma noktasi olsun. Bu taktirde
(VeeR,) (35€R+) (VxeX) [0<|x—r|<5:>|f(x)—L|<8]

esitsizligi saglamiyor ise L€R ye f’nin r noktasindaki limiti denir ve

lim f'(x)=L olarak gosterilir.”

X1

Limitin £—-¢ olarak adlandirilan ve yukarida da verilen tanimi genelde
Cauchy’ ye atfedilir. Fakat ilk defa John Wallis’ in “Arithmetica Infinitorum”
(Sonsuzlarin Aritmetigi) da 1665’ te ortaya ¢ikmistir. Wallis ‘in ¢alismasini izleyen
sonraki 250 yilda bu tanim bir¢ok kez reddedilmis ve yeniden kesfedilmistir. Ta ki
20. ylizyilin basinda matematik camiasi tarafindan kabul edilene kadar. Bu zamana
kadar Calculus ‘taki ¢ogu sonu¢ sonsuz kiicliklerle kesfedilmistir. Cagdas

matematik¢iler, matematik camiasinin bu denli titiz ve kesin bir tamimi kabul
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etmesinin bu kadar uzun slirmesi gercegine sasirabilirken, 6zellikle kesin olmayan
alternatif sonsuz kiig¢iikk kavrami ile yaklagimina hesabi katmalar1 pratik olarak
kullanigh goriilmiistii. Calculus tarihindeki bu ilging fenomen i¢in en azindan {i¢ tane

daha sasirtic1 neden bulabiliriz.

1. Leibniz ‘den Weierstrass ‘a kadar olan zaman diliminde sadece sonsuz
kiiciikler degil reel sayilarin da kesin dayanaklar1 yoktu. Her ne kadar ¢ —¢ tanimi
rasyonel sayilarin kavramsal ¢ercevesinde bile miikkemmel bir his olusturduysa da bu
tanim reel sayilarin tamligr gosterilmeden Once cok sikintiliydi. Ama bugiin reel

sayilarin tam oldugu bilinmektedir.

2. Limitin ¢—¢ tanimu yerleri degistirilemeyen “V, 3, V” niceleyicilerini
igcermesinden dolay1 sok edici bir bi¢imde karmasiktir. Bir limit degerinin varliginin
gosterilmesinde bu niceleyiciler dorde ¢ikmaktadir: “V, 3, V, V. Sonug¢ olarak
reel analiz dersi Calculus ’un titiz bir versiyonundan c¢ok matematiksel mantik
olusturmalarinin bir koleksiyonuna benzemektedir. Basit Calculus ve reel analiz
arasindaki aralik genisler ve cogu 0grenci matematigin bu iki dali arasinda genel
olarak bir iliski kuramazlar. Yogun bir ¢aba ile ¢ogunlukla geometrik yol kullanarak
&—o tanimi daha sindirilebilir ve kabul edilebilir bir forma doniisiir. Cogu
matematik¢inin sonsuz kiigiiklerle diislinilip arastirdigi ve ¢aligmalarinda kabul goren
&—0 tanimini sadece nihai versiyonu olarak kullanildig1 neredeyse genel bir sirdir;

yani toplumun ¢ok az bir kesimi tarafindan bilinmektedir.

Calculus tarihinde £—0¢ taniminin matematikg¢iler arasindaki ge¢ ve yavas
kabulii bilgisini bir yana birakip dikkatimizi £ —J taniminin asagidaki has olmayan

ozelligine odaklayalim.

3) Limitin & —¢ tanimi, limit degerinin nasil hesaplanacagi konusunda higbir

ipucu vermez ve tahmini bir limit degeri gerektirir.
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Bu durumda makul bir limit degerinin tahmin edilmesinin gerektigi ve & -9
metodunu kullanarak tahmin edilen bu sayinin istenilen limit degeri oldugunun veya
olmadiginin kanitlanmasinin zorunlu oldugu bir durumunda kalinir. Tahmini limit
degeri, fonksiyonun grafiginin bilinmesi ya da ¢izilebilmesi durumunda daha kolay
bulunabilirdir. Fakat yine de bu durumda bile limit kavramimin ne oldugunun
bilinmesine kesinlikle ihtiya¢ vardir. Bu durumda karsimiza Calculus dersi alan
iniversite birinci sinif dgrencilerinin limitin ne oldugunu tam olarak bilmezken bu

tahmini limit degerini nasil bulacaklar1 sorusu ¢ikmaktadir.

Sonug olarak Analiz 1 (Genel Matematik) dersi alan 6grenciler i¢in iki sorun
giindeme gelmektedir. Birincisi limit degerinin hangi say1 olacagini kestirme, ikincisi

ise bu kestirilen sayiin gercek limit degeri olup olmadigini test etmedir.

Bazen limit degerinin istenildigi » sayisinin yakinlarinda sonlu tane sayimnin

f altindaki goriintiilerine bakip fonksiyonun davraniglarinda bir Oriintiiniin var
oldugu varsayilarak limit degeri olan L sayisi tahmin edilmeye caligilir (Stewart,
1994). Omegin f(r+107"°)=1,99999...0lsun. Bu durumda x r ye yaklasirken

limit degeri olan L nin 2 oldugu belki dogru olabilir. Fakat bu tahmin asagidaki iki

mitten dolay1 olusmaktadir.

Birinci mite gore, 107" sayismin ¢ok kiigiik, 10" sayis1 ise ¢ok biiyiiktiir.
Cok uzun mesafeler hi¢gbir zaman milimetre birimi kullanilarak dl¢iilememekte veya
cok kiymetli esyalarin degerleri kurusla hesaplanamamaktadir. Bu gibi durumlarda
birimler biiyiitillerek sayilar kiigiiltiilmektedir. Olgme isi igin farkli birimlerin

kullanilmasinin matematik yapma ile hicbir ilgisi yoktur.

Ikinci mit ise lise 6grencilerinde gdziikmektedir. Bu mite gore, tam sayilarin
dogru cevabi temsil etme ihtimali,dogru cevabi kesirlerin temsil etmesinden daha

fazladir. Dolayisiyla 6grenciler her nasilsa dogru cevabin L=1,999999999998 sayisi

olmasindan daha ziyade L =2 olmasina inanmay1 tercih ederler.
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Ne yazik ki f fonksiyonunun sonlu sayidaki noktada almis oldugu degerler

fonksiyonun limitini tek bir bicimde belirleyemez. Yani, verilen her fonksiyonun
sonlu sayidaki noktadaki almis oldugu degerlerin hesaplanmasi veya bilinmesi genel
olarak hem limitin kavram olarak anlasilmasinda hem de limitin deger olarak
belirlenmesinde kesinlikle yeterli degildir. Asagidaki lemma bu olumsuzlugu kesin

olarak ifade etmektedir.
Lemma 1: (Don’t Guess — Tahmin Etme):

f:X>R, XcR ve reR X ‘in asikdr olmayan bir yigilma noktasi,
P(x,y;) ,(i=12,...m), x, € X, x#r ve x,=x; isey, =y, olmak Uzere, R*’de
sonlu sayidaki farkli nokta olsun. L € R Foo’ dan farkli, rastgele segilen bir reel
sayt olsun. O zaman i=L2,.,m ic¢cin f(x)=y, ve £i£1}f(x) =L (veya
lrlil’rl g(x) =F) olacak sekilde f:X — R bir polinom fonksiyonu (veya g kesirli

fonksiyonu) vardir.

Ispat: Derecesi m olan bir f polinom fonksiyonu segilir ve lineer denklem sistemi
coziiliirse f * deki katsayilar i¢in f(x,)=y,, i=12,..,m, f(r)=L sisteminin her

zaman en az bir ¢oziimii vardir ve f, r 'de siirekli oldugu siirece lim f(x) = L “dir.
X—>r

2.1.2. Hazirhk: Hiperreel Sayilar ve Standart Kisim Doniisiimii

Bu kisimda sonsuz kiiciik kavrami ile hiperreel (standart olmayan) sayilarin
temel Ozellikleri tanitilacaktir. Ayrica bu bolimde standart kisim doniisiimii olarak
bilinen, fonksiyonlardan daha ziyade limit kavraminin cebirsel karsiligi ile ilgili olan

islem de tanitilacaktir.
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Tamm 1 (Sonsuz Kiig¢iik, Sonlu ve Sonsuz Biiyiik Sayilar) :

i) VneN igin |dx|<lolacak sekildeki dx sayisina sonsuz kiiciik adi
n

verilmekte ve dx =0 sembolii ile gosterilmektedir. Eger x — y bir sonsuz kiigiikse x

ve y sonsuz yakin denilmekte ve x = y ile gosterilmektedir.

ii) Eger baz1 n e N i¢in |x| <n ise x sonludur.

iii) Eger her n e N icin |x| >n ise x sonsuz biiyiiktiir.
iv) x ve y#0 ve bunlar sonlu sayilarsa i seklinde gosterilen sayilara
y

hiperreel (non-standart, standart olmayan) sayilar ismi verilmektedir. Tiim hiperreel
sayilarin kiimesi “R ile gosterilecektir. Ayrica I('R) ile Sonsuz Kiiciik Sayilarin

kiimesi, F("'R) ile Sonlu Biiyiik Sayilarin kiimesi (Reel sayilar) ve L("R) ile Sonsuz

Biiytik Sayilarin kiimesi gosterilecektir.

Bu tanima gore biitiin reel sayilarin sonlu oldugu ve sifirn R ‘deki tek
sonsuz kii¢lik oldugu agiktir. Ayrica R ‘nin sonsuz biiyiik eleman1 yoktur. Asagidaki

kurallar direkt olarak yukaridaki tanimdan ¢ikarilmaktadir.
Teorem 1 (Ozellikler):

i) Sonlu Say1 ¥ Sonlu Say1 = Sonlu Sayi,
Sonlu Say1 x Sonlu Say1 = Sonlu Say1
ii) Sonsuz Kiiciik Say1 ¥ Sonsuz Kiiciik Say1 = Sonsuz Kii¢iik Say1
iii) Sonsuz Kiigiik Say1 x Sonsuz Kii¢lik Say1 = Sonsuz Kiicilik Say1
iv) Sonsuz Kiiciik Say1 x Reel Say1 = Sonsuz Kiigiik Say1
ve daha genel olarak
Sonsuz kiiciik Say1 x Sonlu Say1 = Sonsuz Kii¢iik Say1
v) Pozitif Sonsuz Biiyiik Say1 + Pozitif Sonsuz Biiylik Say1 = Pozitif Sonsuz Biiyiik
Say1
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vi) Pozitif Sonsuz Biiylik Say1 x Pozitif Sonsuz Biiyiik Say1 = Pozitif Sonsuz Biiyiik
Say1

" 1
vii
) Sifir Olmayan Sonsuz Kiigiik Say1

= Sonsuz Biiyiik Say1

Aksiyom 1: Sifirdan farkli bir sonsuz kii¢iik bir dx sayis1 vardir.

Not: Aksiyom 1 ile birlikte yukaridaki tamim, “ R tiim reel sayilarin uygun sekilde
diizenli bir a¢ilimidir.” ifadesinin genel versiyonudur. R ‘nin tam sirali ag¢ilimi
Arsimedyen degildir. Boylece sifirdan farkli sonsuz kii¢iik ve sonsuz biiytlik sayilari
icerir. Kesin olarak sdylemek gerekirse R ‘nin higbir tam sirali "R acilimi Calculus’
un ihtiyaci i¢in yeterli degildir. AyricaR ‘nin bir standart olmayan acilimini ele

aldigimizda asagidaki iki prensibi sagladigi kabul edilmektedir.

Transfer Prensibi : R’ (d € N) de tanimli her f fonksiyonunun "R ‘de R

‘deki denklem ve esitsizlikleri koruyan bir * f* a¢ilim1 vardir.

Doygunluk Prensibi : "R ‘de her i¢ ice acik aralik dizisinin bostan farkli bir

kesisimi vardir.

Bu prensiplerle ilgili daha detayli agiklamalar icin Keisler’ in “Calculus”

kitab1 onerilmektedir.

Teorem 2 (Asimptotik A¢ihm) : » R ve dx bir sonsuz kiigiik olmak iizere, "R

‘deki her x sayisinin x =7+ dx seklinde bir asimptotik gosterimi vardir.

Lemma 2 (Teklik) : ¥ € R ve dx # 0 olsun. »+dx =0 olmasi hem » =0 ve hem de

dx =0 olmasimni gerektirir. (Her hiperreel sayinin gdsterimi tektir.)

Ispat: r+dx=0 ise r=—dx ‘tir. Bu nedenle R ‘deki tek sonsuz kiigiik 0

oldugundan » =0 ’dur.
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Tamm 2 (Standart Kisim Doniisiimii):

st:RT > RuU {ioo} olacak sekilde,

a) re Rve dx =0 i¢in st(r+dx)=r
b) dx>0 ve dx <0, dx~0 icin st (dij = Foo olarak tanimlanir.
x

Sonlu hiperreel sayilarin birkagc Onemli 6zelligi asagidaki sonucta

Ozetlenmistir.

Sonu¢ (Sonlu Sayilarin Asimptotik A¢ilimi):

Her xe F('R) sonlu sayis1 dx=x-—st(x) olmak iizere, tek olarak
x = st(x) + dx seklinde ifade edilir. Bir sonlu sayinin bu sekildeki ifadesi literatiirde

Asimptotik Acilim olarak bilinmektedir.

Teorem 3 (st Fonksiyonunun Ozellikleri): x ve y sonlu sayilar olsun. Bu takdirde

asagidaki 6zellikler sonsuz kiigiik (infinitesimal) tanimindan kolayca gorilebilir.

i) Eger st(x)=st(y) ise x= ydir. Ayrica biitlin sonsuz kiiciik dx ‘ler i¢in
st(dx)=0 ‘dir.

ii) Vr e Rigin st(r)=r ‘dir.

iii) x ve y sonsuz yakin olmasin. Eger s¢(x)<st(y) ise x <y ‘dir. Sonug
olarak keyfi x ve y i¢in, x < y olmas1 st(x) <st(y) ve x <y olmasi st(x) < st(y)
olmasini gerektirir.

iv) st(xFy) =st(x)Fst(y)

v) st(x.y)= st(x) . st(y)

vi) st(x/y) = st(x)/st(y) (st(y)#0)

vii) st(x") =(s1(x))" (VneNigin)

viii) st(ﬁ/;) =4/st(x) (VneN icin koklii sayilarin 6zelliklerine gore)
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Not: Genel cebirsel terminolojide yukaridaki teorem asagidaki gibi 6zetlenebilir:

"R tam sirali Arsimedyen olmayan reel degerli kapali bir cisim, hiperreel

sayilar kiimesi F('R) sifir bolensiz bir convex halka, sonsuz kiiciikler 7('R)

kiimesi F('R) ‘in maksimal ideali ve F('R)/ I("R)carpim uzay1 st altinda R ‘ye

izomorftur.
Not (Gergel Say1 Dogrusunun Genislemesi):

Standart kisim doniisiimii sz, sonsuz biiyiik sayilarla ¢alisirsa sonu¢ « ya da

—oo ‘dan biridir. Bu durumlarda Ru{ioo } genislemesinde her zamanki legal ve

illegal islemler olarak adlandirilan asagidaki islemler kullanilmak durumundadir.

a) Legal Islemler: R ‘deki biitiin islemler legaldir. ¢ pozitif bir reel say1 oldugu

durumda asagidaki islemler legaldir.

00 4 00 = 00 —00 — 00 = —00 Fe+oo=00 F&—00=—00
00 X 00 = 00 (—00) X (—00) = (—00) X (00) = —0 FE X0 =F©
_ _ _ _ 1
£ x(Fo) =F0 —&X(F0) =F0 —=0 In(o0) =0
Foo
e’ =0 e’ =

b) illegal islemler: illegal islemler asagidakileri igermektedir.

oo

. =, 0x(F), 0
o0
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2.1.3. Sonsuz Kiiciiklerle Limit

Bu béliimde “sonsuz kiiciik” terimi yardimiyla bir reel degerli fonksiyonun L
limit degerini hesaplamak icin bazi formiiller iiretilmektedir. Bu formiillerin bir
tanim olarak ele alinmasi durumunda, Analizde kullandigimiz, limitin &-6
tanimina denk oldugu bilinmektedir. Bu iki tanimdaki fark “sonsuz kii¢iik” terimi
yardimiyla limit bulmaya kalkistigimizda L limit adayimizin tahmin edilmesinin s6z
konusu olmamasidir. Fakat bu yolla limit hesaplanirken fonksiyonun tanim kiimesi,
limitin varlig1 sorusu, yatay ve diisey asimptotlar gibi konularin hesaplama igleminde

tartismadan uzak tutulmasi tavsiye edilmektedir.
Tamm 3 (Limit) :

f: X >R,(X<cR) bir reel degerli fonksiyon olsun. Ve bazi a,b,r € R

a<r<b i¢in (a,r)U(r,b)c X olsun.

Sifirdan farkli biitiin sonsuz kiigiik dx ve dy ‘ler iginRuU{Foo} ‘da
st(f(r+dx))=st(f(r+dy))........ (1) oluyorsa st(f(r+dx))e Ry {100} sayist

f ‘nin r noktasindaki limitidir ve lim f(x)=st(f (7 +dx))............ (2) seklinde

gosterilir.
Sonu¢ (Limitin Varhgi):

(1) sart1 fonksiyonun r noktasindaki limitinin st#(f(r+dx))=L sayisi
oldugunu ve bu saymin dx in se¢imine bagl olmadigini garanti eder. Diger taraftan
(2) yi uygulamadan 6nce (1) sartinin kontrol edilmesine gerek yoktur. Daha dogrusu
(2) ile baslandiktan sonra hesaplar yapilip L degeri elde edildiginde, L ‘ nin dx
sonsuz kii¢iigliniin se¢imine bagl olup olmadigi kontrol edilmelidir. Eger L dx ‘in
secimine bagl degilse istenen limit degeridir. Fakat L degeri dx ‘in se¢imine bagh

ise lim f(x) limiti mevcut degildir.
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Tanmim 4 (Tek Tarafh Limit):

i) /1 X—>R, XcR bir reel degerli fonksiyon olsun ve bazi reR ve
ceR, i¢in (r,r+e)c X ve [, st(f(r+dx))=st(f(r+dy)) Ru{Feo} ozelligine,
bitiin pozitif dx ve dy sonsuz kiigiikleri i¢in sahip olsun. Bu durumda
st(f(r+dx))=st(f(r+dy)) € Ru{ioo} ...... (3) x r ‘ye sagdan yaklasirken f

‘nin limiti denir ve lim f(x) = st(f(r +dx)).......... (4) olarak gosterilir. Burada dx

keyfi secilmis pozitif bir sonsuz kiictiktiir.

i) f:X>R XcR bir reel degerli fonksiyon ve baz1 reR ve bazi
ceR, i¢cin (r—-grycX ve f, st(f(r+dx))= st(f(r+dy))Ru{$oo} ‘da
Ozelligine biitlin negatif dx ve dy sonsuz kiiciikleri sahip olsun. Bu durumda
st(f(r+dx))=st(f(r+dy))eRu {100} ........ (5) x r ‘ye soldan yaklasirken f

‘nin limiti denir ve lim f(x) = st(f(r +dx)).......... (6) seklinde gosterilir. Burada dx

keyfi secilmis negatif bir sonsuz kiictiktiir.
Sonuc (Sag ve Sol Limitler) :

Yukaridaki tanimlar arasindaki karsilastirma lim f(x) ‘in varliginin yalniz ve
yalniz lim f(x) ve lim f(x) limitlerinin var olmasina ve  lim f(x)=lim f(x)

olmasina baghdir. Bu durumda lim f'(x)=lim f(x)=lim f(x) ‘dir. .......... (7)

Tamm 5 (Sonsuzda Limit ) :

i) [ X>R XcR bir reel degerli fonksiyon ve bazi a€R igin

(a,0)c X olsun. Ry {¢oo} ’da biitlin pozitif dx ve dy sonsuz kiigiikleri i¢in
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st(f(én = [f[in .......... (8) olsun. Bu durumda st| f(é) JeRU{Fx} ‘a

f ‘nin x, o ‘a giderken limiti denir ve lim f(x)=st f (dij ...... (9) olarak
X—>0 X

gosterilir. Burada dx keyfi secilmis pozitif bir sonsuz kiigiiktiir.

i) /1 X>R XcR bir reel degerli fonksiyon ve bazi beR igin

(—0,b) = X olsun. Biitiin dx ve dy negatif sonsuz kiigiikleri i¢in RU{Foo} ‘da

St[f(%j} = S{f(diyﬂ ......... (10) olsun. Bu durumda st f(dLj eRuU {ioo}

X
f ‘nin x, —oo ‘a giderken limiti denir ve lim f(x)=st(f (dij) ......... (11) olarak
X—>—00 b

gosterilir. Burada dx keyfi secilmis negatif bir sonsuz kiiciiktir.

Sonu¢ (Sonsuzda Limitin Varhg):

(8) veya (10) sart1 f ’nin oo ’daki limitinin s¢( f (dL)) =L oldugunu ve bu
X

3

limitin dx ‘in segiminden bagimsiz oldugunu garantiler. Onceki gibi L ‘nin
hesaplanmasina (9) ve (11) ile baslanilmali ve hesaplamalar bittiginde L ’nin dx ‘in
secimine bagli olup olmadigini kontrol edilmelidir. Eger L, dx ‘in se¢imine bagh
degilse aranan limit degeridir. Eger L, dx ‘in se¢imine bagli ise f ’nin sonsuzda

limiti mevcut degildir.

Not (Has Olma ya da Has Olmama) :

r

Eger St( f (r + dx)) ya da St( f (dLD bir reel say1iysa, karsilik gelen limitler

hastir. Aksi halde (yani limit Foo ise) limit has degildir.
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Not (Bir Yapma) :

Sag ve sol limitler

lim f(x)=st(f(r+dx)), lim f(x) :st[f(diD ........ (12)
+ X—>F0 X

X

seklinde birlestirilmelidir. 1ki formiilde de dx keyfi secilmis bir sonsuz kiiciiktiir.

Pozitif ya da negatif olmas1 7 ¥ ya da Foo olmasina baglidir.

Teorem 4: Degisik tipteki limitlerin yukaridaki tanimlari bildik &—-J tanimina

esdegerdir.

Bu teoremin ispat1 Teorem 8 ve 9 da verilecektir.

2.1.4. Limit Ahstirmalar

st( f (r + dx)) ve St( f (din formiillerinin, €—0 tanmminin standart
X

lim f(x) ve lim f(x) limitlerine asil avantaji, st(f (r+dx)) ve St( f(din

X
islemlerinin limit degeri i¢in tahmini bir L degeri icermeksizin yalnizca f ve r

i¢in bir hesaplama algoritmasi 6nermesidir. Bu algoritma asagida verilmektedir.

a) dx ‘in pozitif ya da negatif olmasi rr yada Foo da olmasina bagli olan
bir sonsuz kii¢iik oldugunda, »+dx (ya da a’i) icin, f altindaki goriintiisii
X

bulunmalidir.

b) f(r+dx) (yada f (di )) ¢ in standart kisim doniisiimii hesaplanmalidir.
X
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lim f(x) = st( f (r+dx))........ (13)

X—r

(dx keyfi segilmis sifirdan farkli bir sonsuz kiigiik)

lim f(x)=st(f(r+dx))eeereeeeee (14),
lim f(x)= st( f (din .......... (15) son iki formiilde dx keyfi secilmis bir sonsuz
X—>F© x

kiictiktiir. Pozitif ya da negatif olmas1 7 ¥ ya da Foo olmasina baglidir.
Ozet olarak

1) Bu formiil ¢aligmasi, bir tanim olarak kabul edilirse her zorluk ve genellik

derecesine uygun olan & —¢ tanimina esdegerdir.

2) Bu formiil, tahmini bir limit degeri olan L ‘den bagimsizdir. Bu nedenle

tahmin etmeye ve kontrol etmeye ihtiya¢ yoktur.
3) Bu metot carpma isleminde daha az karisikliga sebep olmaktadir.

4) Zannedilenin disinda bu formiil calismasi limitin &—¢6 tanimindaki
degistirilemez i¢ niceleyicileri V, 3, V ‘e karsidir. Bu metotta “ L gercekten dogru

limit degeridir.” ve hesaplanmasi ile uyusur.

Sonu¢ olarak bu metotla Calculus gercekte tasarlandigr gibi tekrar

hesaplamaya donmektedir.
Not (Matematikte Sonsuz Kiiciikler):

Matematikte sonsuz kiiciliklerin etkisini anlayabilmek i¢in “Mathematica”
programini ele alinabilir. Acaba Mathematica limitleri nasil hesaplamaktadir?

Bilgisayar f fonksiyonunun sonsuz cokluktaki degerini, hesaplamakta ve bu

degerlerden birini dogru cevap olarak mi sdylemektedir? Ya da bilgisayar
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sorulabilecek biitiin miimkiin fonksiyonlarin limitlerini hatirlamakta midir? Cevap

ikisi de degildir. Daha ¢ok Mathematica f(r+dx) ‘in formal (Taylor) asimptotik

acilimini dx ‘in bir formal degisken oldugunu diisiinerek ve serinin biitlin terimlerini

kisaltarak serilerle hesaplar.

Bu islem ¢—¢ tanimiyla yapilabilecek ¢ok az sey icermektedir ve neredeyse
standart kisim doniisiimii almakla aynidir. Bu hesaplamalarin catis1 R(dx) cismi ve
reel katsayili formal Laurent serileri ve dx ile gosterilen formal degiskenlerdir.
R(dx) cisminin Arsimedyen olmadigima ve formal degisken dx ‘in R(dx) ‘in bir
eleman1 olarak pozitif bir sonsuz kiicliik olduguna dikkat edilmelidir. Yani
Mathematica, inanmasi zor olsa da R(dx)cisminin c¢atisindaki sonsuz kiigiiklerle

hesaplamalarini yapmaktadir.

st f(x =dx)] = series[ f(x+dx)],0<dx <1,dx >0 formiilii Mathematica

‘daki f(r+dx) ‘in standart kisim doniisiimii hesaplamasinda kullanilir.

2.1.5. Sonsuz Kiiciikler Calculusuna Bir Giris:

Bu boliimde Robinson’un standart olmayan analizi olarak da bilinen modern

sonsuz kiicilikler Calculus’ u i¢in kisa bir giris verilecektir.

Standart olmayan analiz, model teori ve matematiksel mantikla zamanla
yakin bir iligkiye girse de standart analizin catistyla inga edilmesi tamamiyla
miimkiindiir. Metot asir1 gii¢lii yap1 ya da yapisal standart olmayan analiz olarak da

bilinir.

1) N dogal sayilar kiimesi ve P(N), N ‘nin kuvvet kiimesi olsun.

u:P(N) —){0,1} iki degerli sonlu toplamsal olgiidiir. Mesela biitiin sonlu 4 c N

icin p(A)=0 ve pw(N)=1 dir. 4 asagidaki gibi alinmalidir.
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Not (x ‘niin genislemesi) :

Bu 6zelliklerle birlikte bir 6l¢ii oldugunu gostermek i¢in N’ de bagimsiz bir

ultra filtre U olmak iizere, x4 fonksiyonunu 4€U igin u(A)=1 ve A¢U igin

1(A) =0 ile tanimlamak yeterlidir.

Asagidaki dort 6zelligi saglayan N ‘nin bostan farkli bir alt kiimesi U, N

‘de bir bagimsiz ultra filtre olarak adlandirilir.

a) U kesisme durumunda kapalidir.

b) Eger A, BcN ve Ac Bve A€U ise BeU ‘dur.
¢)Her Ac N i¢in 4eU yada N\4eU ‘dan biri kesinlikle dogrudur.

d) r]AeUlél:@

u fonksiyonunun asagidaki 6zellikleri tanimdan ¢ikar.
Lemma 3 (z Fonksiyonunun Ozellikleri) : 4,8 N olsun.

a) u(AUB)=1<[u(A)=1 yada u(B)=1] ‘dir. Ozel olarak her 4 c N
icin u(A)=1yada £ (N\A)=1 ‘den biri kesinlikle dogrudur.

b) N ‘nin biitiin tiimleyeni sonlu olan A alt kiimeleri i¢in z(A4)=1 “dir. Ozel
olarak p(N)=1 dir. (& ¢ U oldugu siirece)

¢) u(AVB)=0<[u(4)=0ve u(4)=0]

d) u(4)=u(B)=1 u(AnB)=1

e) Ac BN ve u(A)=11ise u(B)=1 “dir.

2) R" ‘nin bildik noktasal islemler altinda reel say1 dizilerinin biitiin alt
kiimelerinin bir halkasi oldugunu diisiiniilerek R" ‘de bir “~” bagmtisi

tanimlanmalidir.
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Eger hemen hemen her terim i¢in (a,)=(b,) ise (a,)~(b,) ‘dir. Ornegin

eger ,u{n|an :bn} =1 ise.

Kuvvet kiimesi "R =R"/~ standart olmayan reel sayilarin (hiperreel) bir

altkiimesi olarak tanimlanir.

(a,) dizisinin denklik simifim (a,) ile gosterildiginde R < "R gdmmesi

r— <r, r, r> ile tammmlanmaktadir.

Bundan sonra yapilacak olanlar verilen » reel sayisini notasyon olarak

tanitmak icindir.

"R “deki toplama ve carpmalar R" ‘den gelir. ,u({n|an < bn}) =1 ise

"R “deki sira iligkisi eger a, <b, ise <an> < <bn> seklinde tanimlanur.

Teorem 5: "R, R ‘yi tam sirali alt cisim olarak igeren, tam sirali Arsimedyen

olmayan bir cisimdir.

Ispat: R" bir halka oldugu siirece "R bir halkadir. "R “nin sifir bélensiz oldugunu

gostermek igin "R ‘da <an>.<bn> =0 oldugunu farz edelim. [,u({n a,b = 0}) =1]

A= {n|an = 0} ve B= {n|bn = O} oldugu gosterilmeli ve R sifir bolensiz oldugunda

{n

<an> =0, <bn> =0 olmasmi gerektirir. “R ‘da sifir olmayan elemanlarin ¢arpmada

a,b, = 0} = AU B olduguna dikkat edilmelidir. x(A4)=1 ya da p(B)=1 olmasi

tersi Ozelligi oldugunu gostermek i¢in "R da <an>¢0 oldugunu farz edelim.

a,#0))=1 {n|la,#0}=C yi gosterclim ve (b)eR" ‘i b L ke

n

pu({n

n

tamimlayalm ve her halde eger neN/C ise b,=1 denilebilir. Elimizde
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,u({n|anbn = 1}) =1 anlamma gelen Lemma 3 ‘ten C c {n|anbn = 1} vardir. Boylece
gerektigi gibi <an>.<bn> =1 ‘dir. Siralama iligkisinin Trichotomy 6zelligini gdstermek
icin <an>¢<bn> oldugunu farz edelim ve 4 :{n:an <b,} i gosterelim. Elimizde
N/A= {n ta, >b,} vardir ve boylece p(A4)=1 yada u(N/A)=1 den biri Lemma
3 ’ten kesinlikle dogrudur. Bu <an> # <bn> oldugu stirece <an> < <bn> ya da
<an> > <bn> ‘dir. Diger 6zellikler de benzer sekilde gosterilebilir. R < "R gémmesi
kesinlikle cisim ve siray1 korur. {n im < n} kiimesinin 6l¢iisii 1 oldugu siirece "R ‘in
Arsimedyen olmadigini géstermek i¢in "R ‘de m < <n> (N deki biitiin m ‘ler i¢in)

olduguna dikkat edilmelidir.

3.RcF('R), I("R)cF('R), RnI('R)={0}, F('R)nL('R)=2
ve F("R)UL("R)="R oldugu agiktir. Yukaridaki tanimdan ilerlenerek F(R)
nin tam sirali tamlik bolgesi oldugu ve / (*R)nin ise F (*R) de convex maximal
ideal oldugu goriilmektedir. F('R)/I('R) ise R ye izomorf olan tam sirali
cisimdir. Kanonik izomorfizm st:F("R)—>R standart kisim doniisiimii olarak
bilinir. R" ‘deki her swali (a,) dizisi i¢in st(a,) nin var olduguna dikkat
edilmelidir ve limiti olan biitin smrh (a,) ‘ler i¢in s¢(a,) =£gn30(an) dir. Aksine
(a,) bir sonlu say1 ise (a,) nin baz1 alt dizileri igin (8rnegin u({ k,:neN })=1)

St<an> = lim(akn ) dir.

n—>0

Teorem 6:

i)xe 'R olsun. xeF(*]R) dir ancak ve ancak baz1 xeR ve bazi

dxe](*R) icin x =7 +dx ise
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ii) Eger x e F( " R) ise x =r+dx gosterimi tektir ve r = st(x) dir. » € Ri¢in
st ( r) =r dir.
iii) Standart kisim doniisiimii siray1 korur. F (R) de x<y ise R de

st(x) < st(y)dir.

4. X cR olsun. "X = {<xn> € R :hemen hemen her yerde x, € X } kiimesi
X ’in standart olmayan a¢ilimdir. Her X c R i¢in X ¢ "X veX =X ‘dir ancak
ve ancak X sonlu bir kiime ise. Yukaridaki tanim X < R (d eN ) olmasi

durumunu da igine almaktadir. Eger X cR ve Y c R ise ’ (XxY)="Xx"Y ve

* *

J a .. ey .
R :( R) dir. Basitce R“ yazilabilir.

Teorem 7 (Yig1lma Noktasi):

reR veX cR olsun. », X 'in asikar olmayan bir y1gilma noktasidir
ancak ve ancak dx #0, dx~0 ve r+dxe X olacak sekilde bir dx e "R varsa (ya

da r # x olacak sekilde x € "X varsa)

. 1 .

Ispat: (:>) Her neN i¢cin X, = {x eX:0< |x—r| < —} bostan farkl1 bir kiime
n

olsun. Segme aksiyomundan R" ‘de her neN i¢in x, € X, olan (x,) vardur.

Simdi dx = <xn > —r nin sonsuz kii¢lik oldugu gosterilmelidir.

Gergekten <l> ~0 oldugunda dx+0 ve dx=0 iken 0< |dx| < <—> dir. Ayrica

1
n n

her neN i¢in x, € X, oldugu siirece 7 +dx = <xn> e'X ’dir.
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(<:) dx#0, dx=0, bazi dxe 'R icin r+dxe X'dir. meN oldugu

varsayilmali ve 0<|dx|<l olduguna dikkat edilmelidir. R" ‘deki baz1 (&, )igin
m

. 1 .
elimizde dx= <gn> var dir. {n :0< |gn| <—,rt+g,€X } kiimesinin  olgusii 1
m

oldugundan bostan farkli olan », X ’in asikar olmayan bir y1g1lma noktasidir.

5. X <R iken f:X — R ye bir reel degerli fonksiyon olsun. "f: "X — "R
fonksiyonu biitiin (x,)e "X i¢in "f({x,))=(/(x,)) seklinde tammlanir. Biitiin
reX'ler icin “f(r)= f(r)oldugu siirece f ‘nin standart olmayan agilimi olarak

adlandirilir. Yukaridaki tamm X c R’ (d eN) oldugu durumlarda gegerlidir.

Teorem 8 (A.Robinson):

r, X < R'nin asikar olmayan bir yigilma noktasi olsun. f:X — R reel

degerli bir fonksiyondur ve LeR ‘dir. limf=L ‘dir ancak ve ancak

X—r

dx#0, di~0 ve r+dxe X olacak sekilde biitin dxe R i¢cin f(r+dx)~L

ise. Eger R ‘de limit var ise lim f(x) = st(" f(r +dx)) dir.

Ispat: (=) eeR,olsun. Farz edelim ki  bitin  xeX'ler igin

0< |x—r| <o ve |f(x) —L| <g olacak sekilde bir oJelR ve  bazi

dee R icin dx=0 ve r+dxe X olsun. », X ‘in asikar olmayan bir y1gilma
noktas1 olmadig1 siirece Teorem 7 den dx ‘in var olduguna dikkat edilmelidir. R"
‘deki baz1 (&,) dizileri i¢in elimizde dx = <gn> vardir. Sonrasinda asagidaki

kiimeleri tanimlanmalidir.
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A; ={n:0<|gn|<5 ve r+eg, eX}, B, ={n:|f(r+gn)|<€},
A; = B, ve u(A;)=1 oldugu siirece Lemma 3 ‘ten u(B,)=1 dir. Ozetlersek biitiin

ceR, icin ‘*f(r +dx) - L‘ <& gerektigi gibi *f(r +dx) ~ L anlamina gelir.

(<)Karsit  olarak farz edelim ki limf(x)=L yanhs olsun.

X, :{xe)(:0<|x—r|<l ve |f(x)—L| > g} her ne N icin bostan farkli olacak
n

sekilde £ e R, vardir. Se¢gme aksiyomundan biitiin » € N ‘ler i¢in x, € X, olacak

sekilde R" ‘de (x,) dizisi vardir. dxe 'R, dx :<xn>—r olarak tanimlanmalidir.
Elimizde dx#0 ve dx=~0  oldugunda 0< |dx| < <l> vardir.  Ayrica
n

r+dx = <xn> e’ X ve ‘*f(r+dx)—L‘ >¢ ‘dur. Bu " f(r+dx)—L nin sonsuz kiiciik
olmadi@1 anlamina gelir ki bu bir geliskidir. lim f(x) = st(" f(r +dx)) formiilii her iki

yon i¢in standart kistm doniisiimiine bagvurduktan ve L bir reel say1 oldugu siirece

st(L) = L olmas1 gz 6niine alindiktan sonra * f(r +dx) ~ L ‘den gelir.

Teorem 9 (Varhk):

X cR, f:X — R reel degerli bir fonksiyon ve », X ’in asikar olmayan

bir y18ilma noktasi olsun. Asagidakiler birbirini gerektirir.

i) lim f(x) limiti R ‘de vardir.

if)
(VeeR,) (36€R,) (Vx,yeX) [0<|x—r

b

y=r|<s=|f0)-f)|<e]

olmasi durumunda f Temel ( ya da Cauchy ) dizidir.

iii) x#r,y#r,x=r ve y=r olmak lizere, her

x,ye X icin "f(x) = g(y) dir.
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iv) r+dx,r +dy € "X olmak iizere, her
dx, dy#0, dx, dy=0 icin “f(r+dx)~ g(r+dy) dir.

V) r+dx, r+dye X olmak iizere, biitiin dx, dy#0, dx, dy~0 icgin
St(*f(r + dx)) = st(*f(r + dy)) € R (higbir zaman 0 olamaz. )

vi) I("R,) R'de poritif sonsuz kiigiiklerin belirttigi kiime oldugunda

(3heI('R)) (Vdx,dye R)
[r+dx,r+dye*X ve 0<|dx

dy|<h]=["flr+do)="f(r+dy)]

2

dir.

Ispat:

(i) < (i) Limit varlig1 i¢in Cauchy kriteri.

(i)= (iii) : Bazs LeR i¢in ~f(x)~L , (teo.8) gerektigi gibi
)=

(iti) < (iv) x=r+dx ve y=r+dy olmasindan gelmektedir.

(iv)= (vi) Asikar.

(vi)=(i): Elimizde R" ‘deki baz1 (h,) dizileri igin h=(h,) vardr.
Genelligi bozmadan her » € N i¢in 4, > 0 oldugunu farz edilebilir. Simdi tersine (1)
yanlis olsun. Vne N i¢cin A, # olacak sekilde

An:{<x,y>eX><X:O<|x—r

2

y=r|<h, ve f(x)-f(y)ze} olan eeR, vardr.

Bundan sonra (Se¢me aksiyomundan)

X"xX" de VneN igin (x,,y,)e A, olacak sekilde bir (x,,y,) dizisi vardir.
(x,),(,) € X standart olmayan sayilarini tanimlanir ve ‘R ‘da (x,) ve (y,) nin

(vy=1]<(h) ve | £(x,N="F(y,)|2 & oldugu

goriiliir. Boylece " f({x, )~ "f({,)) bir sonsuz kiigiik degildir ki bu

seciminden 0 < Kxn > —r

b

h=(h,), dx=(x,)—r ve dy={y,)—r igin (vi) ile gelisir.
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(i):>(v): Bazi LeR icin st(*f(rerx)):L ve st(*f(rery)):L
dir. Teorem 8 den beklendigi gibi st(" f(x)) = st(" f(y)) e R “dir.
(iv):>(v): st(*f(r+dx))=St(*f(r+dy))eR, “f(r+dx) ve f(r+dy)

nin birer sonlu say1 olmasi ve " f(x) = " f(y) olmasi anlamina gelir.

2.2. Tlgili Aragtirmalar

Bu béliimde, Matematik 6gretiminde limit 6gretimi ile ilgili yurt dis1 ve yurt

ici arastirmalardan bazilar1 6zetlenecektir.
2.2.1. Limit Ogretimi ile ilgili Yurt icinde Yapilan Calismalar

Akbulut (2004) “Limit Ogretimi ve Kavram Yanilgilar1” isimli yiiksek lisans
tezinde geleneksel yontemlerden farkli olarak gelistirilen etkilesimli Ogretim
stratejisinin biligsel alanin, kavrama ve uygulama basamaklarini kapsayan limit
kavraminin 6gretimine olan etkisi ve bu siirecte ortaya ¢ikan kavram yanilgilarini
arastirmustir. Bu amagla, Atatiirk Universitesi Kazim Karabekir Egitim Fakiiltesi
[Ikogretim Matematik Boliimii  Ogrencilerinden deney ve kontrol gruplarn
olusturulmustur. Deney grubunda limit konusu, etkilesimli 6gretim stratejisi, kontrol

grubunda ise geleneksel 6gretim yontemleri kullanilarak islenmistir.

Arastirma sonucunda deney grubundaki ogrencilerle kontrol gurubu
Ogrencileri arasinda limit konusunun anlasilmasi agisindan deney gurubu lehine

onemli bir farkliligin oldugu tespit edilmistir.

Aztekin  (2003) “Repertuar Cizelge Teknigi ve Limit Konusuna
Uygulanmas1” isimli yiiksek lisans ¢alismasinda, Repertuar ¢izelge tekniginin limit

konusuna uygulanmasini arastirmistir.
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Barak (2007) ’m “Limit Konusundaki Kavram Yanilgilarinin Belirlenmesi”
isimli yiiksek lisans tezinin amaci {niversite Ogrencilerinin analizin temel
konularindan biri olan limit hakkindaki kavram yanilgilarini belirlemektir. Bu

amagla nitel aragtirma yontemlerinden durum ¢aligmasi kullanilmistir.

Arastirma sonucunda, Ogrencilerin limit ve limitle ilgili bazi1 temel
kavramlar hakkinda kavram yanilgilarina sahip olduklar1 belirlenmistir. Bunlar
g—0 tanimi, limit kavrami tanimi, fonksiyonun bir noktadaki limitinin
varlig1, sagdan ve soldan limit kavramlari, limit ve siireklilik kavramlar1 arasindaki
iligki, bir fonksiyonun bir noktada tanimli olmasi, fonksiyon grafiklerinin ¢izimi,
sonsuz kavraminin anlasilmasi ve islemlerde kullanilmasi ile ilgili hata ve kavram

yanilgilardir.

Akkoyunlu, Giiler, Ugurel ve Alan (2003) “Ortadgretimde Limit Kavraminin
Olusturulmasimma Yonelik Bir Calisma” adli calismalarinda limit kavraminin
olusturulmasinda degisik baz1 yaklagimlarla bu sikintilarin giderilmesi ve daha iyi bir
Ogretimin gergeklestirilebilmesi amaglanmaktadirlar. Bunun i¢in de bazi 6gretim

yaklagimlarini kisaca tanitarak gortislerini sunmuslardir.

Kabaca (2006) “Limit Kavrammin Ogretiminde Bilgisayar Cebiri
Sistemlerinin Etkisi” isimli doktora tezinde limit kavraminin 6gretiminde Bilgisayar
Cebiri Sistemlerinden Maple programimin kullaniminin etkileri incelemistir. Bu
amagla, Usak Universitesi Fen Edebiyat Fakiiltesi Matematik Boliimiiniin birinci
siif Ogrencilerinden iki grup olusturulmustur. Arastirma gruplarindan birisine
sadece yapilandirmaci Ogretim ilkelerine gore ders islenirken, diger gruba aym
zamanda Maple programi yardimui ile arastirmaci tarafindan gelistirilen yazilimlardan

yararlanilarak ders islenmistir.

Arastirma sonucunda genel basart ele alindiginda BCS desteginden
yararlanan grubun diger gruptan daha yiiksek ortalamaya sahip olmasina ragmen bu

farkin istatistiksel anlamliliginin olmadigi, BCS desteginin, matematige yonelik
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tutuma anlamhi diizeyde olumlu bir etkisinin oldugu ve BCS kullaniminin

ogrencilerin daha iyi motive olmalarini sagladig tespit edilmistir.

Colak (2002), “Limit Ogretiminde Iki Farkli Egitim Durumunun
Karsilastirilmasi” isimli yiiksek lisans ¢alismasinda iki farkli egitim durumunun limit
Ogretimine etkisini karsilasmistir. Bu ¢aligmada geleneksel yontemden farkli olarak
gelistirilen egitim durumunun 6grencilerinin limit kavramimi 6grenmelerine etkisi
incelenmistir. Bu amagla olusturulan deney ve kontrol gruplarina, Lise Matematik
Dersi Ogretim Programinda limit kavramu i¢in ayrilan siirede iki farkli sekilde ders
islenmistir. Deney grubunda geleneksel yontemden farkli olan egitim durumu,

kontrol grubunda ise geleneksel yontem ile dersler islenmistir.

Arastirma sonucunda geleneksel yontem kullanilarak dersler islendiginde
Ogrencilerin limit kavramu ile ilgili problemleri ¢6zebildikleri fakat limitin formal
tanimiin ne oldugunu ve yaptiklart islemlerin ne anlama geldigini bilmedikleri
goriilmistiir. Geleneksel yontemden farkli olarak gelistirilen egitim durumu ile limit
kavrami islendiginde ise Ogrencilerin limit kavrami ve limit ile ilgili islemler
arasinda bag kurabildikleri ve yaptiklari islemin ne anlama geldigini bildikleri yani

bilgileri ezberlemedikleri, 6grendikleri goriilmiistiir

2.2.2. Limit Ogretimi ile lgili Yurt Disinda Yapilan Calismalar

Monaghan (1991), “Limit Kelimesinin Algilanmasiyla Ilgili Problemler” adli
calismasinda limit 6grenimi ve Ogretimi sirasinda kullanilan dilin etkisi lizerinde
calismistir. Monaghan, hazirladig1 anketi 16 yasindaki 54 lise 6grencisine uygulamis
ve bir yil sonrasinda da 190 lise Ogrencisine anketin diizeltilmis formunu
uygulamistir. Ankette: egilim, yaklagma, yakinsama ve limit kelimelerini kullanarak

ayni soruyu dort farkli sekilde sormustur.

Bu ¢alismadaki likert tipindeki anketin nicel analizi géstermistir ki 6grenciler

bu dort kelimeye ¢ok farkli anlamlar yiiklemektedir. Monaghan, 6grencilerin her
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kelimeyi climle i¢inde kullanma sekillerini incelemis ve bu kelimelerin 6grenciler

icin genelde nasil anlamlar ifade ettiklerini siniflandirmistir.

Calisma sonucunda limit kelimesinin ¢ogunlukla &grenciler tarafindan bir
sinir olarak diisiiniildiigii goriilmistiir. Yaklasma kelimesinin, bir seyin baska bir
seye dogru en sonunda ulasma fikri ile hareket etmesi, egilim kelimesinin kisisel
egilim, yakinsama kelimesinin ise iki silirekli nesnenin birlesmesi olarak 6grenciler

tarafindan algilandig1 gortilmistiir.

Tall ve Vinner (1981), “Limit ve Siireklilik ile Ilgili Olarak Matematikte
Kavram Algilama ve Kavram Tanimlama” adli ve kavram imajlari, kavram
tanimlari, kavram tanimi imaji merkezli olan ¢aligmalarinda aragtirmacilara, birinde
36 digerinde 70 {iiniversite Ogrencisi bulunan iki gruba anket uygulamislardir.
Ogrencilere kisa cevapl agik uglu sorular yonlendirilmis ve verdikleri cevaplar

siiflandirilmastir.

. i . 9 9 9 9 e .
Ogrencilerin  lim| 1+ —+ —+——+...+ limitinin degerinin ne
n—® 10 100 1000 10"

oldugu sorusuna verdikleri cevaplarin analizi sonucunda, dgrencilerin gii¢lii kavram

imajlar1 ve zayif kavram tanim imajina sahip olduklar gorilmistiir.

Ogrencilerden lim(3x _

x>l x —

) =3 ifadesinin ne anlama geldigini acgiklamalar1 ve

lim f(x) = ¢ nin tanimin1 yazmalari istendiginde ise elde edilen bulgular sonucunda
X—a

ogrencilerin zihinlerinde limit taniminin farkli bir goriiniim, limit kavraminin ise
daha farkli bir goriinim olusturdugu, ayrica limit kavraminin goriintiisiiniin, tanimin
olusturdugu goriintii ile ¢catigsma halinde oldugu veya baglantisiz oldugu sonuglarina

varilmstir.

Williams (1991), “Universite Analiz (Calculus) Dersi Ogrencilerinin Limit
Kavrami ile Olusturduklart Modeller” adli ¢alismasinda Ogrencilerin karsilastigi

anormal Orneklere verdikleri cevaplar incelemistir. Bunun igin bir tiniversitenin 341
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lisans Ogrencisine, i¢inde limit ile ilgili 6 ifadenin dogru ya da yanlis oldugunu
isaretlemeleri ve hangi ifadenin limiti en iyi tanimladigini se¢meleri istenen bir anket
uygulamistir. Williams, anketin sonuglarini inceledikten sonra 6 ifadeden en net ve

acik olan 4 tanesini se¢mistir.

Calismanin ikinci agamasinda ise 10 0grenci se¢ilmis ve bu 6grencilerle 5
toplantt yapilmistir. Toplantilar sonucunda Ogrencilerin basit ve pratik limit
modellerini tanimlardan daha onemli gordiikleri, 6grencilerin daha sekli limit
goriisiinii benimsemelerinde 5 toplantinin yetersiz oldugu ve Ogrencilerin formal

bilgilerinin kavramsal bilgilerinden olduk¢a ayrik oldugu goriilmiistiir.

Davis ve Vinner (1986), “Limit Fikri: Goriinliste Bazi Kag¢inilmaz Yanlis
Kavram Alstirmalar1” adli c¢aligmalarinda 6grencilerin  limit  kavramlarini
gelistirmeye odaklandiklar1 bir dizi Analiz dersi gelistirmeye ¢alismislardir. Bunun
icin bu Analiz dersleri dizisi bir yil boyunca 6grencilere teoremler ispatlamak,
tanimlar ifade etmek, yanlis tanimlarin zayifligin1 6rneklerle aciklamak suretiyle
ogrencilere limit kavraminin ustaliklar1 verilmistir. Daha sonraki okul yilinin ilk
giiniinde, Ogrencilerden informal olarak kendi sezgileri ile bir dizinin limitini
tammlamalart ve tam bir formal tanim vermeleri istenmistir. Ogrencilerin

cevaplarimin bir y1l 6nce gdstermis olduklari anlayislar: yansitmadig goriilmiistiir.

Davis ve Vinner buradan hareketle bazi kavramlarin halen var oldugunu ve
ogrencilerin cevaplarini etkiledigini fakat alisilmis hatalarin ve yanlig kavramlarin
ogrenciler tarafindan yapilmasinin engellenmesi i¢in bir dizi ders diizenlemelerine

ragmen ayni hatalarin tekrar ortaya ¢iktigini saptamiglardir.

Sierpinska (1987) “Beser Olarak Ogrenciler ve Limit ile Ilgili Epistemolojik
Engeller” adli caligmasinda segtigi bir grup 6grencide bilimsel bilgi, sonsuz kavrami
ve fonksiyon kavramu ile ilgili eksiklikleri belirtmis ve limitle ilgili eksikliklerin
bilimsel bilgi, sonsuz kavrami, fonksiyon kavrami ve reel sayr kavrami kaynakl

oldugunu vurgulamstir.
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Szydlik (2000), “Matematiksel Inanglar ve Bir Fonksiyonun Limitini
Kavramsal Anlama” adli calismasinda 6grencilerin matematiksel inanglar1 ve bu

inanglar ile limiti anlama arasindaki iligkiyi arastirmistir.

Elde ettigi bulgulara dayanarak ogrencilerin Analiz dersini uygulanilan,
hatirlanilan yontem ve gergeklerin bir koleksiyonu olarak gordiigiinii ve bu yontem
ve gerceklerin altinda yatan teoriye deger vermediklerini ve bunlari anlamaya

calismadiklar1 sonucuna varmustir.

Lauten, Graham ve Ferrini-Mundy (1994) “Ogrencilerin Analizdeki
(Calculus) Temel Kavramlar1 Anlamalari: Grafik Hesap Makinesi ile Etkilesim” adli
calismalarinda 5 Ogrenci ile goriismeler yaptiktan sonra bu 6grencilerden biri ile
yapilan goriisme sonuclarina yer vermislerdir. Lauten ve digerleri, ¢aligmalarinin
amacinin O6grencilerin fonksiyonlar ve limit kavram imajlar1 ve bu kavramlar
anlamalar1 ile Ogrencilerin grafik hesap makinelerini kullanmadaki egilimlerini

saptamak oldugunu belirtmislerdir.

Sonuglar 6grencinin hesap makinesini minimum o6lgiide kullandigini ve limit
hakkindaki kavram goriinlimiiniin formal tanimdan uzak, dinamik bir goriiniim

sergiledigini gostermistir.

Dubinsky ve arkadaslar1 (1996), “Limit Kavramini Anlama: Baglantili
Yontem Semas1” adli nitel agirlikli calismalarinda, limit kavraminin 6grenciler
tarafindan nasil algilandigi ile 1ilgili literatiir ¢aligmalarinin sentezine yer
vermiglerdir. Limitin informal ve dinamik olarak algilanmasi {izerindeki goriisleri
degerlendirmelerinin yani sira dinamik anlayisin 6g8renciler tarafindan daha kolay
algilandigin1 ve bu anlayisin formal tanimi yapilandirma igin bir engel olarak

goriildiigiinii belirtmislerdir.

Gilman (1997) tarafindan yapilan, “Analiz Dersindeki (Calculus) Giigliikler”
adli calismada limit taniminin, tanimdaki niceleyiciler nedeniyle Ogrenciler

tarafindan anlagilamadigi belirtilmis ve limit tanimina alternatif bir tanim verilmistir.
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Przenioslo (2004), calismasinda bir iiniversitenin matematik boliimiinde genel
matematik dersini bitirmis 6grencilerin limit kavramlarini incelemistir. Sonug olarak,
ogrencilerin bazi kavramlari1 tanimlama ile ilgili sorular1 dogru cevaplandirsalar da

bunlar1 uygulamada sikinti ¢ektikleri gdzlemlenmistir.

Hofe (1998), 6grencilerin limit kavraminda yasadiklar1 problemleri inceledigi
calismasinin sonucunda ana problemin; matematiksel icerigin grafik ve aritmetik
temsilleri, islem ve nesne, statik ve dinamik yorum ve sezgisel fikirler ile
matematiksel Ozellik alanlarinda yasandigi sonucuna varmis ve normal bir genel

matematik dersinde bu alanlara fazla 6nem verilmedigini belirtmistir.

Brudney, Keir ve Viruleg (1993), “Limit Kavraminin Sezgisel Anlamay1
Gelistirmek I¢in Tablolama Programi Kullanma” adli ¢alismasinda amacinin limit
kavraminin sezgisel olarak anlagilmasi icin 6grencilere yol gostermek oldugunu

belirtmistir. Bunun i¢in dort farkl aktivite kullanmistir.

Cornu (1981), ogrenciler i¢in limit kavramimin matematikte sonlu
hesaplamalar ile sinirlandirilamayan ve 6grencilerin net bir cevap veremedikleri ilk

konu oldugunu belirmistir.

Slomer (1999) “Limitler Kavramina Sayisal Yaklagim” adli calismasinda
grafik ve niimerik degerlerin bir fonksiyonun bir noktadaki limitini hesaplamada

kullanish bir yol oldugunu belirtmistir.

Todorov (2001), “Klasige Doniis: Sonsuz Kiigiiklerle Limit Ogretimi” adl
calismasinda alisilmis £—¢ tanimina denk bir tanim vermistir. Calismada bu
tanimin tahmini bir limit degerini gerektirmeksizin L limitini tek olarak

belirleyebilecegi belirtilmistir.

Foley (1986), “Bir Devlet Universitesinin Calculus Dersinde Sonsuz
Kiiciikleri (Hyperreel Numbers) Kullanarak Limit ve Siireklilik Ogretimi” adl

calismasinda Austin Devlet Universitesinin 1. dénem Calculus dersinde limit ve
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sireklilik ogretimi i¢in iki kavramsal yaklagimin goreli etkililigini Olgmeye
calismistir. Bu yaklagimlar bildik £ —¢ limit yaklasimi ve Abraham Robinson’ un

nonstandart analizine dayanan sonsuz kiiciiklerle limit yaklagimidir.

Bu aragtirmanin deneysel kismini olusturmak amaciyla konuyla ilgili literatiir
taramasi ve Calculus ders kitaplarinin incelenmesinin ardindan bir 6gretim programi
kilavuzu ve bir de coktan se¢cmeli basar1 testi pilot Ogretim siiregleri igin

hazirlanmistir.

Kontrol grubunda limit kavrami i¢in normal sekliyle, deney grubunda ise bu
kavramlar1 gelistirmek amaciyla sonsuz kiigiikleri kullanarak 6gretim yapilmustir.
Limit hesaplama kabiliyeti ile limit ve siireklilik kavrayisin1 dlgecek nitelikte olan

basar testi iki gruba da uygulanmustir.

Deney grubunun basar1 testinde daha iyi bir performans sergileyecegi
varsayllmistir. Gruplar arasindaki farkliliklarin hipotezi ciirlitmesine ragmen elde
edilen bulgular istatistiksel olarak anlamli bulunmustur. Cinsiyet ve Calculus genel

kiiltiirlinlin bagarida etkili oldugu goriilmiistiir.

Lisede Calculus egitimi almayan 6grenciler arastirmanin basinda varsayildigi
gibi davranmustir. Fakat lisede Calculus egitimi alan O6grencilerde normal egitim
seklinin, sonsuz kiigliklerle yapilan egitim seklinden daha iyi sonug¢ verdigi

gorilmiistiir.

Arastirmanin  sonucunda Ogretim programinda ve Ogretimde sonsuz

kiigiiklerle calculus egitiminin gz oniinde bulundurulmasi tavsiye edilmistir.

Parameswaran (2006), “Limit Fikrini ve Sonsuz Kiigiikleri Anlama Uzerine”
adli caligmasinda 6grencilerin gergek yasamlarina dayali kiiglik sayilarla ilgili kisisel
limit algilamalarini ortaya ¢ikarmaya ¢alismistir. Bunun i¢in ¢aligmalarini iki grupla

yuriitmustiir. 12. sinif 68rencilerinden olusan ilk gruba limit, informal bir yaklasimla
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(& -0 taninm kullanmilmadan) 6gretilmistir. Universite 1. simf 6grencilerinden olusan

diger gruba ise limit bildik &—¢ tanimi kullanilarak 6gretilmistir.

Arastirma sonunda her iki gruptaki bir¢ok Ogrencinin limitleri hesaplarken
karsilarina ¢ikan kiiciik sayilari sifira tamamladigini ¢iinkii bu 6grencilerin limiti

yakin olma (yakinlagma) olarak algiladiklarini ortaya ¢ikarmustir.



3. ARASTIRMANIN YONTEMIi

Bu boliimde; arastirma modeli, evren ve orneklem hakkindaki bilgiler,
verilerin  toplanmasi, ¢aligmanin  deneysel kismi, verilerin analizi ve

yorumlanmasinda kullanilan yontem ve teknikler agiklanmustir.

3.1. Arastirmanin Modeli

Calismanm problemi, Lise Matematik Dersi Ogretim Programinda, limit
kavraminin 6gretimi ile ilgili tavsiye edilen yaklagimla sonsuz kiiciik say1 kavrami
yardimiyla yapilandirilan limit hesaplama yaklagiminin, 6grencilerin limit ile ilgili
hesaplamalar1 yaparken basariya ulagsmalarinda etkilerinin arastirilmasi oldugu ig¢in

bu arastirmada deneysel yontem kullanilmistir.

Bu arastirmada kontrol gruplu son test deseni kullanilmigtir. Kontrol gruplu
son test modelinde yansiz atama ile olusturulmus iki grup bulunur(Biiylikoztirk
2001:21). Gruplarin sans yontemiyle olusturulmasi deney oncesi benzerligi saglamak
icin yeterli sayilabilir (Akdag). Bunlardan biri deney digeri kontrol grubu olarak

atanir. Modelin simgesel goriiniimii:

G, T,
seklindedir.

Deney grubu isleme tabi tutulur; deney bittikten sonra da test edilir (T;). Ayni

test olabildigince benzer bir gruba (kontrol grubuna) da ayn1 zamanda uygulanir (T).
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Sonugta, bu iki grubun Olgiimleri arasindaki farkin (varsa) deney

degiskeninden, islemden gelebilecegi yargisina varilir. (Kaptan, 1998, s.84)

Bu arastirmada bu desenin kullanilmasinin arastirmanin amacina hizmet
edecek nedeni; 6grencilerin limit ile ilgili hesaplanmalar1 yapmalarinda sonsuz kiigiik
say1 kavrami yardimiyla olusturulan yaklagim ile Lise Matematik Dersi Ogretim
Programinda tavsiye edilen yaklagimin farkliliklarinin gériilmek istenmesidir. Bunun
icin denk olan iki sinifa iki farkli sekilde ders islenmistir. Ayrica kontrol grubu
kullanmak, arastirmanin glivenirligini ve gecerligini artiracak; bdylece sonuglara

daha biiyiik bir giivenle bakilmis olacaktir. (Kaptan, 1998, s.83)

Bu aragtirmada oncelikle uygulamanin yapildigi okulda bulunan, 4 12. sinif
fen sinifina agik uglu sorulardan olusan bir hazir bulunusluk testi uygulanmustir.

(bakiniz EK 2)

Bu testlerin degerlendirilmesi sonucunda, &grencilerin karne notlarina da
bakilarak birbirine en yakin iki siif katilimci olarak belirlenmistir. Ardindan bu
siiflardan biri yansiz atamayla kontrol grubu, digeri de deney grubu olarak

secilmistir.

Secilen her iki gruba arastirmanin amacina hizmet edecek sekilde dersler
islenmistir (bakiniz Deneyin Uygulanmasi). Derslerin islenmesinden sonra hem
kontrol hem de deney grubuna EK 3 ‘te verilen bir son test uygulanmis ve elde edilen
bulgular karsilagtirilmistir. Arastirma deney ve kontrol grubunda 27 &grenci olmak

lizere toplam 54 katilimci ile yiiriitiilmiistiir.

3.2. Verilerin Toplanmasi

Bu arastirmanin deneysel verilerini elde etmek i¢in arastirmaci tarafindan

oncelikle deney ve kontrol gruplarini secebilmek igin bir hazir bulunusluk testi

uygulanmistir. Derslerin islenmesinden sonra bu iki yaklagimin, iki grubun limit ile
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ilgili hesaplamalarda basariya ulagsmalarindaki katkisini1 gorebilmek ve iki yaklasimin
gruplara olan etkilerinin arasindaki farkin anlasilmasini saglayacak bir son test

hazirlanmistir.

Hazirlanan son test, Lise Matematik Dersi Ogretim Programinda limit
konusunda yer alan ve arastirmaci ile danismani tarafindan belirlenen 4 kazanimi
Olcecek sekilde yapilandirilmistir. Son testte biri iki sikli olmak {izere toplam 8 soru,

hazir bulunusluk testinde ise 14 soru sorulmustur.

Hazir bulunusluk testi ve son test uzman goriisii alinarak gecerli ve giivenilir

hale getirilmistir.

3.3. Veri Toplama Araci

Hazir bulunusluk testindeki sorular aragtirmanin amacina hizmet edecek
sekilde, Lise Matematik Dersi Ogretim Programinda daha &nceki islenen konularla
ve Ozellikle de programda limit konusundan 6nce yer alan Fonksiyon konusundaki
kazanimlarla ilgili olarak hazirlanmistir. Hazir bulunusluk testi i¢in hazirlanan agik
uclu 14 sorunun, limit konusunun 6grenciler tarafindan 6grenilmesi i¢in gerekli olan
fonksiyon bilgilerine, 6grencilerin sahip olup olmadiklarint 6lgecek nitelikte olup

olmadigini tespit etmek i¢in uzman goriisti alinmistir.

Hazir bulunusluk testindeki sorularin katilimcilara yoneltilme gerekeeleri

asagida yer almaktadir:

1, 2 ve 3. sorular limit kavraminin 6grenciler tarafindan anlasilmasinda temel
kavramlardan biri olan “bir noktanin civar1” teriminin Ogrenciler tarafindan
kavranmasi i¢in gerekli matematiksel bilgilere 6grencilerin sahip olup olmadiklarini

gormek i¢in 0grenciler yoneltilmistir.
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4, 5, 6 ve 7. sorular, parcali fonksiyonlarla ilgili olan “Verilen bir parcali
fonksiyonun grafigini ¢izer ve uygulamalar yapar.” seklindeki kazanim 1 ile ilgili

olarak 6grencilerin bilgilerini yoklamak i¢in 6grencilere yoneltilmistir.

8,9, 10 ve 11. sorular, mutlak deger fonksiyonu ile ilgili olan “Verilen bir
mutlak deger fonksiyonunun grafigini ¢izer, mutlak deger iceren denklem ve
esitsizliklerin ¢6ziim kiimesini belirler.” seklindeki kazanim 1 ilgili olarak
Ogrencilerin  bilgilerini  yoklamak amaciyla olusturulmus ve Ogrencilere

yoneltilmistir.

12, 13 ve 14. sorular, dgrencilerin bir fonksiyonun limitini hesaplamak i¢in
siklikla bagvuracaklar1 grafik ¢izimiyle ilgili bilgilerini yoklamak i¢in hazir

bulunusluk testine konmustur.

Derslerin islenmesinin ardindan gruplara uygulanmak {izere hazirlanan son
test sorularinin da programdaki limit konusuyla ilgili, arastirmaci ve danigmani
tarafindan belirlenen 4 kazanim ile ilgili 6grencilerin bilgilerini 6lgecek nitelikte olup
olmadigini tespit etmek i¢in uzman goriisii alinmistir. Son testte dgrencilere biri iki

sikl1 olmak iizere, toplam 8 soru yoneltilmistir.

Son testteki sorularin yapilandirilma gerekgeleri asagida yer almaktadir:

1. sorunun (i) ve (ii) siklar1 EK 1°de de verilen Kazanim 2 ‘ye yonelik olarak
ve Ogrencilerin parcali fonksiyon ve mutlak deger fonksiyonu ile ilgili bilgilerini

yoklamak i¢in teste konmustur.

Her iki sikta da Ogrenciler limitin hesaplanmasi istenilen nokta i¢in hem
sagdan hem de soldan limite bakmalidir. Fakat (i) sikkinda sagdan ve soldan limit
degerleri parcali fonksiyonun her iki parcasi da kullanilarak bulunabilirken, (ii)
sikkinda sadece tek parcasi kullanilarak bulunabilmektedir. (i) ve (ii) siklar
ogrencilerin bu iki sik arasindaki farki goriip goremediklerini anlamak igin teste

konmustur.
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2. ve 3. sorular Kazanim 4 (EK 1) e yonelik ve birbirine benzer olarak
hazirlanmistir. Her iki soruda da Ogrencilerin bir sayiya sagdan yaklagsmanin, o
saylya ¢ok yakin fakat bu sayidan daha biiyiik sayilarla, soldan yaklasmanin o sayiya
cok yakin fakat bu sayidan daha kiiclik sayilarla yaklagsmak oldugunun 6grenciler

tarafindan goriiliip goriilmedigini anlamak i¢in teste konmustur.

4,5, 6 ve 7. sorular Kazanim 5 (EK 1) e yonelik olarak hazirlanmis ve bu
kazanim ile ilgili 6grencilerin bilgilerini yoklamak i¢in teste konmustur. Bu sorular
icin Ogrenciler limitin hesaplanmasi istenilen noktada hem sagdan hem de soldan
limit degerleri i¢in islem yapmalidir. Bu sorular 6grencilerin, sagdan ve soldan limit
degerleri arasindaki iligkiyi anlayip anlamadiklarimi goérmek i¢in hazirlanmis ve

Ogrencilere yoneltilmistir.

8. soru kazanim 7 (EK 1) ile ilgilidir. Fakat derslerin islenisine bakildiginda
da goriilebilecegi gibi ne deney grubuna ne de kontrol grubuna bu kazanimla ilgili
olarak ders islenmistir. Bu sorunun hem deney grubuna hem de kontrol grubuna
uygulanmasinin sebebi, 7. kazanima dair herhangi bir fikre sahip olmayan her iki
gruptaki 6grencilerin bu soruyu ¢oziip ¢dzemeyeceklerinin goriilmek istenmesidir.
Deney grubunda, kontrol grubuna goére daha c¢ok Ogrencinin soruyu ¢dzmesi
durumunda 6grencilerin ¢ogunlukla goérmekte zorlandiklart belirsiz ifadelerle ilgili

(13

limit sorularinin hesaplanmasinda “sz” fonksiyonunun daha kullanigh olacaginin

sOylenebilecegi diistiniilmiistiir.

Deney ve kontrol gruplarina dersler islenmis ve ardindan son test
uygulanmistir. Bunun hemen ardindan, siniflar kendi 6gretmenleriyle ders islemeye
devam etmislerdir. Hatta deney grubu olarak belirlenen sinifin 6gretmeni, ortak
sinavlarda bu simifin diger smiflarla arasinda olusacak farki kapatmak i¢in ve
ozellikle de dgrencilerin dgretim yili sonunda OSS’ye girecek olmalari nedeniyle,

limit konusunu islemeye en bastan baslayacagini belirtmistir.
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Bu nedenle deney ve kontrol grubu 6grencilerinin, 6zellikle de deney grubu
Ogrencilerinin, ¢ok kisa bir siire sonra uygulamadan uzaklasmalari nedeniyle,

yapilmasi planlanan 6grenci goriismeleri yapilamamustir.

3.4. Calisma Evreni

Aragtirmanin ¢aligma evreni olarak Ankara ili ortadgretim okullarindan

bilinen bir Anadolu Ogretmen Lisesi belirlenmistir.

3.5. Farkh Egitim Durumunun Olusturulmasi

Farkli egitim durumunun olusturulmas: i¢in matematik 6gretmenleriyle
goriisiilmiis, MEB Ortadgretim Matematik 12. sinif kitabinin yani sira, kaynak kitap
olarak Onerilen ders kitaplari incelenmistir. Daha sonra limit konusunun anlatiminin
yer aldig1 Analiz (Calculus) kitaplar1 ve literatiirdeki bu konu hakkinda yazilmis olan
baz1 makaleler incelenmistir. Sonrasinda ise limit konusu ile ilgili yapilmis olan

arastirmalar incelenerek farkli bir egitim durumu olusturulmustur.
3.6. Arastirmanin Uygulanmasi

Hazir bulunusluk testi ve karne notlariyla denk olduklari belirlenen ve yansiz
atamayla belirlenmis olan deney ve kontrol gruplarina, arastirmaci (uygulamaci)
tarafindan, iki farkli sekilde ders islenmistir. Asagida bu ders tiirlerinin islenisi

ayrintili olarak anlatilmaktadir:

Derslerin islenmesi hem deney hem de kontrol grubunda toplam 5 ders saati

stirmustur.

Uygulamaci tarafindan islenen derslerde 6ncelikle asamali olarak;
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Bagimsiz degiskenin verilen bir sayiya yakin olmasi
Bir noktanin civari

Bir fonksiyonun bir nokta civarindaki davranisi
Sagdan limit

Soldan limit

NN

Limit

kavramlarinin 6grenciler tarafindan anlagilmasi i¢in ¢alisilmigtir.

Derslerin islenmesine hem deney hem de kontrol grubunda bir fonksiyonun
bir nokta civarinda nasil davrandigir belirlenmeye calisilarak baglanmigtir. Bu
baglamda once “bagimsiz degiskenin verilen bir saylya yakin olmasinin” ne anlama
geldigi acgiklanmaya calisilmis ve bunun Ogrenciler tarafindan anlasilmasi
saglanmaya c¢alisilmistir. Bunun sonucunda o6grenciler i¢in  “bir noktanin civar1”

teriminin anlami yapilandirilmaya ¢alisilmigtir.

Bunun i¢in 6grencilere 6ncelikle “Bir sayimin bir sayiya yakin olmasindan ne
anliyorsunuz? Bir saymnin bir saytya yakin olup olmadigini nasil belirlersiniz?”

sorular1 yoneltilmistir.

Ogrencilerin bu sorularla ilgili kendi aralarinda yaptiklar1 7-8 dakikalik bir
tartismadan sonra, iki saymin birbirine yakin olmasiyla ilgili olarak “iki sayinin

arasindaki mesafe kiiciildiik¢e sayilar birbirine yaklasir” ifadesinde karar kilinmustir.

Deney grubunda islenen derste, 6grencilerle yapilan ve yukarida da belirtilen
tartismadan sonra sonsuz kii¢iik say1 kavramu ile ilgili bir aksiyom oldugu sdylenmis
ve EK 4 ‘te sunulan bu aksiyom &grencilere tamtilmaya ¢aligilmustir. Ogrencilere

aksiyomdan sonra sonsuz kii¢iik say1 kavrami tanimi da tanitilmastir.

Deney grubunda aksiyom ve sonsuz kii¢iik say1 kavrami tanimi 6grencilere

tanitildiktan sonra dgrencilerin ilk defa karsilastiklar1 sonsuz kiigiik say1 kavramini
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anlayabilmeleri i¢in, Ogrenciler kendi aralarinda 4-5 dakika kadar karsilikli

tartistirtlmustir.

Daha sonra deney ve kontrol gruplarinda derslerin islenmesine ayni
orneklerle devam edilmistir. Fakat deney grubundaki derslerin islenisi sirasinda

ornekler sonsuz kiiclik say1 kavrami kullanilarak ¢éziilmiistiir.

Deney ve kontrol grubunda ilk 3 o6rnek, 6grencilerin kendi aralarinda ve
uygulamaci (arastirmaci) ile birlikte yaptiklari tartismalar yardimiyla ¢oziilmiistiir.
Bu oOrneklerle bir noktanin civarmmin ne demek oldugunun &grenciler tarafindan
anlagilmasi saglanmaya calisilmis ve asil amacimiz olan bir fonksiyonun bir nokta
civarindaki davranigini incelemeye baglayabilecek bir duruma gelinmistir. Bunun
icin de Oncelikle 6grencilere “bir fonksiyonun bir nokta civarindaki davranisi

denilince ne anliyorsunuz?” sorusu yoneltilmistir.

Ogrencilerle yapilan 5-6 dakikalik bir tartismanin ardindan Ek 4 ‘te sunulan
4, 5,6, 7, 8 ve 9 numarali 6rnekler 6grencilerin kendi aralarinda ve uygulamaci ile

birlikte yaptiklari tartismalar ile ¢oziilmiistiir.

Her 6rnek tahtaya yazildiktan sonra (her bir soruda odaklanilan say1 a olmak
lizere) Ogrencilere, “a sayisinin sag ve sol civarindaki sayilarin goriintiileri ile
olusturulan noktalar, x=a dogrusu ile bulusur mu (kesisir mi)? Eger bulusursa,

bulusma noktasini tahmin edebilir miyiz? “ sorular1 6grencilere yoneltilmistir.

Bu sorularin ¢6ziimiinden sonra, hem deney hem de kontrol grubunda sag
limit, sol limit ve limit tanimlar1 tanitilmistir. Bunun ardindan 4 numarali 6rnek ile 9
numarali 6rnek arasindaki biitiin ornekler tekrar tek tek ele alinip her ornekteki
odaklanilan say1 (a) ya da sayilarin civarinda, sayilarin verilen fonksiyonlar
altindaki goriintiileriyle olusturulan noktalarin (ikililerin) x =a dogrusuyla farkl

durumlariin olabilecegi belirtilmistir.
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Bu toparlamalar yapildiktan sonra deney ve kontrol grubu Ogrencilerinin
sagdan limit, soldan limit ve limit arasindaki iligkiyi daha iyi kavrayabilmeleri i¢in
iki adet soru daha tartisilarak ¢oziilmiistiir. Lise Matematik Dersi Ogretim
Programinda tavsiye edilen yaklagimla, sonsuz kiigiik say1 kavramiyla olusturulan
yaklagimin, Ogrencilerin  limit ile 1ilgili hesaplamalar1 yaparken basariya
ulagmalarinda etkilerinin ne oldugunun arastirilmasina hizmet etmek tizere, deney ve

kontrol gruplarma iki farkli sekilde ders islenmeye baslanmistir.

3.6.1. Deney Grubunda Ders Islenisinin Devam

Ogrencilere “Bir fonksiyonun odaklanilan bir sayidaki limitini bulmanin,
fonksiyonun grafigini ¢izmekten ya da odaklanilan saymin saginda ve solunda (sag
ve sol civarinda) olan ve o sayiya ¢ok yakin sayilarin o fonksiyon altindaki
goriintiilerine bakmaktan bagka bir yolu var m1 acaba?” sorusuna yanit arayacagimiz
ve bu sorunun yanitinin sonsuz kii¢iik say1r kavraminda oldugu sdylenmistir. Ders
islenisine sonsuz kii¢iik say1 kavrami tanimi ve sonsuz kiigiik say1 kavramu ile ilgili
olan aksiyom hatirlatilarak baglanmistir. Ogrencilere sonsuz kiigiik say1 drnekleri

sunulmus ve st fonksiyonunun 6zellikleri tanitilmistir. (EK 4)

Daha sonra limit ve sonsuz kiiciik say1r kavrami arasinda baglanti kurularak
EK 4 ’te sunulan 1-7 numaral1 6rnekler ¢oziilerek ders islenisi bitirilmistir.
3.6.2. Kontrol Grubunda Ders islenisinin Devam

Kontrol grubunda ders islenisine limitin Lise Matematik Dersi Ogretim

Programinda yer alan Ozellikleri tanitilarak devam edilmistir. Daha sonra 1-7

numarali 6rnekler bu 6zellikler yardimiyla ¢oziilerek ders islenisi bitirilmistir. (EK 4)
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3.7. Verilerin Coziimlenmesi ve Yorumlanmasi

Veri toplama aract olan ve 0&grencilere derslerin islenmesinin ardindan
yoneltilen son testte bulunan sorularin ka¢ adimda ¢oziilecegi arastirmaci
(uygulamaci) ve danigmani tarafindan belirlenmis ve her iki grup i¢in de birer cevap
anahtar1 (EK 3) olusturulmustur. Deney ve kontrol grubundaki her 6grencinin cevap
kagidi, olusturulan cevap anahtarlarin 15181 altinda incelenmis ve bu incelemelerin
sonucunda deney ve kontrol grubu Ogrencileri i¢in ayri1 ayri tablolar ve siitun
grafikleri olusturulmustur. Daha sonra iki yaklasimdan elde edilen bulgular

karsilagtirilmustir.



4. BULGULAR ve YORUM

Bu aragtirmanin amaci, Lise Matematik Dersi Ogretim Programinda limit
kavraminin 6gretimi ile ilgili tavsiye edilen yaklasimla, sonsuz kii¢iik say1 kavrami
yardimiyla yapilandirilmis yaklasimin, 6grencilerin limit ile ilgili hesaplamalari

yaparken basariya ulagmalarindaki katkisinin arastirilmasidir.

Bu amagla olusturulan deney ve kontrol gruplarindaki dgrencilere gecerliligi
ve giivenilirligi tespit edilmis olan asagida da verilen sorular yoneltilmistir. Deney ve
kontrol grubu 6grencilerine yoneltilen sorularin ka¢ adimda ¢dziilecegi arastirmaci
ve danigmani belirlenmis ve her iki grup i¢in de cevap anahtarlari olusturulmustur.
Sorularda yer alan limitlerin hesaplamalarindaki farkliliklarini goérmek amaciyla
deney ve kontrol grubundaki her ogrencinin cevap kagidi olusturulan cevap
anahtarinin 1518inda incelenmis ve bu incelemelerin sonucunda deney ve kontrol

grubu 6grencileri i¢in asagidaki tablolar olusturulmustur.

Tablolarda “*” sembolii 06grencilerin ¢oziim igin attiklar1 adimlari
gostermektedir. Her bir soru i¢in olusturulan siitun grafikleri ise deney ve kontrol
grubu o6grencilerinin, sorular1 ¢ozerken kullandiklar1 adim sayilariyla, bu adimlar

atan 6grenci sayilarin1 gostermektedir.

Asagida Lise Matematik Dersi Ogretimi Programindaki limit konusu ile ilgili
kazanimlar ve her kazanima yo6nelik olarak hazirlanmis olan sorular i¢in deney ve
kontrol grubu o6grencilerinin ¢ozlimlerinin cevap anahtart ile karsilagtirilmasi

sonucunda elde edilen bulgular bulunmaktadir.
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4.1. 2. Kazamm ile Tlgili Bulgular
Once kazanimi tekrar hatirlatmak i¢in ifade edelim;

“Bir fonksiyonun bir noktadaki soldan limitini ve sagdan limitini orneklerle
aciklayarak, fonksiyonun bir noktadaki limiti ile soldan limiti ve sagdan limiti

arasindaki iliskiyi belirtir.”

Bu kazanima yonelik hazirlanan Lise Matematik Dersi Ogretimi
Programindaki limit konusu ile ilgili 1.sorunun (i) ve (ii) siklar1 asagida

bulunmaktadir:

X +1; x>2 ise . . .
' parcal1 fonksiyonu veriliyor. Buna gore,
|x| +4; x<2 ise

1. f(x)= {_
(1) lin; f(x) limiti var midir? Varsa limitin degeri nedir?
(11) lirrll f(x) limiti var midir? Varsa limitin degeri nedir?

Hazirlanan cevap anahtarina bakildiginda da goriilebilecegi gibi, 1. sorunun
(1) ve (i1) s1iklar1 sonsuz kii¢iik say1 kavrami yardimiyla yapilan hesaplama ile 5 adim,
matematik dersi programinda tavsiye edilen yaklagimla yapilan hesaplama ile 3 adim

atilarak ¢oziilebilmektedir.(bakiniz EK 3)



Tablo 1 (a): Tablo 1 (b):

Deney grubu 6grencilerinin 1.sorunun (i) Kontrol grubu 6grencilerinin
ve (ii) siklarini cevaplarken attiklari 1.sorunun (i) ve (ii) siklarini
adimlar cevaplarken attiklar1 adimlar
Numara 1.soru(i) 1.soru(ii) Numara | l.soru(i) | l.soru(ii)
Admlar |1 [2 [3[4]5[1]2]3[4]5 Admlar | 1] 2[3[1[2]3
336 IR 34 P N S
35 e R 184 P N P I R
582 R 156 e
570 P e IR 107 T
506 P I N IR I * 187 P N P P R
150 R 1 P R P P I
175 [ x [ E [ E [ x [ E [ F]x]* 206 T
576 P R P R 510 P N S R
398 IR 8 o T
394 R P B I 157 P e S R
303 N N PR R * 15 T
368 e IR 124 T
199 P I N IR I * 6 P T
71 [ x [ F % x| = * 186 P R P P I
137 P IR 205 P S
259 * 160 R
158 EE EPE EN R e 31 o T
isimsizl * * * * * * * 485 * * * * * *
Isimsiz2 S T T e B B Isimsiz | * | * | % | * [ *
isimsiz3 * * R 474 K
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4.1.2. 1.Sorunun (i) Sikki ile Tlgili Bulgular

Asagida tablo 1 (a) ve tablo 1 (b) goz Oniine alinarak 1. sorunun (i) sikkini
¢ozerken deney ve kontrol grubundaki &grencilerin ka¢ adiminin stesinden

geldiklerini gormek i¢in hazirlanmis siitun grafikleri asagida verilmistir.

Grafik 1 (a): Grafik 1 (b):
Deney grubu dgrencilerinin 1. Kontrol grubu 6grencilerinin 1.
sorunun (1) sikkina verdigi sorunun (i) sikkina verdigi
cevaplarin siitun grafigi cevaplarin siitun grafigi
27' — = 27'
244 po= pon 24
2111 214 =
1841 184
6grenci 1517 ogrenci 154
sayisi 124 sayisl 12
94 94
6 61
34 311
0 T T T T Y 0 T T T
1 2 3 4 5 1 2 3
adim sayisi adim sayisl

Tablo 1 (a) ve 1 (b) ile grafik 1 (a) ve 1 (b) incelendiginde, deney grubu
Ogrencilerinden toplam 23 &grencinin 1.sorunun (i) sikkinin ¢oziimii i¢in gerekli
adimlarin hepsinin {istesinden gelirken, kontrol grubunda 20 égrencinin ¢dziim igin

gerekli adimlarin hepsinin iistesinden geldigi goriilmektedir.

Ayrica deney grubundaki 576 numarali 6grenci 1. sorunun (i) sikkinin
¢Ozlimii i¢in gerekli 5 adimdan yalnizca ilk ikisinin, yani sorudaki limitin sadece

sagdan limiti ile ilgili olan kisminin iistesinden gelebilmistir.

Deney grubunda 3 06grenci ise sadece sonucu yazmistir. Asagida bu ii¢

ogrenciden biri olan 43 numarali deney grubu dgrencisinin cevabi verilmistir.
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SEA e (1alk)) = & gliead aph

sp{plia)) = 1

Sekil 1: 43 numarali deney grubu 6grencisinin 1.sorunun (i) sikki i¢in cevabi

Yukaridaki tablo ve grafiklere bakilarak 1. sorunun (i) sikki i¢in Lise
Matematik Dersi Ogretimi Programinda limit kavrammnin dgretimi ile ilgili tavsiye
edilen yaklasimla, sonsuz kii¢iik sayr kavramiyla olusturulan yaklasimin, her iki
gruptaki 6grencilerin limit ile ilgili hesaplamalar1 yaparken basariya ulagsmalarinda

etkilerinin birbirlerine denk oldugu sdylenebilir.

4.1.3. 1.Sorunun (ii) Sikki ile Ilgili Bulgular

Asagida tablo 1 (a) ve tablo 1 (b) goz 6niine alinarak 1. sorunun (i) sikkini
cozerken deney ve kontrol grubundaki 6grencilerin ka¢ adiminin istesinden

geldiklerini gérmek i¢in hazirlanmis siitun grafikleri bulunmaktadir.

Grafik2 (a): Grafik 2 (b):
Deney grul?}l ogrencﬂerlmp .1- Kontrol grubu 6grencilerinin 1.
sorunun (ii) sikkina Verd{gl sorunun (ii) sikkina verdigi
cevaplarin siitun grafigi cevaplarin siitun grafigi
27+ 27+
24 241
21 21
18- 18-
ogrenci 151 — ogrenci 15- B
sayisi 12 — sayist 12-
9 — 9
6- — 61
31 — 31
0 T T T T T 0 T T
1 2 3 4 5 1 2 3

adim sayisi adim sayisi
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Tablo 1 (a) ile 1 (b) ve grafik 2 (a) ile 2 (b) incelendiginde, deney ve kontrol
grubu Ogrencilerinden her ikisinden de toplam 14 6grencinin 1. sorunun (ii) sikkinin

¢ozlimil i¢in gerekli adimlarin hepsinin iistesinden geldikleri goriilmektedir.

Ayrica deney grubu o6grencilerinden 6 6grenci sadece 1 ve 3 numaral
adimlara ulasirken, 1 68renci sadece 3 ve 4 numarali adimlara ulagmis, yani sorunun

sadece soldan limit kismiyla ilgili ¢6ziim yapmuistir.

Kontrol grubu 6grencilerinden 4 6grenci sadece 2 numarali adima ulasmis

yani sorunun sadece soldan limit kisminin sonucunu yazmuistir.

Ayrica kontrol grubundaki 2 6grenci ise sadece sonucu yazmistir. Asagida

sadece sonucu yazan 510 numarali kontrol grubu 6grencisinin cevabi verilmistir.

)= 5 lim ) o ’{(2’} - 3

'A'-__j | - % ..}\ .\l : }{H’ q "

Sekil 2: 510 numarali kontrol grubu 6grencisinin 1. sorunun (ii) sikki i¢in

cevabl

1. sorunun (ii) sikki ile ilgili tablo ve grafiklere bakilarak bu soru i¢in
programda limit kavrammin &gretimi ile ilgili tavsiye edilen yaklasimla, sonsuz
kiigiik say1 kavramiyla olusturulan yaklagimin, her iki gruptaki 6grencilerin limit ile
ilgili hesaplamalar1 yaparken basariya ulagmalarinda etkilerinin birbirlerine denk

oldugu soylenebilir.

Colak da (2000) yaptig1 aragtirmada polinomal bir fonksiyonun limitini
bulma ile kurali ve grafigi verilen pargali fonksiyonun bir noktada limitini bulmada

deney ve kontrol grubu arasinda anlamli bir farkin ¢itkmadigini tespit etmistir.
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4.2. 4 Kazamm ile Tlgili Bulgular
Once kazanimi tekrar hatirlatmak icin ifade edelim;

“Parc¢ali fonksiyonlarin ve mutlak deger fonksiyonunun limitleri ile ilgili

1

uygulamalar yapar.’

4. kazamima yonelik olarak hazirlanan Lise Matematik Dersi Ogretimi

Programindaki limit konusu ile ilgili 2. ve 3. sorular asagida bulunmaktadir.

2
2. lim X oTxrl2 limitinin degeri nedir?
x—o3" |3 — x|

3. lim 23643 limitinin degeri nedir?
¥37 ‘x - Tx+ 12‘

Hazirlanan cevap anahtarina bakildiginda da goriilebilecedi gibi 2. soru
sonsuz kiigiik say1 kavrami yardimiyla yapilan hesaplama ile 3 adim, programda
tavsiye edilen yaklagimla yapilan hesaplama ile 2 adim atilarak ¢oziilebilmektedir. 3.
soru ise sonsuz kii¢iikk sayr kavrami yardimiyla yapilan hesaplama ile 4 adim,
programda tavsiye edilen yaklagimla yapilan hesaplama ile 2 adim atilarak

coOziilebilmektedir. (bakiniz EK 3)
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Tablo 2 (a): Tablo 2 (b):
Deney grubu 6grencilerinin igin 2. Kontrol grubu 6grencilerinin 2. ve
ve 3. sorular1 cevaplarken attiklari 3. sorular1 cevaplarken attiklar

adimlar adimlar

Numara 2.soru 3.soru Numara | 2.soru | 3.soru
Adimlar 1 21311123 |4 Admlar |1 [2 |1 |2
386 w | x| ® | % | & | * | * 84 T
55 P I EEE AR 184 P R R
582 w | x| % | % | % | * | * 156 R
574 * ® | % | * | ® | % | * 71 ® | k| %
570 * x| x|k [ x| % 107
506 x| k| x| * | * | * 187 w | ok | * | *
150 w | x| ® | % | * | * 1 * | *
197 v = 161 v [ [ =
175 * x| x|k [ x| % 406 O O
576 x| k| x| * | * | * 510 * |k | * | *
398 w | x| ® | % | * | * 68 w | x| *
572 PR 545 [ F [ *
452 * * | * 80 * | % | x| *
394 * ® | k| * | * | % | * 157 * *® | *
303 w | x| % | % | % | * | * 15 N ERERE
% e s s [+ [+ = 579 T [+ | =
43 * ® | k| k| x| % | * 306 * | x| *
368 P N I R R 124 A ERE
109 w | x| ® | % | % | * | * 66 * w | %
471 w | x| ® | % | * | * 186 w | * | % | *
91 w | x| ® | % | * | * 490 * | *
437 * ® | k| k| x| % | * 405 * | x| * | *
759 P I EEE AR 160 * [ *
158 s = = = [ % [ = 131 PR R R
) * | x| x| x| * | * | * Isimsiz O O O
3 * | % | k| k| * | * 474 x| *
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4.2.1. 2.Soru ile Tlgili Bulgular

Asagida tablo 2 (a) ve tablo 2 (b) gbz Oniine alinarak 2. soruyu ¢ozerken
deney ve kontrol grubundaki o6grencilerin ka¢ adiminin istesinden geldiklerini

gormek i¢in hazirlanmis siitun grafikleri bulunmaktadir.

Grafik 3 (a): Grafik 3 (b):

Deney grubu 6grencilerinin 2. Kontrol grubu 6grencilerinin 2.
soruya verdigi cevaplarin siitun soruya verdigi cevaplarin siitun
grafigi grafigi

274 271
244 2
=
211] 24—
1811 18]
ogrenci 151 ogrenci 151
sayisl 121 sayisi 124
off off
i o
i 3
0 T T T . 0 T
1 2 3 1 2
adim sayisi adim sayisi

Tablo 2 (a) ve 2 (b) ile grafik 3 (a) ve 3 (b) incelendiginde, deney grubu
Ogrencilerinden toplam 24 Ggrencinin 2. sorunun ¢oziimii i¢in gerekli adimlarin
hepsinin iistesinden gelirken, kontrol grubunda 20 G6grencinin ¢dziim i¢in gerekli

adimlarin hepsinin iistesinden geldigi goriilmektedir.

Ayrica deney grubu O6grencilerinden 4 6grenci sadece 1 ve 2 numarali
adimlarin {stesinden gelebilmis yani sorunun sadece sagdan limit kismiyla ilgili

¢Oziim yapmus fakat sonuca ulasamamustir.

2. soru ile ilgili tablo ve grafiklere bakilarak, deney grubunda sadece 1 ve 2
numarali adimlara ulasan ogrencilerin de sorunun ¢dziimiiniin biiylik kisminin

istesinden geldikleri diisiiniilerek, her iki gruptaki o6grencilerin limit ile ilgili
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hesaplamalar1 yaparken basartya ulagsmalarinda sonsuz kiiclik sayr kavrami
yardimiyla olusturulan yaklagimin, programda limit kavramimin 6gretimi ile ilgili

tavsiye edilen yaklasimdan daha etkili oldugu sdylenebilir.
4.2.2. 3.Soru ile Tlgili Bulgular
Asagida tablo 2 (a) ve tablo 2 (b) g6z Oniine alinarak 3. soruyu ¢ozerken

deney ve kontrol grubundaki 6grencilerin ka¢ adimin iistesinden geldiklerini gérmek

i¢cin hazirlanmis siitun grafikleri bulunmaktadir.

Grafik 4 (a): Grafik 4 (b):
Deney grubu 6grencilerinin 3. Kontrol grubu 6grencilerinin 3.
soruya verdigi cevaplarin siitun soruya verdigi cevaplarin siitun
grafigi grafigi
274 )
24 — = — %Z
21 21
181 18-
ogrenci 15- . :15-
sayisi 121 03;;::' 124 -I
9+ 9 I
6- 6 |
3‘ 3- I
0 . . . T 0 T T
1 2 3 4 1 2
adim sayisi adim sayisi

Tablo 2 (a) ve 2 (b) ile grafik 4 (a) ve 4 (b) incelendiginde, deney grubu
Ogrencilerinden toplam 12 6grencinin 3. sorunun ¢oziimii i¢in gerekli adimlarin
hepsinin istesinden gelirken, kontrol grubunda 14 G6grencinin ¢dziim i¢in gerekli

adimlarin hepsinin iistesinden geldigi goriilmektedir.

Ayrica deney grubu 6grencilerinden 11 6grenci ilk 3 adimin iistesinden
gelirken, kontrol grubu ogrencilerinden 6 Ogrenci sadece ilk adimin iistesinden

gelebilmistir.
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3. soru ile ilgili yukaridaki tablo ve grafiklere bakilarak programda limit
kavraminin 6gretimi ile ilgili tavsiye edilen yaklasimla, sonsuz kiigiik say1 kavrami
yardimiyla olusturulan yaklasimin, her iki gruptaki o6grencilerin limit ile ilgili
hesaplamalar1 yaparken basariya ulagsmalarinda etkilerinin birbirlerine denk oldugu

sOylenebilir.

4.3. 5.Kazamm ile Ilgili Bulgular

Once kazanimi tekrar hatirlatmak icin ifade edelim;

“Genisletilmis gercek sayilar kiimesini belirtir, gercek degiskenli ve gercek
degerli fonksiyonlarda sonsuz igin limit ve sonsuz limit kavramlarim grafik iizerinde

)

aciklar.’

5. kazanima yonelik olarak hazirlanan lise matematik ders Ogretimi

programindaki limit konusu ile ilgili 4, 5, 6 ve 7. sorular asagida bulunmaktadir.

6

4 f0)=57

ile verilen fonksiyonun x =2 noktasindaki limiti i¢in

ne sdylenebilir?

5. f(x)= % ile verilen fonksiyonun x =0 noktasindaki limiti i¢in ne
X

sOylenebilir?

2
6. limzx—9 limitinin degeri i¢in ne sdylenebilir?
=2 x° —6x+8

7. lim(log(3x —12)) limitinin degeri nedir?
x—4"
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Hazirlanan cevap anahtarina bakildiginda da goriilebilecegi gibi 4. ve 5.
sorular sonsuz kiiciik sayr kavrami yardimiyla yapilan hesaplama ve programda

tavsiye edilen yaklasimla yapilan hesaplama ile 5 adim atilarak ¢oziilebilmektedir.

6. soru sonsuz kiiclik say1 kavrami yardimiyla yapilan hesaplama ile 7,
programda tavsiye edilen yaklasimla yapilan hesaplama ile 5 adim atilarak

¢Oziilebilmektedir.

7. soru sonsuz kiicik sayr kavrami yardimiyla yapilan hesaplama ve
programda tavsiye edilen yaklasimla yapilan hesaplama ile 2 adim atilarak

¢oziilebilmektedir. (bakiniz EK 3)
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Tablo 3 (a): Deney grubu 6grencilerinin 4, 5, 6 ve 7. sorular1 cevaplarken attiklar

adimlar

Numara | 4.soru S.soru 6.soru 7.soru
Adim 1|2 1(2(3]|4|5(|1]2 112
85 % % % % * * % % * % %
452 * | * | * | % P
92 * sk sk * * *
43 * k * * * *k * * *
471 * | N * | % * | =
91 * * * % *k * k k
1 * % * * * *k *

2 * * * % k k
3 * * * * * * *
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Tablo 3 (b): Kontrol grubu 6grencilerinin 4, 5, 6 ve 7. sorular1 cevaplarken attiklari

adimlar
Numara | 4.soru S.soru 6.soru 7.soru
Adim 1|2 11234 1]2 1|2
84 * | % | % | * * | *
184 * | * * | * | * | * * | *
156 R
71 * *
107
187 * | % | % | * * | *
1
161 * | * * | *
406 R
510 * | * * | % | % | * * | *
68 * | * | * | * * | *
545 * | * * | *
80 * * * * * * * * * *
157 * | * * | *
15 * | * * | % | * | * * | * * | *
579 * | % | % | * * | *
306
124
66 * | * * | % | * | * * | *
186 * | * * | * | % | * * | *
490 * | * * | * | % | * * | *
405 P R | %
160 * | % | % | * * | *
131 * | * * | % | % | * * | *
485 * | * * | * | * | * * | *
Isimsiz | * | *
474 Ol




4.3.1. 4.Soru ile Tlgili Bulgular
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Asagida tablo 3 (a) ve tablo 3 (b) goz Oniline alinarak 4. soruyu ¢ozerken

deney ve kontrol grubundaki o6grencilerin ka¢ adiminin istesinden geldiklerini

gormek i¢in hazirlanmis siitun grafikleri bulunmaktadir.

27

24

21

18

ogrenci 15
sayisi 12
9

6
3
0

Grafik 5 (a):
Deney grubu 6grencilerinin 4.

soruya verdigi cevaplarin siitun
grafigi

-

N

w

4

adim sayisi

[3,]

27

Grafik S (b):

Kontrol grubu 6grencilerinin 4.
soruya verdigi cevaplarin siitun
grafigi

24

21

18

ogrenci 15

sayisl

-
OCWOON

1

2

3

4

adim sayisi

5

Tablo 3 (a) ve 3 (b) ile grafik 5 (a) ve (b) incelendiginde, deney grubu

Ogrencilerinden toplam 23 6grencinin 4. sorunun ¢oziimii i¢in gerekli adimlarin

hepsinin iistesinden gelirken, kontrol grubunda 14 6grencinin ¢dziim igin gerekli

adimlarin hepsinin iistesinden geldigi goriilmektedir.

Ayrica deney grubu Ogrencilerinden 1 1 sadece ilk 2 adimin istesinden

gelebilmis yani sorunun sadece sagdan limit kismiyla ilgili ¢6ziim yapmustir.

Kontrol grubunda ise 1 6grenci ilk 2 adimin iistesinden gelebilmis yani

sorunun sadece sagdan limit kismiyla ilgili ¢6ziim yapmustir. Kontrol grubu

Ogrencilerinden 1 6grenci de sadece sonucu yazmistir. Asagida sadece sonucu yazan

187 numarali 6grencinin cevabi verilmistir.
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Sekil 3: 187 numarali kontrol grubu 6grencisinin 4.soru i¢in cevabi

4. soru ile ilgili yukaridaki tablo ve grafiklere bakilarak, her iki gruptaki
ogrencilerin limit ile ilgili hesaplamalar1 yaparken basariya ulasmalarinda sonsuz
kiigiik say1 kavrami yardimiyla olusturulan yaklasimin, programda limit kavraminin

Ogretimi ile ilgili tavsiye edilen yaklagimdan daha etkili oldugu sdylenebilir.

4.3.2. 5.Soru ile Tlgili Bulgular

Asagida tablo 3 (a) ve tablo 3 (b) g6z Oniine alinarak, 5. soruyu ¢ozerken
deney ve kontrol grubundaki 6grencilerin ka¢ adiminin {istesinden geldiklerini

gérmek icin hazirlanmis siitun grafikleri bulunmaktadir.

Grafik 6 (a): Grafik 6 (b):

Deney grubu 6grencilerinin 5. Kontrol grubu 6grencilerinin 5.
soruya verdigi cevaplarin siitun soruya verdigi cevaplarin siitun
grafigi grafigi

27 27
24 1 24
21 21
18 18
ogrenci 15 — égrenci 15
sayisi 12 — sayisi 12 — (|
9 — 9 — I
6 — 6 I
3 — 3 — I
0 0

1 2 3 4 5

adim sayisi adim sayisi

1 2 3 4

[3,]
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Tablo 3 (a) ve 3 (b) ile grafik 6 (a) ve 6 (b) incelendiginde, deney grubu
Ogrencilerinden toplam 18 o6grencinin 5. sorunun ¢oziimii i¢in gerekli adimlarin
hepsinin iistesinden gelirken, kontrol grubunda 15 6grencinin ¢6ziim i¢in gerekli

adimlarin hepsinin iistesinden geldigi gortiilmektedir.

Ayrica deney grubunda 7 Ogrenci sadece ilk 2 adimin istesinden

gelebilmistir. Kontrol grubunda ise 2 dgrenci sadece 5 numarali adima ulagsmistir.

5. soru ile ilgili tablo ve grafiklere bakilarak her iki gruptaki 6grencilerin limit
ile ilgili hesaplamalar1 yaparken basariya ulasmalarinda, deney grubunda ilk 2 adima
ulagsan ogrencilerin sorunun ¢oziimiinliin  bir kisminin iistesinden geldikleri
diisiiniilerek, sonsuz kiigiik say1 kavramiyla olusturulan yaklagimin, programda limit
kavraminin 6gretimi ile ilgili tavsiye edilen yaklasimdan daha etkili oldugu ifade

edilebilir.

Colak da 2000 yilinda yaptig1 ¢aligmada limiti "o olan bir fonksiyonun bir
noktada limitini bulmada deney ve kontrol grubu arasinda deney grubu lehine

anlamli bir fark oldugunu tespit etmistir.

4.3.3. 6.Soru ile Ilgili Bulgular

Asagida tablo 3 (a) ve tablo 3 (b) goz Oniine alinarak, 6. soruyu ¢dzerken
deney ve kontrol grubundaki o6grencilerin ka¢ adiminin istesinden geldiklerini

gormek icin hazirlanmis siitun grafikleri bulunmaktadir.
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Grafik 7 (a): Grafik 7 (b):
Deney grubu 6grencilerinin 6. Kontrol grubu 6grencilerinin 6.
soruya verdigi cevaplarin siitun soruya verdigi cevaplarin siitun
grafigi grafigi
27
211 24
18411 18
dgrenci 154 — B§renci 1:
sayisi 1241 — savis
9 — YBL
6 | | 6 = = =
31 0 3
. 0 e E Rl B
12 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5
adim sayisi adim sayisi

Tablo 3 (a) ve 3 (b) ile grafik 7 (a) ve 7 (b) incelendiginde, deney grubu
Ogrencilerinden toplam 10 6grencinin 6. sorunun ¢oziimii i¢in gerekli adimlarin
hepsinin iistesinden gelirken, kontrol grubunda 5 &grencinin ¢dziim i¢in gerekli

adimlarin hepsinin iistesinden geldigi goriilmektedir.

Deney grubunda 3 6grenci ilk 3 adimin {istesinden gelebilmistir yani sadece

sorunun sagdan limit kismu ile ilgili ¢6ziim yapmustir.

Deney grubunda 1 6grenci de ilk 5 adimin {istesinden gelebilmis yani sorunun
sagdan limit kismi ile ilgili ¢6ziim yapmus fakat soldan limit ile ilgili kismim

sonlandiramamusgtir.

Ayrica deney grubunda 8 6grenci 1, 2, 4 ve 5 numarali adimlarin iistesinden
gelmis yani sorunun hem sagdan hem de soldan limit kisimlariyla ilgili ¢6ziim

yapmislar fakat her ikisini de sonu¢landiramamuslardir.

Kontrol grubunda ise 3 Ogrenci sadece sonucu yazmistir. Asagida sadece

sonucu yazan 1 numarali kontrol grubu 6grencisinin cevabi verilmistir.
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/e ST i i A0 = 5]

Sekil 4: 1 numarali kontrol grubu 6grencisinin 6. soru i¢in cevabi

Tablo 3 (a) ve 3 (b) ile grafik 7 (a) ve 7 (b) ye bakilarak 6. soru igin,
ogrencilerin limit ile ilgili hesaplamalar1 yaparken basariya ulasmalarinda sonsuz
kiiciik say1 kavramiyla olusturulan yaklagimin, programda limit kavraminin 6gretimi
ile ilgili tavsiye edilen yaklasimdan daha etkili oldugu soylenebilir. Ayrica her ne
kadar bu soru i¢in deney grubundaki Ogrenciler limit hesaplamalarini yaparken
kontrol grubundaki 6grencilerden daha ¢ok adim atmak dolayisiyla daha ¢ok islem
yapmak zorunda olsa da deney grubundaki 6grencilerin sonsuz kiigiik say1 kavrami
yardimiyla olusturulan yaklagimi basarili bir sekilde kullanmaya egilimlerinin oldugu

da goriilmiistiir.
4.3.4. 7.Soru ile Tlgili Bulgular
Asagida tablo 3 (a) ve tablo 3 (b) g6z Oniine alinarak, 7. soruyu ¢ozerken

deney ve kontrol grubundaki 6grencilerin ka¢ adiminin {istesinden geldiklerini

gérmek icin hazirlanmis siitun grafikleri bulunmaktadir.
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Grafik 8 (a): Grafik 8 (b):

Deney grubu 6grencilerinin 7. Kontrol grubu 6grencilerinin 7.
soruya verdigi cevaplarin siitun soruya verdigi cevaplarin siitun
grafigi grafigi

271 27+
24417 (T 24
211 214
1811 18 —
6grenci 154 Ogrenci 15- Il
sayisi 121 sayisi 121 |
911 91 If
61l 6 I
31 3 |
0 . . . v 0 .
1 2 1 2
adim sayisi adim sayisi

Tablo 3 (a) ve 3 (b) ile grafik 6 (a) ve 6 (b) incelendiginde, deney grubu
Ogrencilerinden toplam 25 6grencinin 7. sorunun ¢oziimii i¢in gerekli adimlarin
hepsinin iistesinden gelirken, kontrol grubunda 16 6grencinin ¢oziim igin gerekli

adimlarin hepsinin iistesinden geldigi goriilmektedir.

7. soru ile ilgili tablo ve grafiklere bakilarak, her iki gruptaki 6grencilerin
limit ile ilgili hesaplamalar1 yaparken basariya ulagsmalarinda sonsuz kiicliik say1
kavrami yardimiyla olusturulan yaklagimin, programda limit kavraminin 6gretimi ile

ilgili tavsiye edilen yaklasimdan daha etkili oldugu sdylenebilir.

4.4. 7. Kazamm ile Tlgili Bulgular

Once kazanimi tekrar hatirlatalim:

“ R .. . 0 oo
Belirsizlik durumlarini belirtir ve verilen noktalarda 6 ,— ,00—00 Ve
o0

0. belirsizlik halleri olan fonksiyonlarin limitini hesaplar.”
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7. kazanima yonelik olarak hazirlanan lise matematik ders Ogretimi

programindaki limit konusu ile ilgili 8. soru asagida bulunmaktadir.

3 2
L X H+xT+x=-3 L. . .
8. im——— — limitinin degeri nedir?
x—1 X —

Hazirlanan cevap anahtarina bakildiginda da goriilebilecegi gibi 8. soru
sonsuz kiigiik say1 kavrami yardimiyla yapilan hesaplama ile 7, programda tavsiye
edilen yaklasimla yapilan hesaplama ile 2 adim atilarak ¢dziilebilmektedir. (bakiniz

EK 3)



Tablo 4 (a): Tablo 4 (b):
Deney grubu 6grencilerinin 8. Kontrol grubu 6grencilerinin 8.
soruyu cevaplarken attiklar1 adimlar soruyu cevaplarken attiklar1 adimlar

Numara | 8.soru Numara | 8.soru
Adim 1123|4567 Adim 1 ]2
386 * | * | x| x| k| x| * 84 ¥ | =
85 * | % | % | ® | % | x| * 184 ¥ | *
582 * | % | % | * | % | x| * 156 ¥ T *
574 R 71

570 R 107

506 *E 187

150 R 1

197 R 161

175 T 406

576 * | * | x| x| k| x| * 510

398 * | % | % | ® | % | x| * 8

572 * | * * | * 545

394 157

303 * | % | % | ® | % | x| * 15

92 * | % | % | * | % | x| * 579

43 k| ok [ & [ % | % | x| % 306

368 * | * | x| % | k| x| * 24

199 * | * * | * 66

471 * | * * | * 186

91 490

437 R 405

259 S B 160

158 R 131

2 Isimsiz

3 474
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4.4.1. 8.Soru ile Tlgili Bulgular

Asagida tablo 4 (a) ve tablo 4 (b) goz Oniine alinarak, 8. soruyu ¢ozerken
deney ve kontrol grubundaki o6grencilerin ka¢ adiminin istesinden geldiklerini

gormek i¢in hazirlanmis siitun grafikleri bulunmaktadir.

Grafik 9 (a): Grafik 9 (b):
Deney grubu 6grencilerinin 8. Kontrol grubu 6grencilerinin 8.
soruya verdigi cevaplarin siitun soruya verdigi cevaplarin siitun
grafigi grafigi
277 7.
24 - 24-
L. 18 18
ogrenci 15 ogrenci 154
sayisi 12 1 sayisi 12
9 — 94
6 —HH 6-
3 —HHE 3
oL 0 11
12 3 45 6 7 1 2
adim sayisi adim sayisi

Tablo 4 (a) ve 4 (b) ile grafik 9 (a) ve 9 (b) incelendiginde, deney grubu
Ogrencilerinden toplam 9 6grencinin 8. sorunun ¢oziimii i¢in gerekli adimlarin
hepsinin {istesinden gelirken, kontrol grubunda sadece 3 Ogrencinin ¢6ziim igin

gerekli adimlarin hepsinin iistesinden geldigi goriilmektedir.

Deney grubu 6grencilerinden 8 6grenci 1 ve 2 numarali adimlarin listesinden
gelmis, yani sadece sorunun sagdan limit kismiyla ilgili ¢6ziim yapmalarina ragmen

bu kisim ile ilgili ¢éziimlerini sonu¢landiramamiglardir.

Deney grubunda 1 6grenci 1-5 numarali adimlarin iistesinden gelebilmis yani;
sorunun sagdan limit kismu ile ilgili ¢6zlimiinii sonu¢landirmis, fakat soldan limiti ile

ilgili kismini sonuglandiramamustir.
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Ayrica deney grubunda 5 6grenci de 1, 2, 4, 5 numarali adimlarin iistesinden
gelmis yani; sorunun hem sagdan hem de soldan limit kisimlart ile ilgili ¢oziim

yapmuslar, fakat iki kisim ile ilgili ¢6ziimleri de sonuglandiramamiglardir.

Tablo 4 (a) ve 4 (b) ile grafik 9 (a) ve 9 (b) ye bakilarak hem deney grubunda
bu sorunun iistesinden gelen 6grenci sayisinin kontrol grubuna gore fazla olmasi hem
de deney grubunda 1-2, 1-5 ve 1,2,4,5 numarali adimlarin {stesinden gelen
ogrencilerin de olmasi nedeniyle 8. soru i¢in, her iki gruptaki 6grencilerin limit ile
ilgili hesaplamalar1 yaparken basariya ulasmalarinda sonsuz kiigiik say1 kavrami
yardimiyla olusturulan yaklagimin, programda limit kavraminin 6gretimi ile ilgili
tavsiye edilen yaklagimdan daha etkili oldugu kesinlikle sOylenebilir. Ayrica 6.
soruda oldugu gibi bu soru i¢in de deney grubundaki 6grenciler limit hesaplamalarini
yaparken kontrol grubundaki 6grencilerden daha ¢ok adim atmak dolayisiyla daha
cok islem yapmak zorunda olsa da deney grubundaki 6grencilerin sonsuz kiigiik say1
kavrami yardimiyla olusturulan yaklagimi basarili bir sekilde kullanmaya

egilimlerinin oldugu da goriilmiistiir.

Asagidaki tablo 5 deney ve kontrol grubu Ogrencilerine uygulanan son
testteki 8 sorunun her birinin cevap anahtarlari 15181 altinda analiz edilmesinden sonra
olusturulmustur. Deney ve kontrol grubu 6grencilerine yoneltilen sorulardaki limit
ile ilgili hesaplanmalarda 2, 4, 5 ve 7. kazanimlar i¢in sonsuz kii¢iik say1 kavramryla
olusturulan yaklasimin m1 yoksa Lise Matematik Dersi Ogretim Programinda limit
kavraminin 6gretimi ile ilgili tavsiye edilen yaklasimin mi1 daha etkili oldugunu daha

net bir sekilde gormek i¢in hazirlanmstir.
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Tablo 5: Sorular ve kazanimlara gore hangi yaklasimin daha etkili

oldugunu ifade edildigi tablo

Sorular | Kazanim Sonsuz kiigiik say1 Programinda limit kavraminin
kavramiyla olusturulan Ogretimi ile ilgili tavsiye
yaklagim daha etkili edilen yaklasim daha etkili

l.soru (i) |2

1. soru (ii) | 2

2. soru 4 v
3. soru 4

4. soru 5 v
5. soru 5 v
6. soru 5 v
7. soru 5 v
8. soru 7 v

Tablo 5 e bakilarak ogrencilerin limit ile ilgili hesaplamalar1 yaparken
basariya ulagmalarinda sonsuz kii¢iik say1 kavramiyla olusturulan yaklagimin, Lise
Matematik Dersi Ogretim Programinda limit kavraminin dgretimi ile ilgili tavsiye
edilen yaklagimdan daha etkili oldugunu ifade etmek yanlis olmayacaktir. Ayrica
ogrencilerin sonsuz kii¢iik say1 kavrami yardimiyla yapilandirilmis olan yaklagimi

basaril1 bir sekilde kullanmaya egilimli olduklarini da sdylemek miimkiindiir.

Deney ve kontrol gruplarinda yapilan ders (uygulama) saati sayist aynidir.
Fakat uygulamanin yapildigi okulun ders programi nedeniyle, deney grubunun
matematik dersleri birer giin arayla olmasina ragmen, kontrol grubunun matematik
dersleri art arda olan iki giinde idi. Ayrica deney grubu Ogrencilerine son test
sorulari, islenen son dersten ancak iki giin sonra uygulanabilmisken, kontrol grubu

Ogrencilerine islenen son dersin ertesi giinii uygulanmustir.

Eger dersler kontrol ve deney grubuna ayni giinlerde islenip, son test her iki
simifa ayn1 zamanda uygulanabilseydi biitiin sorular i¢in 6grencilerin limit ile ilgili
hesaplamalar1 yaparken basariya ulasmalarinda sonsuz kiiclik sayr kavramiyla

olusturulan yaklasimm, Lise Matematik Dersi Ogretim Programinda limit
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kavramimin oOgretimi ile 1ilgili tavsiye edilen yaklagimdan daha etkili oldugu

kesinlikle sdylenebilirdi.



5. SONUC ve ONERILER

Bu boliimde arastirmamizda elde edilen bulgulara dayali sonuglar iizerinde
durulacaktir. Ayrica arastirma bulgular ¢ergevesinde, hem bu uygulamaya hem de
bu konuda ¢aligma yapmak isteyen arastirmacilara ve egitimcilere yonelik onerilerde

bulunulmustur.

5.1. Sonuglar

Bu arastirmanin amaci, Lise Matematik Dersi Ogretim Programinda limit
kavramimin O6gretimi ile ilgili tavsiye edilen yaklasimla, sonsuz kiigiik say1
kavramiyla olusturulan yaklasimin, ogrencilerin limit ile ilgili hesaplamalari

yaparken bagariya ulagsmalarinda etkilerinin ne oldugunun arastirilmasidir.

Deney ve kontrol gruplarina amacimiza hizmet edecek sekilde derslerin
islenmesinin ardindan, gruplara uygulanan son testlerin, cevap anahtarlari 151831nda
ogrencilerin ¢oziimleri degerlendirilmis ve bulgular elde edilmistir. Elde edilen

bulgulara dayanarak arastirma ile ilgili olarak asagidakileri soylemek miimkiindiir:

Kazanim 2 ye yonelik olarak dgrencilerin bilgilerini yoklamak amaciyla teste
konulan 1. sorunun (i) ve (ii) siklarindan elde edilen bulgulara dayanarak, bu
kazanim i¢in programda limit kavraminin ogretimi ile ilgili tavsiye edilen
yaklagimla, sonsuz kiiciik say1 kavramiyla olusturulan yaklasimin, 6grencilerin limit
ile ilgili hesaplamalar1 yaparken basariya ulagmalarinda etkilerinin birbirine denk

oldugu soylenebilir.

Bu sonu¢ Colak ’in (2000) yaptigi calismada elde edilen sonuglar ile

paralellik gostermektedir.
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Kazanim 4 e yonelik ve birbirine benzer olarak yapilandirilan 2. ve 3. sorular
ile 1ilgili bulgular degerlendirildiginde, bu soru i¢in iki farkli sonugla

karsilagilmaktadir.

2. soru ile ilgili bulgular degerlendirildiginde bu kazanim i¢in, 6grencilerin
limit ile ilgili hesaplamalar1 yaparken basariya ulasmalarinda sonsuz kiiclik say1
kavramiyla olusturulan yaklasimin, programda limit kavraminin &gretimi ile ilgili
tavsiye edilen yaklasimdan daha etkili oldugu sonucuna ulasilabilmektedir. Buna
ragmen 3. soru ile ilgili bulgular bizi bu kazanim i¢in her iki yaklasimin, 6grencilerin
limit ile ilgili hesaplamalar1 yaparken basariya ulagmalarinda birbirine denk oldugu

sonucuna gotliirmektedir.

Kazanim 5 e yonelik olarak hazirlanan 4, 5, 6 ve 7 numarali sorulardan elde
edilen bulgular ogrencilerin limit ile ilgili hesaplamalar1 yaparken basartya
ulagmalarinda bu 4 kazanim igin sonsuz kiiclik say1r kavramiyla olusturulan
yaklagimin, programda limit kavrammin Ogretimi ile ilgili tavsiye edilen

yaklagimdan daha etkili oldugu sonucunu ortaya ¢ikarmistir.

Ulasilan bu sonug¢ da Colak’in (2000) yaptig1 ¢alismada elde edilen sonuglar

ile paralellik gostermektedir.

4, 5, 6 ve 7. sorularla ilgili 6grenci ¢oziimleri incelendiginde, deney grubu
Ogrencilerinin limiti hesaplarken sonsuz kii¢iik say1 kavramiyla olusturulan yaklagimi
kullanarak sonuca kolayca ulasabildikleri goériilmiistiir. Buna ragmen kontrol grubu
Ogrencileri bu sorularda programda tavsiye edilen yaklagimi kullanarak, ancak
limitin hesaplanmasi istenilen noktanin sag ve sol civarindaki sayilar igin

fonksiyonlarin degerine bakarak sonuca ulasabilmislerdir.

Amacimizin &grencilerin limit ile ilgili hesaplamalar1 yaparken basariya
ulagmalarinda hangi yaklagimin daha etkili oldugunu 6lgmek oldugunu hatirlarsak,
bu 4 soru icin kontrol grubunda deney grubuna gore cok daha az sayida dgrenci,

programda tavsiye edilen yaklasimi kullanip, daha fazla zaman harcayarak ve ¢ok
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daha fazla islem yaparak sorularin iistesinden gelebilmistir. Buna ragmen deney
grubunda sonuca ulasamayan Ogrencilerden bile bircogu bu sorularin ¢éziimlerinin
biiyiikk kisminin iistesinden gelebilmistir. Dolayisiyla hangi yaklasimin daha etkili

olduguna karar verirken bagvurdugumuz sorularin basinda bu 4 soru gelmektedir.

8. soru kazanim 7 ye yonelik olarak hazirlanmistir. Bu kazanim ile ilgili
olarak deney ve kontrol grubuna ders islenmemistir (bakiniz Deneyin Uygulanmasi).
Fakat buna ragmen deney grubunda kontrol grubuna gore ¢ok fazla sayida 6grenci
limit ile ilgili hesaplamalar1 yaparken gerek sonuca ulasmada gerekse soruyla ilgili
¢Oziimiin biiyiik bir bolimiiniin listesinden gelmede daha basarili olmustur. Bu
nedenle bu kazanim i¢in, 6grencilerin limit ile ilgili hesaplamalar1 yaparken basariya
ulagmalarinda sonsuz kii¢iik say1 kavramiyla olusturulan yaklasimin, programda limit
kavraminin 6gretimi ile ilgili tavsiye edilen yaklasimdan daha etkili oldugu kesin bir

sekilde goriilebilmektedir.

Bu uygulamay1 yaparken kazandigim tecriibeler ¢ercevesinde benim igin

asagidakileri soylemek miimkiindiir:

Limit kavraminin 6gretimine, sag limit, sol limit ve limit tanitildiktan sonra
sonsuz kiiciik sayr kavrami yardimiyla olusturulan yaklagimla devam edilmesi
durumunda ogrenciler bazi sorular1 daha kisa zamanda ve daha islem yaparak
¢Ozebilmektedir. Dolayisiyla limit ile ilgili hesaplamalarda sonsuz kiiciik say1
kavram1  yardimiyla olusturulan yaklasimin  kullanilmasinin =~ §gretmenlere

duyurulmasi tavsiye edilebilir.

Bu sonuglardan bir toparlama yapilarak Ogrencilerin limit ile ilgili
hesaplamalar1 yaparken basariya ulagmalarinda sonsuz kiiciik sayr kavramiyla
olusturulan yaklagimin, programda limit kavraminin 6gretimi ile ilgili tavsiye edilen
yaklagimdan daha etkili oldugu sonucuna ulagmaktayiz. Bununla birlikte

asagidakileri de sdylemek bizim i¢in yanlis olmayacaktir:
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Eger dersler kontrol ve deney grubunda aymi giinlerde islenebilseydi ve
derslerin ardindan siniflara uygulanan testler her iki smifa da ayn1 zamanda
uygulanabilseydi, biitiin sorular icin Ogrencilerin limit ile ilgili hesaplamalari
yaparken basartya ulagmalarinda sonsuz kiiglik sayr kavramiyla olusturulan
yaklagimin, programda limit kavrammin oOgretimi ile ilgili tavsiye edilen

yaklagimdan daha etkili olacag diisliniilmektedir.

5.2. Oneriler

Limit matematikteki tlirev ve integral gibi bircok 6nemli kavramin olugmasi
icin bilinmesi gerekli olan en temel kavramdir. Bu kavramlarin olugmasinin da limit
fikri olusmadan imkansiz oldugu sdylenebilir. Ogrenciler tarafindan limit, dogas1
nedeniyle her zaman zor anlasilir ve 6grenciler bu kavramin anlasilmasinda ve limit
ile ilgili hesaplamalar1 yapmakta ¢ok az basari gosterebilirler ( Juter, 2006 ).Bu

nedenle limit matematik i¢in ¢ok biiylik 6neme sahiptir.

Bu calismada, deney ve kontrol gruplarina derslerin islenmesinden sonra
uygulanan son testlerin cevap anahtarlarina gore degerlendirilmesiyle elde edilen
bulgular incelenmis ve kiyaslanmistir. Bu kiyaslamalardan sonra limitin
hesaplanmasinda sonsuz kiigiik say1 kavramiyla olusturulan yaklasimin 6grencilerin
limit ile ilgili hesaplamalar1 yaparken basariya ulagmalarinda programda tavsiye

edilen yaklasima gore daha etkili oldugu sonucuna ulasilmistir.

Ulagtigimiz bu sonugtan sonra ileride yapilacak caligmalar i¢in asagidaki

onerilerde bulunulabilir:

v Bu calisma sadece Lise Matematik Dersi Ogretim Programinda bulunan,
arastirmaci (uygulamaci) ve danigsmani tarafindan belirlenen 4 kazanim ile
ilgili olarak yapilmustir. Ileri bir arastirma programda bulunan limit ile ilgili

biitiin kazanimlari i¢erecek sekilde yapilabilir.
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v Bu c¢alisma derslerin islenmesi ve veri toplama araglarinin Ggrencilere
uygulanmasi i¢in ayrilan 7 saat ile smirlandirilmistir. leri bir arastirma daha

uzun bir siirede planlanabilir.

v" Bu ¢alismanin evreni 12. simif dgrencileriyle siirlandirilmistir. Fakat limitin
hesaplanmasi konusunda o6grencilerin sikintilar1 sadece 12. sinif ile sinirh
degildir. Ozellikle iiniversite 1. sinifta £ —& metodu kullanarak limit ile ilgili
hesaplamalar1 yapmak o6grencilere ¢ok yabanci gelmekte ve dgrenciler bu
metodu kullanarak limit hesaplamada ¢ok zorlanmaktadirlar. Sonsuz kiigiik
sayl kavramiyla olusturulan yaklasimin ¢—-6 metoduna esdeger oldugu
onceki boliimlerde de belirtilmistir. Bu nedenle {iniversite dgrencilerinden
olusturulacak deney ve kontrol gruplar ile o6grencilerin limit ile ilgili
hesaplamalar1 yaparken basariya ulagmalarinda &£—-J metodu ile sonsuz
kiigiik say1 kavramiyla olusturulan yaklasimdan hangisinin daha etkili oldugu

arastirilabilir.

v" Bu calismanin verilerinin toplandigi asamada uygulama okulunun imkanlari
nedeniyle materyal (tepegdz, projeksiyon vs) kullanilamamistir. ileri bir
aragtirmada ders iglenisi materyallerle desteklenerek ya da bilgisayar

ortaminda yapilabilir.

v Bu ¢alismada kalicilik test edilmemistir. Bu nedenle son test 6grencilere belli
araliklarla (1 ay, 3 ay vb) uygulanarak aradan gecen zamanin yada 6grenilen
yeni kavramlarin limitin hesaplanmasima etkisinin olup olmadigi

arastirilabilir.

v Bu ¢alisma sonunda 6grencilerle bire bir goriismeler yapilmamustir (bakiniz
Veri Toplama Araci). ileri bir arastirmada &grenci goriismeleri yapilip,

goriismelerden elde edilen bulgular nitel yol kullanarak analiz edilebilir.
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v" Bu c¢alismada derslerin islenmesinin ardindan 6grencilere uygulanan son
testte acik uclu sorular yoktur. Uygulanan son teste ac¢ik uclu sorular da

konulup, bunlarin da nitel yol kullanilarak analizi yapilabilir.

Ayrica arastirmamiz sonucunda elde edilen bulgular 15181 altinda asagidaki

Oneride de bulunabiliriz.

v Ogrencileri iiniversiteye yerlestirmek igin giiniimiizde ve daha &nceki yilarda
yapilan smavlarda (USS, OSS, OYS, OSYS) sorulan sorular coktan
se¢melidir. Dolayisiyla bu sinavlarda 6grencilerden sonucu dogru bir sekilde
hesaplamalar1 istenmektedir. Siav igeriginde su an 12. sinif miifredatinda yer
alan limit konusunun, bulundugu son 10 yilda (1993-1998 yillarinda OYS ve
2006-2009 yillarinda OSYS) vyapilan iiniversiteye giris sinavlarmdaki
matematik sorulari incelendiginde limit ile ilgili sorulan sorularin biiyiik

cogunlugunun hesaplamaya dayali oldugu goriilebilmektedir.

Aragtirmamiz sonucunda Ogrencilerin limit ile ilgili hesaplamalari
yaparken basartya ulasmalarinda sonsuz kiiclik say1 kavramiyla olusturulan
yaklagimin, programda limit kavraminin ogretimi ile ilgili tavsiye edilen
yaklagimdan hem daha etkili oldugu hem de baz1 sorularin ¢éziimlerinde daha
kisa ¢oziimlere olanak verdigi goriilmiistiir. Bu nedenle Lise Matematik Dersi
Ogretim Programinda limit ile ilgili hesaplamalarin sonsuz kiigiik sayi

kavrami yardimiyla yapilmasi tavsiye edilebilir.
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EK 1: Kazanimlar

. Bir bagimsiz degiskenin verilen bir sayiya yaklagsmasini Orneklerle

aciklar.

. Bir fonksiyonun bir noktadaki soldan limitini ve sagdan limitini

orneklerle agiklayarak fonksiyonun bir noktadaki limiti ile soldan limiti

ve sagdan limiti arasindaki iliskiyi belirtir.

. Limit ile ilgili 6zellikleri belirtir ve uygulamalar yapar.

. Pargali fonksiyonlarin ve mutlak deger fonksiyonunun limitleri ile ilgili

uygulamalar yapar.

. Genisletilmis gergek sayilar kiimesini belirtir, ger¢ek degiskenli ve gercek

degerli fonksiyonlarda sonsuz i¢in limit ve sonsuz limit kavramlarini

grafik lizerinde aciklar.

. Trigonometrik fonksiyonlarin limiti ile ilgili 6zellikleri belirtir.

, w—oo, (0.0

. Belirsizlik durumlarini belirtir ve verilen noktalarda %, i
o0

belirsizlik halleri olan fonksiyonlarin limitini hesaplar.
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EK 2: HAZIR BULUNUSLUK TESTI

Sevgili ogrenciler! Bir arastirma tezi icin asagidaki sorularla ilgili samimi
diisiincelerinizi bizimle paylasmaniz gerekmektedir. Sorular: once dikkatlice okuyunuz ve
sonra dikkatlice cevaplamaya ¢alisiniz. Cevaplariniz bu arastirmanmin disinda kesinlikle

kullanilmayacaktir. Yardimlariniz igin tesekkiir ederiz.

v

1.Yanda verilen aralig1 agagida istenilen sekillerde ifade ediniz. <

a)Ortak 6zellik yontemi ile:
b)Sembolik olarak:

c)Mutlak deger kullanarak:

2. 1,5 sayisina % birim yakinlikta olan reel sayilarin kiimesini sembolik olarak ve

ortak 6zellik yontemini kullanarak ifade ediniz.
3. {x : |x - a| <g, a,s€ R} kiimesini say1 dogrusu lizerinde gosteriniz.
4. y = f(x) neyi ifade etmektedir? Aciklayiniz.

5. Bir fonksiyonun grafigi say1 dogrusunun mu yoksa diizlemin mi alt kiimesidir?

Cevabinizin gerekgelerini yaziniz.



6. Bir fonksiyonun grafigini ortak 6zellik yontemini kullanarak ifade ediniz.

o1, x224
7. f(x)= o > ¢ ile tammls f fonksiyonu veriliyor. Buna gore,
x+2; x<2 ise

fonksiyonun grafigini ¢iziniz.

8. y=rf(x) ve y=| f (x)| fonksiyonlarimin grafikleri arasindaki fark nedir?

Aciklayniz.

9. y= Hx - 1| - 2‘ fonksiyonunun grafigini ¢iziniz.

10. |2x - l| <5 esitsizliginin ¢oziim kiimesini bulunuz.

11. |5x — 2| > 2x+7 esitsizliginin ¢éziim kiimesini bulunuz.
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12. f:(2,0) > R ve f(x)=1og(2x —4) ile tanimli fonksiyonunun grafigini ¢iziniz.

y
A
13.
245
\/1 i
: -1 \\ 0 1I l,/3 ;
—1 \‘\ '/l,
2317
,'/v
Ay
14.
A B
< 0 4
I3

Yanda grafigi verilen fonksiyonu

cebirsel olarak ifade ediniz.

Yandaki sekilde
gosterilen A ve B noktalarii
ikililerle ifade edip ikililerin

ikinci bilesenlerini bulunuz.
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EK 3: SON TEST

Sevgili ogrenciler! Bir arastirma tezi igin asagidaki sorularin ¢oziimlerini samimi
olarak bizimle paylasmaniz gerekmektedir. Sorulart once dikkatlice okuyunuz ve sonra
dikkatlice cevaplamaya c¢alisiniz. Cevaplariniz bu arastirmamin  disinda  kesinlikle

kullanilmayacaktir. Yardumlariniz igin tesekkiir ederiz.

x4+1; x>2 ise . o .
1. f(x)= pargali fonksiyonu veriliyor. Buna gore,

—|x|+4; x<2 ise

i) lirrzl f(x) limiti var midir? Varsa limitin degeri nedir?
X—>
ii) linll f(x) limiti var midir? Varsa limitin degeri nedir?
x—>

2
2. lim X oTxrl2 limitinin degeri nedir?
x—o3" |3 — x|

3. lim _x=3 limitinin degeri nedir?
=3yt —Tx+12



97

6

4 f0)=5

ile verilen fonksiyonun x=2 noktasindaki limiti i¢in ne

sOylenebilir?

5.f (x)=izile verilen fonksiyonun x =0 noktasindaki limiti i¢in ne
X

sOylenebilir?

6. lim—_9 limitinin degeri i¢in ne sdylenebilir?

7. lim (log(3x —12)) limitinin degeri nedir?
x—4"

3 2
L X H+xT+x=-3 L. . .
8. im——— — limitinin degeri nedir?
x—1 X —



EK 4: CEVAP ANAHTARLARI
EK 4.1: Son Test Deney Grubu Cevap Anahtari
COZUM 1 (i):

L. Adim: lim f (x) = stlf(2+h)]

2. Adm:st[f2+h)]=st|@+h)> +1]=st(@+4h+h +1)=5

3. Adm:: lim f(x) = stlf(2—-h)]

4. Adum: si[f(2—h)|=st[-[2— b+ 4]=st(-2+ h+4) =2

5. Adim: xlg? f(x)# xhj? f(x)oldugundan limit yoktur.
COZUM 1. (ii) :

L Adim: lim f(x) = stlf(1+h)]

2. Adm: sif(1+h))=si[-[1=h|+4]=st(-1-h+4)=3

3. Adm:lim f(x) = stlf(1=h)]

4. Adum: si[f(1-h))=si[-[l=h|+4]=st(-1+ h+4)=3

5. Adim: lim f(x) = lim f(x) oldugundan limit vardir.
x—1* x—>1"



6. lim f(x) =

COZUM 2:

3tir.

L Adm: lim f(x)= stlf(3+h)]

2. Adim: s{

3. Adim: stl:

GB+h)?’=73+h)+12
3-G+h)

=

lim f(x) =1 dir.
x—3*

CcOZUM 3:

I Adm: lim f(x)=st[f3+h)]

2. Adim: st!

3. Adim: s{

4. Adim: st[ h

3+h-3
(3+h)* =73+ h)+12|

h

9+6n+9-21-7h+12]

h.(1—h)

9+6h+h’ —21—7h+12}_st

g

} =1 oldugundan

h—h
h

h
> -

}:st(h—l):—l

R
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x-3

COZUM 4:

1.

Adim:

Adim:

Adim;

Adim;

Adim:

COZUM 5:

1.

2.

3.

Adim;

Adim;

Adim:

x> =Tx+12

=] dir.

lim f (x) = se[f 2+ )]

6 O
St{m} = St(_h) =
lim f(x) = st/ 2= h)]

6 6
St|:m:| = Sl‘(z) =00

lim f(x)# lim f(x) oldugundan limit yok.
x—2" x—>2"

lim f(x) = se[£ (0 + )]

o)
St—zzSt—z):w
0+ h) h

lim f (x) = st[f (0 )]
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Adim: s{

3 3
(O—hf}_sﬂz7y_w

Adim: lim f(x) = lim f(x) oldugunda limit vardir.
x—0" x—>0"

lim f (x) = 0

COZUM é6:

1.

Adim:

Adim:

Adim;

Adim:

Adim;

Adim:

Adim:

n?f(@=s4fg+hﬂ

:
:

2+h)* -9

(2+h)* —6(2+h)+8

lim f(x) = st[f (2 - W]

St

St

2-h)?*-9

2 — —

h* +2h

(2-h)*-6(2—h)+8 ]

1

|

h*+4h-5 1
—— |Tst—ust
h* = 2h h

h

244h-5 5
— | =00, — =
h-2 2
h*—4h-5 5
=00,—— =—00
h+2 2

lim f(x) # lim f(x) oldugundan limit yoktur.
x—2* x—2"
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cOzZUM 7:
L Adim: lim f(x) = stlf(4+h)]
2. Adim: st [log(3.(4 +h)— 12)] = st(log3h) = -0

COZUM 8:

L. Adim: lim Fx)=st[fQ+h)]

5 Adlm:st[(l+h)3+(1+h)2+(1+h)—3}
(1+h)-1

3 2
3. Adlm:stw — st(h> +4h+6) =6

4. Adm: lim fx)=st[f(1-h)]

1 _7\3 _7)\2 A
s Adume o (=W =0 +1=h)=3
(I—h)—1
73 2
6. Adim: st W} = st(h® —4h+6)=6

7. Adimm: lim f(x) = lim f(x) oldugundan limit vardir.
x—1* x—1"

lim £(x) = 6
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EK 4.2 Son Test Kontrol Grubu Cevap Anahtar1
COZUM 1 (i):
1. Adim: lim f(x) = lim(x> +1)=5
x—2" x—2"
2. Adim: lim f(x) = lim(—|x|+4) =2
x—2" x—2"

3. Adim: lim f(x)# lim f(x) oldugundan limit yoktur.
x—>2" x—27

COZUM 1 (i) :
I Adim: lim £ (x) = }Lr}}(—|x| +4)=3
2. Adm: lim f(x) = gp(—|x|+4) =3
3. Adim: ll_)r}’l f(x)= ll_)r}’l f(x) oldugundan limit vardir.
lxigll f(x)=3tiir.
cOzZUM 2:

: - — —_
1 Admm: fim X=X 12 L (=4(=3)
x—>3* |3 — X| 3" (X _ 3)

2. Adim: lim(x—-4)=-1

x—3"
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COZUM 3:
1. Adim: lim x—3 =1 x—3
X3 ‘xz —Tx+ 12‘ X3 |x — 4|.|x — 3|
2. Adim: lim x——3 = lim ! =1
=3 (4=-x).(x=3) =3 (4-Xx)
lim—*=3 —1 dir.

=3 [x? = 7x +12|

COZUM 4:

1. Adim: f(x)= 5 6

ile verilen fonksiyonda x yerine 2 nin sag civarindan

sayilar yazarak ( x, f(x)) iliskisine bakilir.

2. Adim: Fonksiyonda x yerine 2 nin sag civarindan, 2 ye yaklasan sayilar

yazdik¢a f(x)degerlerinin giderek azaldig1 goriiliir.

lim f(x) = —o0

x—2*

3. Adim: f(x)= 5 6

ile verilen fonksiyonda x yerine 2 nin sol civarindan

sayilar yazarak (x, f(x)) iligkisine bakilir.

4. Adim: Fonksiyonda x yerine 2 nin sol civarindan, 2 ye yaklasan sayilar

yazdik¢ca f(x)degerlerinin giderek arttig1 goriiliir.
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lim f(x) =00
x—2"
5. Adim: lim f(x) # lim f(x) oldugundan limit yok.
x—2% x—2"
COZUM 5:

I. Adim: f(x)= iz ile verilen fonksiyonda x yerine 0 1n sag civarindan
X

sayilar yazarak (x, f(x)) iligkisine bakilir.

2. Adim: Fonksiyonda x yerine 0 1n sag civarindan, 0 a yaklasan sayilar

yazdik¢a f(x)degerlerinin giderek arttig1 goriiliir.

lim f(x) =

x—0"

3. Adim: f(x) = % ile verilen fonksiyonda x yerine 0 1n sol civarindan
X

sayilar yazarak (x, f(x)) iliskisine bakilir.

4. Adim: Fonksiyonda x yerine 0 1n sol civarindan, 0 a yaklasan sayilar

yazdik¢a f(x)degerlerinin giderek azaldig1 goriiliir.
lim f(x) =—o
x—>0"

5.Adim: lim f(x) = lim f(x) oldugunda limit vardir.
x—>0" x>0~

liir(}f(x)zoo
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COZUM 6:

2
-9 . : . .
1. Adim: f(x)= 2x—8 fonksiyonunda x yerine 2 nin sag civarindan
X" —6x+

sayilar yazarak (x, f(x)) iligkisine bakilir.

2. Adim: Fonksiyonda x yerine 2 nin sag civarindan, 2 ye yaklasan sayilar

yazdik¢a f(x)degerlerinin giderek arttig1 goriiliir.
lim f(x) =00
x—2"

2

3. Adim: f(x)= 2x_—98 fonksiyonunda x yerine 2 nin sol civarindan
X" —6x+

sayilar yazarak (x, f'(x)) iligkisine bakilir.

4. Adim: Fonksiyonda x yerine 2 nin sol civarindan, 2 ye yaklasan sayilar

yazdik¢a f(x)degerlerinin giderek azaldig: goriiliir.

lim f(x) = —o0

x—2"

5.Adim: lim f(x)# lim f(x) oldugundan limit yok.
x—2" x—2"

COZUM 7: 1.yol

1. Adim: f(x)=log(3x-12) fonksiyonunda x yerine 2 nin sag civarindan

sayilar yazarak (x, f(x)) iligkisine bakilir.

2. Adim: Fonksiyonda x yerine 2 nin sag civarindan, 2 ye yaklasan sayilar

yazdik¢a f(x)degerlerinin giderek azaldig1 goriiliir.



lim f(x) = —o0
x—2"

COZUM 7: 2.yol
1. Adim: f(x)= log(3x—12) fonksiyonunun grafigini ¢izilir.

2.Adim: lim f(x)=—oo oldugu goriiliir.
x—2"

CcOZUM 8:

1. Adim: lim

x—1

3 2 _ _ 2
[x +x?+x 3}:hm(x 1).(x> +2x+3)

x-1 ¥l (x=1

2. Adim: 1inr21(x2 +2x+3)=6 dir.
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EK 5: DERSLERIN ISLENISI

Aksiyom: Sifirdan farkli ve £ ile gdsterdigimiz en az bir sonsuz kii¢lik say1

vardir.

h|<l ise
n

Sonsuz Kii¢iik say1 tanimi: Vzn e N i¢in 4 # 0 olmak tizere ,

h sayist sonsuz kiiciik bir say1 ya da sonsuz kiigtiktiir.

Ornek 1: 6 sayisia 6 dan daha kiigiik sayilarla yakinlasiniz.

Ogrencilerden alman cevaplar sonrasinda dgrencilerle tartisilarak, 6 ya yakin

olan yani 6 nin sol civarindan segtigimiz say1 a olmak iizere, “6 ile a arasindaki

uzaklik kiiciildiikce, yani a sayis1 6 ya yaklastikga,

6—a| 0 a daha yakin olur.”

ifadesinde 6grencilerle fikir biriligine varilmistir.

Burada deney grubunda,

6—a| bir sonsuz kiiclikse a, 6 ya (istedigimiz

kadar) ¢ok yakindir * ifadesi kullanilmistir.

Ornek 2: — 6 sayisina —6 dan daha biiyiik sayilarla yakinlaginiz.

—6 ya —6 dan daha biiyiik sayilarla yani —6 nin sag civarindan sayilarla
yakinlagarak deney ve kontrol grubu o&grencileri ile 6rnek 1 de oldugu gibi
tartisilmistir  ve ormek 1 icin soOylenilenlerin &grenciler tarafindan iyice
kavranilmasina calisilmistir

Ornek 3: 1 sayisina 1 den kiiciik ve 1 den biiyiik sayilarla yakinlasiniz.

Bu sorunun ¢6zlimii i¢in 1 e 6nce 1,5 ve 0,5 sayilartyla yakinlagilmistir. Her

iki sayr da 1 e 0,5 br uzakliktadir. Bu, 0Ogrencilerle tartisildiktan sonra
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05<x<1,5= |x - 1| < 0,5 seklinde, yani 1 e uzakliklar1 0,5 br ve daha kiigiik olan

sayilarin kiimesi seklinde ifade etmeye 6grencilerle karar verilmistir.

Daha sonra benzer sekilde 1 e 1,1 ve 0,9 sayilartyla yakinlagilmis ve

09<x<Ll=> |x—1| < 0,1 seklinde yani 1 e uzakliklar1 0,1 br ve daha kiiciik olan

sayilarin kiimesi seklinde ifade etmeye 6grencilerle karar verilmistir.

Kontrol grubunda sorunun cevabini toparlamak icin, “olusacak say1
kiimesinin 1 e olan uzakligi ne kadar kiigiilirse 1 e o kadar ¢ok yakinlasiriz.”

ifadesinde karar kilinmustir.

Deney grubunda ise bu sorunun cevabini toparlamak igin “olusacak sayi
kiimesinin 1 e olan uzaklig1 ne kadar kiigiiliirse yani olusacak say1 kiimesinin 1 ¢
olan uzaklig1 bir sonsuz kii¢iik say1 olursa, 1 e o kadar ¢ok yakinlasiriz.” ifadesinde

karar kilinmastir.

Ornek4: f:R—>R, f(x)=x+1 fonksiyonunun x=2 civarindaki

davranisini inceleyiniz.

Soru tahtaya yazildiktan sonra &grencilere, “2 nin sag ve sol civarindaki
sayilarin goriintiileri ile olusturulan noktalar x=2 dogrusu ile bulusur mu (kesisir

13

mi)? Eger bulusursa, bulusma noktasini tahmin edebilir miyiz? sorulari

yoneltilmistir.

Ogrencilerden gelen cevaplar sonrasmnda 2 nin hem sag hem de sol

civarindan, her defasinda 2 ye daha yakin olan sayilarin goriintiileri ile (x, f(x))

ikilileri olusturulmustur.

2 nin sag civarindan her defasinda 2 ye daha yakin olan sayilarin (6rnegin 2,1,

2,01, 2,001 gibi) goriintiileriyle olusturulan ikililerin ordinat degerlerine bakildiginda
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bu degerlerin 3 iin sag civarinda (6rne8in 3,1, 3,01, 3,001 gibi) deger aldigi

goriilmiistiir.

2 nin sol civarindan her defasinda 2 ye daha yakin olan sayilarin (6rnegin 1,9,
1,99, 1,999 gibi) goriintiileriyle olusturulan ikililerin ordinat degerlerine bakildiginda
bu degerlerin 3 iin sol civarinda (6rnegin 2,9, 2,99, 2,999 gibi) deger aldigi

goriilmiistiir.

Ogrencilerden 2 nin sag ve sol civarindaki ve 2 ye yakin olan sayilarin
goriintiilerinin 3 civarinda oldugu, dolayisiyla 2 nin civarindaki sayilarin goriintiileri
ile olusturulan noktalarin x=2 dogrusuyla kesistigi noktanin ordinatinin 3 olmasi

gerektigi cevaplart alinmistir.

Bundan sonra 6grencilere fonksiyonun grafigi ¢izdirilmis ve grafik {izerinde
de fonksiyonda, 2 ye yakin sayilarin goriintiilerinin 3 e yakin olup olmadig1 ve 2 nin
civarindaki sayilarin goriintiileri ile olusturulan noktalarin ger¢ekten x =2 dogrusuyla

ordinat1 3 olan bir noktada kesisip kesismedigi tartisilmistir.

Ornek 5: f:R—>R , f(x)=x+2 fonksiyonunda 0 a ve 1 e yakin olan

sayilarin goriintiilerini bulunuz.

Soru tahtaya yazildiktan sonra 6grencilere, “0 ve 1 in sag ve sol civarindaki
sayilarin goriintiileri ile olusturulan noktalar x=0 ve x=1 dogrulari ile bulusur mu
(kesigir mi)? Eger bulusursa, bulusma noktasini tahmin edebilir miyiz?” sorulari

yoneltilmistir.

Ogrencilerden 0 civarinda, her defasinda 0 a daha yakin olan sayilarla
olusturulan (x, f(x)) ikililerinin ordinat degerlerinin 2 civarinda oldugu, dolayisiyla
0 m civarindaki sayilarin goriintiileri ile olusturulan noktalarin x=0 dogrusuyla

kesistigi noktanin ordinatinin 2 oldugu cevaplar1 alinmistir.
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Benzer sekilde 1 civarinda her defasinda 1 e daha yakin olan sayilarla
olusturulan (x, f(x)) ikililerinin ordinat degerlerinin 3 civarinda oldugu, dolayisiyla
1 in civarindaki sayilarin goriintiileri ile olusturulan noktalarin x=1 dogrusuyla

kesistigi noktanin ordinatinin 3 oldugu cevaplar1 alinmistir.

Daha sonra 6grencilere fonksiyonun grafigi ¢izdirilmis ve grafik tizerinde de
fonksiyonda, 0 a yakin sayilarin goriintiilerinin 2 ye yakin olup olmadigi ve 1 e yakin

sayilarin goriintiilerinin 3 e yakin olup olmadigi tartisilmastir.

Ornek 6: /:R >R,

2 x#0 .
f (x)={ T fonksiyonunda 0 a ve 2 ye yakin olan sayilarin
cosx,x=0

goriintiilerinin yakinlastig1 degerleri bulunuz.

Her sorudan sonra oldugu gibi bu soru da tahtaya yazildiktan sonra
ogrencilere, “0 ve 2 nin sag ve sol civarindaki sayilarin goriintiileri ile olusturulan
noktalar x=0 ve x=2 dogrulari ile bulugur mu (kesisir mi)? Eger bulusursa, bulugsma

noktasini tahmin edebilir miyiz?” sorular1 yoneltilmistir.

Ogrencilerden 0 m civarinda her defasinda 0 a daha yakin olan sayilarla
olusturulan (x, f(x)) ikililerinin ordinat degerlerinin O civarinda oldugu, dolayisiyla
0 m civarindaki sayilarin goriintiileri ile olusturulan noktalarin x=0 dogrusuyla

kesistigi noktanin ordinatinin 0 oldugu cevaplar1 alinmistir.

Sonrasinda 2 nin civarinda her defasinda 2 ye daha yakin olan sayilarla
olusturulan (x, f(x)) ikililerinin ordinat degerlerinin 4 civarinda oldugu, dolayisiyla
2 nin civarindaki sayilarin goriintiileri ile olusturulan noktalarin x=2 dogrusuyla

kesistigi noktanin ordinatinin 4 oldugu cevaplar1 alinmistir.
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Daha sonra 6grencilere fonksiyonun grafigi ¢izdirilmis ve grafik tizerinde de
fonksiyonda 0 a yakin sayilarin goriintiilerinin 0 a yakin olup olmadig1 ve 2 ye yakin

sayilarin goriintiilerinin 4 e yakin olup olmadigi tartisilmastir.

Ogrenciler tarafindan gizilen grafikte fonksiyonun x=0 da 0 degerini aldi§1
goren Ogrencilerle yapilan 2-3 dakikalik bir tartismadan sonra fonksiyonun 0 1mn

civarindaki davranisinin x =0 daki degeri ile ilgili olmadig1 kararia varilmistir.

Ornek7: f:R—>R ,

P+5x>1
f(x)= o - fonksiyonunda 1 e yakin olan sayilarin goriintiilerini
x+5x<1

bulunuz.

Ogrencilere, soru tahtaya yazildiktan sonra, “l in sag ve sol civarindaki
sayilarin goriintiileri ile olusturulan noktalar x=1 dogrusu ile bulusur mu (kesigir
mi)? Eger bulusursa, bulusma noktasini tahmin edebilir miyiz?* sorulari

yoneltilmistir.

Ogrencilerden her defasinda 1 e daha yakin olan sayilarm goriintiileriyle

olusturulan (x, f(x)) ikililerinin ordinat degerlerinin 6 civarinda oldugu, dolayisiyla

1 in civarindaki sayilarin goriintiileri ile olusturulan noktalarin x=1 dogrusuyla

kesistigi noktanin ordinatinin 6 oldugu cevaplar1 alinmistir.

Ogrencilere fonksiyonun grafigi ¢izdirilmis ve grafik {izerinde de
fonksiyonda 1 e yakin olan sayilarin goriintiilerinin 6 ya yakin olup olmadig:

tartisilmigtir.

Cizilen grafikte fonksiyonun x=1 de tanimli olmadigim1 géren Odgrencilerle
yapilan 2-3 dakikalik bir tartismadan sonra fonksiyonun 1 in civarindaki
davranisinin, fonksiyonun x=1 de tanimli olup olmamasi ile ilgili olmadig: kararina

varilmstir.
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Ornek 8: /f:R—>R ,

+1,x2>2 .
f (x):{x ljx fonksiyonunda 2 ve 3 e yakin olan sayilarin
x—-1,x<

goriintiilerini bulunuz.

Ogrencilere, soru tahtaya yazildiktan sonra, “2 ve 3 iin sag ve sol civarmdaki
sayilarin gorlintiileri ile olusturulan noktalar x=2 ve x=3 dogrular ile bulusur mu
(kesisir mi)? Eger bulusursa, bulusma noktasini tahmin edebilir miyiz?” sorular

yoneltilmistir.

Ogrencilerden 2 nin sag civarindaki ve her defasinda 2 ye daha yakin olan

sayilarin goriintiileriyle olusturulan (x, f(x)) ikililerinin ordinat degerlerinin 3 iin

sag civarinda, 2 nin sol civarindaki ve her defasinda 2 ye daha yakin olan sayilarin

goriintiileriyle olusturulan (x, f(x)) ikililerinin ordinat degerlerinin 1 in sol

civarinda oldugu cevaplari1 alinmistir.

Dolayisiyla 6grenciler 2 nin sag ve sol civarindaki sayilarin goriintiileri ile
olusturulan noktalarin x=2 dogrusuyla ayn1 yerde kesismedigi cevabini vermislerdir.
Yani fonksiyonun 2 nin sag ve sol civarinda ayni sekilde davranmadigi 6grenciler

tarafindan belirtilmistir.

Sonrasinda 6grencilerden, 3 {in sag ve sol civarinda ve her defasinda 3 e daha
yakin olan sayilarin gorintiileriyle olusturulan  (x, f(x)) ikililerinin ordinat
degerlerinin 4 civarinda oldugu, dolayisiyla 3 civarindaki sayilarin goriintiileri ile
olusturulan noktalarin x=3 dogrusuyla kesistigi noktanin ordinatinin 4 oldugu

cevaplar1 alinmistir.

Ogrenciler tarafindan cizilen grafikte de fonksiyonun 2 nin sag ve sol
civarinda ayni sekilde davranmadigi, x=2 dogrusu ile 2 nin sag ve sol civarindaki

sayilarin goriintiilerinin farkli yerlerde kesistiginin goriildiigli 68renciler tarafindan
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belirtilmistir. Ayrica fonksiyonun 3 {in civarindayken 4 civarinda deger aldigi

konusunda 6grencilerle fikir birligine varilmistir.

Ornek:9 Asagida grafigi verilen f(x) fonksiyonu altinda 0 a yakin olan

sayilar ile artan ve azalan x degerlerinin goriintiilerini bulunuz.

f(x)

Deney ve kontrol grubu 6grencileri grafige bakarak 0 1n sol civarinda olan ve
her defasinda 0 a daha yakin olan sayilarin goriintiilerinin giderek biiyiidiigiinii, sag
civarinda olan ve her defasinda 0 a daha yakin olan sayilarin goriintiilerinin giderek

kiigiildiigiinii ifade etmislerdir.

Ayrica Ogrenciler artan x degerleri ve bunlarin goriintiileriyle olusturulan

(x, f(x)) ikililerinin ordinat degerlerine bakarak, x degerleri arttikca bu degerlerin
f fonksiyonu altindaki goriintiilerinin 0 a yaklastigini belirtmiglerdir. Benzer sekilde

Ogrenciler azalan x degerleri ve bunlarin goriintiileriyle olusturulan (x, f(x))
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ikililerinin ordinat degerlerine bakarak, x degerleri azaldik¢a bu degerlerin f

fonksiyonu altindaki goriintiilerinin 0 a yaklastigini belirtmislerdir.

Bu sorularin ¢ozliimiinden sonra, hem deney hem de kontrol grubunda

asagidaki tanimla konu islenmesine devam edilmistir.
Tanim:

Civarinda fonksiyonun gorilintiisiinii inceledigimiz a sayisi i¢in a sayisinin
sag civarindaki sayilarin goriintiilerinin (yakinlastii ordinat degerinin) x= a
dogrusuyla kesigsmesini bekledigimiz noktanin ordinati, fonksiyonun sag limiti

olarak adlandirilmaktadir.

Sag limit, }E},l f () ile gosterilir.

Civarinda fonksiyonun gorlintlisiinii inceledigimiz a sayisi i¢in a sayisinin
sol civarindaki sayilarin goriintiilerinin (yakinlagtigi ordinat degerinin) x= a
dogrusuyla kesismesini bekledigimiz noktanin ordinati fonksiyonun sol limiti olarak

adlandirilmaktadir.

Sol Timit, 1™ /(%) jje g5sterilir.

> X—a

Eger xhj? f(x)= }E}} Jx)=L ise x=a i¢in fonksiyonun limiti vardir ve L

dir denir.

Bu tanim verildikten sonra hem deney hem de kontrol grubunda her bir

soruyla ilgili olmak iizere, asagidaki sekilde toparlamalar yapilmistir.
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Inceledigimiz her bir drnekteki odaklanilan say1 (@) ya da sayilarin civarinda,
sayilarin verilen fonksiyonlar altindaki goriintiileriyle olusturulan noktalarin

(ikililerin) x = a dogrusuyla farkli durumlarinin olabilecegi belirtilmistir.

Mesela, oOrmnek 5 te olusan ikililer x=a dogrusuyla tek noktada
bulugsmaktadir. Ve bu tek nokta fonksiyonun o noktadaki goriintiisiidiir. Yani
odaklandigimiz sayinin sag ve sol civarindaki sayilar ile bu sayilarin goriintiilerinden
olusan ikililer x=a dogrusuyla o saymin goriintiisinde bulusabilmektedir.

Dolayistyla bu 6rnekte limit vardir. Ve

lim /(x) = lim /()= /(@) g,

Ormnek 6 da odaklandigimiz say1 olan 0 m civarinda fonksiyonun limiti vardir.
Fakat limit degeri fonksiyonunun o noktadaki limit degerine esit degildir. Dolayisiyla
fonksiyonun bir noktadaki limiti fonksiyonun o noktadaki goriintiisiine esit

olmayabilir.

Ornek 7 de odaklandigimiz say1 olan 1 in civarinda fonksiyonun limiti vardur,
fakat fonksiyon bu noktada tanimli degildir. Yani fonksiyonun bir noktada limiti

varken, fonksiyon o noktada tanimli olmayabilir.

Ornek 8 de oldugu gibi odaklandigimiz saymin sag ve sol civarindaki sayilar
ve bu sayilarin goriintiileriyle olusan ikililer x=a dogrusuyla farkli noktalarda
bulusabilir. Yani odaklanilan noktada sag ve sol limitler birbirinden farkli olabilir.
Dolayistyla odaklanilan noktada fonksiyonun sag ve sol limitleri var olmasina
ragmen, sag ve sol limit degerleri birbirine esit olmadigindan fonksiyonun o noktada

limiti olmayabilir.

Son bir durum da, 6rnek 9 daki gibidir. Bu Ornekte odaklandigimiz say1
biiytidiikkge bu saymin sag ve sol civarindaki sayilar ve bunlarin goriintiilerinin

olusturdugu ikililer x =a dogrusuyla orijinden ¢ok uzak ve birbirlerinden farkl
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noktalarda kesisebilecegi hissi verebilir. Yani bu noktalarin ordinatlarinin her reel

say1y1 asacagi ya da her reel sayidan kiigiik olacagi hissi uyandirabilir.

Bu toparlamalar yapildiktan sonra deney ve kontrol grubu o6grencilerinin
sagdan limit, soldan limit ve limit arasindaki iliskiyi daha iyi kavrayabilmeleri i¢in
2008 OSS de mat 2 boliimiinde ¢ikan limit sorusu ve bu soruya benzer bir adet soru

daha ¢oziilmiistiir.

Deney grubunda asagidaki 6rnekler ve tanim tanitilarak ders islenisine devam

edilmistir.
sonsuz kiiclik + sonsuz kii¢iik = sonsuz kii¢iik
sonsuz kiiclik x sonsuz kii¢lik = sonsuz kii¢iik

sonsuz kiiclik x (reel say1) = sonsuz kiiciik

Tamm: 1. a € R ve & bir sonsuz kii¢lik olmak tizere, st(a + ) = adir.

2. h bir sonsuz kiiciik ve 4 # 0 olmak iizere,

h>0 ise Sl‘(%) =0

h<0 ise Sl‘(%) =—00

st Fonksiyonunun Ozellikleri
1. Biitiin sonsuz kiigiik % ler i¢in st(h) =0 dir.
2. VaeR iginst(a)=a

3. st(xx y) =st(x)L£st(y)
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st(x)
st(y)

4. st(x.y) = st(x).st(y) ve st(ﬁ) = (st(y)#0)
y

5. St(|x|) = |St(x)|

6. n tek dogal say1 ya da n ¢ift dogal say1 ve s¢(x) > 0 iken,

stilx = z/st(x)

7. a € R ve P(x) bir polinom olmak fizere,
st(P(a—h))=st(P(a+h))= P(a)

lim f(x) = st(f(a+h)) o im f(x) =st(f(a—h))

Kontrol grubunda ders islenisine limitin Lise Matematik Dersi Ogretim

Programinda yer alan asagidaki 6zellikleri tanitilarak devam edilmistir.
Limitin ozellikleri

f (x) ve g (x), x= a da limiti olan iki fonksiyon olmak {izere,

1. VceR icin limc=c¢

xX—a

2. VceR igin lim[c.f(x)] =c.lim f(x)

xX—a

3. lim(f(x) £ g(x)) = lim f(x) £ lim g (x)
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4. lim(f(0).g(x) = lim /() || Tim g(x) |

S mS)
e lim g(x) im0 =0)

. i (0] = [im £ =)

6. n tek dogal say1 ya da n ¢ift dogal say1 ve x in a sayisina yakin tiim

degerleri igin f(x) > 0 ise,

lim4/ £ (x) = \/lim 7(x)
7. P(x) fonksiyonu i¢in lim P(x) = lim P(x)=lim P(x) = P(a)

Yukaridaki 6zellikler 6grencilere tanitilmistir.

Bundan sonra asagidaki sorular deney grubunda sonsuz kiiciik say1 kavrami
yardimryla, kontrol grubunda ise Lise Matematik Dersi Ogretim Programinda tavsiye
edilen yaklagimla ¢oziilerek ders islenisine bitirilmistir. Asagidaki sorularin

birkaginin ¢6ziimii 6rnek olmasi i¢in verilmistir.

Ornek1: f:R—>R,

3Ix+1L,x<2

f(x)=41-x",2<x <4 fonksiyonu veriliyor. Fonksiyonun x=2 , x=3 ve
5x+3,x>4

x =4 teki limitlerini bulunuz.

Deney Grubunda Coziim:

> lim £ (x) =st[f2+h)]=12")=-T7



120

lim /(x)=st[f2=M)]= /() =T

lim f(x) # lim f(x) oldugundan limit yoktur.
x—2" x—2"

> lim f(0)=st[f3+h)] = f(3)=-26
lim /(x) = st[f3=)]= /(3 =26

lim /(x)=lim £ (x) =26

> lim f() =st[f(4+m)]=/(4)=23
lim /(x) = st[ (4= 1)]= /(4") =63

lim f(x) # lim f(x) oldugundan limit yoktur.
x—4* x—4"

Kontrol Grubunda Coziim:

> lim f(x)= f(27) =T
lim /(x)= /(27)=7

lim f(x) # lim f(x) oldugundan limit yoktur.
x—2* x—27

> lim f(x)=f(3)=-26
lim /(x) = f(3) =26

lim /(x)=lim £ (x) =26

> lim f(x)=f(4")=23
lim /(x)= /(4") =63

lim f(x) # lim f(x) oldugundan limit yoktur.
x—4" x—4
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.. 2x—4
Ornek  2: fRoR, f(x)= u fonksiyonu  veriliyor.
x —

Fonksiyonun x = 2 deki limitini bulunuz.

Deney Grubunda Coziim:

. 2.2+ h)-4] 2h
» lim = st 2+h:t|—:t—:2

lim f (0 =st[f(2+m)] N o |G

lim f(x)= st[f(2 —h)] = st _M_ = st(ﬂ) =-2

¥2" | 2-h-2 | ~h

lim f(x) # lim f(x) oldugundan limit yoktur.
x—2* x—27

Kontrol Grubunda Coziim:

> lim £(x) = lim 2%~ lim2=2
x—2"

x=2t x =2 x—2*

[x>2 icin 2x—-4)>0 ve |2x—4|:2x—4 m'r.]

lim £(x) = lim "% _ im-2 =2
x—2

X527 X — x—>2*
[x<2 igin (2x-4)<0 ve |2x—4|=-2x+4 tir.]
lim f(x) # lim f(x) oldugundan limit yoktur.
x—>2" x—2"
2

il fonksiyonu veriliyor. Fonksiyonun

Ornek 3: f:R—>R, f(x)=

e

x =-1 ve x=1 deki limitlerini inceleyiniz.

Ornek 4: f(x)= 2x_—23 fonksiyonu veriliyor. Fonksiyonun x=1 ve x= 2

deki limitlerini bulunuz.
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Deney Grubunda Coziim:

}ijg}f(x): sz[f(2+h)]:st[%} :S{l-i-hZhj

st(l+2h).st(%}zl.oo=oo

lim f(x) = st[ f (2—h>]”{%}”(1:ihj

St(l + 2h).st(Lh] =1.(-0)=—w
lim f(x) # lim f(x) oldugundan limit yoktur.
x—>2" x—>2"

Kontrol Grubunda Coziim:

Fonksiyonda x yerine 2 nin sag civarindan sayilar yazarak (x, f(x))
iligkisine bakilir. Fonksiyonda x yerine 2 nin sag civarindan, 2 ye yaklasan
sayilar yazdik¢a f(x)degerlerinin giderek arttig1 goriiliir.

lim f(x)=

x—2"

Fonksiyonda x yerine 2 nin sol civarindan sayilar yazarak (x, f(x)) iligskisine
bakilir. Fonksiyonda x yerine 2 nin sol civarindan, 2 ye yaklasan sayilar
yazdik¢a f(x)degerlerinin giderek azaldig: goriiliir.

lim /(x) = ~o0

lim f(x) # lim f(x) oldugundan limit yoktur.
x—2" x—2"



Ornek 5: lim (log(x — 3)) limitini inceleyiniz.
x—>3"

. eosx| .
Ornek 6: lim —— limitini inceleyiniz.
X7 COSX

. T .
Ornek 7: lim —— limitini inceleyiniz.
3% COSX
2
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