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ÖNSÖZ 
  

Kardinal (Nicel) değişmezler çağdaş Genel Topoloji’nin bilinen bazı ünlü 

sonuçlarının genelleştirilebilmesi ve daha basit ispatlarının verilebilmesi açısından 

oldukça önemlidir. Bir uzayın kardinal değişmezleri arasındaki ilişkiler, o uzayın 

topolojik özellikleri hakkında bilgi verir. Bu nedenle kardinal değişmezler arasındaki 

bağıntı ve eşitsizliklerin elde edilmesi Genel Topoloji’nin daha iyi anlaşılmasını 

sağlayacaktır. Derleme niteliğindeki bu tez çalışmasında en çok karşılaşılan kardinal 

değişmezler arasındaki en bilindik sonuçların bir araya getirilmesindeki amaç da budur. 

Bu doğrultuda konuyla ilgili temel makaleler çalışılmış ve konuyu açıklayıcı örnekler 

verilmiştir. 

Bu tez hazırlanırken gereken itina gösterilmiş olmasına rağmen, çıkabilecek 

hataların düzeltilebilmesi için hocalarımın değerli görüş ve önerileri beni mutlu 

edecektir.  

Tez danışmanım Prof. Dr. Nurettin Ergun başta olmak üzere, makaleleriyle tez 

çalışmamı destekleyen Wesleyan Üniversitesi profesörlerinden Anthony W. Hager’e ve 

yine değerli zamanlarını benden esirgemeyen Prof. Dr. Ahmet Dernek, Yrd. Doç.Dr. 

Gülsen Kürem, Yrd. Doç. Dr. Bülent Yılmaz, Yrd. Doç. Dr. Kadri Ulaş Akay,  Dr. Uğur 

Şengül, Dr. Faruk Uçar’a teşekkürlerimi arz eder, sevgili arkadaşlarım Burcu Vulaş ve 

Cemile Nur’a teşekkür ederim. Ayrıca hem maddi hem de manevi olarak beni yalnız 

bırakmayan aileme teşekkürü bir borç bilirim.    

06,2009                                                                                   Mustafa KURUMEHMET                        

i 



ĐÇĐNDEKĐLER 

������

���������������������������������������������������	�


�
��
�
�
�������������������������������������������		�

��
������������������������������������������������			�

ABSTRACT……………………………………………………………………........iv�

SEMBOL L ĐSTESĐ………………………………………………………………. v�

����������
�
���
����������������������������������������

�����������������������������������������������������

�����	�
��������������������������������������������

�����������
�
���
��
�
��������������������������������������

��������
������� ….…………………………………………………………........3  

���������������������������	���������������������������������

�������������������������������������������������������

������������������� �!�" #$%"���$�&���'������ %#$����"(#)&"��" #$���"��#��" #��������

������	"* #��"$"+#�# ������� �!�" #$%"���$�&���'������ %#$����"(#)&"��" #$

����������"��#��" #����������������������������������������

������,-.�/�&�0�1 2+�"&�" #�������������������������������� !

����"�
"3#**412$%#5�" �4	� 5�"3,�#��"2 "&#�6"�'�����$"&�#�72$-8�� ��������!�

������'������"�������� %��9�/�9����" 8"��"�"$��� %#$����"(#)&"��" ���������# 

���� ���"0�$% 2::�1 2+�"&#�6"���#)�#�#�'����72$-8�� ���������������������"

�����������$�%�����&'���������������������������������� !

����������$���
(
��
��
��
�
��&'���
�
�
������������������

���������������������������������������������������)

���
��
������������������������������������������!�

�

ii 



ÖZET 

 Topolojide Nicel Değişmezler  

Bu tezde çağdaş Genel Topoloji’nin nicel (kardinal) değişmezler gibi hızla 

gelişim gösteren bir alanına giriş yapılmıştır. Öncelikle Kümeler Kuramı’nın bilinen 

bazı ünlü lemmaları ile en çok karşılaşılan kardinal değişmezlerin tanımları ve 

aralarındaki temel bağıntı ve eşitsizlikler verilmiştir. Bu bağıntı ve eşitsizliklerden 

yararlanarak topolojide bilinen bazı ünlü sonuçların daha basit ispatları elde edilmiştir.    

Çalışmalar bölümünde ilk olarak tıkız uzaylar ve metriklenebilir uzaylar gibi 

topolojik uzaylar sınıfının iki önemli sınıfı üzerinde tanımlı kardinal değişmezlerin 

temel özellikleri incelenmiştir. Daha sonra bir topolojik uzay üzerinde tanımlı ve gerçel 

değerli sürekli fonksiyonlar kümesinin kardinalitesiyle ilgili bazı sonuçlar verilmiştir. 

Bunun yanında bilinen bazı ünlü teoremlerin kanıtları verilmiş ve teoremlerden 

yararlanarak birçok aykırı örnek üretilmiştir. Bazı özel topolojik uzayların ф = фκ (κ ≥

ℵℵℵℵ 0 )  koşulunu gerçekleyen bazı ф kardinal değişmezlerinin varlığı incelenmiş ayrıca 

konuyu açıklayıcı örnekler verilmiştir.  

Son olarak da topolojik uzayların kardinaliteleri için, kardinal değişmezler 

aracılığıyla elde edilen en bilindik sonuçlar bir araya getirilmi ştir.  

06,2009                    Mustafa KURUMEHMET  
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  ABSTRACT  

 Cardinal Invariants in Topology  

  

In this thesis, we have given an introduction to cardinal invariants which is a 

rapidly growing subject of modern General Topology. At first some famous lemmas of 

set theory and also definitions of the most encountered cardinal invariants and basic 

relations and inequalities between them are given. Using these relations and inequalities 

we have given simple proofs of some famous and well known results in topology. 

 We begin investigating cardinal invariants on compact and metrizable spaces 

which constitute the most important classes of all topological spaces. Then some 

interesting results on the set of all continuous and real valued functions defined on a 

topological space are obtained. Furthermore proofs of some well known theorems are 

given and many interesting counter example spaces have been defined by utilizing these 

theorems. The existence of certain cardinal invariants satisfying the condition  ф = фκ

(κ ≥ ℵℵℵℵ 0 ) of some special spaces are also investigated and some explanatory examples 

are also given. 

 Finally cardinalities of topological spaces by utilizing certain cardinal invariants 

are also obtained. 

06,2009                             Mustafa KURUMEHMET
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SEMBOL L·ISTES·I

c(X) : X uzay¬n¬n Suslin say¬s¬

cf(�) : � kardinal say¬s¬n¬n eşuçluluk derecesi

d(X) : X uzay¬n¬n yo¼gunluk say¬s¬

e(X) : X uzay¬n¬n uzan¬m say¬s¬

h� : Kal¬t¬msal � say¬s¬

L(X) : X uzay¬n¬n Lindelöf say¬s¬

nw(X) : X uzay¬n¬n a¼g-a¼g¬rl¬k say¬s¬

o(X) : X uzay¬n¬n tüm aç¬k kümelerinin ailesinin kardinal say¬s¬

p(X) : X uzay¬n¬n sözde t¬k¬zl¬k say¬s¬

psw(X) : X uzay¬n¬n nokta ay¬ran a¼g¬rl¬k say¬s¬

RO(X) : X uzay¬n¬n tüm düzenli aç¬k kümelerinin ailesi

RC(X) : X uzay¬n¬n tüm düzenli kapal¬ kümelerinin ailesi

s(X) : X uzay¬n¬n saç¬l¬m say¬s¬

sw(X) : X uzay¬n¬n ay¬ran a¼g¬rl¬k say¬s¬

t(x;X) : x noktas¬n¬n s¬k¬l¬k say¬s¬

t(X) : X uzay¬n¬n s¬k¬l¬k say¬s¬

w(X) : X uzay¬n¬n a¼g¬rl¬k say¬s¬

W (�) = [0; �) : � < � koşulunu gerçekleyen tüm � ordinal say¬lar¬n¬n kümesi

wc(X) : X uzay¬n¬n zay¬f örtülüş say¬s¬

�(x;X) : x noktas¬n¬n ¬ra say¬s¬

�(X) : X uzay¬n¬n ¬ra say¬s¬

�w(X) : X uzay¬n¬n �-a¼g¬rl¬k say¬s¬

��(x;X) : x noktas¬n¬n �-¬ra say¬s¬
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��(X) : X uzay¬n¬n �-¬ra say¬s¬

 (x;X) : x noktas¬n¬n sözde ¬ra say¬s¬

 (X) : X uzay¬n¬n sözde ¬ra say¬s¬

�(X) : X uzay¬n¬n köşegensel derecesi

�X : X uzay¬n¬n Cech-Stone t¬k¬zlaşmas¬

jAj : A kümesinin kardinalitesi

A = kapA : A kümesinin kapan¬̧s¬

o

A = içA : A kümesinin içi

A0
= limA : A kümesinin limit kümesi

A! : Terimleri A dan al¬nan tüm dizilerin kümesi

f j
A

: f fonksiyonunun A kümesine k¬s¬tlan¬̧s¬

P(A) : A kümesinin tüm alt kümelerinin kümesi

P<�(A) : A kümesinin < � kardinaliteli tüm alt kümelerinin kümesi

P��(A) : A kümesinin � � kardinaliteli tüm alt kümelerinin kümesi

vi



I G·IR·IŞ VE AMAÇ

I.1 G·IR·IŞ

Bilindi¼gi gibi her topolojik uzay¬n topolojik niteliklerini belirleyen çok önemli

kardinal say¬lar vard¬r. O uzay¬n aç¬k kümeler ailesinin kardinal say¬s¬, o uzay¬n en

küçük kardinal say¬l¬ taban¬n¬n kardinal say¬s¬, o uzayda tan¬ml¬ sürekli gerçel de¼gerli

fonksiyonlar ailesinin kardinal say¬s¬ bunlardan baz¬lar¬d¬r. Bu say¬lar topolojik eşyap¬

fonksiyonlar¬ alt¬nda de¼gi̧smezler, k¬sacas¬ X ile Y eşyap¬l¬ ise, sözgelimi bunlar¬n aç¬k

kümeler ailelerinin kardinal say¬lar¬ eşittir. Bir topolojik uzay¬n belirli bir topolojik

niteli¼gini karakterize eden ve eşyap¬ dönüşümleri alt¬nda de¼gi̧smeyen kardinal say¬lara

o uzay¬n topolojik nicel de¼gi̧smezleri (ya da topolojik kardinal de¼gi̧smezleri)

denilir. Genel Topoloji�nin geli̧siminin başlang¬ç y¬llar¬nda belirlenen baz¬ kardinal

s¬n¬rlamalar, ilerleyen y¬llarda genelleştirilip çok say¬da ilginç kardinal de¼gi̧smez tan¬m-

lanm¬̧st¬r. Örne¼gin herhangi ikinci say¬labilir Hausdor¤ uzay¬n¬n en fazla 2@0 noktas¬n¬n

bulundu¼gunu söyleyen ünlü sonuç 1937 y¬l¬nda B.Pospisil taraf¬ndan kardinal de¼gi̧sme-

zler arac¬l¬¼g¬yla genelleştirilmi̧stir.

Bir uzay¬n, kardinal de¼gi̧smezleri arac¬l¬¼g¬yla, hangi topolojik özelliklere sahip olup

olmad¬¼g¬ anlaş¬labilir. Örne¼gin 1969 y¬l¬nda A.V.Arhangel�skii kardinal de¼gi̧smezlerden

yararlanarak, 2@0 dan fazla noktas¬ bulunan birinci say¬labilir bir Hausdor¤ uzay¬n¬n

t¬k¬z olmad¬¼g¬n¬ di¼ger bir deyi̧sle birinci say¬labilir t¬k¬z bir Hausdor¤ uzay¬n¬n en fa-

zla 2@0 noktas¬n¬n bulundu¼gunu kan¬tlam¬̧st¬r. Bazen uzaylar¬n hangi ay¬rma aksiy-

omlar¬n¬ gerçekleyip gerçeklemedi¼gini anlamak için de kardinal de¼gi̧smezlerden yarar-

lan¬l¬r. F.B.Jones da � 2@0 kardinaliteli kapal¬ kesikli alt kümesi bulunan ayr¬labilir

bir uzay¬n normal olmad¬¼g¬n¬ kan¬tlam¬̧st¬r. Ayr¬ca bir uzay¬n kardinal de¼gi̧smezleri

arac¬l¬¼g¬yla o uzay üzerinde tan¬mlanan tüm sürekli gerçel de¼gerli fonksiyonlar¬n say¬s¬

hakk¬nda bilgi sahibi oluruz. Şöyle ki say¬labilir noktal¬ bir uzay üzerinde 2@0 say¬da
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sürekli gerçel de¼gerli fonksiyonun tan¬mlanabildi¼gi yine kardinal de¼gi̧smezlerden yarar-

lanarak kan¬tlanabilir.

Derleme niteli¼gindeki bu tez çal¬̧smas¬nda en çok kaŗs¬laş¬lan kardinal de¼gi̧smezler

üstüne bilinen en tan¬nm¬̧s sonuçlar bir araya getirilmi̧s ve her bir sonuç ayr¬nt¬l¬ biçimde

kan¬tlanm¬̧st¬r. Bu çal¬̧smada W.W.Comfort�un [1] makalesi ve [2] temel al¬nm¬̧st¬r.

I.2 AMAÇ

Bu tezde a¼g¬rl¬k say¬s¬, ¬ra say¬s¬, saç¬l¬m say¬s¬, yo¼gunluk say¬s¬, Suslin say¬s¬, Lin-

delöf say¬s¬ gibi ça¼gdaş Genel Topoloji�de en çok rastlan¬lan pek çok kardinal de¼gi̧smez

aras¬ndaki ba¼g¬nt¬ ve eşitsizliklerin elde edilmesi, kardinal de¼gi̧smezler arac¬l¬¼g¬yla topolo-

jik uzaylar¬n kardinaliteleri için s¬n¬rlar belirlenmesi ve topolojide bilinen baz¬ ünlü

teoremlerin kardinal de¼gi̧smezler yard¬m¬yla daha basit ispatlar¬n¬n verilmesi amaçlan-

m¬̧st¬r. Bu do¼grultuda konuyla ilgili temel makaleler çal¬̧s¬lm¬̧s ve konuyu aç¬klay¬c¬

örnekler verilmi̧stir.
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II GENEL B·ILG·ILER

II.1 ÖN HAZIRLIK

Kümeler Kuram¬nda �+ ile � kardinal say¬s¬n¬n ard¬l¬ yaz¬l¬r, k¬sacas¬ �+ kardinal

say¬s¬ ��dan büyük kardinal say¬lar¬n en küçü¼güdür. Ancak ve yaln¬z, bir kardinal say¬

�+ biçiminde ise ona ard¬l nicel say¬ ya da ard¬l kardinal say¬ denilir. Bu türde

olmayan kardinal say¬lara limit nicel say¬ ya da limit kardinal say¬ denir. � bir

sonsuz kardinal say¬ olmak üzere,

cf(�) = minfj�j : � =
X

�2�

��; �� < � (8� 2 �)g = minfj�j : � = sup
�2�

��g

biçiminde tan¬mlanan cf(�) kardinal say¬s¬na � kardinalinin eşuçluluk derecesi ya

da eşuçluluk say¬s¬ denir. Asl¬nda bilindi¼gi gibi 
 herhangi bir limit ordinal say¬s¬

için cf(
) = minfj�j : 
 = sup�2� 
�g nicel say¬s¬na 
 say¬s¬n¬n eşuçluluk say¬s¬

denir. Tan¬mdan kolayca cf(�) � � oldu¼gu anlaş¬l¬r. Bir sonsuz � kardinal say¬s¬na

ancak ve yaln¬z cf(�) = � koşulunu gerçeklerse düzenli nicel say¬, ancak ve yaln¬z

cf(�) < � koşulunu gerçeklerse tekil nicel say¬ denilir. � sonsuz kardinal say¬s¬ için

cf(�+) = �+ oldu¼gundan tüm sonsuz ard¬l nicel say¬lar düzenlidir. Ayr¬ca cf(@0) =

@0 oldu¼gundan @0 düzenli bir nicel say¬d¬r. Böylece her tekil nicel say¬n¬n bir limit

kardinal say¬ oldu¼gu anlaş¬l¬r. Oysa her limit kardinal say¬n¬n tekil nicel say¬ olup

olmad¬¼g¬ sorusu s¬rad¬̧s¬ ve derin bir sorudur. Düzenli say¬lamaz limit kardinal say¬lara

(e¼ger bu nitelikte say¬lar varsa) güçsüz eri̧silmez say¬ denilir. ZFS Aksiyomatik

Kümeler Kuram¬nda, en az bir güçsüz erişilmez nicel say¬n¬n varl¬¼g¬ iddias¬n¬n, gerek

do¼grulu¼gunu gerekse yanl¬şl¬¼g¬n¬ kan¬tlayabilmenin olanaks¬z oldu¼gu bilinmektedir. Öte

yandan �1 < � ) 2�1 < � ç¬karsama koşulunu gerçekleyen bir sonsuz � kardinal

say¬s¬na güçlü limit say¬s¬ denilir. Güçlü limit say¬s¬ niteli¼gindeki güçsüz eri̧silmez

nicel say¬lara (e¼ger tan¬mlanabilirse) eri̧silmez nicel say¬ ya da güçlü eri̧silmez
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nicel say¬ denilir.

Bu k¬s¬mda ilk olarak birçok teoremin ispat¬nda kullan¬lacak baz¬ önemli lemmalar

verilecektir. Bilindi¼gi gibi bir X kümesinin A;B � X alt kümelerine A 6= B ve

jA \Bj < @0 koşullar¬n¬ gerçeklerse hemen hemen ayr¬k küme çifti denir.

Lemma II.1 (Tarski Lemmas¬): �1; �2 kardinal say¬lar ve �2 � @0 olsun. jDj = �2

gerçekleyen bir D kümesi için aşa¼g¬daki iddialar eşde¼gerdir:

(i) D kümesinin say¬labilir sonsuz elemanl¬ alt kümelerinin, üyeleri ikişer ikişer

hemen hemen ayr¬k olup j
j = �1 gerçekleyen bir 
 alt ailesi vard¬r.

(ii) �1 � �@02 geçerlidir.

Kan¬t. (i) ) (ii): Her bir E 2 
 için E kümesinin tek türlü belirli ve say¬labilir

sonsuz elemanl¬ bir SE alt kümesi belirlenirse, (i) hipotezi gere¼gi farkl¬ E;F 2 
 üyeleri

için SE 6= SF bulunur. Böylece '(E) = SE olarak tan¬mlanan ' : 
 �! P�@0(D)

fonksiyonu bire-bir olup �1 = j
j � jDj
@0 = �@02 bulunur.

(ii) ) (i): �1 � �@02 geçerli olsun. �; D kümesinin, terimleri iki̧serli farkl¬ tüm

s¬ral¬ n-lilerinin (8n 2 N) kümesi ve � ise D�nin terimleri iki̧serli farkl¬ tüm dizilerinin

kümesi olsun, k¬sacas¬

� = f(x1; x2; ::; xn) : 8n 2 N; xi 2 D (8i 2 Nn); xi 6= xk (i 6= k)g

ve

� = f(x1; x2; :::) : xi 2 D (8i 2 N); xi 6= xk (i 6= k)g

olarak tan¬mlans¬n. Bu durumda j�j = jP<@0(D)j = jDj = �2 ve j�j � jDj
@0 = �@02 ve

asl¬nda �1 � �@02 = j�j olur. j�j = jDj = �2 oldu¼gundan, � kümesinden D kümesine

bire bir ve örten bir fonksiyon tan¬mlanabilir. O halde � kümesinin alt kümelerinin (i)

ş¬kk¬ndaki koşullar¬ gerçekleyen bir ailesini tan¬mlamak yeterli olur, çünkü e¼ger U , �

kümesinin alt kümelerinin (i) ş¬kk¬ndaki koşullar¬ gerçekleyen bir ailesiyse, g : � �! D
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bire-bir ve örten bir fonksiyon olmak üzere, fg(U) : U 2 Ug ailesi de D kümesinin alt

kümelerinin benzer özelliklere sahip bir ailesi olacakt¬r. Bu amaçla her & 2 � için

S& = f� : � 2 �; � ile & nin ilk j�j -s¬ral¬s¬ ayn¬g � �

aileleri tan¬mlan¬rsa, kolayca jS& j = @0 gerçeklendi¼gi görülür. Ayr¬ca � =
S
&2�

S& ve

farkl¬ &1; &2 2 � elemanlar¬ için jS&1 \ S&2j < @0 oldu¼gu kolayca görülür. Bu biçimde

tan¬mlanan S = fS&g&2� ailesi, � kümesinin alt kümelerinin aranan ailesi olarak al¬n-

abilir. Böylece herhangi bir �1 � �@02 kardinal say¬s¬ için (i) ş¬kk¬nda aranan özelliklere

sahip bir alt kümeler ailesi tan¬mlanabildi¼gi anlaş¬l¬r.

Özel olarak say¬labilir sonsuz elemanl¬ bir kümenin, iki̧serli olarak hemen hemen

ayr¬k olan herbirisi sonsuz elemanl¬ 2@0 say¬da, alt kümesinin tan¬mlanabildi¼gi Sier-

pinski taraf¬ndan şu biçimde kan¬tlanm¬̧st¬r: Q rasyonel say¬lar kümesi olmak üzere,

jQj = @0 oldu¼gundan, Q kümesi için bu iddiay¬ kan¬tlamak yeterlidir. Tüm irrasyonel

say¬lar¬n kümesi R�Q ile gösterilmek üzere, her bir x 2 R�Q say¬s¬na yak¬nsayan bir

fqn(x)gn2N rasyonel say¬lar dizisi vard¬r (çünkü rasyonel say¬lar kümesi R�de yo¼gundur)

ve üstelik farkl¬ x; y 2 R�Q irrasyonelleri için fqn(x)gn2N ve fqn(y)gn2N dizilerinin

en fazla sonlu say¬da üyeleri ayn¬ olabilir. O halde Ax = fq1(x); q2(x); :::g � Q

(8x 2 R � Q) kümelerinden oluşan fAxgx2R�Q ailesi, Q kümesinin, iki̧serli olarak

hemen hemen ayr¬k olan sonsuz alt kümelerinin bir ailesi olup 2@0 = jR�Qj gerçek-

lendi¼ginden, aranan aile bulunmuş olur.

Lemma II.2 (Sanin Lemmas¬): � say¬lamaz düzenli bir kardinal say¬ ve fS�g�2�

(j�j = �) sonlu elemanl¬ kümelerin bir ailesi olsun. Bu durumda j�0j = � ve farkl¬

�1; �2 2 �
0 için S�1\S�2 = F koşullar¬ gerçeklenecek biçimde boş olabilen bir F kümesi

ile �0 � � alt kümesi vard¬r.

Kan¬t. E¼ger her � 2 � için (ya da daha genel olarak �? � �; j�?j = � gerçekleyen

alt küme ve her � 2 �? için ) S� = ; ise F = ; al¬narak iddia do¼grulan¬r. �
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say¬lamaz düzenli kardinal say¬ oldu¼gundan en az bir n0 < @0 için bir �n0 � �

alt kümesi, jS�j = n0 (8� 2 �n0) ve j�n0j = � koşullar¬ sa¼glanacak şekilde vard¬r.

(�n = f� : � 2 �; jS�j = ng (8n < @0) kümeleri için � =
S

n<@0

�n ve j�j = � ve

cf(�) = � oldu¼gundan bu son iddia kolayca görülür.) n0 = 0 ise �0 = �0 almak yeter-

lidir. Şimdi genelden biŗsey kaybetmeden jS�j = n (8� 2 �) varsayarak tümevar¬m ile

aranan F kümesini bulal¬m. � kümesinin farkl¬ �1; �2 2 B için S�1 \S�2 = ; koşulunu

gerçekleyen B alt kümelerinin maksimali M olsun. (ünlü Zorn Lemmas¬ nedeniyle bu

özellikte küme vard¬r)

n = 1 için �0 =M ya da �0 = ��M al¬n¬r, çünkü jM j = � ise F = ; ve �0 =M

almak yeterlidir, yok e¼ger jM j < � ise kardinalite aritmeti¼ginin temel teoremlerinden

j��M j = � olup �0 = � �M ve F =
T
�2�0

S� tek nokta kümesi olur. n > 1 için

iddia do¼gru olsun. Yine jM j = � ise �0 = M ve F = ; almak yeterli olur. jM j < �

durumunda ise en az bir x 2
S
�2M

S� noktas¬ için jf� : � 2 (��M); x 2 S�gj = �

gerçeklenir. (Aksi halde

����
S
�2M

S�

���� � jM j _ sup�2M jS�j < � _ @0 = � olup M nin

tan¬m¬ gere¼gi her bir � 2 (��M) için S� kümesi baz¬ S� (� 2M) kümeleriyle kesi̧sir.

K¬sacas¬ her y 2
S
�2M

S� ( = A) için �(y) = f� : � 2 (��M); y 2 S�g ve j�(y)j < �

olsayd¬ (��M) �
S
y2A

�(y) gerçekleşti¼ginden � = j��M j � jAj _ supy2A j�(y)j < �

çeli̧skisi bulunurdu.) O halde �(x) � �, j�(x)j = � ve x 2 S� (8� 2 �(x)) olup

fS�n fxgg�2�(x) ailesinin her üyesi n� 1 elemanl¬d¬r. Böylece tümevar¬m¬n n� 1 inci

ad¬m¬ gere¼gi j�0(x)j = � eşitli¼gini sa¼glayan�0(x) � �(x) alt kümesi ve sonlu Fx kümesi

S�1 \ S�2 = Fx (farkl¬ �1; �2 2 �0(x)) sa¼glanacak şekilde vard¬r. Sonuçta �0 = �0(x)

ve F = Fx [ fxgal¬narak aranan kümeler bulunmuş olur.

Bu lemma güçsüz eri̧silmez kardinal say¬lar¬n var olup olmad¬¼g¬na bak¬lmaks¬z¬n

kan¬tland¬. Sanin Lemmas¬�nda ��n¬n say¬lamazl¬k koşulundan vazgeçilemez. Gerçek-

ten, � = N ve Sn = f1; 2; 3; ::; ng (8n 2 N) kümeleri al¬nd¬¼g¬nda n 6= m için ya

Sn \ Sm = Sn ya da Sn \ Sm = Sm oldu¼gundan j�0j = @0 gerçekleyen uygun �0( � �)
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alt kümesi ve F kümesi bulunamaz.

E kümesinin boştan farkl¬ alt kümelerinin bir ailesi A olmak üzere, p 2 E

için ord(p;A) = jfA : A 2 A; p 2 Agj olarak tan¬mlan¬r. Aşa¼g¬daki lemman¬n Juhasz

taraf¬ndan Sanin Lemmas¬�ndan yararlan¬larak yap¬lan ispat¬ verilecektir.

Lemma II.3 (Miscenko Lemmas¬): � bir sonsuz kardinal say¬ ve E kümesinin boş-

tan farkl¬ alt kümelerinin ord(p;A) � � (8p 2 E) gerçekleyen bir ailesi A olsun.

Bu durumda E kümesinin A�n¬n elemanlar¬ndan oluşan sonlu minimal örtülüşlerinin

say¬s¬ en fazla � d¬r.

Kan¬t. Bu iddia do¼gru olmas¬n. Bu durumda E kümesinin sonlu minimal örtülüş-

lerinin f<� : 0 � � < �+g ailesi (buradaki sonlu örtülüşler � < � < �+ için <� 6= <�

gerçeklenecek biçimde indislenmi̧stir) bulunabilir. Sanin Lemmas¬ nedeniyle W (�+) =

[0; �+) n¬n bir T alt kümesi ve sonlu bir <� ailesi, jT j = �+ ve farkl¬ �1; �2 2 T için

<�1 \ <�2 = <� koşullar¬ sa¼glanacak biçimde vard¬r. <� (8� 2 T ) örtülüşleri sonlu

minimal örtülüş oldu¼gundan
S
<� 6= E gerçeklenir. O halde p =2

S
<� olacak şek-

ilde bir p 2 E noktas¬ var olup p 2 R� 2 <� (8� 2 T ) üyeleri, farkl¬ �1; �2 2 T

için R�1 6= R�2 olacak biçimde bulunabilir çünkü hem <�1 � <
� * <�2 � <

� hem de

<�2 � <
� * <�1 � <

� geçerlidir; ancak bu sonuç �+ � ord(p;A) � � çeli̧skisine yol

açar. Demek ki E kümesinin A ailesinin üyelerinden oluşan sonlu minimal örtülüş-

lerinin say¬s¬ en fazla � tanedir.

E kümesinin alt kümelerinin bir ailesi A olmak üzere, e¼ger her sonlu say¬da farkl¬

A1; ::; An; B1; ::; Bm 2 A (n;m 2 N) elemanlar¬ için A1 \A2::: \An \ (E �B1) \ (E �

B2) \ ::: \ (E �Bm) 6= ; gerçekleniyorsa, A ailesine ba¼g¬ms¬z aile denir.

Lemma II.4 (Hausdor¤ Lemmas¬): � sonsuz bir kardinal say¬ ve E kümesi jEj = �

gerçeklesin. E�nin alt kümelerinin jAj = 2� gerçekleyen bir A ba¼g¬ms¬z ailesi vard¬r.
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Kan¬t. F; E�nin sonlu bir alt kümesi ve F , E�nin sonlu alt kümelerinin bir sonlu

ailesi olmak üzere (F;F) s¬ral¬ ikilileri tan¬mlans¬n. Bu tür tüm s¬ral¬ ikililerin kümesine

P denirse aç¬kt¬r ki jP j = � olur. Böylece P �nin alt kümelerinin 2� kardinaliteli ba¼g¬ms¬z

ailesini tan¬mlamak yeterlidir.(Çünkü jEj = jP j = � oldu¼gundan P �den E�ye tan¬ml¬

bire-bir ve örten bir f fonksiyonu vard¬r, e¼ger P �nin alt kümelerinin aranan özelliklerde

bir ba¼g¬ms¬z ailesi A ise ff(A) : A 2 Ag, E�nin 2� kardinaliteli ba¼g¬ms¬z ailesi olur.)

Her bir u � E içinXu = f(F;F) 2 P : F\u 2 Fg olmak üzereA = fXu : u � Eg ailesi

aranan özeliklerdedir. Gerçekten, farkl¬ u; v � E alt kümeleri içinXu 6= Xv olur; çünkü

e¼ger x 2 (u � v) ise F = fxg ve F = fFg al¬narak (F;F) 2 Xu ancak (F;F) =2 Xv

oldu¼gu gözlenir. Böylece jAj = 2� d¬r. Ayr¬ca ikişerli farkl¬ u1; ::; un; v1; ::; vm � E

(n;m 2 N) alt kümeleri al¬nd¬¼g¬nda i � n ve j � m için xi;j 2 (ui � vj) veya xi;j 2

(vj � ui) sa¼glayan elemanlar bulunur. Bu durumda E�nin fxi;j : i � n; j � mg � F

gerçekleyen her sonlu F alt kümesi için (bu kümelerden � say¬da vard¬r) aç¬kt¬r ki

F \ ui 6= F \ vj; i � n; j � m olur. F = fF \ ui : i � ng al¬n¬rsa her i � n için

(F;F) 2 Xui ve her j � m için (F;F) =2 Xvj olup, sonuçta (F;F) 2 Xu1 \ :: \Xun \

(P �Xv1) \ :: \ (P �Xvm) 6= ; bulunur. Böylece A�n¬n ba¼g¬ms¬z aile oldu¼gu anlaş¬l¬r.

B. Pospisil, Hausdor¤ Lemmas¬�ndan yararlanarak sonsuz � kardinaliteli küme

üzerinde 22
�

say¬da büyük süzgecin (asl¬nda düzenli büyük süzgecin (� kardinaliteli bir

küme üzerindeki G büyük süzgecine, ancak ve yaln¬z jAj = � (8A 2 G) koşulunu

sa¼glarsa düzenli büyük süzgeç denir.)) tan¬mlanabildi¼gini kan¬tlad¬. Gerçekten, �

kardinaliteli bir E kümesi üzerinde fA� : 0 � � < 2�g ba¼g¬ms¬z ailesi tan¬mlans¬n. Her

bir f : 2� �! f0; 1g fonksiyonuna kaŗs¬l¬k Af = fA� : f(�) = 0g[fE�A� : f(�) = 1g

olarak tan¬mlan¬rsa, Af ailesi sonlu arakesit özelli¼gine sahip olur. Böylece Af � Ff

olacak şekilde bir Ff büyük süzgeci vard¬r ve f 6= g ise Ff 6= Fg dir; çünkü f(�) 6= g(�)

olacak şekilde en az bir � < 2� ordinali var olup örne¼gin f(�) = 0; g(�) = 1 olursa,
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A� 2 Ff �Fg ve (E �A�) 2 Fg �Ff olur. Sonuçta farkl¬ f; g 2 2�f0; 1g için Ff 6= Fg

oldu¼gu görülerek 22
�

say¬da büyük süzgecin bulundu¼gu anlaş¬l¬r.

Boştan farkl¬ bir E kümesi için n 2 N olmak üzere [E]n ile E kümesinin n elemanl¬

alt kümelerinin kümesi gösterilecektir. Oldukça kullan¬̧sl¬ olan aşa¼g¬daki lemmalar

birçok teoremin kan¬tlanmas¬nda kullan¬lacakt¬r.

Lemma II.5 (Erdös-Rado Lemmas¬): � bir sonsuz kardinal say¬ olmak üzere, jEj >

2� gerçekleyen bir E kümesi için [E]2 =
S
�<�

P� olsun. Bu durumda bir � < � say¬s¬ ile

bir A � E alt kümesi, jAj > � ve [A]2 � P� koşullar¬ sa¼glanacak biçimde vard¬r.

Kan¬t. p 2 E key� sabit bir nokta olsun. Bilindi¼gi gibi � ve � ordinal say¬lar¬

ne olursa olsun, �� ile � (= [0; �)) kümesinden � (= [0; �)) kümesine tan¬mlanan

tüm fonksiyonlar¬n kümesi yaz¬l¬r. Her � < �+ ordinal say¬s¬ için E kümesinin alt

kümelerinin bir fRf : f 2 ��g ailesi ile fxf 2 E : f 2 ��g kümesi, sonlu ötesi

tümevar¬mla, aşa¼g¬daki koşullar gerçeklenecek biçimde tan¬mlanabilir: f 2 �� olmak

üzere

(1) E¼ger � bir limit ordinal say¬ ise Rf =
T
�<�

R(f j�);

(2) E¼ger � = 
 + 1 ise Rf = fx 2 R(f j
) : x 6= x(f j
); fx; x(f j
)g 2 Pf(
)g;

(3) xf
�
2Rf ; Rf 6=; ise
=p ; Rf=; ise

(4) E¼ger � < � ise x(f j�) =2 Rf ;

(5) E¼ger � < � ve x 2 Rf ise fx; x(f j�)g 2 Pf(�) olur.

Gerçekten, � = 0 ise �� = f;g olup R; = E ve x; = p olarak tan¬mlans¬n. Bir

0 < � < �+ al¬nd¬¼g¬nda, her bir � < � ordinal say¬s¬ için fRh : h 2
��g ailesi ve

fxh 2 E : h 2 ��g kümesi, (1)-(5) koşullar¬ gerçeklenecek biçimde önceki aşamalarda

belirlenmi̧sse (1) veya (2) ş¬kk¬ndan yararlanarakRf kümesi ve (3) ş¬kk¬ndan yararlanak

xf 2 E noktas¬ belirlenir. Ayr¬ca sonlu ötesi tümevar¬m¬n önceki aşamalar¬ nedeniyle

(4) ve (5) koşullar¬n¬n sa¼gland¬¼g¬ kolayca görülür ve böylece sonlu ötesi tümevar¬m
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süreci tamamlan¬r. H = fxf 2 E : f 2 ��; � < �+g yaz¬ls¬n, kolayca görülebilir

ki jHj � 2� gerçeklenir. Bu nedenle bir (asl¬nda � 2� say¬da) y 2 E � H noktas¬

vard¬r. O halde y 6= xf (8xf 2 H) olur. Bu durumda, sonlu ötesi tümevar¬mla,

ff�g�<�+ fonksiyonlar ailesi aşa¼g¬daki koşullar gerçeklenecek biçimde tan¬mlanabilir:

Her � < �+ için

(6) f� 2
�� ve (f�j�) = f� (8� < �);

(7) y 2 Rf� :

Bir 0 < �0 < � say¬s¬ al¬nd¬¼g¬nda, her bir � < �0 ordinal say¬s¬ için f� fonksiyonlar¬

(6) ve (7) koşullar¬ gerçeklenecek biçimde önceki aşamalarda belirlenmi̧s olsun. E¼ger

�0 = 
 + 1 ise, y 6= xf
 oldu¼gundan, bir � < � ordinal say¬s¬ fy; xf
g 2 P� olacak

biçimde vard¬r. Bu durumda (f�0j
) = f
 ve f�0(
) = � biçiminde tan¬mlanan f�0 2

�0� fonksiyonu, (6) ve (7) koşullar¬n¬ sa¼glar. (Gerçekten, (6) koşulunun sa¼gland¬¼g¬ aç¬k

olup (2) ş¬kk¬ndan yararlanarak (7)�nin de sa¼gland¬¼g¬ kolayca görülür.) Öte yandan

�0 bir limit ordinal ise f�0(�) = f�+1(�) (8� < �0) biçiminde tan¬mlanan f�0 2
�0�

fonksiyonu, (1) ş¬kk¬ ve tümevar¬m¬n önceki aşamalar¬ nedeniyle (7) koşulunu gerçekler.

Ayr¬ca key� sabit bir 
 < �0 ordinali ve her � < 
 say¬s¬ için sonlu ötesi tümevar¬m¬n

önceki aşamalar¬ gere¼gi (f
j�) = f� oldu¼gundan, f�0(�) = f�+1(�) = f
(�) gerçeklenir,

dolay¬s¬yla (f�0j
) = f
 olur. K¬sacas¬ (6) koşulu sa¼glan¬r. ff�g�<�+ fonksiyonlar ailesi

arac¬l¬¼g¬yla g : �+ �! � fonksiyonu, (gj�) = f� (8� < �+) olacak biçimde tan¬mlas¬n.

Bu durumda bir � < � ordinal say¬s¬ ile jT j = �+ gerçekleyen bir T � [0; �+) ( = �+) alt

kümesi, g(�) = � (8� 2 T ) olacak biçimde vard¬r. �; � 2 T ve � < � için (y 2 R(gj�) =

Rf� 6= ;) (3) ve (4) koşullar¬ nedeniyle x(gj�) 6= x(gj�) olur, üstelik (3) ve (5) koşullar¬

nedeniyle fx(gj�); x(gj�)g 2 P� bulunur. Böylece elde edilen A = fx(gj�) : � 2 Tg ( � E)

kümesinin lemmada sözü edilen özelliklere sahip oldu¼gu anlaş¬l¬r.

Son olarak oldukça kullan¬̧sl¬ olan aşa¼g¬daki lemma ispats¬z olarak verilecektir.

Lemma II.6 (Erdös-Hajnal-Rado Lemmas¬): � tekil güçlü bir limit kardinal say¬
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ve � = cf(�) olsun. E¼ger [W (�)]n =
S
�<�

P�; (n < @0; � < �) ise, bir D � W (�) alt

kümesi ile D�nin bir fD� : 0 � � < �g parçalan¬ş¬ aşa¼g¬daki özelliklere sahip olacak

biçimde vard¬r:

(1) jD�j = �� < � (8� < �) ve
P

�<� �� = �;

(2) E¼ger 0 � � < � < � ise D� < D� (D��n¬n ordinalleri D��n¬n ordinallerinden

önce gelir.);

(3) E¼ger a; b 2 [D]n ve ja \D�j = jb \D�j (8� < �) ise a; b 2 P� olacak şekilde

bir � < � ordinali vard¬r.

II.2 N·ICEL (KARD·INAL) DE¼G·IŞMEZLER

Tan¬mlar ve Basit Eşitsizlikler

Tüm topolojik uzaylar¬n s¬n¬f¬ndan sonsuz kardinal (nicel) say¬lar s¬n¬f¬na tan¬m-

lanan � fonksiyonu için X ve Y topolojik uzaylar¬ eşyap¬l¬ (aralar¬nda bire-bir, örten,

sürekli ve aç¬k dönüşüm tan¬mlanabilen uzaylar) oldu¼gunda �(X) = �(Y ) geçerli ise

� fonksiyonuna bir nicel (kardinal) de¼gi̧smez denir. Biz çal¬̧smalar¬m¬z¬ genelde

T1 uzaylar¬nda yapaca¼g¬m¬zdan ve sonlu elemanl¬ T1 uzaylar¬ kesikli oldu¼gundan sonlu

uzaylarda kardinal de¼gi̧smezlerin incelemeleri kolayd¬r. Bu yüzden kardinal de¼gi̧smez-

leri, özel olarak uzay¬n kardinalitesinin sonsuz oldu¼gunu varsayaca¼g¬z. Bilindi¼gi gibi jXj

ile X topolojik uzay¬n¬n kardinalitesi gösterilir. Şimdi baz¬ kardinal de¼gi̧smezlerin

tan¬mlar¬ ve aralar¬ndaki basit eşitsizlikler görülecektir.

Tan¬m II.1 B, bir X topolojik uzay¬n¬n boştan farkl¬ aç¬k kümelerinin bir ailesi olsun.

E¼ger her bir boştan farkl¬ G aç¬k kümesi için 9BG � B; G =
S
BG gerçekleniyorsa B

ailesine X uzay¬ için bir taband¬r denilir. Her topolojik uzay¬n boştan farkl¬ aç¬klar¬n¬n

kümesi, o uzay için bir taband¬r. Dolay¬s¬yla her uzay¬n en az bir taban¬ vard¬r. X

uzay¬n¬n tabanlar¬n¬n kardinal say¬lar¬n¬n minimaline X uzay¬n¬n a¼g¬rl¬k say¬s¬ denir
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ve w(X) ile gösterilir. K¬sacas¬

w(X) = min fjBj : B, X de tabang+ @0

d¬r.

Her topolojik uzay¬n jBj = w(X) gerçekleyen bir B taban¬ vard¬r. Say¬labilir üyeli

taban¬ bulunan uzaylara ikinci say¬labilir uzaylar denildi¼ginden şu sonuca ulaş¬l¬r: Bir

X topolojik uzay¬ ancak ve yaln¬z w(X) = @0 ise ikinci say¬labilirdir. Tüm X uza-

ylar¬ için daima w(X) � jXj ya da daima jXj � w(X) gerçeklenmez. Örne¼gin R

kümesini bilinen Öklid topolojisi ile donatarak elde edilen uzay (R;R1) ile gösterilirse

w((R;R1)) = @0 olmas¬na kaŗs¬n jRj = c = 2@0 > w((R;R1)) dir. Di¼ger taraftan say¬la-

bilir elemanl¬ küme üzerinde ikinci say¬labilir olmayan uzaylar tan¬mlanabildi¼ginden

(örne¼gin Arens-Fort uzay¬ [3] ya da Örnek III.8) üstteki iki eşitsizli¼gin daima do¼gru

olmas¬ gerekmez ; ancak t¬k¬z veya birinci say¬labilir (özel olarak metriklenebilir) bir

X uzay¬nda daima w(X) � jXj oldu¼gu gözlenecektir.

Aşa¼g¬da kan¬tlanacak olan teorem, ileride tan¬mlanacak olan kal¬t¬msal Lindelöf

say¬s¬ arac¬l¬¼g¬ ile daha kolay biçimde gözlenecek ve bir sonraki teoremin ispat¬nda

önemli rol oynayacakt¬r.

Teorem II.1 (Lindelöf Teoremi): X bir topolojik uzay ve w(X) = � � @0 olsun.

Bu durumda X uzay¬n¬n her alt kümesinin her G aç¬k örtülüşünün jG0j � � gerçekleyen

bir G0 alt örtülüşü vard¬r.

Kan¬t. X uzay¬n¬n jBj = � gerçekleyen bir B taban¬ göz önüne al¬ns¬n. Her-

hangi bir A � X alt kümesinin herhangi bir G = fG�g�2� aç¬k örtülüşü al¬ns¬n,

k¬sacas¬ A �
S
G =

S
�2�

G� ve her bir � 2 � için G�, X uzay¬nda boştan farkl¬

aç¬k küme olsun. Var olan jGAj � � gerçekleyen GA ( � G) alt ailesi için A �
S
GA

gerçeklendi¼gini gözlemek güç de¼gildir. Gerçekten, B taban¬n¬n G örtülüşü arac¬l¬¼g¬
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ile B(G) = fB 2 B : 9� 2 �; B � G�g � B alt ailesi tan¬mlan¬rsa, A �
S
B(G) olur;

çünkü herhangi bir x 2 A içinA �
S
�2�

G� nedeniyle x 2 G�(x) olacak biçimde �(x) 2 �

belirlenirse, uygun bir B�(x) � B alt ailesi için x 2 G�(x) =
S
B�(x) =

S
B2B�(x)

B

elde edilir. Böylece en az bir B 2 B�(x) için x 2 B � G�(x) ( 2 G) gözleyip

B 2 B(G), x 2 B �
S
B(G) bulunup istenen A �

S
B(G) elde edilir. Şimdi her

bir B 2 B(G) için ünlü Seçme Aksiyomu yard¬m¬yla tek türlü belirli bir �(B) 2 �

indisi ile G�(B) 2 G kümesini belirleyerek GA =
�
G�(B) : B 2 B(G)

	
tan¬mlan¬rsa, her

B 2 B(G) için B � G�(B) nedeniyle A �
S
B(G) �

S
B2B(G)

G�(B) =
S
GA bulunur.

Üstelik '(G�(B)) = B olacak şekilde tan¬mlanan ' : GA �! B fonksiyonu bire-bir

oldu¼gundan jGAj � jBj = � bulunur. K¬sacas¬ GA alt örtülüşü aranan özellikleri sa¼glay-

acak biçimde vard¬r.

Teorem II.2 (A¼g¬rl¬k Teoremi): Bir X uzay¬n¬n herhangi bir B taban¬n¬n, taban

görevi gören ve jB?j � w(X) gerçekleyen bir B? � B alt ailesi vard¬r.

Kan¬t. w(X) = � olsun. Bu durumda X uzay¬n¬n B0 = fB0;�g�<� biçiminde bir

taban¬n¬n var oldu¼gu bilinmektedir. Her � < � için B0;� ( 2 B0) uzay¬n boştan farkl¬

bir aç¬k kümesi ve B bu uzay¬n bir taban¬ oldu¼gundan 9B� � B; B0;� =
S
B� sa¼glan¬r.

Oysa Lindelöf Teoremi nedeniyle B0;� �
S
B��; jB

�
�j � � koşullar¬n¬ gerçekleyen B�� �

B� ( � B) alt ailesi vard¬r. Üstelik B0;� �
S
B�� �

S
B� = B0;� nedeniyle her � < �

için B0;� =
S
B�� olmaktad¬r. Art¬k B

� =
S
�<�

B�� ( � B) alt ailesinin sözü edilen

uzay için bir taban oldu¼gu kolayca gözlenir; çünkü ; 6= G aç¬k kümesi ne olursa olsun

B0 taban oldu¼gundan G =
S
�2�

B0;� (� � [0; �)) gerçekleyen fB0;�g�2� � B0 alt ailesi

vard¬r. Sonuçta B0;� =
S
B�� (8� 2 �) nedeniyle G =

S
�2�

(
S
B��) olup k¬sal¬k amac¬yla

B�G =
S
�2�

B�� yaz¬l¬rsa, G =
S
B�G ve B

�
G � B

� oldu¼gundan B� � B alt ailesi X uzay¬n¬n

bir taban¬d¬r, üstelik jB�j �

����
S
�<�

B��

���� � � _ sup�<� jB
�
�j � � gerçeklenir.

Bu teorem şu şekilde de kan¬tlanabilirdi: X uzay¬n¬n herhangi bir B taban¬ ve jAj =

w(X) gerçekleyen bir A taban¬ için aşa¼g¬daki gibi B�nin bir alt ailesini oluştural¬m:
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A1 � A2 koşulunu gerçekleyen herhangi A1; A2 2 A eleman çifti için B�nin A1 �

B � A2 gerçekleyen B ( 2 B) elemanlar¬ndan (varsa) birini Seçme Aksiyomu ile

seçerek buna B(A1;A2) denilsin. (E¼ger B�nin bu tür B elemanlar¬ yoksa B(A1;A2) kümesini

tan¬mlam¬yoruz.) Bu şekilde tan¬mlanan B(A1;A2) elemanlar¬ndan oluşan aile B
� ( � B)

ile gösterilirse, bu aileninX için bir taban oldu¼gu gözlenebilir, üstelik jB�j � jA �Aj =

w(X) gerçeklenir.

o(X), X uzay¬n¬n tüm aç¬k kümelerinin say¬s¬ +@0 olarak tan¬mlan¬r. Özel olarak

X üzerindeki topoloji � ise o(X) = j� j + @0 d¬r. E¼ger X bir T0 uzay¬ ise daima

max fjXj ; w(X)g � o(X) olup bu say¬lar aras¬ndaki ili̧ski aşa¼g¬daki teoremde görülmek-

tedir.

Teorem II.3 X herhangi bir topolojik uzay olsun. Bu durumda

(a) w(X) � o(X) � 2jXj olur.

(b) X bir T0 uzay¬ ise jXj � 2w(X) ve jXj � o(X) gerçeklenir.

Kan¬t. (a) ş¬kk¬ ilgili kardinal de¼gi̧smezlerin tan¬m¬ndan ve o(X) � jP(X)j = 2jXj

gerçe¼ginden kolayca görülür. Şimdi X bir T0 uzay¬ ise jBj � w(X) gerçekleyen bir B

taban¬ için  : X �! P(B) fonksiyonu  (x) = fB : B 2 B; x 2 Bg olarak tan¬mlans¬n.

X bir T0 uzay¬ oldu¼gundan, farkl¬ x; y 2 X elamanlar¬ için fxg 6= fyg olup  fonksiyonu

bire-bir dir. Böylece jXj � jP(B)j = 2jBj � 2w(X) bulunur. Ayr¬ca �(x) = X � fxg

biçiminde tan¬mlanan � : X �! fB : B � X aç¬kg fonksiyonuda bire-bir olur ve

böylece jXj � o(X) bulunur.

Tan¬m II.2 Bir X topolojik uzay¬n¬n yo¼gunluk say¬s¬ d(X) ile gösterilir ve X�in

yo¼gun alt kümelerinin kardinal say¬lar¬n¬n minimali olarak tan¬mlan¬r. K¬sacas¬

d(X) = minfjSj : S � X;S = Xg+ @0

biçiminde tan¬mlan¬r.
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Böylece bir X uzay¬ ancak ve yaln¬z d(X) = @0 ise ayr¬labilirdir. Aç¬kt¬r ki

d(X) � w(X) ve d(X) � jXj olup bu say¬lar aras¬ndaki fark Hausdor¤ (T2) olmayan

uzaylarda istenildi¼gi kadar büyük olabilir. Örne¼gin � > @0 gerçekleyen herhangi bir

� kardinal say¬s¬ için jXj = � gerçekleyen X kümesi üzerinde tümleyen sonlu topoloji

(bu topoloji � ile gösterilirse, � = f;g [ fA � X : jX � Aj < @0g olur) tan¬mlan¬rsa

d(X) = @0; w(X) = jXj = � olur. X uzay¬ Hausdor¤ oldu¼gunda bu fark için bir s¬n¬r

söz konusudur.

Teorem II.4 (Pospisil [1937]): X bir Hausdor¤ uzay¬ ise jXj � 22
d(X)

ve w(X) �

o(X) � 22
2d(X)

gerçeklenir. Özel olarak her ayr¬labilir T2 uzay¬ en fazla 22
@0 elemana

ve en fazla 22
2@0

aç¬k kümeye sahiptir.

Kan¬t. d(X) = � ve S ise X uzay¬n¬n jSj � � gerçekleyen bir yo¼gun alt kümesi

olsun. X bir Hausdor¤ uzay¬ oldu¼gundan farkl¬ p; q 2 X nokta çifti için p 2 A; q =2 A

olacak biçimde bir A � S alt kümesi vard¬r. Böylece '(p) = fA : A � S; p 2 Ag olarak

tan¬mlanan ' : X �! P(P(S)) fonksiyonu bire-bir olur ve böylece jXj � jP(P(S))j =

22
j Sj
� 22

�

bulunur. ·Ikinci iddia bir önceki teoremden kolayca görülür.

Yukar¬da jXj için bulunan s¬n¬r iyi bir s¬n¬rd¬r. Örne¼gin kesikli topoloji ile donat¬lan

pozitif tam say¬lar uzay¬ N ile gösterilirse, N kesikli uzay¬n¬n Cech-Stone t¬k¬zlaşmas¬

�N olmak üzere d(�N) = @0 ve j�N j = 22
@0 olur.(bkz. Örnek III.1) Öte yandan

Hausdor¤ uzay¬ olmayan bir X uzay¬ için jXj � 22
d(X)

eşitsizli¼gi gerçeklenmek zorunda

de¼gildir. Örne¼gin jDj = � > 22
@0 gerçekleyen D kümesi üzerinde tümleyen sonlu

topolojisi tan¬mlayarak elde edilen uzaya X denirse, kolayca görülebilir ki X Hausdor¤

olmayan bir T1 uzay¬d¬r, üstelik d(X) = @0 olup jDj = � = jXj > 22
d(X)

= 22
@0

gerçeklenir.

Bir X uzay¬nda B =
o

A (A � X) biçimindeki bir alt kümeye düzenli aç¬k

(regularly open) küme denir ve X�in tüm düzenli aç¬klar¬n¬n kümesi RO(X) ile gös-

terilir. Düzenli X uzay¬nda tüm düzenli aç¬klar¬n kümesi bir taban oluşturur, böylece
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w(X) � jRO(X)j olur. X düzenli uzay oldu¼gunda w(X) için Teorem II.4 dekinden

daha iyi bir s¬n¬r vard¬r.

Teorem II.5 (De Groot [1965]): X herhangi bir topolojik uzay olmak üzere aşa¼g¬-

daki iddialar do¼grudur:

(a) jRO(X)j � 2d(X) olur.

(b) X uzay¬ düzenli ise w(X) � 2d(X) geçerlidir.

Kan¬t. d(X) = � ve S � X ise X uzay¬n¬n jSj � � gerçekleyen bir yo¼gun alt

kümesi ise RO(X) � f
o

A : A � Sg olur. Gerçekten, R 2 RO(X) ise R =
o

R =
o

R \X =
o

R \ S
�
=

o

R \ S 2 f
o

A : A � Sg bulunur. ( � ) eşitli¼gi yaz¬l¬rken herhangi bir uzay¬n

aç¬k G ve key� B alt kümeleri için geçerli olan ünlü G \B = G \B eşitli¼gi kullan¬ld¬.

Sonuçta jRO(X)j � jP(S)j � 2� elde edilir. (b) ş¬kk¬ ise düzenli uzaylarda daima

w(X) � jRO(X)j oldu¼gundan apaç¬kt¬r.

Tan¬m II.3 Bir topolojik uzayda üyeleri boştan farkl¬ ve ikişerli ayr¬k aç¬k kümeler

olan bir aileye gözenekli aile denir. Bir X uzay¬n¬n gözenekli ailelerinin kardi-

nalitelerinin supremumuna X in Suslin say¬s¬ (ya da gözeneklenme say¬s¬ = cel-

lularity number) denir ve bu say¬ c(X) ile gösterilir. K¬sacas¬

c(X) = supfj=j : =; X de gözenekli aile g+ @0

biçiminde tan¬mlan¬r. c(X) = @0 ise X uzay¬na say¬labilir zincir koşulunu gerçek-

ler ya da k¬saca ccc (=countable chain condition) uzay¬ denir.

Baz¬ X uzaylar¬nda c(X) elemanl¬ hiçbir gözenekli ailenin tan¬mlanamad¬¼g¬

ileride görülecektir. Her X topolojik uzay¬n¬n herhangi bir yo¼gun kümesi boştan farkl¬

tüm aç¬klarla kesi̧sece¼ginden c(X) � d(X) eşitsizli¼gi daima do¼grudur. c(X) < d(X)

gerçekleyen örnekler kolayca bulunabilir. Örne¼gin � � 22
@0 için �-a¼g¬rl¬kl¬ Cantor

küpü (D(2))� (burada D(2) ile iki elemanl¬ kesikli uzay gösteriliyor) çarp¬m uzay¬ olup
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c((D(2))�) = @0; d((D(2))
�) > @0 oldu¼gu ünlü Hewitt-Pondiczery-Marczewski Teo-

remi�nden (bkz. K¬s¬m III.4) kolayca görülür. Bu örnekten Suslin say¬s¬n¬n jXj (d(X);

o(X) ya da w(X)) için tek baş¬na s¬n¬r belirleyemedi¼gi anlaş¬l¬r.

Aşa¼g¬da verilen Suslin say¬s¬ ile ilgili önerme oldukça yararl¬d¬r.

Önerme II.1 c(X) = � ve X uzay¬n¬n aç¬k kümelerinin bir ailesi = olsun. Bu du-

rumda j<j � � ve
S
= �

S
< koşullar¬ gerçeklenecek biçimde =�nun bir < alt ailesi

vard¬r.

Kan¬t. 
; X uzay¬n¬n boştan farkl¬ ve =�n¬n en az bir eleman¬ taraf¬ndan kapsanan

aç¬k kümelerinin ailesi olsun. Ünlü Zorn Lemmas¬ nedeniyle 

0
� 
 gerçekleyen 


0

gözenekli ailelerinin bir maksimali vard¬r. Bu maksimal aileye 
0 denirse, hipotezden

j
0j � c(X) = � bulunur. Ayr¬ca 
0 gözenekli ailesinin maksimalli¼ginden
S
= �

S

0

gerçeklenir. Aksi halde bir x 2
S
=�

S

0 eleman¬ var olur ve sonuçta x 2 B �

S

0

gerçekleyen bir B 2 = ile x noktas¬n¬n x 2 G � B �
S

0 gerçekleyen bir G aç¬k

komşulu¼gu arac¬l¬¼g¬yla, G \
S

0 = ; oldu¼gundan, 
0  
0 [ fGg elde edilir; ancak

bu durum 
0 ailesinin maksimalli¼gi ile çeli̧sir. Sonuç olarak 
0�¬n üyelerini kapsayan

=�n¬n elemanlar¬ndan tek türlü seçimle oluşturulan aileye < denirse, aranan alt aile

bulunmuş olur.

Tan¬m II.4 BirX uzay¬n¬n saç¬l¬m say¬s¬, tüm kesikli alt kümelerin kardinal say¬lar¬n¬n

supremumu olarak tan¬mlan¬r ve s(X) ile gösterilir. K¬sacas¬

s(X) = supfjDj : D � X; D kesikli g+ @0

d¬r. E¼ger s(X) = @0 ise X uzay¬na say¬labilir saç¬l¬ma sahip denir.

Aç¬kt¬r ki c(X) � s(X) � minfjXj ; w(X)g gerçeklenir. Saç¬l¬m ve yo¼gunluk

say¬lar¬ do¼grudan k¬yaslanamazlar. (Gerçekten, X uzay¬ olarak [4] de tan¬mlanan

Moore-Niemytzki düzlemi (k¬casa MN-düzlemi) al¬n¬rsa, d(X) = @0 < 2@0 = s(X)
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gerçeklenir. Öte yandan R kümesi üzerinde taban¬ B = fG � A : G 2 R1; jAj � @0g

biçiminde tan¬mlanan T1 uzay¬na Y denirse, s(Y ) = @0 < d(Y ) olur.) Ancak ay¬rma

aksiyomlar¬ndan yararlanarak birbirlerine s¬n¬r belirlerler. Örne¼gin Teorem II.5�den X

düzenli uzay¬nda s(X) � 2d(X) ve Teorem II.12�denX Hausdor¤ uzay¬nda d(X) � 2s(X)

eşitsizlikleri geçerlidir.

Benzer şekilde X uzay¬n¬n uzan¬m say¬s¬, tüm kapal¬ kesikli alt kümelerin kar-

dinal say¬lar¬n¬n supremumu olarak tan¬mlan¬r ve e(X) ile gösterilir. K¬sacas¬

e(X) = supfjDj : D � X; D kapal¬-kesiklig+ @0

d¬r.

Tan¬m II.5 Bir X uzay¬n¬n Lindelöf say¬s¬ (ya da örtülüş say¬s¬) L(X) ile gös-

terilir ve X uzay¬n¬n her aç¬k örtülüşünden � � üyeli alt örtülüş elde edilebilen sonsuz

� kardinal say¬lar¬n¬n en küçü¼gü olarak tan¬mlan¬r.

O halde X uzay¬ ancak ve yaln¬z L(X) = @0 ise bir Lindelöf uzay¬d¬r. Kolayca

görülür ki L(X) � minfjXj ; w(X)g eşitsizli¼gi her X uzay¬ için do¼grudur. Buradan

ünlü �her ikinci say¬labilir uzay Lindelöf uzay¬d¬r� gerçe¼gi tekrar gözlenmi̧s olur. Di¼ger

taraftan Lindelöf say¬s¬ ile yo¼gunluk ve Suslin say¬lar¬ do¼grudan k¬yaslanamazlar ; çünkü

� > @0 olmak üzere A(�) uzay¬ (jDj = �0 gerçekleyen herhangi bir D kümesi göz önüne

al¬nd¬¼g¬nda sabit bir x0 2 D noktas¬ndaki yerel taban¬ Bx0 = ffx0g [ (D � S) : S �

D; jSj < @0g ve her x 2 Dnfx0g noktas¬ndaki yerel taban¬ Bx = ffxgg biçiminde

tan¬mlanan uzay k¬saca A(�0) ile gösterilir, bu uzayda apaç¬k olarak x0�dan farkl¬ tüm

noktalar birer yal¬t¬lm¬ş noktad¬r) t¬k¬z dolay¬s¬yla Lindelöf oldu¼gundan L(A(�)) = @0

ancak d(A(�)) = c(A(�)) = � d¬r. Tersine MN -düzlemi�nde d(X) = c(X) = @0

ancak L(X) = w(X) = 2@0 d¬r. Ayr¬ca Lindelöf say¬s¬ jXj içinde tek baş¬na s¬n¬r

olamaz. Gerçekten, � > @0 kardinaliteli bir kesikli uzay¬n tek nokta t¬k¬zlaşmas¬ X ise

L(X) = @0 < � = jXj olur.
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Herhangi bir X uzay¬n¬n her kapal¬ A alt uzay¬ için L(A) � L(X) gerçeklendi¼gi

kolayca görülür. Böylece tüm kesikli uzaylar¬n (dolay¬s¬ ile kesikli alt uzaylar¬n) Lin-

delöf say¬s¬ bu uzay¬n kardinalitesine eşit oldu¼gundan, X uzay¬n¬n her D � X kapal¬

ve kesikli alt kümesi için jDj � L(X) olup daima e(X) � L(X) oldu¼gu sonucuna

ulaş¬l¬r. e(X) < L(X) olabilir. Örne¼gin X ile W (w1) = [0; w1) ordinal say¬lar (� < w1

gerçekleyen tüm � ordinallerinin) kümesi üzerinde tan¬mlanan al¬ş¬lagelen s¬ralama

uzay¬ gösterilecek olursa, X say¬labilir t¬k¬z uzay olur, dolay¬s¬ ile tüm kapal¬ kesikli

alt uzaylar¬ da öyle oldu¼gundan e(X) = @0 oldu¼gu anlaş¬l¬r; ancak s(X) = L(X) = @1

dir.

Ayr¬ca şu kolayca gözlenir: Ancak ve yaln¬z X uzay¬nda � < jAj gerçekleyen

her A alt kümesi en az bir limit noktas¬na sahipse e(X) � � olur, çünkü A � X alt

kümesinin limit kümesi A0 ile gösterilmek üzere, A = A [ A0olup jAj > � ise A0 6= ;

bulunur, aksi halde A kapal¬ ve kesikli olur, bu da � < jAj � e(X) � � çeli̧skisine yol

açar. Ters iddia benzer biçimde görülür.

Aşa¼g¬daki lemmada normal uzaylar¬n, yo¼gunluk say¬s¬ ile kapal¬ kesikli alt kümelerinin

kardinaliteleri aras¬ndaki ili̧ski görülecektir. Bu ili̧ski ilk kez 1930 lu y¬llarda F.B.Jones

taraf¬ndan gözlenmi̧s olup, bu sonuca göre normal ayr¬labilir bir X uzay¬n¬n � 2@0 kar-

dinaliteli kapal¬ kesikli bir alt kümesi yoktur. Bu lemma s¬k s¬k uzaylar¬n normal olup

olmad¬¼g¬n¬n kan¬tlanmas¬nda kullan¬l¬r. Örne¼gin (R;Ra) alt limit uzay¬ (genelde Sor-

genfrey Ekseni olarak bilinir (bkz. Örnek III.5)) olmak üzere, X = (R;Ra) � (R;Ra)

çarp¬m uzay¬ ayr¬labilirdir; ancak A = f(x;�x) : x 2 Rg � X alt kümesi kapal¬ ke-

sikli ve jAj = 2@0 oldu¼gundan aşa¼g¬daki lemmaya göre X çarp¬m uzay¬ normal de¼gildir.

Benzer şekilde MN-düzlemi�de ayr¬labilirdir; ancak 2@0 kardinaliteli kapal¬ kesikli alt

kümesi bulundu¼gundan normal uzay de¼gildir.

Lemma II.7 (Jones Lemmas¬): X uzay¬ normal ise her kapal¬ kesikli D � X alt

kümesi için 2jDj � 2d(X) olur. Özel olarak X normal ayr¬labilir bir uzay ise;
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(1) X uzay¬nda � 2@0 kardinaliteli kapal¬ kesikli alt küme yoktur.

(2) E¼ger 2@0 < 2@1 geçerliyse X uzay¬n¬n @1 kardinaliteli kapal¬ kesikli alt kümesi

yoktur.

Kan¬t. Lemmada sözü edilenD kapal¬-kesikli kümesi içinD0 = ; gerçeklendi¼ginden

tüm E � D alt kümeleri, E 0 � D0 = ; ve sonuçta E 0 = ; olmas¬ nedeniyle, (özellikle

D � E � D alt kümesi de ) X ana uzay¬nda birer kapal¬ küme olur. Şimdi S � X alt

kümesi, normal X uzay¬nda jSj � d(X) gerçekleyen bir yo¼gun küme olsun. O halde

X uzay¬n¬n E ve D � E ayr¬k kapal¬ küme çiftlerine kaŗs¬l¬k X uzay¬nda E � GE,

D � E � UE ve GE \ UE = ; koşullar¬n¬ gerçekleyen GE; UE aç¬k kümeleri vard¬r,

üstelik E1 6= E2 için S \ GE1 6= S \ GE2 olur, çünkü E1 6= E2 nedeniyle E1 � E2 6= ;

ve E2 � E1 6= ; iddialar¬ndan en az birisi geçerlidir, sözgelimi birincisi geçerli ise

; 6= E1 � E2 = (E1 \ D) � E2 = E1 \ (D � E2) � GE1 \ UE2 olup, S yo¼gun kümesi

boştan farkl¬GE1\UE2 ile boştan farkl¬ olarak kesi̧sece¼ginden veGE2\UE2 = ; nedeniyle

UE2 � (X �GE2) ve (S \GE1)� S = ; oldu¼gundan, sonuçta

; 6= S \ (GE1 \ UE2) � (S \GE1) \ (X �GE2) = (S \GE1)�GE2

= [(S \GE1)� S] [ [(S \GE1)�GE2 ] = (S \GE1)� (S \GE2)

k¬sacas¬ ; 6= (S \ GE1) � (S \ GE2) böylelikle (S \ GE1) 6= (S \ GE2) bulunur. Bu

nedenle '(E) = S\GE olarak tan¬mlanan ' : P(D) �! P(S) fonksiyonu bire-bir olup

jP(D)j = 2jDj � jP(S)j = 2jSj � 2d(X) sonucu bulunur. Ayr¬ca (1) sonucu apaç¬k olup

(2) deki hipotez geçerli oldu¼gunda, jAj = @1 eşitli¼gini sa¼glayan bir A kapal¬-kesikli alt

kümesi var olsayd¬ 2jAj = 2@1 � 2@0 < 2@1 çeli̧skisi bulunurdu.

Jones Lemmas¬�n¬n yukar¬daki modern şekli Van Douwen [1981] taraf¬ndan gös-

terilmi̧stir. Böylece normal bir X uzay¬ için 2e(X) � 2d(X) eşitsizli¼gi geçerlidir. Ayr¬ca

bu lemman¬n geni̧slemi̧s şekli Teorem III.14�de görülecektir.

Bir � kardinal de¼gi̧smezine, ancak ve yaln¬z X uzay¬n¬n her Y alt uzay¬ için

�(Y ) � �(X) gerçeklerse monoton kardinal de¼gi̧smez ya da k¬saca monoton
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(tekdüze) denilir. Kardinalite, a¼g¬rl¬k ve saç¬l¬m say¬lar¬n¬n monoton oldu¼gu ko-

layca görülebilir. Di¼ger taraftan yo¼gunluk, Suslin, Lindelöf ve uzan¬m say¬lar¬ monoton

de¼gildir. Örne¼gin N kesikli uzay¬n¬n Cech-Stone t¬k¬zlaşmas¬ �N uzay¬ ayr¬labilir bir

t¬k¬z uzay oldu¼gundan, d(�N) = c(�N) = @0 olur; ancak �NnN � �N alt uzay¬ için

d(�NnN) = c(�NnN) = 2@0 d¬r.(bkz. Örnek III.1) Dolay¬s¬yla yo¼gunluk ve Suslin

say¬lar¬ monoton de¼gildir. Ayr¬ca [0; w1] yani � � w1 gerçekleyen tüm � ordinallerinin

kümesini s¬ralama topolojisi ile donatarak elde edilen uzaya W denirse, W uzay¬n¬n

t¬k¬z dolay¬s¬ ile Lindelöf oldu¼gu bilindi¼ginden L(W ) = @0 olur; ancak [0; w1) � W alt

uzay¬ için L([0; w1)) = @1 oldu¼gundan Lindelöf say¬s¬n¬n da monoton olmad¬¼g¬ görülür.

Buna ra¼gmen kolayca görülür ki Suslin say¬s¬ aç¬k veya yo¼gun alt uzaylarda monoton-

dur, yo¼gunluk say¬s¬ aç¬k alt uzaylarda monotondur, Lindelöf ve uzan¬m say¬lar¬ kapal¬

alt uzaylarda monotondur.

Herhangi bir monoton olmayan � kardinal de¼gi̧smezi için yeni bir h� kardinal

de¼gi̧smezini h�(X) = supf�(Y ) : Y � Xg olarak tan¬mlarsak h� monoton olur ve

kal¬t¬msal � say¬s¬ (örne¼gin hc =kal¬t¬msal Suslin say¬s¬) olarak adland¬r¬l¬r. E¼ger

� monoton ise h�(X) = �(X) oldu¼gu (örne¼gin � = j:j ya da � = w ya da � = s

için) apaç¬kt¬r. Herhangi bir X uzay¬nda hc(X) = s(X) = he(X) eşitli¼gi do¼grudur.

(Gerçekten hs(X) = s(X) oldu¼gundan, hc(X); he(X) � s(X) olur ayr¬ca herhangi

kesikli A � X alt kümesi için

jAj = c(A) = e(A) � minfhc(X); he(X)g olup s(X) � minfhc(X); he(X)g ters

eşitsizli¼gi bulunur.) Böylece iki yeni kardinal de¼gi̧smez hd (kal¬t¬msal yo¼gunluk) ve hL

(kal¬t¬msal Lindelöf ) say¬lar¬ elde edilir. E¼ger hd(X) = @0 ise X uzay¬na kal¬t¬msal

ayr¬labilir, hL(X) = @0 ise X uzay¬na kal¬t¬msal Lindelöf uzay¬ denilir. (R;Ra) alt

limit uzay¬ hem kal¬t¬msal ayr¬labilir hem de kal¬t¬msal Lindelöf uzay¬d¬r; ancak ikinci

say¬labilir (w((R;Ra)) = c oldu¼gundan) de¼gildir. (bkz. Örnek III.5) Bilindi¼gi gibi

herhangi bir uzay¬n tüm kapal¬ kümelerinin ailesi F ile say¬labilir say¬da aç¬k kümenin
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arakesiti olarak yaz¬labilen kümelerin ailesi G� ile ve say¬labilir say¬da kapal¬ kümenin

birleşimi olarak yaz¬labilen kümelerin ailesi F� ile gösterilir ve bu ailelerin elemanlar¬na

s¬ras¬yla kapal¬ küme, G�-türü küme ve F�-türü küme denir. F � G� gerçekleyen

(dolay¬s¬yla tüm aç¬klar¬ F�-türü küme olan) normal uzaylara yetkin normal uzay

denir. Her t¬k¬z, yetkin normal uzay kal¬t¬msal Lindelöf uzay¬d¬r, çünkü bir uzay¬n

kal¬t¬msal Lindelöf olmas¬ için gerek ve yeter şart tüm aç¬k alt uzaylar¬n¬n Lindelöf

olmas¬d¬r gerçe¼gi ve Lindelöf uzaylar¬n¬n F�-türü alt uzaylar¬n¬n (dolay¬s¬yla yetkin

normal uzaylarda aç¬k alt uzaylar¬n) Lindelöf olmas¬ndan iddia apaç¬kt¬r. hd ve hL

say¬lar¬ arac¬l¬¼g¬yla o(X) için yararl¬ s¬n¬rlar bulunur.

Teorem II.6 Herhangi bir X uzay¬ için o(X) � jXjhd(X) ve o(X) � (w(X))hL(X) olur.

Kan¬t. hd(X) = � olsun. Böylece X uzay¬n¬n herhangi bir kapal¬ kümesi H için

d(H) � � olur ve kesinlikle var olup jSj � � gerçekleyen yo¼gun bir S � H alt kümesi

arac¬l¬¼g¬yla S � H gözleyip H = kapH(S) = S\H = S � H sonuçta H = S ve böylece

H 2 fS : S � X; jSj � �g olur. Bu durumda o(X) = jFj �
��fS : S � X; jSj � �g

�� �

jXj� bulunur. Şimdi hL(X) = � ve B ise X uzay¬n¬n jBj � w(X) gerçekleyen taban¬

olsun. O halde X uzay¬n¬n her aç¬k kümesi B�nin � � say¬da eleman¬n¬n birleşimi

olarak yaz¬labildi¼ginden o(X) � jBj� � (w(X))hL(X) bulunur.

Şimdi ard arda a¼g¬rl¬k kavram¬n¬n daha genel biçimleri olan a¼g a¼g¬rl¬¼g¬, �- a¼g¬rl¬k,

ve ay¬ran a¼g¬rl¬k kavramlar¬n¬ k¬saca tan¬yal¬m.

X�in alt kümelerinin bir ailesi N olmak üzere, e¼ger X uzay¬n¬n her aç¬k kümesi

N �nin baz¬ elemanlar¬n¬n birleşimi olarak yaz¬labiliyorsa N ailesine X uzay¬n¬n bir a¼g�¬

denir. A¼g, tan¬m¬ gere¼gi tabana benzetilebilir ancak a¼g�¬n elemanlar¬ aç¬k küme olmak

zorunda de¼gildir. Örne¼gin ffxg : x 2 Xg daima X uzay¬ için bir a¼g tan¬mlar. X

uzay¬n¬n a¼g-a¼g¬rl¬k say¬s¬ nw(X) ile gösterilir ve

nw(X) = minfjN j : N , X in a¼g¬g+ @0
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olarak tan¬mlan¬r. Aç¬kt¬r ki a¼g-a¼g¬rl¬¼g¬ monotondur ve her taban bir a¼g belirler,

bu nedenle daima maxfhd(X); hL(X)g � nw(X) � minfjXj ; w(X)g oldu¼gu kolayca

gözlenir. Teorem II.3�dekine benzer şekilde X bir T0 uzay¬ ise o(X) � 2nw(X) ve

jXj � 2nw(X) olur. E¼ger X uzay¬ t¬k¬zsa veya metriklenebilirse nw(X) = w(X) oldu¼gu

ileride görülecektir.

X uzay¬n¬n boştan farkl¬ aç¬k kümelerinin bir ailesi V olmak üzere, e¼gerX uzay¬n¬n

herhangi bir boştan farkl¬ aç¬k R kümesi için V ailesinin V � R gerçekleyen baz¬ V 2 V

elemanlar¬ varsa V�ye X uzay¬n¬n bir �- taban¬ denir. Örne¼gin ffng : n 2 Ng ailesi,

�N uzay¬n¬n bir �-taban¬d¬r. X uzay¬n¬n �-a¼g¬rl¬k say¬s¬ �w(X) ile gösterilir ve

aşa¼g¬daki gibi tan¬mlan¬r:

�w(X) = minfjVj : V, X�in �-taban¬g+ @0

Aç¬kt¬r ki daima d(X) � �w(X) � w(X) geçerlidir. A¼g-a¼g¬rl¬¼g¬ ve �-a¼g¬rl¬¼g¬ kavramlar¬

birbirine benzemesine ra¼gmen �-a¼g¬rl¬¼g¬ monoton de¼gildir ; çünkü �w(�N) = @0 ancak

�w(�NnN) = 2@0 d¬r. (bkz. Örnek III.1) A¼g-a¼g¬rl¬k ve �-a¼g¬rl¬k say¬lar¬ do¼grudan

k¬yaslanamazlar ; çünkü ileride kan¬tlanacak olan Hewitt-Pondiczery-Marczewski Teo-

remi�nden yararlanarak say¬labilir üyeli, birinci say¬labilir olmayan ve nw(X) = @0,

�w(X) = 2@0 özelliklerine sahip bir X T3 uzay¬ tan¬mlanabilir (bkz. Örnek III.8) olup,

ayr¬ca nw(�N) = 2@0 ve �w(�N) = @0 oldu¼gundan iddia do¼grudur. Ayr¬ca daima

�w(X) � w(X) � 2nw(X) olup X bir düzenli uzay ise nw(X) � 2d(X) � 2�w(X) dir.

A; E kümesinin bir örtülüşü olmak üzere, e¼ger her p 2 E için
T
fA : A 2 A,

p 2 Ag = fpg gerçekleniyorsa, A�ya E kümesinin ay¬ran örtülüşü denir. X uzay¬n¬n

ay¬ran a¼g¬rl¬k say¬s¬ sw(X) ile gösterilip sonsuz � kardinal say¬lar¬n¬n en küçü¼gü

olarak tan¬mlan¬r öyle ki X uzay¬n¬n jVj � � gerçekleyen bir V ay¬ran aç¬k örtülüşü

vard¬r. Ay¬ran a¼g¬rl¬k kavram¬ yaln¬zca T1 uzaylar¬nda tan¬mlan¬r. (Asl¬ndaX uzay¬n¬n

ay¬ran örtülüşünün varl¬¼g¬ ile T1 uzay¬ olmas¬ iddialar¬ eşde¼gerdir ; çünkü iyi biliniyor

ki T1 uzaylar¬nda herhangi bir elman¬ içeren tüm aç¬klar¬n arakesiti o eleman¬n oluş-
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turdu¼gu tek nokta kümesine eşittir.) Ay¬ran a¼g¬rl¬k say¬s¬n¬n temel özellikleri aşa¼g¬daki

teoremde görülmektedir. ·Ispatlar ay¬ran a¼g¬rl¬k say¬s¬n¬n tan¬m¬ndan kolayca görülür.

Teorem II.7 X bir T1 uzay¬ ise aşa¼g¬daki önermeler do¼grudur:

(a) jXj � 2sw(X) ve w(X) � o(X) � 22
sw(X)

geçerlidir.

(b) X bir T2 uzay¬ ise sw(X) � jRO(X)j (böylece sw(X) � 2d(X) ve jXj � 22
d(X)
)

olur.

(c) X bir T2 uzay¬ ise sw(X) � nw(X) sa¼glan¬r.

X uzay¬n¬n nokta ay¬ran a¼g¬rl¬k say¬s¬ psw(X) ile gösterilir ve sonsuz � kardinal

say¬lar¬n¬n en küçügü olarak tan¬mlan¬r öyle ki X uzay¬n¬n bir V ay¬ran aç¬k örtülüşü,

ord(p;V) � � (8p 2 X) gerçeklenecek şekilde vard¬r. E¼ger psw(X) = @0 ise X uzay¬na

nokta-say¬labilir ay¬ran aç¬k örtülüşe sahiptir denilir. Nokta ay¬ran a¼g¬rl¬k say¬s¬

yaln¬zca T1 uzaylar¬nda tan¬mlan¬r. �-yerel sonlu tabana sahip T1 uzaylar¬ nokta-

say¬labilir ay¬ran aç¬k örtülüşe sahiptir, böyleceX metriklenebilir uzay ise psw(X) = @0

olur. Buradan nokta ay¬ran a¼g¬rl¬k say¬s¬n¬n, jXj için tek baş¬na s¬n¬r belirleyemedi¼gi

anlaş¬l¬r, çünkü her kesikli uzay metriklenebilir uzayd¬r.

X uzay¬n¬n köşegensel derecesi �(X) ile gösterilir ve X uzay¬n¬n, st(p;V�) =

S
fV : V 2 V�; p 2 V g olmak üzere,

T
�<�

st(p;V�) = fpg (8p 2 X) koşulunu gerçekleyen

fV�g�<� aç¬k örtülüşleri ailelerini indisleyen sonsuz � kardinal say¬lar¬n¬n minimumu

olarak tan¬mlan¬r. �(X) yaln¬zca T1 uzaylar¬ için tan¬mlan¬r. �(X) = @0 iseX uzay¬na

G�-köşegene sahiptir denir. X bir metriklenebilir uzay ise, G�-köşegene sahiptir.

Gerçekten, her n 2 N için X�in tüm elemanlar¬n¬n 1=n yar¬çapl¬ aç¬k yuvarlar¬n¬n ailesi

Vn ise
T
n2N

st(p;Vn) = fpg (8p 2 X) gerçeklenir. Böylece köşegensel derecenin tek

baş¬na jXj için s¬n¬r belirleyemedi¼gi anlaş¬r, çünkü her kesikli uzay metriklenebilir bir

uzayd¬r.

X uzay¬n¬n zay¬f örtülüş say¬s¬ wc(X) ile gösterilir ve sonsuz � kardinallerinin

en küçü¼gü olarak tan¬mlan¬r öyle ki X uzay¬n¬n her aç¬k örtülüşünden � � kardinaliteli
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bir alt aile, üyelerinin birleşim kümesi X uzay¬nda yo¼gun olacak şekilde elde edilir.

Aç¬kt¬r ki wc(X) � L(X) ve Önerme II.1�den wc(X) � c(X) dir. E¼ger wc(X) = @0 ise

X uzay¬na zay¬f Lindelöf uzay¬ denir. Kolayca herhangi bir X uzay¬ için hwc(X) =

s(X) gerçeklendi¼gi görülür.

Şu ana kadar tan¬mlanan kardinal de¼gi̧smezler uzay¬n geneli üzerinde tan¬mland¬,

şimdi tan¬mlanacak kardinal de¼gi̧smezler ise yerel komşuluk aileleri üzerinde tan¬m-

lanacakt¬r.

X uzay¬n¬n boştan farkl¬ aç¬k kümelerinin bir ailesi V ve p 2 X olsun. V ailesine

p noktas¬n¬n yerel �-taban¬ denir ancak ve yaln¬z p noktas¬n¬n herhangi bir R aç¬k

komşulu¼gu için V � R gerçekleyen baz¬ V 2 V elemanlar¬ vard¬r. E¼ger ek olarak her

V 2 V için p 2 V oluyorsa V ailesine p noktas¬n¬n yerel taban¬ denir. Di¼ger taraftan

her bir W 2 W için p 2 W ve
T
W =

T
fW : W 2 Wg = fpg özelliklerine sahip

boştan farkl¬ aç¬klar¬n bir W ailesine, p noktas¬ için bir sözde taband¬r denir. Bu

tan¬mlardan yararlanarak aşa¼g¬daki yerel kardinal de¼gi̧smezler tan¬mlanacakt¬r.

�(p;X) = minfjVj : V ; p için yerel tabang;

��(p;X) = minfjVj : V ; p için yerel �-tabang;

 (p;X) = minfjVj : V ; p için sözde tabang;

t(p;X) = minf� : her p 2 Y için 9A � Y; jAj � � ve p 2 Ag:

Bu say¬lara s¬ras¬yla p 2 X noktas¬n¬n, ¬ra say¬s¬ (ya da karakter say¬s¬), �-¬ra

say¬s¬, sözde ¬ra say¬s¬ ve s¬k¬l¬k say¬s¬ denir. X uzay¬n¬n ¬ra, �-¬ra, sözde ¬ra ve

s¬k¬l¬k say¬lar¬ ise s¬ras¬yla

�(X) = supf�(p;X) : p 2 Xg+ @0;

��(X) = supf��(p;X) : p 2 Xg+ @0;

 (X) = supf (p;X) : p 2 Xg+ @0;

t(X) = supft(p;X) : p 2 Xg+ @0:

olarak tan¬mlan¬r.
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Böylece X uzay¬ ancak ve yaln¬z �(X) = @0 ise birinci say¬labilirdir. Öte yandan

X uzay¬na say¬labilir �- ¬ra�ya sahip (say¬labilir sözde ¬ra�ya sahip, say¬labilir

s¬k¬l¬¼ga sahip) denir ancak ve yaln¬z ��(X) = @0 ( (X) = @0; t(X) = @0) d¬r.

Sözde ¬ra say¬s¬ yaln¬zca T1 uzaylar¬nda tan¬mlan¬r, çünkü sözde taban¬n varl¬¼g¬ ile

uzay¬n T1 olmas¬ eşde¼ger iddialard¬r. Her p 2 X içinmaxf��(p;X);  (p;X); t(p;X)g �

�(p;X) ve sonuçta maxf��(X);  (X); t(X)g � �(X) gerçeklendi¼gi aç¬kt¬r. X; sonsuz

� kardinaliteli kesikli bir uzay¬n tek nokta t¬k¬zlaşmas¬ ise t(X) = @0 ve �(X) = �

eşitliklerinin gerçeklendi¼gi kolayca görülebilir, ayr¬ca t¬k¬z uzaylarda t(X) = h��(X) ve

�(X) =  (X) oldu¼gundan (bkz. Teorem III.1 ve Teorem III.5) ��(X) = @0 ve  (X) =

� d¬r. Bu kardinal de¼gi̧smezler aras¬ndaki kolayca görülebilen baz¬ eşitsizlikler aşa¼g¬daki

iki teoremde verilecektir. ·Ilk teoremin (a) ş¬kk¬ndan ünlü �Her ikinci say¬labilir uzay

birinci say¬labilirdir� gerçe¼gi tekrar gözlenmi̧s olur.

Teorem II.8 Herhangi bir X topolojik uzay¬ için aşa¼g¬dakiler do¼grudur:

(a) �(X) � w(X) � �(X): jXj ;

(b) �w(X) = d(X):��(X);

(c) t(X) � hd(X);

(d) t(X) � h��(X);

(e) X bir T1 uzay¬ ise  (X) � minfpsw(X);�(X)g;

(f) X bir T2 uzay¬ ise  (X) � hL(X):

Kan¬t. (c), (d) ve (e) ş¬klar¬ ilgili kardinal de¼gi̧smezlerin tan¬m¬ndan kolayca

görülür. Her bir x 2 X noktas¬n¬n jBxj � �(x;X) gerçekleyen Bx yerel taban¬

arac¬l¬¼g¬yla tan¬mlanan B =
S
x2X

Bx ailesi, kolayca görülür ki X uzay¬ için bir taban

oluşturur. Böylece w(X) � jBj � jXj _ supx2X jBxj � jXj _ �(X) = �(X): jXj

olup (a) ş¬kk¬ elde edilir. Her �-taban ayn¬ zamanda yerel �-taban tan¬mlayaca¼g¬ndan

��(X) � �w(X) olur. Yo¼gun küme ve �-taban¬ kavramlar¬n¬n tan¬mlar¬ndan yararla-

narak kolayca d(X) � �w(X) gerçeklendi¼gi anlaş¬l¬r ve böylece d(X):��(X) � �w(X)
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elde edilir. Tersine her x 2 X için jVxj � ��(x;X) sa¼glayan Vx yerel �- tabanlar¬ ve

jSj � d(X) gerçekleyen yo¼gun S kümesi için V =
S
x2S

Vx olarak tan¬mlanan V ailesi, X

uzay¬ için bir �-taban olur. Böylece �w(X) � jVj � d(X):��(X) bulunarak (b) ş¬kk¬

kan¬tlan¬r. (f) ş¬kk¬nda hL(X) = � olsun. Her bir x 2 X için Wx; x noktas¬n¬n tüm

aç¬k komşuluklar¬n¬n ailesi olsun. Hipotez geregi X Hausdor¤ uzay¬ oldu¼gundan

fxg =
\
Wx =

\

W2Wx

W =
\

W2Wx

W ) X � fxg =
[

W2Wx

(X �W )

elde edilir; ancak hL(X) = � oldu¼gundan X � fxg =
S
�2�

(X �W�); j�j � �, gerçek-

lenecek biçimde fW�g�2� � Wx alt ailesi vard¬r. Böylece fxg =
T
�2�

W� olup fW�g�2�;

x noktas¬n¬n bir sözde taban¬d¬r. Bu durumda  (x;X) � j�j � � (8x 2 X) olur ve

böylece  (X) � � bulunur.

Teorem II.9 X herhangi bir topolojik uzay ve S, X uzay¬n¬n yo¼gun bir alt kümesi

olsun. Her p 2 S noktas¬ için aşa¼g¬dakiler do¼grudur:

(a) d(X) � d(S) � d(X):t(X);

(b) �w(S) � �w(X) ve ��(p; S) � ��(p;X);

(c) X bir düzenli uzay ise �w(S) = �w(X), �(p; S) = �(p;X) ve ��(p; S) =

��(p;X):

Kan¬t. (b) ve (c) ş¬klar¬ tan¬mlardan yararlanarak kolayca görülebilir. (a) şu

şekilde kan¬tlanabilir: S yo¼gun alt uzay¬n¬n her yo¼gun alt kümesi X ana uzay¬nda da

yo¼gundur. Gerçekten A � S; S alt uzay¬n¬n jAj � d(S) gerçekleyen yo¼gun alt kümesi

ise S = kapSA = kapXA \ S � kapXA =) kapXS = kapXA = X olur ki bu A � X

alt kümesinin X ana uzay¬nda yo¼gun olmas¬ demektir. Sonuçta d(X) � jAj � d(S)

bulunur. Ayr¬ca d(X):t(X) = � ise X uzay¬n¬n jAj � � gerçekleyen A yo¼gun alt kümesi

vard¬r. O halde kapXS = X = kapXA olup her x 2 A için x 2 kapXS ve t(X) � �

oldu¼gundan 9Ax � S; jAxj � � ve x 2 kapXAx sa¼glan¬r. Böylece D =
S
x2A

Ax kümesi

için A �
S
x2A

kapXAx � kapX(
S
x2A

Ax) = kapXD =) kapXA = kapXD = X =)
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kapSD = kapXD \S = X \S = S k¬sacas¬ D, S alt uzay¬nda bir yo¼gun alt küme olur

ve sonuçta d(S) � jDj =

����
S
x2A

Ax

���� � jAj _ supx2A jAxj � � bulunur.

Şu ana kadar görülen kardinal de¼gi̧smezler arac¬l¬¼g¬ ile jXj için yararl¬ ve keskin

s¬n¬rlar bulunabilir. Örne¼ginX bir T2 uzay¬ ise jXj � 22
d(X)

veX bir T0 uzay¬ ise jXj �

2nw(X) gerçeklendi¼gi görüldü. jXj in s¬n¬rlar¬ kolay ve zor kan¬tlanabilenler olarak

iki kategoriye ayr¬l¬r. jXj � (nw(X)) (X) (X;T1ise), jXj � 2d(X)�  (X) (X;T3 ise) ve

jXj � (d(X))�(X) (X; T2 ise) kolay kan¬tlanabilenlere; jXj � 2L(X)� �(X)(X;T2 ise),

jXj � 2c(X)� �(X) (X;T2 ise), jXj � 2s(X)�  (X) (X;T1 ise) ve jXj � 22
s(X)

(X;T2ise)

zor kan¬tlanabilenlere örnek verilebilir. Burada kolay kan¬tlanabilenler incelenecek, zor

kan¬tlanabilenler ileride görülecektir.(bkz: K¬s¬m III.6)

Teorem II.10 E¼ger X bir T1 uzay¬ ise jXj � (nw(X)) (X) geçerlidir. Özel olarak

say¬labilir sözde ¬ra�ya ve � 2@0 kardinaliteli a¼g�a sahip T1 uzaylar¬ en fazla 2@0 ele-

manl¬d¬r.

Kan¬t.  (X) = � olsun. jN j � nw(X) gerçekleyen N a¼g�¬ ve herhangi bir p 2 X

noktas¬ için  (p;X) � � oldu¼gundan, 9Np � N alt ailesi öyle ki jNpj � � ve
T
Np =

fpg gerçeklenir. Böylece '(p) = Np olarak tan¬mlanan ' : X �! P� �(N ) fonksiyonu

bire-bir olur ve sonuçta jXj � jP� �(N )j � jN j
� � (nw(X))� bulunur.

Ancak bu s¬n¬r çok keskin de¼gildir. Örne¼gin A(@0) uzay¬ için jA(@0)j = @0;

nw(A(@0)) = @0 ve  (A(@0)) = @0 olup @0 = jA(@0)j < (nw(A(@0)))
 (A(@0)) = 2@0

gerçeklenir.

Sonuç II.1 E¼ger X bir T3 uzay¬ ise jXj � 2d(X)� (X) olur.

Kan¬t. jXj � (nw(X)) (X) � (w(X)) (X)
�
� 2d(X)� (X) bulunur. Burada ( � )

eşitsizli¼gi Teorem II.5�den yararlan¬larak yaz¬ld¬.

Aşa¼g¬daki lemma jXj için s¬n¬r bulmada oldukça yararl¬d¬r, çünkü yo¼gunluk say¬s¬

di¼ger kardinal de¼gi̧smezler ile birleştirilerek yeni s¬n¬rlar bulunabilir. Bu lemmadan
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yararlanarak jXj � (d(X))�(X) (X, T2 ise) eşitsizli¼gi ispatlanacakt¬r.

Lemma II.8 � bir sonsuz kardinal say¬ olmak üzere, bir X topolojik uzay¬ aşa¼g¬daki

koşullar sa¼glanacak şekilde var olsun:

(1) Her bir p 2 X için p noktas¬n¬n aç¬k komşuluklar¬n¬n bir Bp ailesi, jBpj � � ve
T
fB : B 2 Bpg = fpg olacak şekilde vard¬r.

(2) Bir S � X alt kümesi, X =
S
fA : A � S; jAj � �g sa¼glanacak şekilde vard¬r.

Bu durumda jXj � jSj� olur.

Kan¬t. (2) varsay¬m¬ gere¼gi her bir p 2 X için p 2 Ap, jApj � � gerçekleyen bir

Ap � S alt kümesi vard¬r. Böylece p noktas¬n¬n her aç¬k V komşulu¼gu için Ap\V � S;

jAp \ V j � � olup p 2 Ap \ V gerçeklenir. 	(p) = f(Ap \ V ) : V 2 Bpg biçiminde

tan¬mlanan 	 : X �! P��(P��(S)) fonksiyonu,

fpg �
\
fAp \ V : V 2 Bpg �

\
fV : V 2 Bpg = fpg

k¬sacas¬
T
fAp \ V : V 2 Bpg = fpg oldu¼gundan bire-bir dir. Böylece jXj �

jP��(P��(S))j � ( jSj
� )� = jSj� sonucu elde edilir.

Teorem II.11 (Pospisil Teoremi): Herhangi bir X Hausdor¤ uzay¬ için

jXj � (d(X))�(X) geçerlidir. Özel olarak her birinci say¬labilir ve � 2@0 kardinaliteli

yo¼gun alt kümeye sahip Hausdor¤ uzay¬ � 2@0 kardinalitelidir.

Kan¬t. Yukar¬daki lemmada �(X) = � ve S�yi jSj � d(X) gereçekleyen bir yo¼gun

küme almak yeterlidir.

Saç¬l¬m say¬s¬ ile ay¬rma aksiyomlar¬ndan yararlanarak baz¬ kardinal de¼gi̧smezler

için s¬n¬rlar bulunabilir. Örne¼gin hd(X) � 2s(X) (X;T2 ise); nw(X) � 2s(X) (X;T3

ise) gibi. Bu amaçla öncelikle Sapirovskii taraf¬ndan kan¬tlanan aşa¼g¬daki iki lemma

görülecektir.
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Lemma II.9 (Sapirovskii Lemmas¬): V, X topolojik uzay¬n¬n bir aç¬k örtülüşü ve

s(X) � � olsun. Bu durumda jAj � � gerçekleyen bir A � X alt kümesi ve jWj � �

gerçekleyen bir W � V alt ailesi, X = A [ (
S
W) sa¼glanacak şekilde vard¬r.

Kan¬t. Aksini varsayarsak, sonlu ötesi tümevar¬mla, fx� : 0 � � < �+g � X alt

kümesi ve fV� : 0 � � < �+g � V alt ailesi

( � ) x0 2 V0; x� 2 (V� � [(
[

�<�

V�) [ fx� : � < �g]) (0 � � < �+)

olacak biçimde inşa edilebilir. Gerçekten, key� x0 2 X ve x0 2 V0 2 V gerçekleyen

V0 elemanlar¬ için X 6= fx0g [ V0 oldu¼gundan x1 2 X � (fx0g [ V0) eleman¬ ve x1 2

V1 � (fx0g [ V0) gerçekleyen V1 2 V eleman¬ bulunur. Şimdi herhangi bir � < �+

için x� 2 X ve V� 2 V (8� < �) elemanlar¬ belirlenmi̧s olsun. Bu durumda j�j � �

oldu¼gundan varsay¬m gere¼gi X � [(
S
�<�

V�)[fx� : � < �g] 6= ; olup X =
S
V 2V

V olmas¬

nedeniyle x� 2 V�� [(
S
�<�

V�)[fx� : � < �g] olacak şekilde x� 2 X; V� 2 V elemanlar¬

bulunarak sonlu ötesi tümevar¬m sürdürülür; ancak bu şekilde inşa edilen fx� : 0 �

� < �+g kümesi, X uzay¬nda kesikli olur bu da s(X) � � varsay¬m¬yla çeli̧sir. Sonuç

olarak aranan özelliklerde A � X alt kümesi ve W � V alt ailesi vard¬r.

Sonuç II.2 E¼ger X bir Hausdor¤ uzay¬ ise  (X) � 2s(X) dir.

Kan¬t. s(X) = � olsun. Key� sabit bir p 2 X al¬n¬rsa, her bir q 6= p için

X bir Hausdor¤ uzay¬ oldu¼gundan p =2 Vq olacak şekilde q noktas¬n¬n bir Vq aç¬k

komşulu¼gu vard¬r. Böylece X � fpg =
S
fVq : q 6= pg olup bir önceki lemma nedeniyle

A;B � X � fpg alt kümeleri jAj � �; jBj � � ve X � fpg � A [ (
S
q2B

Vq) koşullar¬

sa¼glanacak şekilde vard¬r. VA = fX � C : C � A; p =2 Cg; VB = fX � Vq : q 2 Bg

ve V = VA [ VB olarak tan¬mlan¬rsa, V ailesi, p noktas¬ için bir sözde taban olur ve

böylece  (X) � jVj � 2� gerçeklenir.
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Lemma II.10 (Sapirovskii): X bir Hausdor¤ uzay¬ ve s(X) � � olsun. Bu durumda

jSj � 2� ve X =
S
fA : A � S; jAj � �g gerçeklenecek biçimde bir S � X alt kümesi

vard¬r.

Kan¬t. Sonuç II.2 nedeniyle her bir p 2 X noktas¬n¬n bir Vp sözde taban¬, jVpj � 2�

sa¼glanacak şekilde vard¬r. Böylece X in alt kümelerinin fS� : 0 � � < �+g ailesi ile

uzay¬n aç¬k küme ailelerinin fV� : 0 < � < �+g ailesi aşa¼g¬daki koşullar sa¼glanacak

biçimde tan¬mlanabilir:

(1) jS�j � 2
� (0 � � < �+);

(2) V� = fV : V 2 Vp; p 2
S
�<�

S�g (0 < � < �+);

(3) E¼ger A 2 P��(
S
�<�

S�) ve W 2 P��(V�) için X 6= A [ (
S
W) ise

S� � (A [ (
S
W)) 6= ; olur.

Herhangi bir �0 < �+ için S� � X alt kümeleri ve V� aileleri (8� < �0) yukar¬daki

koşullar sa¼glanacak biçimde bulunmuş ise, V�0 = fV : V 2 Vp; p 2
S

�<�0

S�g al¬n¬r ve

böylece jV�0j �

�����
S

�<�0

S�

����� _ supfjVpj : p 2
S

�<�0

S�g � 2
� ve jP� �(V�0)j � 2

� bulunur.

E¼ger A 2 P� �(
S

�<�0

S�) ve W 2 P� �(V�0) için A [ (
S
W) 6= X ise, Seçme Aksiyomu

yard¬m¬yla tek türlü belirli bir x(A;W) 2 X � (A [ (
S
W)) eleman¬n¬ seçerek, bu

seçilmi̧s noktalardan oluşan

S�0 = fx(A;W) : A 2 P��(
[

�<�0

S�);W 2 P��(V�0); X � (A [ (
[
W)) 6= ;g

alt kümesi tan¬mlans¬n. Apaç¬k olarak jS�0j � 2� gerçeklenir. Böylece S� � X (0 �

� < �+) alt kümelerinin ve V� (0 < � < �+) ailelerinin, sonlu ötesi tümevar¬mla,

tan¬mlanmas¬ süreci sona erer. S =
S

�<�+
S� kümesi lemmada aranan özelli¼ge sahiptir.

Gerçekten, q 2 X � S ise her bir p 2 S noktas¬n¬n q =2 Vp 2 Vp olacak şekilde bir

Vp komşulu¼gu vard¬r. Bu durumda S �
S
p2S

Vp olup Sapirovskii Lemmas¬ nedeniyle,

A;B � S alt kümeleri jAj � �, jBj � � ve S � A [ (
S
p2B

Vp) gerçeklenecek biçimde
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vard¬r. W = fVp : p 2 Bg olsun. Böylece q 2 A d¬r. Aksi halde bir �0 < �+ ordinali

(A [B) �
[

�<�0

S�; W 2 P��(V�0) ve p 2 X � (A [ (
[
W)) 6= ;

koşullar¬ gerçeklenecek biçimde var oldu¼gundan, (3) koşulu nedeniyle,

; 6= S�0 � (A [ (
[
W)) � S � (A [ (

[
W)) = ;

çeli̧skisi bulunur. Ayr¬ca

jSj =

�����
[

�<�+

S�

����� � �+ _ sup
�<�+

jS�j � 2
�

olup S aranan kümedir.

Teorem II.12 (Hajnal-Juhasz): E¼ger X bir Hausdor¤ uzay¬ ise hd(X) � 2s(X)

gerçeklenir.

Kan¬t. Saç¬l¬m say¬s¬ monoton oldu¼gundan d(X) � 2s(X) gerçeklendi¼gini görmek

yeterlidir, oysa bu bir önceki lemman¬n kolay bir sonucudur.

Teorem II.13 E¼ger X bir T3 uzay¬ ise nw(X) � 2s(X) olur.

Kan¬t. s(X) = � olsun. Böylece Lemma II.10 nedeniyle bir S � X alt kümesi,

jSj � 2� ve X
�
=
S
fA : A � S; jAj � �g koşullar¬ gerçeklenecek biçimde vard¬r. O

halde N = fN : N � S; jN j � �g ailesi, X uzay¬ için bir a¼gd¬r. Gerçekten, herhangi

bir p 2 X ve p noktas¬n¬n herhangi bir R aç¬k komşulu¼gu al¬n¬rsa, X düzenli uzay

oldu¼gundan p 2 V � V � R olacak şekilde bir aç¬k V kümesi vard¬r. Ayr¬ca ( � )

eşitli¼ginden p 2 A; jAj � � gerçekleyen bir A � S alt kümeside var olup p 2 A \ V �

A \ V = A \ V sonucu bulunur. Böylece N = A \ V al¬n¬rsa, jN j = jA \ V j � �,

p 2 N = A \ V � V � R bulunarak N ailesinin X uzay¬ için jN j � 2� gerçekleyen bir

a¼g oldu¼gu anlaş¬l¬r.
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Hajnal-Juhasz taraf¬ndan kan¬tlanan ünlü jXj
(1)

� 2s(X)� (X) (X;T1 ise) eşitsi-

zli¼ginin (bkz. Teorem III.45) T3 uzaylar¬ndaki do¼grulu¼gu, yukar¬daki teoremden yarar-

lanarak kolayca görülür. Gerçekten, Teorem II.10 ve Teorem II.13�den yararlanarak

jXj � (nw(X)) (X) � (2s(X)) (X) = 2s(X)� (X) bulunur. Ayr¬ca (1) eşitsizli¼gi ve Sonuç

II.2�den jXj � 22
s(X)

(X;T2 ise) olup, Teorem II.6 ve Teorem II.12�den o(X) � 22
s(X)

bu-

lunur.

Öte yandan Sapirovskii, herhangi bir X t¬k¬z Hausdor¤ uzay¬ için hd(X) � s(X)+

oldu¼gunu (bkz. Teorem III.8) kan¬tlad¬. Yine Sapirovskii taraf¬ndan Lemma II.10�dan

yararlanarak kan¬tlanan aşa¼g¬daki teorem oldukça önemlidir. Bu teoremden yararla-

narak hd(X) � 2s(X) (X;T2 için) eşitsizli¼ginin alternatif ispat¬ verilebilir. Gerçekten,

De Groot taraf¬ndan kan¬tlanan ve Sonuç III.36�da görülecek olan jXj � 2hL(X)(X;T2

ise) eşitsizli¼ginden ve s(X)�in monotonlu¼gundan yararlanarak d(X) � 2s(X) gerçek-

lendi¼gini göstermek yeterlidir. Bu halde s(X) = � olsun. Aşa¼g¬daki teoremden X

uzay¬n¬n hL(Y ) � � özelli¼gine sahip Y yo¼gun alt uzay¬ vard¬r, böylece d(X) � jY j �

2hL(Y ) � 2� bulunur.

Teorem II.14 (Sapirovskii): E¼ger s(X) � � ise X uzay¬n¬n hL(Y ) � � olacak

şekilde yo¼gun bir Y alt uzay¬ vard¬r.

Kan¬t. d(X) = � � �+ olsun.(d(X) � � ise kan¬tlanacak biŗsey yok) Bu durumda

X uzay¬n¬n S = fx� 2 X : 0 � � < �g biçiminde bir yo¼gun alt kümesi vard¬r. Bu

kümeden yararlanarak, sonlu ötesi tümevar¬mla, Y = fx�� : 0 � � < �g alt kümesi

�� = minf
 : 
 < �; x
 =2 fx�� : 0 � � < �gg olacak şekilde tan¬mlans¬n. Aç¬kt¬r ki

�� � � (8� < �) d¬r. Bu gerçekten kolayca görülür ki Y , X uzay¬n¬n yo¼gun alt küme-

sidir. Tan¬m¬ndan dolay¬ Y kümesinin �+ kardinaliteli herhangi bir Z alt kümesinin

bir A � Z alt kümesi, d(A) = �+ olacak şekilde vard¬r. hL(Y ) � � oldu¼gundan kan¬t

tamamlan¬r. Gerçekten, hL(Y ) > � olsayd¬ Y uzay¬n¬n aç¬k kümelerinin fG�g�<�+
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ailesi ve Z = fy� : 0 � � < �+g � Y alt kümesi, y� 2 (G� �
S
�<�

G�) (8� < �+)

olacak şekilde tan¬mlanabilir ve böylece A � Z alt kümesi d(A) = �+ olacak şekilde

bulunabilirdi; ancak bu durumda Z uzay¬n¬n V� = fy� : 0 � � < �g aç¬k kümelerinin

fV�g�<�+ ailesi ( jV�j � � (8� < �+) oldu¼gu aç¬kt¬r) A alt kümesinin bir aç¬k örtülüşü

olup Sapirovskii Lemmas¬ nedeniyle jBj � � gerçekleyen bir B � A alt kümesi ve bir

�0 < �+ ordinali, A � B [ V�0 olacak şekilde vard¬r. Sonuçta B [ (V�0 \ A) � A alt

kümesi A alt uzay¬nda yo¼gun olup �+ = d(A) � jB [ (V�0 \ A)j � � çeli̧skisi bulunur.

Aşa¼g¬daki üç teoremde herhangi bir X topolojik uzay¬n¬n Suslin, �-a¼g¬rl¬k ve �-¬ra

say¬lar¬ndan yararlanarak w(X), jRO(X)j ve jXj için s¬n¬rlar gösterilecektir. jRO(X)j

için bulunan s¬n¬rlar ileride X üzerinde tan¬ml¬ tüm gerçel de¼gerli sürekli fonksiyonlar¬n

kümesi C(X)�in kardinalitesi için s¬n¬r belirlemede kullan¬lacakt¬r.

Teorem II.15 (E�mov): Herhangi bir X uzay¬ için jRO(X)j � (�w(X))c(X) geçer-

lidir.

Kan¬t. c(X) = � olsun. V, X uzay¬n¬n jVj � �w(X) gerçekleyen bir �-taban¬

olmak üzere

G = f
o

G : G;V nün � � say¬da eleman¬n¬n birleşimig

olarak tan¬mlan¬rsa, RO(X) � G olur. Gerçekten, her bir R 2 RO(X) için
o

R = R olup

R; X uzay¬nda bir aç¬k kümedir. V ; X uzay¬n¬n �-taban¬ oldu¼gundan VR = fV : V 2

V ; V � Rg ailesi için R �
S
VR gerçeklenir. Önerme II.1 nedeniyle bir W � VR alt

ailesi, jWj � � ve
S
VR �

S
W koşullar¬ sa¼glanacak şekilde vard¬r. Böylece G =

S
W

olarak al¬n¬rsa, R =
S
VR =

S
W = G olup sonuçta R =

o

G 2 G bulunur. Bu durumda

jRO(X)j � jGj � (�w(X))� elde edilir.

Teorem II.16 E¼ger X bir düzenli uzay ise w(X) � jRO(X)j � (��(X))c(X) gerçek-

lenir.
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Kan¬t. Düzenli uzaylarda, tüm düzenli aç¬klar¬n kümesi bir taban belirledi¼ginden

jRO(X)j � (��(X))c(X) oldu¼gunu göstermek yeterlidir. Düzenli X uzay¬ için d(X) �

(��(X))c(X) oldu¼gundan (bak¬n¬z aşa¼g¬ya) bir önceki teorem ve Teorem II.8 (b)�den

yararlanarak jRO(X)j � (�w(X))c(X) = (d(X):��(X))c(X) � (��(X))c(X) bulunur.

1977 y¬l¬nda Charlesworth d(X) � (��(X))c(X) (X düzenli ise) oldu¼gunu aşa¼g¬daki

gibi kan¬tlad¬:

c(X) = � ve her bir x 2 X için Bx; x noktas¬n¬n jBxj � ��(X) gerçekleyen yerel �-

taban¬ olarak tan¬mlan¬rsa, X�in alt kümelerinin fA� : 0 � � < �+g ailesi ve aç¬k

küme ailelerinin fV� : 0 � � < �+g ailesi, aşa¼g¬daki koşullar sa¼glanacak şekilde inşa

edilebilir:

(1) jA�j � (��(X))
� (0 � � < �+);

(2) V� = fV : V 2 Bx; x 2
S
�<�

A�g (0 � � < �+);

(3) E¼ger W kümesi V� ailesinin � � say¬da eleman¬n¬n birleşimi ve X 6= W ise

A� �W 6= ; olur.

Lemma II.10�dakine benzer şekilde fA�g�<�+ ve fV�g�<�+ aileleri tan¬mlan¬r. S =

S
�<�+

A� olarak tan¬mlan¬rsa, jSj � (��(X))� olup S = X gerçeklenir dolay¬s¬yla S

kümesi,X uzay¬nda yo¼gun olur ve böylece d(X) � jSj � (��(X))� bulunur. Gerçekten,

e¼ger S 6= X olsayd¬ X uzay¬n¬n boştan farkl¬ aç¬k bir R kümesi S\R = ; olacak şekilde

bulunurdu. Bu durumda

G = fV : V 2 Bx; x 2 S; V \R = ;g ve G =
[
G

olarak tan¬mlan¬rsa, kolayca görülebilir ki S � G ve R\G = ; gerçeklenir. Önerme.II.1

nedeniyle G �
S
W ; jWj � � özelliklerine sahip birW � G alt ailesi vard¬r. W =

S
W

kümesi için S � W ve W \ R = ; gerçeklenir. Üstelik bir �0 < �+ ordinali, W � V�0

olacak şekilde vard¬r; ancak bu durumda W \ R = ; oldu¼gundan (3) ş¬kk¬ nedeniyle

; 6= A� � W � S � W = ; çeli̧skisi bulunur. Ulaş¬lan bu çeli̧ski nedeniyle S = X

oldu¼gu anlaş¬l¬r.
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Sonuç II.3 (Sapirovskii): X bir T3 uzay¬ ise jXj � (��(X))
c(X)� (X) olur.

Kan¬t. jXj � (nw(X)) (X) � (w(X)) (X) � (��(X))c(X)� (X) bulunur.

Sonuç II.4 E¼ger X bir T3 uzay¬ ise jXj � 2c(X)���(X)� (X) geçerlidir.

Bu eşitsizlikten sözde ¬ra say¬s¬ ç¬kar¬lamaz. Örne¼gin �N uzay¬ için ��(X) =

�w(X) = c(X) = @0 ancak j�N j = 22
@0 d¬r.(bkz. Örnek III.1)
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III ÇALIŞMALAR

Bu bölümde ilk olarak topolojik uzaylar¬n iki önemli s¬n¬f¬ olan t¬k¬z uzaylar¬n ve

metriklenebilir uzaylar¬n üzerinde tan¬mlanan kardinal de¼gi̧smezler aras¬ndaki ba¼g¬n-

t¬lar incelenecektir. Ço¼gu topolog, araşt¬rmalar¬n¬ öncelikle bu özel uzaylar üzerinde

yapar ve sonradan genelleştirir. Bu nedenle bu uzaylar üzerindeki incelemeler oldukça

önemlidir. ·Ilk olarak t¬k¬z uzaylar üzerinde tan¬mlanan kardinal de¼gi̧smezler aras¬ndaki

ba¼g¬nt¬lar görülecektir.

III.1 T¬k¬z Uzaylar Üzerinde Tan¬ml¬ Baz¬ Kardinal

De¼gi̧smezlerin Özellikleri

Bilindi¼gi gibi bir topolojik uzaya, her aç¬k örtülüşünden sonlu üyeli bir alt örtülüş

elde edilirse t¬k¬z uzay (kompakt uzay) denir. Bir X Hausdor¤ uzay¬n¬n t¬k¬z olmas¬

için gerek ve yeter koşul bu uzayda her sonlu arakesit özelli¼gine sahip fFsgs2S kapal¬

kümeler ailesi için ; 6=
T
s2S

Fs olmas¬d¬r. Ayr¬ca X uzay¬nda t¬k¬z kümelerin bir fKtgt2T

ailesi ve V aç¬k kümesi için ; 6=
T
t2T

Kt � V ise sonlu bir T � � T alt kümesi için

T
t2T �

Kt � V oldu¼gu bilinmektedir. Üstelik t¬k¬z bir K � X alt kümesi için K � V

olacak şekilde bir V aç¬k kümesi varsa, K � R � R � V ve R t¬k¬z alt küme olacak

şekilde bir R aç¬k kümesi vard¬r.(bkz :[4])

Aşa¼g¬daki teoremAlexandro¤ taraf¬ndan kan¬tlanm¬̧s olup sonucuysa K¬s¬m III.6�da

görülecek olan ünlü Arhangel�skii Teoremi�nin kolay bir sonucudur.

Teorem III.1 E¼ger X bir t¬k¬z Hausdor¤ uzay¬ ise  (X) = �(X) eşitli¼gi geçerlidir.

Kan¬t. Herhangi bir T1 uzay¬nda  (X) � �(X) oldu¼gundan X t¬k¬z Hausdor¤

uzay¬ için �(X) �  (X) gerçeklendi¼gini göstermek yeterlidir. Bu amaçla her bir
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x 2 X için �(x;X) �  (x;X) oldu¼gu gösterilirse aranan bulunur. Şimdi x 2 X nok-

tas¬n¬n jVxj �  (x;X) gerçekleyen bir Vx sözde taban¬ göz önüne al¬ns¬n.. Bu durumda

Bx = f
T
A : A 2 P<@0(Vx)g ailesi, x noktas¬ için jBxj � jP<@0(Vx)j = jVxj �  (x;X)

gerçekleyen bir yerel taband¬r. Gerçekten, x noktas¬n¬n herhangi bir R aç¬k komşu-

lu¼gu için, X bir Hausdor¤ uzay¬ oldu¼gundan, fxg �
T

V 2Vx

V � R olup X uzay¬

t¬k¬z oldu¼gundan yukar¬daki aç¬klamalar nedeniyle sonlu bir Vx(0) � Vx alt ailesi

fxg �
T

V 2Vx(0)

V �
T

V 2Vx(0)

V � R sa¼glanacak şekilde vard¬r. BöyleceG =
T

V 2Vx(0)

V 2 Bx

ve G � R oldu¼gundan Bx ailesinin x noktas¬ için bir yerel taban oldu¼gu görülür.

Sonuç III.1 E¼ger X bir t¬k¬z Hausdor¤ uzay¬ ise jXj � 2 (X) olur. Özel olarak say¬la-

bilir sözde-¬raya sahip her t¬k¬z Hausdor¤ uzay¬ en fazla 2@0 kardinalitelidir.

Aşa¼g¬daki teoremde bir X t¬k¬z Hausdor¤ uzay¬ için pw(X) = w(X) = nw(X)

eşitli¼ginin gerçeklendi¼gi görülecektir. psw(X) = w(X) eşitli¼ginin say¬labilir versiy-

onu Arhangel�skii ve Proizvolov taraf¬ndan "T¬k¬z Hausdor¤ X uzay¬, nokta-say¬labilir

ay¬ran örtülüşe sahip ise say¬labilir taban¬ vard¬r (yani ikinci say¬labilirdir) dolay¬s¬yla

metriklenebilirdir" olarak kan¬tland¬. Sneider, her t¬k¬z Hausdor¤, G�-köşegensel uza-

y¬n say¬labilir tabana sahip oldu¼gunu kan¬tlad¬. Bir X t¬k¬z Hausdor¤ uzay¬ için

nw(X) = w(X) eşitli¼ginin gerçeklendi¼gi 1959 da Arhangel�skii taraf¬ndan kan¬tlan-

m¬̧st¬r. Bu eşitli¼gin önemli bir sonucu aşa¼g¬daki teoremden sonra görülecektir.

Teorem III.2 Herhangi bir X t¬k¬z Hausdor¤ uzay¬ için pw(X) = w(X) = nw(X)

gerçeklenir.

Kan¬t. w(X) � nw(X) oldu¼gunu kan¬tlamak için nw(X) = � ve N ; X uza-

y¬n¬n jN j � � gerçekleyen bir a¼g�¬ olsun. N a¼g�¬ndan yararlanarak X uzay¬n¬n aç¬k

kümelerinin jVj � � gerçekleyen bir V ailesi ( � ) özelli¼gine sahip olacak şekilde inşa
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edilebilir:

( � ) Farkl¬ p; q 2 X noktalar¬ için p 2 Vp; q 2 Vq ve Vp \ Vq = ; gerçekleyen

Vp; Vq 2 V elemanlar¬ vard¬r.

V ailesi şu şekilde oluşturulur: N1 \ N2 = ; gerçekleyen N1; N2 2 N eleman çifti

için Ni � Vi (i = 1; 2); V1 \ V2 = ; olacak şekilde Vi (i = 1; 2) aç¬k kümeleri

varsa, bu kümelerden tek türlü seçimle V1(N1; N2) ( � N1); V2(N1; N2) ( � N2)

(dikkat: V1(N1; N2)\V2(N1; N2) = ;) kümeleri al¬narak, e¼ger yoksa herhangi bir seçim

yapmayarak � � kardinaliteli V ailesi ( � ) koşulu sa¼glanacak şekilde (X Hausdor¤

oldu¼gundan kolayca görülür) bulunur. Şimdi B, V ailesinin elemanlar¬n¬n sonlu arake-

sitlerinin kümesi olsun. K¬sacas¬ B = f
T
G : G 2 P<@0(V)g yaz¬ls¬n. X uzay¬ t¬k¬z

oldu¼gundan B ailesi, X uzay¬n¬n bir taban¬d¬r. Gerçekten, herhangi bir x 2 X ve x

noktas¬n¬n herhangi bir B aç¬k komşulu¼gu için, X bir Hausdor¤ uzay¬ oldu¼gundan,

fxg =
T
fV : V 2 V ; x 2 V g � B olup X uzay¬ t¬k¬z oldu¼gundan sonlu bir V0 � V

alt ailesi fxg �
T
fV : V 2 V0g �

T
fV : V 2 V0g � B gerçeklenecek biçimde vard¬r.

Böylece (B �) G =
T

V 2V0

V 2 B oldu¼gundan B; X uzay¬n¬n jBj = jVj � � gerçekleyen

bir taban¬d¬r. Sonuçta w(X) � jBj � � bulunur.

Ayr¬ca herhangi bir Y Hausdor¤ uzay¬ için psw(Y ) � nw(Y ) dir; çünkü Y uzay¬n¬n

herhangi bir jN (Y )j � nw(Y ) gerçekleyen a¼g�¬ için yukar¬daki gibi tan¬mlanan V ailesi,

jVj � nw(Y ) gerçekleyen bir ay¬ran aç¬k örtülüş tan¬mlar. Böylece kan¬t¬ tamamlamak

için nw(X) � psw(X) oldu¼gunu göstermek yeterlidir. psw(X) = � ve R, X uzay¬n¬n

ord(x;R) � � (8x 2 X) gerçekleyen bir ay¬ran aç¬k örtülüşü olsun. X uzay¬ t¬k¬z

oldu¼gundan jRj � � d¬r. Gerçekten, Miscenko Lemmas¬�na göre R ailesinden elde

edilen tüm sonlu minimal örtülüşlerin say¬s¬ � � olup bu tür örtülüşlerin ailesi fR� :

0 � � < �g olsun. O zaman R �
S
�<�

R� olur çünkü key� bir V0 2 R; x 2 V0

ve her bir y 6= x eleman¬ için R ay¬ran örtülüş oldu¼gundan y 2 Vy ancak x =2 Vy

olacak şekilde Vy 2 R eleman¬ vard¬r. Böylece elde edilen fVygy2Xnfxg [ fV0g ailesi, X
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uzay¬n¬n bir aç¬k örtülüşü olup X uzay¬ t¬k¬z oldu¼gundan sonlu alt örtülüş vard¬r. Bu

alt örtülüşe R� denirse, aç¬kt¬r ki V0 2 R� sonuçta R �
S
�<�

R� bulunur. Bu durumda

jRj �

����
S
�<�

R�

���� � � gerçeklenir. O halde N (R) = fX �
S
W : W 2 P<@0(R)g

olarak tan¬mlan¬rsa, jN (R)j � � olur ve üstelik X uzay¬ için bir a¼g belirler, böylece

nw(X) � jN (R)j � psw(X) bulunur.

Bu teoremden yararlanarak şu ünlü sorunun cevab¬ bulundu: E¼ger X t¬k¬z Haus-

dor¤ uzay¬, � � say¬da, herbirinin a¼g¬rl¬¼g¬ � � olan alt uzaylar¬n birleşimi olarak yaz¬la-

biliyorsa w(X) � � m¬d¬r?. Cevap olumlu olup bu sonuca A¼g¬rl¬k Ekleme Teoremi

denilir. Gerçekten, X t¬k¬z Hausdor¤, w(As) � � (8s 2 S) ve jSj � � için X =
S
s2S

As

olsun. Bu durumda her As (8s 2 S) alt uzay¬n¬n jBsj � w(As) � � gerçekleyen bir Bs

taban¬ vard¬r. Böylece B =
S
s2S

Bs olarak tan¬mlanan B ailesi, X uzay¬n¬n bir a¼g�¬ olup

w(X) = nw(X) � jBj =

�����
[

s2S

Bs

����� � jSj _ supfjBsj : s 2 Sg � �

bulunur.

Sonuç III.2 Her t¬k¬z Hausdor¤ ve nokta-say¬labilir ay¬ran örtülüşe sahip uzay, ikinci

say¬labilir olup metriklenebilirdir.

Sonuç III.3 Herhangi bir X t¬k¬z Hausdor¤ uzay¬ için �(X) = w(X) geçerlidir.

Özel olarak t¬k¬z Hausdor¤ ve G�-köşegensel uzay, ikinci say¬labilir ve böylece metrik-

lenebilirdir.

Kan¬t. �(X) � w(X) = psw(X) oldu¼gundan herhangi bir Y T1uzay¬nda psw(Y ) �

L(Y ):�(Y ) gerçeklendi¼gini görmek yeterlidir. L(Y ):�(Y ) = � olsun. Böylece Y uza-

y¬n¬n her bir y 2 Y eleman¬ için fyg =
T
�<�

st(y;V�) gerçekleyen aç¬k örtülüşlerinin bir

fV� : 0 � � < �g ailesi vard¬r. L(Y ) � � oldu¼gundan özel olarak jV�j � � (8� < �)

al¬nabilir. Böylece V =
S
�<�

V� ailesi, kolayca görülebilir ki ord(y;V) � � (8y 2 Y )

gerçekleyen bir ay¬ran aç¬k örtülüş olur ve böylece psw(Y ) � � bulunur.
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Sonuç III.4 E¼ger X bir t¬k¬z Hausdor¤ uzay¬ ise w(X) � jRO(X)j � 2s(X) gerçek-

lenir.

Kan¬t. Teorem II.15 den yararlanarak

jRO(X)j � (�w(X))c(X) � (w(X))c(X) = (nw(X))c(X) � 2s(X)�c(X) = 2s(X)

bulunur.

·Ikinci bölümde tan¬mlanan yerel kardinal de¼gi̧smezlerin ço¼gunun monoton oldu¼gu

görüldü; ancak ��(�N) = @0; ��(�NnN) = 2@0 oldu¼gundan (bkz. Örnek III.1) �-¬ra

say¬s¬ monoton de¼gildir. Benzer şekilde �-a¼g¬rl¬k say¬s¬ da monoton de¼gildir. Böylece

h�� ve h�w gibi yeni kardinal de¼gi̧smezler elde edilir. Sapirovskii 1975 y¬l¬nda her-

hangi bir X t¬k¬z Hausdor¤ uzay¬ için h��(X) = t(X); h�w(X) = hd(X) eşitliklerinin

gerçeklendi¼gini kan¬tlad¬. (·Ikinci eşitlik birincisinin kolay bir sonucudur.) Herhangi

bir X uzay¬nda t(X) � h��(X) gerçeklendi¼gi kolayca görülebilir. Ters eşitsizlik t¬k¬z

Hausdor¤ uzaylar¬nda do¼grudur. Bu iddia şu önemli kavramdan yararlanarak kan¬t-

lanacakt¬r: X uzay¬nda tan¬mlanan bir fx� : 0 � � < �g dizisine, ancak ve yaln¬z her

bir � < � ordinal say¬s¬ için fx� : � < �g \ fx� : � � �g = ; gerçeklenirse �- uzun-

lu¼gunda erkin dizi denir. X uzay¬nda tan¬mlanan her erkin dizi, tan¬m¬ndan kolayca

görülür ki bir kesikli alt küme belirler. Öncelikle t¬k¬z uzaylarda erkin dizilerin temel

özellikleri görülecektir

Teorem III.3 E¼ger X bir t¬k¬z Hausdor¤ uzay¬ ve t(X) � � ise X uzay¬nda �+-

uzunlu¼gunda erkin dizi yoktur.

Kan¬t. X uzay¬, t¬k¬z oldu¼gundan her sonsuz alt kümesinin en az bir tam y¬¼g¬lma

noktas¬ vard¬r. (A � X alt küme ve x 2 X olmak üzere, e¼ger x noktas¬n¬n herhangi

bir B aç¬k komşulu¼gu için jA \Bj = jAj oluyorsa, x noktas¬na A kümesinin bir tam

y¬¼g¬lma noktas¬ denir. Bir Hausdor¤ uzay¬n¬n t¬k¬z olmas¬ ile her sonsuz alt kümesinin
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tam y¬¼g¬lma noktas¬na sahip olmas¬ iddialar¬n¬n eşde¼ger oldu¼gu bilinmektedir.(bkz :[4])

Böylece e¼ger X uzay¬nda �+-uzunlu¼gunda fx� : 0 � � < �+g erkin dizisi tan¬mlan-

abilseydi, A = fx� : 0 � � < �+g kümesinin en az bir tam y¬¼g¬lma noktas¬ bulunurdu.

Örne¼gin x böyle bir noktaysa aç¬kt¬r ki x 2 A olup t(X) � � oldu¼gundan jA0j � �

gerçekleyen bir A0 � A alt kümesi için x 2 A0 d¬r. Bu durumda bir �0 < �+ ordinal

say¬s¬ için A0 � fx� : 0 � � < �0g olup fx� : 0 � � < �+g n¬n erkin dizi olmas¬

nedeniyle x 2 fx� : � < �0g \ fx� : � � �0g = ; çeli̧skisi bulunur.

Önerme III.1 X herhangi bir T3 uzay¬ ve K � X bir t¬k¬z alt küme olsun. Bu

durumda her bir p 2 X �K noktas¬ için G�-türü kapal¬ A;B � X alt kümeleri, p 2 A;

K � B ve A \B = ; koşullar¬ sa¼glanacak şekilde vard¬r.

Kan¬t. X bir T3 uzay¬ olmas¬ ve bu uzayda Vn+1 � Vn (n < @0) gerçekleyen aç¬k

kümelerin fVn : n < @0g ailesi için
T

n<@0

Vn =
T

n<@0

Vn kümesinin G�-türü kapal¬ küme

olmas¬ gerçeklerinden yararlanarak iddia kolayca kan¬tlan¬r.

Teorem III.4 (Arhangel�skii): X bir t¬k¬z Hausdor¤ uzay¬ysa ve h��(X) > �

gerçekleniyorsa, X uzay¬nda �+-uzunlu¼gunda erkin dizi tan¬mlanabilir.

Kan¬t. Teorem II.9(b) nedeniyle her Y � X alt kümesi için ��(Y ) � ��(Y )

oldu¼gundan ��(X) > � varsay¬m¬ alt¬nda teoremi kan¬tlamak yeterlidir. Bu durumda

en az bir p 2 X noktas¬ için ��(p;X) � �+ gerçeklenir. G, bu uzaydaki boştan farkl¬

tüm G�-türü kapal¬ kümelerin ailesi olsun. G ailesi, aşa¼g¬daki özelli¼ge sahiptir:

( � ) E¼ger H � G ve jHj � � ise p noktas¬n¬n bir R aç¬k komşulu¼gu,

H �R 6= ; (8H 2 H) gerçeklenecek şekilde vard¬r.

(Gerçekten, ( � ) iddias¬ do¼gru olmasayd¬, p noktas¬n¬n her R aç¬k komşulu¼gu için

HR � R gerçekleyen en az bir HR 2 H eleman¬ bulunurdu. X uzay¬n¬n t¬k¬z olmas¬

nedeniyle HR � VR � VR � R (VR t¬k¬z) olacak şekilde VR aç¬k kümesi vard¬r. Bu
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şekilde tan¬mlanan VR aç¬klar¬n¬n ailesi, p noktas¬ için bir yerel �-taban¬ tan¬mlar ve

böylece �+ � ��(p;X) � jfVR : R; p nin aç¬k komşulu¼gugj � jHj � � çeli̧skisi elde

edilir.) G ailesinin fA� : 0 � � < �+g ve fB� : 0 � � < �+g alt aileleri, sonlu ötesi

tümevar¬mla, aşa¼g¬daki koşullar sa¼glanacak şekilde tan¬mlanabilir:

(1) p 2 A� ve A� \B� = ; (0 � � < �+);

(2) E¼ger H; fA� : 0 � � < �g [ fB� : 0 � � < �g ailesinin elemanlar¬n¬n

boştan farkl¬ sonlu arakesiti ise H \B� 6= ; olur.

Gerçekten, p noktas¬n¬ içermeyen herhangi bir t¬k¬z küme (örne¼gin tek nokta kümeleri)

için bir önceki önerme nedeniyle (1)-(2) koşullar¬n¬ gerçekleyen A0; B0 kümeleri bu-

lunur. Şimdi herhangi bir 0 < � < �+ ordinali için fA� : � < �g; fB� : � < �g aileleri

(1)-(2) sa¼glanacak şekilde bulunmuş olsun. H, fA� : � < �g[fB� : � < �g ailesinin el-

emanlar¬n¬n tüm boştan farkl¬ sonlu arakesitlerinin kümesi olsun. Bu durumda H � G,

jHj � � olup ( � ) ifadesi nedeniyle p noktas¬n¬n bir R aç¬k komşulu¼gu, H � R 6= ;

(8H 2 H) olacak şekilde vard¬r. Böylece bir önceki önerme nedeniyle A;B G�-türü

kapal¬ kümeleri, p 2 A; X �R � B ve A\B = ; koşullar¬ sa¼glanacak şekilde bulunur.

Bu durumda A� = A ve B� = B olarak al¬n¬rsa, H � R 6= ; (8H 2 H)oldu¼gundan

H \ B� 6= ; (8H 2 H) olup (2) gerçeklenir ve böylece sonlu ötesi tümevar¬m süreci

tamamlan¬r.

Key� � < �+ ordinali için (1) koşulunun ilk k¬sm¬ ve (2)�den yararlanarak, sonlu

tümevar¬mla, fA� : � � �g [ fB� : � > �g ailesinin her sonlu say¬da üyesinin arake-

sitin boştan farkl¬ oldu¼gu görülür. Böylece X bir t¬k¬z Hausdor¤ uzay¬ oldu¼gundan

T
���

A� \
T
�>�

B� 6= ; (8� < �+) olup, Seçme Aksiyomu yard¬m¬yla her bir � < �+

için x� 2
T
���

A� \
T
�>�

B� noktas¬ seçilerek elde edilen fx� : 0 � � < �+g dizisi, X

uzay¬nda �+-uzunlu¼gunda erkin dizidir; çünkü her bir � < �+ için fx� : � < �g � B�;

fx� : � � �g � A� ve A� \B� = ; gerçeklenir.

Sonuç III.5 X bir t¬k¬z Hausdor¤ uzay¬ ve t(X) > � ise X uzay¬nda �+-uzunlu¼gunda

43



erkin dizi vard¬r.

Kan¬t. Herhangi bir Y uzay¬ için t(Y ) � h��(Y ) oldu¼gundan bir önceki teoremden

iddia aç¬kt¬r.

Sonuç III.6 Herhangi bir X t¬k¬z Hausdor¤ uzay¬ için t(X) = F (X) gerçeklenir.

(Burada F (X) = supf� : X uzay¬nda �-uzunlu¼gunda erkin dizi varg + @0 olarak

tan¬mlan¬r.)

Kan¬t. Teorem III.3 ve Teorem III.4�dan kolayca görülür.

Teorem III.5 (Sapirovskii): X bir t¬k¬z Hausdor¤ uzay¬ ise t(X) = h��(X) olur.

Özel olarak t¬k¬z Hausdor¤ uzaylar¬n¬n say¬labilir s¬k¬l¬¼ga sahip alt uzaylar¬, say¬labilir

�-¬ra�ya sahiptir.

Kan¬t. t(X) � h��(X) oldu¼gu biliniyor. E¼ger t(X) = � için h��(X) > � olsayd¬,

X uzay¬nda Teorem III.4 nedeniyle �+-uzunlu¼gunda erkin dizi tan¬mlanabilir; ancak

Teorem III.3 nedeniyle böyle bir dizi tan¬mlanamazd¬. Elde edilen bu çeli̧ski nedeniyle

h��(X) = � oldu¼gu anlaş¬l¬r.

Teorem III.6 Herhangi bir X t¬k¬z Hausdor¤ uzay¬ için h�w(X) = hd(X) geçerlidir.

Kan¬t. Teorem II.8(b)-(c) de görüldü¼gü gibi herhangi bir Y uzay¬ için �w(Y ) =

d(Y ):��(Y ) ve t(Y ) � hd(Y ) iddialar¬ do¼gru oldu¼gundan �w(X) = d(X):��(X) ve

böylece

h�w(X) = hd(X):h��(X) = hd(X):t(X) = hd(X)

bulunur.

Teorem III.7 (Arhangel�skii ): X bir t¬k¬z Hausdor¤ uzay¬ ise t(X) � s(X) gerçek-

lenir. Özel olarak her t¬k¬z Hausdor¤, say¬labilir saç¬l¬ma sahip uzay say¬labilir s¬k¬l¬¼ga

sahiptir.
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Kan¬t. s(X) = � olsun. E¼ger t(X) > � olsayd¬, X uzay¬nda �+-uzunlu¼gunda

erkin dizi tan¬mlanabilirdi; ancak bu dizinin elemanlar¬yla elde edilen küme kesikli

oldu¼gundan, bu kez �+ � s(X) = � çeli̧skisi bulunurdu. Sonuç olarak t(X) � s(X)

dir.

Bu teoremden yararlanarak, R üzerinde her bir x 2 R noktas¬ndaki yerel taban¬

Bx = f(x� "; x+ ")� A : " > 0; A � ((x� "; x+ ")nfxg); jAj � @0g

biçiminde tan¬mlanan uzay¬n t¬k¬z olmad¬¼g¬ anlaş¬l¬r. Gerçekten, bu uzay X ile gös-

terilirse, X bir kal¬t¬msal Lindelöf uzay¬d¬r (bkz:[2]) dolay¬s¬yla @0 � s(X) = hc(X) �

hL(X) = @0 gerçeklenir; ancak t(X) > @0 oldu¼gundan (Gerçekten, e¼ger t(X) = @0

olsayd¬, key� bir x 2 X noktas¬ ve sabit bir " > 0 say¬s¬ için x + " 2 (x� "; x+ ")

oldu¼gundan, say¬labilir noktal¬ bir A � (x�"; x+") alt kümesi x+" 2 A gerçeklenecek

biçimde var olurdu; ancak bu imkans¬zd¬r; çünkü herhangi bir � > 0 gerçel say¬s¬ için

Bx+"(�) = ((x+"��; x+"+�)�((x+"��; x+"+�)\A)) 2 Bx+" olup Bx+"(�)\A = ;

gerçeklenir.) yukar¬daki teorem nedeniyle X uzay¬n¬n t¬k¬z olmad¬¼g¬ anlaş¬l¬r.

X bir Hausdor¤ uzay¬ ise hd(X) � 2s(X) oldu¼gu biliniyor. Bu kez ek olarak X t¬k¬z

oldu¼gunda hd(X) � (s(X))+ gerçeklendi¼gi görülecektir. Bu amaçla öncelikle aşa¼g¬daki

lemma kan¬tlanacakt¬r.

Lemma III.1 X bir T3 uzay¬, A � Y � X ve hL(Y ) � � olsun. Bu durumda X

uzay¬n¬n aç¬k kümelerinin jVj � � gerçekleyen bir V ailesi, A �
T
V ve Y \ A =

Y \ (
T
V) sa¼glanacak biçimde vard¬r.

Kan¬t. Y � A ise V ailesi kolayca tan¬mlanabilir. Şimdi Z = Y � A 6= ; olsun.

O halde X uzay¬ düzenli oldu¼gundan her bir x 2 Z noktas¬n¬n bir Rx aç¬k komşulu¼gu,

Rx \ A = ; olacak şekilde vard¬r. Bu şekilde elde edilen fRx : x 2 Zg ailesi, Z�nin

bir aç¬k örtülüşü olup hL(Y ) � � oldu¼gundan bir E � Z alt kümesi, jEj � � ve
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Z �
S
x2E

Rx gerçeklenecek şekilde vard¬r. Böylece V = fX � Rx : x 2 Eg almak

yeterlidir.

Teorem III.8 (Sapirovskii): X bir t¬k¬z Hausdor¤ uzay¬ ise

hd(X) � (s(X))+ gerçeklenir.

Kan¬t. s(X) = � olsun. Bu durumda Teorem III.7 nedeniyle t(X) � � d¬r. Z � X

olmak üzere Teorem II.9(a) nedeniyle d(Z) � d(Z):t(Z) oldu¼gundan d(Z) � �+ gerçek-

lendi¼gini göstermek yeterlidir. Saç¬l¬m say¬s¬ monoton oldu¼gundan s(Z) �s(X) � �

gerçeklenir, böylece Teorem II.14 nedeniyle Z nin yo¼gun bir Y alt kümesi, hL(Y ) � �

olacak şekilde vard¬r. Y kümesi, Z alt uzay¬nda yo¼gun oldu¼gundan d(Z) � d(Y ) dir.

K¬sacas¬ hL(Y ) � � gerçekleyen tüm Y (� X) alt uzaylar¬ için d(Y ) � �+ oldu¼gu gös-

terilirse kan¬t tamamlanm¬̧s olur. Bu amaçla böyle bir Y alt uzay¬nda, alt kümelerin

artan fA� : 0 � � < �+g ailesi ile X uzay¬n¬n aç¬k küme ailelerinin fV� : 0 � � < �+g

ailesi, sonlu ötesi tümevar¬mla, aşa¼g¬daki özelliklere sahip olacak şekilde tan¬mlanabilir:

(1) jA�j � � ve jV�j � � (8� < �+);

(2) A� �
T
V� ve Y \ A� = Y \ (

T
V�) (8� < �+);

(3) Bir G 2 P<@0(
S
�<�

V�) için Y �
S
G 6= ; ise A� \ (Y �

S
G) 6= ; olur.

Gerçekten, jA0j � � gerçekleyen herhangi bir A0 � Y alt kümesi için bir önceki lemma

nedeniyle (1)-(3) koşullar¬n¬ sa¼glayan bir V0 ailesi vard¬r. Key� sabit bir � < �+ ordinal

say¬s¬ göz önüne al¬nd¬¼g¬nda, her � < � için A� kümeleri ve V� aileleri belirlenmi̧s olsun.

Bu durumda bir G 2 P<@0(
S
�<�

V�) için Y �
S
G 6= ; ise, ünlü Seçme Aksiyomu ile tek

türlü belirli bir x(G) 2 Y �
S
G eleman¬n¬ seçerek,

A� = fx(G) 2 Y �
[
G : G 2 P<@0(

[

�<�

V�); Y �
[
G 6= ;g

biçiminde tan¬mlan¬rsa,

jA�j �

�����P<@0(
[

�<�

V�)

����� =
�����
[

�<�

V�

����� � j�j _ sup�<�

jV�j � �
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olur. Üstelik A� � Y oldu¼gundan V� ailesi, bir önceki lemmadan yararlanarak tan¬m-

lanabilir. Böylece sonlu ötesi tümevar¬m süreci tamamlan¬r. Aç¬kt¬r ki � < � < �+

için A� � A� olur. Şimdi S =
S

�<�+
A� olarak tan¬mlan¬rsa, kolayca görülür ki

jSj � �+ gerçeklenir. kapY S = S \ Y oldu¼gundan, e¼ger Y � S ise kan¬t tamam-

lan¬r. t(X) � � ve fA� : 0 � � < �+g X uzay¬nda kapal¬ kümelerin artan ailesi

oldu¼gundan
S

�<�+
A� kümesi kapal¬d¬r. Böylece S =

S
�<�+

A� olur. E¼ger q 2 Y � S 6= ;

olacak şekilde bir q 2 Y eleman¬ var olsayd¬, q =2 A� (8� < �+) olup (2) koşu-

lunun ikinci k¬sm¬ndan q =2 V� olacak şekilde en az bir V� 2 V� (8� < �+) el-

eman¬ bulunurdu. (2) koşulunun ilk k¬sm¬ndan fV� : 0 � � < �+g ailesinin S

kümesi için bir aç¬k örtülüş oldu¼gu anlaş¬l¬r. Bu durumda X uzay¬ t¬k¬z (dolay¬s¬yla

S kümesi t¬k¬z) oldu¼gundan sonlu say¬da �1 < ::: < �n ordinal say¬lar¬ ve böylelikle

fV�1 ; :::; V�ng � fV� : 0 � � < �+g alt ailesi, S nin örtülüşü olacak şekilde vard¬r.

G = fV�1 ; :::; V�ng olarak tan¬mlan¬rsa q 2 Y �
S
G 6= ; olur; ancak bu durumda (3)

koşulu nedeniyle

; 6= A�n \ (Y �
[
G) �(

[
G) \ (Y �

[
G) = ;

çeli̧skisi bulunur. Demek ki böyle bir q eleman¬ olmay¬p Y � S gerçeklenir.

Sonuç III.7 Her t¬k¬z Hausdor¤, yetkin normal uzay¬n � @1 kardinaliteli bir �-taban¬

vard¬r.

Kan¬t. X t¬k¬z Hausdor¤, yetkin normal bir uzay ise kal¬t¬msal Lindelöf uzay¬ olur

ve böylece

h�w(X) = hd(X) � (s(X))+ � (hL(X))+ � @+0 = @1

bulunur.

Bu k¬s¬m¬n son teoremi Cech ve Pospisil taraf¬ndan kan¬tlanan aşa¼g¬daki ünlü

teoremdir. Bu teorem ile k¬s¬m III.6 da kan¬tlanacak olan Arhangel�skii Teoremi�nden
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yararlan¬larak birinci say¬labilir, t¬k¬z Hausdor¤ uzaylar¬n kardinalitesi hakk¬nda önemli

sonuçlar görülecektir.

Teorem III.9 (Cech-Pospisil Teoremi): �(p;X) � � (8p 2 X) gerçekleyen bir X

t¬k¬z Hausdor¤ uzay¬ için jXj � 2� geçerlidir.

Kan¬t. Bu iddia �-düzeyli a¼gaç tan¬mlanarak ispatlanabilir, şöyle ki her � < �

düzeyindeki her bir nokta iki defa dallanacak. Böylece elde edilen a¼gaç üzerindeki

her yol X uzay¬nda boştan farkl¬, azalan kapal¬ kümeler dizisi tan¬mlar. Farkl¬ yol-

lar üzerinde farkl¬ noktalar bulunup bu yollar¬n say¬s¬ 2� d¬r. (Bu inşan¬n say¬labilir

versiyonuna Cantor a¼gac¬ denir.) Ayr¬nt¬lar aşa¼g¬daki gibi yap¬l¬r: �2 ile � = [0; �)

kümesinden f0; 1g kümesine tan¬mlanan tüm fonksiyonlar¬n kümesi gösterilmek üzere,

her bir � < � için fKf : f 2
�2g boştan farkl¬ kapal¬ kümeler ailesi aşa¼g¬daki koşullar

sa¼glanacak şekilde tan¬mlanabilir:

(1) E¼ger f 2 �2 ve � < � ise Kf � K(f j�);

(2) E¼ger f; g 2 �2 ve f 6= g ise Kf \Kg = ;:

Her bir � < � için yukar¬daki koşullara sahip fKf : f 2
�2g ailelerinin belirlendi¼gi

varsay¬ld¬¼g¬nda, her f 2 �2 için Kf =
T
�<�

K(f j�) olarak tan¬mlans¬n. (1) koşulu ne-

deniyle fK(f j�) : � < �g; X uzay¬nda boştan farkl¬ kapal¬ kümelerin azalan dizisidir,

böylece X uzay¬n¬n t¬k¬zl¬¼g¬ndan Kf 6= ; dur. E¼ger f; g 2 �2 ve f 6= g ise (2) koşulu

nedeniyleKf\Kg = ; olur. Sonuç olarak j�2j = 2� olup jXj � 2� gerçeklendi¼gi kolayca

görülür. Şimdi fKf : f 2
�2g (8� < �) ailelerinin inşas¬ iki durum alt¬nda yap¬lacakt¬r.

Durum 1: � = @0 olsun. Bu durumda yukar¬daki iki koşula ek olarak �(3) her f 2

�2 için
o

Kf 6= ; � koşuluda eklensin. Sonlu tümevar¬mla ispat tamamlan¬r. Gerçekten,

� = 0 ise �2 = f;g olup K; = X al¬n¬r. Herhangi bir 0 < � < � ordinali için fKf :

f 2 �2g (8� < �) aileleri (1)-(3) koşullar¬ gerçeklenecek şekilde önceki aşamalarda

belirlenmi̧s olsun. � = 
 + 1 için g 2 
2 ve f0; f1 2 �2 öyle ki (f0j
) = (f1j
) = g
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olmak üzere f0(
) = 0; f1(
) = 1 olsun. Amaç Kf0 ; Kf1 boştan farkl¬ kapal¬ kümelerini

(1)-(3) koşullar¬ sa¼glanacak şekilde tan¬mlamakt¬r. Bu amaçla (3)�e göre
o

Kg 6= ; ve

X uzay¬n¬n hiç yal¬t¬lm¬̧s noktas¬ bulunmad¬¼g¬ndan (çünkü hipotez gere¼gi her p 2 X

için �(p;X) � �) boştan farkl¬ aç¬k V0; V1 kümeleri, V0 [ V1 � Kg ve V0 \ V1 = ;

gerçeklenecek şekilde bulunabilir. Böylece Kfi = Vi (i = 1; 2) almak yeterlidir.

Durum 2: � > @0 olsun. Bu durumda da (1)-(2) koşullar¬na ek olarak �(3) her

f 2 �2 için Kf kümesi � j�j + @0 say¬da aç¬k kümenin arakesiti olarak yaz¬labilir�

koşulu eklensin. � = 0 için �2 = f;g olup K; = X al¬n¬r. Key� sabit bir 0 < � < �

ordinal say¬s¬ için fKf : f 2
�2g (8� < �) aileleri (1)-(3) koşullar¬ sa¼glanacak şekilde

önceki aşamalarda tan¬mlanm¬̧s olsun. E¼ger � bir limit ordinal ise her bir f 2 �2

için Kf =
T
�<�

K(f j�) almak yeterlidir; çünkü (1) ve (3) koşullar¬n¬n gerçeklendi¼gi aç¬k

olup farkl¬ f; g 2 �2 için f(
) 6= g(
) olacak şekilde en az bir 
 < � ordinali vard¬r.

Tümevar¬m¬n 
+1 ( < � çünkü � limit ordinal) inci ad¬m¬ gere¼giK(f j
+1)\K(gj
+1) = ;

böylece Kf \Kg =
T
�<�

K(f j�) \
T
�<�

K(gj�) � K(f j
+1) \K(gj
+1) = ; olup (2) sa¼glan¬r.

Şimdi � = � + 1 ard¬l ordinali için g 2 �2 ve f0; f1 2 �2 öyle ki (f0j�) = (f1j�) = g

olmak üzere, f0(�) = 0; f1(�) = 1 biçiminde tan¬mlans¬n. Amaç Kf0 ; Kf1 boştan farkl¬

kapal¬ kümelerini (1)-(3) koşullar¬ sa¼glanacak şekilde tan¬mlamakt¬r. Her bir p 2 X

için �(p;X) � � ve Kg kümesi < � say¬da aç¬k kümenin arakesiti oldu¼gundan jKgj > 1

olmal¬d¬r, (aksi halde Kg = fxg; x 2 X olsayd¬ �(x;X) =  (x;X) < � olurdu) böylece

Önerme III.1 nedeniyle G0; G1 ayr¬k G�-türü kapal¬ kümeleri, G0\Kg 6= ;; G1\Kg 6= ;

gerçeklenecek şekilde vard¬r. Sonuçta Kfi = Gi \ Kg (i = 1; 2) al¬narak sonlu ötesi

tümevar¬mla kan¬t tamamlan¬r.

Örnek III.1 @0 kardinaliteli N kesikli uzay¬n¬n Cech-Stone t¬k¬zlaşmas¬ �N olmak

üzere, aşa¼g¬daki önermeler do¼grudur:

(a) � 2 fd; c; L; e; wc; �w; ��g ise �(�N) = @0 olur.

(b) � 2 fs; hd; hL; nw;w; h�w; psw;�; t; h��;  ; �g ise �(�N) = 2@0 olur.
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(c) j�N j = o(�N) = 22
@0 eşitlikleri geçerlidir.

(d) �N uzay¬nda her sonsuz kapal¬ küme 22
@0 kardinalitelidir.

Çözüm. N kümesi �N uzay¬n¬n bir yo¼gun alt kümesi oldu¼gundan �N uzay¬

t¬k¬z ve ayr¬labilir bir uzayd¬r dolay¬s¬yla d(�N) = c(�N) = L(�N) = wc(�N) = @0

gerçeklenir. Ayr¬ca B = ffng : n 2 Ng ailesi, �N uzay¬n¬n bir �-taban¬ oldu¼gundan

@0 � ��(�N) � �w(�N) � jBj = @0 olup (a) ş¬kk¬ kan¬tlan¬r.

Her X düzenli uzay¬ için w(X) � 2d(X) oldu¼gundan w(�N) � 2@0 d¬r. �NnN

kümesi N üzerinde tan¬mlanan tüm erkin büyük süzgeçlerin (Tüm üyelerinin arakesiti

boş olan büyük süzgeçlere erkin büyük süzgeç denir.) kümesi oldu¼gundan, �NnN

alt uzay¬n¬n 2@0 kardinaliteli gözenekli ailesi vard¬r. Gerçekten, herhangi bir A � N

için A� = fM : M 2 �NnN; A 2 Mg olarak tan¬mlan¬rsa, fA� : A � Ng ailesinin

�NnN uzay¬n¬n bir taban¬ oldu¼gu görülür. (Çünkü �N uzay¬n¬n aç¬k kümelerinin,

U � N olmak üzere U [ fM 2 �NnN : 9A 2M; A � Ug biçiminde oldu¼gu biliniyor.)

Tarski Lemmas¬�na göre N �nin alt kümelerinin bir A ailesi, jAj = @0 (8A 2 A); farkl¬

A1; A2 2 A için jA1 \ A2j < @0 ve jAj = 2@0 koşullar¬ gerçeklenecek şekilde vard¬r.

Böylece elde edilen fA� : A 2 Ag ailesi, �NnN uzay¬n¬n gözenekli ailesi olur. (Çünkü

farkl¬ A1; A2 2 A elemanlar¬ içinM 2 A�1 \ A
�
2 sa¼glayan birM 2 �NnN eleman¬ var

olsayd¬, tan¬mlar¬ gere¼gi A1; A2 2 M veM süzgeç oldu¼gundan A1 \ A2 2 M olurdu;

ancak A1 \ A2 sonlu örne¼gin A1 \ A2 = fn1; ::; nmg � N ve M erkin büyük süzgeç

oldu¼gundan
T
M = ; dur. Bu durumda ni =2 Si (i = 1; ::;m) olacak şekilde Si 2 M

elemanlar¬ bulunur veM süzgeç oldu¼gundan ; = A1 \A2 \ S1 \ :: \ Sm 2M çeli̧skisi

elde edilir.) Böylece saç¬l¬m say¬s¬ monoton oldu¼gundan s(�N) = hc(�N) � 2@0 olup

sonuçta s(X) = w(X) = 2@0 bulunur. Öte yandan �(M0; �N) < 2@0 gerçeklemeyen

bir M0 2 �N eleman¬ şu şekilde tan¬mlanabilir: Hausdor¤ Lemmas¬ nedeniyle N

kümesinin alt kümelerinin jGj = 2@0 gerçekleyen bir G ba¼g¬ms¬z ailesi vard¬r. Bu
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durumda

L = fN �
\
V : V � G; jVj � @0g

olarak tan¬mlan¬rsa G [ L ailesi sonlu arakesit özelli¼gine sahip olur. Örne¼gin A 2 G ve

(N �
T
V) 2 L (V � G; jVj � @0) elemanlar¬ için A \ (N �

T
V) � A \ (N � V ) 6=

; gerçeklenir. (Burada V 2 V key� bir eleman olup G ailesinin ba¼g¬ms¬zl¬¼g¬ndan

yararlan¬lm¬̧st¬r.) Böylece G [ L � M0 olacak şekilde bir M0 büyük süzgeci vard¬r.

Üstelik bu süzgeç erkindir çünkü jVj � @0 gerçekleyen herhangi bir V � G alt ailesi

için (N �
T
V) 2 L olup

\
M0 �

\
(G [ L) =

\
G \

\
L �

\
V \ (N �

\
V) = ;

gerçeklenir. G [ L � M0 oldu¼gundanM0 2 �N eleman¬n¬n < 2@0 kardinaliteli yerel

taban¬ yoktur. Sonuç olarak

2@0 � �(M0; �N) � �(�N) � w(�N) = 2@0

bulunur. �N uzay¬ t¬k¬z oldu¼gundan psw(�N) = nw(�N) = �(�N) = w(�N) = 2@0 ;

�(�N) =  (�N) = 2@0 ve 2@0 = s(�N) � hL(�N) � w(�N) = 2@0 olur. Ayr¬ca

t(�N) = 2@0 ( = h��(�N)) oldu¼gu Van Mill taraf¬ndan [2] de gösterilmi̧stir. Böylece

(b) ş¬kk¬n¬n ispat¬ tamamlanm¬̧s olur.

N kümesi üzerinde tan¬mlanan tüm erkin büyük süzgeçlerin say¬s¬n¬n 22
@0 oldu¼gu

Hausdor¤ Lemmas¬�n¬n kan¬t¬ndan hemen sonra görülmüştü. Böylece

22
@0 = j�N j � o(�N) �2w(�N) = 22

@0

bulunur. Herhangi bir � � @0 kardinaliteli kesikli D(�) uzay¬ için j�D(�)j = 22
�

;

w(�D(�)) = 2� oldu¼gu Teorem III.33�de Hewitt-Marczewski-Pondiczery Teoremi�nden

yararlanarak kan¬tlanacakt¬r.

(d) ş¬kk¬n¬n ispat¬ için �N nin her sonsuz kapal¬ kümesinin, �N ile eşyap¬l¬ (homeomorf)

bir alt kümesinin varl¬¼g¬n¬ göstermek yeterlidir. F � �N sonsuz bir kapal¬ alt küme
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olsun. F kümesinin elemanlar¬n¬n a1; a2; ::: dizisi ve �N uzay¬n¬n aç¬k kümelerinin

V1; V2; ::: dizisi ai 2 Vi (8i 2 N); i 6= j için Vi \ Vj = ; gerçeklenecek şekilde, sonlu

tümevar¬mla, tan¬mlanabilir. A = fa1; a2; :::g � F ve g : A �! [0; 1] key� bir sürekli

fonksiyon olsun. g0 : N �! [0; 1] sürekli fonksiyonu (kesikli uzaydan herhangi bir

uzaya tan¬mlanan tüm fonksiyonlar süreklidir) aşa¼g¬daki gibi tan¬mlans¬n:

g0(n) =

� g(ai) ; n 2 N \ Vi ise

0 ; n 2 N �
1S
i=1

Vi ise

G0 : �N �! [0; 1] fonksiyonu, g0 fonksiyonunun �N uzay¬na sürekli geni̧slemesi,

k¬sacas¬ G0jN = g0 olsun. N kümesi, �N uzay¬nda yo¼gun oldu¼gundan her x 2 Vi =

N \ Vi için G0(x) = g(ai) olur, böylece G0jA = g dir. Demek ki her g : A �! [0; 1]

sürekli fonksiyonunun G = G0jA : A �! [0; 1] olacak şekilde bir sürekli geni̧slemesi

vard¬r. Sonuç olarak A = �A olur. Ayr¬ca A ile N eşyap¬l¬ oldu¼gundan, �A = A � F

alt kümesiyle �N de eşyap¬l¬d¬r. �

(d) ş¬kk¬ Hausdor¤ Lemmas¬�ndan yararlanarak şöyle de kan¬tlanabilirdi. Yukar¬da

görüldü¼gü gibi herhangi bir say¬labilir kesikli E � �N alt kümesi için
��E
�� � 22

@0

oldu¼gunu göstermek yeterlidir. E¼ger B � E ise B \ (E � B) = ; = B \ (E �B)

olur, ayr¬ca B ve E � B kümeleri kesikli E alt uzay¬nda tümüyle ayr¬lm¬̧s kümelerdir.

Böylece �N �nin say¬labilir üyeli her alt kümesi üzerinde tan¬mlanan s¬n¬rl¬ ve sürekli

fonksiyonlar¬n �N uzay¬na sürekli geni̧slemesi oldu¼gundan, ünlü Urysohn Geni̧sleme

Teoremi�nden (bkz. [5]) yararlanarak B \ (E �B) = ; bulunur. A = fA� : 0 � � <

2@0g; E kümesinin alt kümelerinin bir ba¼g¬ms¬z ailesi olsun. Bu durumda her bir f 2

2@02 fonksiyonu için

A(f; �) =

�
A� ; f(�) = 0 ise

E � A� ; f(�) = 1 ise

biçiminde tan¬mlanan kümelerin Af = fA(f; �) : 0 � � < 2@0g ailesi göz önüne al¬ns¬n.

Af ailesi sonlu arakesit özelli¼gine sahip ve �N uzay¬ t¬k¬z oldu¼gundan xf 2
T

�<2@0

A(f; �)

olacak şekilde en az bir xf 2 �N eleman¬ vard¬r. Üstelik f; g 2 2@02 ve f 6= g ise bir
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� < 2@0 ordinal say¬s¬ için f(�) 6= g(�) olur. Bu durumda A(f; �) = A�; A(g; �) =

E � A� al¬n¬rsa, A(f; �) \ A(g; �) = ; olur ve böylece xf 6= xg bulunur. Sonuç olarak

22
@0 �

���fxf : f 2 2@02g
��� �

��E
�� gerçeklenir.

III.2 Metriklenebilir Uzaylar Üzerinde Tan¬ml¬ Baz¬

Kardinal De¼gi̧smezlerin Özellikleri

Bu k¬s¬mda öncelikle metriklenebilir uzaylarda baz¬ kardinal de¼gi̧smezlerin temel

özellikleri görülecektir. Daha sonra herhangi birX topolojik uzay¬ üzerinde tan¬mlanan

tüm sürekli ve reel de¼gerli fonksiyonlar¬n kümesi C(X)�in kardinalitesi için baz¬ s¬n¬rlar

belirlenecektir.

Metriklenebilir uzaylar üzerinde tan¬mlanan baz¬ kardinal de¼gi̧smezlerin temel

özellikleri, aşa¼g¬daki teoremde görülmektedir; ancak gerekli oldu¼gundan öncelikle baz¬

tan¬mlar hat¬rlanmal¬d¬r. Herhangi birX topolojik uzay¬n¬n boştan farkl¬ alt kümelerinin

bir A = fA�g�2� ailesine, (farkl¬ �; � 2 � elemanlar¬ için A� 6= A� varsay¬l¬r) ancak

ve yaln¬z her bir x 2 X noktas¬n¬n aç¬k komşuluklar¬n¬n ailesi Bx olmak üzere,

koş : 8x 2 X; 9Bx 2 Bx; 9�x 2 P<@0(�); Bx \ A� = ; (8� 2 �� �x)

koşulunu gerçeklerse X uzay¬nda yerel sonlu aile denir. A = fA�g�2� ailesine, aşa¼g¬-

daki (eşde¼ger olduklar¬ kolayca görülebilen) koşullardan herhangi birisini (ve sonuçta

üçünü birden) gerçeklerse X uzay¬nda kesikli aile denir.

koş 1: 8x 2 X;9�x 2 �; x 2 X � (
S

� 6=�x

A�);

koş 2: 8x 2 X;9(�x; Bx) 2 �� Bx; Bx \
S

� 6=�x

A� = ;;

koş 3: A yerel sonludur ve �; � 2 �; � 6= � ise A� \ A� = ; olur.

Her bir n < @0 için An ailesi kesikli (yerel sonlu) ise A =
S

n<@0

An ailesine �-

kesikli aile (�-yerel sonlu aile) denir. Ünlü Bing Metriklenebilme Teoremi�nden
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(bkz. [4]) her metriklenebilir uzay¬n bir �-kesikli taban¬n¬n (dolay¬s¬yla bir �-yerel

sonlu taban¬n¬n) var oldu¼gu bilinmektedir.

Tan¬m III.1 Bir X uzay¬n¬n aç¬k kümelerinin yerel sonlu ailelerinin kardinalitelerinin

supremumuna X uzay¬n¬n sözde t¬k¬zl¬k say¬s¬ denir ve bu say¬ p(X) ile gösterilir.

K¬sacas¬

p(X) = supfjVj : V ; X uzay¬nda aç¬klar¬n bir yerel sonlu ailesig+ @0

olarak tan¬mlan¬r.

Sözde t¬k¬z bir X uzay¬ için p(X) = @0 oldu¼gu bilinmektedir. Öte yandan

herhangi bir X uzay¬ için p(X) � wc(X) � c(X) geçerlidir. Gerçekten U ; X uzay¬n¬n

aç¬k kümelerinin herhangi bir yerel sonlu ailesi ve V de her üyesi U ailesinin sonlu

say¬da üyesiyle kesi̧sen bir aç¬k örtülüş olsun. (U ailesi yerel sonlu oldu¼gundan bu tür

örtülüşler bulunabilir.) wc(X) in tan¬m¬ gere¼gi V örtülüşünün bir W � V alt ailesi,

jWj � wc(X) ve
S
W = X olacak şekilde vard¬r. Bu durumda U(W ) = fU 2 U :

U \ W 6= ;g (8W 2 W) aileleri sonlu olup U =
S

W2W

U(W ) gerçeklenir. Böylece

jUj � wc(X) ve sonuçta p(X) � wc(X) bulunur. Öte yandan c(X) = � olsun. X

uzay¬n¬n herhangi bir V aç¬k örtülüşü için Önerme II.1 nedeniyle bir G � V alt ailesi,

jGj � � ve X =
S
V � (

S
G) gerçeklenecek şekilde vard¬r. Böylece wc(X) � �

bulunur.

X sonlu bir metriklenebilir uzay oldu¼gunda, bir kesikli uzay olaca¼g¬ndan bu uzay

üzerinde tan¬ml¬ kardinal de¼gi̧smezlerin incelemeleri kolayd¬r dolay¬s¬ylaX uzay¬ sonsuz

noktal¬ varsay¬lacakt¬r.

Teorem III.10 Herhangi bir sonsuz metriklebilir bir X uzay¬ için aşa¼g¬daki önermeler

do¼grudur:

(a)  (X) = t(X) = ��(X) = �(X) = psw(X) = �(X) = @0;
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(b) w(X) � jXj � (w(X))@0 ;

(c) w(X) = nw(X) = �w(X) = hd(X) = hL(X) = s(X) = L(X) = d(X) =

c(X) = e(X) = wc(X) = p(X);

(d) X uzay¬nda c(X) kardinaliteli bir gözenekli aile vard¬r;

(e) o(X) = 2w(X) dir.

Kan¬t. X uzay¬n¬ tan¬mlayan topoloji � olsun. (X; �) uzay¬metriklenebilir oldu¼gun-

dan X kümesi üzerinde tan¬ml¬ bir � metri¼gi, � nun üretti¼gi topoloji � � olmak üzere �

ile � � denk olacak şekilde vard¬r. x 2 X ve " > 0 için Bx(") = fy 2 X : �(x; y) < "g

olarak tan¬mlanan kümeye x noktas¬n¬n "-yar¬çapl¬ aç¬k yuvar¬ (ya da "-yar¬çapl¬

aç¬k komşulu¼gu) denir. x noktas¬n¬n fBx(
1
n
)g1n=1 aç¬k komşuluklar ailesi, (X; �) uza-

y¬nda x noktas¬ için bir yerel taban tan¬mlar, böylece her bir x 2 X için �(x;X) = @0

olup �(X) = supx2X �(x;X) = @0 bulunur. Demek ki her metriklenebilir uzay bir-

inci say¬labilirdir. Öte yandan psw(X) = �(X) = @0 oldu¼gu bu kardinal de¼gi̧smezler

tan¬mlan¬rken görüldü¼gü ve maxf (X); t(X); ��(X)g � �(X) = @0 oldu¼gu için (a)

ş¬kk¬n¬n kan¬tlamas¬ tamamlan¬r.

Teorem II.8(a)�dan w(X) � �(X): jXj = @0: jXj = jXj bulunur. X uzay¬n¬n jB�j �

w(X) gerçekleyen bir B� taban¬n¬n, �(X) = @0 oldu¼gundan, her bir x 2 X için fxg =

T
Bx; jBxj � @0 olacak şekilde bir Bx � B� alt ailesi vard¬r. Böylece '(x) = Bx

biçiminde tan¬mlanan ' : X �! P�@0(B
�) fonksiyonu bire-bir olup jXj � jB�j@0 �

(w(X))@0 bulunur.

B =
S

n<@0

Bn; X uzay¬n¬n, ünlü Bing Metriklenebilme Teoremi nedeniyle var olan bir

�-kesikli taban¬ olsun. (c) ş¬kk¬n¬n kan¬tlanmas¬ için w(X) � c(X); w(X) � e(X) ve

L(X) � p(X) gerçeklendi¼gini göstermek (ters eşitsizlikler aç¬kt¬r) yeterlidir. c(X) =

� � @0 olsun. Her n < @0 için Bn ailesi kesikli oldu¼gundan jBnj � � ve böylece

w(X) � jBj � � olur. Benzer şekilde w(X) � e(X) bulunur. Ünlü Stone Teoremi�ne

göre (bkz. [4]) bir metriklenebilir uzay¬n her aç¬k örtülüşünün yerel sonlu ve �-kesikli

55



aç¬k incelmesi vard¬r. Bu durumda X uzay¬n¬n herhangi bir G aç¬k örtülüşünün yerel

sonlu ve �-kesikli bir V aç¬k incelmesi, jVj � p(X) olacak şekilde vard¬r. V, G nin bir

incelmesi oldu¼gundan her bir V 2 V için V � UV gerçekleyen UV 2 G elemanlar¬ vard¬r.

Bu elemanlardan tek türlü seçimle oluşturulan fUV 2 G : V 2 V ; V � UV g � G alt

ailesi bir alt örtülüş tan¬mlar ve böylece L(X) � jfUV 2 G : V 2 V ; V � UV gj � p(X)

bulunur. (Daha genel olarak bir Y yant¬k¬z (parakompakt) uzay¬ için L(Y ) = p(Y )

geçerlidir.)

(d) ş¬kk¬n¬n daha genel durumu bir sonraki bölümde kan¬tlanacakd¬r. Genel olarak

herhangi bir Y uzay¬n¬n Suslin say¬s¬ c(Y ), bir tekil kardinal say¬ ise Y uzay¬nda c(Y )

kardinaliteli en az bir gözenekli aile tan¬mlanabilir. Şimdi X metriklenebilir uzay¬ için

c(X) = � (dolay¬s¬ ile w(X) = �) olsun. Her sonsuz Hausdor¤ uzay¬n¬n @0 kardinaliteli

bir gözenekli ailesi bulundu¼gundan � > @0 varsay¬labilir. (Gerçekten � = @0 ise sonsuz

T2 uzaylar¬nda böyle bir aile şu temel bilgiden yararlanarak oluşturulabilir: Temel

Bilgi: Sonsuz noktal¬ her T2 uzay¬nda en az bir sonsuz noktal¬ yo¼gun olmayan aç¬k

küme vard¬r. K¬sacas¬ Y sonsuz noktal¬ T2 uzay¬ ise bu uzayda x0 =2 G0 olacak biçimde

bir x0 2 Y noktas¬ ile sonsuz noktal¬ G0 � Y aç¬k kümesi vard¬r. Herhangi bir x 2 Y

noktas¬n¬n aç¬k komşuluklar ailesi Bx ile gösterilmek üzere, farkl¬ x1; y1 2 Y noktalar¬

al¬nd¬¼g¬nda y1 =2 Bx1 olacak biçimde bir Bx1 2 Bx1 komşulu¼gu bulunur, üstelik Bx1

ve Y � Bx1 aç¬k kümelerinden en az birisi sonsuz elemanl¬d¬r. (Çünkü her ikiside

sonlu olsayd¬, özellikle Bx1 kapaç¬k (hem kapal¬ hem de aç¬k) olur, üstelik Y � Bx1

( = Y � Bx1) sonlu elemanl¬ varsay¬ld¬¼g¬ndan Y = Bx1 [ (Y � Bx1) sonlu elemanl¬

olurdu!) Şimdi e¼ger Bx1 sonsuz noktal¬ ise G0 olarak Bx1 ve x0 olarak y1 al¬n¬r, yok

e¼ger Y � Bx1 sonsuz elemanl¬ ise, bu kez G0 olarak Y � Bx1 ve x0 olarak x1 al¬narak

x0 = x1 2 Bx1 �
o

Bx1 nedeniyle x0 =2 (Y �
o

Bx1) = (Y �Bx1) gözlenerek istenenler

gerçekleşir. Bu temel bilgi ile tümevar¬m ilkesi birlikte kullan¬l¬rsa, her n 2 N için X

uzay¬nda Gn � Gn�1 ve @0 � jGnj gerçekleyen Gn aç¬k kümeleriyle xn 2 Gn�1 � Gn
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noktalar¬ kolayca tan¬mlan¬r, çünkü varl¬¼g¬ temel bilgide görülen G0 aç¬k alt uzay¬ da

bir T2 uzay¬ oldu¼gundan (G0 aç¬k alt uzay¬n¬n tüm aç¬klar¬n¬n Y ana uzay¬nda da

aç¬k oldu¼gu biliniyor) temel bilginin gere¼gi olarak öyle sonsuz noktal¬ G1 � G0 aç¬k

kümesi ile x1 2 G0 noktas¬ vard¬r ki x1 =2 kapG0G1 = G1 \ G0 k¬sacas¬ x1 2 G0 � G1

gerçekleşir. Temel bilgi şimdi sonsuz noktal¬ G1 aç¬k alt uzay¬na uygulanarak G2 � G1

gerçekleyen sonsuz noktal¬ G2 aç¬k kümesiyle x2 2 G1 � G2 gerçekleyen x2 eleman¬

belirlenerek i̧slem tümevar¬m yard¬m¬yla sürdürülürse Gn � Gn�1 (8n > 1) gerçekleyip

Gn�1 alt uzay¬nda yo¼gun olmayan sonsuz noktal¬ Gn aç¬k kümeleri, onlar arac¬l¬¼g¬yla

Un = Gn�1�Gn (8n 2 N) aç¬k kümeleri ve xn 2 Un noktalar¬ belirlenir. Kolayca farkl¬

n;m 2 N elemanlar¬ için Un \ Um = ; oldu¼gu görülür, böylece fUngn2N aranan aile

olarak al¬nabilir.) E¼ger cf(�) > @0 ise baz¬ n < @0 de¼gerleri için jBnj = � olur ve Bn

kesikli aile oldu¼gundan aranan gözenekli aile bulunmuş olur. Öte yandan cf(�) = @0

ise � bir tekil kardinal olup bu uzayda � kardinaliteli gözenekli ailenin varl¬¼g¬ bir sonraki

bölümde görülecektir.

o(X) � 2w(X) eşitsizli¼gi her zaman geçerli olup (d) ş¬kk¬ndan jSj = w(X) gerçekleyen

bir S gözenekli ailesi vard¬r. Böylece '(S) =
S
S biçiminde tan¬mlanan ' : P(S) �!

fA : A � X aç¬kg fonksiyonu bire-bir oldu¼gundan jP(S)j = 2jSj � o(X) � 2w(X) = 2jSj

bulunur. Böylece (e) ş¬kk¬ kan¬tlanm¬̧s olur.

Aşa¼g¬daki teorem, tam metriklenebilir uzaylar¬n kardinalitesi hakk¬nda bilgi verir.

Benzer sonuçlar k¬s¬m III.5�de de görülecektir.

Teorem III.11 (Schmidt-Stone Teoremi): X hiç yal¬t¬lm¬ş noktas¬ bulunmayan ve

tüm boştan farkl¬ aç¬k kümeleri � � a¼g¬rl¬kl¬ olan bir tam metriklenebilir uzay olsun.

Bu durumda jXj � �@0 geçerlidir.

Kan¬t. Bu iddia @0 düzeyli a¼gaç inşa edilerek kan¬tlanabilir, şöyle ki her n < @0

düzeyindeki her bir nokta � farkl¬ noktaya dallanacak, a¼gaç üzerinde yukar¬ya do¼gru

ç¬kan her yol X uzay¬nda boştan farkl¬ kapal¬ kümelerin azalan bir dizisini tan¬mlar.
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Farkl¬ yollar, farkl¬ noktalar içerir ve bu yollar¬n say¬s¬ �@0 d¬r. Ayr¬nt¬lar aşa¼g¬daki

gibi yap¬l¬r:

�; X üzerinde tan¬ml¬ ve X uzay¬n¬ tan¬mlayan topolojiye denk topoloji tan¬m-

layan bir tam metrik olmak üzere, her bir n < @0 için X uzay¬n¬n boştan farkl¬ aç¬k

kümelerinin bir fVf : f 2 n�g ailesi, tümevar¬mla, aşa¼g¬daki koşullar sa¼glanacak şekilde

tan¬mlanabilir:

(1) Her f 2 n� için çapVf = supf�(x; y) : x; y 2 Vfg � 1=n;

(2) Farkl¬ f; g 2 n� elemanlar¬ için Vf \ Vg = ;;

(3) E¼ger f 2 n� ve i < n ise Vf � V(f ji):

Her n < @0 için fVf : f 2 n�g ailelerinin belirlendi¼gi varsay¬l¬rsa, her f 2 @0� fonksiy-

onu için Kf =
T

n<@0

V(f jn) olarak tan¬mlans¬n. (1) ve (3) koşullar¬ nedeniyle fV(f jn) :

n < @0g; boştan farkl¬ kapal¬ kümelerin azalan dizisidir, ayr¬ca limn<@0çap(V(f jn)) =

limn<@0çap(V(f jn)) = 0 olup X uzay¬ tam oldu¼gundan ünlü Cantor Teoremi�ne göre

(bkz:[4]) Kf 6= ; bulunur. Böylece (2) koşulundan f; g 2 @0� ve f 6= g için Kf \Kg = ;

ve sonuçta jXj �
��@0�

�� = �@0 bulunur.

Şimdi fVf : f 2 n�g (8n < @0) ailelerinin aranan koşullar gerçeklenecek biçimde bu-

lunabildi¼gi tümevar¬mdan yararlan¬larak görülecektir. n = 0 durumunda n� = f;g.olup

V; = X al¬n¬r. Key� bir 0 < n < @0 için fVf : f 2 i�g (8i < n) aileleri (1)-(3) koşullar¬

sa¼glanacak şekilde belirlenmi̧s olsun. g 2 n�1� olmak üzere, her � < � için f� 2 n�

( jn�j = � oldu¼gundan � < � ordinalleriyle n den � ya tan¬mlanan tüm fonksiyonlar¬n

kümesi bire-bir eşlenebilir) fonksiyonlar¬ (f�jn � 1) = g ve f�(n � 1) = � gerçek-

lenecek biçimde tan¬mlans¬n. Amaç fVf� : 0 � � � �g aç¬k kümeler ailesini (1)-(3)

koşullar¬ sa¼glanacak şekilde tan¬mlamakt¬r. Hipotez gere¼gi w(Vg) � � oldu¼gundan Vg

alt uzay¬nda (dolay¬s¬ ile X ana uzay¬nda) � kardinaliteli gözenekli aile vard¬r. Örne¼gin

fV� : 0 � � < �g böyle bir aile olsun. Burada � 6= � için V� \ V� = ;; çap(V�) � 1=n

ve V� � Vg (8� < �) varsay¬labilir ve böylece Vf� = V� (8� < �) almak yeterli olur.
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Teorem III.12 (A.H.Stone): X tam metriklenebilir bir uzay ve w(X) = � ise jXj =

� veya jXj = �@0 d¬r.

Kan¬t. Teorem III.10(b)�den � � jXj � �@0 oldu¼gu biliniyor. jXj > � oldu¼gu

varsay¬l¬rsa, �@0 > � olur. Herhangi bir p 2 X noktas¬n¬ içeren tüm aç¬k kümelerin

ailesi � p ile gösterilmek üzere,

A = fp 2 X : � < jBj ; (8B 2 � p)g

biçiminde tan¬mlans¬n. A; boştan farkl¬, kapal¬ ve A alt uzay¬n¬n boştan farkl¬ her aç¬k

kümesinin kardinalitesi > � d¬r. Gerçekten, e¼ger A kümesi boş olsayd¬, her p 2 X

noktas¬n¬n en az bir Bp aç¬k komşulu¼gu jBpj � � gerçeklenecek biçimde var olurdu.

Bu durumda w(X) = L(X) ve X =
S
p2X

Bp oldu¼gundan X uzay¬n¬n fBpgp2X aç¬k

örtülüşünün bir fBp�g�<� alt örtülüşü var olup � < jXj =

����
S
�<�

Bp�

���� � � _ supfjBp�j :

� < �g = � çeli̧skisi bulunurdu. Di¼ger iki iddia A kümesinin tan¬m¬ndan kolayca

görülür. � � � < �@0 gerçekleyen � kardinallerinin en küçü¼gü � olsun. O halde A

alt uzay¬n¬n boştan farkl¬ her aç¬k kümesinin a¼g¬rl¬¼g¬ � � d¬r. (Gerçekten A uzay¬n¬n

boştan farkl¬ bir V aç¬k kümesi için w(V ) < � olsayd¬, � < jV j � (w(V ))@0 � �

çeli̧skisi bulunurdu.) Sonuç olarak bir önceki teoremden yararlanarak jAj � �@0 � �@0

ve böylece jXj � �@0 bulunur.

Sonuç III.8 (R;R1) Öklid uzay¬nda her say¬lamaz kapal¬ küme 2@0 kardinalitelidir.

Herhangi bir X uzay¬ndan (R;R1) Öklid uzay¬na tan¬mlanan tüm sürekli fonksiy-

onlar¬n kümesi C(X), tüm sürekli ve s¬n¬rl¬ fonksiyonlar¬n kümesi C�(X) ile gösterilir.

C(X) kümesi üzerinde, Kurotowski kapan¬̧s i̧slemcisi arac¬l¬¼g¬yla, şöyle bir topoloji

tan¬mlanabilir:

k : P(C(X)) �! P(C(X)); k(A) = ff 2 C(X) : 9ffng
1
n=1 2 A

!; fn
d�uzg�un
�! fg
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olacak biçimde tan¬mlanan k i̧slemcisi, k(;) = ;; A � k(A) = k(k(A)); k(A [ B) =

k(A) [ k(B) koşullar¬n¬ sa¼glar, k¬sacas¬ bir Kurotowski kapan¬̧s i̧slemcisidir. Böylece

C(X) (benzer şekilde C�(X)) üzerinde, her A � C(X) için kapA = A = k(A) olacak

biçimde bir � topolojisi tan¬ml¬d¬r. Bu şekilde tan¬mlanan � topolojisine düzgün

yak¬nsakl¬k topolojisi denilir. Bundan sonra k¬sal¬k amac¬yla C(X) ile (benzer

biçimde C�(X) ile) düzgün yak¬nsakl¬k topolojisiyle donat¬lan (C(X); �) ((C�(X); �))

uzay¬ gösterilecektir. Herhangi bir f 2 C(X) noktas¬ için

Bf (i) = fg 2 C(X) : jf(x)� g(x)j <
1

i
(8x 2 X)g (8i 2 N)

kümeleri arac¬l¬¼g¬yla tan¬mlanan fBf (i)gi2N ailesi, f noktas¬ için bir yerel taban be-

lirler. (bkz:[4]) Bilindi¼gi gibi C(X) bir metriklenebilir uzayd¬r, dolay¬s¬yla bu uzay

üzerinde tan¬mlanan kardinal de¼gi̧smezlerin temel özellikleri Teorem III.10�dan elde

edilir. Örne¼gin �(C(X)) = @0 gerçeklenir. Öte yandan C�(X) kümesi üzerinde, her

f; g 2 C�(X) için

��(f; g) = supfjf(x)� g(x)j : x 2 Xg

biçiminde tan¬mlanan �� uzakl¬k fonksiyonunun bir metrik oldu¼gu bilinmektedir. C�(X)

kümesi üzerinde tan¬mlanan �� metri¼gine düzgün yak¬nsakl¬k metri¼gi denir. Bu ad-

land¬rman¬n gerekçesi, C�(X) kümesi üzerinde tan¬mlanan düzgün yak¬nsakl¬k topolo-

jisi ile �� metri¼ginin belirledi¼gi topolojinin denk olmas¬d¬r. (Bu son gerçek Bf (i) yerel

taban kümelerinin tan¬m¬ndan kolayca görülür.) Ayr¬ca (C�(X); ��) uzay¬n¬n bir tam

metrik uzay oldu¼gu bilinmektedir. Öte yandan C�(X), fonksiyonlar¬n bilinen toplama

ve çarpma i̧slemlerine göre R cismi üzerinde bir vektör uzay¬d¬r. C�(X) vektör uzay¬

üzerinde, her f 2 C�(X) için

kfk1 = supfjf(x)j : x 2 Xg

biçiminde tan¬mlanan k:k1 uzakl¬k fonksiyonu bir norm olup bu norma düzgün yak¬n-

sakl¬k normu denir, üstelik (C�(X); k:k1 )�in bir tam normlu uzay (Banach uzay¬)
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oldu¼gu bilinmektedir. Bu k¬s¬mda X uzay¬ üzerinde tan¬mlanan baz¬ kardinal de¼gi̧sme-

zler arac¬l¬¼g¬yla jC(X)j için s¬n¬rlar bulunacakt¬r. Bu tür s¬n¬rlar¬ belirlemek için ilk

sistematik çal¬̧smalar W.W.Comfort ve A.Hager taraf¬ndan [6] makalesinde yap¬lm¬̧st¬r.

Aç¬kt¬r ki herhangi bir X uzay¬ için c = 2@0 � jC(X)j gerçeklenir. Öte yandan her-

hangi bir X uzay¬ için jC(X)j = jC�(X)j eşitli¼gi geçerlidir. (Çünkü her f 2 C(X) için

arctan (f) 2 C�(X) olur, üstelik f 6= g gerçekleyen her f; g 2 C(X) fonksiyon çifti

için arctan (f) 6= arctan (g) bulunur. K¬sacas¬ ' : C(X) �! C�(X); '(f) = arctan (f)

biçiminde tan¬mlanan ' fonksiyonu bire-bir olup jC(X)j � jC�(X)j gerçeklenir, ters

eşitsizlik apaç¬kt¬r.)

Teorem III.13 Herhangi bir sonsuz X uzay¬ için jC(X)j � 2d(X) gerçeklenir. Ek

olarak X uzay¬ ayr¬labilirse jC(X)j = 2@0 olur.

Kan¬t. Bilindi¼gi gibi herhangi bir Y Hausdor¤ uzay¬ ve X uzay¬ndan Y uzay¬na

tan¬mlanan herhangi iki sürekli f; g fonksiyonu için fx 2 X : f(x) = g(x)g kümesi,

X uzay¬nda kapal¬d¬r. Dolay¬s¬yla f; g sürekli fonksiyonlar¬, X uzay¬n¬n bir yo¼gun

kümesinde ayn¬ de¼gerleri al¬yorlarsa tüm X kümesi üzerinde de ayn¬ de¼gerleri al¬rlar.

K¬sacas¬ X uzay¬n¬n jDj = d(X) gerçekleyen bir yo¼gun D kümesi için f jD = gjD ise

f = g olur. O halde ' : C(X) �! DR; '(f) = f jD biçiminde tan¬mlanan ' fonksiyonu

bire-bir olur ve böylece jC(X)j �
��DR

�� = (2@0)d(X) = 2d(X) aranan sonucu bulunur.

·Ikinci iddia birincisinin kolay bir sonucudur.

Aşa¼g¬daki teoremde Jones Lemmas¬�n¬n daha genel hali görülmektedir.

Teorem III.14 X bir normal uzay ise herhangi bir kapal¬ ve kesikli D � X alt kümesi

için 2jDj � jC(X)j geçerlidir.

Kan¬t. Herhangi bir E � D alt kümesi için E ve D �E; X uzay¬nda ayr¬k kapal¬

kümelerdir. Bu nedenle Urysohn Teoremi�ne göre

fE : X �! [0; 1]; fE(E) � f1g; fE(D � E) � f0g
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koşullar¬n¬ gerçekleyen bir sürekli fE fonksiyonu vard¬r. Bu durumda 	 : P(D) �!

C(X);	(E) = fE biçiminde tan¬mlanan 	 fonksiyonu bire-bir oldu¼gundan (Çünkü

E1�E2 6= ; gerçekleyen herhangi E1; E2 2 P(D) çifti için fE1 = fE2 olsayd¬, herhangi

bir x 2 E1 � E2 için 1 = fE1(x) = fE2(x) = 0 çeli̧skisi bulunurdu.) jP(D)j = 2jDj �

jC(X)j sonucu bulunur.

Herhangi bir sonsuz B tam Bool cebri için jBj = jBj@0 oldu¼gunu ilk olarak

R.S.Pierce [7] makalesinde kan¬tlam¬̧st¬r. Böylece herhangi bir X sonsuz Hausdor¤

uzay¬n¬n tüm düzenli aç¬klar¬n¬n kümesi RO(X), bir tam Bool cebri oldu¼gundan

jRO(X)j = jRO(X)j@0

eşitli¼gi geçerlidir. Bu eşitlikten yararlanarak aşa¼g¬daki yararl¬ teorem kan¬tlanacakt¬r.

Bilindi¼gi gibi f 2 C(X) olmak üzere f�1(0) formundaki kümelere X uzay¬n¬n s¬f¬r

kümeleri (ya da fonksiyonel kapal¬ kümeleri) ve X� f�1(0) formundaki kümelere

X uzay¬n¬n tümleyen s¬f¬r kümeleri (ya da fonksiyonel aç¬k kümeleri) denir.

Teorem III.15 Herhangi birX sonsuz Hausdor¤ uzay¬ için jC(X)j � jRO(X)j gerçek-

lenir.

Kan¬t. Her bir f 2 C(X) fonksiyonuna kaŗs¬l¬k f � fonksiyonu, f � : Q �! RO(X);

f �(r) =
o

(f�1((�1; r))) gerçeklenecek biçimde tan¬mlans¬n. Kolayca görülebilir ki

� : C(X) �! QRO(X), �(f) = f � biçiminde tan¬mlanan � fonksiyonu bire-bir dir.

(Gerçekten f; g 2 C(X) ve f 6= g ise, en az bir x 2 X noktas¬ f(x) 6= g(x) olacak

biçimde vard¬r. Örne¼gin f(x) < g(x) olsun. Bu durumda f(x) < r < g(x) gerçekleyen

herhangi bir r rasyonel say¬s¬ için

x 2
o

(f�1((�1; r)))�
o

(g�1((�1; r))) = f �(r)� g�(r) 6= ;

olur, k¬sacas¬ �(f) 6= �(g) bulunur.) Böylece

jC(X)j �
��QRO(X)

�� = jRO(X)j@0 = jRO(X)j
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aranan sonucu bulunur.

Yukar¬daki teoremden kolayca, herhangi bir X sonsuz Hausdor¤ uzay¬ için

jC(X)j � o(X) eşitsizli¼ginin geçerli oldu¼gu anlaş¬l¬r. Aşa¼g¬daki sonuçta daha özel

X uzaylar¬ için jC(X)j = jRO(X)j = o(X) oldu¼gu görülmektedir.

Sonuç III.9 X, sonsuz, yetkin normal bir Hausdor¤ uzay¬ ise jC(X)j = jRO(X)j =

o(X) geçerlidir.

Kan¬t. X uzay¬n¬n tüm kapal¬ kümelerinin ailesi F olsun. o(X) = jFj oldu¼gundan,

jFj � jC(X)j gerçeklendi¼gini göstermek yeterlidir. Ünlü Vedeniso¤ Teoremi (bkz. [3]

veya [4]) nedeniyleX uzay¬n¬n tüm kapal¬ kümeleri birer s¬f¬r kümesidir, dolay¬s¬yla her

bir H 2 Fnf;g üyesine kaŗs¬l¬k bir fH 2 C(X) fonksiyonu, H = f�1H (0) gerçeklenecek

biçimde vard¬r. Bu durumda '(H) = fH biçiminde tan¬mlanan ' : Fnf;g �! C(X)

fonksiyonu, bire-bir oldu¼gundan jFnf;gj = jFj � jC(X)j bulunur.

Bu son sonuç nedeniyle herhangi bir sonsuz ve metriklenebilir bir X uzay¬ için

jC(X)j = jRO(X)j = o(X) eşitliklerinin geçerli oldu¼gu anlaş¬l¬r.

Sonuç III.10 Aşa¼g¬daki önermeler geçerlidir:

(a) E¼ger X bir Hausdor¤ uzay¬ ise jC(X)j � (�w(X))c(X) olur.

(b) E¼ger X bir T3 uzay¬ ise jC(X)j � (��(X))
c(X) olur.

Kan¬t. Teorem III.15, Teorem II.15 ve Teorem II.16�dan yararlanarak kolayca

kan¬tlan¬r. E¼ger X uzay¬ sonluysa, tan¬mlar¬ gere¼gi �w(X) = ��(X) = c(X) = @0

oldu¼gundan, jC(X)j = (�w(X))c(X) = (��(X))c(X) = 2@0 gerçeklenir

Herhangi bir X uzay¬ için jC(X)j � (w(X))wc(X) oldu¼gu birazdan görülecektir.

E¼ger X bir T3 uzay¬ ise jC(X)j için bulunan bu son s¬n¬r yukar¬da görülen (�w(X))
c(X)

ve (��(X))c(X) s¬n¬rlar¬ndan daha keskindir, çünkü

(w(X))wc(X) � jRO(X)jwc(X) � minf(�w(X))c(X); (��(X))c(X)g
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eşitsizlikleri geçerlidir. Örne¼gin X uzay¬, 2@0 kardinaliteli bir kesikli uzay¬n tek-nokta

t¬k¬zlaşmas¬ ise d(X) = c(X) = w(X) = 2@0 ve jRO(X)j = 22
@0 olur, böylece yukar¬da

belirlenen s¬n¬rlara göre jC(X)j � 22
@0 bulunur. Öte yandan X uzay¬ t¬k¬z oldu¼gundan

wc(X) = @0 olur ve böylece jC(X)j � (w(X))wc(X) = 2@0 < 22
@0 gerçeklendi¼gi an-

laş¬l¬r; ancak herhangi birX uzay¬ için (w(X))wc(X) � jRO(X)j olmak zorunda de¼gildir.

Örne¼gin 2@1 � � = �@0 < �@1 gerçekleyen � kardinal say¬s¬ göz önüne al¬ns¬n. (Böyle

bir � kardinalinin varl¬¼g¬n¬ görmek için f�� : 0 � � < @1g dizisini, 2@1 � �0; �
@0
� < ��

(8� < �) koşullar¬ gerçeklenecek biçimde tan¬mlamak ve � = supf�� : 0 � � < @1g al-

mak yeterlidir.) Bu durumda Y , w(Y ) = � ve c(Y ) = @0 gerçekleyen herhangi bir Haus-

dor¤ uzay¬ (örne¼gin Y = (D(2))� (bkz. Örnek III.11)) olmak üzere, X = D(@1) � Y

biçiminde tan¬mlans¬n. Böylece w(X) = @1 + � = �, c(X) = wc(X) = @1 ve

jRO(X)j � �@0 olur ve sonuçta jC(X)j � jRO(X)j � �@0 < �@1 = (w(X))wc(X)

bulunur.

Lemma III.2 D ve E herhangi iki küme olsun. D kümesinden E kümesine tan¬m-

lanan fonksiyonlar¬n bir ailesi R ve E kümesinin bir ay¬ran örtülüşü L olmak üzere,

e¼ger D kümesinin alt kümelerinin bir A ailesi, f�1(S) 2 A (8(f; S) 2 R� L) gerçek-

lenecek biçimde varsa, jRj � jAjjLj olur.

Kan¬t. Her bir f 2 R fonksiyonuna kaŗs¬l¬k f � 2 LA fonksiyonu, f �(S) = f�1(S)

biçiminde tan¬mlans¬n. Bu durumda L, E kümesinin bir ay¬ran örtülüşü oldu¼gundan,

' : R �! LA; '(f) = f � biçiminde tan¬mlanan ' fonksiyonu bire-bir olur (Gerçekten

farkl¬ f; g 2 R fonksiyonlar¬ için en az bir x 2 D eleman¬, f(x) 6= g(x) olacak biçimde

vard¬r. f(x); g(x) 2 E ve L, E kümesinin ay¬ran örtülüşü oldu¼gundan bir S 2 L üyesi,

f(x) 2 S; g(x) =2 S gerçeklenecek biçimde bulunur. Böylece x 2 f�1(S)� g�1(S) olur,

k¬sacas¬ '(f) 6= '(g) gerçeklenir.) ve böylece jRj �
��LA

�� = jAjjLj bulunur.

Teorem III.16 Herhangi bir X uzay¬ için jC(X)j � (w(X))wc(X) geçerlidir.
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Kan¬t. wc(X) = � ve X uzay¬n¬n jBj � w(X) gerçekleyen bir taban¬ B olsun. Bu

taban arac¬l¬¼g¬yla G ve A aileleri,

G = f
[

G : G 2 P��(B)g; A = f
[

A : A 2 P�@0(G)g

biçiminde tan¬mlans¬n. Apaç¬k olarak jAj � (w(X))� olur. L = f( � 1; r) : r 2

Qg ailesi, (R;R1) Öklid uzay¬n¬n bir ay¬ran örtülüşü oldu¼gundan, her f 2 C(X) ve

her r 2 Q için f�1(( � 1; r)) 2 A gerçeklendi¼gi gösterilirse, bir önceki lemmadan

yararlanarak jC(X)j � jAjjLj � (w(X))� sonucu bulunur. Kolayca görülebilir ki her

bir (f; r) 2 C(X)�Q s¬ral¬ ikilisi için

f�1((�1; r)) =
[

n<@0

Wn (Wn � X aç¬k ve Wn � Wn+1 (8n < @0))

biçiminde yaz¬labilir. Bu durumda her n < @0 say¬s¬ için Vn = fB 2 B : B �

Wn+1g [ fX �Wng aileleri tan¬mlans¬n. Apaç¬k olarak Vn aileleri, X uzay¬n¬n birer

aç¬k örtülüşüdür. O halde wc(X) = � oldu¼gundan her bir n < @0 ordinali için Bn �

fB 2 B : B � Wn+1g alt ailesi, jBnj � � ve (
S
Bn [ (X �Wn)) = X koşullar¬

sa¼glanacak biçimde vard¬r. Sonuç olarak Gn =
S
Bn (8n < @0) kümeleri için Wn �

Gn � Wn+1 � Wn+2 gerçeklenir ve böylece

f�1((�1; r)) =
[

n<@0

Wn =
[

n<@0

Gn 2 A

bulunur.

Bu teoremin alternatif ispat¬ için W.W.Comfort ve A.Hager�in [6] makalesine

bak¬labilir.

Yukar¬da görüldü¼gü gibi jC(X)j < (w(X))wc(X) olabilir. Örne¼gin 2�1 � �2 �

�@02 < ��12 gerçekleyen �1; �2 kardinal say¬ çifti için Y; D(�2) kesikli uzay¬n¬n tek-nokta

t¬k¬zlaşmas¬ olmak üzere, X = D(�1)� Y biçiminde tan¬mlans¬n. Bu durumda

w(X) = w(D(�1)) + w(Y ) = �1 + �2 = �2 ve

wc(X) = wc(D(�1)) + wc(Y ) = �1 + @0 = �1
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olur, böylece

jC(X)j = jC(D(�1))� C(Y )j = jC(D(�1))j : jC(Y )j

� 2�1 :�@02 = �@02 < ��12 = (w(X))wc(X)

bulunur.

Aşa¼g¬daki örnekte (w(X))p(X) < jC(X)j gerçekleyen bir X uzay¬ tan¬mlanacakt¬r,

buradan (w(X))wc(X) in jC(X)j için yine de iyi bir üst s¬n¬r oldu¼gu anlaş¬l¬r.

Örnek III.2 (w(X))p(X) < jC(X)j gerçekleyen bir X uzay¬ vard¬r.

Çözüm. � bir sonsuz kardinal say¬ olmak üzere, �1 = �+ ve �2 = 22
�1 olsun. Bu

durumda kesikli D(�2) uzay¬n¬n �D(�2) Cech-Stone t¬k¬zlaşmas¬n¬n

X = D(�2) [ fx 2 �D(�2) : 9E � D(�2); jEj = �1; x 2 kap�D(�2)E; x =2 kap�D(�2)S

(8S 2 P��(D(�2)))g

biçiminde tan¬mlanan alt uzay¬ göz önüne al¬ns¬n. (Kolayca görülebilir ki jEj = �1

gerçekleyen herhangi bir E � D(�2) alt kümesi arac¬l¬¼g¬yla tan¬mlanan

fkap�D(�2)S : S � E; jE � Sj � �g

kapal¬ kümeler ailesi, sonlu arakesit özelli¼gine sahiptir. Böylece kap�D(�2)E�D(�2) 6= ;

dolay¬s¬yla X � D(�2) 6= ; bulunur.) Gösterilmek istenen w(X) � �2 ve p(X) = �

oldu¼gudur. Bu amaçla Y � �D(�2) alt uzay¬,

Y = D(�2) [ fkap�D(�2)E : E � D(�2); jEj = �1g

biçiminde tan¬mlans¬n. Her A � D(�2) için kap�D(�2)A kümesi, �D(�2) uzay¬nda aç¬k

oldu¼gundan,

w(Y ) � w(D(�2)) +
X
fw(kap�D(�2)E) : E � D(�2); jEj = �1g
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gerçeklenir. Öte yandan her E � D(�2) alt kümesi için

w(kap�D(�2)E) � 2
d(kap�D(�2)E) � 2jEj

oldu¼gundan

w(X) � w(Y ) � �2 + ��12 :2
�1 = ��12 = �2

bulunur. Di¼ger taraftan jEj = � gerçekleyen her bir E � D(�2) alt kümesi arac¬l¬¼g¬yla

tan¬mlanan ffxg : x 2 Eg ailesi, X uzay¬n¬n aç¬k kümelerinin bir yerel sonlu ailesi

olur, böylece p(X) � � bulunur. E¼ger p(X) > � olsayd¬, X uzay¬n¬n aç¬k kümelerinin

bir yerel sonlu U ailesi, jUj = �1 gerçeklenecek biçimde bulunurdu. Bu durumda her

bir U 2 U üyesinden Seçme Aksiyomu ile tek türlü belirli bir xU 2 D(�2) \ U noktas¬

seçilerek E = fxU : U 2 Ug kümesi tan¬mlans¬n. U ailesi, yerel sonlu dolay¬s¬yla

noktasal sonlu oldu¼gundan, jEj = �1 gerçeklenir. Böylece yukar¬da görüldü¼gü gibi

((kap�D(�2)E) �D(�2)) \X 6= ; olur. Öte yandan U ailesi yerel sonlu oldu¼gundan E

kümesi, X uzay¬nda kapal¬d¬r. O halde E = kapXE = (kap�D(�2)E) \X � D(�2) olur

ve böylece

; 6= ((kap�D(�2)E)�D(�2)) \X = E �D(�2) = ;

çeli̧skisi bulunur. Demek ki p(X) = � gerçeklenir. Sonuç olarak D(�2) � X � �D(�2)

oldu¼gundan, jC(X)j = jC(D(�2))j = 2�2 gerçeklenir ve böylece

jC(X)j = 2�2 > �2 = ��2 � (w(X))
p(X)

bulunur. �

jC(X)j için yukar¬da bulunan s¬n¬rlardan yararlanarak de¼gi̧sik s¬n¬rlar elde edilebilir.

Örne¼gin herhangi bir X uzay¬ için jC(X)j � (w(X))L(X); X bir T3 uzay¬ ise jC(X)j �

(�(X))c(X) olur. K¬s¬m III.4 de ünlü Hewitt-Pondiczery-Marczewski Teoremi�nden

yararlanarak (d(X))c(X) < jC(X)j ve (�w(X))wc(X) < jC(X)j gerçekleyen X uzaylar¬

tan¬mlanacakt¬r.
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III.3 sup=max Problemleri

Saç¬l¬m ve Suslin say¬lar¬ s¬ras¬yla kesikli alt kümelerin, gözenekli ailelerin kardi-

nalitelerinin supremumu olarak tan¬mland¬¼g¬ndan akla şu soru gelir: Saç¬l¬m (Suslin)

say¬s¬yla ayn¬ kardinaliteye sahip kesikli alt küme (gözenekli aile) var m¬d¬r? Di¼ger bir

deyi̧sle

I- E¼ger c(X) = � ise X uzay¬nda tan¬ml¬ � kardinaliteli bir gözenekli aile var m¬d¬r?

II- E¼ger s(X) = � ise X uzay¬nda � kardinaliteli kesikli alt küme var m¬d¬r?

E¼ger II. sorunun cevab¬ olumluysa yani X uzay¬n¬n � elemanl¬ kesikli alt kümesi

varsa, bu uzayda en az 2� say¬da aç¬k küme vard¬r. (Gerçekten, A = fx� : 0 �

� < �g � X kesikli alt küme ise her bir � < � için A \ V� = fx�g olacak şekilde

V� aç¬klar¬ vard¬r. Böylece elde edilen V = fV� : 0 � � < �g ailesinin farkl¬ alt

kümelerinin birleşiminden farkl¬ aç¬k kümeler elde edilir.) Ayr¬ca bu k¬s¬mda �X uza-

y¬n¬n tüm aç¬klar¬n¬n say¬s¬ o(X); uygun bir � kardinali için o(X) = 2� olarak yaz¬labilir

mi?� sorusuna baz¬ özel durumlarda cevap aranacakt¬r. Örne¼gin bir X uzay¬ metrik-

lenebilir ise o(X) = 2w(X) oldu¼gundan o(X) istenen formda yaz¬labilir. Supremum ile

tan¬mlanan di¼ger kardinal de¼gi̧smezler (örne¼gin uzan¬m, kal¬t¬msal Lindelöf, kal¬t¬msal

yo¼gunluk, ¬ra, sözde ¬ra say¬lar¬ vs.) içinde I-II sorular¬na benzer sorular sorulabilir. Bu

tür sorulara sup =max problemleri denir.

Teorem III.17 Her sonsuz Hausdor¤ uzay¬n¬n @0 kardinaliteli en az bir gözenekli

ailesi vard¬r.

Kan¬t. Sonsuz Hausdor¤ uzaylar¬n¬n @0 kardinaliteli gözenekli ailelerinin bulun-

du¼gu Teorem III.10�un kan¬t¬ içinde görüldü.

Bu iddia Hausdor¤ olmayan uzaylar için do¼gru olmak zorunda de¼gildir ; çünkü

� � @0 kardinaliteli bir kümeyi tümleyen sonlu topolojiyle donatarak elde edilen uzaya

X denirse,X Hausdor¤ olmayan bir T1 uzay¬ olup herhangi iki aç¬k kümesinin arakesiti,
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boştan farkl¬ olur.

Teorem III.18 (Erdös-Tarski Teoremi) Suslin say¬s¬ c(X) = � olan bir X uzay¬

göz önüne al¬ns¬n. E¼ger � bir güçsüz erişilmez kardinal say¬ de¼gilse veya X bir metrik-

lenebilir uzaysa, bu uzayda � kardinaliteli en az bir gözenekli aile vard¬r.

Kan¬t. ·Ilk olarak � bir ard¬l kardinal say¬, k¬sacas¬ uygun bir �0 kardinali için

� = �+0 ise, X uzay¬nda � kardinaliteli bir gözenekli aile vard¬r. Aksi halde her gözenekli

V ailesi için jVj � �0 olur ve sonuçta � = c(X) � �0 < �+0 = � çeli̧skisi elde edilir.

Şimdi � > @0 bir tekil kardinal say¬ k¬sacas¬ cf(�) < � olsun. Bu durumda bir

f��g�2� artan kardinal say¬lar dizisi,

� =
X

�2�

��; �� < � (8� 2 �) ve j�j = cf(�)

gerçeklenecek biçimde vard¬r. Kan¬t iki durumda tamamlan¬r:

Durum 1: X uzay¬nda boştan farkl¬ bir U aç¬k kümesi, her boştan farkl¬ V � U

aç¬k alt kümesi için c(V ) = c(X) = � gerçeklenecek biçimde var olsun. Özel olarak

c(U) = � > cf(�) oldu¼gundan U aç¬k alt uzay¬nda (dolay¬s¬yla X ana uzay¬nda) cf(�)

kardinaliteli fU�g�2� gözenekli ailesi vard¬r. Hipotez gere¼gi c(U�) = � > �� (8� 2 �)

oldu¼gundan, her bir � 2 � için U� alt uzay¬nda �� kardinaliteli bir U� gözenekli ailesi

bulunur. U =
S
�2�

U� olarak tan¬mlan¬rsa,

jUj =

�����
[

�2�

U�

����� = j�j _ supfjU�j : � 2 �g = cf(�) _ sup
�2�

�� =
X

�2�

�� = �

olup U , X uzay¬nda aranan � kardinaliteli gözenekli ailedir.

Durum 2: X uzay¬n¬n hiçbir aç¬k kümesi birinci durumdaki özelli¼ge sahip olmas¬n.

Bu durumda her U aç¬k kümesinin en az bir ; 6= VU � U aç¬k alt kümesi, c(VU) <

c(X) = � gerçeklenecek biçimde vard¬r. O halde ünlü Zorn Lemmas¬ nedeniyle her

W 2 W için c(W ) < � gerçekleyen W gözenekli ailelerinin bir maksimali vard¬r. Bu

maksimal aileye G denirse,
S
G kümesi X uzay¬nda yo¼gun olur. (Çünkü X �

S
G 6= ;
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olsayd¬, bir x 2 X�
S
G noktas¬ ve x noktas¬n¬n bir Bx aç¬k komşulu¼gu, Bx � X�

S
G

ve c(Bx) < � gerçeklenecek biçimde bulunurdu. Böylece G� = G [ fBxg ailesi için, G�

bir gözenekli aile, c(G) < � (8G 2 G�) ve G  G� olur; ancak bu durum G ailesinin

maksimalli¼gi ile çeli̧sirdi.) E¼ger jGj � � ise kan¬t tamamlan¬r. Şimdi jGj < � olsun. Bu

durumda

supfc(G) : G 2 Gg = �

gerçeklenir. (Gerçekten, supfc(G) : G 2 Gg = � < � olsayd¬, �: jGj < � ve � limit

kardinal oldu¼gundan (�: jGj )+ < � olurdu. Böylece X uzay¬nda (�: jGj )+ kardinaliteli

bir V gözenekli ailesi bulunurdu. Her bir U 2 G için

V(U) = fV 2 V : U \ V 6= ;g � V

olarak tan¬mlan¬rsa,
S
G kümesi X uzay¬nda yo¼gun oldu¼gundan V =

S
U2G

V(U) ve

c(U) � � (8U 2 G) oldu¼gundan jV(U)j � � gerçeklenirdi. Sonuç olarak

(� � jGj )+ = jVj =

�����
[

U2G

V(U)

����� � jGj _ supfjV(U)j : U 2 Gg = � � jGj < (� � jGj )+

çeli̧skisi elde edilirdi.) Bu gerçekten yararlanarak her bir � 2 � eleman¬ için �� <

�+� � c(G�) gerçekleyen bir G� 2 G eleman¬ ve G� aç¬k alt uzay¬nda (dolay¬s¬yla X

ana uzay¬nda ) jG�j = �� eşitli¼gini sa¼glayan bir G� gözenekli ailesi vard¬r. Böylece elde

edilen
S
�2�

G� ailesi, gözenekli ve

����
S
�2�

G�

���� = � oldu¼gundan kan¬t tamamlan¬r.

X uzay¬n¬n metriklenebilir oldu¼gu durum için teoremin kan¬t¬ Teorem III.10(d)�de

görüldü.

� bir güçsüz eri̧silmez kardinal say¬ oldu¼gunda Erdös-Tarski Teoremi�ndeki iddian¬n

her zaman do¼gru olmas¬n¬n gerekmedi¼gi Örnek III.4�de görülecektir.

Yukar¬daki teorem, 1943 yl¬nda Erdös-Tarski taraf¬ndan gösterilen aşa¼g¬daki sonu-

cun özel bir hali olarak düşünülebilir.

�E¼ger z verilen bir kümenin alt kümelerinin sonlu arakesit ve sonlu birleşime göre

kapal¬ bir ailesi ise, (topolojideki gibi aç¬k kümelerin sonlu kesi̧sim ve key� birleşimine
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göre kapal¬ olmak zorunda de¼gil ) z ailesinin iki̧serli ayr¬k elemanlar¬n¬n bir U ailesi

aşa¼g¬daki özelli¼ge sahip olacak biçimde vard¬r:

jUj = supfjVj : V, z� nin iki̧serli ayr¬k elemanlar¬n¬n ailesig

ve jUj güçsüz eri̧silmez de¼gildir.�

�, sonsuz bir ard¬l kardinal say¬ olmak üzere, herhangi bir X uzay¬ için s(X) = �

ise X uzay¬nda � kardinaliteli bir kesikli alt kümenin var oldu¼gu aç¬kt¬r. GKV +

:(eri̧silmez kardinal say¬) iddias¬n¬n do¼gru oldu¼gu varsay¬l¬rsa, aşa¼g¬daki teoremden

yararlanarak, Hausdor¤ uzaylar¬ için yukar¬daki II inci sorunun tam çözümü elde edilir.

Teorem III.19 (Hajnal-Juhasz): � tekil ve güçlü bir limit kardinal say¬ olmak

üzere, saç¬l¬m say¬s¬ s(X) = � olan bir X Hausdor¤ uzay¬nda � kardinaliteli kesikli bir

alt küme vard¬r.

Kan¬t. jXj = � durumunda teoremi kan¬tlamak yeterlidir. Ünlü Zermelo Teo-

remi nedeniyle X kümesi üzerinde en az bir iyi s¬ralama tan¬mlanabilir. Örne¼gin �;

böyle bir s¬ralama ise (X;� ) ile � eşs¬ral¬ (Aralar¬nda s¬ralama koruyan, bire-bir ve

örten fonksiyon tan¬mlanabilen kümelere eşs¬ral¬ kümeler denir.) kümeler olur. X

bir Hausdor¤ uzay¬ oldu¼gundan x; y 2 X, x � y için x 2 Uxy; y 2 Vxy ve Uxy \ Vxy = ;

koşullar¬n¬ gerçekleyen Uxy; Vxy ( � X) aç¬k kümeleri vard¬r. Böylece aşa¼g¬daki dört

küme [X]3 kümesinin bir parçalan¬̧s¬ olur.

P1 = ffx; y; zg : x � y � z; x 2 Uyz; z 2 Vxyg

P2 = ffx; y; zg : x � y � z; x 2 Uyz; z =2 Vxyg

P3 = ffx; y; zg : x � y � z; x =2 Uyz; z 2 Vxyg

P4 = ffx; y; zg : x � y � z; x =2 Uyz; z =2 Vxyg

� = cf(�) olmak üzere, Erdös-Hajnal-Rado Lemmas¬ nedeniyle bir D � X alt kümesi

ve D kümesinin bir fD� : 0 � � < �g parçalan¬̧s¬ aşa¼g¬daki koşullar gerçeklenecek
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biçimde vard¬r:

(1) jD�j = �� < � (8� < �) ve
P

�<� �� = �;

(2) E¼ger 0 � � < � < � ve x 2 D�; y 2 D� ise x � y;

(3) a; b 2 [D]3 ve ja \D�j = jb \D�j (8� < �) ise a; b 2 Pi (1 � i � 4) olacak

biçimde en az bir i say¬s¬ vard¬r.

Herhangi bir � < � ordinali için D� kümesinin �D� k¬s¬tlan¬̧s s¬ralamas¬na göre hem

ard¬l eleman¬ (kendinden büyük en küçük eleman) hem de öncül eleman¬ (kendinden

küçük en büyük eleman) bulunan elemanlar¬n¬n kümesi D�(0) ile gösterilirse, aç¬kt¬r

ki jD�(0)j = �� gerçeklenir. E¼ger bu özellikteki y elemanlar¬n¬n D alt uzay¬n¬n birer

yal¬t¬lm¬ş noktas¬ oldu¼gu gösterilirse teorem kan¬tlanm¬̧s olur.

(2) koşulundan kolayca görülebilir ki her bir y 2 D�(0) noktas¬n¬n D� kümesindeki

öncülü x ve ard¬l¬ z; y noktas¬n¬n D kümesindeki s¬ras¬yla öncül ve ard¬l elemanlar¬d¬r.

Ry = Vxy \ Uyz olarak tan¬mlan¬rsa, Ry \ D = fyg dir. Gerçekten x; z =2 Ry oldu¼gu

apaç¬k olup key� bir p 2 D noktas¬ için ilk olarak p � x varsay¬ls¬n. E¼ger p =2 Vxy

ise kan¬t tamamlan¬r. E¼ger p 2 Vxy ise p =2 Uxy oldu¼gundan a = fp; x; yg 2 P3 veya

a 2 P4 dür. Bu durumda b = fp; y; zg 2 [D]
3 eleman¬ için, a; b elemanlar¬ (3) koşulunu

sa¼glar ve böylece b 2 P3 veya b 2 P4 bulunur. Sonuç olarak p =2 Uyz olup p =2 Ry

elde edilir. Benzer inceleme z � p durumu için yap¬labilir. K¬sacas¬ Ry \ D = fyg

(8y 2 D) oldu¼gundan D kesikli bir alt küme ve en önemlisi jDj = � olur ve böylece

kan¬t tamamlan¬r.

Sonuç III.11 � tekil ve güçlü bir limit kardinal say¬ olmak üzere, jXj � � gerçekleyen

bir X Hausdor¤ uzay¬nda � kardinaliteli bir kesikli alt küme vard¬r.

Kan¬t. s(X) = � oldu¼gundan iddia yukar¬daki teoremden aç¬kt¬r. Gerçekten, e¼ger

s(X) < � olsayd¬ � bir güçlü kardinal say¬ oldu¼gundan � � jXj � 22
s(X)

< � çeli̧skisi

bulunurdu.
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·Ilk olarak De Groot taraf¬ndan ortaya at¬lan �Herhangi bir X Hausdor¤ uzay¬

için o(X); uygun bir � kardinal say¬s¬ arac¬l¬¼g¬yla o(X) = 2� formunda yaz¬labilir mi?�

sorusu için De Groot, metriklenebilir uzaylarda cevab¬n olumlu oldu¼gunu; çünkü X

uzay¬ metriklenebilirse o(X) = 2w(X) oldu¼gunu kan¬tlad¬. Bu sorunun tam çözümü

1969 y¬l¬nda Hajnal ve Juhasz taraf¬ndan kan¬tland¬. Onlar bu sorunun cevab¬n¬n

ZFS aksiyomlar¬nda kal¬narak kararlaşt¬r¬lamayaca¼g¬n¬ kan¬tlad¬lar; çünkü Hajnal ve

Juhasz, genelleştirilmi̧s kontinyum varsay¬m¬ (k¬saca GKV ile gösterilir, bu varsay¬ma

göre herhangi bir sonsuz � kardinal say¬s¬ için �+ = 2� geçerlidir) alt¬nda key� bir

X Hausdor¤ uzay¬ için o(X) say¬s¬n¬n 2� formunda veya güçsüz eri̧silmez (dolay¬s¬yla

GKV�den güçlü eri̧silmez) bir kardinal say¬ oldu¼gunu kan¬tlad¬lar. Öte yandan Roit-

man, ZFS aksiyomlar¬nda kalarak, 2@0 < o(Y ) < 2@1 gerçeklenecek biçimde bir Y

normal Hausdor¤ uzay¬ tan¬mlam¬̧st¬r.(bkz. [2]) Böylece bu sorunun cevab¬n¬n, ZFS

aksiyomlar¬nda kal¬narak, kararlaşt¬r¬lamaz oldu¼gu anlaş¬l¬r. Sonuç olarak e¼ger GKV

geçerli ve güçlü eri̧silmez kardinal say¬ yoksa, herhangi birX Hausdor¤ uzay¬ için uygun

bir � kardinal say¬s¬, o(X) = 2� gerçeklenecek biçimde vard¬r.

Teorem III.20 Bir sonsuz X uzay¬n¬n 2jUj = 2w(X) gerçekleyen bir U gözenekli ailesi

varsa, o(X) = 2w(X) olur. Ek olarak X uzay¬n¬n her aç¬k kümesi bir tümleyen s¬f¬r

küme ise (özel olarak X; sonsuz yetkin normal uzaysa) jC(X)j = 2w(X) olur.

Kan¬t. Daima o(X) � 2w(X) oldu¼gu biliniyor, öte yandan X uzay¬n¬ tan¬mlayan

topoloji � ile gösterilirse, '(V) =
S
V biçiminde tan¬mlanan ' : P(U) �! � fonksiyonu

bire-bir oldu¼gundan

jP(U)j = 2jUj � j� j = o(X) � 2w(X) = 2jUj

gerçeklenir ve böylece ilk iddia kan¬tlanm¬̧s olur.

X üzerinde tan¬ml¬ iki sürekli reel de¼gerli fonksiyon, X uzay¬n¬n bir yo¼gun alt

kümesinde ayn¬ de¼gerleri al¬yorsa, tüm X kümesi üzerinde de ayn¬ de¼gerleri alaca¼g¬n-
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dan jC(X)j � 2d(X) ( � 2w(X)) gerçeklenir. Tersine X uzay¬n¬n tüm aç¬k kümeleri

tümleyen s¬f¬r kümesi oldu¼gundan, özel olarak her bir V 2 P(U) için
S
V aç¬k kümesi de

tümleyen s¬f¬r kümesi olur, böylece uygun bir fV 2 C(X) eleman¬ için
S
V = X�f�1V (0)

gerçeklenir. Sonuçta � : P(U) �! C(X); �(V) = fV biçiminde tan¬mlanan � fonksiy-

onu bire-bir oldu¼gundan jP(U)j = 2jUj � jC(X)j � 2w(X) = 2jUj olup ikinci iddia�da

kan¬tlanm¬̧s olur.

Sonuç III.12 X; sonsuz bir metriklenebilir uzay ise o(X) = 2w(X) ve jC(X)j = 2w(X)

gerçeklenir..

Kan¬t. ·Ilk eşitlik bir önceki teorem ve Teorem III.10(d)�den kolayca görülür. Öte

yandanX bir metriklenebilir uzay oldu¼gundanX kümesi üzerinde tan¬ml¬ veX uzay¬n¬

tan¬mlayan topolojiye denk topoloji tan¬mlayan bir � metri¼gi vard¬r. Böylece herhangi

bir U � X aç¬k kümesi için f(x) = �(x;X � U) = inff�(x; y) : y 2 X � Ug biçiminde

tan¬mlanan f : X �! R fonksiyonu sürekli ve U = X � f�1(0) oldu¼gundan, U bir

tümleyen s¬f¬r kümesi olur. Sonuçta bir önceki teorem nedeniyle ikinci eşitli¼ginde geçerli

oldu¼gu anlaş¬l¬r.

Aşa¼g¬daki lemmadan yararlanarak Teorem III.18�in düzenli uzaylar için daha güçlü

(ya da daha genel) durumu elde edilir.

Lemma III.3 Bir X düzenli uzay¬n¬n aç¬k kümelerinin yerel sonlu bir U ailesi, jUj =

� � @0 gerçeklenecek biçimde varsa, X uzay¬n¬n yerel sonlu ve gözenekli bir V ailesi,

jVj = � olacak şekilde vard¬r.

Kan¬t. jU � f;gj = jUj oldu¼gundan U = fU�g�<� ailesinin tüm üyeleri boştan

farkl¬ al¬nabilir. Bu durumda Seçme Aksiyomu�ndan yararlanarak her � < � için tek

türlü belirli x� 2 U� elemanlar¬ seçilsin. U ailesi, yerel sonlu oldu¼gundan her bir

x� noktas¬ U �nun yaln¬zca sonlu say¬da üyesine aittir. Böylece W = fU�(�)g�<� �

U alt ailesi, �(�1); �(�2) < � ve �(�1) 6= �(�2) için x�(�1) 6= x�(�2) gerçeklenecek
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biçimde bulunur. Gerçekten, sonlu ötesi tümevar¬m�dan yararlanarak bu aile şu şekilde

belirlenebilir: Her bir � < � için x� 2 U� noktas¬n¬ içeren U ailesinin üyelerinin

indislerinin kümesi, �(�) ( � W (�)) olsun. U ailesi, yerel sonlu (dolay¬s¬yla noktasal

sonlu) oldu¼gundan �(�) indis kümeleri sonlu elemanl¬d¬r. x0 2 U0 olmak üzere U�(0) =

U0 olsun. Bu durumda

( � ) �� = min (W (�)�
[


<�

�(�
)) 2 W (�)�
[


<�

�(�
)

ifadesinden yararlanarak W = fU�(�)g�<� ailesi inşa edilebilir. jW (�)��(0)j = �

oldu¼gundan ( � ) ifadesindeki gibi tan¬mlanan �1 ordinali için x�1 2 U�1 �
S

�2�(0)

U�

gerçeklenir, böylece U�(1) = U�1 almak yeterlidir. Şimdi key� sabit bir �0 < � or-

dinali için U�(�) = U�� 2 U , �(��) � W (�) (8� < �0) kümeleri belirlenmi̧s olsun.�����
S

�<�0

�(��)

����� � j�0j _ @0 < � ve böylece

�����W (�)�
S

�<�0

�(��)

����� = � olup ( � ) ifadesin-

den ��0 ordinali ve böylece U�(�0) = U��0 kümesi tan¬mlanarak sonlu ötesi tümevar¬m

süreci tamamlan¬r. Apaç¬k olarak jWj =
��fU�(�)g�<�

�� = � ve farkl¬ �(�1); �(�2) < �

ordinalleri için x�(�1) 6= x�(�2) gerçeklenir. X bir düzenli uzay oldu¼gundan her � < �

için x�(�) noktas¬n¬n bir V�(�) aç¬k komşulu¼gu

V�(�) � U�(�); V�(�) \ fx�(
) : 
 < �g = fx�(�)g

gerçeklenecek biçimde bulunur. Sonuçta

W�(�) = V�(�) �
[
fV�(
) : 
 < �; 
 6= �g = V�(�) �

[


<�;
 6=�

V�(
) (8� < �)

biçiminde tan¬mlan¬rsa, V = fW�(�)g�<� ailesi, aranan yerel sonlu gözenekli aile olarak

al¬nabilir. Gerçekten,
��fW�(�)g�<�

�� = � ve fW�(�)g�<� ailesinin gözenekli oldu¼gunu

görmek kolayd¬r, öte yandan W�(�) � V�(�) � U�(�) (8� < �) oldu¼gundan fW�(�)g�<�

ailesi yerel sonludur.

Sonuç III.13 Bir sonsuz X düzenli uzay¬n¬n aç¬k kümelerinin 2jUj = 2w(X) gerçekleyen

bir U yerel sonlu ailesi varsa o(X) = 2w(X) gerçeklenir. Ek olarak X uzay¬n¬n her aç¬k

kümesi bir tümleyen s¬f¬r küme ise jC(X)j = 2w(X) olur.
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Yukar¬da metriklenebilir bir X uzay¬ için o(X) = 2w(X) gerçeklendi¼gi görüldü; an-

cak X uzay¬nda 2jUj = 2w(X) eşitli¼gini sa¼glayan yerel sonlu bir U aç¬k kümeler ailesinin

bulunmas¬n¬n gerekmedi¼gi aşa¼g¬daki örnekte görülmektedir.

Örnek III.3 Her yerel sonlu U aç¬k kümeler ailesi için 2jUj < 2w(E) koşulunu sa¼glayan

metriklenebilir bir E uzay¬ tan¬mlanabilir.

Çözüm. f�kgk2N artan sonsuz kardinal say¬lar dizisi ve � = supk2N �k olsun.

Her k 2 N için Ak kesikli uzaylar¬; jAkj = �k ve n 6= m için An \ Am = ; gerçek-

lenecek biçimde tan¬mlans¬n. Bu uzaylardan yararlanarak Ek = [0; 1=k]�Ak (8k 2 N)

çarp¬m uzaylar¬ tan¬mlan¬rsa, ([0; 1=k] uzay¬ olarak bilinen Öklid uzay¬n¬n alt uzay¬

kastediliyor) aç¬kt¬r ki

w(Ek) = w([0; 1=k]) _ w(Ak) = @0 _ �k = �k (8k 2 N)

gerçeklenir. X =
S
k2N

Ek kümesi üzerinde

(r1; s1)R(r2; s2)() r1 = r2 = 0 ya da r1 = r2; s1 = s2

olacak biçimde R eşde¼gerlik ba¼g¬nt¬s¬ tan¬mlans¬n. (r; s) 2 X noktas¬n¬n denklik s¬n¬f¬,

[(r; s)] ile gösterilmek üzere E = X=R kümesi üzerinde

�([(r1; s1)]; [(r2; s2)]) =

�
jr1 � r2j ; s1 = s2 ise

r1 + r2 ; s1 6= s2 ise

biçiminde tan¬mlanan � uzakl¬k fonksiyonu bir metrikdir. (bkz. [4]) Bu metri¼ge E

kümesi üzerinde tan¬ml¬ dikenli kirpi metri¼gi ve (E; �) uzay¬na�da dikenli kirpi

uzay¬ denir. (E; �) uzay¬, k¬saca E ile gösterilirse, w(E) = @0:� = � olur. A =
S
k2N

Ak

olmak üzere herhangi bir s 2 A için � = [(0; s)] = f(0; t) : t 2 Ag olarak tan¬mlan¬rsa,

� noktas¬n¬n her

B�(") = f[(r; t)] 2 E : �(�; [(r; t)]) < "g (" > 0)
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aç¬k komşulu¼gu için bir n" 2 N say¬s¬, [En] = f[(r; s)] : (r; s) 2 Eng olmak üzere,

[En] � B�(") (8n � n") gerçeklenecek biçimde vard¬r. Gerçekten, ünlü Aŗsimed ·Ilkesi

nedeniyle key� sabit bir " > 0 say¬s¬ için bir n" 2 N say¬s¬, 1=n" < " olacak şekilde var

oldu¼gundan her n � n" için key� (r; s) 2 En noktas¬ al¬n¬rsa, �([(r; s)]; �) = r � 1=n �

1=n" < " gerçeklendi¼ginden [(r; s)] 2 B�(") olup [En] � B�(") (8n � n") sonucu elde

edilir. Böylece E uzay¬n¬n aç¬k kümelerinden oluşan herhangi bir yerel sonlu U ailesi

için bir k 2 N say¬s¬, jUj � �k gerçeklenecek biçimde vard¬r. E¼ger �1 = @0; �k = 2
�k�1

(k > 1) olarak tan¬mlan¬rsa, uygun bir k 2 N için

2jUj � 2�k = �k+1 < � < 2� = 2w(E)

oldu¼gu görülür. �

Ayr¬ca �1 < �2 < 2�1 = 2�2 koşulunu sa¼glayan �1 ve �2 kardinal say¬lar¬ varsa,

w(X) = �2, c(X) = �1 gerçekleyen ve �1 kardinaliteli yerel sonlu ve gözenekli bir aileye

sahip olan bir X uzay¬ tan¬mlanabilir. (bkz. Örnek III.7)

Teorem III.21 (Hajnal-Juhasz): GKV + :(erişilmez kardinal say¬) iddias¬n¬n do¼gru

oldu¼gu varsay¬l¬rsa, herhangi bir X Hausdor¤ uzay¬na karş¬l¬k uygun bir �X kardinal

say¬s¬ o(X) = 2�X gerçeklenecek biçimde vard¬r.

Kan¬t. jXj = � olsun. Bu durumda � = jXj � o(X) � 2jXj = 2� ve GKV

nedeniyle o(X) = � veya o(X) = 2� d¬r. o(X) = � olmas¬ durumunda � bir tekil

kardinal say¬ olamaz ; çünkü � say¬s¬ tekil olsayd¬, GKV nedeniyle � bir tekil güçlü

limit kardinal say¬ olurdu. Böylece Teorem III.19 nedeniyle X uzay¬nda � kardinaliteli

bir kesikli alt küme dolay¬s¬yla bu uzay¬n en az 2� say¬da aç¬k kümesi bulunur bu da

o(X) = � gerçe¼giyle çeli̧sirdi. Demek ki � bir düzenli kardinal say¬ olup uygun bir �X

kardinali için o(X) = � = 2�X gerçeklenir.

Bu k¬s¬mda son olarak � bir güçsüz eri̧silmez kardinal say¬ (e¼ger varsa) olmak

üzere �c(X) = � gerçekleyen herhangi bir X uzay¬n¬n � kardinaliteli gözenekli ailesi
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var m¬d¬r? � sorusuna yan¬t aranacakt¬r. Aç¬kt¬r ki � kardinaliteli kesikli bir X uzay¬

için c(X) = � olup X uzay¬n¬n � kardinaliteli gözenekli ailesi vard¬r. (Gerçekten,

G = ffxggx2X bu tür bir ailedir.) Ancak c(Y ) = � gerçekleyen baz¬ Y uzaylar¬n¬n

� kardinaliteli hiçbir gözenekli ailesi bulunmaz. Bu gerçe¼gi kan¬tlamak için öncelikle

aşa¼g¬daki yararl¬ tan¬m ve teorem görülecektir.

Tan¬m III.2 � bir sonsuz kardinal say¬ ve X bir topolojik uzay olsun. E¼ger X uzay¬n¬n

boştan farkl¬ aç¬k kümelerinin jUj = � gerçekleyen her U ailesinin en az bir V � U alt

ailesi, jVj = � ve
T
V 6= ; koşullar¬ gerçeklenecek biçimde varsa, X uzay¬na �-s¬¼gas¬na

sahiptir (ya da �-kalibresine sahiptir) denir.

Bir uzay birden fazla s¬¼gaya sahip olabilir. Örne¼gin jXj = � gerçekleyen X kesikli

uzay¬ için �+; �++ farkl¬ iki s¬¼gad¬r. Aç¬kt¬r ki bir Y uzay¬ �0-s¬¼gas¬na sahipse c(Y ) � �0

olur.

Aşa¼g¬daki teoremden yararlanarak Suslin say¬s¬ � olan ancak � kardinaliteli hiçbir

gözenekli ailenin bulunmad¬¼g¬ bir uzay tan¬mlanacakt¬r. Çarp¬m uzaylar¬ hakk¬ndaki

temel bilgiler için k¬s¬m III.4�e bak¬lmal¬d¬r.

Teorem III.22 (Sanin Teoremi): � say¬lamaz, düzenli bir kardinal say¬ ve fX�g�2�

�-s¬¼gas¬na sahip topolojik uzaylar¬n bir ailesi olsun. Bu durumda X =
Q
�2�

X� çarp¬m

uzay¬ da �-s¬¼gas¬na sahiptir.

Kan¬t. Gösterilmesi gereken X uzay¬n¬n boştan farkl¬ aç¬k kümelerinin jUj = �

gerçekleyen herhangi bir U ailesinin jVj = �;
T
V 6= ; koşullar¬n¬ sa¼glayan en az bir

V � U alt ailesinin varl¬¼g¬d¬r. Bu amaçla key� bir U = fU�g�2�; j�j = � aç¬k kümeler

ailesi için U� (8� 2 �) kümeleri birer kutu küme olarak al¬nabilir. O halde her bir

� 2 � için

U� =
Y

�2S�

U�(�)�
Y

�2�nS�

X�; S� 2 P<@0(�); U�(�) � X� (8� 2 S�) aç¬k alt küme
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olarak yaz¬labilir. Ayr¬ca �1; �2 2 � ve �1 6= �2 için U�1 6= U�2 varsay¬labilir. Böylece

fS�g�2� sonlu alt kümeler ailesi tan¬mlanm¬̧s olup, Sanin Lemmas¬ nedeniyle, j�0j = �

gerçekleyen bir �0 � � alt kümesi ile her farkl¬ �1; �2 2 �0 eleman çifti için S�1\S�2 = F

gerçeklenecek biçimde boş olabilen sonlu bir F kümesi vard¬r.
Q
�2;

X� yaz¬m¬ndan

kaç¬nmak için kan¬t iki durumda tamamlan¬r.

Durum 1: F = ; olsun. Bu durumda her bir � 2 � eleman¬ en fazla bir S�

(� 2 �0) kümesine ait olabilir. Böylece her bir � 2 � için

p� 2

�
U�(�) ; � 2 S�; � 2 �0 ise

X� ; � 2 �n
S
�2�0

S� ise

olacak biçimde Seçme Aksiyomu yard¬m¬yla seçilen p� elemanlar¬ arac¬l¬¼g¬yla tan¬m-

lanan p = fp�g�2� 2
Q
�2�

X� noktas¬ için, apaç¬k olarak p = fp�g�2� 2
T
�2�0

U� 6= ;

gerçeklenir. Sonuç olarak V = fU�g�2�0 aranan alt aile olarak al¬nabilir.

Durum.2: F 6= ; olsun. �-s¬¼gas¬na sahip sonlu say¬da uzay¬n çarp¬m uzay¬ da

�-s¬¼gas¬na sahiptir. Gerçekten, key� bir 2 � n say¬s¬ için Yi (i = 1; ::; n) uzaylar¬

�-s¬¼gas¬na sahip ise Y = Y1 � ::: � Yn çarp¬m uzay¬ da öyledir. Y uzay¬nda jGj = �

gerçekleyen bir G = fG�g�<� aç¬k kümeler ailesi göz önüne al¬ns¬n. Özel olarak G

ailesinin üyeleri birer kutu küme olarak al¬nabilir. Bu durumda her bir � < � için

G� = G1(�)� :::�Gn(�); Gi(�) � Yi (i = 1; ::; n) aç¬k alt küme

olacak biçimde yaz¬labilir. Böylece Y1 uzay¬ �-s¬¼gas¬na sahip oldu¼gundan, bu uzayda

tan¬ml¬ fG1(�)g�<� aç¬k kümeler ailesine kaŗs¬l¬k, j�(1)j = � ve
T

�2�(1)

G1(�) 6= ;

koşullar¬ gerçeklenecek biçimde bir �(1) � W (�) alt kümesi vard¬r. Benzer şek-

ilde Y2 uzay¬nda tan¬ml¬ fG2(�)g�2�(1) aç¬k kümeler ailesine kaŗs¬l¬k, j�(2)j = � ve

T
�2�(2)

G2(�) 6= ; gerçeklenecek biçimde bir �(2) � �(1) alt kümesi vard¬r. Bu

şekilde devam edilirse Yn uzay¬ da �-s¬¼gas¬na sahip oldu¼gundan, bu uzayda tan¬ml¬

fGn(�)g�2�(n�1) aç¬k kümeler ailesine kaŗs¬l¬k bir�(n) � �(n�1) alt kümesi, j�(n)j =

79



� ve
T

�2�(n)

Gn(�) 6= ; koşullar¬ gerçeklenecek biçimde vard¬r. Sonuç olarak

fG�g�2�(n) = fG1(�)� :::�Gn(�)g�2�(n) � fG�g�<�

alt ailesi için

\

�2�(n)

G� =
\

�2�(n)

(G1(�)� ::�Gn(�)) =
nY

i=1

(
\

�2�(n)

Gi(�)) 6= ;

oldu¼gundan ara iddia kan¬tlanm¬̧s olur. O halde
Q
�2F

X� çarp¬m uzay¬ �-s¬¼gas¬na sahip

oldu¼gundan bu uzayda tan¬ml¬ f
Q
�2F

U�(�)g�2�0 aç¬k kümeler ailesine kaŗs¬l¬k, j�00j = �

gerçekleyen bir �00 � �0 alt kümesi ve p = fp�g�2F 2
T

�2�00
(
Q
�2F

U�(�)) gerçeklenecek

biçimde bir p 2
Q
�2F

X� noktas¬ vard¬r. Her bir � 2 ��F eleman¬, en fazla bir � 2 �00

için S� kümesine (asl¬nda en fazla bir � 2 �0 için S� kümesine) aittir. Böylece her bir

� 2 � için

q�

8
>>>>><
>>>>>:

= p� ; � 2 F ise

2 U�(�) ; � =2 F; � 2 S�; � 2 �
00 ise

2 X� ; � =2 F [ (
S

�2�00
S�) ise

olacak şekilde, Seçme Aksiyomu yard¬m¬yla seçilen elemanlar arac¬l¬¼g¬yla oluşturulan

q = fq�g�2� 2
Q
�2�

X� noktas¬ için, aç¬kça görülür ki q 2
T

�2�00
U� 6= ; gerçeklenir.

Böylece V = fU�g�2�00 al¬narak kan¬t tamamlan¬r.

Örnek III.4 � bir güçsüz erişilmez kardinal say¬ (varsa) olmak üzere, her bir � < �

kardinal say¬s¬ için jX�j = � gerçekleyen X� kesikli uzaylar¬ arac¬l¬¼g¬yla tan¬mlanan

X =
Q
�<�

X� çarp¬m uzay¬ göz önüne al¬ns¬n. Bu durumda c(X) = � gerçeklenir; ancak

X uzay¬nda � kardinaliteli gözenekli aile tan¬mlanamaz. K¬sacas¬ X uzay¬nda tan¬ml¬

her gözenekli ailenin kardinalitesi < � d¬r.

Çözüm. Kolayca görülebilir ki her bir � < � kardinal say¬s¬ için X� kesikli

uzay¬ �-s¬¼gas¬na sahiptir; çünkü key� sabit bir � < � kardinal say¬s¬ için X� uza-

y¬nda tan¬ml¬, jUj = � gerçekleyen bir U boştan farkl¬ aç¬k kümeler ailesi göz önüne
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al¬nd¬¼g¬nda, her bir x 2 X� noktas¬ için U(x) = fU 2 U : x 2 Ug olarak tan¬mlan¬rsa,

aç¬kt¬r ki U =
S

x2X�

U(x) gerçeklenir. � bir düzenli kardinal say¬ (k¬sacas¬ cf(�) = �)

oldu¼gundan en az bir x 2 X� için jU(x)j = � gerçeklenir. Böylece fxg �
T
U(x) 6= ;

oldu¼gundan X� uzay¬n¬n �-s¬¼gas¬na sahip oldu¼gu anlaş¬l¬r. Bu durumda Sanin Teo-

remi nedeniyle X çarp¬m uzay¬ da �-s¬¼gas¬na sahip olur ve böylece c(X) � � gerçek-

lendi¼gi anlaş¬l¬r. Daha da önemlisi X uzay¬nda � kardinaliteli hiçbir gözenekli ailenin

tan¬mlanamad¬¼g¬ anlaş¬l¬r. Di¼ger taraftan c(X) � � gerçeklenir; çünkü her � < �

kardinali için �� : X �! X� izdüşüm fonksiyonu sürekli oldu¼gundan, f��1� (fxg)gx2X�

ailesi X uzay¬nda bir gözenekli aile olur. Sonuç olarak her � < � kardinal say¬s¬ için

� = jX�j =
��f��1� (fxg)gx2X�

�� � c(X) gerçeklendi¼ginden � � c(X) elde edilir. �

� bir güçsüz eri̧silmez kardinal say¬ olmak üzere, yukar¬daki örne¼ge benzer biçimde

c(Y ) = � gerçekleyen ancak � kardinaliteli hiçbir gözenekli ailesi bulunmayan bir Y

t¬k¬z Hausdor¤ uzay¬ tan¬mlanabilir. Bunun için yukar¬daki X� (8� < � kardinali için)

kesikli uzaylar¬n¬n tek nokta (ya da Cech-Stone) t¬k¬zlaşmas¬ Y� ile gösterilirse, Y =

Q
�<�

Y� çarp¬m uzay¬ olarak tan¬mlamak yeterlidir. Herhangi birX uzay¬n¬n herhangi bir

yo¼gun S � X alt kümesi için c(S) = c(X) olmas¬ gerçe¼ginden yararlanarak yukar¬daki

gibi iddia kan¬tlan¬r.

Yukar¬daki örnek Teorem III.18 için tamamlay¬c¬ niteliktedir.

III.4 Hewitt-Pondiczery-Marczewski Teoremi

ve Baz¬ Önemli Sonuçlar¬

Bu k¬s¬mda ilk olarak çarp¬m uzaylar¬ üzerinde tan¬ml¬ baz¬ kardinal de¼gi̧smezlerin

temel özellikleri görülecektir. Daha sonra ünlü Hewitt-Pondiczery-Marczewski Teoremi

ve bu teoremden yararlanarak baz¬ önemli sonuçlar verilecektir. Çarp¬m uzaylar¬n¬n

yo¼gunluk say¬s¬ hakk¬nda bilgi veren bu ünlü teorem Hewitt (bkz: [8]) ve Pondiczery
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taraf¬ndan ba¼g¬ms¬z olarak kan¬tlanm¬̧st¬r. Ayr¬ca Marczewski, ba¼g¬ms¬z olarak � c

say¬da ayr¬labilir uzay¬n çarp¬m uzay¬n¬n da ayr¬labilir oldu¼gunu kan¬tlam¬̧st¬r. Bu

yüzden bu teoreme Hewitt-Pondiczery-Marczewski Teoremi denir. Topolojide birçok

ayk¬r¬ örnek bu teoremden yararlanarak tan¬mlanabilir. Örne¼gin

(1) Hiçbir noktas¬n¬n say¬labilir yerel taban¬ bulunmayan, say¬labilir bir uzay tan¬m-

lanabilir;

(2) T¬k¬z, say¬labilir zincir koşulunu gerçekleyen ancak ayr¬labilir olmayan bir uzay

tan¬mlanabilir.

Bu k¬s¬mda son olarak çarp¬m uzaylar¬n¬n Suslin say¬s¬ ile ilgili baz¬ temel teoremler

görülecektir. Öncelikle gerekli oldu¼gundan baz¬ tan¬mlar verilmelidir.

fX�g�2� topolojik uzaylar¬n bir ailesi (X� 6= ; (8� 2 �) varsay¬ld¬¼g¬ unutulmamal¬d¬r!)

olmak üzere, bu uzaylar¬n Tikhanov çarp¬m uzay¬
Q
�2�

X� ile gösterilir.
Q
�2�

X� çarp¬m

uzay¬nda her bir � 2 � için A� � X� olmak üzere
Q
�2�

A� ( �
Q
�2�

X�) formundaki

kümelere kutu küme denir.
Q
�2�

A� kümesinin
Q
�2�

X� uzay¬nda aç¬k olmas¬ için gerek

ve yeter koşul en fazla sonlu say¬da A� ( � X�) kümesinin aç¬k öz alt küme olmas¬d¬r.

E¼ger V = B�1�B�2�:::�B�n�
Q

� 6=�1;::;�n

X� �
Q
�2�

X� bir aç¬k kutu küme ise B�i � X�i

(i = 1; ::; n) alt kümeleri birer aç¬k öz alt küme varsay¬l¬r. X =
Q
�2�

X� uzay¬n¬n tüm

boştan farkl¬ aç¬k kutu kümelerinin ailesinin bu uzay için bir taban tan¬mlad¬¼g¬ bilin-

mektedir.
Q
�2�

A� (� X) bir kutu küme olmak üzere, f� 2 � : A� 6= X�g kümesine

Q
�2�

A� kümesinin belirleyici indisler kümesi denir. V =
Q
�2�

V� kümesi, X uzay¬nda

bir aç¬k kutu küme ve �0 � � olsun. Bu durumda
Q
�2�0

V� kümesi, Y =
Q
�2�0

X� uzay¬nda

bir aç¬k kutu küme olur ve bu kümeye V kümesinin Y uzay¬na izdüşümü denir.

Sonlu say¬da uzay¬n çarp¬m uzay¬ üzerinde tan¬mlanan w; nw; �w; �� ve � kardinal

de¼gi̧smezlerinin özelliklerini incelemek kolayd¬r. Gerçekten, sabit bir 2 � n 2 N say¬s¬

için key� X1; X2; :::; Xn uzaylar¬ göz önüne al¬n¬p bunlar¬n çarp¬m uzay¬na X denirse,
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herhangi bir � 2 fw; nw; �w; ��; �g için

�(X) = �(
nY

i=1

Xi)
(�)
=

nY

i=1

�(Xi) = maxf�(Xi) : 1 � i � ng

gerçeklenir. Gerçekten, kardinal de¼gi̧smezlerin sonsuz varsay¬ld¬¼g¬ unutulmadan, � = w

için (di¼gerleri benzer şekilde kan¬tlan¬r) iddiay¬ kan¬tlamak yeterlidir. Her bir i � n

pozitif tam say¬s¬ için Xi uzay¬n¬n, jBij = w(Xi) � @0.gerçekleyen bir Bi taban¬ vard¬r.

Böylece B = fB1 � B2 � ::: � Bn : Bi 2 Bi (8i 2 Nn)g olarak tan¬mlanan B ailesi

X uzay¬n¬n bir taban¬ oldu¼gundan w(X) � jBj = jB1 � B2 � :::� Bnj =
nQ
i=1

jBij =

nQ
i=1

w(Xi) = max1�i�nw(Xi) olup a¼g¬rl¬k say¬s¬ monoton bir özellik oldu¼gundan ters

eşitsizlik apaç¬kt¬r. (�w ve �� kardinal de¼gi̧smezleri monoton olmasada çarp¬m uzay¬n¬n

tan¬m¬ndan kolayca ��(Xi) � ��(X); �w(Xi) � �w(X) (1 � i � n) oldu¼gu görülür.)

Yukar¬daki (�) eşitli¼gi her kardinal de¼gi̧smez için do¼gru olmak zorunda de¼gildir. Örne¼gin

Lindelöf ve saç¬l¬m say¬lar¬ için aşa¼g¬daki örnekte görülece¼gi gibi s(X) < s(X �X) ve

L(X) < L(X �X) gerçekleyen bir X uzay¬ vard¬r. Bu örnekte şu temel bilgi kullan¬la-

cakt¬r:

Temel Bilgi: R kümesinde, herhangi bir A alt kümesinin A0 = fx 2 A : 9yx >

x; (x; yx) \ A = ;g alt kümesi say¬labilir elemanl¬d¬r.

Gerçekten, A0 = ; ise iddia apaç¬kt¬r. Şimdi A0 6= ; olsun. Bu durumda her

bir x 2 A0 için var olan ve yx > x; (x; yx) \ A = ; gerçekleyen uygun bir yx 2 R

arac¬l¬¼g¬yla Ix = (x; yx) (8x 2 A0) aral¬klar¬ (her bir x 2 A0 için Ix aral¬k oldu¼gundan

say¬lamaz elemanl¬d¬r) ve I = fIxgx2A0 ailesi tan¬mlan¬rsa, kolayca görülebilir ki farkl¬

x1; x2 2 A0 elemanlar¬ için Ix1 \ Ix2 = ; gerçeklenir; çünkü A0 kümesinin tan¬m¬ gere¼gi

x1; x2 elemanlar¬na kaŗs¬l¬k yxi > xi; (xi; yxi) \ A = ; (i = 1; 2) gerçekleyen yx1 ; yx2

gerçel say¬lar¬ var ve üstelik Ixi = (xi; yxi) (i = 1; 2) olmak üzere, sözgelimi x1 < x2 ise

yx1 � x2 olur (e¼ger x2 < yx1 olsayd¬ x1 < x2 < yx1 gözlenerek x2 2 (x1; yx1) \ A = ;

çeli̧skisi bulunurdu) böylelikle Ix1 \ Ix2 = (x1; yx1) \ (x2; yx2) = ; elde edilir. Benzer

biçimde x2 < x1 ise yx2 � x1 olur ve sonuçta yine Ix1 \ Ix2 = ; bulunur. Sonuç olarak
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x1; x2 2 A0 için x1 6= x2 ise Ix1 6= Ix2 gerçeklenir ve böylece Q kümesinin niteli¼gi

gere¼gi Seçme Aksiyomu kullan¬larak her x 2 A0 için tek türlü belirli bir rx 2 Ix \ Q

rasyonel say¬s¬ seçilirse, I = fIxgx2A0 aral¬klar ailesinin iki farkl¬ üyesi ayr¬k oldu¼gundan

�(Ix) = rx (8x 2 A0) biçiminde tan¬mlanan � : I �! Q fonksiyonu apaç¬k biçimde

bire-bir olur, böylelikle jIj = jA0j � jQj = @0 istenen sonucu bulunur.

Örnek III.5 L(X) < L(X � X) ve s(X) < s(X � X) koşullar¬n¬ gerçekleyen bir X

uzay¬ vard¬r.

Çözüm. R kümesi üzerinde <x = f[x; x + ") : 0 < "g (8x 2 R) komşuluk

aileleri taraf¬ndan tan¬mlanan esas komşuluk sisteminin tan¬mlad¬¼g¬ topolojiye alt

limit topolojisi denir ve bu topoloji Ra ile gösterilir. Bu topoloji arac¬l¬¼g¬yla elde

edilen (R;Ra) uzay¬na alt limit uzay¬ (ya da Sorgenfrey ekseni) denilir. Kolayca

görülür ki

Ra = f
1[

n=1

[an; bn) : an; bn 2 R; an � bn(8n 2 N)g

olur. Aç¬kt¬r ki her bir x 2 R gerçel say¬s¬ için Bx = f[x; x + 1
n
) : n 2 Ng ailesi

x noktas¬ için bir yerel taban tan¬mlar, böylece (R;Ra) uzay¬n¬n birinci say¬labilir

oldu¼gu anlaş¬l¬r.

Ayr¬ca (R;Ra) uzay¬, kal¬t¬msal ayr¬labilir ve kal¬t¬msal Lindelöf olup ikinci say¬la-

bilir olmayan bir uzayd¬r. Gerçekten, aç¬kt¬r ki B = f[a; b) : a < bg ailesi bu uzay

için bir taban tan¬mlar. E¼ger alt limit uzay¬ ikinci say¬labilir olsayd¬, A¼g¬rl¬k Teoremi

nedeniyle bu uzay için taban görevi gören say¬labilir üyeli bir B0 = f[an; bn) : an � bn

(8n 2 N)g ( � B) alt ailesi bulunurdu. Bu ise olanaks¬zd¬r; çünkü X0 = fan : n 2

Ng [ fbn : n 2 Ng kümesi apaç¬k biçimde say¬labilir elemanl¬ olup jR�X0j = c gerçek-

lenir. Böylece her x 2 R�X0 ve her n 2 N için ya x =2 [an; bn) ya da [an; bn) * [x; x+ 1
2
)

geçerlidir. Gerçekten, bir n 2 N say¬s¬ için x 2 [an; bn) ise x =2 X0 oldu¼gundan
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an < x < bn olup

; 6= (an; x) � (an; x)� [x; x+
1

2
) � [an; bn)� [x; x+

1

2
)

bularak [an; bn) * [x; x + 1
2
) gözlenir. K¬sacas¬ B0 alt ailesi x 2 [an; bn) � [x; x + 1

2
)

koşullar¬n¬n ikisini birden gerçekleyen hiçbir [an; bn) 2 B0 üyesine sahip olamad¬¼g¬ndan

(R;Ra) uzay¬ için bir taban tan¬mlayamaz. O halde A¼g¬rl¬k Teoremi�nden (R;Ra)

uzay¬n¬n ikinci say¬labilir olmad¬¼g¬ anlaş¬l¬r.

Şimdi herhangi bir ; 6= A � R alt kümesi üzerinde (A; (Ra)A) alt uzay¬ göz önüne

al¬ns¬n. (R;R1) Öklid uzay¬ (apaç¬k olarak R1  Ra gerçeklenir) ikinci say¬labilir

oldu¼gundan (A;R1A) alt uzay¬ da ikinci say¬labilir dolay¬s¬yla ayr¬labilirdir. Bu nedenle

say¬labilir üyeli bir A1 � A alt kümesi, (A;R1A) alt uzay¬nda yo¼gun olacak biçimde

vard¬r. Yo¼gun kümelerle boştan farkl¬ aç¬k kümelerin arakesiti boştan farkl¬ oldu¼gun-

dan, (x; y) \ A 6= ; ise (x; y) \ A 2 R1A nedeniyle (x; y) \ A1 = ((x; y) \ A) \ A1 6= ;

bulunur. Oysa yukar¬daki temel bilgi nedeniyle A0 = fx 2 A : 9yx > x; (x; yx)\A = ;g

kümesi say¬labilir elemanl¬ oldu¼gundan A0[A1 ( � A) alt kümeside say¬labilir elemanl¬

ve üstelik (A; (Ra)A) alt uzay¬nda yo¼gun olur; çünkü x 2 A ve n 2 N ne olursa olsun

[x; x + 1
n
) \ (A0 [ A1) 6= ; gözlemek kolayd¬r. Gerçekten, e¼ger (x; x + 1

n
) \ A 6= ; ise,

biraz önceki gözlem nedeniyle

; 6= (x; x+
1

n
) \ A1 � [x; x+

1

n
) \ A1 � [x; x+

1

n
) \ (A0 [ A1)

olur, yok e¼ger (x; x + 1
n
) \ A = ; ise A0 kümesinin tan¬m¬ gere¼gi x 2 A0 olur ve bu

kez x 2 [x; x + 1
n
) \ A0 � [x; x + 1

n
) \ (A0 [ A1) bulunur, k¬sacas¬ say¬labilir üyeli

A0 [A1 kümesi (A; (Ra)A) alt uzay¬ndaki her yerel taban üyesiyle (dolay¬s¬yla her aç¬k

kümeyle) boştan farkl¬ olarak kesi̧sti¼ginden yo¼gun alt küme olur, dolay¬s¬yla (A; (Ra)A)

alt uzay¬ ayr¬labilirdir. (R;Ra) uzay¬n¬n her alt uzay¬ ayr¬labilir oldu¼gundan bu uzay

kal¬t¬msal ayr¬labilirdir. K¬sacas¬ hd((R;Ra)) = @0 gerçeklenir.

Bu kez key� bir (A; (Ra)A) alt uzay¬n¬n Lindelöf uzay¬ oldu¼gu şöyle gözlenebilir:
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(A; (Ra)A) alt uzay¬n¬n herhangi bir U = fU�g�2� aç¬k örtülüşü al¬ns¬n. Özel olarak

U� (8� 2 �) aç¬k kümeleri x� < y� gerçekleyen uygun gerçel say¬ çifti arac¬l¬¼g¬yla

U� = [x�; y�) \ A gerçeklenecek biçimde al¬nabilir. Böylece

A =
[
U =

[

�2�

U� =
[

�2�

([x�; y�) \ A) �
[

�2�

[x�; y�)

gerçeklenir. Y0 =
S
�2�

(x�; y�) olarak tan¬mlan¬rsa, aç¬kt¬r ki Y0 �
S
�2�

[x�; y�) gerçek-

lenir. Dikkat edilirse F =
S
�2�

[x�; y�) � Y0 fark kümesi say¬labilir elemanl¬d¬r; çünkü

her bir x 2 F gerçel say¬s¬ için, uygun bir �x 2 � arac¬l¬¼g¬yla x 2 [x�x ; y�x) � Y0

olur ve sonuçta x = x�x bulunur. Demek ki her bir x 2 F için x =2 Ix = (x�x ; y�x)

( � Y0) ve x = x�x olacak biçimde bir �x 2 � indisi ile boştan farkl¬ Ix aral¬klar¬ belir-

lenebilmektedir. T¬pk¬ yukar¬daki temel bilgi�nin kan¬t¬nda oldu¼gu gibi farkl¬ x1; x2 2 F

gerçel say¬ çifti için Ix1 \ Ix2 = ; oldu¼gu görülebilir. O halde I = fIxgx2F ailesinin

farkl¬ iki üyesi ayr¬k oldu¼gundan I ailesi ve dolay¬s¬yla F fark kümesi say¬labilir elman-

l¬d¬r. Oysa G = f(x�; y�)g�2� aç¬k aral¬klar ailesi ikinci say¬labilir (R;R1) uzay¬nda

Y0 =
S
G =

S
�2�

(x�; y�) nedeniyle Y0 için bir aç¬k örtülüş oldu¼gundan, Lindelöf Teoremi

nedeniyle uygun �n (8n 2 N) indisleri arac¬l¬¼g¬yla Y0 =
1S
n=1

(x�n ; y�n) �
1S
n=1

[x�n ; y�n)

gerçeklenir. Sonuç olarak
S
�2�

[x�; y�) = Y0[F �
1S
n=1

[x�n ; y�n)[F bulunur ve say¬labilir

elemanl¬ F ( �
S
�2�

[x�; y�)) alt kümesi için de F �
1S
m=1

[x0�m ; y
0
�m
) olaca¼g¬ndan A =

S
U

kümesi, U ailesinin uygun say¬labilir tane üyesiyle örtülece¼ginden (A; (Ra)A) alt uzay¬

Lindelöf olur, böylece (R;Ra) uzay¬n¬n kal¬t¬msal Lindelöf oldu¼gu anlaş¬l¬r. K¬sacas¬

hL((R;Ra)) = @0 gerçeklenir.

Öte yandan

@0 � s((R;Ra)) = hc((R;Ra)) � hd((R;Ra)) = @0

gerçeklenir; ancak (R;Ra) � (R;Ra) uzay¬nda S = f(x;�x) : x 2 Rg � R� R alt

kümesi kapal¬-kesikli oldu¼gundan

@0 = s((R;Ra)):s((R;Ra)) < 2
@0 = s((R;Ra)� (R;Ra))
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ve benzer biçimde

@0 = L((R;Ra)):L((R;Ra)) < 2
@0 = e((R;Ra)�(R;Ra)) � L((R;Ra)�(R;Ra))( � 2

@0)

bulunur. Bu örnekten iki Lindelöf (say¬labilir saç¬l¬ma sahip, say¬labilir uzan¬ma sahip)

uzay¬n çarp¬m uzay¬n¬n ayn¬ özelli¼ge sahip olmas¬n¬n gerekmedi¼gi anlaş¬l¬r. �

Çarp¬m uzaylar¬ üzerinde tan¬mlanan w; nw; �w; �� ve � kardinal de¼gi̧smezlerinin

de¼geri çarp¬ma kat¬lan kesiklenmemiş topolojiden daha ince topolojiyle donat¬lan çarpan

uzaylara ba¼gl¬d¬r; çünkü herhangi bir fX�g�2� topolojik uzaylar ailesi için �0 =

f� 2 � : X� kesiklenmemi̧sg � � olarak tan¬mlan¬rsa, çarp¬m uzaylar¬n¬n kat¬lmal¬l¬k

(asosyati�ik) özelli¼gine göre
Q
�2�

X� uzay¬ ile
Q
�2�0

X� �
Q

�2�n�0

X� uzay¬ eşyap¬l¬d¬r.

Böylece yukar¬daki gözlemden herhangi bir � 2 fw; nw; �w; ��; �g için

�(
Y

�2�

X�) = �(
Y

�2�0

X� �
Y

�2�n�0

X�) = �(
Y

�2�0

X�) � �(
Y

�2�n�0

X�) = �(
Y

�2�n�0

X�)

gerçeklenir, burada
Q
�2�0

X� kesiklenmemi̧s oldu¼gundan son eşitlik apaç¬kt¬r. Bu ne-

denle aşa¼g¬daki lemma ve teoremde uzaylar¬n kesiklenmemi̧s topolojiden daha ince

topoloji ile donat¬lm¬̧s oldu¼gu varsay¬lacakt¬r.

Lemma III.4 j�j � @0 olmak üzere, fX�g�2� kesiklenmemiş topolojiden daha ince

topoloji ile donat¬lm¬ş topolojik uzaylar¬n bir ailesi ve X =
Q
�2�

X� olsun. Bu durumda

aşa¼g¬daki önermeler do¼grudur:

(a) � 2 fw; nw; �w; ��; �; c; d; Lg ise �(X) � �(X�) (8� 2 �) geçerlidir.

(b) � 2 fw; nw; �w; ��; �g ise �(X) � j�j gerçeklenir.

Kan¬t. Herhangi bir � 2 � indisi için �� : X �! X� izdüşüm fonksiyonu sürekli,

aç¬k ve örten bir fonksiyon oldu¼gundan (a) ş¬kk¬n¬n do¼grulu¼gu kolayca görülebilir.

Ayr¬ca � 2 fw; nw; �g için bu önerme bu kardinal de¼gi̧smezlerin monotonlu¼gundan

yararlanarakta görülebilir. (Asl¬nda şu ana kadar tan¬mlad¬¼g¬m¬z tüm kardinal de¼gi̧sme-

zler için (a) ş¬kk¬ geçerlidir.)
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(b) ş¬kk¬n¬ � = w durumunda kan¬tlamak yeterli olur. (Di¼ger durumlarda kan¬tlar

benzer biçimde yap¬labilir.) � = w olsun. Öncelikle her bir X� uzay¬n¬n w(X�) = jB�j

gerçekleyen bir B� taban¬ göz önüne al¬ns¬n. X� (8� 2 �) uzaylar¬ kesiklenmemi̧s

topolojiden daha ince topolojiyle donat¬ld¬¼g¬ndan

8� 2 �;9B�
� 2 B�; B

�
� 6= X�

gerçeklenir. Tüm çözüm boyuncaB�
� kümeleri B� tabanlar¬n¬n bu özel üyelerini göstere-

cektir. K¬sal¬k amac¬yla w(X) = � olarak yaz¬ls¬n. Herhangi f�1; �2; ::; �ng � � sonlu

indis kümesi ve her bir k 2 Nn indisi için B�k 2 B�k taban kümeleri birer öz alt küme

olmak üzere B�1 � B�2 � ::� B�n �
Q
� 6=�k

X� türündeki özel kutu kümeleri ailesi B ile

gösterilirse, B ailesinin X çarp¬m uzay¬ için bir taban oldu¼gu ve A¼g¬rl¬k Teoremi�nden

bu taban¬n taban görevi gören ve jB�j = � koşulunu gerçekleyen bir B� � B alt ailesinin

var oldu¼gu iyi bilinmektedir. Her � 2 � için B�
� �

Q
� 6=�

X� 2 B oldu¼gu apaç¬kt¬r; ancak

bu özel kutu kümenin B� ailesinin bir üyesi olmas¬ gerekmez. Buna kaŗs¬n B� ailesinin

taban olmas¬n¬n gere¼gi olarak B = B�1
� B�2

� :: � B�n
�
Q
� 6=�k

X�

(�)

� B�
� �

Q
� 6=�

X�

gerçekleyen en az bir B = B�1
�B�2

�::�B�n
�
Q
� 6=�k

X� 2 B
� kesinlikle vard¬r. (�) kap-

samas¬n¬n gere¼gi olarak uygun bir 1 � k0 � n sayesinde � = �k0 veB�k0
� B�

� ( = B�
�k0
)

gerçekleşir. Yukar¬da varl¬¼g¬ kan¬tlanan B = B�1
� B�2

� :: � B�n
�
Q
� 6=�k

X� 2 B
�

üyesinin belirleyici indisler kümesini, � 2 � indisi arac¬l¬¼g¬yla tan¬mland¬¼g¬ için k¬saca

�(�) = f�1; �2; ::; �ng ve B taban üyesi ise B(�(�)) ile gösterilirse, şu sonuca ulaş¬l¬r:

8� 2 �; 9�(�) 2 P<@0(�); 9B(�(�)) 2 B
�; B(�(�)) � B�

� �
Y

� 6=�

X�

Unutulmamal¬d¬r ki B(�(�)) � B�
� �

Q
� 6=�

X� kapsamas¬ özellikle � 2 �(�) sonucunu

verir. Şimdi sonlu ötesi tümevar¬mdan yararlanarak � 6= � için B(�(�)) 6= B(�(�))

olacak biçimde daha özel �(�) 2 P<@0(�) belirleyici indis kümeleri belirlenebilir. Ünlü

Zermelo Teoremi nedeniyle � indis kümesi iyi s¬ralanm¬̧st¬r. ·Indelenmesi gereken iki

durum vard¬r. E¼ger j�j = @0 ise, bire-bir indislemeyle � = f�n : n < @0g yaz¬p,
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önce B(�(�0)) � B�
�0
�

Q
� 6=�0

X� ve böylece �0 2 �(�0) gerçekleyen B(�(�0)) 2

B� üyesi ile �(�0) 2 P<@0(�) indis kümesini, sonra �n0 = �0 tan¬mlay¬p �n1 =

min (���(�0)) 2 ���(�0) olmak üzere B(�(�n1)) � B�
�n1
�

Q
� 6=�n1

X� (�n1 2 �(�n1)

oldu¼guna dikkat ederek) B(�(�n1)) 2 B
� üyesiyle �(�n1) 2 P<@0(�) indis kümesini, m-

inci ad¬ma gelindi¼ginde �(�n0); ::;�(�nm) sonlu indis kümeleri belirlenmi̧s oldu¼gunda�����
S
k�m

�(�nk)

����� < @0 = j�j nedeniyle sonsuz elemanl¬ ��
S
k�m

�(�nk) kümesinin iyi tan¬ml¬

olmas¬ nedeniyle �nm+1 = min (� �
S
k�m

�(�nk)) eleman¬ arac¬l¬¼g¬yla B(�(�nm+1)) �

B�
�nm+1

�
Q

� 6=�nm+1

X� gerçekleyen B(�(�nm+1)) 2 B� üyesiyle �(�nm+1) 2 P<@0(�)

(�nm+1 2 �(�nm+1)) alt indis kümesi tan¬mlanarak tümevar¬m sürdürülürse, sonuçta

her birm < @0 sonlu ordinaline kaŗs¬l¬k bir �(�nm) 2 P<@0(�) indis kümesi, m 6= k için

�(�nm) 6= �(�nk) ve böylece B(�(�nm)) 6= B(�(�nk)) koşullar¬ gerçeklenecek biçimde

belirlenmi̧s olur. Gerçekten, sözgelimi k < m ise �nm 2 �(�nm) ve �nm = min (� �

S
i<m

�(�ni)) 2 ��
S
i<m

�(�ni) � �� �(�nk) gerçeklendi¼ginden �nm 2 �(�nm)� �(�nk)

olup belirleyici indis kümeleri farkl¬ oldu¼gundan B(�(�nm)) 6= B(�(�nk)) elde edilir.

Böylece ' : W (@0) �! B�; '(m) = B(�(�nm)) olarak tan¬mlanan fonksiyon bire-bir

oldu¼gundan @0 = j�j � jB�j = � = w(X) bulunur. Şimdi @0 < j�j = �0 olsun. Bu

durumda indislemede kolayl¬k aç¬s¬ndan � = W (�0) al¬nabilir. Herhangi bir �0 < �0

ordinali al¬nd¬¼g¬nda, önceki ad¬mlarda her bir � < �0 için �(
�) 2 P<@0(�) sonlu indis

kümeleri B(�(
�)) � B�

�
�

Q
� 6=
�

X� böylelikle 
� 2 �(
�) koşullar¬ yerine gelecek

biçimde tan¬mlanm¬̧s oldu¼gunda,

����
S

�<�0

�(
�)

���� < �0 gerçeklendi¼ginden say¬lamaz son-

suz elemanl¬ � �
S

�<�0

�(
�) kümesinin 
�0 = min (� �
S

�<�0

�(
�)) 2 � �
S

�<�0

�(
�)

eleman¬ iyi tan¬ml¬ olup bu ordinal say¬ arac¬l¬¼g¬yla B(�(
�0)) � B�

�0

�
Q

� 6=
�0

X�

gerçekleyen B(�(
�0)) 2 B� üyesiyle �(
�0) 2 P<@0(�) indis kümesi tan¬mlanarak

sonlu ötesi tümevar¬m sürdürülür. Sonuçta yukar¬dakine benzer biçimde � < �0 or-

dinal say¬s¬n¬ B(�(
�)) 2 B� üyesine eşleştiren fonksiyon bire-bir oldu¼gundan yine

�0 = j�j � jB
�j = � = w(X) bulunur.
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(b) ş¬kk¬n¬n � = �� durumu için kan¬tlamas¬ k¬saca şu biçimde de yap¬labilirdi: (Bu

durumda kan¬t verilirse, ��(X) � minf�w(X); �(X); w(X)g oldu¼gundan � = �w, � =

� ve � = w durumlar¬ için de iddia kan¬tlanm¬̧s olur.) Her bir � 2 � için X� uzay¬nda

tan¬ml¬ bir G� aç¬k öz alt kümesi göz önüne al¬ns¬n. Key� bir p = fp�g�2� 2
Q
�2�

G�

noktas¬ için ��(p;X) � j�j ve sonuçta ��(X) � j�j gerçeklenir; çünkü p noktas¬n¬n

herhangi bir Vp yerel �-taban¬ göz önüne al¬n¬rsa, her bir � 2 � için ��1� (G�) =

G� �
Q
� 6=�

X� kümesi p noktas¬n¬n bir aç¬k komşulu¼gu oldu¼gundan V� � G� �
Q
� 6=�

X�

gerçekleyen V� 2 Vp üyesi vard¬r. Kolayca görülebilir ki her V 2 Vp üyesine kaŗs¬l¬k

�(V ) = f� 2 � : V = V�g olarak tan¬mlanan küme sonlu elemanl¬d¬r. Böylece

Vp�den ��ya örten dolay¬s¬yla ��dan Vp�ye bire-bir fonksiyon tan¬mlanabilir ve sonuçta

jVpj � j�j elde edilir.

(b) önermesinin yo¼gunluk, Suslin ve Lindelöf say¬lar¬ için do¼gru olmas¬n¬n gerekmedi¼gi

Örnek III.11�de görülecektir.

Teorem III.23 j�j � @0 olmak üzere, fX�g�2� kesiklenmemiş topolojiden daha ince

topolojiyle donat¬lm¬ş topolojik uzaylar¬n bir ailesi ve X =
Q
�2�

X� olsun. Bu durumda

� 2 fw; nw; �w; ��; �g ise �(X) = j�j_sup�2� �(X�) gerçeklenir. Ek olarak her � 2 �

için X� bir T1 uzay¬ ise  (X) = j�j _ sup�2�  (X�) gerçeklenir.

Kan¬t. Bir önceki lemma nedeniyle her bir � 2 fw; nw; �w; ��; �g kardinal de¼gi̧smezi

için j�j _ sup�2� �(X�) = j�j : sup�2� �(X�) � �(X) gerçeklendi¼gi aç¬k olup, ters eşit-

sizli¼gi göstermek kolayd¬r. Bu eşitsizli¼gi w; nw ve �w genel kardinal de¼gi̧smezleri ile ��

ve � yerel kardinal de¼gi̧smezleri için iki ayr¬ durumda göstermek gerekir. Şimdi � = w

(� = nw ve � = �w durumlar¬ için de benzer kan¬tlama yap¬l¬r) olsun. Her bir X�

uzay¬nda w(X�) = jB�j gerçekleyen B� tabanlar¬ göz önüne al¬ns¬n. � indis kümesinin

iki̧serli farkl¬ �1; �2; ::; �n indisleriyle B�k 2 B�k (8k 2 Nn) taban kümeleri arac¬l¬¼g¬yla

tan¬mlanan B
�
= B�1 �B�2 � ::�B�n �

Q
� 6=�k

X� kutu kümelerinin ailesi B, iyi bilindi¼gi

gibi X çarp¬m uzay¬ için bir taband¬r. Böylece w(X) � jBj � j�j _ sup�2�w(X�)
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bulunur. Burada son eşitsizli¼gi göstermek için k¬sal¬k amac¬yla A =
S
�2�

B� ailesini

tan¬mlay¬p, ( � ) eşitli¼ginde yaz¬l¬ her B 2 B üyesine

'(B) = ((�1; �2; ::; �n); (B�1 ; B�2 ; ::; B�n)) 2 �
n �An �

1[

n=1

(�n �An)

eleman¬n¬ eşleştiren ' : B �!
1S
n=1

(�n�An) fonksiyonunun bire-bir oldu¼gunu göstermek

yeterlidir. Bu ise kolayd¬r; çünkü B = B�1 � B�2 � :: � B�n �
Q
� 6=�k

X� ve B� =

B�1
� B�2

� :: � B�m
�
Q
� 6=�k

X� taban üyeleri için '(B) = '(B�) ise zorunlu olarak

n = m ve B = B� olmas¬ gerekti¼gi aç¬kt¬r. Bu durumda

jBj �

�����

1[

n=1

(�n �An)

����� � @0 _ supn2N
j�n �Anj

��
= @0 _ sup

n2N
j��Aj

= @0 _ j��Aj = j�j _

�����
[

�2�

B�

����� � j�j _ sup�2�
w(X�)

aranan sonucu bulunur. Yukar¬da ( � �) eşitli¼ginde, j�j ve jAj sonsuz kardinal say¬lar

oldu¼gundan j�n �Anj = j�nj : jAnj = j�j : jAj = j��Aj (8n 2 N) gerçe¼gi kul-

lan¬lm¬̧st¬r.

Şimdi � = � (� = �� durumunda benzer yol izlenir) olsun. Yukar¬da yap¬lan-

lara benzer yollarla herhangi bir x = fx�g�2� 2 X noktas¬ için �(x;X) = j�j _

sup�2� �(x�; X�) gerçeklendi¼gi kan¬tlanabilir. Böylece

�(X) = sup
x2X

�(x;X) = sup
x2X

( j�j : sup
�2�

�(x�; X�))

= j�j : sup
�2�

( sup
y2X�

�(y;X�)) = j�j _ sup
�2�

�(X�)

bulunur. Teoremin ikinci iddias¬ biraz önce yap¬lanlara benzer biçimde kan¬tlan¬r.

Yukar¬daki teoreme göre kesiklenmemi̧s topolojiden daha ince topolojiyle do-

nat¬lm¬̧s en fazla say¬labilir say¬da ikinci say¬labilir (birinci say¬labilir) uzay¬n çarp¬m

uzay¬n¬n ikinci say¬labilir (birinci say¬labilir) oldu¼gu anlaş¬l¬r. Daha genel olarak her-

hangi bir çarp¬m uzay¬n¬n ikinci say¬labilir olmas¬ için gerek ve yeter koşul çarp¬ma

kat¬lan tüm uzaylar¬n ikinci say¬labilir olmas¬ ve en fazla say¬labilir say¬da uzay¬n ke-

siklenmemi̧s topolojiden daha ince topolojiyle donat¬lm¬̧s uzay olmas¬d¬r.
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X ve Y herhangi iki topolojik uzay olmak üzere kolayca d(X � Y ) = d(X):d(Y )

gerçeklendi¼gi kan¬tlanabilir. Gerçekten, A� B � X � Y alt kümesi için kapX�Y (A�

B) = kapXA�kapYB eşitli¼ginden yararlanarak kolayca d(X�Y ) � d(X):d(Y ) oldu¼gu

görülür, ters eşitsizlik ise Lemma III.4(a)�dan aç¬kt¬r. Daha genel olarak sonlu say¬da

herhangiX1; X2; ::; Xn uzaylar¬ için d(X1�X2�::�Xn) = max1�i�n d(Xi) gerçeklendi¼gi

benzer biçimde görülebilir.

Aşa¼g¬daki ünlü teorem daha büyük kardinaliteli indis kümesine sahip çarp¬m

uzaylar¬n¬n yo¼gunluk say¬s¬ hakk¬nda bilgi verir. Bilindi¼gi gibi ayn¬ indis kümesiyle in-

dislenmi̧s fX�g�2� ve fY�g�2� topolojik uzaylar ailesi ve üstelik her bir � 2 � için f� :

X� �! Y� fonksiyonlar¬ tan¬ml¬ysa
Q
�2�

f� :
Q
�2�

X� �!
Q
�2�

Y�; (
Q
�2�

f�)(fx�g�2�) =

ff�(x�)g�2� gerçekleyen f =
Q
�2�

f� fonksiyonuna f� fonksiyonlar¬n¬n çarp¬m fonksiy-

onu denir. Kolayca görülebilir ki f fonksiyonunun sürekli (bire-bir, örten, kapal¬) ol-

mas¬ için gerek ve yeter koşul tüm f� fonksiyonlar¬n¬n sürekli (bire-bir, örten, kapal¬)

olmas¬d¬r. Öte yandan f fonksiyonunun aç¬k olmas¬ için gerek ve yeter koşul tüm f�

fonksiyonlar¬n¬n aç¬k ve en fazla sonlu tanesi d¬ş¬nda hepsinin örten olmas¬d¬r.

Teorem III.24 (Hewitt-Pondiczery-Marczewski Teoremi): � bir sonsuz kardi-

nal say¬ ve j�j � 2� olsun. Her bir � 2 � için d(X�) � � gerçekleyen X� uzaylar¬n¬n

X =
Q
�2�

X� çarp¬m uzay¬ için d(X) � � gerçeklenir. Özel olarak � 2@0 say¬da ayr¬la-

bilir uzay¬n çarp¬m uzay¬ da ayr¬labilirdir.

Kan¬t. jDj = � gerçekleyen D kümesi kesikli topolojiyle donat¬ld¬¼g¬nda elde

edilen uzay k¬saca D(�) ile gösterilirse, her bir � 2 � için D(�) kesikli uzay¬ndan

X� uzay¬n¬n � � kardinaliteli yo¼gun alt kümesine (hipotez gere¼gi böyle kümeler var)

sürekli örten bir f� fonksiyonu tan¬mlanabilir; çünkü kesikli bir uzaydan herhangi

bir uzaya tan¬mlanan tüm fonksiyonlar süreklidir. Her � 2 � için P� = D(�) ol-

mak üzere P =
Q
�2�

P� = (D(�))� olarak tan¬mlan¬rsa, f =
Q
�2�

f� : P �! X;

f(fp�g�2�) = ff�(p�)g�2� gerçekleyen f çarp¬m fonksiyonu sürekli olur. Böylece e¼ger
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d(P ) � � oldu¼gu gösterilirse, herhangi bir Y uzay¬nda yo¼gun bir B alt uzay¬n¬n her-

hangi bir yo¼gun alt kümesinin Y ana uzay¬nda da yo¼gun olmas¬ ve sürekli örten fonksiy-

onlar alt¬nda yo¼gun kümelerin görüntüsününde yo¼gun olmas¬ gerçeklerinden yararla-

narak (d(P ) � ) d(X) � � sonucu elde edilir. Demek ki d(P ) � � gerçeklendi¼gini

kan¬tlamak yeterlidir. Bu amaçla j�j = 2� varsay¬labilir; çünkü j�j < 2� ise 2� say¬da

kesiklenmemi̧s (özel olarak tek noktadan oluşan) uzay çarp¬ma dahil edilir, bu du-

rumda yo¼gunluk say¬s¬n¬n de¼gi̧smeyece¼gi kolayca görülür. Özel olarak f0; 1g kümesini

kesikli topolojiyle donatarak elde edilen kesikli uzay D(2) ile gösterilirse, (genel olarak

herhangi iki noktal¬ kesikli uzay D(2) ile gösterilir) apaç¬kt¬r ki D(2) bir T2 uzay¬d¬r.

Böylece her bir � 2 D için D� = D(2) olmak üzere
Q
�2D

D� = (D(2))
D çarp¬m uzay¬

bir T2 uzay¬ olur. Ayr¬ca bir önceki teorem nedeniyle w((D(2))D) = jDj = � olup,

(D(2))D uzay¬n¬n jBj = � gerçekleyen bir B taban¬ bulunur. (D(2))D uzay¬ bir T2

uzay¬ oldu¼gundan iki̧ser iki̧ser farkl¬ �1; �2; ::; �n 2 (D(2))
D noktalar¬na kaŗs¬l¬k B ta-

ban¬n¬n �k 2 B�k
2 B ve üstelik k 6= i için B�k

\ B�i
= ; (k; i 2 Nn)koşullar¬n¬

gerçekleyen yani iki̧serli ayr¬k olan n tane üyesi vard¬r. Bu durumda

B� = ffB1; B2; ::; Bng : n 2 N; Bk 2 B (8k 2 Nn); Bk \Bi = ; (k 6= i)g � P<@0(B)

ailesi göz önüne al¬ns¬n. Öte yandan
���(D(2))D

��� = 2� olup (D(2))D bir indis kümesi

olarak � = (D(2))D = (f0; 1g)D gerçeklenecek biçimde al¬nabilir, böylece

P = (D(�))(D(2))
D

= (D(�))(f0;1g)
D

olur. Key� sabit bir �0 2 D(�) noktas¬ göz önüne al¬ns¬n. Şimdi her bir n 2 N için

fB1; B2; ::; Bng 2 B
� ve her (�1; �2; ::; �n) 2 (D(�))

n için özel

p(fB1; B2; ::; Bng; (�1; �2; ::; �n)) 2 P = (D(�))
(D(2))D =

Y

�2�

P�

(her � 2 � için P� = D(�)) noktalar¬n¬n �-n¬nc¬ bileşenleri

(p(fB1; B2; ::; Bng; (�1; �2; ::; �n)))� =

�
�k ; � 2 Bk ise

�0 ; � =2
nS
k=1

Bk ise
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biçiminde ve tüm bu özel noktalar¬n kümesi

S = fp(fB1; B2; ::; Bng; (�1; �2; ::; �n)) : n 2 N; fB1; B2; ::; Bng 2 B
�; �i 2 D(�) (8i 2 Nn)g

olarak tan¬mlans¬n. Kolayca görülebilir ki her bir p(fB1; B2; ::; Bng; (�1; �2; ::; �n)) 2 S

noktas¬na ((B1; B2; ::; Bn); (�1; �2; ::; �n)) 2 B
n � (D(�))n �

1S
n=1

(Bn � (D(�))n) s¬ral¬

ikilisini eşleştiren fonksiyon bire-bir olur ve böylece

jSj �

�����

1[

n=1

(Bn � (D(�))n)

����� � @0 _ supn2N
jBn � (D(�))nj

= @0 _ sup
n2N

( jBnj : j(D(�))nj ) = @0 _ sup
n2N

(�n:�n)

= @0 _ sup
n2N

(�:�) = @0:� = �

gerçeklenir. Üstelik S kümesi P =
Q
�2�

P� = (D(�))
� çarp¬m uzay¬nda yo¼gundur; çünkü

bu çarp¬m uzay¬nda herhangi bir taban kümesi, her bir D(�) çarpan uzay¬nda tek nokta

kümeleri birer taban kümesi oldu¼gu için B = f�1g�1 �f�2g�2 � ::f�ng�n �
Q
� 6=�k

P� biçi-

minde olup S\B 6= ; gözlemek güç de¼gildir. Gerçekten, B taban kümesinin belirleyici

indisleri (D(2))D uzay¬n¬n iki̧serli farkl¬ olan �1; �2; ::; �n noktalar¬ olup bunlar¬n var

olan iki̧serli ayr¬k yerel taban kümeleri s¬ras¬yla B1; B2; ::; Bn ile yaz¬l¬rsa, onlar ve B

taban kümesinin belirleyici çarpan kümelerinde kullan¬lan �1; �2; ::; �n 2 D(�) nokta-

lar¬ arac¬l¬¼g¬yla tan¬mlanan p(fB1; B2; ::; Bng; (�1; �2; ::; �n)) 2 P özel noktas¬ S \ B

kümesine aittir. K¬sacas¬ S � P yo¼gun bir alt küme olup jSj � � gerçeklenir ve böylece

d(P ) � jSj � � bulunarak teoremin kan¬t¬ tamamlan¬r.

Sonuç III.14 � sonsuz bir kardinal say¬ olmak üzere, her bir � 2 � için d(X�) � �

ise c(
Q
�2�

X�) � � gerçeklenir. Özel olarak herhangi say¬da ayr¬labilir uzay¬n çarp¬m

uzay¬ say¬labilir zincir koşulunu gerçekler yani ccc uzay¬d¬r.

Kan¬t. K¬sal¬k amac¬ylaX =
Q
�2�

X� olarak yaz¬ls¬n. E¼ger c(X) > � gerçekleşseydi,

c(X) � �+ olur ve böylece X uzay¬n¬n �+ kardinaliteli bir gözenekli ailesi bulunurdu.

U = fU�g�2�0 (j�
0j = �+) böyle bir aile olsun. Özel olarak her bir � 2 �0 için
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�� 2 P<@0(�) sonlu indis kümesi ve her � 2 �� için X� uzay¬nda uygun U�(�) aç¬k öz

alt kümeleri arac¬l¬¼g¬yla U� =
Q
�2��

U�(�)�
Q

�2�n��

X� biçiminde aç¬k kutu küme olarak

al¬nabilir. Aç¬kt¬r ki her bir � 2 �0 için �� 6= ; gerçeklenir; çünkü en az bir �0 2 �0

için ��0 = ; olsayd¬ U�0 =
Q
�2�

X� = X 2 U gerçeklenirdi; ancak bu durum U ailesinin

tan¬m¬ gere¼gi imkans¬zd¬r. Böylece �00 =
S
�2�0

�� ( � �) olarak tan¬mlan¬rsa j�00j � �+

ve �00 6= ; gerçeklenir. Her bir � 2 �0 için U� =
Q
�2��

U�(�)�
Q

�2�n��

X� aç¬k kümesinin

Y =
Q
�2�00

X� uzay¬na izdüşümünün V� =
Q
�2��

U�(�)�
Q

�2�00n��

X� kümesi oldu¼gu apaç¬k

olup, bu küme Y uzay¬nda aç¬kt¬r. Bu kümelerden yararlanarak tan¬mlanan fV�g�2�0

ailesi Y uzay¬nda �+ kardinaliteli bir gözenekli aile tan¬mlar; ancak bu durumda �00 �

�+ � 2� olmas¬ nedeniyle Hewitt-Pondiczery-Marczewski Teoremi�nden yararlanarak

�+ � c(Y ) � d(Y ) � � < �+ çeli̧skisi elde edilir. Sonuç olarak X uzay¬nda �+

kardinaliteli gözenekli aile tan¬mlanamaz yani c(X) � � gerçeklenir.

Şimdi Hewitt-Pondiczery-Marczewski Teoremi�nden yararlanarak ard arda baz¬

özelliklere sahip uzay örnekleri tan¬mlanacakt¬r.

Örnek III.6 @0 � �1 � �2 gerçekleyen �1; �2 kardinal say¬ çiftine karş¬l¬k, c(X) = �1

ve d(X) � �2 gerçekleyen bir X uzay¬ tan¬mlanabilir. Ek olarak �1 = �2 ise veya

� < �2; 2
2� = 22

�2 koşullar¬n¬ gerçekleyen hiçbir � kardinal say¬s¬ yoksa, c(X) = �1 ve

d(X) = �2 gerçeklenecek biçimde bir X uzay¬ tan¬mlanabilir.

Çözüm. E¼ger �1 = �2 ise �1 kardinaliteli D(�1) kesikli uzay¬ aranan koşullar¬

sa¼glar. Şimdi �1 < �2 olsun. Bu durumda � boştan farkl¬ bir indis kümesi ve her

bir � 2 � için X� = D(�1) olmak üzere X =
Q
�2�

X� çarp¬m uzay¬ göz önüne al¬n-

s¬n. Lemma III.4(a) ve Sonuç III.14 nedeniyle � indis kümesinin kardinalitesine bak¬l-

maks¬z¬n c(X) = �1 eşitli¼gi gerçeklenir. X uzay¬n¬n aranan uzay olmas¬ için ayr¬ca

d(X) � �2 gerçeklenmelidir. Bu amaçla � indis kümesi jXj > 22
�2 gerçeklenecek

biçimde tan¬mlan¬rsa, Teorem II.4�den 22
�2 < jXj � 22

d(X)
ve böylece d(X) > �2 ol-

mas¬ nedeniyle aranan X uzay¬ bulunmuş olur. Burada özel olarak � indis kümesi
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j�j = 22
�2 olacak biçimde al¬n¬rsa, jXj = �

j�j
1 = 2j�j > 22

�2 gerçeklenir.

Ayr¬ca � < �2; 2
2� = 22

�2 koşullar¬n¬ gerçekleyen hiçbir � kardinal say¬s¬ bulun-

muyorsa, � indis kümesi j�j = 2�2 gerçeklenecek biçimde al¬n¬r ve sonuçta d(X) = �2

gerçekleyen X uzay¬ bulunmuş olur. Gerçekten, Hewitt-Pondiczery-Marczewski Teo-

remi nedeniyle d(X) � �2 olur; ancak varsay¬m gere¼gi d(X) < �2 olamaz; çünkü

d(X) < �2 geçerli olsayd¬ 22
d(X)

< 22
�2 = �2

�2

1 = jXj � 22
d(X)

çeli̧skisi elde edilirdi. �

Örnek III.7 �1 < �2 < 2
�1 = 2�2 koşulunu gerçekleyen �1; �2 kardinal say¬ çifti varsa,

c(X) = �1 ve w(X) = �2 özelliklerine sahip, üstelik �1 kardinaliteli gözenekli ve yerel

sonlu ailesi bulunan bir X uzay¬ tan¬mlanabilir.

Çözüm. j�j = �2 gerçekleyen � indis kümesi ve her � 2 � içinX� = D(�1) olacak

biçimde tan¬mlanan kesikli X� uzaylar¬ arac¬l¬¼g¬yla elde edilen X =
Q
�2�

X� çarp¬m

uzay¬ aranan koşullar¬ sa¼glar. Gerçekten, her bir � 2 � için c(X�) = d(X�) = �1 ve

j�j < 2�1 olmas¬ nedeniyle Hewitt-Pondiczery-Marczewski Teoremi�nden �1 � c(X) �

d(X) � �1 bulunur. Üstelik Teorem III.23�den w(X) = j�j_sup�2�w(X�) = �2_�1 =

�2 oldu¼gu anlaş¬l¬r. Ayr¬ca kolayca görülebilir ki key� sabit bir �0 2 � indisi için X�0

uzay¬ kesikli oldu¼gundan U = ffxg�0�
Q
� 6=�0

X�gx2X�0 ailesi X uzay¬nda �1 kardinaliteli

gözenekli ve yerel sonlu bir ailedir. �

Örnek III.8 Hiçbir noktas¬n¬n say¬labilir yerel taban¬ bulunmayan, say¬labilir elemanl¬

bir uzay tan¬mlanabilir.

Çözüm. (D(2))2
@0
çarp¬m uzay¬ göz önüne al¬ns¬n. Teorem III.23�den yararla-

narak herhangi bir p 2 (D(2))2
@0
noktas¬ için ��(p; (D(2))2

@0
) = 2@0 = �(p; (D(2))2

@0
)

gerçeklendi¼gi, k¬sacas¬ (D(2))2
@0
uzay¬n¬n hiçbir noktas¬n¬n say¬labilir yerel taban¬n¬n

bulunmad¬¼g¬ anlaş¬l¬r. Öte yandan Hewitt-Pondiczery-Marczewski Teoremi nedeniyle

(D(2))2
@0
çarp¬m uzay¬ ayr¬labilirdir yani jXj � @0 gerçekleyen bir X � (D(2))2

@0

yo¼gun alt kümesi vard¬r. Bu biçimde tan¬mlananX alt uzay¬ aranan özelliklere sahiptir;
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çünkü (D(2))2
@0
çarp¬m uzay¬ dolay¬s¬yla X alt uzay¬ bir T3 uzay¬ oldu¼gundan, Teorem

II.9(c)�ye göre herhangi bir x 2 X için ��(x;X) = ��(x; (D(2))2
@0
) = 2@0 � �(x;X)

gerçeklenir. �

Örnek III.9 T¬k¬z, say¬labilir zincir koşulunu gerçekleyen ancak ayr¬labilir olmayan

bir uzay tan¬mlanabilir.

Çözüm. E¼ger � kardinal say¬s¬ � � (2@0)+ gerçeklenecek biçimde al¬n¬rsa, (D(2))�
çarp¬m uzay¬ aranan koşullar¬ sa¼glar; çünkü çarp¬ma kat¬lan tüm uzaylar (D(2)) t¬k¬z

oldu¼gundan (D(2))� uzay¬ da t¬k¬z olur, Sonuç III.14 nedeniyle c((D(2))�) � @0 oldu¼gun-

dan (D(2))� uzay¬ say¬labilir zincir koşulunu gerçekler, üstelik bu uzay ayr¬labilir

de¼gildir. Gerçekten, e¼ger (D(2))� düzenli uzay¬ ayr¬labilir yani d((D(2))�) � @0 ol-

sayd¬ (2@0)+ � � = w((D(2))�) � 2d((D(2))
�) � 2@0 çeli̧skisi bulunurdu. �

Örnek III.10 (a) jC(X)j > (d(X))c(X) gerçeklenecek biçimde bir X uzay¬ vard¬r.

(b) jC(X)j > (�w(X))wc(X) gerçeklenecek biçimde bir X uzay¬ vard¬r.

Çözüm. (a)- � bir sonsuz kardinal say¬ ve j�j = 22
�

olmak üzere, her � 2 � için

d(X�) = � ve en az bir � 2 � için c(X�) = � gerçekleyen sonsuz X� Tikhonov uzay-

lar¬n¬n X =
Q
�2�

X� çarp¬m uzay¬ göz önüne al¬ns¬n. Bu durumda Hewitt-Pondiczery-

Marczewski Teoremi�nden d(X) � 2� ve Sonuç III.14�den c(X) = � bulunur. Her

� 2 � için p�; q� 2 X� nokta çifti ve bir f� 2 C(X�) fonksiyonu, f�(p�) 6= f�(q�)

olacak biçimde seçilsin. (X� uzaylar¬ birer sonsuz Tikhonov uzay¬ oldu¼gundan bu

tür nokta çiftleri ve f� fonksiyonlar¬ vard¬r.) Bu fonksiyonlar arac¬l¬¼g¬yla elde edilen

ff� � �� : � 2 �g ailesi, X üzerinde tan¬ml¬, reel de¼gerli ve iki̧serli farkl¬ sürekli

fonksiyonlar¬n bir ailesi olur, böylece jff� � �� : � 2 �gj = j�j = 22
�

� jC(X)j bu-

lunur. (Burada � 6= � için f� � �� 6= f� � �� oldu¼gu şöyle görülebilir: Ünlü Seçme

Aksiyomu�ndan yararlanarak her 
 2 � için tek türlü belirli �
 2 X
 noktalar¬ seçilsin.

Bu noktalar yard¬m¬yla x = fx
g
2�; y = fy
g
2� 2 X elemanlar¬, x
 = y
 = �
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(8
 2 �nf�g); x� = p� ve y� = q� olacak biçimde tan¬mlans¬n. Bu durumda, e¼ger

� 6= � gerçekleyen bir � 2 � indisi için f���� = f���� olsayd¬, f�(p�) = (f����)(x) =

(f� � ��)(x) = f�(��) = (f� � ��)(y) = (f� � ��)(y) = f�(q�) 6= f�(p�) çeli̧skisi

bulunurdu.) Öte yandan jC(X)j � 2d(X) � 22
�

oldu¼gundan,

jC(X)j = 22
�

> 2� = (2�)� � (d(X))c(X)

istenen sonucu elde edilir.

(b)- � bir sonsuz kardinal say¬ ve �0 = 22
�

olmak üzere, X = D(�)� �D(�0) erkin

toplam (di¼ger bir deyi̧sle direk toplam) uzay¬ göz önüne al¬ns¬n. V = ffxg : x 2 D(�0)g

ailesinin �D(�0) uzay¬ için minimal �-taban oldu¼gu kolayca görülür. Böylece

�w(X) = �w(D(�)) + �w(�D(�0)) = �+ �0 = �0

ve

wc(X) = wc(D(�)) + wc(�D(�0)) = �+ @0 = �

bulunur. Di¼ger yandan her E � D(�0) alt kümesi, D(�0) kesikli uzay¬nda, hem

aç¬k hem de kapal¬ (k¬saca kapaç¬k) oldu¼gundan �E : D(�0) �! f0; 1g karakteris-

tik fonksiyonlar¬ süreklidir. �D(�0) Cech-Stone t¬k¬zlaşmas¬n¬n özelli¼gi gere¼gi her bir

E � D(�0) için �E fonksiyonunun �D(�0) uzay¬na bir sürekli geni̧slemesi vard¬r,

k¬sacas¬ bir 	E 2 C(�D(�0)) sürekli fonksiyonu, 	EjE = �E olacak biçimde bulunur.

Bu fonksiyonlar arac¬l¬¼g¬yla tan¬mlanan f	E : E � D(�0)g ailesi, �D(�0) üzerinde

tan¬ml¬, reel de¼gerli ve iki̧serli farkl¬ sürekli fonksiyonlar¬n bir ailesi olur. Böylece

jf	E : E � D(�0)gj = 2
�0 � jC(X)j � 2d(D(�0)) = 2�0 olup

jC(X)j = 2�0 > �0 = ��0 = (�w(X))
wc(X)

aranan sonucu bulunur. �

Hewitt-Pondiczery-Marczewski Teoremi�nin bir başka uygulamas¬ olarak Haus-

dor¤ Lemmas¬�n¬n kolay bir kan¬t¬ verilebilir. Hat¬rlanaca¼g¬ gibi E kümesinin boştan
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farkl¬ alt kümelerinin bir A ailesine, ancak ve yaln¬z her sonlu say¬da iki̧serli farkl¬

A1; ::; An; B1; ::; Bm 2 A üyeleri için A1 \ :: \ An \ (E � B1) \ :: \ (E � Bm) 6= ;

gerçekleniyorsa E kümesi üzerinde tan¬ml¬ ba¼g¬ms¬z aile denir. Hausdor¤ Lemmas¬�na

göre jEj = � � @0 gerçekleyen bir E kümesi üzerinde 2� kardinaliteli bir ba¼g¬ms¬z aile

tan¬mlanabilir. Gerçekten, özel olarak f0; 1g kümesini kesikli topolojiyle donatarak

elde edilen uzay D(2) ile gösterilmek üzere, (D(2))2
�

çarp¬m uzay¬ göz önüne al¬ns¬n.

Hewitt-Pondiczery-Marczewski Teoremi nedeniyle d((D(2))2
�

) � � olup özel olarak

E bu uzay¬n yo¼gun alt kümesi olarak al¬nabilir; çünkü (D(2))2
�

uzay¬n¬n � kardi-

naliteli yo¼gun bir A alt kümesi vard¬r, böylece jAj = jEj = � oldu¼gundan A ve E

kümeleri aras¬nda tan¬ml¬ bire-bir ve örten bir fonksiyonun varl¬¼g¬n¬ gözlemek yeter-

lidir. Bu durumda E kümesinin alt kümelerinin fE \ ��1� (f0g)g�<2� ailesi, 2
� kardi-

naliteli bir ba¼g¬ms¬z aile olur. Gerçekten, iki̧serli farkl¬ �1; ::; �n; �1; ::; �m ordinalleri

için (E \ ��1�1 (f0g)) \ :: \ (E \ �
�1
�n
(f0g)) \ (E � ��1�1 (f0g)) \ :: \ (E � ��1�m(f0g)) =

(E\(f0g�1�
Q
� 6=�1

f0; 1g�))\::\(E\(f0g�n�
Q

� 6=�n

f0; 1g�))\(E�(f0g�1�
Q
� 6=�1

f0; 1g�))\

::\(E�(f0g�m�
Q

� 6=�m

f0; 1g�)) = E\[(f0g�1�
Q
� 6=�1

f0; 1g�)\::\(f0g�n�
Q

� 6=�n

f0; 1g�)\

(f1g�1 �
Q
� 6=�1

f0; 1g�)\ ::\ (f1g�m �
Q

� 6=�m

f0; 1g�)] = E \ [f0g�1 � ::� f0g�n � f1g�1 �

:: � f1g�m �
Q

� 6=�n;�m

f0; 1g�] 6= ; bulunur; çünkü E kümesi (D(2))2
�

çarp¬m uzay¬nda

yo¼gundur.

Örnek III.11 �-a¼g¬rl¬kl¬ Cantor küpü (D(2))� (� � @0) için aşa¼g¬daki iddialar do¼grudur:

(a) j(D(2))�j = 2� olur.

(b) � 2 fs; hL; hd; nw;w; �w; h�w; psw;�; t; ��; h��;  ; �g ise �((D(2))�) = �

gerçeklenir.

(c) � 2 fc; L; e; wcg ise �((D(2))�) = @0 geçerlidir.

(d) d((D(2))�) = log � ( = minf� : � � 2�g) d¬r.

Çözüm. (a) ş¬kk¬ apaç¬k olup k¬sal¬k amac¬yla X = (D(2))� olarak tan¬mlans¬n.

Aç¬kt¬r ki X bir t¬k¬z Hausdor¤ uzay¬d¬r. Böylece Teorem III.23�den yararlanarak
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w(X) = nw(X) = �w(X) = ��(X) =  (X) = �(X) = � bulunur. X bir t¬k¬z

Hausdor¤ uzay¬ oldu¼gundan Teorem III.2 ve Sonuç III.3 nedeniyle psw(X) = �(X) =

w(X) = � olur. Ayr¬ca Teorem III.5 ve Teorem III.6�dan � = ��(X) � h��(X) =

t(X) � w(X) = � ve � = �w(X) � h�w(X) = hd(X) � w(X) = � gerçeklenir. Öte

yandan s(X) � hL(X) � w(X) = � oldu¼gundan (b) ş¬kk¬n¬n ispat¬n¬ tamamlamak

için s(X) � � gerçeklendi¼gini göstermek yeterlidir. Bu amaçla her bir � < � için

f� = f(f�)�g�<� 2 (D(2))
� = X noktas¬

(f�)� =

�
0 ; � 6= � ise

1 ; � = � ise

gerçeklenecek biçimde tan¬mlans¬n. ff� : � < �g � X alt kümesi X uzay¬nda �

kardinaliteli kesikli bir küme oldu¼gundan � � s(X) sonuç olarak s(X) = hL(X) = �

bulunur. Sonuç III.14�den c(X) = @0 oldu¼gu apaç¬k olup X uzay¬ t¬k¬z oldu¼gundan

L(X) = e(X) = wc(X) = @0 eşitlikleri geçerlidir, böylece (c) ş¬kk¬n¬n kan¬tlamas¬

tamamlan¬r. Son olarak (d) ş¬kk¬ şöyle kan¬tlanabilir: Hewitt-Pondiczery-Marczewski

Teoremi�nden d(X) � log � olur, öte yandan X bir düzenli uzay oldu¼gundan � =

w(X) � 2d(X) ve böylece log � � d(X) gerçeklenir. Sonuç olarak d(X) = log � bulunur.

�

Yukar¬daki örne¼gin (b) ş¬kk¬n¬n kan¬t¬ Teorem III.2�ye ihtiyaç duyulmadan şu

şekilde de yap¬labilir: X = (D(2))� çarp¬m uzay¬n¬n boştan farkl¬ tüm aç¬k kutu

kümelerinin ailesi bu uzay için bir taban tan¬mlad¬¼g¬ndan s(X) � w(X) � � olur.

Öte yandan yukar¬daki gibi s(X) � � gerçeklendi¼gi gözlenerek s(X) = w(X) = �

bulunur. ��(X) � � oldu¼gu kan¬tlan¬rsa yukar¬da yap¬lanlara benzer yollarla (b)

ş¬kk¬n¬n kan¬t¬ tamamlan¬r. � = @0 için iddia apaç¬k olup � > @0 varsay¬ls¬n. Her

x 2 X için ��(x;X) � � geçerlidir; çünkü en az bir x0 = fx0;�g�<� 2 X nok-

tas¬ için ��(x0; X) < � olsayd¬ yani x0 noktas¬n¬n @0 � jVj < � gerçekleyen, özel

olarak üyeleri aç¬k kutu kümeler olan bir V yerel �-taban¬ var olsayd¬, her V 2 V

için �(V ) ile V kümesinin belirleyici indisler kümesi gösterilmek üzere,

����
S
V 2V

�(V )

���� �
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jVj _ supfj�(V )j : V 2 Vg = jVj < � gerçeklenir ve böylece en az bir (asl¬nda

� say¬da) �0 2 [0; �) �
S
V 2V

�(V ) eleman¬ bulunurdu. Sonuç olarak ��1�0 (fx0;�0g) =

fx0;�0g�0 �
Q
� 6=�0

X� (8� < �;X� = D(2)) kümesi x0 noktas¬n¬n bir aç¬k komşulu¼gu

olup hiçbir V 2 V için V � ��1�0 (fx0;�0g) gerçekleşmez, bu da V ailesinin x0 nok-

tas¬n¬n bir yerel �-taban¬ olmas¬ varsay¬m¬yla çeli̧sirdi. Ulaş¬lan bu çeli̧ski nedeniyle

��(x;X) � � (8x 2 X) ve böylece ��(X) � � oldu¼gu anlaş¬l¬r.

� bir sonsuz kardinal say¬ olmak üzere fX�g�2�; topolojik uzaylar¬n bir ailesi ve

X =
Q
�2�

X� olsun. Bilindi¼gi gibi Hewitt-Pondiczery-Marczewski Teoremi�ne göre her

bir � 2 � için d(X�) � � ve j�j � 2� oluyorsa d(X) � � geçerlidir, yani bu teoremin

kullan¬labilmesi için çarp¬ma kat¬lan uzaylar¬n say¬s¬ j�j, belirli bir kardinal s¬n¬ra sahip

olmal¬d¬r. Aşa¼g¬daki teorem ise al¬nan key� say¬da topolojik uzay¬n çarp¬m uzay¬n¬n

yo¼gunluk say¬s¬ hakk¬nda bilgi verir. Bu teoremin aşa¼g¬da verilen kan¬tlamas¬ Juhasz

taraf¬ndan [9] da yap¬lm¬̧st¬r.

Teorem III.25 fX�g�2� topolojik uzaylar¬n bir ailesi ve X =
Q
�2�

X� çarp¬m uzay¬

olmak üzere

(a) d(X) � log j�j _ sup�2� d(X�) olur.

(b) E¼ger her bir � 2 � için X� uzay¬n¬n boştan farkl¬ ayr¬k iki aç¬k kümesi varsa,

d(X) = log j�j _ sup�2� d(X�) gerçeklenir.

Kan¬t. (a)- log j�j _ sup�2� d(X�) = � olsun. Bu durumda her bir � 2 � için

d(X�) � � oldu¼gundan X� uzaylar¬n¬n jS�j � � gerçekleyen S� ( � X�) yo¼gun alt

kümeleri vard¬r. Böylece her bir � 2 � için sürekli ve örten bir f� : D(�) �!

S� fonksiyonu tan¬mlanabilir. Bu fonksiyonlar arac¬l¬¼g¬yla elde edilen f =
Q
�2�

f� :

(D(�))� �!
Q
�2�

S� ( = S) çarp¬m fonksiyonu da sürekli ve örten olur. O halde

S � X alt kümesinin X uzay¬nda yo¼gun olmas¬ ve log j�j � � yani j�j � 2� sa¼glanmas¬

nedeniyle Hewitt-Pondiczery-Marczewski Teoremi�nden yararlanarak d(X) � d(S) �

d((D(�))�) � � sonucu elde edilir.

101



(b)- Her bir � 2 � için U0� ve U
1
� kümeleri X� uzay¬n¬n hipotez gere¼gi var olan

boştan farkl¬ ayr¬k aç¬k kümeleri olsun. Bu durumda her h 2 �f0; 1g fonksiyonu ve her

� 2 P<@0(�) sonlu kümesi için,

G(h;�) =
\

�2�

��1� (U
h(�)
� ) =

Y

�2�

Uh(�)
� �

Y

�2�n�

X�

biçiminde aç¬k kutu kümeleri tan¬mlans¬n. Apaç¬k olarak G(h;�) 6= ; olur. X uzay¬n¬n

herhangi bir yo¼gun A alt kümesi göz önüne al¬ns¬n. Bu durumda her h 2 �f0; 1g ve

her � 2 P<@0(�) için A \ G(h;�) 6= ; oldu¼gundan, ünlü Seçme Aksiyomu yard¬m¬yla

tek türlü belirli bir p(h;�) 2 A \G(h;�) noktas¬ seçilsin. Şimdi her bir p = fp�g�2� 2 A

noktas¬na kaŗs¬l¬k ep = fep�g�2� 2 (D(2))� noktas¬

ep� =
�
0 ; p� 2 U0� ise

1 ;aksi takdirde

gerçeklenecek biçimde tan¬mlan¬rsa, bu noktalardan oluşan eA = fep : p 2 Ag kümesi

(D(2))� uzay¬nda yo¼gundur. Gerçekten, (D(2))� uzay¬n¬n herhangi bir G aç¬k kutu

kümesi göz önüne al¬ns¬n. Bu kümeyi tan¬mlayan belirleyici indisler kümesinin �0 ( 2

P<@0(�)) oldu¼gu varsay¬l¬rsa, aç¬kt¬r ki her bir � 2 �0 indisinin tan¬mlad¬¼g¬ küme tek

nokta (f0g veya f1g) kümesidir. Bu indislerden f0g kümesini tan¬mlayanlar¬n kümesi

�1 ( � �0) ile gösterilirse, apaç¬k olarak G =
Q
�2�1

f0g� �
Q

�2�0n�1

f1g� �
Q

�2�n�0

f0; 1g�

biçiminde olur. Böylece h0(�) = 0 (8� 2 �1); h0(�) = 1 (8� 2 �n�1) gerçeklenecek

biçimde tan¬mlanan h0 2 �f0; 1g fonksiyonu ve �0 indis kümesi için,

G(h0;�0) =
Y

�2�0

Uh0(�)
� �

Y

�2�n�0

X� =
Y

�2�1

U0� �
Y

�2�0n�1

U1� �
Y

�2�n�0

X�

olur. Sonuç olarak tek türlü belirli p(h0;�0) 2 A\G(h0;�0) noktas¬na kaŗs¬l¬k tan¬mlanan

ep(h0;�0) 2 (D(2))� noktas¬ için ep(h0;�0) 2 eA \ G gerçeklenir. K¬sacas¬ eA kümesinin

(D(2))� çarp¬m uzay¬nda yo¼gun oldu¼gu anlaş¬l¬r. Ayr¬ca '(ep) = p olacak biçimde

tan¬mlanan ' : eA �! A fonksiyonu bire-bir olup, Örnek III.11(d)�den yararlanarak

log j�j = d((D(2))�) �
��� eA
��� � jAj gerçeklendi¼gi anlaş¬l¬r. Son iki eşitsizlik herhangi
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bir yo¼gun A kümesi için sa¼gland¬¼g¬ndan, d((D(2))�) = log j�j � d(X) gerçeklenir.

sup�2� d(X�) � d(X) eşitsizli¼gi daima geçerli oldu¼gundan log j�j _ sup�2� d(X�) �

d(X) bulunur. (a) ş¬kk¬nda ters eşitsizli¼gin do¼grulu¼gu ispatland¬¼g¬ndan bu ş¬kk¬n kan¬t¬

da tamamlan¬r.

Özel olarak çarp¬ma kat¬lan uzaylar, en az iki noktal¬ Hausdor¤ uzay¬ ise (b)

ş¬kk¬ndaki eşitlik geçerli olur. Böylece e¼ger @0 � �1 < �2 < 2�1 = 2�2 koşulunu

gerçekleyen �1; �2 kardinal say¬ çifti yoksa, X = (D(@0))
2@1 ; Y = (D(@0))

22
@0

uzaylar¬

için d(X) = log 2@1 _ @0 = @1 ve d(Y ) = log 22
@0 _ @0 = 2

@0 gerçeklenir.

Bu k¬s¬mda son olarak �fX�g�2� say¬labilir zincir koşulunu gerçekleyen topolojik

uzaylar¬n bir ailesi ise X =
Q
�2�

X� çarp¬m uzay¬da say¬labilir zincir koşulunu gerçek-

ler mi?� sorusuna yan¬t aranacakt¬r. E¼ger çarp¬ma kat¬lan tüm X� uzaylar¬ ayr¬la-

bilirse, Sonuç III.14�den bu sorunun cevab¬n¬n "olumlu" oldu¼gu anlaş¬l¬r. Aşa¼g¬daki

iki teoremdeyse c(X) � 2@0 gerçeklendi¼gi ve özel olarak fX�g�2� ailesinin üyeleriyle

tan¬mlanan her sonlu çarp¬m uzay¬ say¬labilir zincir koşulunu gerçeklerse, X uzay¬n¬nda

bir ccc uzay¬ oldu¼gu gösterilecektir. Asl¬nda bu sorunun cevab¬, ZFS Aksiyomlar¬�nda

kal¬narak kararlaşt¬r¬lamaz ; çünkü Kurepa, e¼ger S bir Suslin uzay¬ (Say¬labilir zin-

cir koşulunu gerçekleyen ancak ayr¬labilir olmayan s¬ralama uzaylar¬na Suslin uzay¬

denir. Bu tür uzaylar¬n varl¬¼g¬n¬n ZFS Aksiyomlar¬�nda kal¬narak kararlaşt¬r¬lamaz

oldu¼gu bilinmektedir.) ise S � S çarp¬m uzay¬n¬n say¬labilir zincir koşulunu gerçek-

lemedi¼gini şu şekilde kan¬tlad¬: S uzay¬nda, sonlu ötesi tümevar¬mla, her bir � < @1

için a�; b�; c� 2 S noktalar¬, a� < b� < c�; b� =2 (a�; c�) (8� < �) koşullar¬ gerçek-

lenecek biçimde tan¬mlanabilir. S uzay¬n¬n tüm yal¬t¬lm¬ş noktalar¬n¬n kümesi A ile

gösterilirse, apaç¬k olarak jAj � c(S) � @0 gerçeklenir. Ayr¬ca d(S) � @1 oldu¼gundanA

kümesi, S uzay¬nda yo¼gun olamaz. O halde (a0; c0) 6= ;; (a0; c0)\A = ; olacak biçimde

a0; c0 2 S noktalar¬ vard¬r. (Burada (a0; c0) aç¬k aral¬¼g¬ sonsuz elemanl¬d¬r; çünkü e¼ger

sonlu elemanl¬ örne¼gin (a0; c0) = fx1; ::; xng � S olsayd¬, tüm xi 2 S (8i 2 Nn) el-
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emanlar¬ birer yal¬t¬lm¬ş nokta olur, böylece fx1; ::; xng � (a0; c0) \ A = ; çeli̧skisi

elde edilirdi.) Böylece Seçme Aksiyomu yard¬m¬yla bir b0 2 (a0; c0) eleman¬ seçilerek,

a0; b0; c0 2 S noktalar¬ belirlenmi̧s olur. Bir � < @1 al¬nd¬¼g¬nda, her bir � < � ordinali

için a�; b�; c� 2 S noktalar¬, a� < b� < c� ve b
 =2 (a�; c�) (8
 < �) koşullar¬ gerçek-

lenecek biçimde önceki aşamalarda tan¬mlanm¬̧s olsun. Bu durumda A [ fb� : � < �g

kümesi için jA [ fb� : � < �gj � @0 gerçeklenir, dolay¬s¬yla bu küme S uzay¬nda yo¼gun

olamaz. O halde (a�; c�) 6= ;; (a�; c�) \ (A [ fb� : � < �g) = ; olacak biçimde

a�; c� 2 S noktalar¬ ve bu noktalar arac¬l¬¼g¬yla ((a�; c�) aç¬k aral¬¼g¬n¬n sonsuz elemanl¬

oldu¼guna dikkat ederek) tek türlü belirli bir b� 2 (a�; c�) � (A [ fb� : � < �g) � S

eleman¬ aranan koşullar sa¼glanacak biçimde belirlenir. Böylece sonlu ötesi tümevar¬m

süreci tamamlan¬r. Sonuç olarak G = f(a�; b�) � (b�; c�)g�<@1 ailesi, S � S uzay¬nda,

@1 kardinaliteli bir gözenekli aile olur; çünkü örne¼gin � < � < @1 için (b� =2 (a�; c�)

oldu¼gunu unutmadan) b� � a� ise (a�; b�) \ (a�; b�) = ; oldu¼gundan

((a�; b�)� (b�; c�))\ ((a�; b�)� (b�; c�)) = ((a�; b�)\ (a�; b�))� ((b�; c�)\ (b�; c�)) = ;

gerçeklenir. c� � b� ve � < � durumlar¬ içinde benzer yol izlenir. Böylece c(S � S) �

@1 > @0 bulunur. Öte yandanMA@1 (Martin Aksiyomu) geçerliyse (Bu durumda Suslin

uzay¬n¬n var olmad¬¼g¬ bilinmektedir.) sonlu say¬da (dolay¬s¬yla herhangi say¬da) say¬la-

bilir zincir koşulunu gerçekleyen uzay¬n çarp¬m uzay¬n¬nda say¬labilir zincir koşulunu

gerçekledi¼gi bilinmektedir. (bkz. [2])

Teorem III.26 fX�g�2�; topolojik uzaylar¬n bir ailesi ve X =
Q
�2�

X� çarp¬m uzay¬

olsun. E¼ger her � 2 P<@0(�) sonlu indis kümesi için c(
Q
�2�

X�) � � ise c(X) � �

olur.

Kan¬t. Aksi varsay¬l¬rsa yani c(X) > � olursa, aşa¼g¬da görülece¼gi gibi bir çeli̧ski

elde edilir. Gerçekten, e¼ger c(X) � �+ olsayd¬, X uzay¬nda fV�g�<�+ biçiminde bir
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gözenekli aile bulunurdu. Burada özel olarak tüm V� aç¬klar¬, birer kutu küme al¬n-

abilir. Böylece her bir � < �+ için V� kümesi,

V� =
Y

�2S�

V�(�)�
Y

�2�nS�

X�; S� 2 P<@0(�); V�(�) � X� aç¬k öz alt küme (8� 2 S�)

biçiminde olur. fS�g�<�+ ailesi, �+ kardinaliteli (�+�n¬n düzenli kardinal say¬ oldu¼guna

dikkat ederek!) bir sonlu kümeler ailesi oldu¼gundan, Sanin Lemmas¬ nedeniyle bir S �

[0; �+) alt kümesi ile sonlu bir F ( � �) kümesi, jSj = �+ ve farkl¬ �1; �2 2 S ordinalleri

için S�1 \ S�2 = F koşullar¬ gerçeklenecek biçimde vard¬r. Burada e¼ger F = ; ise

�1; �2 2 S ve �1 6= �2 için S�1 \ S�2 = ; olup kolayca bir x 2 X noktas¬, x 2 V�1 \ V�2

olacak biçimde tan¬mlanabilir; ancak bu durum V�1 \ V�2 = ; gerçe¼giyle çelişir. Di¼ger

taraftan F 6= ; ise hipotez gere¼gi c(
Q
�2F

X�) � � gerçeklenir; ancak her bir � < �+

için V� kümesinin
Q
�2F

X� uzay¬na izdüşümü V �
� ile gösterilirse, kolayca görülebilir ki

fV �
� g�2S ailesi,

Q
�2F

X� uzay¬nda bir gözenekli aile olur. Böylece jfV �
� g�2Sj = jSj =

�+ � c(
Q
�2F

X�) � � çeli̧skisi bulunur. Sonuç olarak teoremdeki hipotez sa¼glan¬yorsa,

c(X) � � gerçeklendi¼gi anlaş¬l¬r.

Teorem III.27 (Kurepa): Her � 2 � için c(X�) � � ve X =
Q
�2�

X� ise c(X) � 2�

olur. Özel olarak key� say¬da say¬labilir zincir koşulunu gerçekleyen uzay¬n çarp¬m

uzay¬n¬n Suslin say¬s¬, en fazla 2@0 olur.

Kan¬t. Bir önceki teorem nedeniyle � indis kümesinin sonlu olmas¬ durumunda

teoremi kan¬tlamak yeterlidir. � = f1; ::; ng (2 � n 2 N) olsun. c(X) > 2� oldu¼gu

varsay¬l¬rsa, X uzay¬nda, jUj > 2� gerçekleyen bir U gözenekli ailesi bulunur. Özel

olarak U ailesinin tüm üyeleri kutu küme olarak al¬nabilir. Her bir U 2 U üyesinin Xi

(8i 2 Nn) uzay¬na izdüşümü Ui ile gösterilsin.

Pi = ffU; V g : U; V 2 U ; Ui \ Vi = ;g (8i 2 Nn)

biçiminde tan¬mlanan Pi aileleri arac¬l¬¼g¬yla [U ]2 =
nS
i=1

Pi olur. Bu durumda Erdös-

Rado Lemmas¬�na göre bir i0 � n say¬s¬ ile bir U0 � U alt ailesi, jU0j > � ve [U0]2 � Pi0
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koşullar¬ gerçeklenecek biçimde vard¬r. U0 ailesi arac¬l¬¼g¬yla tan¬mlanan fUi0 : U 2 U0g

ailesi, Xi0 uzay¬nda, jfUi0 : U 2 U0gj = jU0j > � gerçekleyen bir gözenekli aile olur;

ancak bu durum c(Xi0) � � varsay¬m¬yla çeli̧sir. Ulaş¬lan bu çeli̧ski nedeniyle c(X) �

2� oldu¼gu anlaş¬l¬r.

III.5 Baz¬ Özel Uzaylarda � = �@0 Gerçekleyen

Kardinal De¼gi̧smezler

Bu k¬s¬mda baz¬ özelliklere sahip bir X topolojik uzay¬ üzerinde tan¬mlanan ve

�(X) = (�(X))@0 gerçekleyen � kardinal de¼gi̧smezlerinin varl¬¼g¬ görülecektir. Örne¼gin

herhangi bir tam normlu X uzay¬ için jXj = jXj@0; sonsuz, aş¬r¬ ba¼glant¬s¬z ve t¬k¬z bir

Y Hausdor¤ uzay¬ için w(Y ) = (w(Y ))@0 gerçeklenir. Öncelikle gerekli oldu¼gundan,

ünlü König-Zermelo Teoremi (bkz. [10]) ve baz¬ sonuçlar görülecektir.

Teorem III.28 (König-Zermelo Teoremi): f��g�2� ve f��g�2� kardinal say¬lar¬n

�� < �� (8� 2 �) gerçekleyen aileleri olsun. Bu durumda
P
�2�

�� <
Q
�2�

�� olur.

Kan¬t. fA�g�2� ve fB�g�2� küme aileleri, jA�j = �� < �� = jB�j (8� 2 �) ve � 6=

� için A� \ A� = ; koşullar¬ sa¼glanacak biçimde bulunabilir. Burada B� kümelerinin

boştan farkl¬ oldu¼gu apaç¬kt¬r. Böylece

����
S
�2�

A�

���� =
P
�2�

�� ve
Q
�2�

�� =

����
Q
�2�

B�

����

oldu¼gundan,

����
S
�2�

A�

���� <
����
Q
�2�

B�

���� gerçeklendini göstermek yeterlidir. Kardinalite Ar-

itmeti¼ginin Birinci Temel Teoremi�ne göre (bkz. [10]) herhangi iki X ve Y kümesi

için jXj < jY j ; jY j < jXj ve jXj = jY j ifadelerinden yaln¬z bir tanesi geçerli oldu¼gun-

dan, A =
S
�2�

A� kümesinden B =
Q
�2�

B� kümesine örten (dolay¬s¬yla B kümesinden A

kümesine bire-bir) fonksiyon tan¬mlanamayaca¼g¬ gösterilirse, jAj < jBj oldu¼gu anlaş¬l¬r.

Herhangi bir f : A �! B fonksiyonu göz önüne al¬ns¬n, amaç B � f(A) 6= ; oldu¼gunu

göstermektir. Her � 2 � için A� � A oldu¼gundan f(A�) � f(A) � B gerçeklenir.

Böylece her zamanki gibi �� ile �� : B �! B� örten izdüşüm fonksiyonu yaz¬lmak
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üzere, ��(f(A�)) � ��(B) = B� (8� 2 �) gerçekleşir. Oysa g� = �� � f (8� 2 �)

bileşke fonksiyonlar¬ arac¬l¬¼g¬yla g�(A�) = (�� � f)(A�) � B� (8� 2 �) oldu¼gu ve

üstelik jg�(A�)j � jA�j < jB�j gerçekleşdi¼ginden B� � ��(f(A�)) 6= ; (8� 2 �)

bulunur; çünkü bu fark kümesi boş olsayd¬ B� � ��(f(A�)) = g�(A�) ve sonuçta

jB�j � jg�(A�)j olurdu, oysa gerçek, biraz önce gözlendi¼gi gibi tam tersidir. Sonuçta

Seçme Aksiyomu yard¬m¬yla var olduklar¬ anlaş¬lan b� 2 B� � ��(f(A�)) (8� 2 �)

elemanlar¬ arac¬l¬¼g¬yla tan¬mlanan b = fb�g�2� eleman¬ için b 2 B � f(A) gerçek-

leşti¼ginden (çünkü, e¼ger b 2 f(A) olsayd¬,b 2 f(
S
�2�

A�) =
S
�2�

f(A�) olur ve sonuçta

uygun bir � 2 � indisi arac¬l¬¼g¬yla b 2 f(A�) ve b� = ��(b) 2 ��(f(A�)) bulunurdu;

ancak bu b� 2 B����(f(A�)) gerçe¼gine ayk¬r¬d¬r) amaçlanan B�f(A) 6= ; sonucu gös-

terilmi̧s olur. Demek ki hiçbir f : A �! B fonksiyonu örten olamamaktad¬r. O halde

Kardinalite Aritmeti¼ginin Birinci Temel Teoremi�ne göre
P
�2�

�� = jAj < jBj =
Q
�2�

��

olur ve kan¬t tamamlan¬r.

König-Zermelo Teoremi�nden yararlanarak kolayca her � � @0 kardinal say¬s¬ için

� < �cf(�) gerçekleşdi¼gi görülebilir. Gerçekten, eşuçluluk derecesinin tan¬m¬ gere¼gi

� =
P
�2�

��; �� < � (8� 2 �); cf(�) = j�j koşullar¬ gerçeklenecek biçimde f��g�2�

kardinal say¬lar ailesi vard¬r. Her bir � 2 � için �� = � ( > ��) al¬n¬rsa, König-Zermelo

Teoremi nedeniyle � =
P
�2�

�� <
Q
�2�

�� = �j�j = �cf(�) aranan sonucu bulunur. Böylece

aşa¼g¬daki lemman¬n (a) ş¬kk¬ kan¬tlanm¬̧s olur.

Lemma III.5 �1 ve �2 � @0 kardinal say¬lar¬ için aşa¼g¬daki iddialar geçerlidir:

(a) E¼ger �1 � cf(�2) ise �
�1
2 > �2 olur.

(b) E¼ger ��12 > �2 ise ve � < �2 < ��1 koşulunu sa¼glayan hiçbir � kardinal say¬s¬

yoksa, �1 � cf(�2) gerçeklenir.

Kan¬t. (a) ş¬kk¬n¬n do¼grulu¼gu yukar¬da görülmüştü. (b) ş¬kk¬ şu biçimde kan¬t-

lanabilir: Her bir � � �2 ordinali için

E� = fS : S � [0; �); jSj � �1g
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kümeleri tan¬mlans¬n. E¼ger �1 < cf(�2) olsayd¬, E�2 =
S

�<�2

E� olur (Gerçekten

S
�<�2

E� � E�2 apaç¬k olup, herhangi bir S 2 E�2 için jSj � �1 < cf(�2) oldu¼gun-

dan supS = � < �2 olur. Bu durumda � < � + 1 � 
 < �2 gerçekleyen uygun bir 


ordinal say¬s¬ için S 2 E
 �
S

�<�2

E� olup E�2 �
S

�<�2

E� ters kapsamas¬ elde edilir.) ve

böylece

��12 = jP��1([0; �2))j = jE�2j =

�����
[

�<�2

E�

����� � �2 _ sup
�<�2

jE�j = �2 _ sup
�<�2

j�j�1
�
= �2 < ��12

çeli̧skisi bulunurdu. Burada ( � ) eşitli¼gi yaz¬l¬rken (b) ş¬kk¬ndaki varsay¬mlar kul-

lan¬lm¬̧st¬r. Demek ki (b) deki varsay¬mlar alt¬nda �1 � cf(�2) olmal¬d¬r.

Sonuç III.15 (i) �1; �2 kardinal say¬lar ve �2 � @0 olsun. E¼ger GKV geçerli ise

��12 > �2 olmas¬ için gerek ve yeter koşul �1 � cf(�2) eşitsizli¼ginin gerçeklenmesidir.

(ii) � < �@0 gerçekleyen � kardinal say¬s¬ için � < � < �@0 olacak biçimde hiçbir �

kardinal say¬s¬ yoksa, � say¬s¬ � = supn2N �n, �n < � (8n 2 N) biçiminde yaz¬labilir.

Kan¬t. (i)- yeterlilik bir önceki lemman¬n (a) ş¬kk¬nda kan¬tland¬. GKV geçerli,

k¬sacas¬ herhangi bir sonsuz � kardinali için �+ = 2� oldu¼gundan, e¼ger �1 < cf(�2)

olsayd¬, her � < �2 için ��1 � �2 olur ve yukar¬daki teorem nedeniyle �1 < cf(�2) � �1

çeli̧skisi bulunurdu. Demek ki �1 � cf(�2) olup gereklilik iddias¬ da kan¬tlanm¬̧s

olur. (ii)�nin kan¬tlanmas¬ için bir önceki lemman¬n (b) ş¬kk¬nda �1 yerine @0 almak

yeterlidir.

Bir X Tikhonov uzay¬n¬n Cech-Stone t¬k¬zlaşmas¬ �X ile gösterilir. X � �X

alt kümesi, �X uzay¬nda yo¼gun oldu¼gundan c(X) = c(�X) olur. Öte yandan c(X) =

c(�X) < c(�XnX) gerçekleyen bir X Tikhonov uzay¬ bulunabilir. Mesela, Örnek

III.1�de kesikli N uzay¬ için c(N) = c(�N) = @0 < 2
@0 = c(�NnN) oldu¼gu görülmüştü.

W.W.Comfort ve Hugh Gordon [11] makalesinde, Tarski Lemmas¬�ndan yararlanarak,

herhangi bir X Tikhonov uzay¬ için �XnX uzay¬n¬n Suslin say¬s¬yla ilgili aşag¬daki

teoremleri kan¬tlad¬. Öncelikle gerekli oldu¼gundan baz¬ tan¬m ve sonuçlar verilmelidir.
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Bilindi¼gi gibi bir X uzay¬na, ancak ve yaln¬z her bir x 2 X noktas¬n¬n bir Ux aç¬k

komşulu¼gu, Ux kümesi X uzay¬nda t¬k¬z olacak biçimde varsa yerel t¬k¬z denir. Her

yerel t¬k¬z Hausdor¤ uzay¬n¬n bir Tikhonov uzay¬ oldu¼gu ve ayr¬ca herhangi bir X

Tikhonov uzay¬n¬n yerel t¬k¬z olmas¬ için gerek ve yeter koşulun X kümesinin �X

uzay¬nda aç¬k olmas¬ gerekti¼gi bilinmektedir. (bkz. [4]) Öte yandan bir U � X alt

kümesine, U kümesi X uzay¬nda t¬k¬z ise göreceli t¬k¬z küme denir. Ayr¬ca Z1 ve

Z2 kümeleri, X uzay¬n¬n iki s¬f¬r kümesi ise

(1) kap�X(Z1 \ Z2) = kap�X(Z1) \ kap�X(Z2)

gerçeklendi¼gi bilinmektedir. (bkz. [5])

Teorem III.29 BirX Tikhonov uzay¬nda tan¬ml¬, göreceli t¬k¬z aç¬k kümelerden oluşan

ve jGj = � � @0 gerçekleyen bir yerel sonlu G ailesi varsa, �XnX uzay¬n¬n �@0 kardi-

naliteli bir gözenekli ailesi bulunur.

Kan¬t. G ailesinin üyeleri, özel olarak içleri boştan farkl¬, iki̧serli ayr¬k t¬k¬z kümeler

olarak al¬nabilir. Bu son iddia Lemma III.3�ün kan¬t¬ içinde yap¬lanlardan görülebile-

ce¼gi gibi şöyle de görülebilir: �(T ) 2 T (8T 2 G) gerçeklenecek biçimde tan¬mlanan

� : G �! X fonksiyonu arac¬l¬¼g¬yla A = f�(T ) : T 2 Gg ( � X) olarak tan¬mlans¬n.

Bu durumda her bir a 2 A için �(Ta) = a gerçekleyen bir Ta 2 G üyesi, ünlü Seçme

Aksiyomu�ndan yararlanarak tek türlü belirli olacak biçimde seçilebilir. Böylece uygun

bir G� � G alt ailesi, '(a) = Ta olarak tan¬mlanan ' : A �! G� fonksiyonu bire-bir ve

örten olacak biçimde vard¬r. G yerel sonlu oldu¼gundan jAj = � eşitli¼gi geçerlidir. Öte

yandan G�nin yerel sonlu aile ve X�in Tikhonov uzay¬ olmas¬ndan yararlanarak, her bir

a 2 A için Ua ve Ga t¬k¬z kümeleri

a 2
o

Ua � Ua �
o

Ga � Ga � Ta; Ga \ A = fag

gerçeklenecek biçimde bulunabilir. Bu durumda her a 2 A için Va = Ua �
S

b2A;b6=a

o

Gb

kümeleri göz önüne al¬ns¬n. Aç¬kt¬r ki her bir a 2 A için Va kümesi, a noktas¬n¬n bir
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t¬k¬z komşulu¼gudur. Üstelik a 6= b için

Va \Vb = (Ua�
[

c2A;c 6=a

o

Gc)\ (Ub�
[

c2A;c 6=b

o

Gc) � (Ua�
o

Gb)\ (Ub�
o

Ga) � (Ua�
o

Ga) = ;

gerçeklenir. Sonuç olarak V = fVa : a 2 Ag ailesi, X uzay¬nda tan¬ml¬, içleri boştan

farkl¬ ve iki̧serli ayr¬k t¬k¬z kümelerin jVj = � gerçekleyen bir yerel sonlu ailesi olur.

(Burada V ailesi, G ailesinin bir incelmesi olup, yerel sonlu bir ailenin tüm incelmeleride

yerel sonlu oldu¼gundan, V ailesi yerel sonludur.) Demek ki G = V = fVa : a 2 Ag

varsay¬m¬ alt¬nda verilen iddiay¬ kan¬tlamak yeterlidir.

Tarski Lemmas¬�na göre A kümesinin sonsuz elemanl¬ alt kümelerinin bir A ailesi,

üyeleri iki̧serli olarak hemen hemen ayr¬k ve jAj = �@0 olacak biçimde vard¬r. Her

E 2 A için

WE = �X � kap�X(X �
[

a2E

Va)

olarak tan¬mlans¬n. Apaç¬k olarak WE kümeleri �X uzay¬nda aç¬kt¬r. E¼ger her bir

E 2 A için WE \ (�XnX) 6= ; oldu¼gu ve E1 6= E2 için WE1 \ (�XnX) \WE2 = ;

gerçeklendi¼gi gösterilirse, fWE\(�XnX)gE2A ailesi, �XnX uzay¬nda aranan gözenekli

aile olur. Bu amaçla E1; E2 2 A ve E1 6= E2 olsun. Apaç¬k olarak

( � ) X = (X �
[

a2E1

Va) [ (X �
[

a2E2

Va) [ (
[

a2E1

Va \
[

a2E2

Va)

eşitli¼gi geçerlidir. E1 \ E2 arakesiti sonlu oldu¼gundan
S
a2E1

Va \
S
a2E2

Va =
S

a2E1\E2

Va

kümesi t¬k¬zd¬r. Böylece ( � ) ifadesinde �X uzay¬na göre kapan¬̧s al¬narak

�X = kap�XX = kap�X(X �
[

a2E1

Va) [ kap�X(X �
[

a2E2

Va) [
[

a2E1\E2

Va

bulunur. Bu kez son eşitli¼gin �X�e göre tümleyeni al¬narak

(�X � kap�X(X �
[

a2E1

Va)) \ (�X � kap�X(X �
[

a2E2

Va)) \ (�X �
[

a2E1\E2

Va) = ;

k¬sacas¬ WE1 \WE2 �
S

a2E1\E2

Va ve böylece

(WE1 \ (�XnX)) \ (WE2 \ (�XnX)) � (�XnX) \
[

a2E1\E2

Va � (�XnX) \X = ;
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oldu¼gu görülür. Öte yandan X bir Tikhonov uzay¬ oldu¼gundan, her bir a 2 A noktas¬

için sürekli bir fa : X �! [0; 1] fonksiyonu, fa(a) = 1; fa(x) = 0 (8x 2 X � Va)

koşullar¬ gerçeklenecek biçimde vard¬r. Bu durumda her bir E 2 A için fE =
P
a2E

fa

olarak tan¬mlan¬rsa, V ailesi yerel sonlu oldu¼gundan, fE fonksiyonlar¬ X uzay¬nda

sürekli olur. Ayr¬ca ZE = fx : x 2 X; fE(x) = 1g (8E 2 A) kümeleri içinde apaç¬k

olarak E � ZE � X gerçeklenir. Her bir E 2 A üyesi, X uzay¬n¬n sonsuz elemanl¬ bir

kapal¬ alt kümesi olup hiç y¬¼g¬lma noktas¬ yoktur dolay¬s¬yla E kümesi, X uzay¬nda

t¬k¬z olamaz. (bkz. [4]) Her E 2 A için ZE kümesi X uzay¬n¬n bir s¬f¬r kümesi

oldu¼gundan bu uzayda kapal¬d¬r ancak t¬k¬z de¼gildir ; çünkü ZE kümesi t¬k¬z olsayd¬,

E � ZE kapal¬ alt kümeside t¬k¬z olurdu bu ise az önce gözlendi¼gi gibi yanl¬̧st¬r. Her

bir E 2 A için ZE kümesi, X uzay¬nda kapal¬ ancak t¬k¬z olmad¬¼g¬ndan en az bir

pE 2 �XnX noktas¬, pE 2 kap�XZE gerçeklenecek biçimde vard¬r. Her E 2 A için

fE sürekli fonksiyonunun �X uzay¬na var olan sürekli geni̧slemesi gE ile gösterilirse,

gE(pE) = 1 (8E 2 A) olur. fE fonksiyonu X �
S
a2E

Va kümesi üzerinde �s¬f¬r� de¼gerini

ald¬¼g¬ndan k¬sacas¬ fE(X �
S
a2E

Va) � f0g oldu¼gundan

gE(kap�X(X �
[

a2E

Va))
(y)

� kapR1(gE(X �
[

a2E

Va)) = kapR1(fE(X �
[

a2E

Va)) � f0g

olur. K¬sacas¬ gE fonksiyonu kap�X(X �
S
a2E

Va) kümesi üzerinde �s¬f¬r� de¼gerini al¬r.

(Burada ( y ) kapsamas¬ al¬n¬rken gE fonksiyonunun süreklili¼ginden yararlan¬lm¬̧st¬r.)

Sonuç olarak her E 2 A için pE 2 �X � kap�X(X �
S
a2E

Va) = WE 6= ; olur ve böylece

kan¬t tamamlan¬r.

Bu teoremde G ailesinin üyelerini göreceli t¬k¬z almak yerine, X uzay¬ yerel t¬k¬z

al¬n¬rsada teoremdeki iddia geçerli olur; ancak teoremdeki tüm hipotezlerden vazgeçile-

meyece¼gi Örnek III.12�de görülecektir. Bilindi¼gi gibi bir X uzay¬ üzerinde tan¬mlanan

tüm sürekli gerçel de¼gerli fonksiyonlar, s¬n¬rl¬ysa yani C(X) = C�(X) oluyorsa X uza-

y¬na sözde t¬k¬z uzay denir. Ayr¬ca bir Tikhonov uzay¬n¬n sözde t¬k¬z olabilmesi

için gerek ve yeter koşulun bu uzayda tan¬mlanan ve üyeleri aç¬k kümeler olan tüm
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yerel sonlu ailelerin sonlu olmas¬ gerekti¼gi bilinmektedir. O halde her sonsuz Hausdor¤

uzay¬n¬n @0 kardinaliteli bir gözenekli ailesi var oldu¼gundan, aşa¼g¬daki sonuç geçerlidir.

Sonuç III.16 Bir X Tikhonov uzay¬, yerel t¬k¬z olup sözde t¬k¬z de¼gilse, �XnX uza-

y¬nda tan¬ml¬ 2@0 kardinaliteli en az bir gözenekli aile vard¬r. Özel olarak �NnN uza-

y¬nda 2@0 kardinaliteli bir gözenekli aile tan¬mlanabilir.

Teorem III.30 Bir X Tikhonov uzay¬ ve sonsuz bir � kardinal say¬s¬ için aşa¼g¬daki

iddialar eşde¼gerdir:

(i) �XnX uzay¬nda tan¬ml¬ � kardinaliteli gözenekli aile vard¬r.

(ii) X uzay¬n¬n tümleyen-s¬f¬r kümelerinin bir fU�g�2� ( j�j = �) ailesi, aşa¼g¬daki

özelliklere sahip olacak biçimde vard¬r:

(a) Her � 2 � için U� kümesi, t¬k¬z olmayan bir s¬f¬r kümesi içerir.

(b) �; � 2 �, � 6= � için U� \ U� arakesiti, X uzay¬nda göreceli t¬k¬zd¬r.

Kan¬t. (i) ) (ii) : V = fV�g�2� ailesi, �XnX uzay¬nda tan¬ml¬ ve jVj = j�j = �

gerçekleyen bir gözenekli aile olsun. Bu durumda her � 2 � için V� = G� \ (�XnX)

gerçeklenecek biçimde, �X uzay¬n¬n aç¬k G� kümeleri vard¬r. Her � 2 � için p� 2 V�

noktalar¬, Seçme Aksiyomu�ndan yararlanarak tek türlü belirli olacak biçimde seçilsin.

�X uzay¬ tümüyle düzenli oldu¼gundan, her bir � 2 � indisi için f�(p�) = 1; f�(x) = 0

(8x 2 �X�G�) koşullar¬n¬ gerçekleyen sürekli bir f� : �X �! [0; 1] fonksiyonu vard¬r.

Böylece her � 2 � için

U� = fx 2 X : f�(x) >
1

3
g; Z� = fx 2 X : f�(x) �

1

2
g

biçiminde tan¬mlanan kümeler göz önüne al¬ns¬n. Aç¬kt¬r ki Z� ve U� kümeleri, X uza-

y¬n¬n s¬ras¬yla s¬f¬r ve tümleyen s¬f¬r kümeleridir, üstelik Z� � U� � X (8� 2 �) geçer-

lidir. Bu biçimde tan¬mlanan fU�g�2� ailesi, (ii) ş¬kk¬ndaki koşullar¬ sa¼glar. Gerçek-

ten, her � 2 � için Z� � U� ve Z� s¬f¬r kümesi oldu¼gundan, e¼ger p� 2 kap�XZ� oldu¼gu
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gösterilirse, Z� kümesinin t¬k¬z olmad¬¼g¬ ve böylece fU�g�2� ailesinin (a) koşulunu

sa¼glad¬¼g¬ anlaş¬l¬r. Bu durumda

�X = kap�XX = kap�X(X � Z�) [ kap�XZ� ve f�(p�) = 1

gerçekleri ve her x 2 kap�X(X � Z�) için f�(x) � 1
2
olmas¬ nedeniyle p� 2 kap�XZ�

aranan sonucu bulunur. Öte yandan, e¼ger fU�g�2� ailesi (b) koşulunu sa¼glamasayd¬,

� 6= � gerçekleyen uygun bir �; � 2 � indis çifti ve bir p 2 �XnX noktas¬,

p 2 kap�X(kapX(U� \ U�)) = kap�X(U� \ U�) ( � kap�X(U�) \ kap�X(U�))

olacak biçimde bulunurdu; ancak bu durumda f�(p) � 1
3
ve f�(p) � 1

3
olup,

p 2 G� \G� \ (�XnX) = V� \ V� = ;

çeli̧skisi elde edilirdi. Sonuç olarak fU�g�2� ailesi (a) ve (b) koşullar¬n¬ sa¼glar.

(ii) ) (i) : fU�g�2� ailesi, X uzay¬n¬n tümleyen s¬f¬r kümelerinin (a) ve (b)

koşullar¬n¬ gerçekleyen bir ailesi olsun. Bu durumda, X uzay¬nda, her bir � 2 � için

t¬k¬z olmayan ve Z� � U� gerçekleyen Z� s¬f¬r kümeleri vard¬r. X�U� ve Z� kümeleri,

X uzay¬n¬n ayr¬k s¬f¬r kümeleri oldu¼gundan, yukar¬daki (1) ifadesinden yararlan¬larak

; = kap�X((X � U�) \ Z�) = kap�X(X � U�) \ kap�XZ�

bulunur. O halde ünlü Urysohn Teoremi nedeniyle sürekli bir f� : �X �! [0; 1]

fonksiyonu, f�(x) = 0 (8x 2 kap�X(X � U�)); f�(x) = 1 (8x 2 kap�XZ�) koşullar¬

gerçeklenecek biçimde vard¬r. Her � 2 � için

V� = fx 2 �X : f�(x) > 0g

kümeleri tan¬mlans¬n. E¼ger fV�\ (�XnX)g�2� ailesinin �XnX uzay¬nda bir gözenekli

aile oldu¼gu gösterilirse, kan¬t tamamlan¬r. Her � 2 � için V� kümesi, �X uzay¬nda, ; 6=

kap�XZ� � V� gerçekleyen boştan farkl¬ bir tümleyen s¬f¬r (dolay¬s¬yla aç¬k) kümesidir.
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Farkl¬ �; � 2 � indisleri için key� bir p 2 V� \ V� noktas¬ (varsa) göz önüne al¬ns¬n.

Bu durumda (f�:f�)(p) = f�(p):f�(p) > 0 olup p =2 (kap�X(X �U�)[ kap�X(X �U�))

bulunur. Böylece p 2 kap�X(U� \ U�)
(�)
= kapX(U� \ U�) � X (burada ( � ) eşitli¼gi

yaz¬l¬rken (ii)�nin (b) koşulundan yararlan¬ld¬) olur, k¬sacas¬ V� \ V� � X gerçeklenir.

Sonuç olarak her � 6= � gerçekleyen �; � 2 � indis çifti için

(V� \ (�XnX)) \ (V� \ (�XnX)) = V� \ V� \ (�XnX) � X \ (�XnX) = ;

oldu¼gundan fV�\ (�XnX)g�2� ailesi, �XnX uzay¬nda tan¬ml¬ ve j�j = � kardinaliteli

bir gözenekli ailedir.

Örnek III.12 (Q;R1
Q
) rasyonel say¬lar uzay¬ (di¼ger bir deyişle (R;R1) Öklid uzay¬n¬n

Q alt uzay¬) olmak üzere, �QnQ uzay¬n¬n c kardinaliteli gözenekli ailesi yoktur.

Çözüm. Bu iddia, Q uzay¬nda, hem aç¬k hem de göreceli t¬k¬z olan tek kü-

menin boş küme olmas¬ gerçe¼gi ile bir önceki teoremden yararlanarak kolayca gözlenir.

Gerçekten, e¼ger �QnQ uzay¬n¬n c kardinaliteli bir gözenekli ailesi bulunsayd¬, yukar¬-

daki (ii) koşulu gere¼gi X uzay¬n¬n tümleyen-s¬f¬r (özel olarak aç¬k) kümelerinin bir

fU�g�2� ( j�j = c) ailesi, (a) ve (b) koşullar¬n¬ gerçekleyecek biçimde var olurdu; an-

cak (b) koşulu gere¼gi, her � 6= � gerçekleyen �; � 2 � indis çifti için U� \ U� kesi̧simi,

Q uzay¬nda göreceli t¬k¬z yani boş küme olurdu. Bu da fU�g�2� ( j�j = c) ailesinin Q

uzay¬nda gözenekli olmas¬ anlam¬na gelir. Bu ise c(Q) � @0 < 2@0 = c = j�j olmas¬

nedeniyle imkans¬zd¬r. �

Teorem III.29 ve Teorem III.30�dan aşa¼g¬daki sonuçlar kolayca gözlenir:

Sonuç III.17 Yerel t¬k¬z olan ancak sözde t¬k¬z olmayan bir X Tikhonov uzay¬nda,

hiçbir üyesi göreceli t¬k¬z olmay¬p herhangi farkl¬ iki üyesinin arakesiti göreceli t¬k¬z

olacak biçimde c kardinaliteli bir U aç¬k kümeler ailesi tan¬mlanabilir.

Sonuç III.18 (R;R1) Öklid uzay¬ ve � kardinal say¬s¬ için aşa¼g¬daki iddialar eşde¼gerdir:
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(a) �RnR uzay¬nda � kardinaliteli bir gözenekli aile tan¬mlanabilir.

(b) � � c dir.

Sonuç III.19 �1 ve �2 kardinal say¬lar olmak üzere, �2 � @0 gerçeklensin. Bu du-

rumda �D(�2)nD(�2) uzay¬n¬n, �1 kardinaliteli bir gözenekli ailesinin bulunmas¬ için

gerek ve yeter koşul �1 � �@02 olmas¬d¬r. Bu iddia da özel olarak �2 = c al¬n¬rsa, �1 � c

gerçeklenir.

Kan¬t. D(�2) kümesinin tüm alt kümeleri, kesikli D(�2) uzay¬nda, hem s¬f¬r hem

de tümleyen s¬f¬r kümesidir. Ayr¬ca bu uzay¬n yaln¬zca sonlu alt kümeleri t¬k¬zd¬r. O

halde Teorem III.30 nedeniyle �D(�2)nD(�2) uzay¬n¬n �1 kardinaliteli gözenekli ailesi

varsa,D(�2) uzay¬nda, Teorem III.30(ii) �deki özelliklere sahip bir U aç¬k kümeler ailesi,

jUj = �1 gerçeklenecek biçimde vard¬r. U ailesinin herhangi farkl¬ iki üyesinin arakesiti,

D(�2) uzay¬nda göreceli t¬k¬z yani sonlu olaca¼g¬ndan, U ailesinin üyeleri iki̧serli olarak

hemen hemen ayr¬k olmal¬d¬r. Böylece Tarski Lemmas¬�ndan yararlanarak jUj = �1 �

�@02 bulunur. Ters iddia Teorem III.29�den yararlanarak kolayca görülür.

Sonuç III.20 � bir sonsuz kardinal say¬ ve D bir kesikli uzay olmak üzere, �DnD

uzay¬n¬n � kardinaliteli bir gözenekli ailesinin var olmas¬ için gerek ve yeter koşul �@0

kardinaliteli bir gözenekli ailesinin bulunmas¬d¬r. Özel olarak �DnD uzay¬n¬n @0 kar-

dinaliteli bir gözenekli ailesi varsa, 2@0 = c kardinaliteli bir gözenekli aileside bulunur.

Kan¬t. �DnD uzay¬n¬n � kardinaliteli bir gözenekli ailesi tan¬mlanabiliyorsa, bir

önceki sonuç nedeniyle � � jDj@0 olur. Böylece �@0 � jDj@0 gerçeklendi¼ginden yine bir

önceki sonuç nedeniyle �DnD uzay¬n¬n �@0 kardinaliteli bir gözenekli ailesi bulunur.

Yeterlilik ise apaç¬kt¬r.

Sonuç III.21 Her � 2 � için Y�, t¬k¬z ve ayr¬labilir bir Hausdor¤ uzay¬ olsun. Bu

durumda Y =
Q
�2�

Y� çarp¬m uzay¬ olmak üzere, e¼ger Y = �XnX olacak biçimde bir X

uzay¬ varsa, X sözde t¬k¬zd¬r.
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Kan¬t. Y = �XnX � �X alt kümesi, t¬k¬z oldu¼gundan �X uzay¬nda kapal¬d¬r.

Bu durumda X uzay¬, �X uzay¬n¬n bir aç¬k alt uzay¬ oldu¼gundan yerel t¬k¬zd¬r. Ayr¬ca

Sonuç III.14�e göre Y çarp¬m uzay¬ say¬labilir zincir koşulunu gerçekler dolay¬s¬yla

�XnX ( = Y ) uzay¬n¬n 2@0 kardinaliteli gözenekli ailesi yoktur. Böylece Sonuç III.16�dan

X uzay¬n¬n sözde t¬k¬z oldu¼gu anlaş¬l¬r.

W.W.Comfort [12] makalesinde herhangi bir sonsuz � kardinal say¬s¬ için d(�D(�)nD(�)) =

�@0 gerçeklendi¼gini ve �D(�) uzay¬ndan �D(�)nD(�) uzay¬na sürekli ve örten bir

fonksiyonunun tan¬mlanabilmesi için gerek ve yeter koşulun � = �@0 oldu¼gunu kan¬t-

lad¬. Bilindi¼gi gibi X bir Tikhonov uzay¬ olmak üzere, e¼ger A kümesi, X uzay¬nda hem

aç¬k hem de kapal¬ ise (bu tür kümelere k¬saca kapaç¬k küme denir) kap�XA kümesi

de, �X uzay¬nda kapaç¬k olur. Herhangi bir � � @0 kardinal say¬s¬ için �D(�) uza-

y¬n¬n kapaç¬k kümelerden oluşan bir taban¬ vard¬r. Gerçekten, herhangi bir A � D(�)

alt kümesi, D(�) uzay¬nda kapaç¬k oldu¼gundan kap�D(�)A kümesi, �D(�) uzay¬nda ka-

paç¬k olur. Bu kümelerden oluşan B = fkap�D(�)A : A � D(�)g ailesi, �D(�) uzay¬ için

bir taban tan¬mlar; çünkü, herhangi bir x 2 �D(�) noktas¬ ve bu noktan¬n herhangi

bir V aç¬k komşulu¼gu göz önüne al¬n¬rsa, �D(�) düzenli uzay oldu¼gundan bu uzayda

x 2 W � kap�D(�)W � V gerçekleyen birW aç¬k kümesi vard¬r. A = W \D(�) olarak

al¬n¬rsa, kap�D(�)A 2 B ve

kap�D(�)W = kap�D(�)(W \ �D(�)) = kap�D(�)(W \ kap�D(�)D(�))

= kap�D(�)(W \D(�)) = kap�D(�)A � V

gerçeklendi¼ginden x 2 kap�D(�)A � V olur ve böylece B ailesinin �D(�) uzay¬ için

bir taban tan¬mlad¬¼g¬ anlaş¬l¬r. Buradan w(�D(�)) � jBj � jP(D(�))j = 2� sonucu

gözlenir, asl¬nda w(�D(�)) = 2� gerçeklendi¼gi birazdan görülecektir. Benzer biçimde

B� = f(kap�D(�)A)nD(�) : A � D(�);@0 � jAjg ailesinin, �D(�)nD(�) uzay¬ için bir

taban tan¬mlad¬¼g¬ görülebilir.

Teorem III.31 � bir sonsuz kardinal say¬ ise d(�D(�)nD(�)) = �@0 olur.
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Kan¬t. Sonuç III.19 nedeniyle �@0 � c(�D(�)nD(�)) � d(�D(�)nD(�)) gerçek-

lenir. D(�) kümesinin say¬labilir sonsuz elemanl¬ tüm alt kümelerinin ailesi L ile

gösterilsin. Kolayca görülebilir ki her N 2 L için kap�D(�)N � D(�) 6= ; olur. Bu

durumda her bir N 2 L için pN 2 kap�D(�)N �D(�) olacak biçimde, Seçme Aksiyomu

yard¬m¬yla seçilen pN 2 �D(�)nD(�) noktalar¬ arac¬l¬¼g¬yla tan¬mlanan S = fpN 2

�D(�) : N 2 Lg kümesi, �D(�)nD(�) uzay¬nda yo¼gundur. Gerçekten, �D(�)nD(�)

uzay¬n¬n herhangi bir boştan farkl¬ aç¬k U kümesi göz önüne al¬n¬rsa, biraz önce tan¬m-

lanan B� = f(kap�D(�)A)nD(�) : A � D(�);@0 � jAjg ailesi, �D(�)nD(�) uzay¬n¬n

bir taban¬ oldu¼gundan jEj � @0; kap�D(�)E � D(�) � U koşullar¬n¬ gerçekleyen bir

E � D(�) alt kümesi vard¬r. Böylece say¬labilir sonsuz elemanl¬ herhangi bir N � E

alt kümesi arac¬l¬¼g¬yla pN 2 kap�D(�)N � D(�) � kap�D(�)E � D(�) � U ve böylece

pN 2 S \U 6= ; sonucu elde edilir. S kümesi, �D(�)nD(�) uzay¬n¬n tüm boştan farkl¬

aç¬k kümeleriyle boştan farkl¬ olarak kesi̧sti¼ginden bu uzayda yo¼gundur. Dolay¬s¬yla

d(�D(�)nD(�)) � jSj � jLj � �@0

olur ve böylece kan¬t tamamlan¬r.

Teorem III.32 �; 1 < � koşulunu gerçekleyen bir kardinal say¬ olmak üzere, �D(�)

uzay¬ndan �D(�)nD(�) uzay¬na sürekli ve örten bir fonksiyonun tan¬mlanabilmesi için

gerek ve yeter koşul � = �@0 olmas¬d¬r.

Kan¬t. � bir sonlu kardinal say¬ ise �D(�)nD(�) = ; olaca¼g¬ndan iddia apaç¬k-

t¬r. Şimdi � � @0 oldu¼gu varsay¬ls¬n. Gereklilik hipotezi gere¼gi sürekli ve örten bir

f : �D(�) �! �D(�)nD(�) fonksiyonu var olsun. Bu durumda, sürekli ve örten

fonksiyonlar alt¬nda yo¼gun kümenin görüntüsüde yo¼gun olaca¼g¬ndan,

�@0 = d(�D(�)nD(�)) = d(f(�D(�))) � d(�D(�)) � jD(�)j = � � �@0

k¬sacas¬ � = �@0 bulunur. Tersine yeterlilik hipotezi gere¼gi � = �@0 olsun. �D(�)nD(�)

uzay¬n¬n bir önceki teorem nedeniyle var olan ve jEj = �@0 gerçekleyen yo¼gun bir E
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kümesi göz önüne al¬ns¬n. Bu durumda D(�) � �D(�) kesikli alt uzay¬ndan E �

�D(�)nD(�) yo¼gun alt uzay¬na sürekli ve örten bir g fonksiyonu tan¬mlanabilir. �D(�)nD(�)

uzay¬ t¬k¬z oldu¼gundan, (çünkü, D(�) yerel t¬k¬z oldu¼gundan �D(�)nD(�) � �D(�) alt

kümesi kapal¬d¬r) g fonksiyonunun �D(�) uzay¬na sürekli geni̧slemesi vard¬r. K¬sacas¬

bir eg : �D(�) �! �D(�)nD(�) sürekli fonksiyonu, egjD(�) = g olacak biçimde tan¬mlan-

abilir. Ayr¬ca t¬k¬z uzaylardan Hausdor¤ uzaylar¬na tan¬ml¬ sürekli fonksiyonlar kapal¬

oldu¼gundan

eg(�D(�)) = eg(kap�D(�)D(�)) = kap�D(�)nD(�)eg(D(�)) = kap�D(�)nD(�)g(D(�))

= kap�D(�)nD(�)E = �D(�)nD(�)

gerçeklenir yani eg fonksiyonu örtendir.

Sonuç III.22 Aşa¼g¬daki iddialar eşde¼gerdir:

(a) �D(@1) uzay¬ndan �D(@1)nD(@1) uzay¬na tan¬ml¬ sürekli ve örten bir fonksiyon

vard¬r.

(b) Kontinyum hipotezi (@1 = 2@0) geçerlidir.

Kan¬t. Bu sonuç, 2@0 = @@01 gerçe¼ginden (çünkü 2@0 � @@01 � (2@0)@0 = 2@0 olur)

ve bir önceki teoremden yararlanarak kolayca kan¬tlan¬r.

� � @0 olmak üzere I = [0; 1] kapal¬ aral¬¼g¬ arac¬l¬¼g¬yla tan¬mlanan I� çarp¬m uza-

y¬na �-a¼g¬rl¬kl¬ Tikhonov küpü denir. Apaç¬k olarak
��I2�

�� = 22� gerçeklenir, üstelik

Teorem III.23 nedeniyle w(I2
�

) = 2� ve Hewitt-Pondiczery-Marczewski Teoremi�ne

göre d(I2
�

) � � olur.

Teorem III.33 Her � � @0 kardinal say¬s¬ için j�D(�)j = 22
�

ve w(�D(�)) = 2�

geçerlidir.

Kan¬t. I2
�

Tikhonov küpü�nün jSj = � gerçekleyen yo¼gun bir S alt kümesi göz

önüne al¬ns¬n. Bu durumda D(�) kesikli uzay¬ndan I2
�

çarp¬m uzay¬na, f(D(�)) = S
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gerçekleyen sürekli bir f fonksiyonu tan¬mlanabilir. I2
�

, bir t¬k¬z Hausdor¤ uzay¬

oldu¼gundan f fonksiyonunun �D(�) uzay¬na bir sürekli geni̧slemesi vard¬r, k¬sacas¬

sürekli bir F : �D(�) �! I2
�

fonksiyonu, F jD(�) = f olacak biçimde vard¬r. F (�D(�))

kümesi, I2
�

uzay¬nda t¬k¬z oldu¼gundan bu uzayda kapal¬d¬r. O halde S = f(D(�)) =

F (D(�)) � F (�D(�)) oldu¼gundan kapI2�S = I2
�

= F (�D(�)) gerçeklenir yani F

fonksiyonu örtendir. Böylece j�D(�)j � jF (�D(�))j = 22
�

gerçeklenir. Öte yan-

dan Teorem II.4�den yararlanarak j�D(�)j � 22
d(�D(�))

� 22
d(D(�))

= 22
�

ters eşitsi-

zli¼gi bulunur. Di¼ger taraftan, kolayca görülebilir ki herhangi bir Y t¬k¬z Hausdor¤

uzay¬, herhangi bir X Hausdor¤ uzay¬n¬n, sürekli ve örten bir fonksiyon alt¬ndaki

görüntüsü ise w(Y ) � w(X) olur. (Gerçekten, X uzay¬n¬n jBj = w(X) gerçekleyen

bir B taban¬ ile sürekli ve örten bir h : X �! Y fonksiyonu arac¬l¬¼g¬yla tan¬mlanan

N = fh(B) : B 2 Bg ailesi, Y uzay¬ için bir a¼g belirler, böylece Teorem III.2�den

yararlanarak w(Y ) = nw(Y ) � jN j � jBj = w(X) aranan sonucu bulunur.) Böylece

2� = w(I2
�

) = w(F (�D(�))) � w(�D(�))
(�)

� 2d(�D(�)) � 2d(D(�)) = 2�

olup w(�D(�)) = 2� bulunur. Burada ( � ) eşitsizli¼gi yaz¬l¬rken Teorem II.5�den

yararlan¬lm¬̧st¬r.

Teorem III.12�de X tam metriklenebilir bir sonsuz uzay ise jXj = w(X) veya

jXj = (w(X))@0 oldu¼gu görüldü. Aşa¼g¬da ise daha özel olarak herhangi bir E tam

normlu uzay¬ (di¼ger bir deyi̧sle Banach uzay¬) için jEj = jEj@0 eşitli¼ginin geçerli

oldu¼gu görülecektir. Ayr¬ca bu eşitlikten yararlanarak herhangi bir X uzay¬ için

jC(X)j = jC(X)j@0 oldu¼gu görülecektir. Gerekli oldu¼gundan öncelikle aşa¼g¬daki lemma

kan¬tlanacak, bu amaçla baz¬ tan¬mlar verilecektir. (E; k:k ) bir normlu uzay olmak

üzere, herhangi bir r > 0 gerçel say¬s¬ için S(r) = fx 2 E : kxk < rg olarak tan¬m-

lanan kümeye r-yar¬çapl¬ aç¬k yuvar denir. Özel olarak S(1) kümesine aç¬k birim

yuvar denir. Benzer biçimde herhangi bir x 2 E noktas¬n¬n r-yar¬çapl¬ aç¬k komşu-

lu¼gu, Sx(r) = fy 2 E : kx� yk < rg olarak tan¬mlan¬r. r, sabit bir pozitif gerçel say¬

119



olmak üzere bir D � E alt kümesine, ancak ve yaln¬z her farkl¬ x; y 2 D nokta çifti

için kx� yk � r oluyorsa r-saç¬l¬ml¬ küme denir. Herhangi bir r-saç¬l¬ml¬ D kümesi

için jDj � c(E) = d(E) gerçeklendi¼gi aç¬kt¬r.

Lemma III.6 (a) E herhangi bir normlu uzay olmak üzere, her bir r 2 R+ say¬s¬ için

r-saç¬l¬ml¬ bir D � E alt kümesi, jDj = d(E) gerçeklenecek biçimde vard¬r.

(b) (E; k:k ), ayr¬labilir olmayan (d(E) > @0) bir normlu uzay ise S(1) aç¬k birim

yuvar¬n¬n 1
2
-saç¬l¬ml¬ bir D alt kümesi, jDj = d(E) gerçeklenecek biçimde vard¬r.

Kan¬t. (a)- Key� sabit bir r 2 R+ say¬s¬ için E uzay¬nda tan¬mlanan r-saç¬l¬ml¬

kümelerin, ünlü Zorn Lemmas¬ nedeniyle var olan, maksimali D olsun. Bu maksimal

küme arac¬l¬¼g¬yla tan¬mlanan S = fqx : x 2 D; q 2 Qg kümesi, E uzay¬nda yo¼gundur;

çünkü herhangi bir y 2 E noktas¬ ve herhangi bir " 2 Q+ rasyonel say¬s¬ için Sy(")\S 6=

; olur. Gerçekten, sabit y 2 E noktas¬ ile " 2 Q+ rasyonel say¬s¬ için, e¼ger y 2 S ise

apaç¬k olarak y 2 Sy(")\S 6= ; olur. Şimdi y =2 S olsun. Ünlü Aŗsimed ·Ilkesi nedeniyle

r < n":" gerçeklenecek biçimde bir n" 2 N say¬s¬ vard¬r. Bu durumda S kümesinin

tan¬m¬ gere¼gi n":y =2 S olur, üstelik D � S oldu¼gundan n":y =2 D gerçeklenir. O halde

D kümesinin tan¬m¬ gere¼gi en az bir ay 2 D noktas¬, kn":y � ayk < r gerçeklenecek

biçimde vard¬r. Bu durumda



y � ay

n"




 < r
n"
< " olup ay

n"
2 Sy(") \ S 6= ; sonucu elde

edilir. Böylece jDj � @0 oldu¼gundan

d(E) � jSj � jQ�Dj = @0: jDj = jDj � d(E)

aranan sonucu bulunur.

(b)- S(1) kümesinin 1
2
-saç¬l¬ml¬ alt kümelerinin maksimali, D olsun. D kümesinin

elemanlar¬n¬n pozitif tamsay¬ katlar¬n¬n sonlu toplamlar¬n¬n kümesi, T ile gösterilsin.

K¬saca

T = fn1:x1 + ::+ nk:xk : k 2 N; ni 2 N; xi 2 D (8i 2 Nk)g
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olur. T kümesi için aşa¼g¬daki ( � ) iddias¬ geçerlidir.

(�) Her x 2 E noktas¬ için kx� tk <
1

2
olacak biçimde en az bir t 2 T eleman¬ vard¬r.

Bu iddia tümevar¬m hipotezi arac¬l¬¼g¬yla şu biçimde kan¬tlan¬r: Herhangi bir x 2

S(1) noktas¬ için D kümesinin maksimalli¼ginden yararlanarak kolayca, kx� tk < 1
2

gerçekleyen t 2 T eleman¬n¬n varl¬¼g¬ kan¬tlanabilir. ( � ) iddias¬, her x 2 S(2n) nok-

tas¬ için do¼gru olsun. Bu durumda herhangi bir x 2 S(2n+1) noktas¬ için x
2
2 S(2n)

oldu¼gundan, tümevar¬m¬n n-inci ad¬m varsay¬m¬ gere¼gi


x
2
� t


 < 1

2
olacak biçimde bir

t 2 T eleman¬ vard¬r. Böylece kx� 2tk < 1 yani x�2t 2 S(1) olur; ancak bu durumda

da kx� (2t+ u)k = k(x� 2t)� uk < 1
2
olacak biçimde bir u 2 T eleman¬ vard¬r, üste-

lik 2t+ u 2 T gerçeklenir. Sonuç olarak tümevar¬m hipotezi yard¬m¬yla ( � ) iddias¬n¬n

do¼gru oldu¼gu anlaş¬l¬r. T kümesi arac¬l¬¼g¬yla tan¬mlanan T � = fqt : q 2 Q; t 2 Tg

kümesinin E uzay¬n¬n bir yo¼gun kümesi oldu¼gu, t¬pk¬ (a) ş¬kk¬ndaki gibi görülür. Bu

durumda

@0 < d(E) � jT �j � @0: jT j � @0:@0: jDj = jDj � c(E) � d(E)

oldu¼gundan, jDj = d(E) gerçeklenir ve böylece kan¬t tamamlan¬r.

Yukar¬daki lemman¬n (b) ş¬kk¬nda, E uzay¬n¬n ayr¬labilir olmama koşulu ç¬kar¬la-

maz; çünkü ayr¬labilir olan (R; j:j ) normlu uzay¬ için (b) ş¬kk¬ndaki iddia do¼gru de¼gildir.

Öte yandan herhangi bir (X; �) metrik uzay¬ (ya da daha genel olarak metriklenebilir

uzay) ve herhangi bir r 2 R+ pozitif gerçel say¬s¬ göz önüne al¬ns¬n. E¼ger D kümesi,

(X; �) metrik uzay¬nda tan¬ml¬ bir r-saç¬l¬ml¬ kümeyse, B = fBx(
r
4
)gx2D ailesi, X uza-

y¬nda yerel sonlu olur. (Gerçekten, her bir y 2 X noktas¬na kaŗs¬l¬k en fazla bir x 2 D

noktas¬, By(
r
4
)\Bx(

r
4
) 6= ; gerçeklenecek biçimde vard¬r; çünkü farkl¬ x1; x2 2 D nokta-

lar¬ için By(
r
4
)\Bx1(

r
4
) 6= ; ve By(

r
4
)\Bx2(

r
4
) 6= ; gerçekleşseydi, �(y; xi) < r

2
(i = 1; 2)

oldu¼gundan r � �(x1; x2) � �(x1; y) + �(y; x2) < r çeli̧skisi elde edilirdi. Demek ki X

uzay¬n¬n her noktas¬n¬n en az bir aç¬k komşulu¼gu, B ailesinin en fazla bir üyesiyle
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boştan farkl¬ olarak kesi̧sir, böylece B ailesinin yerel sonlu oldu¼gu anlaş¬l¬r.) K¬sacas¬

X uzay¬nda tan¬mlanan r-saç¬l¬ml¬ herhangi bir kümeyle ayn¬ kardinaliteye sahip yerel

sonlu bir aç¬k kümeler ailesi vard¬r. Bu gerçekten yararlanarak yukar¬daki lemman¬n

(a) ş¬kk¬n¬n metriklenebilir uzaylar için do¼gru olmas¬n¬n gerekmedi¼gi, Örnek III.3�den

anlaş¬l¬r; çünkü (E; �) dikenli kirpi uzay¬nda tan¬mlanan ve üyeleri aç¬k kümeler olan,

herhangi bir yerel sonlu U ailesi için jUj < d(E) = w(E) oldu¼gu bilinmektedir.

Teorem III.34 (Kruse Teoremi): Herhangi bir E tam normlu uzay¬ için jEj =

jEj@0 geçerlidir.

Kan¬t. Bu teoremin farkl¬ iki kan¬t¬ aşa¼g¬daki gibi yap¬labilir.

Yol 1: Aşa¼g¬daki temel bilgiden yararlanarak bu teorem kan¬tlanabilir:

Temel Bilgi: X herhangi bir tam metriklenebilir uzay olsun. Bu durumda X

uzay¬n¬n boştan farkl¬ aç¬k kümelerinin minimal a¼g¬rl¬k say¬s¬na sahip olan¬ U kümesi

ise jU j = jU j@0 gerçeklenir.

Gerçekten, e¼ger jU j < @0 ise U alt uzay¬ bir Hausdor¤ uzay¬ oldu¼gundan, U

kümesinin tüm elemanlar¬, U aç¬k alt uzay¬nda (dolay¬s¬yla X ana uzay¬nda) birer

yal¬t¬lm¬ş nokta olur. Böylece U kümesinin tan¬m¬ gere¼gi, e¼ger jU j < @0 ise, jU j = 1

gerçeklenir ve sonuç olarak jU j = jU j@0 eşitli¼gi sa¼glan¬r. Şimdi jU j � @0 olsun. Ünlü

Mazurkiewicz Teoremi (bkz. [3] veya [4]) nedeniyle U aç¬k alt uzay¬ tam metrik-

lenebilirdir. Ayr¬ca U kümesinin tan¬m¬ gere¼gi, U alt uzay¬n¬n herhangi bir boştan

farkl¬ aç¬k V kümesi için w(V ) = w(U) gerçeklenir. Sonuç olarak Teorem III.11 ve

Teorem III.10(b)�den yararlanarak

(w(U))@0 � jU j � (w(U))@0

olur, böylece jU j = jU j@0 = (w(U))@0 aranan sonucu bulunur.

Herhangi bir normlu uzay¬n herhangi bir boştan farkl¬ aç¬k kümesi, bu uzay¬n

bir homeomor�k kopyas¬n¬ içerir. (Gerçekten, (Y; k:k ) bir normlu uzay ise herhangi
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bir x 2 Y noktas¬ ve herhangi bir " > 0 gerçel say¬s¬ için Sx(") aç¬k yuvar¬ ile Y

uzay¬ eşyap¬l¬d¬r (homeomor�ktir); çünkü 'x(y) = x + "(x�y)
1+kx�yk

biçimide tan¬mlanan

'x : Y �! Sx(") fonksiyonu bir eşyap¬ fonksiyonudur.) Böylece E tam normlu uzay¬n¬n

temel bilgideki özelliklere sahip aç¬k kümesi, V ile gösterilirse

jV j = jV j@0 = jEj = jEj@0

olur ve böylece kan¬t tamamlan¬r.

Yol 2: Her normlu uzay özel bir metrik uzay oldu¼gundan, E normlu uzay¬ için

d(E) = w(E) gerçeklenir. O halde Pospisil Teoremi veya Teorem III.10(b)�den yarar-

lanarak jEj � (d(E))@0 sonucu bulunur. (Asl¬nda bu son gerçek şöyle de görülebilir:

E uzay¬n¬n jAj = d(E) gerçekleyen yo¼gun bir A kümesi göz önüne al¬ns¬n. E normlu

uzay¬, birinci say¬labilir oldu¼gundan her x 2 A = E noktas¬na kaŗs¬l¬k x = lim
n!1

xn

olacak biçimde bir fxng1n=1 2 A
! dizisi bulunur. (Burada A! ile A kümesinin eleman-

lar¬yla tan¬mlanan tüm dizilerin kümesi gösterilmektedir.) Öte yandan E bir Haus-

dor¤ uzay¬ oldu¼gundan, herhangi bir dizi en fazla bir noktaya yak¬nsar. Böylece

jEj � jA!j � jAj@0 = (d(E))@0 olur.) O halde jEj � c oldu¼gundan, (Herhangi bir

sonsuz X normlu uzay¬ için c � jXj gerçeklenir; çünkü öncelikle X; R veya C cismi üz-

erinde bir vektör uzayd¬r.) e¼ger E bir ayr¬labilir uzaysa, c � jEj � (d(E))@0 = @@00 = c

gerçeklenir ve böylece jEj = jEj@0 = c bulunur. Şimdi E uzay¬ ayr¬labilir olmas¬n yani

d(E) > @0 gerçeklensin. Bu durumda Lemma III.6(b) nedeniyle, E uzay¬n¬n aç¬k birim

yuvar¬n¬n jDj = d(E) olacak biçimde 1
2
-saç¬l¬ml¬ bir D � S(1) alt kümesi vard¬r. Bu

küme arac¬l¬¼g¬yla ' fonksiyonu,

' : D! �! E; '(fpng
1
n=1) =

1X

n=1

pn
6n

olacak biçimde tan¬mlans¬n. Her fpng1n=1 2 D! dizisi için






1P
n=1

pn
6n





 �
1P
n=1

kpnk
6n

�

1P
n=1

1
6n
= 1

5
oldu¼gundan,

1P
n=1

pn
6n
serisi mutlak yak¬nsakt¬r. Öte yandan E bir tam

normlu uzay oldu¼gundan bu uzayda tan¬ml¬ her mutlak yak¬nsak seri, yak¬nsakt¬r.
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(Bilindi¼gi gibi bir normlu uzay¬n Banach uzay¬ olmas¬ için gerek ve yeter koşul bu

uzayda tan¬mlanan tüm mutlak yak¬nsak serilerin yak¬nsak olmas¬d¬r.) Böylece her

bir fpng1n=1 2 D! dizisine kaŗs¬l¬k tan¬mlanan, '(fpng1n=1) =
P1

n=1
pn
6n
serisi yak¬n-

sak olur. Üstelik ' fonksiyonu bire-birdir; çünkü farkl¬ fpng1n=1; fqng
1
n=1 2 D

! dizileri

için '(fpng1n=1) 6= '(fqng
1
n=1) olur. Gerçekten, fpng

1
n=1 6= fqng

1
n=1 oldu¼gundan, n0 =

minfn 2 N : pn 6= qng pozitif tamsay¬s¬ vard¬r. Bu durumda

k'(fpng
1
n=1)� '(fqng

1
n=1)k =






1P
n=1

pn
6n
�

1P
n=1

qn
6n





 =





P
n0�n

(pn�qn)
6n






(1)

�
kpn0�qn0k

6n0
�






P
n0<n

(pn�qn)
6n





 �
kpn0�qn0k

6n0
�
P
n0<n

kpn�qnk
6n

(2)

� 1
2
: 1
6n0
� 2

6n0
:
1P
k=1

1
6k
= 1

10
: 1
6n0

> 0 gerçeklenir.

K¬sacas¬ k'(fpng1n=1)� '(fqng
1
n=1)k > 0 gerçeklendi¼gi için '(fpng1n=1) 6= '(fqng

1
n=1)

olur. (Yukar¬da (1) eşitsizli¼gi yaz¬l¬rken ters üçgen eşitsizli¼ginden ve (2) eşitsizli¼gi

yaz¬l¬rken pn; qn 2 D � S(1); 1
2
� kpn � qnk � 2 gerçeklerinden yararlan¬lm¬̧st¬r.) Bu

durumda

(d(E))@0 = jD!j � jEj � (d(E))@0

olur ve böylece jEj = jEj@0 = (d(E))@0 aranan sonucu bulunur.

Sonuç III.23 Herhangi bir X topolojik uzay¬ için jC(X)j = jC(X)j@0 geçerlidir.

Kan¬t. Bilindi¼gi gibi (C�(X); k:k1 ) bir Banach uzay¬d¬r. Böylece bir önceki teo-

remden yararlanarak jC�(X)j = jC�(X)j@0 = (d(C�(X)))@0 gerçekleşdi¼gi anlaş¬l¬r.

Sonuç olarak daima jC�(X)j = jC(X)j oldu¼gundan, jC(X)j = jC(X)j@0 geçerlidir.

Öte yandan jEj = jEj@0 eşitli¼gini gerçekleyen bir E normlu uzay¬, tam olmak

zorunda de¼gildir. Aşa¼g¬daki örnekte böyle bir E normlu uzay¬ tan¬mlanacakt¬r.

Örnek III.13 jEj = jEj@0 eşitli¼gini sa¼glayan ancak tam olmayan bir E normlu uzay¬

tan¬mlanabilir.

Çözüm. C([�1; 1]) vektör uzay¬ üzerinde kfkL1 =
1R
�1

jf(x)j dx biçiminde tan¬m-

lanan k:kL1 uzakl¬k fonksiyonu, bir normdur. Bu normla tan¬mlanan (C([�1; 1]); k:kL1 )
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uzay¬, k¬saca L1[�1; 1] ile gösterilir ve bu uzaya L1[�1; 1]-uzay¬ denir. (Genel olarak

a; b 2 R, a < b ve 1 � p <1 için Lp[a; b]-uzay¬, kfkLp = (
bR
a

jf(x)jp dx)
1
p olmak üzere,

Lp[a; b] = (C([a; b]); k:kLp ) biçiminde tan¬mlan¬r.) jL1[�1; 1]j = jC([�1; 1])j = 2@0

oldu¼gundan jL1[�1; 1]j = jL1[�1; 1]j
@0 gerçeklenir ancak L1[�1; 1] uzay¬ tam de¼gildir.

Gerçekten, her n 2 N için terimleri

fn(x) =

8
>>>>><
>>>>>:

�1 ; � 1 � x � �1
n
ise

nx ; �1
n
� x � 1

n
ise

1 ; 1
n
� x � 1 ise

biçiminde tan¬mlanan ffng1n=1 dizisi, L1[�1; 1] = (C([�1; 1]); k:kL1 ) uzay¬nda, yak¬n-

sak olmayan bir Cauchy dizidir. Her n 2 N ve her x 2 [�1; 1] için fn 2 C([�1; 1]) ve

jfn(x)j � 1 oldu¼gu aç¬kt¬r. Öte yandan n < m gerçekleyen n;m 2 N say¬ çifti için

kfn � fmkL1 =

1Z

�1

jfn(x)� fm(x)j dx =

1
nZ

�1
n

jfn(x)� fm(x)j dx

�

1
nZ

�1
n

jfn(x)j dx+

1
nZ

�1
n

jfm(x)j dx � 2

1
nZ

�1
n

dx =
4

n

olur. Böylece lim
n;m�!1

kfn � fmkL1 = 0 oldu¼gundan ffng
1
n=1 dizisi, L1[�1; 1] uzay¬nda,

bir Cauchy dizisidir. ffng1n=1 dizisinin limiti,

f0(x) = Sgn(x) =

8
>>>>><
>>>>>:

�1 ; � 1 � x < 0 ise

0 ; x = 0 ise

1 ; 0 < x � 1 ise

biçiminde tan¬mlanan f0 fonksiyonudur; çünkü her n 2 N ve her x 2 [�1; 1] için

jfn(x)� f0(x)j � 2 oldu¼gundan

kfn � f0kL1 =

1Z

�1

jfn(x)� f0(x)j dx =

1
nZ

�1
n

jfn(x)� f0(x)j dx �
4

n

bulunur. Böylece lim
n�!1

kfn � f0kL1 = 0 olur, bu da lim
n�!1

fn = f0 olmas¬ demektir; an-

cak f0 fonksiyonu �0� noktas¬nda sürekli olmad¬¼g¬ndan f0 =2 C([�1; 1]) bulunur. Sonuç
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olarak C([�1; 1]) içindeki ffng1n=1 Cauchy dizisi, L1[�1; 1] uzay¬nda yak¬nsak de¼gildir.

�

Herhangi bir X uzay¬ için C�(X) uzay¬, metriklenebilir oldu¼gundan, Teorem III.10

nedeniyle C�(X) uzay¬ üzerinde şu ana kadar incelenen kardinal de¼gi̧smezleri belirlemek

için d(C�(X)) yo¼gunluk say¬s¬n¬ bulmak yeterlidir. W.W.Comfort ve A.Hager [13]

makalesinde bu konuyla ilgili oldukça önemli çal¬̧smalar yapm¬̧st¬r. Baz¬lar¬ aşa¼g¬da

gösterilecektir. Bir X uzay¬n¬n bir Y alt uzay¬na, ancak ve yaln¬z her f 2 C�(Y )

(benzer biçimde her f 2 C(Y )) fonksiyonunun X üzerine bir sürekli ve s¬n¬rl¬ (sürekli)

geni̧slemesi varsa C�-gömülebilir (C-gömülebilir) denir. K¬sacas¬ her bir f 2 C�(Y )

fonksiyonuna kaŗs¬l¬k bir F 2 C�(X) fonksiyonu, F jY = f olacak biçimde varsa, Y

alt uzay¬na C�-gömülebilir denir. Tikhonov uzaylar¬n¬n t¬k¬z alt kümelerinin birer

C�-gömülebilir alt uzay belirledi¼gi bilinmektedir. Ayr¬ca herhangi bir t¬k¬z Hausdor¤

uzay¬n¬n yo¼gun alt uzay¬ndan herhangi bir t¬k¬z Hausdor¤ uzay¬na (özel olarak R = R[

f�1;1g) tan¬mlanan tüm sürekli fonksiyonlar¬n, ana uzaya sürekli geni̧slemelerinin

var oldu¼gu bilinmektedir. Bu nedenle t¬k¬z Hausdor¤ uzaylar¬n¬n yo¼gun kümeleri birer

C�-gömülebilir alt uzay tan¬mlar.(bkz.[5])

Lemma III.7 Herhangi bir X uzay¬ için aşa¼g¬daki iddialar do¼grudur.

(a) X uzay¬n¬n C�-gömülebilir bir S alt uzay¬ için d(C�(S)) � d(C�(X)) olur.

(b) X uzay¬n¬n yo¼gun bir S alt uzay¬ için d(C�(X)) � d(C�(S)) olur.

Kan¬t. (a)- Lemma III.6(a) nedeniyle (C�(S); k:k1 ) normlu uzay¬nda jKj =

d(C�(S)) gerçeklenecek biçimde 1-saç¬l¬ml¬ bir K � C�(S) alt kümesi vard¬r. Bu du-

rumda her bir f 2 K fonksiyonunun X üzerine, hipotez gere¼gi var olan sürekli ve

s¬n¬rl¬ geni̧slemesi g(f) ( 2 C�(X)) ile gösterilirse, bu fonksiyonlar arac¬l¬¼g¬yla tan¬m-

lanan g(K) = fg(f) 2 C�(X) : f 2 Kg kümesi C�(X) ( = (C�(X); k:k1 )) uzay¬nda

1-saç¬l¬ml¬ bir küme olur. Böylece

d(C�(S)) = jKj = jg(K)j � d(C�(X))
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bulunur. (Bu iddia, C�(X) uzay¬n¬n jAj = d(C�(X)) gerçekleyen bir yo¼gun A alt

kümesi arac¬l¬¼g¬yla tan¬mlanan A(S) = ff jS : f 2 Ag kümesinin C�(S) uzay¬nda

yo¼gun oldu¼gu gösterilerekte kan¬tlanabilir.)

(b) C�(X) uzay¬n¬n jLj = d(C�(X)) gerçekleyen 1-saç¬l¬ml¬ bir L � C�(X) alt

kümesi göz önüne al¬ns¬n. Bu küme arac¬l¬¼g¬yla L(S) = ff jS : f 2 Lg olarak tan¬mlan-

s¬n. Bu durumda S kümesi,X uzay¬nda yo¼gun oldu¼gundan, ' : L �! L(S); '(f) = f jS

biçiminde tan¬mlanan ' fonksiyonu bire-bir ve örten olur. Ayr¬ca L(S) kümesi, C�(S)

uzay¬nda 1-saç¬l¬ml¬ bir küme oldu¼gundan

d(C�(X)) = jLj = jL(S)j � d(C�(S))

bulunur.

Sonuç III.24 Bir X uzay¬n¬n yo¼gun ve C�-gömülebilir bir S alt uzay¬ için d(C�(S)) =

d(C�(X)) gerçeklenir. Özel olarak herhangi bir X Tikhonov uzay¬ için d(C�(X)) =

d(C�(�X)) eşitli¼gi geçerlidir.

Lemma III.8 Herhangi bir X uzay¬nda, alt kümelerin X =
S
�2�

X� gerçekleyen bir

fX�g�2� ailesi için aşa¼g¬daki önermeler do¼grudur:

(a) d(C�(X)) �
Q
�2�

d(C�(X�)) olur.

(b) E¼ger fX�g�2� ailesi kesikli ise d(C�(X)) =
Q
�2�

d(C�(X�)) geçerlidir.

Kan¬t. Öncelikle (b) ş¬kk¬ kan¬tlan¬rsa (a) ş¬kk¬n¬ göstermek kolay olur. (b) ş¬kk¬n-

daki varsay¬m gere¼gi fX�g�2� ailesi kesikli oldu¼gundan, X� kümeleri iki̧serli olarak

ayr¬kt¬r. Buradan tüm X� kümelerininX uzay¬nda birer kapaç¬k küme oldu¼gu anlaş¬l¬r.

Şimdi her bir � 2 � için C�(X�) uzay¬n¬n jK�j = d(C�(X�)) gerçekleyen bir yo¼gun K�

alt kümesi göz önüne al¬ns¬n. Her � 2 � için f� 2 K� olmak üzere, ��2�f� : X �! R

( ��2� f�)(x) = f�(x) (e¼ger x 2 X� ise) biçiminde tan¬mlanan ��2�f� fonksiyonu,

kolayca görülebilir ki sürekli ve s¬n¬rl¬d¬r. K¬sacas¬ ��2�f� 2 C
�(X) olur. Bu biçimde
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tan¬mlanan fonksiyonlar arac¬l¬¼g¬yla elde edilen

K = f��2�f� 2 C
�(X) : f� 2 K� (8� 2 �)g

kümesi, C�(X) uzay¬nda yo¼gun olur. (Gerçekten, herhangi bir f 2 C�(X) fonksiyonu

ve herhangi bir " > 0 gerçel say¬s¬ göz önüne al¬ns¬n. Her � 2 � için f jX� 2 C�(X�)

oldu¼gundan, kf jX� � f�k1 < " gerçekleyen bir f� 2 K� \ Sf jX� (") noktas¬ vard¬r.

Sonuç olarak kf ���2�f�k1 < " yani ��2�f� 2 K\Sf (") 6= ; oldu¼gundan K kümesi,

C�(X) uzay¬n¬n bir yo¼gun alt kümesidir.) Böylece

d(C�(X)) � jKj �

�����
Y

�2�

K�

����� =
Y

�2�

jK�j =
Y

�2�

d(C�(X�))

bulunur. Ters eşitsizli¼gi görmek amac¬yla

�1 = f� 2 � : d(C
�(X�)) = @0g; �2 = �n�1; Y1 =

[

�2�1

X� ve Y2 =
[

�2�2

X�

kümeleri tan¬mlans¬n. Apaç¬k olarak Y1 \ Y2 = ; olup

d(C�(X)) = d(C�(Y1)):d(C
�(Y2))

eşitli¼gi geçerlidir. Bu durumda, e¼ger j�1j < @0 ise

d(C�(Y1)) = @0 = @
j�1j
0 =

Y

�2�1

d(C�(X�))

olur. Tersine j�1j � @0 olsun. Bu durumda her bir M � �1 alt kümesine kaŗs¬l¬k fM

fonksiyonu, fM : Y1 �! R; fM(x) = 1 (8x 2
S
�2M

X�) ve fM(x) = 0 (8x 2 (Y1 �

S
�2M

X�)) biçiminde tan¬mlans¬n. (M 6= N ise fM 6= fN oldu¼guna dikkat edilmelidir!)

Apaç¬k olarak herM 2 P(�1) için fM 2 C�(Y1) olur ve üstelik T = ffM :M 2 P(�1)g

kümesi C�(Y1) uzay¬n¬n kesikli alt kümesidir ; çünkü herM 2 P(�1) için SfM (
1
2
)\T =

ffMg gerçeklenir. Dolay¬s¬yla Teorem III.10�dan yararlanarak

d(C�(Y1)) = s(C�(Y1)) � jT j = 2
j�1j = @j�1j0 =

Y

�2�1

d(C�(X�))
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bulunur. Sonuç olarak ister j�1j < @0 isterse j�1j � @0 olsun

d(C�(Y1)) �
Y

�2�1

d(C�(X�))

gerçekleşir. Öte yandan Lemma III.6(b) nedeniyle her bir � 2 �2 için C�(X�) uzay¬n¬n

aç¬k birim yuvar¬n¬n 1
2
-saç¬l¬ml¬ bir H� alt kümesi, jH�j = d(C�(X�)) gerçeklenecek

biçimde vard¬r. Bu durumda her bir � 2 �2 için f� 2 H� olmak üzere, yukar¬daki gibi

tan¬mlanan ��2�2f� 2 C
�(Y2) fonksiyonlar¬ arac¬l¬¼g¬yla belirlenen

H = f��2�2f� 2 C
�(Y2) : f� 2 H� (8� 2 �2)g

kümesi, C�(Y2) uzay¬n¬n aç¬k birim yuvar¬n¬n 1
2
-saç¬l¬ml¬ bir alt kümesi olur. Böylece

d(C�(Y2)) � jHj =

�����
Y

�2�2

H�

����� =
Y

�2�2

jH�j =
Y

�2�2

d(C�(X�))

oldu¼gu görülür. Sonuç olarak

d(C�(X)) = d(C�(Y1)):d(C
�(Y2)) �

Y

�2�1

d(C�(X�)):
Y

�2�2

d(C�(X�)) =
Y

�2�

d(C�(X�))

aranan eşitsizli¼gi bulunur.

(a)- Her bir � 2 � için X� alt uzay¬ ile eşyap¬l¬ bir Y� uzay¬, üstelik � 6= � için

Y�\Y� = ; olacak biçimde bulunabilir. Bu durumda fY�g�2� ailesi, Y = ��2�Y� erkin

toplam uzay¬n¬n bir kesikli ailesi oldu¼gundan, yukar¬da kan¬tlanan (b) ş¬kk¬ nedeniyle

d(C�(Y )) =
Y

�2�

d(C�(Y�)) =
Y

�2�

d(C�(X�))

olur. Öte yandan her bir � 2 � için X� ile Y� uzaylar¬ eşyap¬l¬ oldu¼gundan bir f� :

Y� �! X� eşyap¬ fonksiyonu vard¬r. Bu eşyap¬ fonksiyonlar¬ arac¬l¬¼g¬yla tan¬mlanan

f = ��2�f� : Y �! X fonksiyonu göz önüne al¬ns¬n. C�(X) uzay¬n¬n jSj = d(C�(X))

gerçekleyen 1-saç¬l¬ml¬ bir S alt kümesi arac¬l¬¼g¬yla tan¬mlanan S(f) = fg � f : g 2 Sg

kümesi, C�(Y ) uzay¬n¬n 1-saç¬l¬ml¬ bir alt kümesi olur. Böylece

d(C�(X)) = jSj = jS(f)j � d(C�(Y )) =
Y

�2�

d(C�(X�))
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bulunur.

Aşa¼g¬daki teorem bir Tikhonov uzay¬ üzerinde tan¬mlanan tüm sürekli ve gerçel

de¼gerli fonksiyonlar¬n say¬s¬n¬, bu uzay üzerinde tan¬mlanan kardinal de¼gi̧smezler arac¬l¬¼g¬yla

belirlemek aç¬s¬ndan oldukça yararl¬d¬r. Aç¬kt¬r ki X bir sonlu T1 uzay¬ ise �X = X

olur ve d(C�(X))
(�)
= w(�X) = w(X) = @0 gerçeklenir. Tüm Tikhonov uzaylar¬ için

( � ) eşitli¼ginin geçerli oldu¼gu aşa¼g¬da görülecektir; ancak öncelikle baz¬ tan¬mlar ver-

ilmelidir.

Bilindi¼gi gibi X ve her � 2 � için Y� birer topolojik uzay olmak üzere, key�

f� : X �! Y� fonksiyonlar¬n¬n belirledi¼gi ff�g�2� ailesine, ancak ve yaln¬z x 6= x0

gerçekleyen her x; x0 2 X çiftine kaŗs¬l¬k uygun bir �0 2 � indisi, f�0(x) 6= f�0(x
0)

koşulu sa¼glanacak biçimde varsa nokta ay¬ran aile denir. Öte yandan, X uza-

y¬nda x =2 K gerçekleyen her x noktas¬ ve kapal¬ K kümesine kaŗs¬l¬k 9�0 2 �;

f�0(x) =2 f�0(K) koşulu gerçekleniyorsa, ff�g�2� fonksiyon ailesine nokta ve kapal¬

küme ay¬ran fonksiyon ailesi denir. Kolayca görülebilir ki X bir T0 uzay¬ ise ve

ff�g�2� fonksiyonlar ailesi bu uzayda nokta ve kapal¬ kümeleri ay¬r¬yorsa, nokta ay¬ran

özelli¼gine de sahiptir. X bir Tikhonov uzay¬ ise C�(X) uzay¬n¬n herhangi bir yo¼gun alt

kümesi, X uzay¬n¬n nokta ve kapal¬ kümelerini ay¬ran bir fonksiyonlar ailesi belirler.

Herhangi X ve Y� (8� 2 �) uzaylar¬ için g� : X �! Y� (8� 2 �) fonksiyonlar¬ tan¬m-

land¬¼g¬nda, onlar arac¬l¬¼g¬yla, her x 2 X için (��2�g�)(x) = fg�(x)g�2� 2
Q
�2�

Y� biçi-

minde tan¬mlanan ��2�g� : X �!
Q
�2�

Y� fonksiyonuna, fg�g�2� fonksiyonlar ailesinin

köşegen fonksiyonu denilir. Kolayca kan¬tlanabilir ki��2�g� köşegen fonksiyonunun

sürekli olmas¬ için gerek ve yeter koşul tüm g� fonksiyonlar¬n¬n sürekli olmas¬d¬r. Ünlü

Köşegen Teoremi�ne göre (bkz. [3] veya [4]) "Her � 2 � için f� : X �! Y� fonksiyon-

lar¬ sürekli ve ff�g�2� ailesi hem nokta ay¬ran hem de nokta ve kapal¬ küme ay¬ran ise

��2�f� : X �!
Q
�2�

Y� köşegen fonksiyonu bir gömme fonksiyonu olur."

Teorem III.35 (Smirnov Teoremi): X bir Tikhonov uzay¬ ise d(C�(X)) = w(�X)
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geçerlidir.

Kan¬t. E¼ger X uzay¬ sonlu ise d(C�(X)) = w(�X) = w(X) = @0 olur ve kan¬t

tamamlan¬r. Şimdi X uzay¬ sonsuz elemanl¬ olsun. C�(X) uzay¬n¬n jT j = d(C�(X))

gerçekleyen bir yo¼gun kümesi T ve her f 2 T için Rf = (R;R1) Öklid uzay¬ ol-

mak üzere, P =
Q
f2T

Rf çarp¬m uzay¬ göz önüne al¬ns¬n. T sürekli fonksiyonlar ailesi,

nokta ay¬ran ve nokta ve kapal¬ küme ay¬ran bir fonksiyonlar ailesi oldu¼gundan Köşe-

gen Teoremi�nden F = �f2T f : X �!
Q
f2T

Rf köşegen fonksiyonunun bir gömme

fonksiyonu oldu¼gu anlaş¬l¬r. Ayr¬ca T ailesinin tüm üyeleri birer sürekli, s¬n¬rl¬ ve

gerçel de¼gerli fonksiyon oldu¼gundan kapPF (X) � P alt uzay¬, P Tikhonov uza-

y¬n¬n bir t¬k¬z alt uzay¬ olur. Dolay¬s¬yla F (X) kümesi, kapPF (X) t¬k¬z uzay¬nda

yo¼gun oldu¼gundan, F (X) alt uzay¬ üzerinde tan¬mlanan tüm sürekli, s¬n¬rl¬ ve gerçel

de¼gerli fonksiyonlar¬n kapPF (X) t¬k¬z uzay¬na (asl¬nda P uzay¬na) sürekli ve s¬n¬rl¬

geni̧slemeleri vard¬r. Böylece F (X) � P alt uzay¬n¬n Cech-Stone t¬k¬zlaşmas¬ �F (X)

için �F (X) = kapPF (X) gerçeklendi¼gi anlaş¬l¬r. Bu son sonuçtan yararlanarak

w(�X) = w(�F (X)) = w(kapPF (X)) � w(P ) = w(R
jT j
f )

(�)
= jT j = d(C�(X))

bulunur. Burada ( � ) eşitli¼gi yaz¬l¬rken Teorem III.23�den yararlan¬lm¬̧st¬r.

Ters eşitsizli¼gi görmek amac¬yla �X uzay¬n¬n jBj = w(�X) gerçekleyen bir B taban¬

göz önüne al¬ns¬n. B taban¬n¬n

(1) kap�XU � V

koşulunu gerçekleyen her U; V 2 B çifti için kap�XU \ (�X�V ) = ; oldu¼gundan, ünlü

Urysohn Teoremi nedeniyle

(2) f(x) = 0 (8x 2 kap�XU) ve f(x) = 1 (8x 2 �X � V )

koşullar¬n¬ gerçekleyen sürekli f : �X �! [0; 1] fonksiyonlar¬ vard¬r. (1) koşulunu

sa¼glayan her U; V 2 B çiftine kaŗs¬l¬k (2) koşullar¬n¬ gerçekleyen tek türlü belirli bir
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fU;V : �X �! [0; 1] sürekli fonksiyonu, Seçme Aksiyomu yard¬m¬yla seçilsin. Aç¬kt¬r

ki bu şekilde seçilen fonksiyonlar¬n say¬s¬ jB � Bj = jBj2 = jBj kardinalini geçmez ve

üstelik bu fonksiyonlardan elde edilen aile, �X uzay¬n¬n noktalar¬n¬ ay¬r¬r. (Gerçekten,

her farkl¬ x; y 2 �X nokta çifti için, �X bir Hausdor¤ uzay¬ oldu¼gundan, x 2 U; y 2 V

ve U \ V = ; koşullar¬n¬ gerçekleyen U; V 2 B üye çifti vard¬r. Ayr¬ca �X uzay¬

düzenli oldu¼gundan, x 2 W � kap�XW � U gerçeklenecek biçimde bir W 2 B üyesi

vard¬r. Bu durumda y 2 V � (�X � U) oldu¼gundan, fW;U(x) = 0 6= 1 = fW;U(y)

bulunur.) Bu biçimde tan¬mlanan fU;V fonksiyonlar¬n¬n sonlu çarp¬mlar¬n¬n rasyonel

katlar¬n¬n sonlu toplamlar¬n¬n kümesi, R ile gösterilsin. Kolayca görülür ki R kümesi,

C�(�X) fonksiyonlar halkas¬n¬n (Fonksiyonlar¬n bilinen toplam ve çarp¬m i̧slemlerine

göre C�(�X) kümesinin bir halka oldu¼gu bilinmektedir.) bir alt halkas¬ olur ve üstelik

bu alt halka, ünlü Stone-Weierstrass Teoremi�nin (bkz. [4]) koşullar¬n¬ sa¼glar. Böylece

R kümesinin C�(�X) uzay¬nda yo¼gun oldu¼gu anlaş¬l¬r. Bu durumda Sonuç III.24�den

yararlanarak

d(C�(X)) = d(C�(�X)) � jRj � @0: jBj
2 = jBj = w(�X)

bulunur ve kan¬t tamamlan¬r.

Sonuç III.25 Bir X Tikhonov uzay¬n¬n t¬k¬z alt kümelerinin X =
S
�2�

X� gerçekleyen

bir fX�g�2� ailesi için aşa¼g¬daki önermeler do¼grudur:

(a) w(�X) �
Q
�2�

w(X�) olur.

(b) E¼ger fX�g�2� ailesi kesikli ise w(�X) =
Q
�2�

w(X�) gerçeklenir.

Kan¬t. Lemma III.8 ve Smirnov Teoremi�nin kolay bir sonucudur.

Sonuç III.26 Herhangi bir X Tikhonov uzay¬ için (w(X))wc(X) = jC(X)jwc(X)

= (w(�X))wc(X) eşitlikleri geçerlidir.
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Kan¬t.

jC(X)jwc(X)
(1)

� (w(X))wc(X) � (w(�X))wc(X)
(2)
= (d(C�(X)))wc(X) = (d(C�(X)))wc(X):@0

= ((d(C�(X)))@0)wc(X)
(3)
= jC�(X)jwc(X) = jC(X)jwc(X)

oldu¼gundan (w(X))wc(X) = jC(X)jwc(X) = (w(�X))wc(X) gerçeklendi¼gi anlaş¬l¬r. Bu-

rada (1); (2) ve (3) geçi̧sleri yap¬l¬rken s¬ras¬yla Teorem III.16, Smirnov Teoremi ve

Kruse Teoremi�nden yararlan¬lm¬̧st¬r.

Herhangi bir X uzay¬ için jC�(X)j = jC�(X)j@0 = (d(C�(X)))@0 gerçeklendi¼gi

biliniyor; ancak herhangi bir X uzay¬ için d(C�(X)) = (d(C�(X)))@0 olmak zorunda

de¼gildir. Örne¼gin � bir sonsuz kardinal say¬ olmak üzere, X uzay¬, � kardinaliteli

bir kesikli uzay¬n tek-nokta t¬k¬zlaşmas¬ olsun. Bu durumda d(C�(X)) = w(�X) =

w(X) = � oldu¼gundan, d(C�(X)) = (d(C�(X)))@0 gerçeklenmesi için � = �@0 olmal¬d¬r;

ancak son eşitli¼gin � kardinalinin her de¼geri için do¼gru olmas¬n¬n gerekmedi¼gi (mesela

� = @0) bilinmektedir.

Lemma III.9 X bir Tikhonov uzay¬ olmak üzere, e¼ger �X uzay¬ metriklenebilirse

X = �X olur.

Kan¬t. Varsay¬m gere¼gi �X uzay¬ metriklenebilir oldu¼gundan X � �X alt uza-

y¬da metriklenebilir, dolay¬s¬yla X uzay¬ normaldir. E¼ger �X 6= X olsayd¬ yani bir

p 2 �XnX noktas¬ bulunsayd¬, şöyle bir çeli̧ski elde edilirdi: X kümesi, �X metrik-

lenebilir (dolay¬s¬yla birinci say¬labilir) uzay¬nda yo¼gun oldu¼gundan lim
n!1

xn = p ve

xn 6= xm (n 6= m) koşullar¬n¬ gerçekleyen bir fxng1n=1 2 X
! dizisi vard¬r. (Bilindi¼gi gibi

bir T2 uzay¬nda, belirli bir indisten sonra sabitlenmeyen yak¬nsak bir dizinin ayn¬ limite

yak¬nsayan ve tüm terimleri iki̧ser iki̧ser farkl¬ olan en az bir alt dizisi vard¬r. (bkz.

[3])) p =2 X oldu¼gundan fx2n : n 2 Ng ve fx2n�1 : n 2 Ng kümeleri, normal X uza-

y¬n¬n ayr¬k iki kapal¬ kümesi olur. Bu durumda Urysohn Teoremi nedeniyle f(x2n) = 0

ve f(x2n�1) = 1 (8n 2 N) biçiminde bir sürekli f : X �! [0; 1] fonksiyonu vard¬r.
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Böylece p 2 kap�Xf
�1(0) ve p 2 kap�Xf

�1(1) olur; ancak bu durumda f fonksiy-

onunun �X uzay¬na sürekli geni̧slemesi, p noktas¬nda, hem �0� hem de �1� de¼gerini al¬r,

bu ise fonksiyon tan¬m¬ ile çeli̧sir. Demek ki �XnX kümesinin hiçbir eleman¬ yoktur,

k¬sacas¬ �X = X olur.

Sonuç III.27 X bir sonsuz Tikhonov uzay¬ olmak üzere, C�(X) uzay¬n¬n ayr¬labilir

olmas¬ için gerek ve yeter koşul X uzay¬n¬n t¬k¬z ve metriklenebilir olmas¬d¬r.

Kan¬t. Bir t¬k¬z Hausdor¤ uzay¬n¬n a¼g¬rl¬k say¬s¬ ile köşegensel derecesi eşit oldu¼gun-

dan ve metriklenebilir uzaylar¬n köşegensel derecesi @0 oldu¼gundan şu sonuç kolayca

görülür: Bir t¬k¬z Hausdor¤ uzay¬n¬n metriklenebilmesi için gerek ve yeter koşul bu uza-

y¬n ikinci say¬labilir olmas¬d¬r. Bu son gerçekten, Smirnov Teoremi�nden ve bir önceki

lemmadan yararlanarak sonuç, kolayca kan¬tlan¬r.

Bu k¬s¬mda son olarak � bir sonsuz kardinal say¬ olmak üzere w(X) = (w(X))�

gerçekleyen özel X uzaylar¬ belirlenecektir. Örne¼gin R.S.Pierce sonsuz, t¬k¬z ve aş¬r¬

ba¼glant¬s¬z bir X uzay¬ için w(X) = (w(X))@0 gerçeklendi¼gini kan¬tlam¬̧st¬r. Ayr¬ca

W.W.Comfort ve A.Hager [14] makalesinde baz¬ varsay¬mlar alt¬nda son eşitli¼gin daha

genel uzaylar için de do¼gru oldu¼gunu kan¬tlam¬̧st¬r. Aşa¼g¬da bu özellikteki baz¬ uzaylar

görülecektir. Bu amaçla baz¬ tan¬mlar hat¬rlanmal¬d¬r.

Bir X uzay¬n¬n bir x 2 X noktas¬n¬ içeren tüm ba¼glant¬l¬ kümelerin birleşim

kümesine, X uzay¬n¬n x-parças¬ denir. X uzay¬n¬n tüm parçalar¬n¬n birer ba¼glant¬l¬

ve kapal¬ küme oldu¼gu bilinmektedir. Üstelik farkl¬ iki noktan¬n parçalar¬ ya eşittir ya

da ayr¬kt¬r, bu nedenle X uzay¬n¬n tüm parçalar¬n¬n ailesi, X uzay¬ için bir parçalan¬̧s

(ayr¬̧s¬m) belirler. E¼ger bir X uzay¬n¬n tek elemanl¬ alt kümelerinden başka hiçbir

ba¼glant¬l¬ alt kümesi yoksa, X uzay¬na kal¬t¬msal ba¼glant¬s¬z uzay denir. Demek

ki X uzay¬n¬n kal¬t¬msal ba¼glant¬s¬z olmas¬ için gerek ve yeter koşul her x 2 X için

x-parças¬n¬n fxg tek nokta kümesi olmas¬d¬r. Böylece herhangi bir kal¬t¬msal ba¼glan-

t¬s¬z X uzay¬n¬n bir T1 uzay¬ oldu¼gu anlaş¬l¬r. Öte yandan boştan farkl¬ bir T1 uzay¬na,
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ancak ve yaln¬z kapaç¬k kümelerden oluşan bir taban¬ varsa s¬f¬r boyutlu uzay denir.

Örne¼gin (R;Ra) alt limit uzay¬ s¬f¬r boyutludur; çünkü B = f[a; b) : a < bg kapaç¬k

kümeler ailesi bu uzay için bir taband¬r. Her s¬f¬r boyutlu uzay¬n bir kal¬t¬msal ba¼glan-

t¬s¬z Tikhonov uzay¬ oldu¼gu kolayca görülebilir. Ayr¬ca bir t¬k¬z Hausdor¤ uzay¬n s¬f¬r

boyutlu olmas¬ ile kal¬t¬msal ba¼glant¬s¬z olmas¬ iddialar¬n¬n eşde¼ger oldu¼gu (bkz. [4])

bilinmektedir.

Bir X Hausdor¤ uzay¬na, tüm aç¬k (fonksiyonel aç¬k) kümelerinin kapan¬̧slar¬

aç¬k oluyorsa aş¬r¬ ba¼glant¬s¬z uzay (temel ba¼glant¬s¬z uzay) denilir. Apaç¬kt¬r ki

her aş¬r¬ ba¼glant¬s¬z uzay bir temel ba¼glant¬s¬z uzayd¬r. Ayr¬ca aş¬r¬ ba¼glant¬s¬z düzenli

uzaylar¬n ve temel ba¼glant¬s¬z tümüyle düzenli uzaylar¬n s¬f¬r boyutlu uzaylar olduklar¬

bilinmektedir. Öte yandan X sonsuz ve temel ba¼glant¬s¬z bir Tikhonov uzay¬ ise �X

uzay¬n¬n her sonsuz kapal¬ alt uzay¬n¬n �N ile eşyap¬l¬ (homeomorf) bir alt uzay¬n¬n

var oldu¼gu bilinmektedir.(bkz. [5]) Dolay¬s¬yla X sonsuz, t¬k¬z ve temel ba¼glant¬s¬z bir

uzay ise w(X) � w(�N) = 2@0 ve jXj � j�N j = 2c olur.

� bir sonsuz kardinal say¬ olmak üzere bir X uzay¬na, ancak ve yaln¬z s¬f¬r boyut-

luysa ve kapaç¬k kümelerinin jUj � � koşulunu gerçekleyen her U ailesi için
S
U kümesi

aç¬ksa �-ba¼glant¬s¬z uzay denilir. Bilindi¼gi gibi normal bir uzayda bir K kümesinin

bir fonksiyonel kapal¬ (fonksiyonel aç¬k) küme olabilmesi için gerek ve yeter koşul K

kümesinin kapal¬ ve G�-türü (aç¬k ve F�-türü) bir küme olmas¬d¬r. Bu son gerçekten

yararlanarak kolayca görülür ki bir t¬k¬z uzay¬n @0-ba¼glant¬s¬z olabilmesi için gerek

ve yeter koşul bu uzay¬n temel ba¼glant¬s¬z olmas¬d¬r. Benzer biçimde bir t¬k¬z uzay¬n

aş¬r¬ ba¼glant¬s¬z olabilmesi için gerek ve yeter koşul bu uzay¬n her � kardinal say¬s¬

için �-ba¼glant¬s¬z olmas¬d¬r. Ayr¬ca tan¬mdan yararlanarak kolayca bir �-ba¼glant¬s¬z

uzay¬n düzenli-kapal¬ (Bir uzayda bir F alt kümesine, F =
o

F koşulunu gerçeklerse

düzenli-kapal¬ küme denilir.) alt uzaylar¬n¬n �-ba¼glant¬s¬z oldu¼gu görülür.

Lemma III.10 X sonsuz, t¬k¬z ve kal¬t¬msal ba¼glant¬s¬z bir Hausdor¤ uzay¬ ise, X
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uzay¬n¬n tüm kapaç¬k kümelerinin ailesi O ile gösterilmek üzere, w(X) = jOj olur.

Kan¬t. X uzay¬ t¬k¬z ve kal¬t¬msal ba¼glant¬s¬z bir Hausdor¤ uzay¬ oldu¼gundan

s¬f¬r boyutludur dolay¬s¬yla kapaç¬k kümelerden oluşan bir taban¬ vard¬r. Bu nedenle

w(X) � jOj olur. Tersine (C�(X); ��) metrik uzay¬n¬n d(C�(X)) = jSj koşulunu

gerçekleyen bir yo¼gun S kümesi göz önüne al¬ns¬n. Her bir U 2 O üyesi bir kapaç¬k

küme oldu¼gundan �U : X �! f0; 1g karakteristik fonksiyonu süreklidir dolay¬s¬yla

�U 2 C�(X) olur. Bu durumda S kümesi, (C�(X); ��) uzay¬nda yo¼gun oldu¼gundan

her U 2 O için B�U
(1
2
) \ S 6= ; olur. Böylece Seçme Aksiyomu�ndan yararlanarak

her bir U 2 O için ��(�U ; fU) <
1
2
gerçeklenecek biçimde tek türlü belirli bir fU 2 S

noktas¬ seçilirse, '(U) = fU biçiminde tan¬mlanan ' : O �! S fonksiyonu bire-

bir olur; çünkü U 6= V gerçekleyen bir U; V 2 O üye çifti için fU = fV olsayd¬,

1 = ��(�U ; �V ) � ��(�U ; fU) + ��(fU ; fV ) + ��(fV ; �V ) <
1
2
+ 0 + 1

2
= 1 çeli̧skisi

bulunurdu. Sonuç olarak Smirnov Teoremi�nden yararlanarak

jOj � jSj = d(C�(X)) = w(X)

bulunur.

BirX uzay¬nda A ve B alt küme çiftine, ancak ve yaln¬z bir sürekli f : X �! [0; 1]

fonksiyonu f(A) � f0g; f(B) � f1g koşullar¬ gerçeklenecek biçimde varsa tümüyle

ayr¬lm¬̧s küme çifti denilir. A ve B tümüyle ayr¬lm¬̧s bir küme çifti ise herhangi bir

C � A ve herhangi bir D � B alt kümesi için C ve D alt küme çiftinin de tümüyle

ayr¬lm¬̧s oldu¼gu apaç¬kt¬r. Ayr¬ca herhangi bir uzayda bir alt küme çiftinin tümüyle

ayr¬lm¬̧s olabilmesi için gerek ve yeter koşulun bu kümelerin bu uzayda tan¬ml¬ ayr¬k

s¬f¬r kümeleri taraf¬ndan kapsanmalar¬ oldu¼gu bilinmektedir.(bkz. [5])

Lemma III.11 X t¬k¬z ve �-ba¼glant¬s¬z bir uzay ise, bu uzay¬n jUj � � gerçekleyen

her U kapaç¬k kümeler ailesi için
S
U alt uzay¬ C�-gömülebilirdir.
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Kan¬t. Ünlü Urysohn Geni̧sleme Teoremi ( =Herhangi bir Y uzay¬n¬n bir S � Y

alt uzay¬n¬n C�-gömülebilir olabilmesi için gerek ve yeter koşul S alt uzay¬nda tümüyle

ayr¬lm¬̧s her küme çiftinin Y ana uzay¬nda da tümüyle ayr¬lm¬̧s olmas¬d¬r.(bkz. [5]))

nedeniyle
S
U alt uzay¬n¬n ayr¬k s¬f¬r kümelerinin X uzay¬nda ayr¬k kapaç¬k kümeler

taraf¬ndan kapsand¬¼g¬n¬ göstermek yeterlidir. E¼ger A ve B kümeleri,
S
U alt uzay¬n¬n

ayr¬k s¬f¬r kümeleriyse, bir sürekli f :
S
U �! [0; 1] fonksiyonu f(A) = f0g ve f(B) =

f1g olacak biçimde vard¬r. A,
S
U uzay¬n¬n bir s¬f¬r kümesi oldu¼gundan bu uzayda

kapal¬d¬r, böylece X uzay¬nda bir K kapal¬ kümesi A = K \
S
U =

S
U2U

(K \ U)

olacak biçimde vard¬r. Her bir U 2 U için K \U kümesi X uzay¬nda t¬k¬z oldu¼gundan,

A kümesi X uzay¬n¬n � � say¬da t¬k¬z alt kümesinin birleşimi olarak yaz¬labilir. Bu

durumda X uzay¬ s¬f¬r boyutlu oldu¼gundan, X uzay¬nda kapaç¬k kümelerin bir V ailesi

A �
[
V �

[
U ; f(x) <

1

3
(8x 2

[
V) ve jVj � �

koşullar¬ gerçeklenecek biçimde vard¬r. Sonuç olarak X uzay¬ �-ba¼glant¬s¬z oldu¼gundan

kapX(
S
V) kümesi X uzay¬nda kapaç¬k olur ve üstelik A � kapX(

S
V) � (X � B)

gerçeklenir. Böylece X uzay¬nda A ve B kümelerini kapsayan ayr¬k kapaç¬k kümelerin

varl¬¼g¬ görülmüş olur.

Bu son lemmadan yararlanarak lemmadaki özelliklere sahip X uzay¬ ve U ailesi

için
S
U alt uzay¬n¬n Cech-Stone t¬k¬zlaşmas¬n¬n �

S
U = kapX(

S
U) oldu¼gu anlaş¬l¬r.

Yine bu lemmadan yararlanarak t¬k¬z ve aş¬r¬ ba¼glant¬s¬z bir uzay¬n tüm aç¬k alt uza-

ylar¬n¬n C�-gömülebilir oldu¼gu kolayca görülür. Asl¬nda herhangi bir T2 uzay¬n¬n aş¬r¬

ba¼glant¬s¬z olmas¬ için gerek ve yeter koşul bu uzay¬n tüm aç¬k alt uzaylar¬n¬n C�-

gömülebilir olmas¬d¬r. Bu son iddian¬n gereklili¼gi bir önceki lemman¬n kan¬t¬na ben-

zer biçimde, yeterlili¼gi ise "Bir T2 uzay¬n¬n aş¬r¬ ba¼glant¬s¬z olabilmesi için gerek ve

yeter koşul bu uzayda her ayr¬k aç¬k küme çiftinin ayr¬k kapan¬̧slara sahip olmas¬d¬r."

gerçe¼ginden yararlanarak kan¬tlanabilir.

Teorem III.36 X sonsuz, t¬k¬z ve �-ba¼glant¬s¬z bir uzay olsun. E¼ger X uzay¬nda
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ikişerli ayr¬k kapaç¬k kümelerin bir U ailesi, jUj = � ve w(U) = w(X) (8U 2 U)

koşullar¬ gerçeklenecek biçimde varsa, (w(X))� = w(X) olur.

Kan¬t. U ailesi, X uzay¬nda t¬k¬z alt kümelerin bir kesikli ailesi oldu¼gundan Sonuç

III.25(b) ve Lemma III.11�den yararlanarak

w(X) � w(kapX(
[
U)) = w(�

[
U) =

Y

U2U

w(U) = (w(X))� � w(X)

bulunur.

Sonuç III.28 E¼ger X sonsuz, t¬k¬z ve temel ba¼glant¬s¬z bir uzay ise ve bu uzayda

boştan farkl¬ aç¬k bir U kümesi, her ; 6= V � U aç¬k alt kümesi için w(V ) = w(X)

olacak biçimde varsa, (w(X))@0 = w(X) olur.

Kan¬t. Her sonsuz Hausdor¤ uzay¬nda @0 kardinaliteli bir gözenekli aile vard¬r.

Böylece X uzay¬ @0-ba¼glant¬s¬z oldu¼gundan iddia bir önceki teoremin kolay bir sonu-

cudur.

Teorem III.37 (Pierce Teoremi): X sonsuz, t¬k¬z ve aş¬r¬ ba¼glant¬s¬z bir uzay ise

(w(X))@0 = w(X) olur.

Kan¬t. Bu teorem aşa¼g¬daki gibi farkl¬ iki yolla kan¬tlanabilir.

Yol 1: w(X) � 2@0 oldu¼gu bilinmektedir. E¼ger w(X) = 2@0 ise iddia apaç¬kt¬r.

Şimdi w(X) > 2@0 olsun. Bu durumda bir önceki sonucun hipotezindeki koşullar¬

gerçekleyen hiçbir boştan farkl¬ aç¬k kümenin bulunmad¬¼g¬ varsay¬larak teoremi kan¬t-

lamak yeterlidir. Demek ki varsay¬m gere¼gi X uzay¬nda her boştan farkl¬ aç¬k kümenin

boş olmayan ve a¼g¬rl¬k say¬s¬ < w(X) olan bir aç¬k alt kümesi vard¬r. Ünlü Zorn

Lemmas¬ nedeniyle X uzay¬nda boştan farkl¬ ve iki̧serli ayr¬k olan kapaç¬k kümelerin,

@0 � w(U) < w(X); (w(U))@0 = w(U) (8U 2 U) koşullar¬n¬ gerçekleyen U ailelerinin

bir maksimali vard¬r. Bu maksimal aile U0 ile gösterilsin. Bu durumda X �
S
U0
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kümesi, X uzay¬n¬n en fazla sonlu say¬da yal¬t¬lm¬̧s noktas¬n¬ içerir. (Gerçekten, X

uzay¬nda yaln¬zca yal¬t¬lm¬̧s noktalar¬ içeren ve say¬labilir sonsuz elemanl¬ olan bir S

alt kümesi (varsa) için S � (X�
S
U0) olsayd¬ şöyle bir çeli̧ski bulunurdu: X uzay¬ aş¬r¬

ba¼glant¬s¬z oldu¼gundan kapXS kümesi bu uzayda kapaç¬kt¬r ve üstelik (kapXS)\U = ;

(8U 2 U0) gerçeklenir. Ayr¬ca S alt uzay¬ ile N kesikli uzay¬ eşyap¬l¬ olup bu uzaylar

birinci say¬labilir olduklar¬ndan �S ve �N Cech-Stone t¬k¬zlaşmalar¬da eşyap¬l¬ olur.

(bkz. [4]) Böylece

w(kapXS) = w(�S) = w(�N) = 2@0 = (w(kapXS))
@0 < w(X)

bulunur. Sonuç olarak U0  U0 [ fkapXSg olur; ancak bu durum U0 ailesinin maksi-

malli¼gi ile çeli̧sir.) Bu yal¬t¬lm¬̧s noktalar¬ U0 ailesinin baz¬ üyelerine yerleştirerek elde

edilen yeni aile U 00 ile gösterilsin. U
0
0 ailesinin üyelerinin X uzay¬nda birer kapaç¬k küme

oldu¼gu ve
S
U 00 kümesinin bu uzayda yo¼gun oldu¼gu kolayca görülür. Böylece Lemma

III.11�den yararlanarak

X = kapX(
[
U 00) = �

[
U 00

bulunur. Smirnov Teoremi ve Lemma III.8(b)�den yararlanarak

w(X) = w(�
[
U 00) = d(C�(

[
U 00)) =

Y

U2U 00

d(C�(U)) =
Y

U2U 00

w(U)

olur ve böylece

(w(X))@0 =
Y

U2U 00

(w(U))@0 =
Y

U2U 00

w(U) = w(X)

gerçeklenir.

Yol 2: Bu teoremin daha k¬sa bir ispat¬ şöyle yap¬labilir: X uzay¬n¬n tüm kapaç¬k

kümelerinin ailesi O ile gösterilsin. Herhangi bir G 2 RO(X) düzenli aç¬k kümesi için

G =
o

G oldu¼gu bilinmektedir. Öte yandan X uzay¬ aş¬r¬ ba¼glant¬s¬z oldu¼gundan G =
o

G

olur ve böylece

G =
o

G = G

139



gerçeklenir. K¬sacas¬ aş¬r¬ ba¼glant¬s¬z uzaylarda her düzenli aç¬k küme bir kapaç¬k

kümedir. Bu son gerçekten yararlanarak jRO(X)j � jOj oldu¼gu anlaş¬l¬r. Öte yandan

Lemma III.10 ve X uzay¬n¬n düzenli olmas¬ndan yararlanarak

jRO(X)j � jOj = w(X) � jRO(X)j

bulunur. Sonuç olarak X bir Hausdor¤ uzay¬ oldu¼gundan

w(X) = jRO(X)j = jRO(X)j@0 = (w(X))@0

gerçeklenir.

Kolayca görülebilir ki Pierce Teoremi�nde hipotezlerin hiçbirinden vazgeçilemez.

Örne¼gin D(@0) kesikli uzay¬, sonsuz noktal¬ ve aş¬r¬ ba¼glant¬s¬z bir uzay olup t¬k¬z

de¼gildir, üstelik w(D(@0)) = @0 6= 2@0 = (w(D(@0)))
@0 olur. Öte yandan A(@0) uzay¬,

sonsuz noktal¬ ve t¬k¬z olup aş¬r¬ ba¼glant¬s¬z de¼gildir, ayr¬ca w(A(@0)) = @0 6= 2@0 =

(w(A(@0)))
@0 geçerlidir; ancak yerel genelleştirilmi̧s kontinyum varsay¬m¬ (E¼ger

sonsuz bir �1 kardinal say¬s¬ için � < �1 ) 2� � �1 koşulu geçerliyse, �1 kardinali

için yerel genelleştirilmi̧s kontinyum varsay¬m¬ (k¬saca YGKV) geçerlidir denilir. GKV

geçerliyse her sonsuz kardinal say¬ için YGKV�nin geçerli olaca¼g¬ apaç¬kt¬r.) alt¬nda

sonsuz, t¬k¬z ve temel ba¼glant¬s¬z X uzaylar¬ için de (w(X))@0 = w(X) gerçeklenir. Bu

iddiay¬ kan¬tlayabilmek için öncelikle aşa¼g¬daki lemma kan¬tlanmal¬d¬r.

Lemma III.12 X sonsuz, t¬k¬z ve cf(w(X))-ba¼glant¬s¬z bir uzay olsun. Bu durumda

X uzay¬nda boştan farkl¬ ikişerli ayr¬k kapaç¬k kümelerin her bir U ailesi için

(a) jUj < w(X) olur.

(b) supfw(U) : U 2 U ; w(U) < w(X)g < w(X) geçerlidir.

Kan¬t. (a)- jUj = w(X) oldu¼gu varsay¬ls¬n. (Daima jUj � c(X) � w(X)

geçerlidir.) K¬sal¬k amac¬yla �0 = cf(w(X)) yaz¬ls¬n. Bu durumda U ailesinin jVj � �0

koşulunu gerçekleyen her bir V alt ailesine kaŗs¬l¬k U(V) = kapX(
S
V) kümesi tan¬m-

lans¬n. X uzay¬ �0-ba¼glant¬s¬z oldu¼gundan her bir V 2 P��0(U) için U(V) kümesi
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kapaç¬kt¬r, üstelik V1 6= V2 için U(V1) 6= U(V2) olur. Böylece '(V) = U(V) biçiminde

tan¬mlanan ' : P��0(U) �! O fonksiyonu bire-bir olaca¼g¬ndan

w(X) = jOj � jP��0(U)j = jUj
�0 = (w(X))cf(w(X)) > w(X)

çeli̧skisi bulunur. (Burada son eşitsizlik yaz¬l¬rken Lemma III.5(a) kullan¬lm¬̧st¬r.) O

halde jUj < w(X) olmal¬d¬r.

(b)- E¼ger w(X) = �+ olacak biçimde bir � kardinal say¬s¬ varsa iddia apaç¬kt¬r.

Şimdi w(X) bir ard¬l kardinal say¬ olmas¬n. Bu durumda supfw(U) : U 2 U ; w(U) <

w(X)g = w(X) olsayd¬ bir çeli̧ski elde edilirdi. Gerçekten, cf(w(X))�in tan¬m¬ gere¼gi

X

�2�

�� = w(X); �� < w(X) (8� 2 �) ve j�j = cf(w(X))

koşullar¬ gerçeklenecek biçimde bir � indis kümesi ve �� kardinal say¬lar¬ vard¬r. Varsay¬m

gere¼gi supfw(U) : U 2 U ; w(U) < w(X)g = w(X) oldu¼gundan, her bir � 2 � indi-

sine kaŗs¬l¬k bir U� 2 U üyesi, �+� � w(U�) gerçeklenecek biçimde vard¬r. X uzay¬

cf(w(X))-ba¼glant¬s¬z oldu¼gundan Lemma III.11 nedeniyle
S
�2�

U� C�-gömülebilir bir

alt uzayd¬r. Böylece König-Zermelo Teoremi ve Sonuç III.25(b)�den yararlanarak

w(X) � w(kapX(
[

�2�

U�)) = w(�
[

�2�

U�) =
Y

�2�

w(U�) �
Y

�2�

�+� >
X

�2�

�� = w(X)

çeli̧skisi bulunur. Ulaş¬lan bu çeli̧ski nedeniyle (b) önermesinin do¼gru oldu¼gu anlaş¬l¬r.

Teorem III.38 X sonsuz, t¬k¬z ve temel ba¼glant¬s¬z bir uzay olsun. E¼ger � < w(X))2� �

w(X) ç¬karsamas¬ geçerliyse, (w(X))@0 = w(X) gerçeklenir.

Kan¬t. E¼ger w(X) < (w(X))@0 oldu¼gu varsay¬l¬rsa aşa¼g¬daki gibi bir çeli̧ski elde

edilir: Bu varsay¬m alt¬nda, Sonuç III.28 nedeniyle X uzay¬nda boştan farkl¬ ve aç¬k

olan her bir U kümesinin bir ; 6= V � U aç¬k alt kümesi, w(V ) < w(X) gerçeklenecek

biçimde vard¬r. Zorn Lemmas¬ nedeniyle X uzay¬nda, boştan farkl¬ ve iki̧serli ayr¬k
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olan kapaç¬k kümelerin, w(U) < w(X) (8U 2 U) koşulunu gerçekleyen U ailelerinin bir

maksimali vard¬r. Bu maksimal aile U0 olsun. Teoremin hipotezi ve w(X) < (w(X))
@0

varsay¬m¬ nedeniyle Lemma III.5(b)�den yararlanarak cf(w(X)) = @0 oldu¼gu anlaş¬l¬r.

X uzay¬ @0-ba¼glant¬s¬z oldu¼gundan bir önceki lemmadan yararlanarak

jU0j < w(X) ve � = supfw(U) : U 2 U0g < w(X)

bulunur. Öte yandan
S
U0 kümesi, X uzay¬nda yo¼gun olup

d(
[
U0) � w(

[
U0) �

X

U2U0

w(U) � jU0j :� < w(X)

gerçekleşdi¼ginden hipotez gere¼gi

w(X) � 2d(X) � 2d(
S
U0) � 2jU0j:� � w(X)

olur; ancak bu durumda

w(X) < (w(X))@0 = (2jU0j:�)@0 = 2jU0j:� = w(X)

çeli̧skisi bulunur. O halde (w(X))@0 = w(X) olmal¬d¬r.

Demek ki GKV geçerli ise her sonsuz, t¬k¬z ve temel ba¼glant¬s¬z X uzay¬ için

(w(X))@0 = w(X) olur; ancak sonsuz, t¬k¬z ve temel ba¼glant¬s¬z her X uzay¬ için

(w(X))@0 = w(X) eşitli¼ginin geçerli olmas¬ için GKV veya YGKV ek koşulunun gerekli

olup olmad¬¼g¬ bilinmemektedir. K¬sacas¬ GKV�nin geçerli olmad¬¼g¬ durumda sonsuz

bir � kardinal say¬s¬ için � � w(X) < �@0 koşulunu gerçekleyen sonsuz, t¬k¬z ve temel

ba¼glant¬s¬z bir X uzay¬n¬n varl¬¼g¬ veya yoklu¼gu bilinmemektedir.

Herhangi bir sonsuz � kardinal say¬s¬ için �-ba¼glant¬s¬z olan ve � kardinaliteli

gözenekli ailesi bulunan her t¬k¬z X uzay¬ için (w(X))� = w(X) eşitli¼ginin geçerli

olmas¬n¬n gerekmedi¼gi Sonuç III.31�de görülecektir; ancak aşa¼g¬da görülebilece¼gi gibi

baz¬ özel durumlarda bu eşitlik gerçeklenir.

Teorem III.39 X t¬k¬z ve �-ba¼glant¬s¬z bir uzay olsun. E¼ger bu uzayda jUj � � koşu-

lunu gerçekleyen bir U gözenekli ailesi varsa ve her � < w(X) kardinal say¬s¬ için 2� �

142



w(X) oluyorsa, aşa¼g¬daki durumlardan herhangi birisi gerçeklendi¼ginde (w(X))� =

w(X) olur:

(a) w(X) bir düzenli kardinal say¬d¬r.

(b) jUj = w(X) geçerlidir.

(c) X uzay¬nda boştan farkl¬ her aç¬k U kümesinin bir ; 6= V � U aç¬k alt kümesi

w(V ) < w(X) olacak biçimde vard¬r.

(d) � = @0 geçerlidir.

Kan¬t. X uzay¬ s¬f¬r boyutlu oldu¼gundan, U ailesinin üyelerinin birer kapaç¬k küme

oldu¼gu varsay¬labilir. Bu durumda � < w(X) olur; çünkü � � w(X) olsayd¬ Lemma

III.10�dan yararlanarak

w(X) = jOj � jUj� � (w(X))w(X) = 2w(X) > w(X)

çeli̧skisi bulunurdu. Şimdi (a) ş¬kk¬ geçerli olsun. O halde cf(w(X)) = w(X) olur. Bu

durumda, e¼ger (w(X))� > w(X) olsayd¬ Lemma III.5(b)�den yararlanarak

� � cf(w(X)) = w(X) > �

çeli̧skisi elde edilirdi. Demek ki w(X) bir düzenli kardinal say¬ ise (w(X))� = w(X)

gerçeklenir.

Şimdi w(X) bir tekil kardinal say¬ ve jUj = w(X) olsun. Bu durumda

w(X) = jOj � jUj� = (w(X))� � w(X)

oldu¼gundan (b) durumu için iddia kan¬tlanm¬̧s olur.

(c) ş¬kk¬ geçerli olsun. Bu durumda her U 2 U için w(U) < w(X) gerçeklendi¼gi

varsay¬labilir. Zorn Lemmas¬ nedeniyle X uzay¬nda, boştan farkl¬ ve iki̧serli ayr¬k

olan kapaç¬k kümelerin, w(V ) < w(X) (8V 2 V) koşulunu gerçekleyen V ailelerinin

var olan maksimali V0 olsun. O halde � � jUj � jV0j olur. jV0j = w(X) ise (b)

ş¬kk¬ nedeniyle iddia kan¬tlanm¬̧s olur, bu nedenle jV0j < w(X) durumu için iddiay¬
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kan¬tlamak yeterlidir. E¼ger � < cf(w(X)) ise Lemma III.5(b) nedeniyle (w(X))� =

w(X) olur. Tersine � � cf(w(X)) ise Lemma III.12 nedeniyle

�0 = supfw(V ) : V 2 V0g < w(X)

olur, üstelik
S
V0 kümesi X uzay¬nda yo¼gun oldu¼gundan

d(X) � d(
[
V0) � w(

[
V0) �

X

V 2V0

w(V ) � jV0j :�0 < w(X)

bulunur. X uzay¬n¬n düzenlili¼gi ile teoremin hipotezinden yararlanarak

w(X) � 2d(X) � 2d(
S
V0) � 2w(

S
V0) � 2jV0j:�0 � w(X)

bulunur. Böylece

(w(X))� = (2jV0j:�0)� = 2jV0j:�0 = w(X)

oldu¼gu anlaş¬l¬r. (d) ş¬kk¬ geçerliyse (w(X))@0 = w(X) oldu¼gu bir önceki teoremde

kan¬tlanm¬̧st¬r, ayr¬ca (c) ş¬kk¬ndaki iddian¬n do¼gru olmad¬¼g¬ varsay¬l¬p Sonuç III.28�den

yararlanarakta bu eşitli¼gin gerçeklendi¼gi görülebilir.

Bu k¬s¬mda son olarak � < w(X) ) 2� � w(X) varsay¬m¬ alt¬nda, cf(w(X))-

ba¼glant¬s¬z olan ve cf(w(X)) kardinaliteli bir gözenekli ailenin tan¬mlanabildi¼gi t¬k¬z

bir X uzay¬n¬n baz¬ temel özellikleri görülecektir. Örne¼gin böyle bir X uzay¬ için w(X)

kardinal say¬s¬n¬n düzenli olamayaca¼g¬ apaç¬kt¬r.

Lemma III.13 Bir X t¬k¬z uzay¬ c(X)-ba¼glant¬s¬z ise aş¬r¬ ba¼glant¬s¬zd¬r.

Kan¬t. X uzay¬nda herhangi bir aç¬k G kümesi göz önüne al¬ns¬n. G kümesinin

boştan farkl¬ ve iki̧serli ayr¬k olan kapaç¬k alt kümelerinin maksimal ailesi U olsun.

Bu durumda
S
U kümesi G uzay¬nda yo¼gundur, böylece kapX(G) = kapX(

S
U) olur.

jUj � c(X) oldu¼gundan kapX(G) kümesi X uzay¬nda aç¬k olur, dolay¬s¬yla X uzay¬

aş¬r¬ ba¼glant¬s¬zd¬r.
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Sonuç III.29 X sonsuz, t¬k¬z ve cf(w(X))-ba¼glant¬s¬z bir uzay olsun. E¼ger X uza-

y¬nda boştan farkl¬ her aç¬k U kümesi için w(U) = w(X) geçerliyse, bu uzayda her

gözenekli U ailesi için jUj < cf(w(X)) olur, üstelik bu durumda X uzay¬ aş¬r¬ ba¼glan-

t¬s¬zd¬r.

Kan¬t. Böyle bir X uzay¬nda tan¬ml¬ her gözenekli U ailesi için jUj < cf(w(X))

oldu¼gu Teorem III.36�dan kolayca gözlenir, böylece c(X) � cf(w(X)) bulunur. ·Ikinci

iddia ise bir önceki lemmadan kolayca gözlenir.

Teorem III.40 X sonsuz, t¬k¬z ve cf(w(X))-ba¼glant¬s¬z bir uzay olsun. Bu durumda

X uzay¬nda aşa¼g¬daki özelliklere sahip bir maksimal H kapaç¬k kümesi vard¬r: Boştan

farkl¬ her V � H aç¬k alt kümesi için w(V ) = w(X) gerçeklenir, H alt uzay¬nda her V

gözenekli ailesi için jVj < cf(w(X)) olur ve üstelik bu alt uzay aş¬r¬ ba¼glant¬s¬zd¬r. Ek

olarak X uzay¬nda jUj = cf(w(X)) koşulunu gerçekleyen gözenekli bir U ailesi varsa

c(XnH) = c(X) olur.

Kan¬t. X uzay¬nda boş olmayan kapaç¬k U kümelerinin

her ; 6= V � U aç¬k alt kümesi için w(V ) = w(X)

koşulunu gerçekleyenlerinin ailesi G olsun. (G ailesinin boş olabilece¼gi aşa¼g¬da görülecektir.)

Şimdi H = kapX(
S
G) olarak tan¬mlans¬n. Kolayca görülebilir ki her ; 6= G � H

aç¬k alt kümesi için w(G) = w(X) olur. H kümesi, cf(w(X))-ba¼glant¬s¬z X uza-

y¬nda düzenli kapal¬ bir küme oldu¼gundan, H alt uzay¬da cf(w(X))-ba¼glant¬s¬z olur.

Dolay¬s¬yla bir önceki sonuç nedeniyle H alt uzay¬nda tan¬ml¬ her gözenekli V ailesi

için jVj < cf(w(H)) = cf(w(X)) gerçeklenir, üstelik bu alt uzay aş¬r¬ ba¼glant¬s¬zd¬r.

Öte yandan
S
G alt uzay¬nda boştan farkl¬ ve iki̧serli ayr¬k olan kapaç¬k kümelerin bir

G0 ailesi,
S
G0 kümesi bu alt uzayda yo¼gun olacak biçimde tan¬mlans¬n. Bu durumda

H = kapX(
[
G0) ve jG0j < cf(w(X))
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olur ve böylece H kümesinin X uzay¬nda aç¬k oldu¼gu anlaş¬l¬r. Ayr¬ca X uzay¬nda

jUj � cf(w(X)) koşulunu gerçekleyen herhangi bir U gözenekli ailesi varsa

jfU \H : U 2 U ve U \H 6= ;gj < cf(w(X))

olur, dolay¬s¬yla

jfU \H : U 2 U ve U \ (XnH) 6= ;gj = jUj

gerçeklenir ve böylece c(XnH) = c(X) sonucu elde edilir. H kümesi, teoremin hipotez-

lerini gerçekledi¼ginden ve X uzay¬nda bu hipotezleri gerçekleyen tüm kapaç¬k kümeleri

kapsad¬¼g¬ndan bu özellikteki maksimal küme olur.

Yukar¬daki teoremde tan¬mlanan H kümesi boş olabilir. Örne¼gin herhangi bir

sonsuz � kardinal say¬s¬ için D(�) kesikli uzay¬n¬n X = �D(�) Cech-Stone t¬k¬zlaşmas¬

göz önüne al¬ns¬n. Bu durumda X sonsuz, t¬k¬z ve aş¬r¬ ba¼glant¬s¬z bir uzayd¬r, üstelik

kolayca görülebilir ki bu uzayda H = ; olur. Teorem III.41�de görülece¼gi gibi baz¬ özel

durumlarda H 6= ; olur.

Lemma III.14 X t¬k¬z, cf(w(X))-ba¼glant¬s¬z ve cf(w(X)) kardinaliteli bir gözenekli

ailenin tan¬mlanabildi¼gi bir uzay ise w(X) bir düzenli kardinal say¬ de¼gildir. Ek olarak

her � < w(X) kardinal say¬s¬ için 2� � w(X) oluyorsa, w(X) 2�nin bir kuvveti olarak

yaz¬lamaz.

Kan¬t. Lemma III.12(a) nedeniyle cf(w(X)) < w(X) olur dolay¬s¬yla w(X) kardi-

nali düzenli de¼gildir. Öte yandan � < w(X) ) 2� � w(X) varsay¬m¬ alt¬nda, uygun

bir �0 < w(X) kardinal say¬s¬ için w(X) = 2�0 olsayd¬, (�0:cf(w(X)) < w(X))

(w(X))cf(w(X)) = 2�0:cf(w(X)) � w(X) < (w(X))cf(w(X))

çeli̧skisi bulunurdu.

Teorem III.41 X t¬k¬z, cf(w(X))-ba¼glant¬s¬z ve cf(w(X)) kardinaliteli bir gözenekli

ailenin tan¬mlanabildi¼gi bir uzay ve H bu uzayda Teorem III.40 daki gibi tan¬mlanan alt
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küme olsun. E¼ger � < w(X)) 2� � w(X) ç¬karsamas¬ geçerliyse H 6= ;; (w(X))@0 =

w(X) ve w(XnH) < w(X) olur.

Kan¬t. X uzay¬nda boştan farkl¬, iki̧serli ayr¬k vew(U) < w(X) koşulunu gerçekleyen

kapaç¬k U kümelerinin, ünlü Zorn Lemmas¬ nedeniyle var olan maksimal ailesi U olsun.

Bu durumda Lemma III.12 nedeniyle jUj < w(X) ve �0 = supfw(U) : U 2 Ug < w(X)

olur ve böylece hipotez gere¼gi 2jUj:�0 � w(X) gerçeklenir. Şimdi, e¼ger H = ; olsayd¬,

X uzay¬nda her bir boştan farkl¬ aç¬k U kümesinin bir ; 6= V � U kapaç¬k alt kümesi,

w(V ) < w(X) gerçeklenecek biçimde bulunur ve böylece
S
U kümesiX uzay¬nda yo¼gun

olurdu. Bu durumda

w(
[
U) =

X
fw(U) : U 2 Ug � jUj :�0 ve w(X) � 2

w(
S
U) � 2jUj:�0

olmas¬ nedeniyle w(X) = 2jUj:�0 gerçeklenirdi; ancak bu durum bir önceki lemma ile

çeli̧smektedir. Demek ki H 6= ; olur. Böylece w(H) = w(X) ve H uzay¬n¬n aş¬r¬

ba¼glant¬s¬z olmas¬ nedeniyle Pierce Teoremi�nden yararlanarak

(w(H))@0 = w(H) = w(X) = (w(X))@0

bulunur. ŞimdiW ailesi, X uzay¬nda boştan farkl¬, iki̧serli ayr¬k veW\H = ; koşulunu

gerçekleyen kapaç¬k W kümelerinin maksimal ailesi olsun. Kolayca görülebilir ki her

W 2 W için w(W ) < w(X) varsay¬labilir. Bu durumda Lemma III.12 nedeniyle

jWj < w(X) ve �1 = supfw(W ) : W 2 Wg < w(X)

olur ve böylece w(
S
W) � jWj :�1 < w(X) bulunur. Ayr¬ca

S
W kümesi, XnH alt

uzay¬nda yo¼gun oldu¼gundan

w(XnH) � 2d(
S
W) � 2w(

S
W) � 2jWj:�1 � w(X)

gerçeklenir; ancak bir önceki lemma nedeniyle w(X) kardinal say¬s¬, 2�nin bir kuvveti

olarak yaz¬lamad¬¼g¬ndan w(XnH) < w(X) olur.

K¬sacas¬ Teorem III.40 ve Teorem III.41�den yararlanak aşa¼g¬daki sonuç elde edilir.
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Sonuç III.30 X t¬k¬z, cf(w(X))-ba¼glant¬s¬z ve cf(w(X)) kardinaliteli bir gözenekli

ailenin tan¬mlanabildi¼gi bir uzay olsun. E¼ger her � < w(X) kardinal say¬s¬ için 2� �

w(X) oluyorsa, aşa¼g¬daki iddialar do¼grudur:

(a) w(X) bir tekil kardinal say¬d¬r.

(b) (w(X))@0 = w(X) olur.

(c) X = H [Y olacak biçimde aşa¼g¬daki koşullar¬ gerçekleyen boştan farkl¬ ve ayr¬k

olan H; Y � X kapaç¬k alt kümeleri vard¬r:

(1) H alt uzay¬ aş¬r¬ ba¼glant¬s¬zd¬r, her ; 6= U � H kapaç¬k alt kümesi için

w(U) = w(X) gerçeklenir ve bu alt uzayda tan¬mlanan boştan farkl¬ ve ikişerli ayr¬k

olan kapaç¬k kümelerin her U ailesi için jUj < cf(w(X)) olur.

(2) w(Y ) < w(X) ve c(Y ) = c(X) gerçeklenir.

Aşa¼g¬da bir önceki sonuçtaki özelliklere sahip bir X uzay¬ tan¬mlanacakt¬r; ancak

gerekli oldu¼gundan öncelikle baz¬ tan¬m ve temel bilgiler verilmelidir. X ve Y birer

topolojik uzay olmak üzere, sürekli bir f : X �! Y dönüşümüne her A  X kapal¬

öz alt kümesi için f(A) 6= Y oluyorsa indirgenemez dönüşüm denilir. Öte yandan

bir f : X �! Y dönüşümüne sürekli, kapal¬ ve f�1(y) (8y 2 Y ) lif kümeleri t¬k¬z ise

yetkin dönüşüm denilir. E¼ger X bir Hausdor¤ uzay¬ ve f : X �! Y bir örten yetkin

dönüşüm ise w(Y ) � w(X) gerçeklendi¼gi bilinmektedir. (bkz. [4]) X bir T3 uzay¬

olmak üzere, bu uzaydaki tüm aç¬k kümelerin ailesi O(X) ile gösterilsin. O(X)�in

üyeleriyle tan¬mlanan ve X uzay¬ndaki bir noktaya yak¬nsayan tüm büyük süzgeçlerin

kümesi pX ile gösterilsin. Kolayca görülebilir ki U� = fz 2 pX : U 2 zg (8U 2

O(X)) biçimindeki tüm kümelerin ailesi arac¬l¬¼g¬yla pX üzerinde bir esas komşuluk

ba¼g¬nt¬s¬ tan¬mlan¬r. Bu esas komşuluk ba¼g¬nt¬s¬n¬n belirledi¼gi topolojiyle donat¬larak

elde edilen pX uzay¬na, X uzay¬n¬n izdüşüm örtülüşü denilir. Her U 2 O(X) için

pX � U� = (X � U)� gerçeklendi¼gi kolayca görülebilir. Herhangi bir z 2 pX büyük

süzgecininX uzay¬nda yak¬nsad¬¼g¬ nokta (X bir Hausdor¤ uzay¬ oldu¼gundan her süzgeç
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en fazla bir noktaya yak¬nsar) xz ile gösterilsin. Bu durumda �X(z) = xz biçiminde

tan¬mlanan �X : pX �! X dönüşümünün indirgenemez ve yetkin bir dönüşüm oldu¼gu

üstelik pX uzay¬n¬n aş¬r¬ ba¼glant¬s¬z bir T3 uzay¬ oldu¼gu (bkz. [4]) bilinmektedir. Bu

nedenle w(X) � w(pX) olur. Özel olarak X bir t¬k¬z Hausdo¤ uzay¬ ise pX uzay¬ t¬k¬z

ve aş¬r¬ ba¼glant¬s¬z olur. Öte yandan herhangi bir T3 uzay¬n¬n izdüşüm örtülüşünün

homeomor�zma (eşyap¬ fonksiyonu) fark¬yla tek türlü belirli oldu¼gu bilinmektedir. U�

kümelerinin tan¬m¬ndan yararlanarak herhangi bir X T3 uzay¬ için c(pX) = c(X)

gerçeklendi¼gi kolayca görülür.

E�mov [15] makalesinde herhangi bir X t¬k¬z Hausdor¤ uzay¬ için

(|) w(pX) = jOpX j = jRC(X)j

oldu¼gunu göstermi̧stir. (Burada OpX ile pX uzay¬ndaki tüm kapaç¬k kümelerin ailesi ve

RC(X) ile X uzay¬ndaki tüm düzenli kapal¬ kümelerin ailesi gösterilmektedir.) Ayr¬ca

yine bu makalede, � bir sonsuz kardinal say¬ olmak üzere, �-a¼g¬rl¬kl¬D� = (D(2))� Can-

tor küpü�nde tüm düzenli kapal¬ kümelerin birer G�-türü küme oldu¼gu kan¬tlanm¬̧st¬r.

D� uzay¬ t¬k¬z ve s¬f¬r boyutlu oldu¼gundan, bu uzayda her G�-türü kapal¬ küme, say¬la-

bilir say¬da kapaç¬k kümenin arakesiti olarak yaz¬labilir. Bu durumda D� uzay¬n¬n tüm

kapal¬ kümelerinin kümesi FD� ile gösterilirse, (|) ba¼g¬nt¬s¬ndan yararlanarak

w(pD�) = jRC(D�)j � jFD� \ G�j � jOD�j@0
(1)
= (w(D�))@0

(2)
= �@0

bulunur. (Burada (1) ve (2) eşitlikleri yaz¬l¬rken s¬ras¬yla Lemma III.10 ve Örnek

III.11(b)�den yararlan¬lm¬̧st¬r.) O halde �@0 = � koşulunu gerçekleyen herhangi bir

sonsuz � kardinal say¬s¬ için

� = w(D�) � w(pD�) � �@0 = �

olur, ayr¬ca Örnek III.11(c)�den yararlanarak c(pD�) = c(D�) = @0 bulunur.

Örnek III.14 @0 � �1 � �2 gerçekleyen �1; �2 kardinal say¬lar¬ göz önüne al¬ns¬n.

E¼ger �1 = �2 ise Y (�1; �2) uzay¬, D(�2) kesikli uzay¬n¬n Cech-Stone t¬k¬zlaşmas¬ olarak
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tan¬mlans¬n, k¬sacas¬ Y (�1; �2) = �D(�2) olsun. E¼ger �1 < �2 ise z0 =2 D(�2) ve

Z = D(�2) [ fz0g olsun. Z kümesinde z0 2 Z noktas¬n¬n yerel taban¬n¬n

Bz0 = fE [ fz0g : E � D(�2); jD(�2)� Ej � �1g

oldu¼gu, buna karş¬l¬k her bir x 2 D(�2) noktas¬n¬n yerel taban¬n¬n ise Bx = ffxgg

biçiminde tan¬mland¬¼g¬ (k¬sacas¬ tüm x 2 D(�2) noktalar¬n¬n yal¬t¬lm¬ş oldu¼gu) uzay

göz önüne al¬ns¬n. Bu durumda Y (�1; �2) = �Z biçiminde tan¬mlans¬n. K¬sacas¬

Y (�1; �2) =

8
><
>:

�D(�2) ; �1 = �2 ise

�Z ; �1 < �2 ise

olsun. Bu durumda w(Y (�1; �2)) = ��12 ve c(Y (�1; �2)) = �2 olur. Üstelik �1 < �2 ise

Y (�1; �2) uzay¬ �1-ba¼glant¬s¬zd¬r; ancak �+1 -ba¼glant¬s¬z de¼gildir.

Çözüm. Gerek �1 = �2 gerekse �1 < �2 için c(Y (�1; �2)) = �2 oldu¼gu ko-

layca görülebilir, çünkü her iki durumda da D(�2) kümesi Y (�1; �2) uzay¬nda yo¼gun

oldu¼gundan c(Y (�1; �2)) � d(Y (�1; �2)) � jD(�2)j = �2 olur. Öte yandan her iki du-

rum içinde ffxg : x 2 D(�2)g ailesi, Y (�1; �2) uzay¬nda bir gözenekli aile oldu¼gundan

�2 = jffxg : x 2 D(�2)gj � c(Y (�1; �2)) bulunur. O halde ister �1 = �2 isterse �1 < �2

olsun c(Y (�1; �2)) = �2 gerçeklenir. E¼ger �1 = �2 ise Y (�1; �2) = �D(�2) uzay¬n¬n

aş¬r¬ ba¼glant¬s¬z oldu¼gu ve Teorem III.33 nedeniyle

w(Y (�1; �2)) = w(�D(�2)) = 2
�2 = ��22 = ��12

gerçeklendi¼gi bilinmektedir. O halde �1 = �2 durumu için kan¬t tamamlanm¬̧st¬r.

Şimdi �1 < �2 olsun. Bilindi¼gi gibi X bir Tikhonov uzay¬ olmak üzere, e¼ger

A bu uzayda bir kapaç¬k küme ise kap�XA kümesi �X uzay¬nda bir kapaç¬k küme

olur. Böylece jD(�2)� Ej � �1 koşulunu gerçekleyen her E � D(�2) alt kümesi

için E [ fz0g kümesi Z = D(�2) [ fz0g uzay¬nda kapaç¬k oldu¼gundan, (Z uzay¬n¬n

bir Tikhonov uzay¬ oldu¼gu apaç¬kt¬r.) kap�Z(E [ fz0g) = kap�ZE [ fz0g kümesi �Z
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( = Y (�1; �2)) uzay¬nda kapaç¬k olur. Öte yandan yukar¬daki biçimde tan¬mlanan her

E kümesi için z0 2 kapZE = kap�ZE \ Z oldu¼gundan, kap�ZE = kap�Z(E [ fz0g)

gerçeklenir ve böylece kap�ZE kümelerinin �Z uzay¬nda birer kapaç¬k küme oldu¼gu

anlaş¬l¬r. T¬k¬z �Z uzay¬n¬n kal¬t¬msal ba¼glant¬s¬z oldu¼gunu kan¬tlamak için her bir x 2

�Z noktas¬ için, �Z uzay¬nda x noktas¬n¬ içeren tüm kapaç¬k kümelerin arakesitinin fxg

tek nokta kümesi oldu¼gunu göstermek yeterlidir. E¼ger x 2 D(�2) ise iddia apaç¬kt¬r.

z0 noktas¬n¬n �Z uzay¬nda jD(�2)�Kj � �1 koşulunu gerçekleyen herhangi bir kapal¬

K komşulu¼gu için kap�Z(K \ D(�2)) kümesi, z0 noktas¬n¬n �Z uzay¬nda bir kapaç¬k

komşulu¼gu olur, üstelik K kümesi taraf¬ndan kapsan¬r. Öte yandan herhangi bir q 2

�ZnZ noktas¬ göz önüne al¬ns¬n. q noktas¬n¬n �Z uzay¬nda kapal¬ bir F komşulu¼gu,

z0 =2 F olacak biçimde vard¬r. Bu durumda kap�Z(F \D(�2)) kümesi, q noktas¬n¬n �Z

uzay¬nda bir kapaç¬k komşulu¼gu olur, üstelik F kümesi taraf¬ndan kapsan¬r. Böylece

�Z uzay¬nda key� sabit bir noktay¬ içeren tüm kapaç¬k kümelerin arakesitinin, bu sabit

noktadan oluşan tek elemanl¬ küme oldu¼gu anlaş¬l¬r. O halde �Z kal¬t¬msal ba¼glant¬s¬z

(dolay¬s¬yla s¬f¬r boyutlu) bir uzayd¬r.

Y (�1; �2) = �Z uzay¬n¬n �1-ba¼glant¬s¬z oldu¼gunu kan¬tlamak için bu uzayda jUj �

�1 koşulunu gerçekleyen her U kapaç¬k kümeler ailesi için

GU = (
[
U) \ Z

biçiminde tan¬mlanan kümenin Z uzay¬nda kapaç¬k oldu¼gunu göstermek yeterlidir.

Apaç¬kt¬r ki GU kümesi Z uzay¬nda aç¬kt¬r. E¼ger z0 2 GU ise, Z uzay¬nda z0 nok-

tas¬n¬ içeren her küme gibi GU kümeside kapal¬ olur. Di¼ger yandan z0 =2 GU ise her

U 2 U için Z � U kümesi z0 noktas¬n¬n Z uzay¬nda bir aç¬k komşulu¼gu olur. z0 nok-

tas¬n¬n Z uzay¬nda �1 veya daha az say¬daki aç¬k komşuluklar¬n¬n arakesiti yine bu

noktan¬n bir aç¬k komşulu¼gu oldu¼gundan

z0 =2 kap�Z(
[
U) = kap�ZGU ( � kapZGU)
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bulunur. Buradan GU kümesinin Z uzay¬nda kapal¬ oldu¼gu anlaş¬l¬r.

Y (�1; �2) = �Z uzay¬n¬n �+1 -ba¼glant¬s¬z olmad¬¼g¬ şöyle görülebilir: D(�2) kümesinin

jE1j = jE2j = �+1 koşulunu gerçekleyen ayr¬k E1; E2 alt küme çifti için z0 2 kapZE1 \

kapZE2 olur. E1 [ E2 kümesinin tüm elemanlar¬, �Z uzay¬nda birer yal¬t¬lm¬̧s nokta

oldu¼gundan

f(x) =

8
><
>:

0 ; x 2 E1

1 ; x 2 E2

biçiminde tan¬mlanan f : E1 [ E2 �! [0; 1] fonksiyonu sürekli olur; ancak bu fonksiy-

onun �Z uzay¬na (asl¬nda z0 noktas¬na) bir sürekli geni̧slemesi olmad¬¼g¬ndan, Lemma

III.11 nedeniyle �Z uzay¬ �+1 -ba¼glant¬s¬z olamaz.

Son olarak, e¼ger jO�Z j = ��12 gerçeklendi¼gi gösterilirse, Lemma III.10 nedeniyle

w(�Z) = ��12 oldu¼gu anlaş¬l¬r. D(�2) kümesinin jAj � �1 koşulunu gerçekleyen her

A alt kümesi Z uzay¬nda bir kapaç¬k küme oldu¼gundan, kap�ZA kümesi �Z uzay¬nda

kapaç¬k olur. Üstelik A1; A2 2 P��1(D(�2)) ve A1 6= A2 için kap�ZA1 6= kap�ZA2 olur,

böylece

��12 = jP��1(D(�2))j � jO�Z j

bulunur. Tersine �Z uzay¬nda z0 =2 U olacak biçimde bir U kapaç¬k kümesi göz önüne

al¬ns¬n. Bu durumda jD(�2) \ U j � �1 olur. BöyleceO0
�Z = fU 2 O�Z : z0 =2 Ug olmak

üzere, '(U) = U \D(�2) biçiminde tan¬mlanan ' : O0
�Z �! fA � D(�2) : jAj � �1g

fonksiyonu bire bir oldu¼gundan

��O0
�Z

�� � jfA � D(�2) : jAj � �1gj � ��12

gerçeklenir. Öte yandan her bir U 2 O�Z �O
0
�Z üyesi için bir EU � D(�2) alt kümesi,

kap�ZEU � U; jD(�2)� EU j � �1 koşullar¬ gerçeklenecek biçimde var oldu¼gundan

jD(�2)� U j � jD(�2)� EU j � �1 dolay¬s¬yla
��O�Z �O

0
�Z

�� � ��12 olur ve böylece

jO�Z j =
��O0

�Z [ (O�Z �O
0
�Z)
�� � ��12 _ �

�1
2 = ��12
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bulunur. Sonuç olarak w(Y (�1; �2)) = ��12 olup çözüm tamamlan¬r. �

Sonuç III.31 �@0 = � biçimindeki tekil bir � kardinal say¬s¬ ile

(�) cf(�) � �1 � �2 � ��12 < �

koşullar¬n¬ gerçekleyen �1; �2 kardinal say¬lar¬ göz önüne al¬ns¬n. Bu durumda X =

pD� � Y (�1; �2) erkin toplam (direk toplam) uzay¬ için

(a) w(X) = �; c(X) = �2 ve X uzay¬ �1-ba¼glant¬s¬z olur.

(b) �1 < �2 ise X uzay¬ �+1 -ba¼glant¬s¬z de¼gildir, e¼ger �1 = �2 ise X uzay¬ aş¬r¬

ba¼glant¬s¬z olur.

Yukar¬daki sonuçta tan¬mlanan X = pD� � Y (�1; �2) uzay¬ �1-ba¼glant¬s¬z olup,

üstelik bu uzayda �1 kardinaliteli bir gözenekli ailenin belirlenebilmesine kaŗs¬n

w(X) = � < �cf(�) � ��1 = (w(X))�1

bulunur. Ayr¬ca X = pD� � Y (�1; �2) uzay¬, cf(w(X))-ba¼glant¬s¬z ve cf(w(X)) kar-

dinaliteli gözenekli ailelerin tan¬mlanabildi¼gi bir uzayd¬r.

Aşa¼g¬daki örnekte (�) koşulunun anlams¬z olmad¬¼g¬ yani bu koşulu gerçekleyen

kardinal say¬lar¬n var oldu¼gu görülecektir.

Örnek III.15 � = �@0 ve her � < � kardinal say¬s¬ için 2� � � olacak biçimde tekil

bir � kardinal say¬s¬ vard¬r. Bu durumda

(i) �1 = �2 = cf(�);

(ii) �1 = �2 = 2
�; cf(�) � � < � ise

(iii) �1 = �; �2 = 2
�; cf(�) � � < � ise

ş¬klar¬n¬n herhangi biri geçerli oldu¼gunda (�) koşulu sa¼glan¬r.

Çözüm. � say¬lamaz bir düzenli kardinal say¬ olsun. W (!�) = [0; !�) ordinal

say¬lar kümesi üzerinden sonlu ötesi tümevar¬mla aşa¼g¬daki gibi kardinal say¬lar tan¬m-

lans¬n: �0 key� bir kardinal say¬ olsun. Key� sabit bir � ( 2 W (!�)) ordinali için ��
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(8� < �) kardinal say¬lar¬ belirlenmi̧s olsun. Bu durumda, e¼ger � bir ard¬l ordinal say¬

ise yani uygun bir 
 < � ordinali için � = 
 + 1 ise �� = 2
�
 biçiminde, yok e¼ger �

bir limit ordinal say¬ ise �� = supf�� : � < �g biçiminde tan¬mlanarak tümevar¬m

sürdürülür. Sonuç olarak � = supf�� : � 2 [0; !�)g biçiminde tan¬mlanan � kardinal

say¬s¬ göz önüne al¬n¬rsa, � bir düzenli kardinal say¬ oldu¼gundan cf(�) = � < � olur.

Ayr¬ca her � < � kardinal say¬s¬ için 2� < � olur ve üstelik cf(�) = � > @0 oldu¼gundan,

Lemma III.5(b) nedeniyle �@0 = � gerçeklenir. Öte yandan Lemma III.14 nedeniyle �

kardinal say¬s¬ 2�nin bir kuvveti olarak yaz¬lamaz dolay¬s¬yla (i)-(iii) ş¬klar¬ndan her-

hangi biri geçerli oldu¼gunda (�) koşulunun sa¼gland¬¼g¬ kolayca görülür. �

III.6 Alexandro¤ Problemi ve ·Ili̧skili Baz¬ Sonuçlar

Bu k¬s¬mda ilk olarak 1923 y¬l¬nda P.S.Alexandro¤ ve P.S.Urysohn taraf¬ndan or-

taya at¬lan "Her birinci say¬labilir t¬k¬z T2 uzay¬n¬n kardinalitesi � c midir?" sorusuna

cevap aranacakt¬r. Bu ünlü problemin cevab¬n¬n �olumlu� oldu¼gu 1969 y¬l¬nda A.V.

Arhangel�skii taraf¬ndan kan¬tlanm¬̧st¬r. Arhangel�skii [16] makalesinde herhangi bir X

Hausdor¤ uzay¬ için jXj � 2L(X):�(X) eşitsizli¼ginin geçerli oldu¼gunu kan¬tlam¬̧st¬r. Bu

eşitsizlikten yararlanarak birinci say¬labilir bir X Hausdor¤ uzay¬, e¼ger bir Lindelöf

uzay¬ ise jXj � 2@0 oldu¼gu anlaş¬l¬r. jXj � 2L(X):�(X) eşitsizli¼ginin gerçeklendi¼gine dair

Arhangel�skii taraf¬ndan verilen kan¬t oldukça uzun olup, aşa¼g¬da R.Pol taraf¬ndan

yap¬lan ispat verilecektir. Ayr¬ca bu k¬s¬mda jXj için farkl¬ s¬n¬rlarda belirlenecektir.

Teorem III.42 (Arhangel�skii Teoremi): X bir T2 uzay¬ ise jXj � 2L(X):�(X) geçer-

lidir.

Kan¬t. L(X):�(X) = � olsun. Her x 2 X noktas¬n¬n jBxj � � koşulunu gerçekleyen

Bx yerel taban¬ göz önüne al¬ns¬n. Bu uzayda, sonlu ötesi tümevar¬mla, aşa¼g¬daki

koşullar gerçeklenecek biçimde fH� : 0 � � < �+g kapal¬ kümeler ailesi ile fV� : 0 <
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� < �+g aç¬k küme ailelerinin ailesi tan¬mlanabilir:

(1) jH�j � 2
� (0 � � < �+);

(2) V� = fB : B 2 Bx; x 2
S
�<�

H�g (0 < � < �+);

(3) Bir U 2 P��(V�) için X 6=
S
U ise H� �

S
U 6= ;:

Önce say¬labilir üyeli herhangi bir H0 kapal¬ alt kümesi al¬ns¬n. Bir � < �+ için

H� (8� < �) kümeleri, (1)-(3) koşullar¬ gerçeklenecek biçimde, önceki aşamalarda

belirlenmi̧sse V� =
S
fBx : x 2

S
�<�

H�g yaz¬ls¬n. Kolayca görülebilir ki � < 
 < �+ ise

V� � V
 olur, üstelik

jV�j =

�����
[

x2
S

�<�

H�
Bx

����� �
�����
[

�<�

H�

����� _ supfjBxj : x 2
[

�<�

H�g � 2
�

gerçeklenir. Şimdi de V� ailesinin jUj � � ve X 6=
S
U koşullar¬n¬ gerçekleyen her bir

U � V� alt ailesi için, tek türlü belirli bir x(U) 2 X �
S
U noktas¬ Seçme Aksiyomu

yard¬m¬yla seçilerek, bu seçilmi̧s noktalardan oluşan

A� = fx(U) : U 2 P��(V�) ve X 6=
[
Ug

alt kümesi tan¬mlans¬n. x(U) 7! U eşleştirmesi A� kümesinden P��(V�) kümesine

bire-bir oldu¼gundan jA�j � jP��(V�)j � jV�j
� � 2� gerçeklenir. Bu aşamada

H� = A� [
[

�<�

H� ( �
[

�<�

H�)

kapal¬ kümesi tan¬mlan¬rsa, Pospisil Teoremi nedeniyle

jH�j =

�����kap(A� [
[

�<�

H�)

����� � (d(H�))
�(H�) �

�����A� [
[

�<�

H�

�����

�(X)

� (2�)� = 2�

olur. Ayr¬ca herhangi � < � için H� � H� oldu¼gu kolayca görülür; çünkü A� � A� d¬r.

O halde istenen ailelerin istenen koşullar gerçekleşecek biçimde sonlu ötesi tümevar¬m

yoluyla tan¬mlanmas¬ süreci bitirilmi̧s olur. Art¬k bu aşamada H =
S

�<�+
H� yaz¬l¬rsa,

X = H oldu¼gunu göstermek güç de¼gildir. Gerçekten, üyeleri azalmayan kapal¬ kümeler
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olan fH�g�<�+ ailesi için, t(X) � �(X) � � oldu¼gundan, H =
S

�<�+
H� kümesi kapal¬

olur. Şimdi e¼ger X �H 6= ; olsayd¬, bir x0 2 X �H eleman¬ var olur ve üstelik X bir

T2 uzay¬ oldu¼gundan her bir x 2 H için x 6= x0 nedeniyle x0 =2 Bx olacak biçimde bir

Bx 2 Bx vard¬r. Böylece elde edilen fBxgx2H [ fX �Hg ailesi, X uzay¬ için bir aç¬k

örtülüş olur. Bu durumda L(X) � � oldu¼gundan bir A � H alt kümesi, jAj � � ve

X =
S
x2A

Bx[ (X�H) koşullar¬ gerçeklenecek biçimde vard¬r. Bu alt küme arac¬l¬¼g¬yla

tan¬mlanan U0 = fBxgx2A ailesi için H �
S
U0 ve x0 =2

S
U0 olur ve böylece X 6=

S
U0

bulunur. Öte yandan jU0j = jAj � � oldu¼gundan uygun bir �0 < �+ ( = cf(�+))

ordinali için U0 � V�0 olur, üstelik U0 2 P��(V�0) d¬r. Böylece (3) koşulu nedeniyle

H�0 �
S
U0 6= ; olur; ancak bu durum H�0 � H �

S
U0 gerçe¼giyle çeli̧sir. Ulaş¬lan bu

çeli̧ski nedeniyle X = H =
S

�<�+
H� oldu¼gu anlaş¬l¬r ve böylece

jXj =

�����
[

�<�+

H�

����� � �+ _ supfjH�j : � < �+g � 2�

bulunur.

Bu teorem L.Gillman taraf¬ndan kan¬tlanan şu gerçekten yararlanarakta ispat-

lanabilir: Bir (X; �) uzay¬nda

Özellik(I) E¼ger A � X ve jAj � � ise
��A
�� � 2�

Özellik(II) E¼ger A kümesi, X uzay¬nda kapal¬ ve jAj � 2� ise

	(A) = minfjUj : U � � ;
T
U = Ag � 2�

özellikleri geçerliyse ve jXj > 2� ise bu uzayda �+-uzunlu¼gunda erkin dizi tan¬mlan-

abilir. Bu son gerçekten yararlanarak Arhangel�skii Teoremi aşa¼g¬daki gibi kan¬tlan¬r:

X bir T2 uzay¬ olmak üzere L(X):�(X) = � olsun. Bu durumda, X uzay¬nda, Özel-

lik(I) ve Özellik(II) geçerli olup bu uzayda �+-uzunlu¼gunda erkin dizi tan¬mlanamaz,

dolay¬s¬yla biraz önceki sonuç nedeniyle jXj � 2� olur. Gerçekten, bu uzayda kapal¬

olan ve jAj � 2� koşulunu gerçekleyen bir A kümesi için her x 2 A noktas¬n¬n jBxj � �

gerçeklenecek biçimde bir Bx yerel taban¬ göz önüne al¬ns¬n. Bu durumda B =
S
x2A

Bx
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ailesi için jBj � jAj _ supx2A jBxj � 2
� olur. A kümesi X uzay¬nda kapal¬ oldu¼gundan

L(A) � L(X) � � olup, 	(A) � jP��(B)j � (2�)
� = 2� gerçeklendi¼gi kolayca görülür,

böylece Özellik(II)�nin X uzay¬nda geçerli oldu¼gu anlaş¬l¬r. Ayr¬ca X bir T2 uzay¬

oldu¼gundan, jAj � � gerçekleyen herhangi bir A � X alt kümesi için Pospisil Teoremi

ve ¬ra say¬s¬n¬n monotonlu¼gundan yararlanarak
��A
�� � (d(A))�(A) � jAj�(X) � �� = 2�

bulunur, dolay¬s¬ylaÖzellik(I)�indeX uzay¬nda geçerli oldu¼gu anlaş¬l¬r. Öte yandanX

uzay¬nda �+-uzunlu¼gunda erkin bir dizi tan¬mlanamaz ; çünkü L(X) � � oldu¼gundan,

bu uzayda �+-uzunlu¼gunda herhangi bir fx� : � < �+g dizisi için bir p 2 X noktas¬,

her aç¬k komşulu¼gunda fx� : � < �+g dizisinin �+ say¬da eleman¬n¬ içerecek biçimde

var olur. Böylece baz¬ � < �+ ordinalleri için p 2 fx� : � < �g \ fx� : � � �g 6= ; olur,

dolay¬s¬yla fx� : � < �+g dizisinin erkin olmad¬¼g¬ anlaş¬l¬r. (E¼ger ek olarak X bir t¬k¬z

uzay olsayd¬ bu sonuç Teorem III.3�den kolayca görülürdü.)

Sonuç III.32 Birinci say¬labilir bir t¬k¬z T2 uzay¬ ya say¬labilirdir ya da 2@0 kardi-

nalitelidir.

Kan¬t. X say¬lamaz sonsuz elemanl¬, birinci say¬labilir ve t¬k¬z bir T2 uzay¬ olsun.

Arhangel�skii Teoremi nedeniyle jXj � 2@0 olur, o halde jXj � 2@0 oldu¼gunu göstermek

yeterlidir. Bu amaçla, X uzay¬nda bir x 2 X noktas¬n¬ içeren tüm aç¬k kümelerin ailesi

�x ile gösterilmek üzere, A = fx 2 X : @0 < jBj (8B 2 �x)g alt kümesi tan¬mlans¬n.

Kolayca görülebilir ki A boştan farkl¬ bir kapal¬ kümedir, üstelik A alt uzay¬n¬n hiç

yal¬t¬lm¬̧s noktas¬ yoktur. Gerçekten, p 2 A noktas¬ A alt uzay¬nda bir yal¬t¬lm¬̧s nokta

olsayd¬, X uzay¬nda aç¬k bir V kümesi A \ V = fpg olacak biçimde var olurdu. Bu

durumda, X uzay¬ birinci say¬labilir oldu¼gundan, p noktas¬n¬n B0 � V ve Bn+1 � Bn

(8n < @0) koşullar¬n¬ gerçekleyen bir fBngn<@0 yerel taban¬ vard¬r.

B0 � fpg =
[

n<@0

(Bn �Bn+1) ve jB0 � fpgj =

�����
[

n<@0

(Bn �Bn+1)

����� > @0
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oldu¼gundan en az bir n0 < @0 say¬s¬ için jBn0 �Bn0+1j > @0 gerçeklenir. X bir t¬k¬z

uzay oldu¼gundan Bn0 � Bn0+1 kümesinin en az bir tam y¬¼g¬lma noktas¬ vard¬r. E¼ger

q 2 X böyle bir noktaysa, q 2 A \ V ve q 6= p olur; ancak bu durum A \ V = fpg

hipotezi ile çeli̧sir. Ulaş¬lan bu çeli̧ski nedeniyle A uzay¬nda hiçbir yal¬t¬lm¬̧s noktan¬n

bulunmad¬¼g¬ ve böylece �(p;A) � @0 (8p 2 A) gerçeklendi¼gi anlaş¬l¬r. Sonuç olarak

Cech-Pospisil Teoremi�nden yararlanarak jXj � jAj � 2@0 aranan eşitsizli¼gi bulunur.

Sonuç III.33 (R;R1) uzay¬nda her say¬lamaz noktal¬ kapal¬ küme 2@0 kardinalitelidir.

Kan¬t. Bu uzayda her kapal¬ küme say¬labilir say¬da t¬k¬z alt kümenin birleşimi

olarak yaz¬labildi¼ginden, bir önceki sonuçtan yararlanarak iddia kolayca kan¬tlan¬r.

Sonuç III.34 X birinci say¬labilir ve Lindelöf olan bir Hausdor¤ uzay¬ ise jC(X)j =

2@0 geçerlidir.

Kan¬t. Arhangel�skii Teoremi nedeniyle jXj � 2@0 olur, üstelik X uzay¬ birinci

say¬labilir oldu¼gundan w(X) � �(X): jXj � 2@0 geçerlidir. O halde Teorem III.16�dan

yararlanarak 2@0 � jC(X)j � (w(X))wc(X) � 2@0 bulunur.

Sonuç III.35 X ba¼glant¬l¬, birinci say¬labilir ve Lindelöf olan en az iki elemanl¬ bir

T3 uzay¬ ise jXj = 2@0 geçerlidir.

Kan¬t. Arhangel�skii Teoremi nedeniyle jXj � 2@0 oldu¼gundan, jXj � 2@0 ters

eşitsizli¼gini göstermek yeterlidir. Lindelöf T3 uzaylar¬ birer T4 uzay¬ oldu¼gundan, X bir

T4 dolay¬s¬yla bir Tikhonov uzay¬d¬r. O halde farkl¬ x1; x2 2 X noktalar¬ için f(x1) = 0

ve f(x2) = 1 gerçekleyen sürekli bir f : X �! [0; 1] fonksiyonu vard¬r. Sonuç olarak,

ba¼glant¬l¬ kümelerin sürekli görüntüleri de ba¼glant¬l¬ oldu¼gundan, f(X) = [0; 1] olur ve

böylece jXj � jf(X)j = j[0; 1]j = 2@0 bulunur.
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Ünlü Alexandro¤ Problemi�nin çözülmesiyle çok say¬da ilginç ve önemli sonuç

bulunmuştur. Örne¼gin S.Mrowka [17] makalesinde Arhangel�skii Teoremi�nden yarar-

lanarak c = 2@0 say¬s¬n¬ aşa¼g¬daki gibi karakterizi etmi̧stir.

Teorem III.43 � sonsuz bir kardinal say¬ olmak üzere, aşa¼g¬daki önermeler eşde¼gerdir:

(a) � kardinaliteli, birinci say¬labilir ve t¬k¬z olan bir T2 uzay¬ vard¬r.

(b) D(�) kesikli uzay¬n¬n birinci say¬labilir olan ve jcD(�)j = � gerçekleyen bir

cD(�) t¬k¬zlaşmas¬ vard¬r.

(c) D(�) uzay¬n¬n bir cD(�) t¬k¬zlaşmas¬ vard¬r öyle ki cD(�)nD(�) kümesi, cD(�)

uzay¬nda, � say¬da ikişerli ayr¬k G�-türü kapal¬ kümenin birleşimi olarak yaz¬l¬r.

(d) �D(�)nD(�) kümesi, �D(�) uzay¬nda, � say¬da ikişerli ayr¬k G�-türü kapal¬

kümenin birleşimi olarak yaz¬l¬r.

(e) �, j�j = � gerçekleyen bir indis kümesi olmak üzere, her � 2 � için D(�)

kümesinin alt kümelerinin bir fA(�)n g1n=1 dizisi aşa¼g¬daki koşullar gerçekleşecek biçimde

vard¬r:

(i)
1S
n=1

A
(�)
n = D(�) (8� 2 �)

(ii) Pozitif tam say¬lar¬n her fn� 2 N : � 2 �g indis ailesine karş¬l¬k sonlu

say¬da �1; �2; ::; �k 2 � elemanlar¬,
���A(�1)n�1

\ :: \ A
(�k)
n�k

��� < @0 olacak biçimde vard¬r.

(iii) Her �1; �2 2 �; �1 6= �2 indis çiftine karş¬l¬k bir n 2 N say¬s¬

A
(�1)
1 [ :: [ A(�1)n [ A

(�2)
1 [ :: [ A(�2)n = D(�)

gerçeklenecek biçimde vard¬r.

Kan¬t. E¼ger (a) önermesi do¼gruysa, Sonuç III.32 nedeniyle � = @0 ya da � = c olur.

Aşa¼g¬da � say¬s¬n¬n ne oldu¼gu aç¬kça belirtilmeden (a), (b), (c), (d) ve (e) önermelerinin

eşde¼ger oldu¼gu kan¬tlanacakt¬r.

(a)) (b): X; (a) önermesindeki özelliklere sahip bir uzay olsun. Bu uzay arac¬l¬¼g¬yla

tan¬mlanan A(X) Alexandro¤ çift X uzay¬ (bkz. [4]) kesikli D(�) uzay¬n¬n (b) deki

159



koşullar¬ sa¼glayan bir t¬k¬zlaşmas¬d¬r. (Gerçekten, Xi = X � fig (i = 1; 2) olmak

üzere X1 [X2 kümesi üzerinde, Alexandro¤ çift çember uzay¬�na benzer biçimde

tan¬mlanan A(X) uzay¬, birinci say¬labilir t¬k¬z bir T2 uzay¬d¬r. A(X) uzay¬nda X1,

kapal¬-seyrek bir küme ve X2, aç¬k-yo¼gun bir kümedir. Üstelik X1 alt uzay¬, X uzay¬

ile eşyap¬l¬ olup X2, � kardinaliteli kesikli bir alt uzayd¬r. O halde kesikli D(�) uzay¬

ile t¬k¬z A(X) uzay¬n¬n X2 yo¼gun alt uzay¬ eşyap¬l¬ oldu¼gundan, A(X) uzay¬ D(�) uza-

y¬n¬n (b) ş¬kk¬nda aranan özelliklere sahip bir t¬k¬zlaşmas¬ olur. ) (b) ) (a) apaç¬kt¬r,

böylece (a) ve (b) önermelerinin eşde¼ger oldu¼gu anlaş¬l¬r.

(a) ) (d): X; (a) önermesindeki özelliklere sahip bir uzay olsun. Bu durumda

jD(�)j = jXj oldu¼gundan bire-bir ve örten bir f : D(�) �! X fonksiyonu vard¬r.

Kesikli bir uzaydan herhangi bir uzaya tan¬mlanan tüm fonksiyonlar sürekli oldu¼gun-

dan f fonksiyonu da süreklidir. O halde f fonksiyonunun �D(�) uzay¬na bir sürekli

geni̧slemesi vard¬r. K¬sacas¬ sürekli bir g : �D(�) �! X fonksiyonu, gjD(�) = f olacak

biçimde vard¬r. Her x 2 X için Fx = g�1(x) \ (�D(�)nD(�)) biçiminde tan¬mlans¬n.

�D(�) bir T4 uzay¬ oldu¼gundan, bu uzayda her s¬f¬r kümesi G�-türü kapal¬ bir kümedir.

Böylece Fx kümelerinin �D(�) uzay¬nda iki̧serli ayr¬k G�-türü kapal¬ kümeler oldu¼gu

ve �D(�)nD(�) =
S
x2X

Fx gerçeklendi¼gi anlaş¬l¬r. Demek ki (a) önermesi do¼gru ise (d)

geçerlidir.

(d)) (c) ç¬karsamas¬ apaç¬k olup (c)) (e) aşa¼g¬daki gibi kan¬tlan¬r: cD(�), D(�)

uzay¬n¬n (c) ş¬kk¬ndaki koşullar¬ gerçekleyen bir t¬k¬zlaşmas¬ olsun. Bu durumda cD(�)

uzay¬nda cD(�)nD(�) =
S
�2�

F�; j�j = � olacak biçimde iki̧serli ayr¬k G�-türü kapal¬ F�

kümeleri vard¬r. Böylece her � 2 � için, cD(�) uzay¬nda, G(�)n (8n 2 N) aç¬k kümeleri

F� =

1\

n=1

G(�)n ; G
(�)
n+1 � G(�)n (8n 2 N)

gerçekleşecek biçimde vard¬r. Her � 2 � için A(�)n = D(�) � G
(�)
n (8n 2 N) biçiminde

tan¬mlan¬rsa, fA(�)n g1n=1 (8� 2 �) dizileri (e) önermesindeki koşullar¬ sa¼glar. Gerçekten,
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her � 2 � için

D(�) �
1[

n=1

A(�)n = D(�)�
1\

n=1

G(�)n = D(�)� F� � D(�)� (cD(�)�D(�)) = D(�)

oldu¼gundan (i) sa¼glan¬r. fn� 2 N : � 2 �g pozitif tam say¬lardan oluşan herhangi

bir indis ailesi olsun. Bu indis ailesi taraf¬ndan belirlenen fG(�)n� : � 2 �g ailesi, t¬k¬z

cD(�)nD(�) kümesi için bir aç¬k örtülüş oldu¼gundan, sonlu say¬da �1; ::; �k 2 � indisi

cD(�)nD(�) � G(�1)n�1
[ :: [G(�k)n�k

gerçeklenecek biçimde vard¬r. Böylece elde edilen

A(�1)n�1
\ :: \ A(�k)n�k

= D(�)� (G(�1)n�1
[ :: [G(�k)n�k

) = cD(�)� (G(�1)n�1
[ :: [G(�k)n�k

)

kümesi, D(�) uzay¬nda t¬k¬zd¬r. Dolay¬s¬yla
���A(�1)n�1

\ :: \ A
(�k)
n�k

��� < @0 olur ve böylece

(ii)�nin sa¼gland¬¼g¬ anlaş¬l¬r. F� kümelerinin iki̧serli ayr¬k olmalar¬ gerçe¼ginden yarar-

lanarak (iii) koşulunun sa¼gland¬¼g¬ kolayca görülür. Son olarak (e) önermesi do¼gru

oldu¼gunda (a)�n¬n da do¼gru oldu¼gu gösterilirse kan¬t tamamlanm¬̧s olur.

(e) ) (a): Varsay¬m gere¼gi do¼gru olan (e) önermesinde indis kümesi � = D(�)

biçiminde al¬nabilir. � üzerinde her bir � 2 � noktas¬n¬n yerel taban¬n¬n

B� = ff�g [ (�� (A
(�)
1 [ :: [ A(�)n )) : n 2 Ng

biçiminde tan¬mland¬¼g¬ uzay göz önüne al¬ns¬n. Bu uzay birinci say¬labilir t¬k¬z bir T2

uzay¬d¬r. Gerçekten, � uzay¬n¬n birinci say¬labilir oldu¼gu apaç¬kt¬r. Farkl¬ �1; �2 2 �

noktalar¬ için, (i) koşulu nedeniyle, �1 2 A
(�1)
n ve �2 2 A

(�2)
m olacak biçimde n;m 2 N

say¬lar¬ vard¬r. ni = minfn 2 N : �i 2 A
(�i)
n g (i = 1; 2) biçiminde tan¬mlans¬n. Öte

yandan (iii) koşulu nedeniyle, bir n3 2 N say¬s¬ A
(�1)
1 [ :: [A

(�1)
n3 [A

(�2)
1 [ :: [A

(�2)
n3 = �

gerçeklenecek biçimde vard¬r. Sonuç olarak n0 = maxfn1; n2; n3g al¬n¬rsa, f�ig [ (��

(A
(�i)
1 [ :: [ A

(�i)
n0 )) 2 B�i (i = 1; 2) olup

[f�1g [ (�� (A
(�1)
1 [ :: [ A(�1)n0

))] \ [f�2g [ (�� (A
(�2)
1 [ :: [ A(�2)n0

))] = ;
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gerçeklenir, böylece � uzay¬n¬n bir T2 uzay¬ oldu¼gu anlaş¬l¬r. Ayr¬ca (ii) koşulundan

yararlanarak � uzay¬n¬n t¬k¬z oldu¼gu görülebilir. Demek ki (e) önermesi do¼gru ise (a)

da do¼gru olur, böylece kan¬t tamamlan¬r.

Teorem III.43 ve Sonuç III.32�den yararlanarak, eşde¼ger (a), (b), (c), (d) ve (e) ön-

ermelerinden herhangi birisini (dolay¬s¬yla hepsini) gerçekleyen say¬lamaz tek kardinal

say¬n¬n c oldu¼gu anlaş¬l¬r.

Bu k¬s¬mda son olarak, Ay¬rma Aksiyomlar¬�ndan yararlanarak, uzaylar¬n kardi-

naliteleri için baz¬ s¬n¬rlar verilecektir.

Teorem III.44 (Hajnal-Juhasz Teoremi): Herhangi bir T2 uzay¬ X için jXj �

2c(X):�(X) geçerlidir. Özel olarak her birinci say¬labilir, say¬labilir zincir koşulunu gerçekleyen

Hausdor¤ uzay¬ en fazla 2@0 noktal¬d¬r.

Kan¬t. c(X):�(X) = � olsun. Her x 2 X noktas¬n¬n jBxj � � gerçekleyen bir

Bx yerel taban¬ göz önüne al¬ns¬n. Teorem III.42 de yap¬lanlara benzer biçimde, sonlu

ötesi tümevar¬mla, X uzay¬nda alt kümelerin bir fA� : 0 � � < �+g ailesi ile aç¬k

küme ailelerinin bir fV� : 0 < � < �+g ailesi aşa¼g¬daki koşullar gerçeklenecek biçimde

tan¬mlanabilir:

(1) jA�j � 2
� (0 � � < �+);

(2) V� =
S
fBx : x 2

S
�<�

A�g (0 < � < �+);

(3) Her 
 < � için G
 2 P��(V�) olmak üzere, e¼ger X 6=
S

<�

(
S
G
) ise

A� �
S

<�

(
S
G
) 6= ; olur.

A =
S

�<�+
A� yaz¬ls¬n. Amaç X = A oldu¼gunu göstermektir. E¼ger X � A 6= ; olsayd¬,

en az bir x0 2 X �A eleman¬ var olurdu. x0 noktas¬n¬n Bx0 = fBx0;
g
<� yerel taban¬

arac¬l¬¼g¬yla

W
 = fB 2
[

x2A

Bx : B \Bx0;
 = ;g (8
 < �)
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aç¬k küme aileleri tan¬mlans¬n. (
S
W
) \ Bx0;
 = ; gerçeklendi¼ginden x0 =2

S
W


(8
 < �) oldu¼gu anlaş¬l¬r. X bir T2 uzay¬ oldu¼gundan A �
S

<�

(
S
W
) gerçeklendi¼gi

kolayca görülür. Öte yandan Önerme II.1 nedeniyle, her 
 < � ordinali için bir G
 � W


alt ailesi
[
W
 �

[
G
 ve jG
j � �

koşullar¬ gerçeklenecek biçimde vard¬r. Bu durumda

A �
[


<�

(
[
W
) �

[


<�

(
[
G
)

olur. Her 
 < � için jG
j � � oldu¼gundan

����
S

<�

G


���� � � geçerlidir.
S

<�

G
 = fV
 : 
 < �g

yaz¬l¬rsa, her 
 < � için V
 2
S

<�

G
 �
S
x2A

Bx nedeniyle, uygun bir x
 2 A ( =
S

�<�+
A�)

eleman¬ ve �
 < �+ ordinali için x
 2 A�
 ve V
 2 Bx
 olur. sup
<� �
 < �0 < �+

gerçeklenecek biçimde bir �0 ordinali var oldu¼gundan, her 
 < � için �
 < �0 ve sonuçta

x
 2 A�
 �
S
�<�0

A� ve V
 2 Bx
 �
S
fBx : x 2

S
�<�0

A�g = V�0 ve böylelikle G
 � V�0

(8
 < �) bulunur. Sonuç olarak x0 2 X�
S

<�

(
S
G
) 6= ; oldu¼gundan, (3) koşulu gere¼gi

A�0 �
S

<�

(
S
G
) 6= ; olmal¬d¬r; ancak bu durum A�0 �

S
�<�+

A� = A �
S

<�

(
S
G
)

gerçe¼gi ile çeli̧sir. Ulaş¬lan bu çeli̧ski nedeniyle X = A =
S

�<�+
A� olur ve böylece

jXj =

����
S

�<�+
A�

���� � 2� bulunur.

X bir T2 uzay¬ olmak üzere, jXj için 2L(X):�(X) ve 2c(X):�(X) s¬n¬rlar¬ndan hangisinin

daha keskin oldu¼gu uzaya ba¼gl¬ olarak de¼gi̧sir. Örne¼gin X uzay¬ olarak MN -düzlemi

al¬n¬rsa, L(X) = e(X) = s(X) = jXj = 2@0 ve c(X) = d(X) = �(X) = @0 olur.

Böylece

jXj = 2c(X):�(X) = 2@0 < 22
@0 = 2L(X):�(X)

bulunur. Öte yandan X sözlük s¬ral¬ birim kare uzay¬ olarak al¬n¬rsa, (X = [0; 1]� [0; 1]

birim karesi üzerinde, ancak ve yaln¬z i) x1 < x2 ya da ii) x1 = x2 ve y1 < y2

ba¼gdaşmaz koşullar¬ndan birisi geçerli oldu¼gunda (x1; y1) < (x2; y2) yazarak tan¬mlanan

sözlük s¬ralamas¬ göz önüne al¬ns¬n. Bu, iyi bilindi¼gi gibi bir tümel s¬ralamad¬r. X
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üzerinde bu s¬ralama ba¼g¬nt¬s¬n¬n belirledi¼gi s¬ralama topolojisi tan¬mlans¬n. Böylece

elde edilen X uzay¬na sözlük s¬ral¬ birim kare uzay¬ denilir. (bkz. [3] veya [4]))

L(X) = �(X) = @0 ve c(X) = jXj = 2@0 geçerlidir. Böylece

jXj = 2L(X):�(X) = 2@0 < 22
@0 = 2c(X):�(X)

olur.

Teorem III.45 (Hajnal-Juhasz): Herhangi bir T1 uzay¬ X için jXj � 2s(X): (X)

geçerlidir.

Kan¬t. s(X): (X) = � olsun. Her x 2 X noktas¬n¬n jGxj � � gerçekleyen bir Gx

sözde taban¬ göz önüne al¬ns¬n. Yine Teorem III.42�nin kan¬t¬nda yap¬lanlara benzer

biçimde, sonlu ötesi tümevar¬m kullan¬larak, fA� : 0 � � < �+g alt kümeler ailesi ile

fV� : 0 < � < �+g aç¬k küme ailelerinin ailesi aşa¼g¬daki koşullar gerçeklenecek biçimde

tan¬mlanabilir:

(1) jA�j � 2
� (8� < �+);

(2) V� =
S
fGx : x 2

S
�<�

A�g (0 < � < �+);

(3) E¼ger U 2 P��(V�) ve B
 2 P��(
S
�<�

A�) (8
 < �) için X 6=
S
U [

S

<�

B
 ise

A� � (
S
U [

S

<�

B
) 6= ; olur.

A =
S

�<�+
A� olmak üzere, amaç X = A oldu¼gunu göstermektir. E¼ger X � A 6= ;

olsayd¬, en az bir x0 2 X � A noktas¬ var olurdu.  (X) � � oldu¼gundan, kolayca

görülebilir kiX�fx0g =
S

<�

H
 gerçeklenecek biçimde,X uzay¬nda, kapal¬H
 (8
 < �)

kümeleri vard¬r. K
 = A \H
 (8
 < �) yaz¬l¬rsa, her x 2 K
 için x 6= x0 oldu¼gundan

bir Gx 2 Gx üyesi x0 =2 Gx olacak biçimde vard¬r. Aç¬kt¬r ki fGx : x 2 K
g ailesi,

K
 kümesinin bir aç¬k örtülüşüdür. O halde Lemma II.9 nedeniyle, her 
 < � için

B
; C
 � K
 alt kümeleri

K
 � B
 [ (
[

x2C


Gx); jB
j � � ve jC
j � �
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koşullar¬ gerçeklenecek biçimde vard¬r. U = fGx : x 2
S

<�

C
g al¬n¬rsa

A �
[
U [

[


<�

B
 ve x0 =2 (
[
U [

[


<�

B
)

olur. Öte yandan bir �0 ordinali, B
 [ C
 �
S
�<�0

A� (8
 < �) olacak biçimde vard¬r.

Sonuç olarak U 2 P��(V�0) veB
 2 P��(
S
�<�0

A�) (8
 < �) olupX�(
S
U[

S

<�

B
) 6= ;

gerçeklendi¼ginden, (3) koşulu nedeniyle, A�0 � (
S
U [

S

<�

B
) 6= ; olmal¬d¬r; ancak bu

durum A�0 �
S

�<�+
A� = A � (

S
U [

S

<�

B
) gerçe¼giyle çeli̧sir. Elde edilen bu çeli̧ski

nedeniyle, X = A olur ve böylece jXj =

����
S

�<�+
A�

���� � 2� bulunur.

Sonuç III.36 E¼ger X bir T2 uzay¬ ise jXj � 2hL(X) geçerlidir. Özel olarak her kal¬t¬m-

sal Lindelöf T2 uzay¬n¬n kardinalitesi en fazla 2@0 d¬r.

Kan¬t. s(X) = hc(X) � hL(X) ve Teorem II.8(f)�de görüldü¼gü gibi  (X) �

hL(X) oldu¼gundan, jXj � 2s(X): (X) � 2hL(X) gerçeklenir.

Sonuç III.37 Herhangi bir X T2 uzay¬ için jXj � 22
s(X)

geçerlidir.

Kan¬t. Sonuç II.2�den kolayca görülür.

Erdös-Rado Lemmas¬�ndan yararlanarak Teorem III.44 ve Teorem III.45�in çok

daha zarif ispatlar¬ verilebilir. Örne¼gin Hajnal-Juhasz Teoremi (Teorem III.45 benzer

biçimde kan¬tlan¬r.) şu şekilde kan¬tlanabilir: X bir T2 uzay¬ olmak üzere, c(X):�(X) =

� olsun. Bu durumda jXj > 2� gerçeklendi¼gi varsay¬ls¬n. Her x 2 X noktas¬ndaki yerel

taban Bx = fBx;�g�<� ile gösterilmek üzere, her �; � < � ordinal say¬ çiftine (� 6= �

olmak zorunda de¼gildir) kaŗs¬l¬k

V (x; f�; �g) = Bx;�\Bx;� ve P (f�; �g) = ffx; yg 2 [X]
2 : V (x; f�; �g)\V (y; f�; �g) = ;g

kümeleri tan¬mlans¬n. X bir T2 uzay¬ oldu¼gundan, kolayca görülür ki [X]2 �
S
fP (f�; �g) :

�; � < �g gerçeklenir. O halde Erdös-Rado Lemmas¬ nedeniyle jAj > � gerçekleyen

bir A � X alt kümesi ile �0; �0 < � ordinal say¬ çifti, [A]2 � P (f�0; �0g) olacak
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biçimde vard¬r. Sonuçta elde edilen V = fV (x; f�0; �0g) : x 2 Ag ailesi X uzay¬nda bir

gözenekli aile olur üstelik jVj > � gerçeklenir; ancak bu durumda � < jVj � c(X) � �

çeli̧skisi bulunur. Ulaş¬lan bu çeli̧ski nedeniyle jXj � 2� oldu¼gu anlaş¬l¬r.

Teorem III.46 Herhangi bir T1 uzay¬ X için jXj � 2e(X):�(X) geçerlidir.

Kan¬t. e(X):�(X) = � olsun. Bu durumda jXj > 2� oldu¼gu varsay¬l¬rsa aşa¼g¬daki

gibi bir çeli̧ski bulunur: X uzay¬n¬n aç¬k örtülüşlerinin fxg =
T
�<�

st(x;V�) (8x 2 X)

koşulunu gerçekleyen bir fV�g�<� ailesi göz önüne al¬ns¬n. Aç¬kt¬r ki x; y 2 X ve x 6= y

için en az bir �0 < � ordinali, x =2 st(y;V�0) (denk olarak y =2 st(x;V�0)) olacak biçimde

vard¬r. Böylece

P� = ffx; yg 2 [X]
2 : y =2 st(x;V�)g (8� < �)

biçiminde tan¬mlanan kümeler için [X]2 �
S
�<�

P� gerçeklenir. Sonuç olarak Erdös-

Rado Lemmas¬ nedeniyle jDj > � ve [D]2 � P�0 koşullar¬ gerçeklenecek biçimde bir

D � X alt kümesi ve bir �0 < � ordinali var olur; ancak bu durumda D kümesi, X

uzay¬nda, kapal¬ ve kesikli olaca¼g¬ndan � < jDj � e(X) � � çeli̧skisi bulunur. Demek

ki jXj � 2� olur.

Aşa¼g¬daki teoremde, X bir T4 uzay¬ ise jXj için 2c(X):�(X) ve 2L(X):�(X) s¬n¬rlar¬ndan

daha iyi (daha keskin) bir s¬n¬r görülecektir.

Teorem III.47 (Bell-Ginsburg-Woods Teoremi): Herhangi bir T4 uzay¬ X için

jXj � 2wc(X):�(X) gerçeklenir.

Kan¬t. wc(X):�(X) = � olsun. Her x 2 X noktas¬n¬n jBxj � � gerçekleyen bir Bx

yerel taban¬ göz önüne al¬ns¬n. X uzay¬nda artan kapal¬ kümelerin fH� : 0 � � < �+g

ailesi ile fV� : 0 < � < �+g aç¬k küme ailelerinin ailesi, t¬pk¬ Teorem III.42�nin
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kan¬t¬nda oldu¼gu gibi aşa¼g¬daki koşullar gerçeklenecek biçimde tan¬mlanabilir:

(1) jH�j � 2
� (0 � � < �+);

(2) V� =
S
fBx : x 2

S
�<�

H�g (0 < � < �+);

(3) Bir U 2 P��(V�) için X 6=
S
U ise H� �

S
U 6= ;:

H =
S

�<�+
H� yaz¬l¬rsa, kolayca görülebilir ki H kümesi kapal¬d¬r. Gerçekten, herhangi

bir x 2 H noktas¬ göz önüne al¬ns¬n. Bu noktan¬n Bx = fBx;
g
<� yerel taban¬ için

Bx;
 \ H = Bx;
 \
S

�<�+
H� 6= ; (8
 < �) oldu¼gundan, her 
 < � ordinali için Bx;
 \

H�
 6= ; gerçeklenecek biçimde bir �
 < �+ ordinali vard¬r. cf(�+) = �+ oldu¼gundan

sup
<� �
 < �0 < �+ gerçekleyen bir �0 ordinali vard¬r. Böylece kapal¬ H� kümeleri

artan (� < 
 ise H� � H�) oldu¼gundan Bx;
\H�0
6= ; (8
 < �) gerçeklenir, dolay¬s¬yla

x 2 H�0
= H�0

�
S

�<�+
H� gerçeklenir ve böylece H �

S
�<�+

H� = H � H bulunur.

E¼ger X = H oldu¼gu gösterilirse kan¬t tamamlanm¬̧s olur. E¼ger X 6= H olsayd¬, en

az bir x0 2 X � H noktas¬ var olur. Üstelik X bir düzenli uzay oldu¼gundan bu

uzayda bir V aç¬k kümesi, H � V ve x0 =2 V koşullar¬ gerçeklenecek biçimde vard¬r.

G = fB 2 Bx : x 2 H;B � V g biçiminde tan¬mlanan G ailesi için kolayca görülür ki

H �
S
G ve x0 =2

S
G olur. O halde X uzay¬ normal oldu¼gundan, H � W � W �

S
G

gerçeklenecek biçimde aç¬k bir W kümesi vard¬r. Bu durumda G [ fX �Wg ailesi X

uzay¬n¬n bir aç¬k örtülüşüdür. wc(X) � � nedeniyle bir U � G alt ailesi

X = (
[
U) [ (X �W ) ve jUj � �

koşullar¬ sa¼glanacak biçimde vard¬r, üstelik H \ (X �W ) = ; oldu¼gundan H �

S
U gerçeklenir. Öte yandan bir �0 < �+ ordinali için U 2 P��(V�0) ve X 6=

S
U

oldu¼gundan, (3) koşulu nedeniyle ; 6= H�0
�
S
U � H �

S
U = ; çeli̧skisi bulunur.

Ulaş¬lan bu çeli̧ski nedeniyle X = H oldu¼gu anlaş¬l¬r.
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IV SONUÇLAR ve TARTIŞMA

Bu tezde ça¼gdaş Genel Topoloji�nin kardinal de¼gi̧smezler gibi h¬zla geli̧sim gösteren

bir alan¬na giri̧s yap¬lm¬̧st¬r. Topolojide bilinen baz¬ ünlü sonuçlar kardinal de¼gi̧smezler

arac¬l¬¼g¬yla genelleştirilebilir. Örne¼gin her ikinci say¬labilir uzay¬n bir Lindelöf uzay¬

oldu¼gunu söyleyen ünlü sonuç, herhangi bir X uzay¬ için geçerli olan �L(X) � w(X)�

eşitsizli¼ginin kolay bir sonucudur. Genel bilgiler bölümünde en çok kaŗs¬laş¬lan kardinal

de¼gi̧smezler aras¬ndaki temel ba¼g¬nt¬ ve eşitsizlikler verilmi̧stir. Bir X topolojik uza-

y¬n¬n kardinal de¼gi̧smezlerinden yararlanak jXj ; o(X) ve jC(X)j kardinal say¬lar¬ için

s¬n¬rlar bulunur. Elde edilen s¬n¬rlar uzay¬n topolojik özellikleri hakk¬nda bilgi verir.

Örne¼gin herhangi bir T0 uzay¬ X için jXj � o(X) � 2w(X) oldu¼gundan, 2@0 dan fazla

say¬da noktas¬ bulunan bir T0 uzay¬n¬n ikinci say¬labilir olmad¬¼g¬ ve bu uzayda 2@0

dan fazla say¬da aç¬k küme bulundu¼gu anlaş¬l¬r. (D(2))2
@0 çarp¬m uzay¬, son söylenen

özelliklere sahip bir uzayd¬r.

K¬s¬m III.1 de görüldü¼gü gibi bir X t¬k¬z Hausdor¤ uzay¬ için

(1) w(X) = nw(X) � jXj

geçerlidir. Bu sonuçtan yararlanarak, e¼ger bir Y t¬k¬z Hausdor¤ uzay¬ bir X uzay¬n¬n

sürekli ve örten bir fonksiyon alt¬nda görüntüsüyse w(Y ) � w(X) oldu¼gu kolayca

kan¬tlan¬r. Gerçekten, f : X �! Y sürekli ve örten bir fonksiyon olmak üzere, X

uzay¬n¬n jBj = w(X) gerçekleyen bir B taban¬ arac¬l¬¼g¬yla tan¬mlanan ff(B) : B 2 Bg

ailesi, Y uzay¬ için bir a¼g tan¬mlar, böylece w(Y ) = nw(Y ) � jff(B) : B 2 Bgj �

w(X) bulunur. Bu iddia t¬k¬z olmayan Y uzaylar¬ için do¼gru olmak zorunda de¼gildir.

Gerçekten,

Y = fy0; y1; y2; :::g = fy0g [
1[

n=1

Yn (jYnj = @0 (8n 2 N); Yn \ Ym = ; (n 6= m))
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kümesi üzerinde, y0 noktas¬ndaki yerel taban¬

By0 = ffy0g [
1[

n=N

(Yn � Sn) : N 2 N; Sn 2 P<@0(Yn) (8n � N)g

ve her bir y 2 Y nfy0g noktas¬ndaki yerel taban¬ By = ffygg biçiminde tan¬mlanan

Arens-Fort uzay¬ göz önüne al¬ns¬n. Y uzay¬n¬n birinci say¬labilir olmayan (dolay¬s¬yla

ikinci say¬labilir olmayan) bir T5 uzay¬ oldu¼gu bilinmektedir. (bkz. [3]) O halde

jY j = @0 < w(Y ) oldu¼gundan, (1) ba¼g¬nt¬s¬ndan yararlanarak Y uzay¬n¬n t¬k¬z olmad¬¼g¬

anlaş¬l¬r. (Y uzay¬n¬n t¬k¬z olmad¬¼g¬ yerel taban kümelerinin tan¬m¬ndan da kolayca

görülür.) Bu durumda X = D(@0) al¬n¬rsa, g(n) = yn (8n < @0) biçiminde tan¬mlanan

g : X �! Y fonksiyonu sürekli ve örtendir; fakat w(X) = @0 < w(Y ) gerçeklenir. Y

uzay¬ olarak Örnek III.8 deki uzay al¬narakta benzer bir örnek yap¬labilir.

Metriklenebilir bir uzay üzerinde tan¬mlanan kardinal de¼gi̧smezlerin temel özel-

likleri Teorem III.10 da görülmüştü. Bu teoremin (c) ş¬kk¬nda sonsuz metriklenebilir

herhangi bir X uzay¬ için w(X) = L(X) oldu¼gu kan¬tlanm¬̧st¬r. Böylece her ikinci

say¬labilir T3 uzay¬n¬n metriklenebilir oldu¼gunu söyleyen Urysohn Metriklenebilme Teo-

remi�nden yararlanarak şu ünlü sonuç kolayca gözlenir: Bir t¬k¬z T2 uzay¬n¬n metrik-

lenebilmesi için gerek ve yeter koşul ikinci say¬labilir olmas¬d¬r. Herhangi bir X uzay¬

için C(X) ve C�(X) uzaylar¬n¬n metriklenebilir oldu¼gu bilinmektedir. Ayr¬ca W.W.

Comfort ve A.Hager [13] makalesinde herhangi bir X uzay¬ için d(C(X)) = d(C�(X))

oldu¼gunu kan¬tlad¬lar. O halde Teorem III.10 nedeniyle herhangi bir X uzay¬ için

C(X) ve C�(X) uzaylar¬n¬n şu ana kadar tan¬mlad¬¼g¬m¬z kardinal de¼gi̧smezlerini be-

lirlemek için d(C�(X)) say¬s¬n¬ bulmak yeterli olur. Baz¬ X uzaylar¬ için d(C�(X))

say¬s¬n¬ bulmak kolayd¬r, örne¼gin � bir sonsuz kardinal say¬ olmak üzere, X = D(�)

kesikli uzay¬ için d(C�(X)) = 2� oldu¼gu kolayca görülür. Gerçekten, C�(X) uzay¬n¬n

d(C�(X)) = jSj gerçekleyen yo¼gun bir S kümesi göz önüne al¬ns¬n. Herhangi bir A � X

alt kümesi için �A : X �! f0; 1g karakteristik fonksiyonu sürekli ve B�A
(1
2
) \ S 6= ;

oldu¼gundan, Seçme Aksiyomu yard¬m¬yla uygun bir fA 2 B�A
(1
2
) \ S noktas¬ seçilirse,
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'(A) = fA biçiminde tan¬mlanan ' : P(X) �! S fonksiyonu bire-bir olur; çünkü

A 6= B gerçekleyen A;B � X alt kümeleri için '(A) = '(B) olsayd¬

1 = ��(�A; �B) � ��(�A; fA) + ��(fA; fB) + ��(fB; �B) <
1

2
+ 0 +

1

2
= 1

çeli̧skisi bulunurdu. Ulaş¬lan bu çeli̧ski nedeniyle ' fonksiyonunun bire-bir oldu¼gu

anlaş¬l¬r ve böylece

2� = jP(X)j � jSj = d(C�(X)) � jC�(X)j � 2d(X) = 2�

bulunur.

Her X uzay¬ için d(C�(X)) say¬s¬n¬ hesaplamak bu kadar kolay olmaz. E¼ger X bir

Tikhonov uzay¬ ise d(C�(X)) say¬s¬ Smirnov Teoremi�nden yararlanarak ta bulunabilir.

Bu ola¼ganüstü teoreme göre d(C�(X)) = w(�X) eşitli¼gi geçerlidir. Böylece sonsuz

D(�) kesikli uzay¬ için Teorem III.33�den yararlanarak d(C�(D(�))) = w(�D(�)) = 2�

bulunur. Smirnov Teoremi d(C�(X)) say¬s¬n¬n bulunmas¬n¬n zor oldu¼gu X Tikhonov

uzaylar¬nda oldukça yararl¬d¬r. Bilindi¼gi gibi al¬̧s¬lagelen s¬ralama topolojisiyle do-

nat¬lan [0; !1] ve [0; !0] s¬ralama uzaylar¬n¬n T = [0; !1] � [0; !0] çarp¬m uzay¬na

Tikhonov kalas¬ ve X = [0; !1] � [0; !0]nf(!1; !0)g � T alt uzay¬na da çentikli

Tikhonov kalas¬ denilir. Ünlü Tikhonov Geni̧sleme Teoremi nedeniyle (bkz.[3]) çen-

tikli Tikhonov kalas¬nda tan¬ml¬ ve sürekli her gerçel de¼gerli fonksiyonun t¬k¬z Tikhonov

kalas¬na sürekli geni̧slemesi vard¬r dolay¬s¬yla �X = T olur. Burada d(C�(X)) say¬s¬n¬n

do¼grudan hesaplanmas¬ zordur; ancak Smirnov Teoremi�nden yararlanarak kolayca

d(C�(X)) = w(�X) = w(T ) = w([0; !1]� [0; !0]) = @1 _ @0 = @1

bulunur.

Erdös-Tarski Teoremi�nde "Herhangi bir X uzay¬nda c(X) kardinaliteli bir

gözenekli aile var m¬d¬r?" sorusuna cevap verilmi̧stir. Bu ünlü teoreme göre c(X)

güçsüz eri̧silmez kardinal say¬ de¼gilse veya X uzay¬ metriklenebilirse, X uzay¬nda c(X)
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kardinaliteli gözenekli aile vard¬r. Benzer şekilde Teorem III.19 da saç¬l¬m say¬s¬ bir tekil

güçlü kardinal say¬ olan birX Hausdor¤ uzay¬nda s(X) kardinaliteli kesikli alt kümenin

bulundu¼gu kan¬tland¬. Bir X uzay¬n¬n sözde t¬k¬zl¬k say¬s¬ p(X) de X uzay¬n¬n yerel

sonlu aç¬k kümeler ailelerinin kardinal say¬lar¬n¬n supremumu olarak tan¬mland¬¼g¬ndan

akla şu soru gelir: Herhangi bir X uzay¬nda p(X) kardinaliteli yerel sonlu aç¬k kümeler

ailesi var m¬d¬r? X uzay¬ metriklenebilirse cevab¬n "olumlu" olmas¬ beklenir; ancak

her metriklenebilir X uzay¬n¬n p(X) kardinaliteli yerel sonlu aç¬k kümeler ailesi bulun-

mak zorunda de¼gildir. Gerçekten, Örnek III.3 de tan¬mlanan (E; �) metrik uzay¬nda,

Teorem III.10 nedeniyle p(E) = w(E) = � olmas¬na kaŗs¬n bu uzayda her yerel sonlu

U aç¬k kümeler ailesi için 2jUj < 2w(E) yani jUj < w(E) = p(E) gerçeklenir. Yine sözde

t¬k¬zl¬k say¬s¬ güçsüz eri̧silmez kardinal say¬ olan (varsa) her X uzay¬nda p(X) kardi-

naliteli yerel sonlu aç¬k kümeler ailesi bulunmak zorunda de¼gildir. Örne¼gin � bir güçsüz

eri̧silmez kardinal say¬ ise kesikli D(�) uzay¬nda � kardinaliteli yerel sonlu aç¬k kümeler

ailesi vard¬r; fakat Örnek III.4 de tan¬mlanan X uzay¬ için p(X) = � olmas¬na kaŗs¬n

bu uzayda � kardinaliteli yerel sonlu aç¬k kümeler ailesi yoktur; çünkü böyle bir aile

olsayd¬, Lemma III.3 nedeniyle X uzay¬nda � kardinaliteli gözenekli aile bulunurdu;

ancak Örnek III.4 de görüldü¼gü gibi bu uzayda tüm gözenekli ailelerin kardinalitesi

< � d¬r.

Sözde t¬k¬zl¬k say¬s¬ p(X), tekil güçlü kardinal say¬ olan veya cf(p(X)) = @0 < p(X)

koşulunu sa¼glayan her X uzay¬n¬n p(X) kardinaliteli yerel sonlu aç¬k kümeler ailesinin

bulunmas¬n¬n gerekmedi¼gi Örnek III.3 den kolayca görülür.

K¬s¬m III.4 de kan¬tlanan ve çarp¬m uzaylar¬n¬n yo¼gunluk say¬s¬ hakk¬nda bilgi

veren Hewitt-Pondiczery-Marczewski Teoremi, topolojide birçok ayk¬r¬ örne¼gin tan¬m-

lanmas¬ aç¬s¬ndan oldukça önemlidir. Örne¼gin bu teoremden yararlanarak say¬labilir

noktal¬ olan ancak hiçbir noktas¬n¬n say¬labilir yerel taban¬ bulunmayan bir uzay Örnek

III.8 de tan¬mlanm¬̧st¬r. Yine bu teoremden yararlanarak ayr¬labilir olan ancak Lindelöf
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olmayan ve Lindelöf olan ancak ayr¬labilir olmayan uzaylar tan¬mlanabilir. Örne¼gin

X = (D(@0))
@1 çarp¬m uzay¬ bir ayr¬labilir uzayd¬r; ancak bu T3 uzay¬ normal ol-

mad¬¼g¬ndan bir Lindelöf uzay¬ de¼gildir. @1 � 2@0 oldu¼gundan, Hewitt-Pondiczery-

Marczewski Teoremi nedeniyle X uzay¬n¬n ayr¬labilir oldu¼gu apaç¬kt¬r. X uzay¬n¬n

normal olmad¬¼g¬n¬ kan¬tlamak amac¬yla

Ai = ffj�g�<@1 2 X : j 6= i ise en fazla bir � < @1 say¬s¬ için j� = jg (i = 1; 2)

kümeleri tan¬mlans¬n. Ai (i = 1; 2) kümesinin tan¬m¬ gere¼gi her fj�g�<@1 2 Ai nok-

tas¬n¬n say¬labilir tanesi d¬̧s¬nda tüm terimleri i say¬s¬d¬r. A1 veA2 kümeleriX uzay¬nda

ayr¬k kapal¬ kümelerdir; fakat X uzay¬nda bu kümeleri kapsayan ayr¬k aç¬k kümeler

yoktur. Gerçekten, x1 2 X tüm terimleri "1" olan nokta ise x1 2 A1 olur. A1 kümesini

kapsayan herhangi bir aç¬k U kümesi göz önüne al¬ns¬n. Herhangi bir S � W (@1) alt

kümesi için �S : X �!
Q
�2S

(D(@0))� fonksiyonu �S(fj�g�<@1) = fj�g�2S gerçeklenecek

biçimde tan¬mlans¬n. Bu durumda x1 2 U oldu¼gundan

��1S1 (�S1(x1)) = f1g�1 � ::� f1g�n1 �
Y

�2W (@1)nS1

(D(@0))� � U

gerçeklenecek biçimde sonlu bir S1 = f�1; �2; ::; �n1g � W (@1) alt kümesi vard¬r.

Böylece x2 = fx2;�g�<@1 noktas¬,

��n(x2) = x2;�n = n (n = 1; 2; ::; n1) ve ��(x2) = x2;� = 1 (8� 2 W (@1)nS1)

biçiminde tan¬mlan¬rsa, aç¬kt¬r ki x2 2 A1 � U olur. U kümesi aç¬k oldu¼gundan, bu kez

S1 � S2 = f�1; �2; ::; �n1 ; �n1+1; ::; �n2g gerçekleyen sonlu bir S2 � W (@1) alt kümesi,

��1S2 (�S2(x2)) = f1g�1�f2g�2�::�fn1g�n1�f1g�n1+1�::f1g�n2�
Y

�2W (@1)nS2

(D(@0))� � U

gerçeklenecek biçimde vard¬r. Tümevar¬mla xn (8n 2 N) noktalar¬n¬n ve Sn � Sn+1

(8n 2 N) gerçekleyen Sn kümelerinin tan¬mlanmas¬ süreci tamamlan¬r. Sonuç olarak

her i 2 N için

��(yi) = ��(xi) (8� 2 Si) ve ��(yi) = 2 (8� 2 W (@1)nSi)
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biçiminde tan¬mlanan yi noktalar¬ için Y = fyi : i 2 Ng � U olur, üstelik Y kümesinin

A2 kümesine ait bir limit noktas¬ vard¬r dolay¬s¬yla U \ A2 6= ; gerçeklenir. Bu-

radan X uzay¬nda A1 ve A2 ayr¬k kapal¬ kümelerini kapsayan ayr¬k aç¬k kümelerin

bulunmad¬¼g¬, k¬sacas¬ X uzay¬n¬n normal olmad¬¼g¬ anlaş¬l¬r. Sonuçta her düzenli Lin-

delöf uzay¬ normal oldu¼gundan X in bir Lindelöf uzay¬ olmad¬¼g¬ anlaş¬l¬r. Öte yan-

dan (D(2))2
2@0

çarp¬m uzay¬, ayr¬labilir olmayan bir Lindelöf uzay¬d¬r. Yine Hewitt-

Pondiczery-Marczewski Teoremi�nden yararlanarak ayr¬labilir ve Lindelöf olan ancak

ikinci say¬labilir olmayan bir uzay tan¬mlanabilir. Örne¼gin (D(2))2
@0 t¬k¬z uzay¬ bu

özelliklere sahiptir. Bu şekilde baz¬ özelliklere sahip olan fakat baz¬ özelliklere sahip

olmayan uzay örnekleri art¬r¬labilir.

Bilindi¼gi gibi iki Lindelöf uzay¬n¬n çarp¬m uzay¬, üstelik çarp¬ma kat¬lan uzaylar

ayr¬labilir olsa dahi Lindelöf olmayabilir; (bkz. Örnek III.5) ancak herhangi say¬da

ayr¬labilir uzay¬n çarp¬m uzay¬n¬n bir zay¬f Lindelöf uzay¬ oldu¼gu Hewitt-Pondiczery-

Marczewski Teoremi�nin kolay bir sonucudur. (Herhangi bir X uzay¬ için wc(X) �

c(X) oldu¼gundan Sonuç III.14 e bakmak yeterlidir.) Buradan (D(@0))@1 çarp¬m uza-

y¬n¬n bir zay¬f Lindelöf uzay¬ oldu¼gu ancak Lindelöf uzay¬ olmad¬¼g¬ anlaş¬l¬r.

K¬s¬m III.6 da ay¬rma aksiyomlar¬ ile kardinal de¼gi̧smezlerden yararlanarak

uzaylar¬n kardinaliteleri için baz¬ s¬n¬rlar verilmi̧stir. Örne¼gin herhangi bir T2 uzay¬ X

için

(2) jXj � minf2L(X):�(X); 2c(X):�(X); 2s(X): (X); 2e(X):�(X)g

geçerlidir. Bir uzay¬n kardinalitesi için bulunan s¬n¬rlar, o uzay¬n topolojik özellikleri

hakk¬nda bilgi verir. Örne¼gin herhangi bir T2 uzay¬ X için jXj � 2c(X):�(X) oldu¼gun-

dan, 2@0 dan fazla noktas¬ bulunan birinci say¬labilir bir T2 uzay¬n¬n say¬labilir zincir

koşulunu gerçeklemedi¼gi anlaş¬l¬r. Ayr¬ca Arhangel�skii Teoremi�nden 2@0 dan fazla

noktas¬ bulunan metriklenebilir uzaylar¬n Lindelöf uzay¬ olmad¬¼g¬ sonucuna ulaş¬l¬r.

Bu biçimdeki sonuçlar¬ art¬rmak mümkündür. (2) deki s¬n¬rlar¬n herhangi birisinden
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yararlanarak şu sonuca ulaş¬l¬r: Kontinyum hipotezi (@1 = 2@0) geçerlidir ancak ve yal-

n¬z 2@0 dan az noktal¬ tüm metriklenebilir uzaylar ikinci say¬labilirdir. E¼ger @1 = 2@0

ise @1 den az noktal¬ tüm metriklenebilir uzaylar¬n ikinci say¬labilir olaca¼g¬ apaç¬k-

t¬r. Tersine 2@0 dan az noktal¬ tüm metriklenebilir uzaylar¬n ikinci say¬labilir olmas¬

varsay¬m¬ alt¬nda e¼ger @1 < 2@0 olsayd¬, D(@1) kesikli uzay¬ metriklenebilir oldu¼gun-

dan @1 = w(D(@1)) � @0 çeli̧skisi bulunurdu. O halde bu varsay¬m alt¬nda @1 = 2@0

gerçeklenmelidir.

Kolayca görülebilir ki bir X uzay¬n¬n t¬k¬z alt kümelerinin kümesi K(X) ile göster-

ilirse, jXj � jK(X)j olur dolay¬s¬yla jK(X)j için bulunan üst s¬n¬rlar jXj için de üst

s¬n¬rd¬r. Ters iddia do¼gru olmak zorunda de¼gildir şöyle ki

maxf2L(X):�(X); 2c(X):�(X); (d(X))�(X); (nw(X)) (X)g < jK(X)j

gerçeklenecek biçimde X uzaylar¬ tan¬mlanabilir. Örne¼gin X0 = (0; 1] � f0g ve X1 =

[0; 1)� f1g olmak üzere, X = X0 [X1 kümesi üzerinde, her x 2 (0; 1) gerçel say¬s¬ ve

var olup 0 < x � 1
kx
< x + 1

kx
< 1 gerçekleyen kx 2 N say¬s¬ arac¬l¬¼g¬yla (x; 0) 2 X

noktas¬ndaki yerel taban¬

B(x;0) = f((x�
1

k
; x]� f0g) [ ((x�

1

k
; x)� f1g) : k = kx; kx + 1; :::g

ve (x; 1) 2 X noktas¬ndaki yerel taban¬

B(x;1) = f((x; x+
1

k
)� f0g) [ ([x; x+

1

k
)� f1g) : k = kx; kx + 1; :::g

biçiminde tan¬mlanan Alexandro¤ çift ok uzay¬ göz önüne al¬ns¬n. X uzay¬n¬n

X0 ve X1 alt uzaylar¬n¬n (R;Ra) alt limit uzay¬ ile eşyap¬l¬ oldu¼gu ve X in bir t¬k¬z

T2 uzay¬ oldu¼gu bilinmektedir.(bkz. [3] veya [4]) Üstelik Alexandro¤ çift ok uzay¬n¬

tan¬mlayan topoloji,X üzerinde sözlük s¬ralamas¬n¬n belirledi¼gi s¬ralama topolojisinden

başka biŗsey de¼gildir. Ayr¬ca X uzay¬ için hL(X) = hd(X) = �(X) = @0 ve w(X) =

nw(X) = 2@0 gerçeklendi¼gi biliniyor. Bu durumda Y = X�X çarp¬m uzay¬ göz önüne
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al¬n¬rsa, (R;Ra)�(R;Ra) çarp¬m uzay¬, Y uzay¬n¬n bir alt uzay¬ ile eşyap¬l¬ oldu¼gundan,

Y uzay¬n¬n 2@0 kardinaliteli kesikli alt kümesi dolay¬s¬yla en az 22
@0 say¬da aç¬k kümesi

(böylece en az 22
@0 say¬da kapal¬ alt kümesi) vard¬r. O halde t¬k¬z Y uzay¬nda tüm

kapal¬ kümeler t¬k¬z olaca¼g¬ndan

22
@0 � jK(Y )j � jFj = o(Y ) � 2w(Y ) = 22

@0

ve böylece

maxf2L(Y ):�(Y ); 2c(Y ):�(Y ); (d(Y ))�(Y ); (nw(Y )) (Y )g = 2@0 < 22
@0 = jK(Y )j

gerçeklendi¼gi görülür.

Öte yandan X bir T2 uzay¬ ise jXj için daha önce buldu¼gumuz 2hL(X); 2e(X):�(X);

2w(X); 22
s(X)

s¬n¬rlar¬ jK(X)j için de üst s¬n¬rd¬r. Gerçekten, bir T2 uzay¬nda tüm

t¬k¬z kümeler kapal¬ oldu¼gundan jXj � jK(X)j � jFj = o(X) � minf2w(X); 22
s(X)
g

gerçeklenir. hL(X) = � yaz¬l¬rsa, Sonuç III.36 nedeniyle jXj � 2� olur.  (X) �

hL(X) � � oldu¼gundan her x 2 X için

\
fV : V 2 Vxg = fxg ve jVxj � �

koşullar¬ gerçeklenecek biçimde Vx ailesi vard¬r. V =
S
x2X

Vx ailesi arac¬l¬¼g¬yla

W = f
\
S : S 2 P<@0(V)g ve G = f

[
A : A 2 P��(W)g

aileleri tan¬mlan¬rsa fX � K : K 2 K(X)g � G olur; çünkü key� bir K 2 K(X)

üyesi göz önüne al¬n¬rsa, her x 2 X � K için bir Wx 2 W eleman¬ K \ Wx = ;

olacak şekilde var olup bu elemanlarla tan¬mlanan fWxgx2XnK ailesi, X�K kümesinin

bir aç¬k örtülüşü olur. O halde hL(X) = � oldu¼gundan X � K =
S
x2A

Wx; jAj � �

koşullar¬ gerçeklenecek biçimde bir A � (X � K) alt kümesi vard¬r. Sonuç olarak

X �K =
S
x2A

Wx 2 G olur ve böylece

jfX �K : K 2 K(X)gj = jK(X)j � jGj � 2�
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bulunur. Ayr¬ca jXj � 2e(X):�(X) olup herH 2 K(X) içinw(H) = �(H) � �(X):e(X) =

�0 oldu¼gundan B = H; jBj � �0 gerçeklenecek biçimde bir B � H alt kümesi vard¬r

dolay¬s¬yla

jK(X)j � jP��0(X)j � 2
�0

gerçeklenir. Öte yandan herhangi bir T1 uzay¬ X için jK(X)j � 2e(X):psw(X) gerçek-

lendi¼gi bilinmektedir. (bkz. [2])
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V SON DE¼GERLEND·IRMELER ve ÖNER·ILER

Yap¬lan çal¬̧smada bir topolojik uzay¬n kardinal de¼gi̧smezleri aras¬ndaki ba¼g¬nt¬

ve eşitsizlikler elde edilerek o uzay¬n hangi topolojik özelliklere sahip olup olmad¬¼g¬

araşt¬r¬lm¬̧st¬r. Ayr¬ca topolojide bilinen baz¬ ünlü sonuçlar kardinal de¼gi̧smezler arac¬l¬¼g¬yla

genelleştirilmi̧stir. Bilindi¼gi gibi bir uzay¬n kardinal de¼gi̧smezleri yaln¬zca o uzay¬n

topolojik özellikleri hakk¬nda de¼gil o uzay¬n t¬k¬zlaşmalar¬, o uzay üzerinde tan¬ml¬

sürekli ve gerçel de¼gerli fonksiyonlar¬n uzay¬ gibi önemli uzaylar¬n topolojik özellikleri

hakk¬nda da bilgi verir.

Ünlü Hewitt-Pondiczery-Marczewski Teoremi, topolojide birçok ayk¬r¬ örne¼gin

tan¬mlanmas¬ aç¬s¬ndan oldukça önemlidir. Baz¬ özelliklere sahip olan ancak baz¬

koşullar¬ gerçeklemeyen uzay örnekleri aran¬rken bu teoreme s¬kl¬kla başvurulur. Her-

hangi bir Tikhonov uzay¬ X için d(C�(X)) = w(�X) oldu¼gunu söyleyen Smirnov Teo-

remi ise, d(C�(X)) say¬s¬n¬n belirlenmesinin zor oldu¼gu X uzaylar¬ için oldukça kul-

lan¬̧sl¬d¬r. Kardinal de¼gi̧smezler aras¬ndaki ba¼g¬nt¬lardan yararlanarak topolojide bili-

nen baz¬ ünlü sonuçlar¬n daha basit ispatlar¬ verilebilir. Örne¼gin bir t¬k¬z metriklenebilir

uzay¬n ikinci say¬labilir oldu¼gunu söyleyen sonuç, t¬k¬z Hausdor¤ uzaylar¬n a¼g¬rl¬k say¬s¬

ile köşegensel derecesinin eşit olmas¬ ve metriklenebilir uzaylar¬n köşegensel derecesinin

@0 olmas¬ gerçeklerinin kolay bir sonucudur. Böylece kardinal de¼gi̧smezler aras¬ndaki

ba¼g¬nt¬ ve eşitsizliklerin ne kadar önemli oldu¼gu tekrar gözlenmi̧s olur.

Topolojide kardinal de¼gi̧smezlerle ilgili henüz çözülememi̧s çok say¬da problem

vard¬r. "Herhangi bir T2 uzay¬ X için jXj � 2hd(X) midir, jY j � 2s(Y ): (Y ) < jK(Y )j

gerçeklenecek biçimde bir Y Hausdor¤ uzay¬ var m¬d¬r, GKV veya YGKV nin geçerli ol-

mad¬¼g¬ durumda w(Z) < (w(Z))@0 gerçeklenecek biçimde sonsuz t¬k¬z ve temel ba¼glan-

t¬s¬z bir Z uzay¬ var m¬d¬r?" gibi sorular buna örnek verilebilir. ·Ilk sorunun cevab¬n¬n

birinci say¬labilir uzaylarda "olumlu" oldu¼gu K¬s¬m III.6 da jXj için bulunan s¬n¬rlardan

kolayca gözlenir.

177



Bundan sonra yap¬lacak olan, kardinal de¼gi̧smezler aras¬ndaki ba¼g¬nt¬ ve eşitsizlik-

lerden yararlanarak uzaylar¬n topolojik özelliklerini bulmak, bilinen ünlü sonuçlardan

yararlanarak ayk¬r¬ örnekler üretmek, topolojide bilinen baz¬ ünlü sonuçlar¬n daha ba-

sit ispatlar¬n¬ yapmaya çal¬̧smak ve henüz çözülememi̧s problemleri ele almak ve çözüm

yollar¬n¬ araşt¬rmakt¬r.
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