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ONSOZ

Kardinal (Nicel) dgismezler ¢g#das Genel Topoloji’'nin bilinen bazi Gnlu
sonuclarinin geneljérilebilmesi ve daha basit ispatlarinin verilebdsn acisindan
oldukca 6nemlidir. Bir uzayin kardinal gigmezleri arasindaki gkiler, o uzayin
topolojik 6zellikleri hakkinda bilgi verir. Bu nedk kardinal dgismezler arasindaki
baginti ve aitsizliklerin elde edilmesi Genel Topoloji'nin dahgi anlasiimasini
salayacaktir. Derleme nitédindeki bu tez cagmasinda en ¢ok kgfasilan kardinal
degsismezler arasindaki en bilindik sonuclarin bir arggtiriimesindeki amac da budur.
Bu dagsrultuda konuyla ilgili temel makaleler ¢gilmis ve konuyu aciklayici érnekler
verilmistir.

Bu tez hazirlanirken gereken itina gostersinmimasina rgmen, cikabilecek
hatalarin duzeltilebilmesi icin hocalarimin geeli goris ve Onerileri beni mutlu
edecektir.

Tez dargmanim Prof. Dr. Nurettin Ergun {ta olmak tzere, makaleleriyle tez
calsmami destekleyen Wesleyan Universitesi profesddienm Anthony W. Hager'e ve
yine deerli zamanlarini benden esirgemeyen Prof. Dr. AhbDertnek, Yrd. Dog.Dr.
Gulsen Karem, Yrd. Dog. Dr. Bilent Yilmaz, Yrd. Dd&r. Kadri Ula Akay, Dr. Usur
Sengul, Dr. Faruk Ucar’a $ekkurlerimi arz eder, sevgili arkadarim Burcu Vula ve
Cemile Nur'a teekklr ederim. Ayrica hem maddi hem de manevi oldraki yalniz

birakmayan aileme gekkirt bir borg bilirim.

06,2009 Mustafa KURWEHMET
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OZET

Topolojide Nicel D&ismezler

Bu tezde cgdas Genel Topoloji'nin nicel (kardinal) gesmezler gibi hizla
gelisim gosteren bir alanina giriyapiimstir. Oncelikle Kiimeler Kuramrnin bilinen
bazi Unlu lemmalari ile en cok kdesilan kardinal dgismezlerin tanimlarn ve
aralarindaki temel ganti ve aitsizlikler verilmistir. Bu baginti ve aitsizliklerden
yararlanarak topolojide bilinen bazi Gnlt sonuclataha basit ispatlari elde ediktm.

Calismalar bolumunde ilk olarak tikiz uzaylar ve metikébilir uzaylar gibi
topolojik uzaylar sinifinin iki 6nemli sinifi Gzade tanimli kardinal dgsmezlerin
temel 6zellikleri incelenmgtir. Daha sonra bir topolojik uzay tzerinde taningigercel
degerli surekli fonksiyonlar kiimesinin kardinalitesyilgili bazi sonuclar verilngtir.
Bunun yaninda bilinen bazi Unli teoremlerin kanitlgerilmis ve teoremlerden
yararlanarak bircok aykiri 6rnek Uretigtit. Bazi 6zel topolojik uzaylarigp = ¢* (x >

O,) kosulunu gercekleyen bazp kardinal dgismezlerinin varlgl incelenmsg ayrica

konuyu aciklayici 6rnekler veriltir.

Son olarak da topolojik uzaylarin kardinalitelegini, kardinal dgismezler

aracilglyla elde edilen en bilindik sonuclar bir arayaigjeti stir.
06,2009 Mustafa KURUMEHMET



ABSTRACT

Cardinal Invariants in Topology

In this thesis, we have given an introduction todo®l invariants which is a
rapidly growing subject of modern General Topology first some famous lemmas of
set theory and also definitions of the most encengat cardinal invariants and basic
relations and inequalities between them are gi\dsing these relations and inequalities
we have given simple proofs of some famous and kwelivn results in topology.

We begin investigating cardinal invariants on castpand metrizable spaces
which constitute the most important classes oftafiological spaces. Then some
interesting results on the set of all continuoud esal valued functions defined on a
topological space are obtained. Furthermore probfsome well known theorems are
given and many interesting counter example spaaes been defined by utilizing these
theorems. The existence of certain cardinal inwgsiaatisfying the conditionp = ¢*

(x > 0,) of some special spaces are also investigated and s&planatory examples
are also given.

Finally cardinalities of topological spaces bylimtng certain cardinal invariants

are also obtained.
06,2009 Mustafa KURUMEHHET



SEMBOL LiSTESI

c(X) : X uzaymin Suslin sayisi
cf (k) : k kardinal sayisiin esucluluk derecesi
d(X) : X uzaymin yogunluk sayisi
e(X) : X uzayinin uzanim sayisl
ho : Kalitimsal ¢ sayis1
L(X) : X uzaymin Lindelof sayisi
nw(X) : X uzaymin ag-agirhik sayisi
o(X) : X uzaymin tiim agik kiimelerinin ailesinin kardinal sayisi
p(X) : X uzaymin sozde tikizlik sayisi
psw(X) : X uzaymin nokta ayiran agirlik sayisi
RO(X) : X uzaymn tiim diizenli acik kiimelerinin ailesi
RC(X) : X uzaymin tiim diizenli kapal kiimelerinin ailesi
s(X) : X uzaymin sagilim sayisi
sw(X) : X uzaymn ayiran agirhk sayis:
t(z, X) : x noktasinin sikilik sayisi
t(X) : X uzaymin sikilik sayisi
w(X) : X uzaymn agirhik sayis:

W(a) = [0,a) : § < «a kogulunu gercekleyen tiim /5 ordinal sayilarmin kiimesi

we(X) : X uzaymin zayif ortiiliis sayis
x(z, X) : = noktasimin 1ra sayisi

x(X) : X uzaymin ira sayisi

mw(X) : X uzaymin m-agirhk sayisi
mx(z, X) : z noktasinn 7-ira sayisi



7x(X) : X uzaymin 7-1ra sayisi

P(x, X) : = noktasinin szde 1ra sayisi

P(X) : X uzaymin sozde 1ra sayisi

A(X) : X uzaymin kosegensel derecesi

BX : X uzaymin Cech-Stone tikizlagmasi
|A| : A kiimesinin kardinalitesi

A = kapA : A kiimesinin kapanist

o

A =icA : A kiimesinin ici

A’ =1lim A : A kiimesinin limit kiimesi

A” : Terimleri A dan alinan tiim dizilerin kiimesi

fla : f fonksiyonunun A kiimesine kisitlanigi

P(A) : A kiimesinin tiim alt kiimelerinin kiimesi

P-.(A) : A kiimesinin < s kardinaliteli tiim alt kiimelerinin kiimesi
P<(A) : A kiimesinin < x kardinaliteli tiim alt kiimelerinin kiimesi

vi



I GIRIS VE AMAC

I.1 GIRIS

Bilindigi gibi her topolojik uzayin topolojik niteliklerini belirleyen cok ¢nemli
kardinal sayilar vardir. O uzaymn acik kiimeler ailesinin kardinal sayisi, o uzayin en
kiictik kardinal sayili tabaninin kardinal sayisi, o uzayda tanimh siirekli gercel degerli
fonksiyonlar ailesinin kardinal sayis1 bunlardan bazilaridir. Bu sayilar topolojik esyap1
fonksiyonlar1 altinda degigsmezler, kisacast X ile Y egyapil ise, sozgelimi bunlarin agik
kiimeler ailelerinin kardinal sayilar1 esittir. Bir topolojik uzayn belirli bir topolojik
niteligini karakterize eden ve esyapi doniisiimleri altinda degismeyen kardinal sayilara
o uzaym topolojik nicel degismezleri (ya da topolojik kardinal degismezleri)
denilir. Genel Topoloji'nin gelisiminin baglangi¢ yillarinda belirlenen baz kardinal
sinirlamalar, ilerleyen yillarda genellestirilip ¢ok sayida ilging kardinal degismez tanim-
lanmistir. Ornegin herhangi ikinci sayilabilir Hausdorff uzayimin en fazla 2%° noktasinin
bulundugunu soyleyen iinlii sonug 1937 yilinda B.Pospisil tarafindan kardinal degisme-
zler araciligiyla genellestirilmistir.

Bir uzayin, kardinal degigsmezleri araciligiyla, hangi topolojik 6zelliklere sahip olup
olmadig1 anlagilabilir. Ornegin 1969 yilinda A.V.Arhangel’skii kardinal degismezlerden
yararlanarak, 2%° dan fazla noktasi bulunan birinci sayilabilir bir Hausdorff uzaymm
tikiz olmadigine diger bir deyisle birinci sayilabilir tikiz bir Hausdorff uzayimin en fa-
zla 2% noktasimin bulundugunu kanitlamistir. Bazen uzaylarmm hangi ayirma aksiy-
omlarini gercekleyip gergeklemedigini anlamak i¢in de kardinal degismezlerden yarar-
lanilir. F.B.Jones da > 28 kardinaliteli kapali kesikli alt kiimesi bulunan ayrilabilir
bir uzaym normal olmadigin: kamtlamistir. Ayrica bir uzaymn kardinal degismezleri
araciligiyla o uzay iizerinde tanimlanan tiim siirekli gercel degerli fonksiyonlarin sayisi

hakkinda bilgi sahibi oluruz. Soyle ki sayilabilir noktali bir uzay tizerinde 2% sayida

1



siirekli gercel degerli fonksiyonun tanimlanabildigi yine kardinal degismezlerden yarar-
lanarak kanitlanabilir.

Derleme niteligindeki bu tez calismasinda en ¢ok karsilagilan kardinal degismezler
iistiine bilinen en taninmig sonuglar bir araya getirilmis ve her bir sonug ayrintili bicimde

kamtlanmigtir. Bu galismada W.W.Comfort’un [1] makalesi ve [2] temel alimmigtir.

1.2  AMAC

Bu tezde agirlik sayisi, ira sayisi, sacilim sayisi, yogunluk sayisi, Suslin sayisi, Lin-
delof sayis1 gibi cagdag Genel Topoloji’de en ¢ok rastlanilan pek ¢ok kardinal degismez
arasindaki baginti ve esitsizliklerin elde edilmesi, kardinal degismezler araciligiyla topolo-
jik uzaylarin kardinaliteleri i¢in siirlar belirlenmesi ve topolojide bilinen bazi iinlii
teoremlerin kardinal degismezler yardimiyla daha basit ispatlarinin verilmesi amaclan-
migtir. Bu dogrultuda konuyla ilgili temel makaleler ¢aligilmig ve konuyu aciklayici

ornekler verilmigtir.



II GENEL BIiLGILER

I1.1 ON HAZIRLIK

Kiimeler Kuraminda x* ile x kardinal sayisinin ardili yazilir, kisacas: k% kardinal
say1s1 k’dan biiyiik kardinal sayilarin en kiiciigiidiir. Ancak ve yalniz, bir kardinal say1
k* biciminde ise ona ardil nicel say1 ya da ardil kardinal say1 denilir. Bu tiirde
olmayan kardinal sayilara limit nicel say1 ya da limit kardinal say1 denir. x bir
sonsuz kardinal say1 olmak iizere,

cf(k) =min{|A| : k = Zm, ky < k (VA € A)} =min{|A| : kK = supr,}
eA AEA

bigiminde tanimlanan cf (k) kardinal sayisina x kardinalinin esugluluk derecesi ya
da esucluluk sayisi1 denir. Aslinda bilindigi gibi v herhangi bir limit ordinal sayisi
icin ¢f(y) = min{|A| : v = sup,ep 7.} nicel sayisina 7 saywisinin esugluluk sayisi
denir. Tamimdan kolayca cf(k) < k oldugu anlagilir. Bir sonsuz k kardinal sayisina
ancak ve yalmz cf (k) = k kogulunu gergeklerse diizenli nicel say1, ancak ve yalniz
cf(k) < K kogulunu gergeklerse tekil nicel say1 denilir. x sonsuz kardinal sayisi igin
cf(kt) = kT oldugundan tiim sonsuz ardil nicel sayilar diizenlidir. Ayrica cf(Rg) =
Ny oldugundan N, diizenli bir nicel sayidir. Boylece her tekil nicel sayimin bir limit
kardinal say1 oldugu anlagilir. Oysa her limit kardinal sayimin tekil nicel say1 olup
olmadig1 sorusu siradigi ve derin bir sorudur. Diizenli sayillamaz limit kardinal sayilara
(eger bu nitelikte sayilar varsa) gligsiiz erisilmez sayi denilir. ZFS Aksiyomatik
Kiimeler Kuraminda, en az bir giicsiiz erigilmez nicel saymmin varhg, iddiasimn, gerek
dogrulugunu gerekse yanlshgme kanstlayabilmenin olanaksiz oldugu bilinmektedir. Ote
yandan k1 < Kk = 2" < k c¢ikarsama kosulunu gercekleyen bir sonsuz x kardinal
sayisina giiclii limit sayis1 denilir. Giiglii limit sayisi niteligindeki giigsiiz erigilmez

nicel sayilara (eger tamimlanabilirse) erigilmez nicel say1 ya da giiglii erigilmez



nicel say1 denilir.
Bu kisimda ilk olarak bir¢ok teoremin ispatinda kullanilacak bazi1 énemli lemmalar
verilecektir. Bilindigi gibi bir X kiimesinin A, B C X alt kiimelerine A # B ve

|AN B| < Ny kogullarin gergeklerse hemen hemen ayrik kiime cifti denir.

Lemma I1.1 (Tarski Lemmast): Ky, ke kardinal sayilar ve ko > Rg olsun. |D| = ko
gercekleyen bir D kiimesi i¢in asaqidakt iddialar esdegerdir:

(i) D kimesinin saylabilir sonsuz elemanl alt kiimelerinin, tyeleri ikiger ikiser
hemen hemen ayrik olup || = k1 gercekleyen bir Q0 alt ailesi vardr.

(id) k1 < Ky® gegerlidir.

Kamt. (i) = (ii): Her bir £ € Q i¢in E kiimesinin tek tirli belirli ve sayilabilir
sonsuz elemanl bir Sg alt kiimesi belirlenirse, (i) hipotezi geregi farkly E, F' € € iiyeleri
icin Sp # Sp bulunur. Boylece ¢(E) = Sk olarak tanimlanan ¢ :  — Py, (D)
fonksiyonu bire-bir olup r; = [Q| < |D[* = £5° bulunur.

(i) = (i): k1 < Ky° gecerli olsun. T', D kiimesinin, terimleri ikigerli farkl tiim
sirali n-lilerinin (Vn € N) kiimesi ve ¥ ise D’nin terimleri ikigerli farkh tiim dizilerinin

kiimesi olsun, kisacasi

I'={(z1,22,..,2,) :Vn €Nz, € D (Vi e N,,), 0, #xp, (1 £ k)}

ve
Y ={(r1,29,...):x; €D (Vi e N),x; #xp (i £ k)}

olarak tammlansin. Bu durumda |T| = |P.y,(D)| = |D| = ks ve |Z| < |D]™ = & ve

aslinda rk; < k3° = |3| olur. |T'| = |D| = k3 oldugundan, T' kiimesinden D kiimesine

bire bir ve orten bir fonksiyon tanimlanabilir. O halde I" kiimesinin alt kiimelerinin (i)
sikkindaki kogullar1 gercekleyen bir ailesini tanimlamak yeterli olur, ciinkii eger U, I’

kiimesinin alt kiimelerinin (i) sikkindaki kogullar1 gergekleyen bir ailesiyse, g : I' — D



bire-bir ve érten bir fonksiyon olmak tizere, {g(U) : U € U} ailesi de D kiimesinin alt

kiimelerinin benzer ozelliklere sahip bir ailesi olacaktir. Bu amacla her ¢ € ¥ i¢in
Sc={a:aeTl,aileg nin ik |a|-siralst aym} C T’

aileleri tanimlanirsa, kolayca |S.| = Ny gergeklendigi goriiliir. Ayrica I' = UE S. ve
€

farkli ¢1,¢9 € ¥ elemanlar i¢in [S;, N S,,| < Ry oldugu kolayca goriiliir. Bug bicimde
tammlanan S = {S.}.ex ailesi, I" kiimesinin alt kiimelerinin aranan ailesi olarak alin-
abilir. Boylece herhangi bir x; < Hgo kardinal sayisi igin (i) sikkinda aranan 6zelliklere
sahip bir alt kiimeler ailesi tanimlanabildigi anlagilir. m

Ozel olarak sayilabilir sonsuz elemanli bir kiimenin, ikigerli olarak hemen hemen
ayrik olan herbirisi sonsuz elemanli 2% sayida, alt kiimesinin tanimlanabildigi Sier-
pinski tarafindan gsu bicimde kanmitlanmistir: Q rasyonel sayilar kiimesi olmak iizere,
|Q| = N oldugundan, Q kiimesi i¢in bu iddiay1 kanitlamak yeterlidir. Tiim irrasyonel
sayilarin kiimesi R — Q ile gosterilmek iizere, her bir z € R — Q sayisina yakinsayan bir
{qn(x) }nen rasyonel sayilar dizisi vardir (¢iinkii rasyonel sayilar kiimesi R’de yogundur)
ve iistelik farkl z,y € R — Q irrasyonelleri i¢in {g,(2)}nen ve {¢n(y) }nen dizilerinin
en fazla sonlu sayida iiyeleri aymi olabilir. O halde A, = {q1(x),q(z),...} € Q
(Vz € R — Q) kiimelerinden olusan {A,}.cr_o ailesi, Q kiimesinin, ikigerli olarak
hemen hemen ayrik olan sonsuz alt kiimelerinin bir ailesi olup 2% = |R — Q| gergek-

lendiginden, aranan aile bulunmug olur.

Lemma IL.2 (Sanin Lemmas): r saylamaz dizenli bir kardinal sayr ve {S\}, A
(IA] = k) sonlu elemanly kiimelerin bir ailesi olsun. Bu durumda |A'| = k ve farkl
A1, Ay € A igin Sy, NSy, = F kosullar gerceklenecek bigimde bos olabilen bir F' kiimesi

ile A/ C A alt kiimest vardar.

Kamt. Eger her A € A i¢in (ya da daha genel olarak A* C A |A*| = k gercekleyen

alt kiime ve her A € A* i¢in ) S\, = 0 ise FF = () alimarak iddia dogrulamir. &

5



sayilamaz diizenli kardinal say1 oldugundan en az bir ny < Wy icin bir A,, € A

alt kiimesi, |Sy| = no (VA € A,,) ve |A,,| = k kosullar saglanacak sekilde vardir.
(A, = {A:Ae A ]S\ =n} (Vn < Ry) kiimeleri i¢cin A = UN A, ve |A] = kK ve
¢f (k) = k oldugundan bu son iddia kolayca goriiliir.) ng = 0 ise<A0’ = /A, almak yeter-
lidir. Simdi genelden birgey kaybetmeden |Sy| = n (VA € A) varsayarak timevarim ile
aranan F kiimesini bulahm. A kiimesinin farkh A\j, Ay € B i¢in Sy, N S), = 0 kogulunu
gergekleyen B alt kiimelerinin maksimali M olsun. (iinlii Zorn Lemmas: nedeniyle bu
ozellikte kiime vardir)

n=1igin A= M yada A" = A — M alnr, ¢iinkii |[M|=rise F=0ve A'=M
almak yeterlidir, yok eger |M| < & ise kardinalite aritmetiginin temel teoremlerinden
|IA—M| =rolup A" =A—Mve F = )\ﬂA Sy tek nokta kiimesi olur. n > 1 igin

EA/

iddia dogru olsun. Yine |M| = k ise A’ = M ve F = () almak yeterli olur. |M| < &

durumunda ise en az bir € |J Sy noktasi i¢cin {A: A€ (A—M),z € S\}| = &k
AEM

U Sx

reM

gergeklenir. (Aksi halde < |M| V supyca |Sa] < £V Xy = Kk olup M nin

tanim geregi her bir A € (A — M) i¢in Sy kiimesi baz1 S¢ (§ € M) kiimeleriyle kesigir.

Kisacast her y € |J S\ (= A) icin A(y) ={\: A€ (A— M),y € S\} ve |A(y)| < &
reM

olsaydi (A — M) € |J A(y) gergeklestiginden x = |A — M| < [A] Vsup,eq |[A(y)| < &

A
geligkisi bulunurdu.Z)JEO halde A(z) C A, |A(z)] = k ve x € Sy (VA € A(x)) olup
{S3\\{2}} ca(s) ailesinin her iiyesi n — 1 elemanhdir. Béylece tiimevarimmn n — 1 inci
adimi geregi |A’(x)| = k egitligini saglayan A’(x) C A(xz) alt kiimesi ve sonlu F), kiimesi
Sy, NSy, = F, (farkl Ay, Ay € A'(z)) saglanacak sekilde vardir. Sonugta A’ = A'(z)
ve F' = F, U {x}alinarak aranan kiimeler bulunmus olur. m

Bu lemma giigsiiz erigilmez kardinal sayilarin var olup olmadigina bakilmaksizin
kanitlandi. Sanin Lemmasi’'nda x'nin sayilamazlik kogulundan vazgegilemez. Gergek-
ten, A = N ve S, = {1,2,3,..,n} (Vn € N) kiimeleri alindiginda n # m ig¢in ya

S, NSyn =258, yadasS,NS, =5, oldugundan |A’| = X, gergekleyen uygun A’( C A)



alt kiimesi ve F' kiimesi bulunamaz.
E kiimesinin bostan farkli alt kiimelerinin bir ailesi A olmak iizere, p € E
icin ord(p, A) = |[{A: A e A,p € A}| olarak tammlanir. Asagidaki lemmanin Juhasz

tarafindan Sanin Lemmasi’'ndan yararlanilarak yapilan ispati verilecektir.

Lemma I1.3 (Miscenko Lemmasi): k bir sonsuz kardinal say ve E kiimesinin bos-
tan farkl alt kimelerinin ord(p, A) < k (Vp € E) gercekleyen bir ailesi A olsun.
Bu durumda E kiimesinin A’min elemanlarindan olusan sonlu minimal ortilislerinin

sayist en fazla k dar.

Kanit. Bu iddia dogru olmasm. Bu durumda £ kiimesinin sonlu minimal ortiiliis-
lerinin {R, : 0 < a < kT} ailesi (buradaki sonlu ortiiliigler o < § < k™ i¢in R, # R
gergeklenecek bigimde indislenmigtir) bulunabilir. Sanin Lemmasi nedeniyle W (x1) =
[0,57) mimn bir T alt kiimesi ve sonlu bir £* ailesi, |T| = & ve farkhi ay, s € T igin
R, N Ry, = R kogullart saglanacak bigimde vardir. R, (Vo € T') ortiiliigleri sonlu
minimal ortiiliis oldugundan (JR* # E gergeklenir. O halde p ¢ |JR* olacak gek-
ilde bir p € E noktasi var olup p € R, € R, (VYa € T) iiyeleri, farkh oy, € T
i¢gin Ry, # Ra, olacak bicimde bulunabilir ¢iinkii hem R,, — R®* € R,, — R* hem de
Rop — R € Ryy — N gegerlidir; ancak bu sonug xt < ord(p, A) < k celigkisine yol
acar. Demek ki E kiimesinin A ailesinin iiyelerinden olusan sonlu minimal ortiiliis-
lerinin sayisi en fazla k tanedir. m

E kiimesinin alt kiimelerinin bir ailesi A olmak iizere, eger her sonlu sayida farkl
Ay, .., Ay, By, .., By € A (n,m € N) elemanlar i¢in A; N As... N A, N(E —By)N(E —

By)N...N(E — B,,) # 0 gergekleniyorsa, A ailesine bagimsiz aile denir.

Lemma I1.4 (Hausdorff Lemmasy): k sonsuz bir kardinal say: ve E kiimesi |E| = k

gerceklesin. E’nin alt kiimelerinin |A| = 2% gercekleyen bir A bagimsiz ailesi vardar.



Kanit. F, E'nin sonlu bir alt kiimesi ve F, E’'nin sonlu alt kiimelerinin bir sonlu
ailesi olmak iizere (F, F) sirali ikilileri tanimlansin. Bu tiir tiim sirali ikililerin kiimesine
P denirse agiktir ki |P| = & olur. Boylece P’nin alt kiimelerinin 2* kardinaliteli bagimsiz
ailesini tammlamak yeterlidir.(Ciinkii |E| = |P| = & oldugundan P’den E’ye tanimh
bire-bir ve érten bir f fonksiyonu vardir, eger P’nin alt kiimelerinin aranan 6zelliklerde
bir bagimsiz ailesi A ise {f(A) : A € A}, E’nin 2" kardinaliteli bagimsiz ailesi olur.)
Her biru C Figin X, = {(F,F) € P : FNu € F} olmak iizere A = {X, : u C E} ailesi
aranan ozeliklerdedir. Gergekten, farkli u, v C FE alt kiimeleri i¢in X,, # X, olur; ¢iinkii
eger © € (u—v) ise F' = {z} ve F = {F} almarak (F,F) € X, ancak (F,F) ¢ X,
oldugu gozlenir. Boylece |A| = 2 dir. Ayrica ikiserli farkly uq, .., u,,v1,.., 0y € FE
(n,m € N) alt kiimeleri alindiginda ¢ < n ve j < m icin x;; € (u; — v;) veya z;; €
(v; — u;) saglayan elemanlar bulunur. Bu durumda E'nin {z;; : i <n, j <m} C F
gergekleyen her sonlu F' alt kiimesi i¢in (bu kiimelerden  sayida vardir) agiktir ki
FNnu, # FNuj, i <n,j<molur. F={FNu :i<n} alnirsa her i < n igin
(F,F) € Xy, ve her j < m icin (F,F) ¢ X,, olup, sonugta (F,F) € X,, N..NX,, N
(P—X,)N..N(P—X,,) # 0 bulunur. Boylece A'min bagimsiz aile oldugu anlagilir.
[ ]

B. Pospisil, Hausdorff Lemmasi’ndan yararlanarak sonsuz s kardinaliteli kiime
tizerinde 2% sayida biiyiik siizgecin (ashnda diizenli biiyiik siizgecin (k kardinaliteli bir
kiime iizerindeki G biiyiik siizgecine, ancak ve yalmz |[A| = k (VA € G) kogulunu
saglarsa diizenli biiyiik siizgeg denir.)) tammlanabildigini kamtladi. Gergekten, x
kardinaliteli bir £ kiimesi iizerinde {A, : 0 < a < 27} bagimsiz ailesi tanimlansin. Her
bir f: 2% — {0, 1} fonksiyonuna karsihk A; = {A, : f(a) = 0}U{E—-A, : f(a) =1}
olarak tammlanirsa, Ay ailesi sonlu arakesit ézelligine sahip olur. Boylece Ay C Fy
olacak sekilde bir F; biiyiik sizgeci vardir ve f # g ise Fy # F, dir; ¢linkii f(3) # g(B)

olacak sekilde en az bir 5 < 2" ordinali var olup érnegin f(5) = 0, g(8) = 1 olursa,



Ap € Fy — F, ve (E — Ag) € F, — Fy olur. Sonugta farkh f,g € 2°{0,1} igin Fy # F,
oldugu goriilerek 22" sayida biiyiik stizgecin bulundugu anlagilir.

Bosgtan farkh bir E kiimesi i¢in n € N olmak iizere [E]" ile E kiimesinin n elemanh
alt kiimelerinin kiimesi gosterilecektir. Oldukg¢a kullanigh olan agagidaki lemmalar

bircok teoremin kanitlanmasinda kullanilacaktir.

Lemma I1.5 (Erdds-Rado Lemmasi): k bir sonsuz kardinal say. olmak tzere, |E| >
2% gercekleyen bir E kiimesi i¢in [E)* = |J P, olsun. Bu durumda bir o < r saysu ile

a<k

bir A C E alt kiimesi, |A| > & ve [A]° C P, kosullar saglanacak bicimde vardar,

Kamt. p € E keyfi sabit bir nokta olsun. Bilindigi gibi o ve 8 ordinal sayilari
ne olursa olsun, *f ile a (= [0,«)) kiimesinden 8 (= [0,3)) kiimesine tanimlanan
tiim fonksiyonlarin kiimesi yazilir. Her a@ < ™ ordinal sayis1 i¢in E kiimesinin alt
kiimelerinin bir {R; : f € *k} ailesi ile {zy € E : f € “k} kiimesi, sonlu 6tesi
tiimevarimla, asagidaki kosullar gergeklenecek bicimde tanimlanabilir: f € *k olmak

uzere
(1) Eger « bir limit ordinal say1 ise R; = 5ﬂ Ry,
<«

(2) Eger o = v+ 1ise Ry = {x € R(fy) : & # T}y, {2, sy } € Preo }s

32 {S) e

(4) Eger 8 < « ise x(s)3) ¢ Ry,

(5) Eger B < a ve x € Ry ise {z,x(s5} € Py(g) olur.
Gergekten, o = 0 ise *k = {0} olup Ry = F ve xy = p olarak tammmlansin. Bir
0 < a < kT alimdiginda, her bir f < « ordinal sayist i¢in {R;, : h € Px} ailesi ve
{x, € E : h € Pk} kiimesi, (1)-(5) kosullar1 gerceklenecek bicimde 6énceki asamalarda
belirlenmigse (1) veya (2) sikkindan yararlanarak R kiimesi ve (3) sikkindan yararlanak

xy € E noktast belirlenir. Ayrica sonlu 6tesi tiimevarimin 6nceki agamalar: nedeniyle

(4) ve (5) kosullarmin saglandigi kolayca goriiliir ve boylece sonlu 6tesi tiimevarim



stireci tamamlanir. H = {2y € E : f € °k,a < k'} yazilsin, kolayca goriilebilir
ki |[H| < 2% gergeklenir. Bu nedenle bir (ashnda > 2% sayida) y € E — H noktasi
vardir. O halde y # x; (Vxy € H) olur. Bu durumda, sonlu &tesi tiimevarimla,
{fa}a<w+ fonksiyonlar ailesi agsagidaki kogullar gerceklenecek bigimde tanimlanabilir:
Her a < k™ igin
(6) fa € “rve (fulB) = fs (VB < a),
(7) y € Ry,

Bir 0 < pg < k sayist alindiginda, her bir 8 < p, ordinal sayis1 i¢in fz fonksiyonlar
(6) ve (7) kosullar1 gerceklenecek bigimde énceki agamalarda belirlenmig olsun. Eger
to = v+ 1ise, y # xy oldugundan, bir § < s ordinal sayis1 {y,zs } € Ps olacak
bicimde vardir. Bu durumda (f,|7) = fy ve f.,(y) = 0 bigiminde tamimlanan f, €
For;, fonksiyonu, (6) ve (7) kogullarimi saglar. (Gergekten, (6) kogulunun saglandigi agik
olup (2) sikkindan yararlanarak (7)'nin de saglandigi kolayca goriiliir.) Ote yandan
to bir limit ordinal ise f, (8) = fg+1(8) (VB < ) bigiminde tammlanan f, € *ox
fonksiyonu, (1) sikk: ve tiimevarimin 6énceki agamalar1 nedeniyle (7) kogulunu gergekler.
Ayrica keyfi sabit bir v < p, ordinali ve her 5 < « sayisi icin sonlu 6tesi tiimevarimin
onceki asamalar geregi (f,|3) = fs oldugundan, f, (8) = fs+1(8) = f,(B) gergeklenir,
dolayisiyla (f,,|v) = f, olur. Kisacas: (6) kosulu saglanir. {f,}a<.+ fonksiyonlar ailesi
aracihgiyla g : kT — & fonksiyonu, (gla) = f, (Va < k™) olacak bi¢imde tanimlasin.
Bu durumda bir ) < & ordinal sayisiile |[T'| = T gergekleyen bir T C [0, k™) ( = k™) alt
kiimesi, g(a) =7 (Va € T) olacak bicimde vardir. o, f € T ve 8 < avicin (y € Rgja) =
Ry, # 0) (3) ve (4) kosullar nedeniyle x(y0) # () olur, tistelik (3) ve (5) kosullar:
nedeniyle {(45), Z(gja)} € P, bulunur. Boylece elde edilen A = {z (o) : @ € T} (C E)
kiimesinin lemmada s6zii edilen 6zelliklere sahip oldugu anlagilir. m

Son olarak oldukca kullanigh olan agagidaki lemma ispatsiz olarak verilecektir.

Lemma I1.6 (Erdés-Hajnal-Rado Lemmasi): k tekil gigli bir limit kardinal sayu
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ve A = cf(r) olsun. Eger [W(k)]" = U Ps, (n < Vo, 7 < k) ise, bir D C W(k) alt
BT
kiimesi ile D’nin bir {D, : 0 < a < A} parcalanisi asagudaki ozelliklere sahip olacak

bicimde vardar:

(1) |Do| = ka <k (Vo < X) ve Y\ Ka = K,

(2) Eger 0 < a < f < Xise Dy < Dg (D, man ordinalleri Dg 'nin ordinallerinden
once gelir.),

(3) Eger a,b € [D]" wve |aN Dy| =1bND,| (Yo < ) ise a,b € Ps olacak sekilde

bir B < 1 ordinali vardur.

I1.2 NiCEL (KARDINAL) DEGISMEZLER

Tanimlar ve Basit Esitsizlikler

Tiim topolojik uzaylarin smifindan sonsuz kardinal (nicel) sayilar siifina tanim-
lanan ¢ fonksiyonu i¢in X ve Y topolojik uzaylari esyapili (aralarinda bire-bir, dérten,
stirekli ve agik donitgiim tammlanabilen uzaylar) oldugunda ¢(X) = ¢(Y') gegerli ise
¢ fonksiyonuna bir nicel (kardinal) degismez denir. Biz caligmalarimizi genelde
T} uzaylarinda yapacagimizdan ve sonlu elemanh 7 uzaylar kesikli oldugundan sonlu
uzaylarda kardinal degigmezlerin incelemeleri kolaydir. Bu yiizden kardinal degismez-
leri, 6zel olarak uzayn kardinalitesinin sonsuz oldugunu varsayacagiz. Bilindigi gibi | X |
ile X topolojik uzaymin kardinalitesi gosterilir. Simdi bazi kardinal degigmezlerin

tanimlar1 ve aralarindaki basit egitsizlikler goriilecektir.

Tanim I1.1 B, bir X topolojik uzayinin bostan farkl a¢ik kiimelerinin bir ailesi olsun.
Eger her bir bostan farkly G a¢ik kiimesi i¢in ABg C B, G = | Bg ger¢ekleniyorsa B
ailesine X uzayn i¢in bir tabandar denilir. Her topolojik uzayin bostan farkly aciklarinin
kiimesi, o uzay t¢in bir tabandwr. Dolayisiyla her uzayin en az bir tabani vardir. X

uzayrnman tabanlarinin kardinal sayilarinin minimaline X uzaynin agerlbik sayisy denir
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ve w(X) ile gosterilir. Kisacast
w(X) =min{|B| : B, X de taban} + N,
dor.

Her topolojik uzayimn |B| = w(X) gergekleyen bir B tabani vardir. Sayilabilir tiyeli
taban1 bulunan uzaylara ikinci sayilabilir uzaylar denildiginden su sonuca ulasilir: Bir
X topolojik uzay1 ancak ve yalmz w(X) = N ise ikinci sayilabilirdir. Tiim X uza-
ylar i¢in daima w(X) < |X| ya da daima |X| < w(X) gerceklenmez. Ornegin R
kiimesini bilinen Oklid topolojisi ile donatarak elde edilen uzay (R,R!) ile gosterilirse
w((R,RY)) = R olmasima kargim |R| = ¢ = 2% > w((R,R')) dir. Diger taraftan sayila-
bilir elemanli kiime {izerinde ikinci sayilabilir olmayan uzaylar tanimlanabildiginden
(ornegin Arens-Fort uzay1 [3] ya da Ornek II1.8) iistteki iki esitsizligin daima dogru
olmasi gerekmez; ancak tikiz veya birinci sayilabilir (6zel olarak metriklenebilir) bir
X uzayinda daima w(X) < |X| oldugu gozlenecektir.

Asagida kanitlanacak olan teorem, ileride tanimlanacak olan kalitimsal Lindelof
sayis1 araciligl ile daha kolay bigimde gozlenecek ve bir sonraki teoremin ispatinda

onemli rol oynayacaktir.

Teorem I1.1 (Lindelof Teoremsi): X bir topolojik uzay ve w(X) = k > Ny olsun.
Bu durumda X uzaywman her alt kiimesinin her G agik ortulisinin |Go| < k gergekleyen

bir Gy alt ortilisi vardr.

Kanit. X uzaymm |B| = k gergekleyen bir B tabam goz 6niine alinsin. Her-

hangi bir A C X alt kiimesinin herhangi bir G = {G,} agik ortiiliisii alinsin,

aEA

kisacast A C |JG = |J G, ve her bir a € A igin G, X uzaymnda bostan farklh
a€A
agik kiime olsun. Var olan |G4| < k gergekleyen G4 ( C G) alt ailesi igin A C (JGa

gerceklendigini gozlemek giic degildir. Gergekten, B tabanimin G ortiiliisii araciligi
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ile B(G) ={BeB:3a€ A,BCG,} C B alt ailesi tanimlanirsa, A C |JB(G) olur;
ciinkii herhangi bir z € Aigin A C |J G, nedeniyle z € G, olacak bigimde a(x) € A

aEA

belirlenirse, uygun bir B,y C B alt ailesi i¢in @ € Gop) = UBaw) = ng B
elde edilir. Boylece en az bir B € By icin © € B € Guu (€ §) geijzoiz;ip
B € B(G), x € B C |JB(G) bulunup istenen A C (JB(G) elde edilir. $imdi her
bir B € B(G) igin iinlii Segme Aksiyomu yardimiyla tek tirli belirli bir a(B) € A
indisi ile G (p) € G kiimesini belirleyerek G4 = {Ga( B B¢ B(g)} tamimlanirsa, her
B € B(G) i¢cin B C Gup) nedeniyle A C [JB(G) € U Gam = UGa bulunur.
Ustelik ¢(Gop)) = B olacak sekilde tanimlanan ¢ : ZiB(i B fonksiyonu bire-bir

oldugundan |G4| < |B| = k bulunur. Kisacasi G4 alt ortiiliigii aranan 6zellikleri saglay-

acak bigimde vardir. m

Teorem I1.2 (Agwrlik Teoremi): Bir X uzaywmn herhangi bir B tabaninin, taban

gorevi goren ve |B*| < w(X) gercekleyen bir B* C B alt ailesi vardur.

Kanit. w(X) = x olsun. Bu durumda X uzaymn By = {By},_, biciminde bir

tabaninin var oldugu bilinmektedir. Her o <  igin By, ( € Bp) uzaym bogtan farkh

bir agik kiimesi ve B bu uzayn bir tabani oldugundan 38, C B, By, = |J B, saglanir.

Opysa Lindelsf Teoremi nedeniyle By, C |J B}, |B%| < k kogullarim gercekleyen B} C

B., ( C B) alt ailesi vardir. Ustelik By, C |JB;, C |JBa = By nedeniyle her o < &

icin By, = UB}, olmaktadir. Artik B* = |J B ( € B) alt ailesinin sozii edilen
a<r

uzay i¢in bir taban oldugu kolayca gozlenir; ¢iinkii () # G agik kiimesi ne olursa olsun

By taban oldugundan G'= |J By (A C [0,k)) gergekleyen {Boo}, .o € Bo alt ailesi

acA
vardir. Sonucta By, = |J B} (Va € A) nedeniyle G = |J (|JB) olup kisalik amaciyla
acA
B = U By yazlirsa, G = |J Bg, ve Bg, C B* oldugundan B* C B alt ailesi X uzaynin

aeA

bir tabamdir, iistelik |B*| <

U B;

a<k

< K Vsup,., |B;| < k gergeklenir. m

Bu teorem su sekilde de kanitlanabilirdi: X uzayinin herhangi bir 5 tabani ve |A| =

w(X) gergekleyen bir A tabam i¢in agagidaki gibi B’nin bir alt ailesini olugturalim:
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A1 C As kogulunu gergekleyen herhangi A;, A> € A eleman ¢ifti igin B’nin A; C
B C A, gergekleyen B ( € B) elemanlarindan (varsa) birini Se¢me Aksiyomu ile
segerek buna B, a,) denilsin. (Eger B'nin bu tiir B elemanlar yoksa B4, 4,) kiimesini
tanimlamiyoruz.) Bu sekilde tanimlanan B4, 4,) elemanlarindan olusan aile B* ( C B)
ile gosterilirse, bu ailenin X igin bir taban oldugu gozlenebilir, iistelik |B*| < |A x A| =
w(X) gergeklenir.

o(X), X uzaymm tiim acik kiimelerinin sayist +Rg olarak tammmlanir. Ozel olarak
X iizerindeki topoloji 7 ise o(X) = |7| + Xy dir. Eger X bir T uzay: ise daima
max {|X|,w(X)} < o(X) olup bu sayilar arasindaki iligki agagidaki teoremde goriilmek-

tedir.

Teorem I1.3 X herhangi bir topolojik uzay olsun. Bu durumda
(a) w(X) < o(X) < 2X1 olur.

(b) X bir Ty uzayr ise | X| < 2¥X) ve | X| < o(X) gerceklenir.

Kamit. (a) sikki ilgili kardinal degismezlerin tanimimdan ve o(X) < |P(X)| = 2!
gergeginden kolayca goriiliir. Simdi X bir Ty uzay: ise |B| < w(X) gergekleyen bir B
tabani igin ¢ : X — P(B) fonksiyonu i)(z) = {B : B € B,z € B} olarak tanimlansin.
X bir Ty uzay1 oldugundan, farkh z, y € X elamanlari i¢in m +# @ olup v fonksiyonu
bire-bir dir. Boylece |X| < |P(B)| = 28l < 2¢() bulunur. Ayrnica 6(z) = X — {z}
bigiminde tamimlanan 6 : X — {B : B C X acik} fonksiyonuda bire-bir olur ve

boylece | X| < o(X) bulunur. =

Tanim I1.2 Bir X topolojik uzayimin yogunluk sayisr d(X) ile gésterilir ve X ’in

yogun alt kiimelerinin kardinal sayilarinin minimali olarak tanamlanir. Kisacas
d(X) =min{|S]: S C X,S = X} + N
bi¢iminde tanimlanar.
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Boylece bir X uzay1 ancak ve yalmz d(X) = Ng ise ayrilabilirdir. Agiktir ki
d(X) < w(X) ve d(X) < |X| olup bu sayilar arasindaki fark Hausdorff (T3) olmayan
uzaylarda istenildigi kadar biiyiik olabilir. Ornegin x > ¥, gercekleyen herhangi bir
r kardinal sayisi igin | X| = k gergekleyen X kiimesi tizerinde timleyen sonlu topoloji
(bu topoloji 7 ile gosterilirse, 7 = {0} U{A C X : |X — A| < Ro} olur) tanimlanirsa
d(X) = Rg,w(X) = |X| = K olur. X uzay1 Hausdorff oldugunda bu fark igin bir sinir
50z konusudur.

Teorem IL4 (Pospisil [1937]): X bir Hausdorff uzay ise | X| < 22" ve w(X) <

(X)

o(X) < 222d gerceklenir. Ozel olarak her ayrilabilir Ty uzay en fazla 22 elemana

N
ve en fazla 92°" a¢rk kiimeye sahiptir.

Kanit. d(X) = k ve S ise X uzaymin |S| < k gergekleyen bir yogun alt kiimesi
olsun. X bir Hausdorff uzay1 oldugundan farkli p,q € X nokta cifti icin p € A, ¢ ¢ A
olacak bicimde bir A C S alt kiimesi vardir. Boylece o(p) = {A: A C S,p € A} olarak
tanimlanan ¢ : X — P(P(S)) fonksiyonu bire-bir olur ve boylece | X| < |P(P(S))| =

IS

22" < 22" bulunur. Ikinci iddia bir énceki teoremden kolayca goriiliir. m
Yukarida | X | icin bulunan smnur iyi bir sinirdir. Ornegin kesikli topoloji ile donatilan
pozitif tam saylar uzayr N ile gosterilirse, N kesikli uzaymin Cech-Stone tikizlasmast
BN olmak iizere d(BN) = Ry ve |SN| = 22 olur.(bkz. Ornek II1.1) Ote yandan
Hausdorff uzay1 olmayan bir X uzay1 i¢in | X| < 22" esitsizligi gerceklenmek zorunda
degildir. Ornegin |D| = x > 92" gercekleyen D kiimesi tizerinde timleyen sonlu
topolojisi tamimlayarak elde edilen uzaya X denirse, kolayca goriilebilir ki X Hausdorff
olmayan bir Ty uzayidir, iistelik d(X) = Ry olup |D| = s = |X| > 22 = 22"
gerceklenir.

Bir X uzaymda B = i (A C X) bicimindeki bir alt kiimeye diizenli agik
(regularly open) kiime denir ve X’in tiim diizenli agiklarinin kiimesi RO(X) ile gos-

terilir. Diizenli X uzayinda tiim diizenli agiklarin kiimesi bir taban olusturur, boylece
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w(X) < |RO(X)]| olur. X diizenli uzay oldugunda w(X) i¢in Teorem II.4 dekinden

daha iyi bir simir vardir.

Teorem I1.5 (De Groot [1965]): X herhangi bir topolojik uzay olmak tizere asagi-
daki iddialar dogrudur:
(a) |[RO(X)] < 2% olur.

(b) X uzayr diizenli ise w(X) < 29X gecerlidir.

Kanit. d(X) = k ve S C X ise X uzaymin |S| < k gercekleyen bir yogun alt

kiimesi ise RO(X) C {A: A C S} olur. Gergekten, R € RO(X)ise R=R=RNX =

o

RNS =RNS € {A: AC S} bulunur. () esitligi yazilirken herhangi bir uzaym

acik G ve keyfi B alt kiimeleri icin gecerli olan iinlit G N B = G N B esitligi kullanilda.
Sonugta |[RO(X)| < |P(S)| < 2% elde edilir. (b) sikki ise diizenli uzaylarda daima

w(X) < |RO(X)| oldugundan apagciktir. m

Tanim I1.3 Bir topolojik uzayda tyeler: bostan farkl ve ikiserli ayrik ac¢ik kiimeler
olan bir aileye gozenekli aile denir. Bir X wuzaymin gézenekli ailelerinin kardi-
nalitelerinin supremumuna X in Suslin sayist (ya da gozeneklenme sayist = cel-

lularity number) denir ve bu sayr ¢(X) ile gosterilir. Kisacas
c(X) =sup{|S| : S, X de gozenekli aile } + RNy

bigiminde tanmimlanar. ¢(X) = Vg ise X uzayina sayilabilir zincir kosulunu gercek-

ler ya da kisaca cce (=countable chain condition) uzay: denir.

Baz1 X uzaylarinda ¢(X) elemanli hi¢chir gozenekli ailenin tanimlanamadig
ileride goriilecektir. Her X topolojik uzaymin herhangi bir yogun kiimesi bostan farkh
tiim agciklarla kesigeceginden ¢(X) < d(X) esitsizligi daima dogrudur. ¢(X) < d(X)
gercekleyen ornekler kolayca bulunabilir. Ornegin x > 920 icin k-agirhikh Cantor

kiipii (D(2))" (burada D(2) ile iki elemanli kesikli uzay gosteriliyor) ¢arpim uzay1 olup
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c((D(2))") = N, d((D(2))") > Ng oldugu iinlii Hewitt-Pondiczery-Marczewski Teo-
remi’nden (bkz. Kisim I11.4) kolayca goriiliir. Bu 6rnekten Suslin sayisinin | X| (d(X),
o(X) ya da w(X)) igin tek basina smur belirleyemedigi anlagilir.

Asagida verilen Suslin sayisi ile ilgili 6nerme oldukga yararhdir.

Onerme II.1 ¢(X) = k ve X uzayimn agik kiimelerinin bir ailesi S olsun. Bu du-
rumda |R| < k ve | C UR kosullar gerceklenecek bi¢imde S’'nun bir R alt ailesi

vardr.

Kanit. ), X uzayinin bostan farkli ve $’nin en az bir elemani tarafindan kapsanan
acik kiimelerinin ailesi olsun. Unlii Zorn Lemmasi nedeniyle Q' C Q gercekleyen Q'
gozenekli ailelerinin bir maksimali vardir. Bu maksimal aileye )y denirse, hipotezden
Q| < ¢(X) = & bulunur. Ayrica Qo gozenekli ailesinin maksimalliginden | J S C [J Qo
gergeklenir. Aksi halde bir x € & — m eleman1 var olur ve sonucta x € B — m
gergekleyen bir B € $ ile z noktasinin x € G C B — m gercekleyen bir G agik
komgulugu aracihigiyla, G N |J Q2 = 0 oldugundan, Qy & Q¢ U {G} elde edilir; ancak
bu durum €2y ailesinin maksimalligi ile celigir. Sonug olarak {2¢'in iiyelerini kapsayan
S'nin elemanlarindan tek tirlii segimle olusturulan aileye R denirse, aranan alt aile

bulunmug olur. m

Tanim I1.4 Bir X uzayinin sagilim sayusi, tim kesikli alt kiimelerin kardinal sayilarinin

supremumu olarak tanvmlanir ve s(X) ile gosterilir. Kisacas
s(X) =sup{|D|: D C X, D kesikli } + Ng
dir. Eger s(X) = Xg ise X uzayina sayilabilir sagilima sahip denir.

Agiktir ki ¢(X) < s(X) < min{|X|,w(X)} gerceklenir. Sagilim ve yogunluk
sayilart dogrudan kiyaslanamazlar. (Gergekten, X uzay1 olarak [4] de tamimlanan

Moore-Niemytzki diizlemi (kicasa M N-diizlemi) alimirsa, d(X) = Ry < 2% = 5(X)
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gergeklenir. Ote yandan R kiimesi {izerinde tabam1 B = {G — A : G € R}, |A| < Ry}
bigiminde tanimlanan 7} uzayma Y denirse, s(Y) = Xy < d(Y) olur.) Ancak ayirma
aksiyomlarindan yararlanarak birbirlerine sinir belirlerler. Ornegin Teorem II.5°den X
diizenli uzayinda s(X) < 24%) ve Teorem I1.12’den X Hausdorff uzaymda d(X) < 2°(%)
esitsizlikleri gecerlidir.

Benzer sekilde X uzayimin uzanim sayisi, tiim kapalt kesikli alt kiimelerin kar-

dinal sayilarimin supremumau olarak tanmmmlanir ve e(X) ile gosterilir. Kisacasi
e(X) =sup{|D|: D C X, D kapali-kesikli} + R
dur.

Tanim I1.5 Bir X wuzayinin Lindeldf sayist (ya da ortiiliis sayist) L(X) ile gos-
terilir ve X wuzaywnan her ac¢ik ortiliisinden < k tyeli alt ortiilis elde edilebilen sonsuz

k kardinal sayplarnin en kiictigi olarak tanimlanar.

O halde X uzay:1 ancak ve yalmz L(X) = X ise bir Lindeldf uzayidir. Kolayca
goriiliir ki L(X) < min{|X|,w(X)} esitsizligi her X uzay: i¢in dogrudur. Buradan
iinlii “her ikinci sayilabilir uzay Lindelof uzayidir” gercegi tekrar gozlenmis olur. Diger
taraftan Lindelof sayisi ile yogunluk ve Suslin sayilar1 dogrudan kwyaslanamazlar; ¢iinkii
K > Ny olmak iizere A(k) uzay: (|D| = ko gercekleyen herhangi bir D kiimesi goz 6niine
alindiginda sabit bir 2y € D noktasindaki yerel taban B,, = {{zo} U (D —S) : § C
D,|S| < No} ve her x € D\{zo} noktasindaki yerel taban1 B, = {{z}} bigiminde
tanimlanan uzay kisaca A(ko) ile gosterilir, bu uzayda apagik olarak zq’dan farkh tiim
noktalar birer yalitilmis noktadir) tikiz dolayisiyla Lindelsf oldugundan L(A(k)) = R
ancak d(A(k)) = c(A(k)) = k dwr. Tersine M N-diizlemi'nde d(X) = ¢(X) = Ny
ancak L(X) = w(X) = 2% dir. Ayrica Lindelof sayis1 | X| iginde tek bagina sinir
olamaz. Gergekten, k > Ny kardinaliteli bir kesikli uzayin tek nokta tikizlasmast X ise

L(X) =Ry < k = |X] olur.
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Herhangi bir X uzaymin her kapali A alt uzay: i¢in L(A) < L(X) gerceklendigi
kolayca goriiliir. Boylece tiim kesikli uzaylarin (dolayis ile kesikli alt uzaylarin) Lin-
delof sayis1 bu uzayin kardinalitesine esit oldugundan, X uzayimnin her D C X kapal
ve kesikli alt kiimesi i¢in |D| < L(X) olup daima e(X) < L(X) oldugu sonucuna
ulagihir. e(X) < L(X) olabilir. Ornegin X ile W (w;) = [0,w;) ordinal sayilar (o < w;
gergekleyen tiim « ordinallerinin) kiimesi {izerinde tanmimlanan aligilagelen siralama
uzayr gosterilecek olursa, X sawylabilir tikiz uzay olur, dolayisi ile tiim kapali kesikli
alt uzaylar1 da 6yle oldugundan e(X) = Ry oldugu anlagilir; ancak s(X) = L(X) =¥y
dir.

Ayrica su kolayca gozlenir: Ancak ve yalmz X uzayinda k < |A| gergekleyen
her A alt kiimesi en az bir limit noktasina sahipse e(X) < k olur, ¢iinkii A C X alt
kiimesinin limit kiimesi A’ ile gosterilmek iizere, A = A U A'olup |A| > k ise A’ # ()
bulunur, aksi halde A kapali ve kesikli olur, bu da k < |A| < e(X) < k geligkisine yol
acar. Ters iddia benzer bigimde goriiliir.

Asgagidaki lemmada normal uzaylarin, yogunluk sayisi ile kapali kesikli alt kiimelerinin
kardinaliteleri arasindaki iligki goriilecektir. Bu iligki ilk kez 1930 lu yillarda F.B.Jones
tarafindan gozlenmis olup, bu sonuca gére normal ayrilabilir bir X uzaymin > 2% kar-
dinaliteli kapali kesikli bir alt kiimesi yoktur. Bu lemma sik sik uzaylarin normal olup
olmadigimm kanitlanmasimda kullanilir. Ornegin (R, R,) alt limit uzay1 (genelde Sor-
genfrey Ekseni olarak bilinir (bkz. Ornek IIL5)) olmak iizere, X = (R,R,) x (R, R,)
carpim uzay1 ayrilabilirdir; ancak A = {(z, —2) : + € R} C X alt kiimesi kapal ke-
sikli ve |A| = 2% oldugundan agagidaki lemmaya gore X ¢arpim uzayi normal degildir.
Benzer sekilde M N-diizlemi’de ayrilabilirdir; ancak 2% kardinaliteli kapali kesikli alt

kiimesi bulundugundan normal uzay degildir.

Lemma II.7 (Jones Lemmasi): X uzay. normal ise her kapaly kesikli D C X alt

kimesi icin 2IP1 < 29X olur. Ozel olarak X normal ayrilabilir bir uzay ise;
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(1) X uzayinda > 2% kardinaliteli kapaly kesikli alt kiime yoktur.
(2) Eger 2% < 2%t gecerliyse X wzaymmn Ry kardinaliteli kapaly kesikli alt kiimesi

yoktur.

Kamt. Lemmada s6zii edilen D kapali-kesikli kiimesi icin D" = ) gerceklendiginden
tiim E C D alt kiimeleri, E' C D' = () ve sonugta E' = () olmas1 nedeniyle, (6zellikle
D — E C D alt kiimesi de ) X ana uzaynda birer kapali kiime olur. Simdi S C X alt
kiimesi, normal X uzayinda |S| < d(X) gercekleyen bir yogun kiime olsun. O halde
X uzaymin E ve D — E ayrik kapali kiime ¢iftlerine kargihk X uzayinda E C Gg,
D — E C Ug ve GgNUg = 0 kosullarim gercekleyen G, Ug acik kiimeleri vardir,
tistelik Fy # Fy igin SN Gg, # SN Gg, olur, ¢linkii £y # Fy nedeniyle E; — Fy # ()
ve Fy — E; # () iddialarindan en az birisi gegerlidir, stzgelimi birincisi gegerli ise
0 #£FE —Ey,=(E,ND)—FEy=FE N(D— Ey;) C Gg, NUg, olup, S yogun kiimesi
bostan farkh G g, NUpg,ile bogtan farkh olarak kesiseceginden ve Gg,NUg, = () nedeniyle

Ug, C (X — Gg,) ve (SNGg,) — S = 0 oldugundan, sonugta
0 # SN(Ge,NUg) C(SNGE,)N(X =Gg,) = (5NGEg,) — Gg,
- [(Sﬂ GEI) - S} U [(Sﬂ GEI) - GEz] - (Sﬂ GEI) - (Sﬂ GEz)

kisacast ) # (SN Gg,) — (SN Gg,) boylelikle (SN Gg,) # (SN Gg,) bulunur. Bu
nedenle p(E) = SNGp olarak tanimlanan ¢ : P(D) — P(S) fonksiyonu bire-bir olup
|P(D)| = 2IP1 < |P(S)| = 21°1 < 24%) sonucu bulunur. Ayrica (1) sonucu apagik olup
(2) deki hipotez gegerli oldugunda, |A| = 8, esitligini saglayan bir A kapali-kesikli alt
kiimesi var olsaydi 2/41 = 2% < 9% < 9% celigkisi bulunurdu. =

Jones Lemmasi’nin yukaridaki modern gekli Van Douwen [1981] tarafindan gos-
terilmistir. Boylece normal bir X uzay1 icin 2¢(%) < 24X) esitsizligi gecerlidir. Ayrica
bu lemmanin genislemis sekli Teorem II1.14°de goriilecektir.

Bir ¢ kardinal degismezine, ancak ve yalniz X uzaymin her Y alt uzay: icin

oY) < ¢(X) gerceklerse monoton kardinal degismez ya da kisaca monoton

20



(tekdiize) denilir. Kardinalite, agirhk ve sagihm sayilarmin monoton oldugu ko-
layca goriilebilir. Diger taraftan yogunluk, Suslin, Lindel6f ve uzanim sayilari monoton
degildir. Ornegin N kesikli uzaymin Cech-Stone tikizlasmas: BN uzay1 ayrilabilir bir
tikiz uzay oldugundan, d(BN) = ¢(BN) = N, olur; ancak SN\N C SN alt uzay: icin
d(BN\N) = ¢(BN\N) = 2% dir.(bkz. Ornek III.1) Dolayisiyla yogunluk ve Suslin
sayilart monoton degildir. Ayrica [0, w;] yani oo < w; gergekleyen tiim « ordinallerinin
kiimesini siralama topolojisi ile donatarak elde edilen uzaya W denirse, W uzaymin
tikiz dolayisi ile Lindelsf oldugu bilindiginden L(W) = Rq olur; ancak [0,w;) C W alt
uzay1 icin L([0,w;)) = X; oldugundan Lindelsf sayisinin da monoton olmadige goriiliir.
Buna ragmen kolayca goriiliir ki Suslin sayis1 a¢ik veya yogun alt uzaylarda monoton-
dur, yogunluk sayis1 a¢ik alt uzaylarda monotondur, Lindelof ve uzamim sayilari kapalz
alt uzaylarda monotondur.

Herhangi bir monoton olmayan ¢ kardinal degismezi icin yeni bir h¢ kardinal
degismezini ho(X) = sup{o(Y) : Y C X} olarak tamimlarsak h¢ monoton olur ve
kalitimsal ¢ sayis1 (6rnegin he =kalitimsal Suslin sayis1) olarak adlandirilir. Eger
¢ monoton ise hp(X) = ¢(X) oldugu (6rnegin ¢ = |.| yada ¢ = w ya da ¢ = s
icin) apagiktir. Herhangi bir X uzayinda he(X) = s(X) = he(X) esitligi dogrudur.
(Gergekten hs(X) = s(X) oldugundan, hc(X),he(X) < s(X) olur ayrica herhangi
kesikli A C X alt kiimesi i¢in

|A] = ¢(A) = e(A) < min{he(X),he(X)} olup s(X) < min{he(X), he(X)} ters
esitsizligi bulunur.) Boylece iki yeni kardinal degismez hd (kalitimsal yogunluk) ve hL
(kalitimsal Lindelof ) sayilan elde edilir. Eger hd(X) = Ng ise X uzaymna kalitimsal
ayrilabilir, hL(X) = Wg ise X uzayma kalitimsal Lindelof uzayr denilir. (R,R,) alt
limit uzay1 hem kalitimsal ayrilabilir hem de kalitimsal Lindelof uzayidir; ancak ikinci
sayilabilir (w((R,R,)) = c oldugundan) degildir. (bkz. Ornek IIL.5) Bilindigi gibi

herhangi bir uzayn tiim kapali kiimelerinin ailesi F ile sayilabilir sayida acik kiimenin
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arakesiti olarak yazilabilen kiimelerin ailesi G; ile ve sayilabilir sayida kapali kiimenin
birlesimi olarak yazilabilen kiimelerin ailesi F, ile gosterilir ve bu ailelerin elemanlarina
sirasiyla kapali kiime, Gs-tiirii kiime ve F,-tiirii kiime denir. F C G gercekleyen
(dolayisiyla tiim agiklar1 F,-tiirii kiime olan) normal uzaylara yetkin normal uzay
denir. Her tikiz, yetkin normal uzay kalitimsal Lindelof uzayidir, ¢iinkii bir uzayin
kalitimsal Lindelf olmast igin gerek ve yeter sart tiim a¢ik alt uzaylarimin Lindelof
olmasidir gergegi ve Lindelof uzaylarimin F,-tiirii alt uzaylarimin (dolaysiyla yetkin
normal uzaylarda agik alt uzaylarin) Lindelof olmasindan iddia apagiktir. hd ve hL

sayilar1 aracihigiyla o(X) igin yararh simirlar bulunur.
Teorem I1.6 Herhangi bir X uzay icin o(X) < | X|"*X) ve o(X) < (w(X))"™ ) otur.

Kamt. hd(X) = k olsun. Boylece X uzaymin herhangi bir kapali kiimesi H igin
d(H) < k olur ve kesinlikle var olup |S| < k gergekleyen yogun bir S C H alt kiimesi
aracihgiyla S C H gozleyip H = kapy(S) = SNH = S C H sonucta H = S ve boylece
He{S:5CX, |9 <k} olur. Buduwumda o(X) = |F| < [{S: S C X, |S| <k} <
| X" bulunur. Simdi hL(X) = x ve B ise X uzaymmn |B| < w(X) gergekleyen taban
olsun. O halde X uzaymin her agik kiimesi B'nin < k sayida elemaninin birlegimi
olarak yazilabildiginden o(X) < |B|* < (w(X))"®) bulunur. m

Simdi ard arda agirlik kavraminin daha genel bigimleri olan ag agirlige, m- agurlik,
ve ayran agrhk kavramlarini kisaca taniyalim.

X'’in alt kiimelerinin bir ailesi N olmak iizere, eger X uzaymin her acik kiimesi
N’nin bazi elemanlarinin birlesimi olarak yazilabiliyorsa N ailesine X uzayimin bir ag’1
denir. Ag, tanimi geregi tabana benzetilebilir ancak ag’in elemanlar1 acik kiime olmak
zorunda degildir. Ornegin {{zr} : € X} daima X uzay1 icin bir ag tammlar. X

uzaymin ag-agirhik sayis1 nw(X) ile gosterilir ve
nw(X) = min{|N|: NV, X in agi} + Rg
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olarak tanimlanir. Aciktir ki ag-agirhgi monotondur ve her taban bir ag belirler,
bu nedenle daima max{hd(X),hL(X)} < nw(X) < min{|X|,w(X)} oldugu kolayca
gozlenir. Teorem II.3’dekine benzer sekilde X bir Tj uzay1 ise o(X) < 2"(X) ve
|X| < 2 olur. Eger X uzay: tikizsa veya metriklenebilirse nw(X) = w(X) oldugu
ileride goriilecektir.

X uzayimin bogtan farkli acik kiimelerinin bir ailesi V olmak iizere, eger X uzayimin
herhangi bir bogtan farkl agik R kiimesi igin V ailesinin V' C R gergekleyen bazi V € V
elemanlar1 varsa V’ye X uzayinin bir 7- tabam denir. Ornegin {{n} : n € N} ailesi,
BN uzaymn bir w-tabamdir. X uzaymm m-agirhik sayisit mw(X) ile gosterilir ve

asagidaki gibi tanimlanir:
mw(X) = min{|V| : V, X’in n-tabam} + X,

Agiktir ki daima d(X) < mw(X) < w(X) gegerlidir. Ag-agirhig ve m-agirhg kavramlar
birbirine benzemesine ragmen m-agirligi monoton degildir; ¢iinkii mw(SN) = Xy ancak
mw(BN\N) = 2% dir. (bkz. Ornek II.1) Ag-agirhk ve m-agirhk sayilar dogrudan
kwaslanamazlar; ciinki ileride kanitlanacak olan Hewitt-Pondiczery-Marczewski Teo-
remi’nden yararlanarak sayilabilir {iyeli, birinci sayilabilir olmayan ve nw(X) = o,
Tw(X) = 2% szelliklerine sahip bir X T3 uzay1 tammlanabilir (bkz. Ornek II1.8) olup,
ayrica nw(BN) = 2% ve Trw(BN) = Ry oldugundan iddia dogrudur. Ayrica daima
Tw(X) < w(X) < 2" olup X bir diizenli uzay ise nw(X) < 24X < 2m(X) dir,

A, E kiimesinin bir ortiiliigii olmak {izere, eger her p € E igin ({4 : A € A,
p € A} = {p} gercekleniyorsa, A’ya E kiimesinin ayiran ortiiliisii denir. X uzayimnin
aywan agirhik sayis1 sw(X) ile gosterilip sonsuz x kardinal sayilarinin en ki¢tigi
olarak tanmimlanir dyle ki X uzaymin |V| < k gergekleyen bir V ayiran agik ortiiliigii
vardir. Ayran agirlik kavrami yalmzca T) uzaylarinda tanimlanar. (Ashnda X uzayimin
aywran ortiiliigiintin varligi ile 7} uzay1 olmasi iddialar1 esdegerdir; ¢iinkii iyi biliniyor

ki T} uzaylarinda herhangi bir elman: iceren tiim agiklarin arakesiti o elemanin olug-
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turdugu tek nokta kiimesine egittir.) Ayiran agirhik sayisinin temel 6zellikleri agagidaki

teoremde goriilmektedir. Ispatlar ayiran agirlik sayisiin tanimimdan kolayca goriiliir.

Teorem I1.7 X bir T} uzay ise asagidaki onermeler dogrudur:

(a) |X| < 20 pe w(X) < o(X) < 22 gegerlidir.

(b) X bir Ty uzay ise sw(X) < |[RO(X)| (béylece sw(X) < 29X ye | X| < 22777
olur.

(¢) X bir Ty uzay ise sw(X) < nw(X) saglanar.

X uzayimin nokta ayiran agirlik sayisi psw(X) ile gosterilir ve sonsuz  kardinal
sayilarinin en kii¢iigi olarak tamimlanir 6yle ki X uzayimin bir V aywran acik 6rtiilisi,
ord(p,V) < k (Vp € X) gergeklenecek sekilde vardir. Eger psw(X) = g ise X uzayina
nokta-sayilabilir ayiran agik ortiiliise sahiptir denilir. Nokta ayiran agirlik sayist
yvalmizca 17 uzaylarinda tanimlanir. o-yerel sonlu tabana sahip 7T) uzaylari nokta-
sayilabilir ayiran agik ortiiliige sahiptir, boylece X metriklenebilir uzay ise psw(X) = Rg
olur. Buradan nokta aywran agirlik sayisinin, |X| icin tek bagina siur belirleyemedigi
anlagilir, ¢iinkii her kesikli uzay metriklenebilir uzaydir.

X uzaymin késegensel derecesi A(X) ile gosterilir ve X uzaymn, st(p,V,) =

UH{V : V €V,,p €V} olmak iizere, () st(p,Va) = {p} (¥p € X) kosulunu gergekleyen
a<k
{Va}a<r agik ortiiliigleri ailelerini indisleyen sonsuz  kardinal sayilarmin minimumu
olarak tammlanir. A(X) yalmzca T uzaylari i¢in tamimlanir. A(X) = Ng ise X uzayina
Gs-kOsegene sahiptir denir. X bir metriklenebilir uzay ise, Gs-kosegene sahiptir.
Gergekten, her n € N i¢in X'in tiim elemanlarimin 1/n yarigaph agik yuvarlarimin ailesi
V, ise ﬂN st(p, V) = {p} (Vp € X) gerceklenir. Boylece kosegensel derecenin tek
ne

bagina | X| i¢in sir belirleyemedigi anlagir, ¢iinkii her kesikli uzay metriklenebilir bir
uzaydir.

X uzaymn zayif ortiiliis sayis1 we(X) ile gosterilir ve sonsuz k kardinallerinin

en kii¢tigi olarak tanimlanir 6yle ki X uzayinin her acik ortiiliisiinden < x kardinaliteli
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bir alt aile, iiyelerinin birlesim kiimesi X uzayinda yogun olacak sekilde elde edilir.
Aciktir ki we(X) < L(X) ve Onerme I1.1’den we(X) < ¢(X) dir. Eger we(X) = Ry ise
X uzayma zayif Lindeldf uzay: denir. Kolayca herhangi bir X uzay: i¢in hwe(X) =
s(X) gergeklendigi goriiliir.

Su ana kadar tanimlanan kardinal degismezler uzayin geneli iizerinde tanimlanda,
simdi tamimlanacak kardinal degismezler ise yerel komguluk aileleri iizerinde tanim-
lanacaktir.

X uzaymin bogtan farkli acik kiimelerinin bir ailesi V ve p € X olsun. V ailesine
p noktasinin yerel m-tabani denir ancak ve yalniz p noktasinin herhangi bir R agik
komgulugu icin V' C R gercekleyen bazi V' € V elemanlar1 vardir. Eger ek olarak her
V € Vigin p € V oluyorsa V ailesine p noktasinin yerel tabani denir. Diger taraftan
her bir W e Wiginp € W ve W = ({W : W € W} = {p} 6zelliklerine sahip
bogtan farkl aciklarin bir W ailesine, p noktasi i¢in bir s6zde tabandir denir. Bu
tanimlardan yararlanarak asagidaki yerel kardinal degismezler tanimlanacaktir.

X(p, X) = min{|V| : V,p icin yerel taban};

wx(p, X) = min{|V| : V, p icin yerel m-taban};

Y (p, X) = min{|V| : V, p i¢in sozde taban};

t(p, X) = min{k : her p € Y i¢in JA C Y, |A| <k ve p € A}.

Bu sayilara sirasiyla p € X noktasimin, ira sayis1 (ya da karakter sayisi), m-ira
sayisi1, s6zde 1ra sayisi ve sikilik sayisi denir. X uzayinin ira, m-ira, sézde ira ve
sikilik sayilari ise sirasiyla

X(X) = sup{x(p, X) : p € X} + Ny;

mx(X) = sup{mx(p, X) : p € X} + Ry;

(X)) = sup{(p, X) : p € X} + Ny;

t(X) =sup{t(p,X) :p€ X} +N,.

olarak tanimlanir.
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Boylece X uzay1 ancak ve yalmz x(X) = 8, ise birinci sayilabilirdir. Ote yandan

X uzayma sayilabilir 7- wra’ya sahip (sayilabilir s6zde 1ra’ya sahip, sayilabilir
sikiliga sahip) denir ancak ve yalmz 7wy (X) = Ro ((X) = R, t(X) = V) dur.

Sozde 1ra sayis1 yalnizca T uzaylarinda tanimlanar, ¢linkii sozde tabanin varlig ile

uzayin 17 olmasi egdeger iddialardir. Her p € X i¢in max{mx(p, X), ¥ (p, X), t(p, X)} <

X(p, X) ve sonugta max{mx(X),¥(X),t(X)} < x(X) gerceklendigi agiktir. X, sonsuz

r kardinaliteli kesikli bir uzayin tek nokta tikizlagsmas1 ise t(X) = Ry ve x(X) = &
esitliklerinin gergeklendigi kolayca goriilebilir, ayrica tikiz uzaylarda t(X) = hry(X) ve
X(X) = ¢(X) oldugundan (bkz. Teorem III.1 ve Teorem IIL.5) mx(X) = Ry ve ¢(X) =
k dir. Bu kardinal degismezler arasindaki kolayca goriilebilen baz egitsizlikler agagidaki

iki teoremde verilecektir. Ilk teoremin (a) sikkindan tinlii “Her ikinci saylabilir uzay

birinci saylabilirdir“ gergegi tekrar gozlenmis olur.

Teorem I1.8 Herhangi bir X topolojik uzay: igin asagidakiler dogrudur:
(a) x(X) < w(X) < x(X).[X],

(b) mw(X) = d(X).mx(X),

(¢) H(X) < hd(X),

(d) t(X) < hrx(X),

(e) X bir Ty wzays ise (X) < min{psw(X), A(X)},
(

) X bir Ty uzay ise (X) < hL(X).

Kanit. (c), (d) ve (e) siklar ilgili kardinal degismezlerin tanimindan kolayca
goriiliir.  Her bir © € X noktasimin |B,| < x(z,X) gercekleyen B, yerel tabam
araciligiyla tanimlanan B = UX B, ailesi, kolayca goriiliir ki X uzay1 icin bir taban
olugturur. Boylece w(X) §E\B\ < |X| Vsup,ex B < |X|V x(X) = x(X). |X]
olup (a) sikki elde edilir. Her m-taban aymi zamanda yerel m-taban tanimlayacagindan

mx(X) < mw(X) olur. Yogun kiime ve m-tabani kavramlarinin tanmimlarindan yararla-

narak kolayca d(X) < mw(X) gergeklendigi anlagilir ve boylece d(X).mx(X) < mw(X)
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elde edilir. Tersine her x € X i¢in |V,| < mx(x, X) saglayan V, yerel 7- tabanlar1 ve
|S| < d(X) gergekleyen yogun S kiimesi i¢in V = US V), olarak tanimlanan V ailesi, X
uzay1 icin bir 7-taban olur. Boylece mw(X) < WTZ d(X).mx(X) bulunarak (b) sikk
kanitlanir. (f) sikkinda hL(X) = & olsun. Her bir z € X i¢in W,, = noktasimin tiim

acik komguluklarinin ailesi olsun. Hipotez geregi X Hausdorff uzayi oldugundan

{z}=(We= (W= [ W=X-{2}= | X-W)

WeWs Wewy Wew,
elde edilir; ancak hL(X) = k oldugundan X — {z} = | (X — W.), |A| < k, gergek-
acA
lenecek bigimde {W, }oea € W, alt ailesi vardir. Boylece {z} = (| W, olup {W, }aca,
acA

x noktasinin bir sozde tabamdir. Bu durumda ¢(z, X) < |A| < &k (Vz € X) olur ve

boylece ¥(X) < k bulunur. m

Teorem I1.9 X herhangi bir topolojik uzay ve S, X wuzaywn yogun bir alt kiimest
olsun. Her p € S noktast i¢in asagidakiler dogrudur:

(a) d(X) < d(5) < d(X)-1(X),

(b) mw(S) < mw(X) ve mx(p, S) < mx(p, X),

(¢) X bir duzenli uzay ise mw(S) = mw(X), x(p,S) = x(p,X) ve 7x(p,S) =

mx(p, X).

Kanit. (b) ve (c) siklar1 tamimlardan yararlanarak kolayca goriilebilir. (a) su
sekilde kanitlanabilir: S yogun alt uzayimnin her yogun alt kiimesi X ana uzayinda da
yogundur. Gergekten A C S| S alt uzaymin |A| < d(S) gergekleyen yogun alt kiimesi
ise S = kapsA = kapxANS C kapxA = kapxS = kapxA = X olur ki bu A C X
alt kiimesinin X ana uzayinda yogun olmasi demektir. Sonugta d(X) < |A| < d(95)
bulunur. Ayrica d(X).t(X) = k ise X uzaymin |A| < k gergekleyen A yogun alt kiimesi
vardir. O halde kapxS = X = kapx A olup her z € A i¢in z € kapxS ve t(X) < k
oldugundan 3A, C S, |A,| < k ve © € kapx A, saglanir. Boylece D = | J A, kiimesi

z€EA

icin A C | kapxA, C kapx( U Az) = kapxD = kapxA = kapxD = X —
T€EA T€EA
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kapsD = kapxD NS = X NS = S kisacas1 D, S alt uzayinda bir yogun alt kiime olur

UA:E

T€EA

ve sonugta d(S) < |D| = < |A| Vsup,ey |Az] < k bulunur. =

Su ana kadar goriilen kardinal degigmezler araciligy ile | X| igin yararl ve keskin
sinarlar bulunabilir. Ornegin X bir T uzay1 ise | X | < 22 ve X bir Tj uzay1 ise | X| <
2"v(X) gerceklendigi goriildii. | X| in siirlar kolay ve zor kanitlanabilenler olarak
iki kategoriye aynhr. |X| < (nw(X))"™) (X, Tyise), | X| < 240 v (X Ty ise) ve
1X| < (d(X)*®) (X, Ty ise) kolay kamtlanabilenlere; | X| < 280 X)X Ty ise),
|X| < 260 XX) (X Ty ise), |X| < 25940 (X Ty ise) ve |X| < 22 (X, Tyise)

zor kanatlanabilenlere 6rnek verilebilir. Burada kolay kanitlanabilenler incelenecek, zor

kamitlanabilenler ileride goriilecektir.(bkz: Kisim II1.6)

Teorem IL.10 Eger X bir Ty uzaye ise | X| < (nw(X))*) gegerlidir. Ozel olarak
sayplabilir s6zde wra’ya ve < 2% kardinaliteli ag’a sahip Ty uzaylar en fazla 2% ele-

manlidar.

Kamt. ¢(X) = k olsun. |[N| < nw(X) gercekleyen N ag’h ve herhangi bir p € X
noktast i¢in ¢(p, X) < x oldugundan, IN,, C N alt ailesi dyle ki [N,| < k ve N, =
{p} gergeklenir. Boylece ¢(p) = N, olarak tanmimlanan ¢ : X — P< ,(N) fonksiyonu
bire-bir olur ve sonugta | X | < |P< ((N)| < IN|* < (nw(X))" bulunur. m

Ancak bu simir ¢ok keskin degildir. Ornegin A(Rg) uzayr igin [A(Rg)| = N,
nw(A(Rg)) = Rg ve ¥(A(Rg)) = Ry olup Ry = [A(Ry)] < (nw(A(Ry)))" ) = 2%

gerceklenir.
Sonug II.1 Eger X bir Ty uzaiy ise | X| < 29X¥X) olyr,

Kamt. |X| < (nw(X))"™ < (w(X))*™) % 24X)¥(X) bulunur. Burada ( * )
esitsizligi Teorem II.5’den yararlanilarak yazildi. m

Asagidaki lemma | X| i¢in simir bulmada oldukga yararhdir, ¢iinkii yogunluk sayisi

diger kardinal degismezler ile birlegtirilerek yeni sinirlar bulunabilir. Bu lemmadan
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yararlanarak | X| < (d(X))X%) (X, Ty ise) esitsizligi ispatlanacaktr.

Lemma I1.8 « bir sonsuz kardinal say: olmak tizere, bir X topolojik uzayr asagidaki
kosullar saglanacak sekilde var olsun:

(1) Her bir p € X i¢in p noktasiman agik komsuluklarnin bir B, ailesi, |B,| < k ve
({B: B € B,} = {p} olacak sekilde vardar.

(2) Bir S C X alt kiimesi, X = |J{A: AC S, |A| <k} saglanacak sekilde vardar.

Bu durumda | X| < |S|* olur.

Kanit. (2) varsaymm geregi her bir p € X i¢in p € A,, |A,| < & gercekleyen bir
A, C § alt kiimesi vardir. Boylece p noktasinin her acik V' komsulugu icin A,NV C S,
|A,NV] < kolup p € A,NV gergeklenir. ¥(p) = {(A,NV) : V € B,} biciminde

tanimlanan ¥ : X — P, (P<.(S5)) fonksiyonu,

{p}gﬂ{ApﬂV:VGBp}QD{V:VEBP}:{p}

kisacast ({4, NV : V € B,} = {p} oldugundan bire-bir dir. Boylece |X| <

|P<ic(P<x(S))] < (]S]7)" = |S]" sonucu elde edilir. m

Teorem I1.11 (Pospisil Teoremsi): Herhangi bir X Hausdorff uzays igin
1 X| < (X)X gegerlidir. Ozel olarak her birinci saydabilir ve < 2% kardinaliteli

yogun alt kiimeye sahip Hausdorff uzayr < 2% kardinalitelidir.

Kanit. Yukaridaki lemmada x(X) = k ve S’yi |S| < d(X) geregekleyen bir yogun
kiime almak yeterlidir. m

Sacilim sayisi ile ayirma aksiyomlarindan yararlanarak bazi kardinal degigsmezler

i¢in senerlar bulunabilir. Ornegin hd(X) < 259 (X, Ty ise), nw(X) < 28X (X Ty

ise) gibi. Bu amagcla tncelikle Sapirovskii tarafindan kanitlanan agagidaki iki lemma

goriilecektir.
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Lemma I1.9 (Sapirovskii Lemmast): V, X topolojik uzayinin bir agik ortilisi ve
s(X) < K olsun. Bu durumda |A| < k gergekleyen bir A C X alt kiimesi ve |W| < k

gercekleyen bir W C V alt ailesi, X = AU (|JW) saglanacak sekilde vardar.

Kamit. Aksini varsayarsak, sonlu tesi tiimevarimla, {z, : 0 < a < k7} C X alt
kiimesi ve {V, : 0 < a < kT} CV alt ailesi

(%) 0 € Vo, 0 € (Vo= [(|J Vo) U{as: B<a}]) (0<a <kt

B<a
olacak bigcimde inga edilebilir. Gergekten, keyfi zyp € X ve x¢p € V € V gergekleyen
Vo elemanlart igin X # {z} UV, oldugundan z; € X — ({zo} U V) elemani ve z; €
Vi — ({zo} U Vp) gercekleyen Vi € V elemam bulunur. Simdi herhangi bir o < &+
icin x5 € X ve V3 € V (V8 < «) elemanlar belirlenmis olsun. Bu durumda |a| < &
oldugundan varsaymm geregi X — [( | V3)U{zs: 6 < a}] #0olup X = |J V olmas:

[B<a vey
nedeniyle z, € V, —[( U Vi) U{xs : 5 < a}] olacak sekilde z, € X, V, € V elemanlar

B<a
bulunarak sonlu 6tesi tiimevarim siirdiiriiliir; ancak bu gekilde inga edilen {z, : 0 <

a < kT} kiimesi, X uzayinda kesikli olur bu da s(X) < k varsayimiyla geligir. Sonug

olarak aranan ozelliklerde A C X alt kiimesi ve W C V alt ailesi vardir. =
Sonug I1.2 Eger X bir Hausdorff uzay ise 1(X) < 25X dir.

Kanit. s(X) = k olsun. Keyfi sabit bir p € X alimirsa, her bir ¢ # p i¢in
X bir Hausdorff uzayr oldugundan p ¢ Vq olacak sekilde ¢ noktasmin bir V, acik
komgulugu vardir. Boylece X — {p} = (J{V, : ¢ # p} olup bir 6nceki lemma nedeniyle
A,B C X — {p} alt kiimeleri |[A| < &k, |B] < xve X — {p} C AU( UBVq) kogullar:
saglanacak sekilde vardir. V4 = {X —C:C C A, p ¢ C}, Vp = {)ge— V,:q € B}

ve V = V4 U Vp olarak tanimlanirsa, )V ailesi, p noktasi i¢in bir sézde taban olur ve

boylece (X)) < |V| < 2 gergeklenir. =
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Lemma I1.10 (Sapirovskii): X bir Hausdorff uzay: ve s(X) < k olsun. Bu durumda
S| < 2% ve X = J{A: AC S, |A| <k} gerceklenecek bigimde bir S C X alt kiimesi

vardwr.

Kanit. Sonug II.2 nedeniyle her bir p € X noktasiin bir V, sézde tabans, |V,| < 2%
saglanacak sekilde vardir. Boylece X in alt kiimelerinin {S, : 0 < o < s} ailesi ile
uzaym acik kiime ailelerinin {V, : 0 < o < k*} ailesi agagidaki kogullar saglanacak

bicimde tanimlanabilir:

(1) |Sa] <27 (0 < < KT,

2)Va={V:VeV, pe U Sz} (0<a<kh),

B<a

(3) Eger A € P<.( U S5) ve W € P<,(Va) igin X #£ AU (JW) ise

B<a

So — (Au(UW)) # 0 olur.
Herhangi bir ap < 7 i¢in S, C X alt kiimeleri ve V, aileleri (Voo < o) yukaridaki

kosullar saglanacak bigimde bulunmus ise, V,, = {V : V. € V,, p e |J Ss} alnr ve
B<ao

boylece Voo < | U Ss| Vsup{|V,| :p € U S5} < 2% ve |P< x(Va,)| < 2" bulunur.

B<0¢O ,3<a0
Eger A€ P<.( U S5) ve W € P o(Va,) icin AU (W) # X ise, Segme Aksiyomu
B<ao

yardimiyla tek tiirlii belirli bir z(A, W) € X — (AU (UW)) elemanmm secerek, bu

secilmis noktalardan olusan

Sap = {2(AW) 1 A€ P | Sp), W € Per(Vay), X — (AU (|JW)) # 0}

B<ap

alt kiimesi tanimlansin. Apagk olarak |S,,| < 2% gergeklenir. Boylece S, C X (0 <
a < k1) alt kiimelerinin ve V, (0 < a < k™) ailelerinin, sonlu &tesi tiimevarimla,

tanimlanmasi siireci sona erer. S = |J 9, kiimesi lemmada aranan ozellige sahiptir.
a<kt

Gergekten, ¢ € X — S ise her bir p € S noktasinn g ¢ V,, € V, olacak sekilde bir

V, komsulugu vardir. Bu durumda S C [J V, olup Sapirovskii Lemmas1 nedeniyle,
pES

A, B C S alt kiimeleri |A] < &, |[B| <k ve S C AU (U V,) gerceklenecek bicimde
pEB
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vardir. W = {V},: p € B} olsun. Boylece ¢ € A dir. Aksi halde bir ;, < k% ordinali

(AUB) C ] Sa WeEP«(V) vepe X — (AU ([ JW)) #0

a<piy

kosullar1 gerceklenecek bigimde var oldugundan, (3) kosulu nedeniyle,

0# S, —(Au( W) cs—EA@uJw) =1

geligkisi bulunur. Ayrica

5] = <KV sup [S,] < 2°

a<wkt

U s.

a<kt

olup S aranan kiimedir. m

Teorem I1.12 (Hajnal-Juhasz): Eger X bir Hausdorff uzay ise hd(X) < 25X

gerceklenir.

Kanit. Sacihim sayisi monoton oldugundan d(X) < 25X) gerceklendigini gormek

yeterlidir, oysa bu bir 6nceki lemmanin kolay bir sonucudur. m
Teorem 11.13 Eger X bir Ty uzay ise nw(X) < 255 olur.

Kanit. s(X) = k olsun. Boylece Lemma I1.10 nedeniyle bir S C X alt kiimesi,
S| < 2°ve X = |J{A: A C S, |A| <k} kosullar gergeklenecek bigimde vardir. O
halde N = {N : N C S, |N| < &} ailesi, X uzay1 igin bir agdir. Gergekten, herhangi
bir p € X ve p noktasinin herhangi bir R agik komsulugu almirsa, X dizenli uzay
oldugundan p € V C V C R olacak sekilde bir acik V kiimesi vardir. Ayrica ( * )

esitliginden p € A, |A| < k gercekleyen bir A C S alt kiimeside var olup p € ANV C

ANV = ANV sonucu bulunur. Boylece N = ANV alnirsa, [N| = [ANV] < &,
pE€N=ANV CV C R bulunarak N ailesinin X uzay icin || < 2 gercekleyen bir

ag oldugu anlasilir. m
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Hajnal-Juhasz tarafindan kanmitlanan iinlii |X| %) 25(X) VX)) (X T ise) esitsi-
zliginin (bkz. Teorem II1.45) T3 uzaylarindaki dogrulugu, yukaridaki teoremden yarar-
lanarak kolayca goriiliir. Gercekten, Teorem 11.10 ve Teorem II.13’den yararlanarak
| X| < (nw (X)) < (25C0YE) = 9s(X)4(X) bylunur. Ayrica (1) esitsizligi ve Sonug
I1.2'den | X| < 22" (X, Ty ise) olup, Teorem I1.6 ve Teorem I1.12°den o(X) < 22™ bu-
lunur.

Ote yandan Sapirovskii, herhangi bir X tikiz Hausdorff uzay1 icin hd(X) < s(X)"
oldugunu (bkz. Teorem III1.8) kamitladi. Yine Sapirovskii tarafindan Lemma I1.10’dan
yararlanarak kanitlanan asagidaki teorem oldukca ¢nemlidir. Bu teoremden yararla-
narak hd(X) < 2°) (X, T, icin) esitsizliginin alternatif ispat1 verilebilir. Gergekten,
De Groot tarafindan kanitlanan ve Sonug I11.36’da goriilecek olan | X| < 20 (X T,
ise) esitsizliginden ve s(X)’in monotonlujundan yararlanarak d(X) < 2°(X) gercek-
lendigini gostermek yeterlidir. Bu halde s(X) = & olsun. Asagidaki teoremden X
uzaymin hL(Y) < k ozelligine sahip Y yogun alt uzayi vardir, boylece d(X) < |Y] <

2hL(Y) < 925 hylunur.

Teorem I1.14 (Sapirovskii): Eger s(X) < k ise X wzaymin hL(Y) < k olacak

sekilde yogun bir'Y alt uzayr vardr.

Kanit. d(X) =\ > k7 olsun.(d(X) < k ise kamitlanacak birgey yok) Bu durumda
X uzaymmm S = {z, € X : 0 < o < A} bigiminde bir yogun alt kiimesi vardir. Bu

kiimeden yararlanarak, sonlu 6tesi tiimevarimla, Y = {xaﬁ : 0 < B < A} alt kiimesi

ag = min{y : v < A\, xy ¢ {2, : 0 <& < }} olacak sekilde tammlansin. Aciktir ki
ag > [ (VB < A) dir. Bu gergekten kolayca goriiliir ki Y, X uzaymin yogun alt kiime-
sidir. Tammmindan dolay1 Y kiimesinin «* kardinaliteli herhangi bir Z alt kiimesinin
bir A C Z alt kiimesi, d(A) = k* olacak sekilde vardir. hL(Y) < k oldugundan kanit

tamamlanir. Gergekten, hL(Y) > & olsaydi Y uzaymin acik kiimelerinin {G4 }o<pt
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ailesi ve Z = {y, : 0 < a < s} C Y alt kiimesi, y, € (Go — U Gg) (Va < kT)
olacak sekilde tanimlanabilir ve boylece A C Z alt kiimesi d(A) i<:+ olacak sekilde
bulunabilirdi; ancak bu durumda Z uzaymin V,, = {ys : 0 < § < a} agik kiimelerinin
{Vatacw+ ailesi (|V,| < k (Va < kT) oldugu aciktir) A alt kiimesinin bir agik ortilisi
olup Sapirovskii Lemmas1 nedeniyle |B| < k gergekleyen bir B C A alt kiimesi ve bir
oo < kT ordinali, A C B UV, olacak sekilde vardir. Sonucta B U (V,, N A) C A alt
kiimesi A alt uzaymnda yogun olup k¥ = d(A) < |BU (V,, N A)| < & geligkisi bulunur.
[

Asagidaki ii¢ teoremde herhangi bir X topolojik uzaymin Suslin, w-agirhk ve w-ira
sayllarimmdan yararlanarak w(X), |[RO(X)| ve | X| i¢in sirlar gosterilecektir. |RO(X)|

i¢in bulunan sinirlar ileride X tizerinde tanimh tiim gergel degerli siirekli fonksiyonlarin

kiimesi C'(X)’in kardinalitesi i¢in sinir belirlemede kullanilacaktur.

Teorem I1.15 (Efimov): Herhangi bir X wzay icin |[RO(X)| < (rw(X))*™) geger-
lidir.
Kamt. ¢(X) = s olsun. V, X uzaymmn |V| < mw(X) gergekleyen bir m-tabam

olmak iizere

G ={G: G,V niin < k sayida elemaninin birlesimi}

olarak tammlanirsa, RO(X) C G olur. Gergekten, her bir R € RO(X) i¢in R = R olup

R, X uzayinda bir a¢ik kiimedir. V, X uzayimin m-tabani oldugundan Vg = {V : V €

V, V C R} ailesi icin R C |J Vg gerceklenir. Onerme II.1 nedeniyle bir W C Vy alt
ailesi, [W| < k ve |JVr C W kosullar1 saglanacak sekilde vardir. Boylece G = |JW
olarak almirsa, R = |JVr = UW = G olup sonugta R = G € G bulunur. Bu durumda

|[RO(X)| < |G| < (mw(X))" elde edilir. m

Teorem IL.16 Eger X bir diizenli uzay ise w(X) < |[RO(X)| < (mx(X))* gercek-

lenir.
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Kanit. Diizenli uzaylarda, tim diizenli agiklarin kiimesi bir taban belirlediginden
|RO(X)| < (mx(X))*™ oldugunu gostermek yeterlidir. Diizenli X uzay1 i¢in d(X) <
(mx (X)) oldugundan (bakimz agagiya) bir énceki teorem ve Teorem IL.8 (b)’den
yararlanarak |[RO(X)| < (mw(X))*™ = (d(X). (X)) < (7x (X)) bulunur.
1977 yiinda Charlesworth d(X) < (my(X))“™ (X diizenli ise) oldugunu asagidaki
gibi kanitladu:

c(X) = k ve her bir x € X i¢in B,, x noktasin |B,| < mx(X) gergekleyen yerel -
tabam olarak tanmimlanirsa, X’in alt kiimelerinin {4, : 0 < o < T} ailesi ve agk
kiime ailelerinin {V,, : 0 < o < k™} ailesi, agagidaki kosullar saglanacak sekilde inga
edilebilir:

(1) [Aa| < (mx(X)" (0 < a <wT),

2) Vo ={V:VeB,ze U As} (0<a<k™),

B<a
(3) Eger W kiimesi V, ailesinin < k sayida elemaninin birlesimi ve X # W ise
Ay — W # () olur.
Lemma II.10’dakine benzer sekilde {A,}a<r+ Ve {Vala<w+ aileleri tammlanir. S =
U+ A, olarak tammlanirsa, |S| < (7x(X))" olup S = X gerceklenir dolayisiyla S
i;;nesi, X uzayinda yogun olur ve boylece d(X) < |S| < (mx(X))" bulunur. Gergekten,
eger S # X olsaydi X uzayimin bostan farkli acik bir R kiimesi SN R = () olacak sekilde

bulunurdu. Bu durumda
G={V:VeB,zeSVNR=0}veG=|]Jg

olarak tanimlanirsa, kolayca goriilebilir ki S C G ve RNG = 0 gerceklenir. Onerme.I1.1
nedeniyle G C W, |W)| < & 6zelliklerine sahip bir W C G alt ailesi vardir. W = [JW
kiimesi icin S C W ve W N R = ) gerceklenir. Ustelik bir ap < x* ordinali, W C V,,
olacak sekilde vardir; ancak bu durumda W N R = ) oldugundan (3) sikki nedeniyle
D+ Ay, —W C S —W = celiskisi bulunur. Ulagilan bu celiski nedeniyle S = X

oldugu anlagilir. m

35



Sonug I1.3 (Sapirovskii): X bir Ty uzay ise | X| < (my (X)) opur.
Kamt. |X| < (nw(X))"™ < (w(X)* < (mx(X) S bulunur. =
Sonug I1.4 Eger X bir Ts uzay ise | X| < 26X ™)V gecerlidir.

Bu esitsizlikten sozde 1ra sayisi ¢rkarilamaz. Ornegin BN uzay1 igin 7y (X) =

mw(X) = ¢(X) = Ry ancak |fN| = 22" dur.(bkz. Ornek IIL1)
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IIT CALISMALAR

Bu boliimde ilk olarak topolojik uzaylarin iki énemli sinifi olan tikiz uzaylarin ve
metriklenebilir uzaylarin iizerinde tanimlanan kardinal degismezler arasindaki bagin-
tilar incelenecektir. Cogu topolog, arastirmalarini éncelikle bu 6zel uzaylar tizerinde
yapar ve sonradan genellegtirir. Bu nedenle bu uzaylar tizerindeki incelemeler oldukca
onemlidir. Ilk olarak tikiz uzaylar iizerinde tanimlanan kardinal degismezler arasindaki

bagintilar goriilecektir.

I11.1 Tikiz Uzaylar Uzerinde Tanimli Baz1 Kardinal

Degismezlerin Ozellikleri

Bilindigi gibi bir topolojik uzaya, her agik ortiiliisiinden sonlu tiyeli bir alt ortiiliis
elde edilirse tikiz uzay (kompakt uzay) denir. Bir X Hausdorff uzayinin tikiz olmasi
icin gerek ve yeter kosul bu uzayda her sonlu arakesit ézelligine sahip {F}scs kapah
kiimeler ailesi i¢in ) # (] Fs olmasidir. Ayrica X uzayinda tikiz kiimelerin bir { K} }yer

seS

ailesi ve V' agk kiimesi igin ) # () K; C V ise sonlu bir 7* C T alt kiimesi i¢in
teT

(| K; C V oldugu bilinmektedir. Ustelik tikiz bir K C X alt kiimesi icin K C V
teT™

olacak gekilde bir V acik kiimesi varsa, K C R C R C V ve R tikiz alt kiime olacak
sekilde bir R agik kiimesi vardir.(bkz :[4])

Asagidaki teorem Alexandroff tarafindan kanitlanmig olup sonucuysa Kisim I11.6’da

goriilecek olan iinlii Arhangel’skii Teoremi’nin kolay bir sonucudur.
Teorem II1.1 Eger X bir tikiz Hausdorff uzay ise 1(X) = x(X) esitligi gecerlidir.
Kamt. Herhangi bir 77 uzaymnda 1(X) < x(X) oldugundan X tikiz Hausdorff

uzay1 igin x(X) < (X) gergeklendigini gostermek yeterlidir. Bu amagla her bir
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r € X igin y(z, X) < ¢(z, X) oldugu gosterilirse aranan bulunur. Simdi € X nok-
tasimin |V, | < ¢ (z, X) gergekleyen bir V, stzde tabani gtz 6niine alinsin.. Bu durumda
B, ={NA: A€ P,(V,)} ailesi, x noktasi i¢in |B,| < [Py, (V)| = [Va| < ¢(x, X)
gergekleyen bir yerel tabandir. Gergekten, z noktasinin herhangi bir R acik komsu-
lugu icin, X bir Hausdorff uzay1 oldugundan, {z} C vﬂ V C R olup X uzay
tikiz oldugundan yukaridaki agiklamalar nedeniyle sonlu 6l:iocr V:(0) € V, alt ailesi
{x}C (N VC (O V C Rsaglanacak sekilde vardir. BoyleceG = () V € B,
VeV.(0) VeVv:(0) Vev:(0)
ve G C R oldugundan B, ailesinin x noktasi i¢in bir yerel taban oldugu goriiliir. =

Sonug III.1 Eger X bir tikiz Hausdorff uzay ise | X| < 20X) olur. Ozel olarak sayla-

bilir sézde-wraya sahip her tikiz Hausdorff uzayr en fazla 280 kardinalitelidir.

Asagidaki teoremde bir X tikiz Hausdorff uzay1 i¢in pw(X) = w(X) = nw(X)
esitliginin gergeklendigi goriilecektir. psw(X) = w(X) esitliginin sayilabilir versiy-
onu Arhangel’skii ve Proizvolov tarafindan "Tikiz Hausdorff X uzayi, nokta-sayilabilir
ayiran oOrtiiliige sahip ise sayilabilir tabam vardir (yani ikinci sayilabilirdir) dolayisiyla
metriklenebilirdir" olarak kanitlandi. Sneider, her tikiz Hausdorff, Gs-kosegensel uza-
yin sayilabilir tabana sahip oldugunu kamtladi. Bir X tikiz Hausdorff uzay: igin
nw(X) = w(X) esitliginin ger¢eklendigi 1959 da Arhangel’skii tarafindan kanitlan-

mistir. Bu esitligin 6nemli bir sonucu agagidaki teoremden sonra goriilecektir.

Teorem II1.2 Herhangi bir X tikiz Hausdorff uzay icin pw(X) = w(X) = nw(X)

gerceklenir.

Kamt. w(X) < nw(X) oldugunu kamitlamak icin nw(X) = k ve N, X uza-
yinin |N| < s gergekleyen bir agh olsun. N ag’indan yararlanarak X uzayimin agik

kiimelerinin |V| < k gergekleyen bir V ailesi ( * ) 6zelligine sahip olacak sekilde inga
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edilebilir:

(%) Farkl p,q € X noktalar i¢in p € V,,q € V, ve V, NV, = () gercekleyen

V,,V, € V elemanlar vardir.

V ailesi su sekilde olusturulur: Ny N Ny = () gergekleyen Ny, No € N eleman cifti
icin N; C V; (i = 1,2), VinVy, = 0 olacak gekilde V; (i = 1,2) agk kiimeleri
varsa, bu kiimelerden tek tirli se¢imle Vi(Ni, No) ( 2 Np), Vo(N1,Na) ( 2 Na)
(dikkat: Vi(Ny, No) N Va(N1, Na) = @) kiimeleri alimarak, eger yoksa herhangi bir se¢im
yapmayarak < r kardinaliteli V ailesi ( * ) kogulu saglanacak sekilde (X Hausdorff
oldugundan kolayca goriiliir) bulunur. Simdi B, V ailesinin elemanlarinin sonlu arake-
sitlerinin kiimesi olsun. Kisacast B = {(1G : G € Px,(V)} yvazilsin. X uzay: tikiz
oldugundan B ailesi, X uzaymmin bir tabamidir. Gergekten, herhangi bir x € X ve z
noktasinin herhangi bir B acik komsulugu icin, X bir Hausdorff uzay1 oldugundan,
{2} =N{V:V €V,z € V} C B olup X uzay1 tikiz oldugundan sonlu bir Vy C V
alt ailesi {z} C({V :V € Vo} C{V : V € Wy} C B gerceklenecek bigimde vardur.
Boylece (B 2) G = VQ} V € B oldugundan B, X uzaymm |B| = |V| < k gercekleyen
bir tabanidur. Sonugtaeu(;(X ) < |B| < & bulunur.

Ayrica herhangi bir Y Hausdorff uzay1 i¢in psw(Y) < nw(Y") dir; ¢iinkii Y uzaymin
herhangi bir |V (Y)| < nw(Y") gergekleyen agh i¢in yukaridaki gibi tamimlanan V ailesi,
V| < nw(Y) gergekleyen bir ayiran agik ortiiliig tammlar. Boylece kaniti tamamlamak
icin nw(X) < psw(X) oldugunu gostermek yeterlidir. psw(X) = A ve R, X uzaymin
ord(z,R) < A (Vx € X) gergekleyen bir ayiran acik ortiiliisii olsun. X uzay: tikiz
oldugundan |R| < A dir. Gergekten, Miscenko Lemmasi’'na gore R ailesinden elde
edilen tiim sonlu minimal &rtiiliiglerin sayis1 < A olup bu tiir ortiiliiglerin ailesi {R,, :
0 < a < A} olsun. O zaman R C U)\Ra olur ¢iinkii keyfi bir V5 € R, z € 1}

a<

ve her bir y # 2 elemam igin R aywan ortiiliis oldugundan y € V, ancak = ¢ V,

olacak sekilde V;, € R eleman1 vardir. Boylece elde edilen {V, },cx\ (23 U {Vo} ailesi, X
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uzayinin bir agik ortiiliisii olup X uzay1 tikiz oldugundan sonlu alt ortiiliis vardir. Bu
alt ortiiliise R,, denirse, agiktir ki Vy € R, sonugta R C | J R, bulunur. Bu durumda

a<

IR| < < A gergeklenir. O halde N(R) = {X —UW : W € P, (R)}

URa

a<A

olarak tammlanmirsa, [NV (R)| < A olur ve iistelik X uzay: i¢in bir ag belirler, bylece
nw(X) < |N(R)| < psw(X) bulunur. =m
Bu teoremden yararlanarak su iinlii sorunun cevab1 bulundu: Eger X tikiz Haus-
dorff uzayi, < k sayida, herbirinin agirhigi < x olan alt uzaylarin birlesimi olarak yazila-
biliyorsa w(X) < k mudir?. Cevap olumlu olup bu sonuca Agirlik Ekleme Teoremi
denilir. Gergekten, X tikiz Hausdorff, w(A;) < k (Vs € §) ve |S| < k igin X = US A,
sE

olsun. Bu durumda her A, (Vs € S) alt uzaymin |B,| < w(A;) < k gergekleyen bir B

tabami vardir. Boylece B = |J B olarak tamimlanan B ailesi, X uzayimin bir ag olup
seS

w(X) =nw(X) < |B| =

Us.

ses

< |S|Vsup{|Bs| : s € S} <k

bulunur.

Sonug II1.2 Her tikiz Hausdorff ve nokta-saylabilir ayiran ortilise sahip uzay, ikinci

saylabilir olup metriklenebilirdr.

Sonug II1.3 Herhangi bir X tikiz Hausdorff uzay icin A(X) = w(X) gegerlidir.
Ozel olarak tikiz Hausdorff ve Gs-kosegensel uzay, ikinci sayilabilir ve boylece metrik-

lenebilirdir.

Kanit. A(X) < w(X) = psw(X) oldugundan herhangi bir Y Tjuzayinda psw(Y") <
L(Y).A(Y) gerceklendigini gormek yeterlidir. L(Y).A(Y) = x olsun. Boylece Y uza-
yinn her bir y € Y elemani igin {y} = [ st(y, Va) gergekleyen agik ortiiliiglerinin bir
{Va : 0 < a < Kk} ailesi vardir. L(Y) §</<o oldugundan 6zel olarak |V,| < k (Va < k)
almabilir. Boylece V = |J V, ailesi, kolayca goriilebilir ki ord(y,V) < k (Vy € Y)

a<k

gergekleyen bir ayiran agik ortiiliis olur ve boylece psw(Y) < k bulunur. m
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Sonug I11.4 Eger X bir tikiz Hausdorff uzay ise w(X) < |[RO(X)| < 2549 gergek-

lenir.

Kanit. Teorem II.15 den yararlanarak

|IRO(X)| < (Ww(X))C(X) < (w(X))C(X) _ (nw(X))C(X) < 95(X)e(X) _ 9s(X)

bulunur. =

Ikinci boliimde tanimlanan yerel kardinal degismezlerin ¢cogunun monoton oldugu
goriildii; ancak mx(BN) = Ny, mx(BN\N) = 2% oldugundan (bkz. Ornek III.1) 7-1ra
sayis1 monoton degildir. Benzer gekilde m-agirlik sayisi da monoton degildir. Boylece
hmyx ve hmw gibi yeni kardinal degismezler elde edilir. Sapirovskii 1975 yilinda her-
hangi bir X tikiz Hausdorff uzay: igin hry(X) = ¢(X), hrw(X) = hd(X) esitliklerinin
gergeklendigini kamitladi. (Ikinci esitlik birincisinin kolay bir sonucudur.) Herhangi
bir X uzaymda t(X) < hrx(X) gergeklendigi kolayca goriilebilir. Ters esitsizlik tikiz
Hausdorff uzaylarinda dogrudur. Bu iddia su énemli kavramdan yararlanarak kanit-

lanacaktir: X uzayinda tanimlanan bir {z, : 0 < a < s} dizisine, ancak ve yalnz her

bir 5 < k ordinal sayis1 i¢in {z, : @ < 8} N {z, : @ > 5} = 0 gerceklenirse k- uzun-
lugunda erkin dizi denir. X uzayinda tanimlanan her erkin dizi, tanimindan kolayca
goriiliir ki bir kesikli alt kiime belirler. Oncelikle tikiz uzaylarda erkin dizilerin temel

ozellikleri goriilecektir

Teorem II1.3 Eger X bir tikiz Hausdorff uzay ve t(X) < k ise X wuzaynda K7 -

uzunlugunda erkin dizi yoktur.

Kanit. X uzayi, tikiz oldugundan her sonsuz alt kiimesinin en az bir tam yigilma
noktas1 vardir. (A C X alt kiime ve # € X olmak iizere, eger x noktasmin herhangi
bir B agik komgulugu i¢in |A N B| = |A]| oluyorsa, = noktasia A kiimesinin bir tam

yigilma noktasi denir. Bir Hausdorff uzayinin tikiz olmasi ile her sonsuz alt kiimesinin
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tam yigilma noktasina sahip olmasi iddialarinin egdeger oldugu bilinmektedir.(bkz :[4])
Boylece eger X uzaymda k'-uzunlugunda {z, : 0 < o < k"} erkin dizisi tamimlan-
abilseydi, A = {z, : 0 < a < k7} kiimesinin en az bir tam yigilma noktas1 bulunurdu.
Ornegin = boyle bir noktaysa aciktir ki 2 € A olup #(X) < & oldugundan |4,| < &
gercekleyen bir Ag C A alt kiimesi icin # € Ay dir. Bu durumda bir ag < kT ordinal

sayist i¢in Ag C {2, : 0 < o < ap} olup {7, : 0 < o < k7} nn erkin dizi olmasi

nedeniyle = € {2, : o < ap} N{xs : @ > ap} = 0 geligkisi bulunur. m

Onerme IIL.1 X herhangi bir Ty uzayr ve K C X bir tikiz alt kime olsun. Bu
durumda her bir p € X — K noktast i¢in Gs-tiri kapals A, B C X alt kiimeleri, p € A,

K C B ve AN B =) kosullar saglanacak sekilde vardar.

Kanit. X bir 73 uzay: olmasi ve bu uzayda V,, .1 C V,, (n < ¥g) gercekleyen agik
kiimelerin {V}, : n < Rg} ailesi icin () V,, = [ V, kiimesinin Gs-tiirti kapali kiime
n<No n<Ng

olmas1 gergeklerinden yararlanarak iddia kolayca kanitlanir. m

Teorem I11.4 (Arhangel’skii): X bir tikiz Hausdorff uzayysa ve hrx(X) > k

gercekleniyorsa, X uzaymnda kT -uzunlugunda erkin dizi tanvmlanabilir.

Kanit. Teorem II1.9(b) nedeniyle her Y C X alt kiimesi igin 7x(Y) < mx(Y)
oldugundan 7x(X) > k varsayimmu altinda teoremi kanitlamak yeterlidir. Bu durumda
en az bir p € X noktast i¢in mx(p, X) > kT gerceklenir. G, bu uzaydaki bogtan farkh

tiim Gs-tiirii kapali kiimelerin ailesi olsun. G ailesi, agsagidaki 6zellige sahiptir:

(%) Eger H C G ve |H| < k ise p noktasinin bir R acik komgulugu,

H—-R # 0 (VH € H) gergeklenecek sekilde vardir.

(Gergekten, ( x ) iddiasi dogru olmasaydi, p noktasinin her R ac¢ik komsulugu igin
Hgi C R gergekleyen en az bir Hg € ‘H eleman1 bulunurdu. X uzaymin tikiz olmasi

nedeniyle Hr C Vi C Vi C R (Vi tikiz) olacak sekilde Vi agik kiimesi vardir. Bu
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sekilde tamimlanan Vg agiklariin ailesi, p noktasi icin bir yerel m-tabam tanimlar ve
boylece kT < 7x(p, X) < |[{Vr: R, p nin agk komsulugu}| < |H| < & geligkisi elde
edilir.) G ailesinin {A, : 0 < a < K7} ve {B, : 0 < a < kT} alt aileleri, sonlu 6tesi

tiumevarimla, agagidaki kosullar saglanacak sekilde tanimlanabilir:

(H)pe Auve AuN By =0 (0<a<kh),

(2) Eger H, {A3:0< B <a}U{Bsz:0< [ < a} ailesinin elemanlarinin

bostan farkh sonlu arakesiti ise H N B, # ) olur.
Gergekten, p noktasini icermeyen herhangi bir tikiz kiime (6rnegin tek nokta kiimeleri)
icin bir 6nceki nerme nedeniyle (1)-(2) kosullarmm gergekleyen Ao, By kiimeleri bu-
lunur. Simdi herhangi bir 0 < o < k" ordinali i¢in {Ag : 8 < a}, {Bs : < a} aileleri
(1)-(2) saglanacak sekilde bulunmus olsun. H, {4z : 8 < a}U{Bs : f < «} ailesinin el-
emanlarinin tiim bostan farkli sonlu arakesitlerinin kiimesi olsun. Bu durumda H C G,
|H| < K olup ( *) ifadesi nedeniyle p noktasimn bir R a¢ik komsulugu, H — R # ()
(VH € H) olacak sekilde vardir. Boylece bir énceki énerme nedeniyle A, B Gs-tiirii
kapalr kiimeleri, p € A, X — R C B ve AN B = () kosullar saglanacak sekilde bulunur.
Bu durumda A, = A ve B, = B olarak almirsa, H — R # () (VH € H)oldugundan
HN B, # 0 (VH € H) olup (2) gergeklenir ve boylece sonlu &tesi tiimevarim siireci
tamamlanir.

Keyfi @ < k%1 ordinali igin (1) kosulunun ilk kismi ve (2)’den yararlanarak, sonlu
tiimevarimla, {Az : § < a} U{Bs : f > a} ailesinin her sonlu sayida iiyesinin arake-
sitin bogtan farklh oldugu goriiliir. Boylece X bir tikiz Hausdorff uzay1 oldugundan
N AsN () Bs # 0 (Vo < k™) olup, Se¢me Aksiyomu yardimiyla her bir @ < s

B B>a

icin z, € () Az N [ Bs noktas: secilerek elde edilen {z, : 0 < o < k7} dizisi, X
Ba B>a

uzayinda kT-uzunlugunda erkin dizidir; ¢iinkii her bir 5 < k" i¢in {z, : @ < §} C Bg,

{zq > p} C Ag ve Az N Bs = () gergeklenir. m

Sonug II1.5 X bir tikiz Hausdorff uzay: ve t(X) > k ise X uzayinda k™ -uzunlugunda
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erkin dizi vardur.

Kanit. Herhangi bir Y uzayi icin ¢(Y) < hrx(Y') oldugundan bir 6nceki teoremden

iddia agiktir. m

Sonug II1.6 Herhangi bir X tikiz Hausdorff uzay i¢in t(X) = F(X) gerceklenir.
(Burada F(X) = sup{r : X wzaymnda r-uzunlugunda erkin dizi var} + Yo olarak

tanemlanar.)
Kanit. Teorem II1.3 ve Teorem III.4’dan kolayca goriiliir. =

Teorem IIL.5 (Sapirovskii): X bir tikiz Hausdorff uzay ise t(X) = hay(X) olur.
Ozel olarak tkvz Hausdorff uzaylarinn sayilabilir sikihga sahip alt uzaylar, saylabilir

m-1ra’ya sahiptir.

Kamit. ¢(X) < hry(X) oldugu biliniyor. Eger t(X) = & i¢in hry(X) > & olsaydy,
X uzaymda Teorem III.4 nedeniyle x*-uzunlugunda erkin dizi tanimlanabilir; ancak
Teorem III.3 nedeniyle boyle bir dizi tanimlanamazd:. Elde edilen bu celigki nedeniyle

hrx(X) = k oldugu anlagihr. m
Teorem II1.6 Herhangi bir X tikiz Hausdorff uzay: i¢in hrw(X) = hd(X) gegerlidir.

Kamit. Teorem II.8(b)-(c) de goriildiigii gibi herhangi bir Y uzay: i¢in mw(Y) =
d(Y).mx(Y) ve t(Y) < hd(Y) iddialar1 dogru oldugundan 7w(X) = d(X).wx(X) ve
boylece

hrw(X) = hd(X).hay(X) = hd(X).4(X) = hd(X)

bulunur. =

Teorem II1.7 (Arhangel’skii ): X bir tikiz Hausdorff uzay ise t(X) < s(X) gercek-
lenir. Ozel olarak her tikiz Hausdorff, sayilabilir sagilima sahip uzay saylabilir sikilija

sahiptir.
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Kamt. s(X) = k olsun. Eger ¢(X) > k olsaydi, X uzaymda sT-uzunlugunda
erkin dizi tamimlanabilirdi; ancak bu dizinin elemanlariyla elde edilen kiime kesikli
oldugundan, bu kez k™ < s(X) = & geligkisi bulunurdu. Sonug olarak #(X) < s(X)
dir. m

Bu teoremden yararlanarak, R iizerinde her bir z € R noktasindaki yerel tabani
B,={(zx—¢c,x+e)—A:e>0,AC ((x — e,z +¢)\{z}),|A] <N}

bi¢iminde tanimlanan uzaymn tikiz olmadige anlagilir. Gergekten, bu uzay X ile gos-
terilirse, X bir kalitimsal Lindelsf uzayidir (bkz:[2]) dolayisiyla Ry < s(X) = he(X) <
hL(X) = N, gergeklenir; ancak ¢(X) > Ny oldugundan (Gergekten, eger t(X) = N,
olsaydi, keyfi bir x € X noktasi ve sabit bir ¢ > 0 sayis1 i¢in z + ¢ € m
oldugundan, sayilabilir noktal bir A C (x —e, x+¢) alt kiimesi x +¢ € A gerceklenecek
bi¢imde var olurdu; ancak bu imkansizdir; ¢iinkii herhangi bir 6 > 0 gergel sayisi i¢in
Biie(0) = ((x+e—=0,24+e4+9)— ((x+e—0,x+e+9)NA)) € Byie olup B,-(0)NA =10
gergeklenir.) yukaridaki teorem nedeniyle X uzaymin tikiz olmadigr anlagilir.

X bir Hausdorff uzay ise hd(X) < 25X oldugu biliniyor. Bu kez ek olarak X tikiz
oldugunda hd(X) < (s(X))" gerceklendigi goriilecektir. Bu amacla éncelikle asagidaki

lemma kanmtlanacaktr.

Lemma II1.1 X bir T3 uzayr, A C Y C X ve hL(Y) < Kk olsun. Bu durumda X
uzayrmn agik kiimelerinin |V| < k gercekleyen bir V ailesi, A C NV ve Y N A =

Y N (V) saglanacak bigimde vardr.

Kanit. Y C A ise V ailesi kolayca tanmimlanabilir. Simdi Z =Y — A # () olsun.
O halde X uzay1 diizenli oldugundan her bir x € Z noktasinin bir R, agik komsulugu,
R,N A = 0 olacak sekilde vardir. Bu sekilde elde edilen {R, : # € Z} ailesi, Z’nin

bir agik ortiiliisii olup AL(Y) < k oldugundan bir £ C Z alt kiimesi, |E| < k ve
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Z C |J R, gerceklenecek sekilde vardir. Boylece V = {X — R, : 2 € E} almak

ek
yeterlidir. m
Teorem III.8 (Sapirovskii): X bir tikiz Hausdorff uzay: ise

hd(X) < (s(X))" gerceklenir.

Kanit. s(X) = & olsun. Bu durumda Teorem III.7 nedeniyle t(X) < k dir. Z C X
olmak iizere Teorem I1.9(a) nedeniyle d(Z) < d(Z).t(Z) oldugundan d(Z) < x* gercek-
lendigini gostermek yeterlidir. Sacilim sayist monoton oldugundan s(Z) <s(X) < &
gerceklenir, boylece Teorem I1.14 nedeniyle Z nin yogun bir Y alt kiimesi, hL(Y) < &
olacak gekilde vardir. Y kiimesi, Z alt uzayinda yogun oldugundan d(Z) < d(Y) dir.
Kisacas1 hL(Y') < k gergekleyen tiim Y (C X) alt uzaylar igin d(Y') < T oldugu gos-
terilirse kanit tamamlanmig olur. Bu amagla boyle bir Y alt uzayinda, alt kiimelerin
artan {A, : 0 < a < k1} ailesi ile X uzayinin agik kiime ailelerinin {V, : 0 < a < k*}

ailesi, sonlu 6tesi tiimevarimla, agsagidaki ozelliklere sahip olacak sekilde tanimlanabilir:

(1) |As|l < K ve Vo] <k (Va < k),
(2) Ay CNVaveYNA, =Y N(NVa) (Va < kT,

(B)Bir G € Pexo( U Vp) igin Y —|JG # 0 ise A, N (Y —JG) # 0 olur.
B<a

Gergekten, |Ag| < k gercekleyen herhangi bir Ay C Y alt kiimesi igin bir énceki lemma
nedeniyle (1)-(3) kosullarini saglayan bir Vy ailesi vardir. Keyfi sabit bir o < ™ ordinal
say1s1 goz oniine alindiginda, her 8 < « igin Ag kiimeleri ve Vj aileleri belirlenmis olsun.

Bu durumda bir G € Py, ( |J Vs) icin Y — JG # 0 ise, tinlii Segme Aksiyomu ile tek

B<a
tiirlii belirli bir z(G) € Y — G elemanini secerek,

A=1{2(9) €Y =G :G € Po (U Vo). Y =[G # 0}

B<a

bi¢iminde tanimlanirsa,

Aal < [Paso (1 Vi)

[B<a

SRZ

[B<a

<|a|Vsup|Vs| < kK
B<a
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olur. Ustelik A, C Y oldugundan V, ailesi, bir énceki lemmadan yararlanarak tanim-
lanabilir. Boylece sonlu 6tesi tiimevarim siireci tamamlamir. Agktir ki § < a < x*
icin Ag € A, olur. Simdi § = U+ A, olarak tamimlanirsa, kolayca goriiliir ki
|S| < kT gergeklenir. kapyS = §O;W<’;/ oldugundan, eger Y C S ise kamit tamam-
lanir. #(X) < k ve {A, : 0 < a < k'} X uzaymda kapal kiimelerin artan ailesi
oldugundan U+ A, kiimesi kapaldir. Boylece S = U+ A, olur. Eger g€ Y — S # )
olacak §ekil§e< ?oir q € Y eleman: var olsaydi, ¢ ;@A_a (Va < k™) olup (2) kosu-
lunun ikinci kismindan ¢ ¢ V,, olacak sekilde en az bir V,, € V, (Va < k1) el-
eman1 bulunurdu. (2) kosulunun ilk kismindan {V,, : 0 < a < s*} ailesinin S
kiimesi igin bir agik ortiiliig oldugu anlagilir. Bu durumda X uzay: tikiz (dolayisiyla
S kiimesi tikiz) oldugundan sonlu sayida 3, < ... < f3, ordinal sayilar1 ve boylelikle
Vo Ve, } € {Va : 0 < o < w7} alt ailesi, S nin ortiiliisti olacak sekilde vardir.

G = {V3,,..., V3 } olarak tammlanirsa ¢ € Y — |JG # 0 olur; ancak bu durumda (3)

kogulu nedeniyle

0# A, 0 (Y -Jo cJonv-Jg =0
celiskisi bulunur. Demek ki boyle bir ¢ elemani olmayip Y C S gerceklenir. m

Sonug I11.7 Her tikiz Hausdorff, yetkin normal uzayin < Xy kardinaliteli bir w-tabana

vardar.

Kanit. X tikiz Hausdorff, yetkin normal bir uzay ise kalitimsal Lindel6f uzay1 olur

ve boylece

hrw(X) = hd(X) < (s(X))" < (RL(X))" <R =R,

bulunur. m
Bu kisimin son teoremi Cech ve Pospisil tarafindan kanitlanan agagidaki iinlii

teoremdir. Bu teorem ile kisim II1.6 da kanitlanacak olan Arhangel’skii Teoremi’nden
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yararlanilarak birinci sayilabilir, tikiz Hausdorff uzaylarin kardinalitesi hakkinda énemli

sonuclar goriilecektir.

Teorem III.9 (Cech-Pospisil Teoremi): x(p,X) > r (Vp € X) gercekleyen bir X

tikiz Hausdorff uzay i¢in | X| > 25 gegerlidir.

Kanit. Bu iddia x-diizeyli aga¢ tanmimlanarak ispatlanabilir, soyle ki her v < &
diizeyindeki her bir nokta iki defa dallanacak. Boylece elde edilen agag tizerindeki
her yol X uzayinda bostan farkli, azalan kapali kiimeler dizisi tamimlar. Farkli yol-
lar iizerinde farkli noktalar bulunup bu yollarin sayis1 2° dir. (Bu inganin sayilabilir
versiyonuna Cantor agaci denir.) Ayrintilar agagidaki gibi yapilir: *2 ile o = [0, @)
kiimesinden {0, 1} kiimesine tanimlanan tiim fonksiyonlarin kiimesi gosterilmek iizere,
her bir a < k igin {K; : f € *2} bostan farkh kapali kiimeler ailesi agagidaki kosullar

saglanacak sekilde tanimlanabilir:

(1) Eger f € “2ve < aise Ky C Kyp),
(2) Eger f,ge “2ve f#gise Ky NK, = 0.
Her bir @ < & igin yukaridaki kosullara sahip {K; : f € “2} ailelerinin belirlendigi
varsayilldiginda, her f € "2 i¢in Ky = (] K()o) olarak tammlansmn. (1) kosulu ne-
deniyle {K(fo) : @ < K}, X uzaymnda bo;an farklh kapal kiimelerin azalan dizisidir,
boylece X uzaymm tikizhgindan Ky # () dur. Eger f,g € "2 ve f # g ise (2) kosulu
nedeniyle KN K, = 0 olur. Sonug olarak |*2| = 2% olup | X| > 2" ger¢eklendigi kolayca
goriiliir. Simdi {K; : f € *2} (Voo < k) ailelerinin ingasi iki durum altinda yapilacaktur.
Durum 1: k¥ = Rg olsun. Bu durumda yukaridaki iki kogula ek olarak ’(3) her f €
2 icin Ig 5 # 07 kosuluda eklensin. Sonlu tiimevarimla ispat tamamlamr. Gergekten,
a = 0ise “2 = {0} olup Ky = X almr. Herhangi bir 0 < o < x ordinali i¢in {K; :
f € P2} (VB < a) aileleri (1)-(3) kosullar1 gerceklenecek sekilde énceki asamalarda

belirlenmig olsun. « = v+ 1 i¢in g € "2 ve fy, f1 € *2 dyle ki (fo|y) = (fil7) = ¢
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olmak tizere fo(v) =0, fi(y) = 1 olsun. Amac K, Ky, bostan farkh kapal kiimelerini
(1)-(3) kosullar1 saglanacak sekilde tanimlamaktir. Bu amagla (3)’e gore lgg # 0 ve
X uzaymin hi¢ yalitilmig noktasi bulunmadigindan (giinkii hipotez geregi her p € X
igin x(p, X) > k) bostan farkh agik Vo, Vi kiimeleri, Vo UV, C K, ve Vo NV, = 0)
gerceklenecek sekilde bulunabilir. Boylece Ky, = Vi (i = 1, 2) almak yeterlidir.
Durum 2: k£ > Xj olsun. Bu durumda da (1)-(2) kogullaria ek olarak ’(3) her
f € “2 icin Ky kiimesi < |a| + Xy sayida agik kiimenin arakesiti olarak yazilabilir’
kogulu eklensin. o = 0 igin 2 = {(}} olup Ky = X ahmr. Keyfi sabit bir 0 < a < &
ordinal sayist igin {K; : f € P2} (VB < a) aileleri (1)-(3) kosullar saglanacak sekilde
onceki agsamalarda tanimlanmis olsun. Eger « bir limit ordinal ise her bir f € “2
icin Ky = () K(yp) almak yeterlidir; ciinkii (1) ve (3) kosullarmin gerceklendigi acik
olup farkhﬁ;, g € “2igin f(y) # g(v) olacak gekilde en az bir v < « ordinali vardur.
Tiimevarimimn y+1 ( < « ¢iinkii o limit ordinal) inci adimi geregi K sy41) VK (gly+1) = 0
boylece Ky N K, = ,BDa Kip N 5Qa Kgs) € K(fjy+1) N K(gy11) = 0 olup (2) saglanir.
Simdi a = ¢ + 1 ardil ordinali i¢in g € 2 ve fo, fi € 2 oyle ki (fol€) = (f1l€) = g
olmak tizere, fo(&) =0, f1(£) = 1 biciminde tanimlansin. Amag Ky, Ky, bostan farkh
kapali kiimelerini (1)-(3) kogullar1 saglanacak gekilde tanimlamaktir. Her bir p € X
icin x(p, X) > s ve K, kiimesi < « sayida agik kiimenin arakesiti oldugundan |K | > 1
olmahidir, (aksi halde K, = {z}, v € X olsaydi x(z, X) = ¢(x, X) < k olurdu) boylece
Onerme II1.1 nedeniyle Gy, G, ayrik Gs-tiirii kapali kiimeleri, GoN K, # 0, GiNK, # ()
gerceklenecek sekilde vardir. Sonucta Ky = G; N K, (i = 1, 2) alinarak sonlu 6tesi

tiimevarimla kanit tamamlanir. m

Ornek IIL.1 X, kardinaliteli N kesikli uzayimn Cech-Stone tikizlasmas: BN olmak
tizere, asaqidaki onermeler dogrudur:
(a) ¢ € {d,c, L,e,we,mw,mx} ise p(BN) = Ng olur.

(b) ¢ € {s,hd, hL,nw,w, hrw, psw, A, t, hryx, ¥, x} ise p(BN) = 2% olur.
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(¢) |BN| = o(BN) = 22" egitlikleri gegerlidir.

(d) BN wzayinda her sonsuz kapaly kiime 22 Lardinalitelidir.

Coziim. N kiimesi SN uzaymin bir yogun alt kiimesi oldugundan SN uzayi
tikiz ve ayrilabilir bir uzaydir dolaywsiyla d(SN) = ¢(SN) = L(BN) = wc(BN) = N,
gergeklenir. Ayrica B = {{n} : n € N} ailesi, SN uzaymin bir 7-taban1 oldugundan
Ny < mx(BN) < mw(BN) < |B| = Xy olup (a) sikki kanitlanir.

Her X diizenli uzay: icin w(X) < 29%) oldugundan w(BN) < 2% dir. BN\N
kiimesi N iizerinde tanimlanan tiim erkin biiyiik siizgeglerin (Tiim iiyelerinin arakesiti
bos olan biiyiik siizgeglere erkin biiyiik stizgeg denir.) kiimesi oldugundan, SN\ N
alt uzayimnin 2% kardinaliteli gozenekli ailesi vardir. Gergekten, herhangi bir A C N
icin A* = {M : M € N\N, A € M} olarak tanimlanirsa, {A* : A C N} ailesinin
BN\N uzaymn bir tabam oldugu goriiliir. (Ciinkii SN uzaymn acik kiimelerinin,
U C N olmak iizere UU{M € SN\N : 3A € M, A C U} bi¢iminde oldugu biliniyor.)
Tarski Lemmasi'na gére N'nin alt kiimelerinin bir A ailesi, |A| = Ry (VA € A), farkh
Ay, Ay € Aigin |A; N Ay| < Ry ve |A] = 2% kogullar gerceklenecek sekilde vardir.
Boylece elde edilen {A* : A € A} ailesi, BN\N uzayimn gozenekli ailesi olur. (Ciinkii
farkli A, Ay € A elemanlan i¢cin M € Af N A} saglayan bir M € SN\N eleman: var
olsaydi, tanimlar1 geregi A;, As € M ve M siizge¢ oldugundan A; N Ay € M olurdy;
ancak A; N Ay sonlu 6rnegin A; N Ay = {ny,..,n,} € N ve M erkin biiyiik siizgeg
oldugundan (M = () dur. Bu durumda n; ¢ S; (i = 1,..,m) olacak sekilde S; € M
elemanlar: bulunur ve M siizge¢ oldugundan ) = A, N A, NS N..NS,, € M celiskisi
elde edilir.) Boylece sagilim sayis1 monoton oldugundan s(3N) = he(BN) > 2% olup
sonucta s(X) = w(X) = 2% bulunur. Ote yandan x(M,, 3N) < 2% gerceklemeyen
bir My € BN eleman: su sekilde tanimlanabilir: Hausdorff Lemmasi nedeniyle N

kiimesinin alt kiimelerinin |G| = 2% gercekleyen bir G bagimsiz ailesi vardir. Bu
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durumda

L={N—-(1V:VCG. |V =>R}

olarak tanimlanirsa G U £ ailesi sonlu arakesit ozelligine sahip olur. Ornegin A € G ve
(N—NV) e L (VCG[| >Ry elemanlart igin AN (N —V) 2 AN(N —-V) #
() gergeklenir. (Burada V € V keyfi bir eleman olup G ailesinin bagimsizhgindan
yararlanilmigtir.) Boylece G U L C M, olacak sekilde bir M, biiyiik siizgeci vardir.
Ustelik bu siizge¢ erkindir ¢iinkii |V| > Ny gercekleyen herhangi bir V C G alt ailesi

icin (N — (V) € L olup

ﬂ/\/loQﬂ(QUE):ﬂgmmﬁgﬂVmUV_ﬂV):@

gerceklenir. GU L C M, oldugundan My € BN elemanmmin < 2% kardinaliteli yerel

tabani yoktur. Sonug olarak
2% < x (M, BN) < x(BN) < w(fN) = 2%

bulunur. BN uzay1 tikiz oldugundan psw(8N) = nw(BN) = A(BN) = w(BN) = 2%,
X(BN) = (BN) = 2% ve 2% = 5(BN) < hL(BN) < w(BN) = 2% olur. Ayrica
t(BN) = 2% (= hrx(BN)) oldugu Van Mill tarafindan [2] de gosterilmistir. Boylece
(b) sikkinin ispati tamamlanmig olur.

N kiimesi iizerinde tanimlanan tiim erkin biiyiik siizgeclerin sayisinin 92" oldugu

Hausdorff Lemmasi’nin kanitindan hemen sonra goriilmiistii. Boylece
27 = |BN| < o(BN) <2"(PN) = 27

bulunur. Herhangi bir x > RNy kardinaliteli kesikli D(x) uzay1 icin |3D(k)| = 22,
w(BD(k)) = 2% oldugu Teorem II1.33’de Hewitt-Marczewski-Pondiczery Teoremi’nden

yararlanarak kanitlanacaktir.

(d) sikkinin ispati igin SN nin her sonsuz kapals kiimesinin, SN ile egyapili (homeomorf)

bir alt kiimesinin varligin1 gostermek yeterlidir. F' C SN sonsuz bir kapali alt kiime
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olsun. F' kiimesinin elemanlarinin aq, as, ... dizisi ve SN uzaymin acik kiimelerinin
Vi, Va, ... dizisi a; € V; (Vi € N), i # jic¢in V; N'V; = () gergeklenecek sekilde, sonlu
tiimevarimla, tanimlanabilir. A = {a;,aq,...} € F ve g : A — [0, 1] keyfi bir siirekli
fonksiyon olsun. gy : N — [0, 1] siirekli fonksiyonu (kesikli uzaydan herhangi bir
uzaya tanimlanan tiim fonksiyonlar siireklidir) agagidaki gibi tanimlansin:

{g(ai) ; ne NNV, ise

0 ;s neN— UV ise
i=1

go(n) =

Go : BN — [0,1] fonksiyonu, gy fonksiyonunun SN uzaymna siirekli geniglemesi,
kisacast Go|N = go olsun. N kiimesi, 3N uzayinda yogun oldugundan her x € V; =
NNV igin Go(z) = g(a;) olur, boylece Go|A = g dir. Demek ki her g : A — [0,1]
siirekli fonksiyonunun G' = Gy|A : A — [0, 1] olacak sekilde bir siirekli geniglemesi
vardir. Sonug olarak A = A olur. Ayrica A ile N esyapili oldugundan, A = A C F
alt kiimesiyle SN de egyapilidir. B

(d) sikki Hausdorff Lemmasi'ndan yararlanarak soyle de kanitlanabilirdi. Yukarida
goriildiigii gibi herhangi bir sayilabilir kesikli £ C AN alt kiimesi i¢in }F’ > 92
oldugunu gostermek yeterlidir. Eger B C E ise BN (E - B) =0 = BN (E—-B)
olur, ayrica B ve F — B kiimeleri kesikli F alt uzayinda tiimiiyle ayrilmis kiimelerdir.
Boylece S N’nin sayilabilir iiyeli her alt kiimesi iizerinde tanimlanan sinirh ve siirekli
fonksiyonlarin SN uzayina siirekli geniglemesi oldugundan, iinlii Urysohn Genigleme
Teoremi'nden (bkz. [5]) yararlanarak BN (E — B) = () bulunur. A = {4,:0<a <

2%} F kiimesinin alt kiimelerinin bir bagimsiz ailesi olsun. Bu durumda her bir f €

2"09 fonksiyonu icin
A, ; fla) =0ise
A _
(f,0) {E—Aa L fo) =1 ise
:0

bigiminde tanimlanan kiimelerin A; = {A(f, @) : 0 < a < 2%} ailesi goz 6niine alinsin.

Ay ailesi sonlu arakesit dzelligine sahip ve SN uzay: tikiz oldugundan z; € () A(f,a)

a<2R0

olacak sekilde en az bir z; € BN elemam vardir. Ustelik f,g € 2%9 ve f # ¢ ise bir
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a < 2% ordinal sayisi icin f(a) # g(a) olur. Bu durumda A(f,a) = Aa, A(g,a) =

E — A, almirsa, A(f,a) N A(g, a) = 0 olur ve boylece x5 # z, bulunur. Sonug olarak

22" < u;: f € 2N°2}’ < |E| gergeklenir.

I11.2 Metriklenebilir Uzaylar Uzerinde Tamimli Baz:

Kardinal Degismezlerin Ozellikleri

Bu kisimda 6ncelikle metriklenebilir uzaylarda bazi kardinal degigsmezlerin temel
ozellikleri goriilecektir. Daha sonra herhangi bir X topolojik uzay: tizerinde tanimlanan
tiim siirekli ve reel degerli fonksiyonlarin kiimesi C'(X)’in kardinalitesi i¢in bazi sinirlar
belirlenecektir.

Metriklenebilir uzaylar {izerinde tanimlanan baz kardinal degismezlerin temel
ozellikleri, agsagidaki teoremde goriilmektedir; ancak gerekli oldugundan oncelikle bazi
tanimlar hatirlanmalidir. Herhangi bir X topolojik uzayinin bogtan farkl alt kiimelerinin
bir A = {A,}aen ailesine, (farkh a, 5 € A elemanlar igin A, # Ap varsayilir) ancak

ve yalniz her bir x € X noktasinin agik komguluklarinin ailesi B, olmak {izere,
kos:Vx € X, IB, € B,, 3N\, € Py, (A), B,NA, =0 Va e A—A,)

kogulunu gergeklerse X uzayinda yerel sonlu aile denir. A = {A, }.ecx ailesine, agagi-
daki (egdeger olduklar1 kolayca goriilebilen) kogullardan herhangi birisini (ve sonugta
iiciinii birden) gergeklerse X uzayinda kesikli aile denir.

kog 1: Ve € X,Ja, e A,z e X — ( U Au);
aFtoy
kosg 2: Vo € X,3(ay,,B,) e AXxB,,B.N |J A. =0
aFay

kos 3: A yerel sonludur ve o, 3 € A, a # 3 ise A, N Ag = () olur.
Her bir n < ¥y igin A, ailesi kesikli (yerel sonlu) ise A = |J A, ailesine o-

n<Ng
kesikli aile (o-yerel sonlu aile) denir. Unlii Bing Metriklenebilme Teoremi’nden
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(bkz. [4]) her metriklenebilir uzayin bir o-kesikli tabaninin (dolayisiyla bir o-yerel

sonlu tabaninin) var oldugu bilinmektedir.

Tanmim II1.1 Bir X uzayimn acik kiimelerinin yerel sonlu ailelerinin kardinalitelerinin
supremumuna X uzayimn sézde tikizlik sayisy denir ve bu say p(X) ile gosterilir.

Kisacast
p(X) =sup{|V|: V, X wuzayinda agiklarin bir yerel sonlu ailesi} + Vg
olarak tanimlanar.

Sozde tikiz bir X uzay1 i¢in p(X) = RNy oldugu bilinmektedir. Ote yandan
herhangi bir X uzay1 i¢gin p(X) < we(X) < ¢(X) gegerlidir. Gergekten U, X uzaymin
acik kiimelerinin herhangi bir yerel sonlu ailesi ve V de her iiyesi U ailesinin sonlu
sayida iiyesiyle kesigen bir acik ortiilii olsun. (U ailesi yerel sonlu oldugundan bu tiir
ortiiligler bulunabilir.) we(X) in tanimi geregi V ortiiliigtintin bir YW C V alt ailesi,
W] < we(X) ve JW = X olacak sekilde vardir. Bu durumda U(W) = {U € U :
UNW # 0} (VW € W) aileleri sonlu olup U = WUWU(W) gergeklenir. Boylece
|U| < we(X) ve sonugta p(X) < we(X) bulunur. Otee yandan ¢(X) = & olsun. X
uzaymin herhangi bir V acik ortiiliisii icin Onerme II.1 nedeniyle bir G C V alt ailesi,
G| < kve X = JV C (UG) gerceklenecek sekilde vardir. Boylece we(X) < w
bulunur.

X sonlu bir metriklenebilir uzay oldugunda, bir kesikli uzay olacagindan bu uzay

iizerinde tanimh kardinal degismezlerin incelemeleri kolaydir dolayisiyla X uzay1 sonsuz

noktali varsayilacaktir.

Teorem II1.10 Herhangi bir sonsuz metriklebilir bir X uzay i¢in asagidaki onermeler

dogrudur:

(a) P(X) = ¢(X) = mx(X) = x(X) = psw(X) = A(X) = Ry;



(d) X wzayinda c(X) kardinaliteli bir gozenekli aile vardar,

(e) o(X) = 2vX) dir.

Kanit. X uzaymi tammlayan topoloji 7 olsun. (X, 7) uzay1 metriklenebilir oldugun-
dan X kiimesi tizerinde taniml bir p metrigi, p nun tirettigi topoloji 7, olmak tizere 7
ile 7, denk olacak sekilde vardir. z € X ve ¢ > 0 igin B,(¢) = {y € X : p(z,y) < ¢}
olarak tanimlanan kiimeye x noktasinin e-yarigapl agik yuvar: (ya da e-yarigapl
acgik komgulugu) denir. = noktasmm {B,(£)}2, agk komsuluklar ailesi, (X, 7) uza-
yinda x noktasi i¢in bir yerel taban tammlar, boylece her bir x € X igin x(z, X) = Ny
olup x(X) = sup,cx x(z,X) = Xy bulunur. Demek ki her metriklenebilir uzay bir-
inci sayilabilirdir. Ote yandan psw(X) = A(X) = R, oldugu bu kardinal degismezler
tanimlanirken gortildiigii ve max{y(X), t(X), 7x(X)} < x(X) =R, oldugu i¢in (a)
sikkinin kanitlamasi tamamlanir.

Teorem I1.8(a)’dan w(X) < x(X).|X| = No. |X| = |X| bulunur. X uzaymnn |B*| <
w(X) gergekleyen bir B* tabaninin, x(X) = Xy oldugundan, her bir x € X igin {z} =
B, |B:| < RNy olacak sekilde bir B, C B* alt ailesi vardir. Boylece ¢(x) = B,
biciminde tammlanan ¢ : X — Py, (B*) fonksiyonu bire-bir olup |X| < |B*[* <
(w(X))™ bulunur.

B = Li B,,, X uzaymin, iinlii Bing Metriklenebilme Teoremi nedeniyle var olan bir
o-kesikli t<alo)an1 olsun. (c¢) gikkimin kamtlanmasi i¢in w(X) < ¢(X), w(X) < e(X) ve
L(X) < p(X) gergeklendigini gostermek (ters esitsizlikler agiktir) yeterlidir. ¢(X) =
Kk > Yo olsun. Her n < Ny igin B, ailesi kesikli oldugundan |B,| < k ve boylece

w(X) < |B| < k olur. Benzer sekilde w(X) < e(X) bulunur. Unlii Stone Teoremi’ne

gore (bkz. [4]) bir metriklenebilir uzayin her agik ortiiliisiiniin yerel sonlu ve o-kesikli
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acik incelmesi vardir. Bu durumda X uzayinin herhangi bir G acik ortiiliisiiniin yerel
sonlu ve o-kesikli bir V agik incelmesi, |V| < p(X) olacak sekilde vardir. V, G nin bir
incelmesi oldugundan her bir V' € Vigin V' C Uy, gercekleyen Uy, € G elemanlar: vardir.
Bu elemanlardan tek tirli segimle olugturulan {Uy € G : V € YV, V C Uy} C G alt
ailesi bir alt ortiiliig tamimlar ve boylece L(X) < {Uy € G:V € V,V C Uy }| < p(X)
bulunur. (Daha genel olarak bir Y yantikiz (parakompakt) uzayi igin L(Y) = p(Y)
gegerlidir.)

(d) sikkinin daha genel durumu bir sonraki boliimde kanitlanacakdir. Genel olarak
herhangi bir Y uzayimnm Suslin sayisi ¢(Y'), bir tekil kardinal say ise Y uzaymda c(Y')
kardinaliteli en az bir gézenekli aile tamimlanabilir. Simdi X metriklenebilir uzayi igin
¢(X) = k (dolayst ile w(X) = k) olsun. Her sonsuz Hausdorff uzayinin X, kardinaliteli
bir gozenekli ailesi bulundugundan x > R, varsayilabilir. (Gercekten k = X ise sonsuz
T, uzaylarinda boyle bir aile su temel bilgiden yararlanarak olusturulabilir: Temel
Bilgi: Sonsuz noktali her T, uzayinda en az bir sonsuz noktali yogun olmayan acik
kiime vardir. Kisacas1 Y sonsuz noktali T, uzay1 ise bu uzayda xq ¢ Gy olacak bicimde
bir g € Y noktas ile sonsuz noktali Go C Y acik kiimesi vardir. Herhangi bir x € YV
noktasimin acik komsuluklar ailesi B, ile gosterilmek iizere, farkli x1,y; € Y noktalar
alindiginda y; ¢ B,, olacak bicimde bir B,, € B,, komsulugu bulunur, iistelik B,,
ve Y — B,, acik kiimelerinden en az birisi sonsuz elemanhdir. (Ciinkii her ikiside
sonlu olsaydi, ozellikle B,, kapacik (hem kapali hem de acik) olur, iistelik Y — B,,
( =Y — B,,) sonlu elemanl varsayildigindan Y = B,, U (Y — B,,) sonlu elemanh
olurdu!) Simdi eger B,, sonsuz noktali ise Gy olarak B,, ve xq olarak y; almr, yok
eger Y — B,, sonsuz elemanh ise, bu kez Gy olarak Y — B,, ve g olarak z; almarak

o

z9 = o1 € By, C B,, nedeniyle 7o ¢ (Y — B,,) = (Y — B,,) gozlenerek istenenler

gerceklegir. Bu temel bilgi ile tiimevarim ilkesi birlikte kullanilirsa, her n € N i¢in X

uzaymda G,, C G,_1 ve Xy < |G, | gergekleyen G,, acik kiimeleriyle z,, € G,,_1 — G,
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noktalar1 kolayca tanimlanir, ¢iinkii varligi temel bilgide goriilen Gy agik alt uzayi da
bir T, uzay1 oldugundan (G agik alt uzaymin tiim agiklarmin Y ana uzayinda da
agik oldugu biliniyor) temel bilginin geregi olarak &yle sonsuz noktali G; C Gq agik
kiimesi ile 7; € G noktas1 vardir ki 2, ¢ kapg,G1 = G1 N Gy kisacast 2, € Gy — Gy
gerceklesir. Temel bilgi simdi sonsuz noktal G; acik alt uzaymma uygulanarak Gy C GGy
gercekleyen sonsuz noktali Gy acik kiimesiyle x5 € G — G5 gercekleyen x5 elemani
belirlenerek iglem tiimevarim yardimyla siirdiiriiliirse G,, C G,,_1 (Vn > 1) gercekleyip
G,_1 alt uzaymda yogun olmayan sonsuz noktal G,, acik kiimeleri, onlar araciligiyla
U, = Gn_1— G, (Vn € N) agk kiimeleri ve x,, € U,, noktalar1 belirlenir. Kolayca farkh
n,m € N elemanlan i¢in U, N U, = () oldugu goriiliir, boylece {U, },en aranan aile
olarak alinabilir.) Eger cf(k) > Ry ise baz1 n < N degerleri i¢in |B,,| = & olur ve B,
kesikli aile oldugundan aranan gozenekli aile bulunmus olur. Ote yandan cf (k) = Ry
ise k bir tekil kardinal olup bu uzayda r kardinaliteli gbzenekli ailenin varligi bir sonraki
boliimde goriilecektir.

o(X) < 2¥() egitsizligi her zaman gegerli olup (d) sikkindan |S| = w(X) gergekleyen
bir S gozenekli ailesi vardir. Boylece ¢(S) = |J S bigiminde tanmimlanan ¢ : P(S) —
{A: A C X aqk} fonksiyonu bire-bir oldugundan |P(S)| = 21l < o(X) < 2v(X) = 2IS|
bulunur. Béylece (e) sikki kanitlanmig olur. m

Asagidaki teorem, tam metriklenebilir uzaylarin kardinalitesi hakkinda bilgi verir.

Benzer sonuglar kisim I11.5’de de goriilecektir.

Teorem II1.11 (Schmidt-Stone Teoremi): X hi¢ yalitilmis noktasy bulunmayan ve
tiim bostan farkly agik kimeleri > k agqurlikly olan bir tam metriklenebilir uzay olsun.

Bu durumda | X| > k™ gegerlidir.

Kanit. Bu iddia ¥, diizeyli agag insa edilerek kanitlanabilir, soyle ki her n < g
diizeyindeki her bir nokta s farkl noktaya dallanacak, agac¢ tizerinde yukariya dogru

¢ikan her yol X uzayinda bogtan farkli kapali kiimelerin azalan bir dizisini tanimlar.
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Farkli yollar, farkli noktalar icerir ve bu yollarm sayis1 £%¢ dir. Ayrintilar asagidaki
gibi yapilir:

p, X iizerinde tamimh ve X uzaymi tanimlayan topolojiye denk topoloji tanim-
layan bir tam metrik olmak iizere, her bir n < Ny icin X uzaymmin bogtan farkli agik
kiimelerinin bir {V; : f € "k} ailesi, tiimevarimla, agagidaki kosullar saglanacak sekilde

tanimlanabilir:

(1) Her f € "k i¢in ¢capVy = sup{p(z,y) : x,y € V;} < 1/n,
(2) Farkh f, g € "k elemanlar i¢in V; NV, = 0,
(3) Eger f € "k vei<mniseV; C V.
Her n < Ng igin {V; : f € "k} ailelerinin belirlendigi varsayilirsa, her f € ®0x fonksiy-

onu igin Ky = [\ V{sn) olarak tanimlansm. (1) ve (3) kosullari nedeniyle {Vy, :
n<Ng

n < Wo}, bostan farkh kapal kiimelerin azalan dizisidir, ayrica lim,x,cap(Vispm)) =
limg,<xocap(Vigny) = 0 olup X uzay1 tam oldugundan tinlii Cantor Teoremi'ne gore
(bkz:[4]) K; # 0 bulunur. Boylece (2) kosulundan f,g € ®x ve f # gi¢in K;NK, =0
ve sonugta | X| > |*k| = £™ bulunur.

Simdi {V; : f € "k} (Vn < Ry) ailelerinin aranan kosullar gerceklenecek bicimde bu-
lunabildigi ttimevarimdan yararlanilarak goriilecektir. n = 0 durumunda "~ = {@}.olup
Vp = X alr. Keyfi bir 0 < n < Rq i¢in {V; : f € ‘s} (Vi < n) aileleri (1)-(3) kosullar1
saglanacak sekilde belirlenmis olsun. g € "'k olmak iizere, her o < & icin f, € "k
(|"k|] = K oldugundan « < k ordinalleriyle n den k ya tamimlanan tiim fonksiyonlarin
kiimesi bire-bir eslenebilir) fonksiyonlar1 (fo|n — 1) = g ve fo(n — 1) = « gergek-
lenecek bi¢imde tammlansin. Amag {V;, : 0 < a < s} agik kiimeler ailesini (1)-(3)
kosullar1 saglanacak sekilde tanimlamaktir. Hipotez geregi w(V;,) > k oldugundan V
alt uzayinda (dolayist ile X ana uzaymda) « kardinaliteli gozenekli aile vardir. Ornegin
{V, :0 < a < k} boyle bir aile olsun. Burada o # 3 igin V, NV = 0, ¢ap(V,) < 1/n

ve V, CV, (Yo < k) varsayilabilir ve boylece Vi, =V, (Vo < k) almak yeterli olur. m
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Teorem II1.12 (A.H.Stone): X tam metriklenebilir bir uzay ve w(X) = k ise | X| =

Kk veya | X| = kN dar.

Kamt. Teorem II1.10(b)’den x < |X| < k™ oldugu biliniyor. |X| > & oldugu
varsayilirsa, N > k olur. Herhangi bir p € X noktasmi iceren tiim acik kiimelerin

ailesi 7, ile gosterilmek tizere,
A={pe X :k<|B|,(VBerT,)}

bigiminde tanimlansin. A, bogtan farkli, kapali ve A alt uzayinin bogtan farkli her acik
kiimesinin kardinalitesi > x dir. Gergekten, eger A kiimesi bos olsaydi, her p € X

noktasmin en az bir B, agik komgulugu |B,| < x gergeklenecek bi¢imde var olurdu.

Bu durumda w(X) = L(X) ve X = |J B, oldugundan X uzaymin {B,},cx acik
peX

< k Vsup{|B

pa‘:

U B

a<k

ortiiliigiiniin bir {B,, }a<, alt ortiiliisii var olup xk < |X| =

a < k} = K geligkisi bulunurdu. Diger iki iddia A kiimesinin tanimindan kolayca
goriiliir. 1 < K < pt° gercekleyen p kardinallerinin en kiiciigii A olsun. O halde A
alt uzaymmin bogtan farkhi her agik kiimesinin agirligis > X\ dir. (Gergekten A uzaymin
bostan farkh bir V acik kiimesi icin w(V) < A olsaydi, & < |[V| < (w(V))™ < &
celigkisi bulunurdu.) Sonug olarak bir énceki teoremden yararlanarak |A| > A% > Mo

ve boylece | X| > £ bulunur. =m
Sonug II1.8 (R,R!) Oklid uzayinda her saylamaz kapali kiime 28 kardinalitelidir.

Herhangi bir X uzayindan (R, R!) Oklid uzaymna tanimlanan tiim siirekli fonksiy-
onlarin kiimesi C(X), tim stirekli ve sinarle fonksiyonlarin kiimesi C*(X) ile gosterilir.
C(X) kiimesi iizerinde, Kurotowski kapanig iglemcisi araciligiyla, sdyle bir topoloji

tanimlanabilir:

diizgiin

k:P(C(X)) — P(CX), k(A) ={f € C(X) : H{fulilh € A% o — [}
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olacak bicimde tamimlanan k iglemcisi, k(0) = 0, A C k(A) = k(k(A)), k(AU B) =
k(A) U k(B) kosullarini saglar, kisacas1 bir Kurotowski kapanig iglemcisidir. Boylece
C(X) (benzer gekilde C*(X)) tizerinde, her A C C(X) i¢in kapA = A = k(A) olacak
bicimde bir 7 topolojisi tanimhdir. Bu sekilde tanimlanan 7 topolojisine diizgiin
yakinsaklik topolojisi denilir. Bundan sonra kisalik amaciyla C'(X) ile (benzer
bigimde C*(X) ile) diizgiin yakimsaklik topolojisiyle donatilan (C(X),7) ((C*(X), 7))

uzay1 gosterilecektir. Herhangi bir f € C'(X) noktasi igin
: 1 :
By(i) = {g € C(X) : |f(2) = g(a)] <~ (V2 € X)} (Vi € N)

kiimeleri aracihigiyla tanimlanan {By(7)};ey ailesi, f noktasi igin bir yerel taban be-
lirler. (bkz:[4]) Bilindigi gibi C'(X) bir metriklenebilir uzaydir, dolayisiyla bu uzay
tizerinde tamimlanan kardinal degismezlerin temel 6zellikleri Teorem III.10’dan elde
edilir. Ornegin x(C(X)) = Ny ger¢eklenir. Ote yandan C*(X) kiimesi iizerinde, her
f,g € C*(X) i¢in
p*(f,9) = supf{[f(z) — g(z) : x € X}

bi¢iminde tanimlanan p* uzaklik fonksiyonunun bir metrik oldugu bilinmektedir. C*(X)
kiimesi tizerinde tanimlanan p* metrigine diizgiin yakinsaklik metrigi denir. Bu ad-
landirmanin gerekgesi, C*(.X) kiimesi iizerinde tanimlanan diizgiin yakinsaklik topolo-
jisi ile p* metriginin belirledigi topolojinin denk olmasidir. (Bu son gercek Bj(i) yerel
taban kiimelerinin tanimindan kolayca goriiliir.) Ayrica (C*(X), p*) uzaymn bir tam
metrik uzay oldugu bilinmektedir. Ote yandan C*(X), fonksiyonlarm bilinen toplama

ve ¢arpma iglemlerine gore R cismi iizerinde bir vektor uzayidir. C*(X) vektor uzayi

tizerinde, her f € C*(X) i¢in

[flloe = sup{[f(@)] - x € X}

bi¢iminde tanimlanan ||.||  uzaklik fonksiyonu bir norm olup bu norma diizgiin yakin-

saklik normu denir, tistelik (C*(X),|.||,,)’in bir tam normiu uzay (Banach uzayr)
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oldugu bilinmektedir. Bu kisimda X uzayi iizerinde tanimlanan bazi kardinal degisme-
zler aracihgiyla |C'(X)| igin smurlar bulunacaktir. Bu tiir simirlar1 belirlemek igin ilk
sistematik galigmalar W.W.Comfort ve A.Hager tarafindan [6] makalesinde yapilmigtir.
Aciktir ki herhangi bir X uzayi igin ¢ = 2% < |C(X)| gerceklenir. Ote yandan her-
hangi bir X uzay i¢in |C(X)| = |C*(X)] esitligi gegerlidir. (Ciinkii her f € C'(X) i¢in
arctan (f) € C*(X) olur, iistelik f # g gergekleyen her f,g € C(X) fonksiyon c¢ifti
i¢in arctan (f) # arctan (¢) bulunur. Kisacas1 ¢ : C(X) — C*(X), ¢(f) = arctan (f)
bigiminde tanimlanan ¢ fonksiyonu bire-bir olup |C(X)| < |C*(X)| gerceklenir, ters

esitsizlik apagiktir.)

Teorem II1.13 Herhangi bir sonsuz X uzay icin |C(X)| < 29X gerceklenir. Ek

olarak X uzayr ayrilabilirse |C(X)| = 2% olur.

Kanit. Bilindigi gibi herhangi bir ¥ Hausdorff uzay1 ve X uzayindan Y uzayina
tamimlanan herhangi iki siirekli f, g fonksiyonu i¢in {x € X : f(z) = g(z)} kiimesi,
X uzaymda kapalidir. Dolayisiyla f, g siirekli fonksiyonlari, X uzaymin bir yogun
kiimesinde ayni1 degerleri aliyorlarsa tiim X kiimesi iizerinde de ayni degerleri alirlar.
Kisacast X uzaymin |D| = d(X) gercekleyen bir yogun D kiimesi i¢in f|p = g|p ise
f =golur. Ohalde ¢ : C(X) — PR, o(f) = f|p biciminde tanimlanan ¢ fonksiyonu
bire-bir olur ve béylece |C(X)| < |PR| = (280)¥) = 2d(X) aranan sonucu bulunur.
Ikinci iddia birincisinin kolay bir sonucudur. m

Agagidaki teoremde Jones Lemmasi’nin daha genel hali goriilmektedir.

Teorem II1.14 X bir normal uzay ise herhangi bir kapali ve kesikle D C X alt kiimesi

i¢in 21P! < |C(X)| gegerlidir.

Kanit. Herhangi bir £ C D alt kiimesi icin £ ve D — E, X uzayinda ayrik kapal
kiimelerdir. Bu nedenle Urysohn Teoremi'ne gore
fe: X —[0,1], fe(E) € {1}, fe(D - E) C {0}
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kogullarin1 gergekleyen bir siirekli fg fonksiyonu vardir. Bu durumda ¥ : P(D) —
C(X),V(E) = fg bigiminde tamimlanan ¥ fonksiyonu bire-bir oldugundan (Ciinkii
Ey — Ey # () gergekleyen herhangi Ey, Ey € P(D) ifti i¢in fg, = fg, olsaydi, herhangi
bir z € By — By icin 1 = f,(7) = fg,(x) = 0 celigkisi bulunurdu.) |P(D)| = 2Pl <
|C'(X)| sonucu bulunur. m

Herhangi bir sonsuz B tam Bool cebri icin |B| = |B|™ oldugunu ilk olarak
R.S.Pierce [7] makalesinde kamtlamigtir. Boylece herhangi bir X sonsuz Hausdorff

uzaymin tiim diizenli agiklarimin kiimesi RO(X ), bir tam Bool cebri oldugundan
|RO(X)| = |[RO(X)[™

esitligi gecerlidir. Bu egitlikten yararlanarak asagidaki yararli teorem kanitlanacaktir.
Bilindigi gibi f € C(X) olmak iizere f~1(0) formundaki kiimelere X uzaymm sifir
kiimeleri (ya da fonksiyonel kapali kiimeleri) ve X — f~!(0) formundaki kiimelere

X uzaymmm tiimleyen sifir kiimeleri (ya da fonksiyonel agik kiimeleri) denir.

Teorem III.15 Herhangi bir X sonsuz Hausdorff uzay: i¢in |C'(X)| < |RO(X)| gergek-

lenir.

Kanit. Her bir f € C(X) fonksiyonuna kargihik f* fonksiyonu, f*: Q — RO(X),

o

f*(r) = (f~%((—o0,r))) gergeklenecek bigimde tamimlansin. Kolayca goriilebilir ki

¢ : C(X) — QRO(X), é(f) = f* bigiminde tamimlanan ¢ fonksiyonu bire-bir dir.
(Gergekten f,g € C(X) ve f # g ise, en az bir x € X noktasi f(x) # g(z) olacak
bicimde vardir. Ornegin f(z) < g(x) olsun. Bu durumda f(z) < r < g(x) gercekleyen

herhangi bir r rasyonel sayis1 icin

o o

r e (f7H((=o00,r))) = (g7 ((=00,7))) = f*(r) —g"(r) #0

olur, kisacast ¢(f) # ¢(g) bulunur.) Boylece

[C(X)| < [*RO(X)| = |[RO(X)[™ = |RO(X)|
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aranan sonucu bulunur. m
Yukaridaki teoremden kolayca, herhangi bir X sonsuz Hausdorff uzayi icin
|C(X)] < o(X) egitsizliginin gegerli oldugu anlagilir. Asgagidaki sonugta daha ozel

X uzaylar igin |C'(X)| = |RO(X)| = o(X) oldugu goriilmektedir.

Sonug II1.9 X, sonsuz, yetkin normal bir Hausdorff uzay: ise |C(X)| = |RO(X)| =

o(X) gegerlidir.

Kanit. X uzaymin tiim kapali kiimelerinin ailesi F olsun. o(X) = |F| oldugundan,

| F| < |O(X)| gergeklendigini gostermek yeterlidir. Unlii Vedenisoff Teoremi (bkz. [3]

veya [4]) nedeniyle X uzaymin tiim kapali kiimeleri birer sifir kiimesidir, dolayisiyla her

bir H € F\{0} iiyesine karsilik bir fi € C(X) fonksiyonu, H = f;'(0) gerceklenecek

bigimde vardir. Bu durumda ¢(H) = fy bi¢iminde tanimlanan ¢ : F\{0} — C(X)
fonksiyonu, bire-bir oldugundan |[F\{0}| = |F| <|C(X)| bulunur. =

Bu son sonu¢ nedeniyle herhangi bir sonsuz ve metriklenebilir bir X uzay1 i¢in

|C'(X)| = |RO(X)| = o(X) esitliklerinin gegerli oldugu anlagilir.

Sonug II1.10 Asagidaki onermeler gegerlidir:
(a) Eger X bir Hausdorff uzay ise |C(X)| < (xrw (X)) olur.

(b) Eger X bir Ty uzay ise |C(X)| < (mx(X))"™ olur-.

Kamit. Teorem III.15, Teorem II.15 ve Teorem II.16’dan yararlanarak kolayca
kanitlanir. Eger X uzayi sonluysa, tammlar1 geregi mw(X) = mx(X) = ¢(X) = N,
oldugundan, |C(X)| = (7w (X)) = (mx(X))*) = 2% ger¢eklenir m

Herhangi bir X uzay: icin |C(X)] < (w(X))"“™) oldugu birazdan goriilecektir.
Eger X bir Ts uzay1 ise |C'(X)| i¢in bulunan bu son smir yukarida goriilen (rw (X))~

ve (mx (X)) smirlarmdan daha keskindir, ¢iinkii
(w(X))" < |[RO(X)"*™) < min{(mw (X)), (mx (X))}
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esitsizlikleri gecerlidir. Ornegin X uzayi, 2% kardinaliteli bir kesikli uzaymn tek-nokta
tikizlagmasi ise d(X) = ¢(X) = w(X) = 2% ve |RO(X)| = 22" olur, boylece yukarida
belirlenen smirlara gore |C'(X)| < 22" bulunur. Ote yandan X uzay1 tikiz oldugundan
we(X) = No olur ve boylece |C(X)] < (w(X))"X) = 2% < 92% gerceklendigi an-
lagihr; ancak herhangi bir X uzay1 i¢in (w(X))"“™) < |RO(X)| olmak zorunda degildir.
Ornegin 2™ < k = kN < K™ gercekleyen x kardinal sayis1 goz oniine almsin. (Boyle
bir k kardinalinin varhgim gormek igin {r, : 0 < a < Ny} dizisini, 2% < ko, mgo < Kq
(VB < «) kogullar1 gergeklenecek bigimde tanmimlamak ve k = sup{k, : 0 < o < Ny} al-
mak yeterlidir.) Bu durumda Y, w(Y') = k ve ¢(Y') = X, gercekleyen herhangi bir Haus-
dorff uzay1 (6rnegin Y = (D(2))" (bkz. Ornek I11.11)) olmak iizere, X = D(R;) @Y
bigiminde tamimlansin. Boylece w(X) = 8 + k = g, ¢(X) = we(X) = Wy ve
|IRO(X)| < ™ olur ve sonugta |C(X)| < |RO(X)| < Y < & = (w(X))™)

bulunur.

Lemma I11.2 D wve E herhangi iki kiime olsun. D kiimesinden E kiimesine tanim-
lanan fonksiyonlarin bir ailesi R ve E kiimesinin bir aywran ortilisi £ olmak tizere,
eger D kiimesinin alt kiimelerinin bir A ailesi, f~1(S) € A (V(f,S) € R x L) gercek-

lenecek bigimde varsa, |R| < | A" olur.

Kanit. Her bir f € R fonksiyonuna karsihk f* € £ A fonksiyonu, f*(S) = f~1(.9)
bi¢iminde tanimlansin. Bu durumda £, E kiimesinin bir ayiran ortiiliigii oldugundan,
0:R — FA, o(f) = f* biciminde tamimlanan ¢ fonksiyonu bire-bir olur (Gergekten
farkli f,g € R fonksiyonlar i¢in en az bir x € D eleman, f(z) # g(x) olacak bigimde
vardir. f(x),g(z) € E ve L, F kiimesinin ayiran ortiiliigii oldugundan bir S € L iiyesi,
f(z) €S, g(x) ¢ S gergeklenecek bigimde bulunur. Boylece z € f~1(S) — g~ *(.9) olur,

kisacast ¢(f) # ¢(g) gergeklenir.) ve boylece |R| < £ A| = |A“ bulunur. =

Teorem II1.16 Herhangi bir X uzay: icin |C(X)| < (w(X))““X) gegerlidir.
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Kanmit. we(X) = k ve X uzaymm |B| < w(X) gercekleyen bir tabani B olsun. Bu

taban araciligiyla G ve A aileleri,
G6={JG:GePwu(B)} A={{JA: AcPu,(9)}

bigiminde tamimlansin. Apagk olarak |A] < (w(X))" olur. £ = {(—oo,r) : 1 €
Q} ailesi, (R,R') Oklid uzaymm bir ayran ortiiliisii oldugundan, her f € C(X) ve
her r € Q i¢in f~1(( — oo,r)) € A gergeklendigi gosterilirse, bir énceki lemmadan
yararlanarak |C(X)| < |AI" < (w(X))" sonucu bulunur. Kolayca goriilebilir ki her
bir (f,r) € C(X) x Q swrali ikilisi i¢in

fﬁl(( - OO,T)) = U Wn (Wn - X a(;lk ve Wn - WnJrl (Vn < No))

n<Ng

bigiminde yazilabilir. Bu durumda her n < Xj sayis1 i¢in V,, = {B € B : B C
W1} U{X — W,} aileleri tammlansm. Apagcik olarak V, aileleri, X uzaymin birer

agik ortiiliigiidiir. O halde we(X) = k oldugundan her bir n < Xy ordinali i¢in B,, C

{B € B: B C Wy} alt ailesi, |B,|] < & ve (UB,U(X —W,)) = X kosullar

saglanacak bicimde vardir. Sonug olarak G, = |JB, (Vn < Xg) kiimeleri i¢in W,, C

G, C W,i1 C W,.o gergeklenir ve boylece

f_l((—OO,T)): U W, = UG_nGA

n<No n<Np

bulunur. m
Bu teoremin alternatif ispati icin W.W.Comfort ve A.Hager’'in [6] makalesine

bakilabilir.
Yukanda goriildiigi gibi [C(X)] < (w(X))*"™) olabilir. Ornegin 251 < ky <
a0 < K5 gercekleyen ki, Ko kardinal say1 cifti icin Y, D(ks) kesikli uzaymin tek-nokta

tikizlagmasi olmak iizere, X = D(k1) @ Y bic¢iminde tamimlansin. Bu durumda
w(X) = w(D(k1)) +w(Y) =K1+ ke = kg ve
we(X) = we(D(k1)) +we(Y) =k + Vg =Ky
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olur, boylece

ICX)] = [C(D(k1)) x C(Y)| = |C(D(r1))] - [C(Y)]

< 2R = A < g = (w(X)))

bulunur.
Asagidaki ornekte (w(X))P™) < |C(X)| gergekleyen bir X uzay1 tammlanacaktir,

buradan (w(X))"““ in |C(X)] icin yine de iyi bir iist smir oldugu anlagilr.
Ornek IIL.2 (w(X))"™) < |C(X)| gercekleyen bir X uzays vardar.

e oo . . .. K
Coziim. « bir sonsuz kardinal say1 olmak tizere, k1 = K+ ve Ky = 22" olsun. Bu

durumda kesikli D(ks) uzaymm SD(ky) Cech-Stone tikizlagmasinin

X = D(re)U{x € D(ke) : IE C D(k2), |E| = k1,2 € kapgpn)E, © & kapgp(ny)S

(VS € Pen(D(2)))}

bigiminde tanimlanan alt uzayir géz oniine alinsin. (Kolayca goriilebilir ki |E| = &y

gergekleyen herhangi bir E C D(ks) alt kiimesi araciligiyla tanimlanan
{kapsp(xs)S : S C E,|E — S| < K}

kapali kiimeler ailesi, sonlu arakesit 6zelligine sahiptir. Boylece kapgp ., E — D (k) # 0
dolaywsiyla X — D(ky) # () bulunur.) Gosterilmek istenen w(X) < kg ve p(X) = &

oldugudur. Bu amagcla Y C 8D(ks) alt uzayn,
Y = D(kg) U{kapgp(n,)E : E C D(ka), |E| = K1}

biciminde tanimlansin. Her A C D(ky) i¢in kapgp(x,)A kiimesi, 3D(r2) uzaymda acik

oldugundan,
w(Y) < w(D(k2)) + Y _{w(kapspieyE) : E C D(ka), | E| = i1}
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gergeklenir. Ote yandan her £ C D(ky) alt kiimesi igin
w(kapﬁD(nz)E) < 9d(kapgp(ry) E) < 9lEl

oldugundan

w(X) <w(Y) < ko + k52" = k5T = Ko

bulunur. Diger taraftan |E| = k gercekleyen her bir E' C D(ks) alt kiimesi aracihgiyla
tamumlanan {{z} : © € E} ailesi, X uzaymin agik kiimelerinin bir yerel sonlu ailesi
olur, boylece p(X) > & bulunur. Eger p(X) > & olsaydi, X uzayimn acik kiimelerinin
bir yerel sonlu U ailesi, [U| = k1 gerceklenecek bi¢imde bulunurdu. Bu durumda her
bir U € U iiyesinden Se¢me Aksiyomu ile tek tirli belirli bir xy € D(ko) N U noktasi
segilerek £ = {zy : U € U} kiimesi tamimlansin. U ailesi, yerel sonlu dolayisiyla
noktasal sonlu oldugundan, |E| = k; gergeklenir. Boylece yukarida goriildiigii gibi
((kapsp(ss)E) — D(k2)) N X # 0 olur. Ote yandan U ailesi yerel sonlu oldugundan F
kiimesi, X uzayinda kapahdir. O halde £ = kapx E = (kapgp(s,)E) N X € D(kz) olur
ve boylece

0 # ((kapgp(es)E) — D(k2)) N X = E — D(ky) = 0

celigkisi bulunur. Demek ki p(X) = x gerceklenir. Sonug olarak D(x2) C X C BD(k2)

oldugundan, |C(X)| = |C(D(kg))| = 2" gergeklenir ve boylece
OO =2 > ko = i > (w(X))"

bulunur. W

|C'(X)] i¢in yukarida bulunan sinirlardan yararlanarak degisik sinirlar elde edilebilir.
Ornegin herhangi bir X uzay1 icin |C(X)] < (w(X))*X), X bir Ty uzay ise |C(X)| <
(x(X ))C(X) olur. Kisim II1.4 de iinlii Hewitt-Pondiczery-Marczewski Teoremi’nden
yararlanarak (d(X))"® < |C(X)| ve (mw(X))*“®™) < |C(X)| gercekleyen X uzaylar:

tanimlanacaktr.
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I11.3 sup = max Problemleri

Sagilim ve Suslin sayilar: sirasiyla kesikli alt kiimelerin, goézenekli ailelerin kardi-
nalitelerinin supremumu olarak tammmlandigindan akla su soru gelir: Sagilim (Suslin)
sayisiyla ayn kardinaliteye sahip kesikli alt kiime (gozenekli aile) var midir? Diger bir
deyisle

I- Eger ¢(X) = k ise X uzaymda tamimh  kardinaliteli bir gozenekli aile var midir?

II- Eger s(X) = k ise X uzayinda x kardinaliteli kesikli alt kiime var midir?

Eger II. sorunun cevabi olumluysa yani X uzaymin s elemanh kesikli alt kiimesi
varsa, bu uzayda en az 2" sayida agik kiime vardir. (Gergekten, A = {z, : 0 <
a < k} C X kesikli alt kiime ise her bir v < & i¢in ANV, = {z,} olacak gekilde
V., agiklar1 vardir. Boylece elde edilen V = {V, : 0 < « < k} ailesinin farkh alt
kiimelerinin birlesiminden farkh acik kiimeler elde edilir.) Ayrica bu kisimda 'X uza-
yinin tiim aciklarinin sayis1 o( X ), uygun bir A kardinali igin o(X) = 2* olarak yazlabilir
mi?’ sorusuna bazi 6zel durumlarda cevap aranacaktir. Ornegin bir X uzay1 metrik-
lenebilir ise o(X) = 2¥(Y) oldugundan o(X) istenen formda yazlabilir. Supremum ile
tanmimlanan diger kardinal degismezler (6rnegin uzanmm, kalitimsal Lindelof, kalitimsal
yogunluk, 1ra, sozde 1ra sayilari vs.) iginde I-1I sorularina benzer sorular sorulabilir. Bu

tiir sorulara sup = max problemleri denir.

Teorem II1.17 Her sonsuz Hausdorff uzayimin Rg kardinaliteli en az bir gozenekli

ailest vardar.

Kanit. Sonsuz Hausdorff uzaylarinin X, kardinaliteli gézenekli ailelerinin bulun-
dugu Teorem III.10’un kaniti i¢inde goriildii. m

Bu iddia Hausdorff olmayan uzaylar icin dogru olmak zorunda degildir; ¢iinkii

k > Ny kardinaliteli bir kiimeyi tiimleyen sonlu topolojiyle donatarak elde edilen uzaya

X denirse, X Hausdorff olmayan bir T} uzay1 olup herhangi iki acik kiimesinin arakesiti,
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bostan farkl olur.

Teorem II1.18 (Erddos-Tarski Teoremsi) Suslin sayist ¢(X) = k olan bir X uzay
goz oniine alinsin. Eger k bir gli¢siiz erigilmez kardinal sayr degilse veya X bir metrik-

lenebilir uzaysa, bu uzayda x kardinaliteli en az bir gézenekli aile vardar.

Kanit. Ilk olarak x bir ardil kardinal say1, kisacasi uygun bir sy kardinali icin
k = kg ise, X uzaymda  kardinaliteli bir gbzenekli aile vardir. Aksi halde her gozenekli
V ailesi igin |V| < kg olur ve sonugta k = ¢(X) < ko < kg = k celigkisi elde edilir.

Simdi k£ > Wy bir tekil kardinal say1 kisacas1 ¢f(k) < k olsun. Bu durumda bir
{1t }ren artan kardinal sayilar dizisi,

K=Y i iy <K (YA€ A) ve [A] = cf(r)
AEA

gerceklenecek bicimde vardir. Kamit iki durumda tamamlanir:

Durum 1: X uzaymnda bostan farkli bir U agik kiimesi, her bogtan farkli V' C U
acik alt kiimesi i¢in ¢(V) = ¢(X) = & gergeklenecek bicimde var olsun. Ozel olarak
c(U) = k > ¢f(k) oldugundan U agik alt uzayinda (dolayisiyla X ana uzayinda) cf (k)
kardinaliteli {Uy}xca gozenekli ailesi vardir. Hipotez geregi ¢(Uy) = k > p, (YA € A)
oldugundan, her bir A € A icin U, alt uzayinda u, kardinaliteli bir U, gozenekli ailesi

bulunur. & = |J U, olarak tanimlanirsa,

ACA
) = || ts| = ATV sup{ ] - A € A} = () v sup iy = 3 uy =
AEA AEA AEA

olup U, X uzaymda aranan x kardinaliteli gozenekli ailedir.

Durum 2: X uzayimin hicbir agik kiimesi birinci durumdaki ¢zellige sahip olmasin.
Bu durumda her U agik kiimesinin en az bir (} # Vi C U agk alt kiimesi, ¢(Vy) <
¢(X) = k gerceklenecek bigimde vardir. O halde {inlii Zorn Lemmasi nedeniyle her
W € W igin ¢(W) < k gergekleyen W gozenekli ailelerinin bir maksimali vardir. Bu

maksimal aileye G denirse, | J G kiimesi X uzaymda yogun olur. (Ciinkii X — |JG # 0
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olsaydi, bir x € X —w noktasi ve x noktasinin bir B, acik komsulugu, B, C X —m
ve ¢(B,) < k gergeklenecek bigimde bulunurdu. Béylece G* = G U { B, } ailesi i¢in, G*
bir gozenekli aile, ¢(G) < k (VG € G*) ve G & G* olur; ancak bu durum G ailesinin
maksimalligi ile celisirdi.) Eger |G| > & ise kamit tamamlanir. Simdi |G| < k olsun. Bu
durumda

sup{c(G) : G € G} =k

gerceklenir. (Gergekten, sup{c(G) : G € G} = p < k olsaydi, p.|G| < Kk ve k limit
kardinal oldugundan (u. |G|)™ < & olurdu. Boylece X uzaymda (u. |G| )" kardinaliteli

bir V gozenekli ailesi bulunurdu. Her bir U € G i¢in
VU)={VeV:UnV£0}CV

olarak tammlanmirsa, |JG kiimesi X uzayinda yogun oldugundan V = |J V(U) ve
Ueg

c(U) < p (VU € G) oldugundan |V(U)| < p gerceklenirdi. Sonug olarak

v

Ueg

(161" = V| = < |G| Vsup{|V(U)| : U € G} = - |G| < (- 1G])"

geligkisi elde edilirdi.) Bu gergekten yararlanarak her bir A € A eleman i¢in u, <
w < ¢(Gy) gergekleyen bir Gy € G elemam ve G agik alt uzaymnda (dolayisiyla X

ana uzaymda ) |G| = p, esitligini saglayan bir G, gozenekli ailesi vardir. Boylece elde

U gx

AEA

edilen |J G, ailesi, gozenekli ve
AEA

= Kk oldugundan kanit tamamlanir.

X uzaymim metriklenebilir oldugu durum igin teoremin kanit1 Teorem I11.10(d)’de
goriildi. m
K bir gii¢siiz erisilmez kardinal say1 oldugunda Erdos-Tarski Teoremi’ndeki iddianin
her zaman dogru olmasimin gerekmedigi Ornek I11.4’de goriilecektir.
Yukaridaki teorem, 1943 ylinda Erdos-Tarski tarafindan gosterilen agagidaki sonu-
cun 6zel bir hali olarak diigiiniilebilir.
"Eger [ verilen bir kiimenin alt kiimelerinin sonlu arakesit ve sonlu birlesime gore

kapali bir ailesi ise, (topolojideki gibi agik kiimelerin sonlu kesigim ve keyfi birlegsimine
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gore kapali olmak zorunda degil ) F ailesinin ikigerli ayrik elemanlarimn bir I/ ailesi

asagidaki 6zellige sahip olacak bigimde vardir:
|U| = sup{|V|: V, F’ nin ikigerli ayrik elemanlarinin ailesi}

ve |U| gligsiiz erisilmez degildir.’

K, sonsuz bir ardil kardinal say1 olmak iizere, herhangi bir X uzay: i¢in s(X) = &
ise X uzayinda k kardinaliteli bir kesikli alt kiimenin var oldugu aciktir. GKV +
—(erigilmez kardinal say1) iddiasmin dogru oldugu varsayilirsa, agagidaki teoremden

yararlanarak, Hausdorff uzaylar: i¢in yukaridaki IT inci sorunun tam ¢oziimii elde edilir.

Teorem I11.19 (Hajnal-Juhasz): « tekil ve giigli bir limit kardinal sayr olmak
tizere, sagilim sayist s(X) = Kk olan bir X Hausdorff uzayinda k kardinaliteli kesikli bir

alt kiime vardar.

Kamit. |X| = s durumunda teoremi kamtlamak yeterlidir. Unlii Zermelo Teo-
remi nedeniyle X kiimesi tizerinde en az bir iyi siralama tanimlanabilir. Ornegin <,
boyle bir siralama ise (X, < ) ile x egsirali (Aralarinda siralama koruyan, bire-bir ve
orten fonksiyon tamimlanabilen kiimelere egsirali kiimeler denir.) kiimeler olur. X
bir Hausdorff uzay: oldugundan z,y € X, x <y i¢in z € Uy, y € Vi ve Upy NV, =0
kosullarim gercekleyen U,,, V., ( € X) acik kiimeleri vardir. Boylece asagidaki dort

kiime [X]° kiimesinin bir parcalams olur.

P ={{z,y,z} e <y<z vl z€Vy}
Po={{z,y,z} o <y<z €Uy, 2¢Vy}
Py={{z,y,z} e <y <z ¢ U, z€Vy}
Py={{z,y,z} e <y<z ¢ Uy, 2¢ Vy}

A = c¢f(k) olmak iizere, Erdos-Hajnal-Rado Lemmasi nedeniyle bir D C X alt kiimesi

ve D kiimesinin bir {D, : 0 < a < A} pargalanmigi agsagidaki kogullar gergeklenecek

71



bi¢imde vardir:

(1) |Da|l = ka <k (Yo < X) Ve, _\ Ka = K,
(2)Eger0<a<pf<AvexeD,, ye Dgisex <y,

(3) a,b € [D]® ve |aNDy| = [bN Dy| (Yo < \)ise a,b € P, (1 <i < 4) olacak
bicimde en az bir ¢ sayis1 vardir.

Herhangi bir o < A ordinali i¢in D, kiimesinin <p,_ kisitlanig siralamasina gore hem
ardil elemanm (kendinden biiyiik en kiigiik eleman) hem de onciil eleman: (kendinden
kiigiik en biiyiik eleman) bulunan elemanlarimin kiimesi D, (0) ile gosterilirse, agiktir
ki |D,(0)] = k. gerceklenir. Eger bu ozellikteki y elemanlarinin D alt uzaymin birer
yalitalmas noktasy oldugu gosterilirse teorem kanitlanmig olur.

(2) kogulundan kolayca goriilebilir ki her bir y € D, (0) noktasimin D, kiimesindeki
onciilii  ve ardili 2z, y noktasinin D kiimesindeki sirasiyla onciil ve ardil elemanlaridir.
R, = V,, N Uy, olarak tanimlanirsa, R, N D = {y} dir. Gercekten z,z ¢ R, oldugu
apacik olup keyfi bir p € D noktas: i¢in ilk olarak p < x varsayism. Eger p ¢ V,,
ise kamt tamamlamr. Eger p € V,, ise p ¢ U,, oldugundan a = {p,z,y} € P; veya
a € Py diir. Budurumda b = {p,y, 2} € [D]3 eleman i¢in, a, b elemanlar (3) kogulunu
saglar ve boylece b € P; veya b € Py bulunur. Sonug olarak p ¢ U,, olup p ¢ R,
elde edilir. Benzer inceleme z < p durumu i¢in yapilabilir. Kisacast R, N D = {y}
(Vy € D) oldugundan D kesikli bir alt kiime ve en énemlisi |D| = & olur ve boylece

kanit tamamlanir. m

Sonug II1.11 & tekil ve giigli bir limit kardinal sayr olmak tzere, | X| > k gercekleyen

bir X Hausdorff uzayinda k kardinaliteli bir kesikli alt kiime vardar.

Kanit. s(X) = k oldugundan iddia yukaridaki teoremden agiktir. Gergekten, eger

9s(X)

s(X) < k olsayd1 k bir giiclii kardinal say1 oldugundan £ < | X| < 2 < k geligkisi

bulunurdu. =
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Ik olarak De Groot tarafindan ortaya atilan 'Herhangi bir X Hausdorff uzay:
i¢in o(X), uygun bir £ kardinal sayis1 araciligiyla o(X) = 2% formunda yazlabilir mi?’
sorusu i¢in De Groot, metriklenebilir uzaylarda cevabin olumlu oldugunu; ciinkii X
uzay1 metriklenebilirse o(X) = 2°() oldugunu kanitladi. Bu sorunun tam coziimii
1969 yilinda Hajnal ve Juhasz tarafindan kanitlandi. Onlar bu sorunun cevabinin
ZFS aksiyomlarinda kalinarak kararlastirilamayacagine kamtladilar; ¢iinkii Hajnal ve
Juhasz, genellegtirilmis kontinyum varsaymm (kisaca GKV ile gosterilir, bu varsayima
gore herhangi bir sonsuz x kardinal sayisi i¢in kT = 2% gegerlidir) altinda keyfi bir
X Hausdorff uzay1 igin o(X) sayisinin 2% formunda veya giigsiiz erigilmez (dolayisiyla
GKV’den giiclii erigsilmez) bir kardinal say1 oldugunu kanitladilar. Ote yandan Roit-
man, ZFS aksiyomlarinda kalarak, 2% < o(Y) < 2™ gerceklenecek bicimde bir Y
normal Hausdorff uzay: tanimlamigtir.(bkz. [2]) Boylece bu sorunun cevabinin, ZFS
aksiyomlarinda kalinarak, kararlastirilamaz oldugu anlagilir. Sonug olarak eger GKV
gecerli ve giiclii erigilmez kardinal say1 yoksa, herhangi bir X Hausdorff uzay: i¢in uygun

bir k kardinal sayisi, o(X) = 2" gerceklenecek bigimde vardir.

Teorem II1.20 Bir sonsuz X uzaywman 2M = 2°X) gercekleyen bir U gozenekli ailesi
varsa, o(X) = 2 olur. Ek olarak X wuzaywmn her agik kiimesi bir timleyen sifir

kiime ise (6zel olarak X, sonsuz yetkin normal uzaysa) |C(X)| = 2*X) olur.

Kanit. Daima o(X) < 2*X) oldugu biliniyor, 6te yandan X uzayimi tanimlayan
topoloji 7 ile gosterilirse, (V) = [J V bigiminde tamimlanan ¢ : P(U) — 7 fonksiyonu

bire-bir oldugundan
PU)| = 2M < |r| = o(X) < 2000 = ol

gerceklenir ve boylece ilk iddia kanitlanmig olur.
X {izerinde tamiml iki siirekli reel degerli fonksiyon, X uzayimin bir yogun alt

kiimesinde ayni degerleri aliyorsa, tiim X kiimesi tizerinde de ayni degerleri alacagin-
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dan |C(X)] < 29%) (< 2v(N) gerceklenir. Tersine X uzaymin tiim acik kiimeleri
tiimleyen sifir kiimesi oldugundan, 6zel olarak her bir V € P(U) igin |V acik kiimesi de
tiimleyen sifir kiimesi olur, boylece uygun bir f,, € C(X) elemani i¢in |V = X — £,,1(0)
gergeklenir. Sonucta ¢ : P(U) — C(X), ¢(V) = fy biciminde tammlanan ¢ fonksiy-
onu bire-bir oldugundan |[P(U)| = 2M < |C(X)| < 2@ = 2Ul olup ikinci iddia’da

kanitlanmig olur. m

Sonug IT1.12 X, sonsuz bir metriklenebilir uzay ise o(X) = 2™ ve |O(X)| = 2vX)

gerceklenir..

Kanit. Ilk esitlik bir énceki teorem ve Teorem I11.10(d)’den kolayca goriiliir. Ote
yandan X bir metriklenebilir uzay oldugundan X kiimesi iizerinde tanimh ve X uzayim
tanimlayan topolojiye denk topoloji tanimlayan bir p metrigi vardir. Boylece herhangi
bir U C X agik kiimesi igin f(x) = p(x, X — U) = inf{p(z,y) : y € X — U} bi¢iminde
tammmlanan f : X — R fonksiyonu siirekli ve U = X — f~1(0) oldugundan, U bir
tiimleyen sifir kiimesi olur. Sonucta bir énceki teorem nedeniyle ikinci esitliginde gegerli
oldugu anlagilir. m

Asagidaki lemmadan yararlanarak Teorem II1.18’in diizenli uzaylar i¢in daha giiclii

(ya da daha genel) durumu elde edilir.

Lemma ITI1.3 Bir X dizenli uzaywmn agik kiimelerinin yerel sonlu bir U ailesi, |U| =
Kk > Vg gerceklenecek bicimde varsa, X wuzaynin yerel sonlu ve gézenekli bir V ailest,

|V| = Kk olacak sekilde vardur.

Kanit. |/ — {0} = |U| oldugundan U = {U,}.<, ailesinin tiim iiyeleri bogtan
farkli alinabilir. Bu durumda Se¢me Aksiyomu’'ndan yararlanarak her o < k i¢in tek
turld belirli z, € U, elemanlar: secilsin. U ailesi, yerel sonlu oldugundan her bir
T, noktasi U'nun yalmzca sonlu sayida iiyesine aittir. Boylece W = {Uqg)}s<r C
U alt ailesi, a(B,),a(fy) < Kk ve a(By) # a(By) igin Tap,) # Tas,) gerceklenecek
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bicimde bulunur. Gergekten, sonlu 6tesi tiimevarim’dan yararlanarak bu aile su sekilde
belirlenebilir: Her bir @ < & i¢in z, € U, noktasi igeren U ailesinin iiyelerinin
indislerinin kiimesi, A(a) ( € W(k)) olsun. U ailesi, yerel sonlu (dolayisiyla noktasal
sonlu) oldugundan A(c«) indis kiimeleri sonlu elemanhdir. z € Uy olmak tizere Uy o) =
Uy olsun. Bu durumda

(%) ap=min(W(x) — | Ala,) e W(x) - [ Al

y<B v<B

ifadesinden yararlanarak W = {Uy(s)}s<x ailesi insa edilebilir. |W (k) — A(0)] = &

oldugundan ( * ) ifadesindeki gibi tanimlanan «; ordinali i¢in z,, € Uy, — | U,
aceA(0)

gergeklenir, boylece Uy1) = U,, almak yeterlidir. Simdi keyfi sabit bir 8, < & or-
dinali i¢in Uy = U,

ag
U Alas)
B<Bo

den ag, ordinali ve boylece Uy(s,) = U

Oéﬁo

e U, Alag) € W(k) (VB8 < B,) kiimeleri belirlenmis olsun.

W(k)— U Alap)
B<Byg

kiimesi tamimlanarak sonlu 6tesi tiimevarim

< |Bp] V Ry < K ve boylece = k olup ( ) ifadesin-

stireci tamamlanir. Apagik olarak |W| = [{Uas)}s<n| = & ve farkli a(B,), a(8;) < &
ordinalleri i¢in o (5,) # Ta(s,) gergeklenir. X bir diizenli uzay oldugundan her 8 < x

i¢in 4y noktasimin bir V5 agik komsulugu

Vo) € Ua(s)s Vas) N {Taiy) 17 < K} = {Ta@)}

gerceklenecek bigimde bulunur. Sonucta

Wa) = Vo) — Vo 17 <mr# 8 =Vay — | Vo (V8 <r)

Y<K,7#B

biciminde tanimlanirsa, V = {Wy(s) } s<x ailesi, aranan yerel sonlu gozenekli aile olarak
almabilir. Gergekten, |[{Wag)}s<x| = & ve {Was)}p<n ailesinin gézenekli oldugunu
gormek kolaydir, te yandan Wy s C Vo) C Ung) (VB < k) oldugundan {Wys) }s<r

ailesi yerel sonludur. m

(X gercekleyen

Sonug IT1.13 Bir sonsuz X diizenli uzayimn acik kiimelerinin 21U = 2v
bir U yerel sonlu ailesi varsa o(X) = 2¥X) gerceklenir. Ek olarak X uzaywman her agik

kiimesi bir tiimleyen sifir kiime ise |C(X)| = 2°40) olur.
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Yukarida metriklenebilir bir X uzay icin o(X) = 2°(X) gerceklendigi goriildii; an-
cak X uzaymda 2¥ = 2°(X) egitligini saglayan yerel sonlu bir I acik kiimeler ailesinin

bulunmasinin gerekmedigi asagidaki 6rnekte goriilmektedir.

Ornek II1.3 Her yerel sonluU agik kiimeler ailesi igin 24! < 29 Eosulunu saglayan

metriklenebilir bir E uzay: tanimlanabilir.

Coziim. {uy}treny artan sonsuz kardinal sayilar dizisi ve g = supjey gy, olsun.
Her k € N igin Ay kesikli uzaylar, |Ay| = pu, ve n # m igin A, N A,, = 0 gergek-
lenecek bigimde tanmmlansin. Bu uzaylardan yararlanarak Ej = [0,1/k] x Ay, (Vk € N)
carpim uzaylar tanimlamrsa, ([0,1/k] uzay1 olarak bilinen Oklid uzaymmn alt uzay:

kastediliyor) agiktir ki
w(Ey) = w([0,1/k]) V w(Ag) = Ro V 1, = p, (Vk € N)

gergeklenir. X = |J Ej, kiimesi iizerinde
kEN

(r1,81)R(r2,80) <= 11 =1y =0yadar =ry, s3 =59

olacak bigimde R egdegerlik bagntisi tanimlansin. (r,s) € X noktasinin denklik sinifi,

[(r,s)] ile gosterilmek tizere E = X/ R kiimesi tizerinde

|ry —ra| ;5 s =9 ise

p([(r1. 5] [(r2. 52)]) = {

ri+7ry 3 S1F Sgise

bigiminde tanimlanan p uzaklik fonksiyonu bir metrikdir. (bkz. [4]) Bu metrige F
kiimesi iizerinde tanmimh dikenli kirpi metrigi ve (F,p) uzayma’da dikenli kirpi
uzay1 denir. (E, p) uzayi, kisaca F ile gosterilirse, w(E) = Ng.p0 = p olur. A = kUN Ay,
€

olmak iizere herhangi bir s € A i¢in ¢ = [(0,s)] = {(0,¢) : t € A} olarak tammlanirsa,

¢ noktasinin her
By(e) ={l(r,t)] € E: p(¢, [(r,1)]) <&} (¢ >0)
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actk komsgulugu icin bir n. € N sayisi, [E,] = {[(r,s)]: (r,s) € E,} olmak iizere,
[E,] C By(e) (Vn > n.) gergeklenecek bigimde vardir. Gergekten, iinlii Argimed Ilkesi
nedeniyle keyfi sabit bir € > 0 sayis1 i¢in bir n. € N sayisi, 1/n. < ¢ olacak sekilde var
oldugundan her n > n. igin keyfi (r, s) € E,, noktasi alinwrsa, p([(r,s)],¢) =r < 1/n <
1/n. < e gergeklendiginden [(r, s)] € By(e) olup [E,] C By(e) (Vn > n.) sonucu elde
edilir. Boylece E uzayimin acik kiimelerinden olusan herhangi bir yerel sonlu i/ ailesi
i¢in bir k € N sayisi, |U| < p,, gergeklenecek bigimde vardir. Eger py = Vg, p;, = 2#%-1

(k > 1) olarak tamimlanirsa, uygun bir £ € N igin
oMl < ome — flpr < pr < 2" = qu(E)

oldugu goriiliir. B
Ayrica k1 < kg < 2F1 = 22 kogulunu saglayan k; ve ko kardinal sayilar1 varsa,
w(X) = ke, c¢(X) = k1 gercekleyen ve k; kardinaliteli yerel sonlu ve gozenekli bir aileye

sahip olan bir X uzay1 tammlanabilir. (bkz. Ornek II1.7)

Teorem II1.21 (Hajnal-Juhasz): GKV + —(erisilmez kardinal say) iddiasinn dogru
oldugu varsaiplirsa, herhangi bir X Hausdorff uzayna karsilik uygun bir kx kardinal

sayst o( X)) = 2% gerceklenecek bi¢imde vardr.

Kanit. |X| = x olsun. Bu durumda £ = |X| < o(X) < 2Kl = 2% ve GKV
nedeniyle o(X) = k veya o(X) = 2" dir. o(X) = k olmas1 durumunda ~ bir tekil
kardinal say1 olamaz; ¢iinkii x sayis1 tekil olsaydi, GKV nedeniyle « bir tekil giiclii
limit kardinal say1 olurdu. Boylece Teorem III.19 nedeniyle X uzayinda x kardinaliteli
bir kesikli alt kiime dolayisiyla bu uzayin en az 2" sayida acgik kiimesi bulunur bu da
o(X) = k gergegiyle geligirdi. Demek ki & bir diizenli kardinal say1 olup uygun bir xx
kardinali igin o(X) = k = 2"% gergeklenir. m

Bu kisimda son olarak k bir giigsiiz erisilmez kardinal say1 (eger varsa) olmak

iizere ’c¢(X) = k gergekleyen herhangi bir X uzaymin x kardinaliteli gozenekli ailesi
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var midir? ’ sorusuna yanit aranacaktir. Agiktir ki x kardinaliteli kesikli bir X uzay1
icin ¢(X) = K olup X uzaymin r kardinaliteli gozenekli ailesi vardir. (Gergekten,
G = {{x}}sex bu tiir bir ailedir.) Ancak ¢(Y) = &k gercekleyen baz1 Y uzaylarmin
k kardinaliteli hi¢bir gozenekli ailesi bulunmaz. Bu gercegi kanitlamak icin oncelikle

asagidaki yararli tanim ve teorem goriilecektir.

Tanim IIL.2 & bir sonsuz kardinal say: ve X bir topolojik uzay olsun. Eger X uzayinin
bostan farkl a¢ik kiimelerinin |U| = K gercekleyen her U ailesinin en az bir YV C U alt
ailesi, |V| = k ve(\V # 0 kosullar: gergeklenecek bigimde varsa, X uzayina k-s1gasina

sahiptir (ya da k-kalibresine sahiptir) denir.

Bir uzay birden fazla sigaya sahip olabilir. Ornegin | X| = s gercekleyen X kesikli
uzayl igin kT, kT farkh iki sigadir. Agiktir ki bir Y uzayi ko-sigasina sahipse ¢(Y) < kg
olur.

Asagidaki teoremden yararlanarak Suslin sayisi x olan ancak x kardinaliteli hi¢cbir
gozenekli ailenin bulunmadige bir uzay tanimlanacaktir. Carpim uzaylari hakkindaki

temel bilgiler i¢in kisim II1.4°e bakilmalidir.

Teorem II1.22 (Sanin Teoremsi): r sayilamaz, dizenli bir kardinal say ve { X4 }aca

k-sigasina sahip topolojik wzaylarn bir ailesi olsun. Bu durumda X = [] X, ¢arpvm
aEA

uzayr da k-sigasina sahiptir.

Kanit. Gosterilmesi gereken X uzayimmin bogtan farkli agik kiimelerinin [U| = &
gergekleyen herhangi bir U ailesinin |V| = &, [V # 0 kogullarim1 saglayan en az bir
V C U alt ailesinin varhgidir. Bu amagla keyfi bir & = {U,}en, |A| = £ agik kiimeler
ailesi igin Uy (VA € A) kiimeleri birer kutu kiime olarak alinabilir. O halde her bir
A € A igin

U= [] Un@) x J] Xa Sy € Pa(A), Un(e) € X, (Va € Sy) agik alt kitme
a€S)y a€A\S,
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olarak yazilabilir. Ayrica A\, Ay € A ve Ay # Ay i¢in U,, # U,, varsayilabilir. Boylece
{S)}rea sonlu alt kiimeler ailesi tanimlanmig olup, Sanin Lemmasi nedeniyle, |A'| = &
gercekleyen bir A’ C A alt kiimesi ile her farkli A\j, Ay € A’ eleman cifti i¢in Sy, NS, = F
gergeklenecek bicimde bog olabilen sonlu bir F' kiimesi vardir. [] X, yazmindan
kacinmak i¢in kanit iki durumda tamamlanir. !

Durum 1: F = () olsun. Bu durumda her bir & € A elemam en fazla bir Sy

(A € A) kiimesine ait olabilir. Boylece her bir a € A igin

Xo ;aeA\ U S, ise
AeN

U €Sy, Ae Ni
pae{,\(a) a € Sy ise

olacak bicimde Se¢me Aksiyomu yardimiyla secilen p, elemanlar1 araciligiyla tanim-
lanan p = {pa}aca € HA X, noktasi i¢in, apagik olarak p = {pa}aca € rl Uy # 0
ac AeN
gerceklenir. Sonug olarak V = {U,},cas aranan alt aile olarak almabilir.
Durum.2: F # () olsun. s-sifasia sahip sonlu sayida uzaym carpim uzay1 da
r-s1igasina sahiptir. Gergekten, keyfi bir 2 < n says1 igin Y; (i = 1,.., n) uzaylan
k-sigasina sahip ise Y = Y] X ... X Y, carpim uzay1 da dyledir. Y uzaymda |G| = &

gergekleyen bir G = {Ga}a<x agik kiimeler ailesi goz oniine almsin. Ozel olarak G

ailesinin tiyeleri birer kutu kiime olarak alinabilir. Bu durumda her bir a < & igin

Go = Gi(a) X ... x Gp(a), Gi(a) CY; (i =1,..,n) agk alt kiime

olacak bicimde yazilabilir. Boylece Y; uzay1 k-sigasina sahip oldugundan, bu uzayda

tamimh {G1(@)}a<r agik kiimeler ailesine karsiik, |A(1)] = & ve ] Gi(a) # 0
aceA(1)

kogullar1 gerceklenecek bigimde bir A(1) C W (k) alt kiimesi vardir. Benzer sek-
ilde Y5 uzaymda tamml {Gy(®)}aca) agik kiimeler ailesine karsiik, |[A(2)| = & ve

N Ga(a) # 0 gerceklenecek bigimde bir A(2) C A(1) alt kiimesi vardir. Bu
aEA(2)

sekilde devam edilirse Y,, uzay1 da k-sigasina sahip oldugundan, bu uzayda tanimh

{Gr(a) }acam—1) acik kiimeler ailesine karsilik bir A(n) C A(n—1) alt kiimesi, |A(n)| =
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kve (] Gp(a)# 0 kosullar gerceklenecek bigimde vardir. Sonug olarak
acA(n)

{Ga}aeA(n) = {Gl(a) X ... X Gn(a)}aeA(n) g {Ga}oz</€
alt ailesi i¢in

() Ga= [ (Gil@) x . xGu(a)) =[] (] Gila)) #0
)

acA(n a€A(n) =1 a€A(n)

oldugundan ara iddia kamitlanmig olur. O halde [] X, carpim uzay1 k-sigasina sahip
acF

oldugundan bu uzayda tamimh { [[ Ux(a)}rear agik kiimeler ailesine karsilik, [A”| = &
aclF

gergekleyen bir A” C A" alt kiimesi ve p = {patacr € () ( ][ Ux(e)) gerceklenecek
XA aEF

bigimde bir p € [[ X, noktasi vardir. Her bir &« € A — F' elemani, en fazla bir A € A”
a€l

icin Sy kiimesine (ashinda en fazla bir A € A’ i¢in S, kiimesine) aittir. Boylece her bir
a € Aigin
= Pa ;€ Fise

Qo celUna);aé¢ F, ae S, e N ise

€ X, sad FU( | Sy) ise

\ AEN”

olacak sekilde, Se¢me Aksiyomu yardimiyla secilen elemanlar araciligiyla olugturulan

q = {¢a}aer € [] X, noktas: icin, acgik¢a goriiliir ki ¢ € () Uy # 0 gergeklenir.
aEA AEAN

Boylece V = {Uy}aenr alinarak kanit tamamlanir. =

Ornek II1.4 « bir giicsiz erigilmez kardinal say (varsa) olmak tizere, her bir A\ < k

kardinal sayisi igin | X,| = A gergekleyen X, kesikli uzaylar aracihguyla tanimlanan

X = [] X\ ¢arpim uzayr géz onine alinsin. Bu durumda ¢(X) = K gerceklenir; ancak
A<k

X wzaynda k kardinaliteli gozenekli aile tanimlanamaz. Kisacast X uzaynda tanimis

her gozenekli ailenin kardinalitesi < k dar.

Coziim. Kolayca goriilebilir ki her bir A < x kardinal sayis1 igin X kesikli
uzayl k-sigasina sahiptir; ciinkii keyfi sabit bir A < x kardinal sayis1 icin X, uza-

yinda tammml, || = k gergekleyen bir U bostan farklh acik kiimeler ailesi goz niine
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alindiginda, her bir # € X noktasi i¢in U(z) = {U € U : = € U} olarak tammlanirsa,
agiktir ki U = L;( U(z) gergeklenir. x bir diizenli kardinal say1 (kisacasi cf(k) = k)
ze

oldugundan en az ioir zr € X, i¢in [U(x)| = k gergeklenir. Boylece {x} C U (x) # 0
oldugundan X, uzaymin k-sigasina sahip oldugu anlagilir. Bu durumda Sanin Teo-
remi nedeniyle X carpim uzay1 da k-sigasima sahip olur ve boylece ¢(X) < k gergek-
lendigi anlagilir. Daha da onemlisi X uzayinda x kardinaliteli hicbir gozenekli ailenin
tanemlanamadigy anlasilir.  Diger taraftan ¢(X) > k gerceklenir; ¢iinkii her A < &
kardinali igin 7y : X — X), izdiigtim fonksiyonu siirekli oldugundan, {7, ({z})}.ex,
ailesi X uzayinda bir gozenekli aile olur. Sonug olarak her A < k kardinal sayisi i¢in
A= 1X,| = {7 ({#}) baex, | € e(X) gerceklendiginden k < ¢(X) elde edilir. B

k bir giicsiiz erigilmez kardinal say1 olmak iizere, yukaridaki 6rnege benzer bi¢cimde
c(Y) = k gercekleyen ancak s kardinaliteli higbir gozenekli ailesi bulunmayan bir Y
tikiz Hausdorff uzay1 tanimlanabilir. Bunun igin yukarndaki X, (VA < k kardinali i¢in)
kesikli uzaylarimin tek nokta (ya da Cech-Stone) tikizlagmasi Y) ile gosterilirse, Y =
/\H Y\ carpim uzay1 olarak tanimlamak yeterlidir. Herhangi bir X uzayinin herhangi bir
yj)gun S C X alt kiimesi igin ¢(S) = ¢(X) olmas1 gergeginden yararlanarak yukaridaki

gibi iddia kanitlanir.

Yukaridaki 6rnek Teorem III.18 icin tamamlayici niteliktedir.

I11.4 Hewitt-Pondiczery-Marczewski Teoremi

ve Baz1 Onemli Sonuclar:

Bu kisimda ilk olarak carpim uzaylar: tizerinde tanimli bazi kardinal degismezlerin
temel 6zellikleri goriilecektir. Daha sonra iinlii Hewitt-Pondiczery-Marczewski Teoremi
ve bu teoremden yararlanarak bazi ¢nemli sonuclar verilecektir. Carpim uzaylarinin

yogunluk sayis1 hakkinda bilgi veren bu iinlii teorem Hewitt (bkz: [8]) ve Pondiczery
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tarafindan bagimsiz olarak kanmitlanmistir. Ayrica Marczewski, bagimsiz olarak < ¢
sayida ayrilabilir uzayin carpim uzayimin da ayrilabilir oldugunu kanitlamistir. Bu
yiizden bu teoreme Hewitt-Pondiczery-Marczewski Teoremi denir. Topolojide birgok
aykury 6rnek bu teoremden yararlanarak tanimlanabilir. Ornegin
(1) Higbir noktasinin sayilabilir yerel taban1 bulunmayan, sayilabilir bir uzay tanim-
lanabilir;
(2) Tikiz, sayilabilir zincir kogulunu gergekleyen ancak ayrilabilir olmayan bir uzay
tanimlanabilir.
Bu kisimda son olarak ¢arpim uzaylarinin Suslin sayisi ile ilgili baz temel teoremler
goriilecektir. Oncelikle gerekli oldugundan bazi tamimlar verilmelidir.
{Xa}aea topolojik uzaylarin bir ailesi (X, # 0 (Va € A) varsayildigi unutulmamalidir!)
olmak iizere, bu uzaylarin Tikhanov ¢arpim uzayr [[ X, ile gosterilir. [] X, ¢arpim

N aEA

uzaymda her bir o € A igin A, C X, olmak iizere [[ A, ( € J] X.) formundaki
a€A aEA

kiimelere kutu kiime denir. [] A, kiimesinin [] X, uzayinda agik olmasi igin gerek
a€el aEA

ve yeter kogul en fazla sonlu sayrda A, ( C X, ) kiimesinin a¢ik 0z alt kiime olmasidir.

Eger V = By, XBa, X...XBo, X [[ Xa € ][ Xa bir agik kutu kiime ise B,, C X,

a#ai,..,an a€A

(1 = 1,..,n) alt kiimeleri birer agik 6z alt kiime varsayihr. X = [[ X, uzaymmn tiim
aEA

bogtan farkli agik kutu kiimelerinin ailesinin bu uzay i¢in bir taban tanimladig: bilin-

mektedir. [] A, (€ X) bir kutu kiime olmak iizere, {o« € A : A, # X,} kiimesine

acA
[T A. kiimesinin belirleyici indisler kiimesi denir. V' = [] V, kiimesi, X uzayinda
aEA a€el
bir acik kutu kiime ve A’ C A olsun. Budurumda [] V, kiimesi, Y = [][ X, uzayinda
acN’ acN’

bir agik kutu kiime olur ve bu kiimeye V' kiimesinin Y uzayina izdiistimii denir.
Sonlu sayida uzayin ¢arpim uzayi iizerinde tanimlanan w, nw, mw, 7y ve x kardinal
degismezlerinin ozelliklerini incelemek kolaydir. Gergekten, sabit bir 2 < n € N sayis1

icin keyfi X;, Xo, ..., X,, uzaylar1 goz oniine alinip bunlarin ¢arpim uzayima X denirse,
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herhangi bir ¢ € {w, nw, 7w, 7, x} i¢in

n n

o(X) = o[ X)) & [ ¢(X0) = max{o(X,) : 1 < i < n}

i=1 =

gerceklenir. Gergekten, kardinal degismezlerin sonsuz varsayildigi unutulmadan, ¢ = w
icin (digerleri benzer gekilde kanitlamir) iddiayr kamtlamak yeterlidir. Her bir i < n
pozitif tam sayisi i¢in X; uzaymn, |B;| = w(X;) > Ny.ger¢ekleyen bir B; tabani vardir.
Boylece B = {B; X By X ... x B, : B; € B; (Vi € N,,)} olarak tamimlanan B ailesi
X uzaymin bir tabanm oldugundan w(X) < |B| = |By X By X ... X B,,| = ﬁl|5’1| =
ﬁlw(Xi) = max;<;<, w(X;) olup agirlik sayisi monoton bir 6zellik oldugundan ters
e_§itsizlik apaciktir. (mw ve my kardinal degigmezleri monoton olmasada ¢arpim uzayimin
tammmindan kolayca mx(X;) < mx(X), mw(X;) < mw(X) (1 <14 < n) oldugu goriiliir.)
Yukaridaki (*) esitligi her kardinal degismez icin dogru olmak zorunda degildir. Ornegin
Lindelsf ve sagilim sayilar igin agagidaki drnekte goriilecegi gibi s(X) < s(X x X) ve
L(X) < L(X x X) gergekleyen bir X uzay: vardir. Bu 6rnekte su temel bilgi kullamla-
caktir:

Temel Bilgi: R kiimesinde, herhangi bir A alt kiimesinin Ay = {z € A : Jy, >
z, (z,y,) N A =0} alt kiimesi sayilabilir elemanhdur.

Gergekten, Ay = 0 ise iddia apagiktir. Simdi Ay # () olsun. Bu durumda her
bir x € Ag i¢in var olan ve y, > x, (z,y,) N A = ) gergekleyen uygun bir y, € R
araciigiyla I, = (z,y,) (Vx € Ap) araliklar1 (her bir x € Ag igin [, aralik oldugundan
sayllamaz elemanlidir) ve Z = {I, },c 4, ailesi tammlanirsa, kolayca goriilebilir ki farkl
x1, 9 € Ap elemanlari i¢in I, N 1,, = () gergeklenir; ¢linkii Ay kiimesinin tanimm geregi
r1, Ty elemanlarina kargihk vy, > x;, (;,y.,) N A =0 (i = 1,2) gergekleyen y,,, ya,
gergel sayilar var ve tistelik I, = (x;,y,,) (¢ = 1,2) olmak iizere, sozgelimi x; < x5 ise
Y, < o olur (eger o < y,, olsaydi x; < xy < y,, gozlenerek o € (11,9,,) NA =10
geligkisi bulunurdu) boylelikle I, N I, = (1, Yz, ) N (T2, Yz,) = D elde edilir. Benzer

bigimde 5 < x1 ise y,, < xy olur ve sonugta yine I, N I, = () bulunur. Sonug olarak
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T1,xe € Ap igin x1 # x9 ise I, # I, gerceklenir ve boylece Q kiimesinin niteligi
geregi Se¢me Aksiyomu kullanilarak her = € Ay igin tek turli belirli bir r, € I, N Q
rasyonel sayisi secilirse, Z = {1, } ¢, araliklar ailesinin iki farkli tiyesi ayrik oldugundan
o(I;) = ry (Vx € Ap) bigiminde tammlanan ¢ : Z — Q fonksiyonu apacik bicimde

bire-bir olur, boylelikle |Z| = |Ag| < |Q| = Nq istenen sonucu bulunur.

Ornek ITL.5 L(X) < L(X x X) ve s(X) < s(X x X) kosullarmna gercekleyen bir X

uzayr vardar.

Coziim. R kiimesi iizerinde £, = {[z,2 +¢) : 0 < ¢} (Vz € R) komguluk
aileleri tarafindan tanmimlanan esas komsuluk sisteminin tanimladigi topolojiye alt
limit topolojisi denir ve bu topoloji R, ile gosterilir. Bu topoloji araciligiyla elde
edilen (R,R,) uzayma alt limit uzay: (ya da Sorgenfrey ekseni) denilir. Kolayca
goriiliir ki

R, = {U[an,bn) D lp, by € R a, < b,(Vn € N)}
n=1

olur. Agiktir ki her bir z € R gercel sayis1 igin B, = {[z,z + %) : n € N} ailesi
x noktasi i¢in bir yerel taban tamimlar, boylece (R,R,) uzaymin birinci sayilabilir
oldugu anlagilir.

Ayrica (R, R,) uzayi, kalitimsal ayrilabilir ve kalitimsal Lindelsf olup ikinci sayila-
bilir olmayan bir uzaydir. Gergekten, agiktir ki B = {[a,b) : a < b} ailesi bu uzay
i¢in bir taban tanimlar. Eger alt limit uzay: ikinci sayilabilir olsaydi, Agirlik Teoremi
nedeniyle bu uzay igin taban gorevi goren sayilabilir iiyeli bir By = {[a,, b,) : a, < b,
(Vn € N)} ( € B) alt ailesi bulunurdu. Bu ise olanaksizdir; ¢iinkii Xo = {a, : n €
N} U {b, : n € N} kiimesi apagcik bicimde sayilabilir elemanli olup |[R—Xy| = ¢ gergek-
lenir. Boylece her z € R—X, ve her n € Nicin ya z ¢ [a,,b,) ya da [an, b,) € [z, 2+3)

gegerlidir. Gergekten, bir n € N sayis1 i¢in © € [ap, b,) ise © ¢ X oldugundan
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a, < x < b, olup

0% (00,2) € (00,2) ~ [0+ 5) € [on ) 1.7+ 5)

bularak [a,,b,) € [z,z + 3) gozlenir. Kisacasi By alt ailesi z € [a,b,) C [z,2 + 3)
kogullarinin ikisini birden gergekleyen higbir [a,, b,) € By iiyesine sahip olamadigindan
(R,R,) uzay: i¢in bir taban tamimlayamaz. O halde Agirhk Teoremi'nden (R,R,)
uzayinin ikinci sayilabilir olmadige anlagilir.

Simdi herhangi bir () # A C R alt kiimesi tizerinde (A4, (R,) ) alt uzay1 goz oniine
almsm. (R, R!) Oklid uzay1 (apagik olarak R' ¢ R, gerceklenir) ikinci sayilabilir
oldugundan (A4, RY) alt uzay1 da ikinci sayilabilir dolayisiyla ayrilabilirdir. Bu nedenle
sayilabilir iiyeli bir A; C A alt kiimesi, (A, R)) alt uzayinda yogun olacak bigimde
vardir. Yogun kiimelerle bogtan farkli acik kiimelerin arakesiti bogtan farkli oldugun-
dan, (z,y) N A # 0 ise (z,y) N A € RY nedeniyle (x,y) N A; = ((z,y) NA)N A, # 0
bulunur. Oysa yukaridaki temel bilgi nedeniyle Ag = {z € A : Jy, > =, (v,y,)NA = (0}
kiimesi sayilabilir elemanli oldugundan AgUA; ( C A) alt kiimeside sayilabilir elemanh
ve tistelik (A, (R,),) alt uzaymda yogun olur; ¢iinkii z € A ve n € N ne olursa olsun
[z, 2 + %) N (AU Ay) # 0 gozlemek kolaydir. Gergekten, eger (x, 2 + %) N A #0 ise,

biraz onceki gozlem nedeniyle
1 1 1
0+ (x,x—l—ﬁ)ﬂAl C [x,x—i—ﬁ)ﬂAl C [m,x—l—ﬁ)ﬂ(AOUAl)

olur, yok eger (z,z ++)N A = 0 ise Ay kiimesinin tamm geregi « € Ay olur ve bu
kez v € [z, + 1) N Ay C [z,2 + 1) N (Ao U A;) bulunur, kisacas: sayilabilir tiyeli
AgU Ay kiimesi (A4, (R,) 4) alt uzayindaki her yerel taban tiyesiyle (dolayisiyla her acik
kiimeyle) bostan farkli olarak kesistiginden yogun alt kiime olur, dolayisiyla (A, (R,) )
alt uzay1 ayrlabilirdir. (R,R,) uzaymm her alt uzay1 ayrilabilir oldugundan bu uzay
kalitimsal ayrilabilirdir. Kisacas: hd((R,RR,)) = R, gergeklenir.

Bu kez keyfi bir (4, (R,),) alt uzaymin Lindelsf uzay1 oldugu soyle gozlenebilir:
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(4, (R,),) alt uzaymm herhangi bir U = {U,}aea agik ortiiliigii alinsin. Ozel olarak
U, (Vo € A) agik kiimeleri z, < v, gergekleyen uygun gergel say1 ¢ifti araciligiyla

Us = [T, Ya) N A gergeklenecek bicimde alinabilir. Boylece

A:UU: U Uy = U ([Ta,ya) N A) C U[xaaya)

a€EA aEA aEA

gergeklenir. Yy = |J (Za,¥a) olarak tammlanirsa, agiktir ki Yy C | [za, Ya) gergek-
ach acA

lenir. Dikkat edilirse F' = UA[ma, Vo) — Yo fark kiimesi sayilabilir elemanhdir; ¢iinkii
her bir x € F' gercel sayisi Ei(;in, uygun bir o, € A aracihgiyla x € [za,,%..) — Yo
olur ve sonugta z = z,, bulunur. Demek ki her bir z € F i¢gin ¢ I, = (a,,Ya,)
(CYy) ve z = x,, olacak bigimde bir o, € A indisi ile bogtan farkli 7, araliklar belir-
lenebilmektedir. Tipki yukaridaki temel bilgi'nin kanitinda oldugu gibi farkh 1, 25 € F
gergel say1 ¢ifti i¢in I, N I, = 0 oldugu goriilebilir. O halde Z = {I,},cr ailesinin
farkl iki iiyesi ayrik oldugundan Z ailesi ve dolayisiyla F' fark kiimesi sayilabilir elman-

hdir. Oysa G = {(%a,Ya) }aca acgik araliklar ailesi ikinci sayilabilir (R, R!) uzayinda

Yo=UG = U (%4, Ya) nedeniyle Yj icin bir agik ortiiliis oldugundan, Lindelsf Teoremi

aEA
nedeniyle uygun «,, (Vn € N) indisleri aracihigiyla Yo = U (o, Yan,) € U [Tan s Yoo, )
n=1 n=1

gergeklenir. Sonug olarak |J [za,¥a) = YoUF C U [Za,, Ya, ) UF bulunur ve sayilabilir

acA n=1

elemanh F' ( € |J [, ¥a)) alt kiimesi i¢ginde F' C |J [}, ., ) olacagindan A = (JU
acl m=1

kiimesi, U ailesinin uygun sayilabilir tane iiyesiyle ortiileceginden (A4, (R,),) alt uzay:
Lindelof olur, boylece (R,R,) uzaymin kahitimsal Lindelsf oldugu anlagilir. Kisacasi
RL((R,R,)) = Xy gerceklenir.
Ote yandan
No < s((R,R,)) = he((R,R,)) < hd((R,R,)) = Vg
gergeklenir; ancak (R,R,) x (R,R,) uzayinda S = {(z,—x) : © € R} C RxR alt
kiimesi kapali-kesikli oldugundan
Ry = s((R,R,)).5((R,R,)) < 2% = s((R,R,) x (R,R,))
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ve benzer bicimde
Ng = L((R,R,)).L((R,R,)) < 2% = ¢((R,R,) x (R, R,)) < L((R,Ry) x (R, R,))( < 2%)

bulunur. Bu 6rnekten iki Lindelsf (sayilabilir sagilima sahip, sayilabilir uzanima sahip)
uzayin ¢arpim uzayinin ayni ozellige sahip olmasinin gerekmedig: anlagilir. l

Carpim uzaylar iizerinde tanmimlanan w, nw, mw, 7y ve x kardinal degismezlerinin
degeri carpima katilan kesiklenmemis topolojiden daha ince topolojiyle donatilan ¢carpan
uzaylara baghdir; ¢iinkii herhangi bir {X,}.ca topolojik uzaylar ailesi i¢gin Ay =
{a € A : X, kesiklenmemig} C A olarak tammmlanirsa, ¢carpim uzaylarimn katilmalilik
(asosyatiflik) ozelligine gore [[ X, uzayr ile [ X4 x [ Xa uzayr egyapilidir.

aEA aElg aEA\AO
Boylece yukaridaki gozlemden herhangi bir ¢ € {w, nw, mw, wx, x} i¢in

([ Xa) =0 [] Xax [ Xo)=o( ][] Xa)-o( J] Xa)=0o( J] Xo)
a€A a€lo aeA\Ao aclo a€A\Ag aeA\Ap
gergeklenir, burada [] X, kesiklenmemis oldugundan son esitlik apagiktir. Bu ne-

aENg

denle asagidaki lemma ve teoremde uzaylarin kesiklenmemis topolojiden daha ince

topoloji ile donatilmig oldugu varsayilacaktir.

Lemma II1.4 |A| > Xy olmak tzere, {X,}aca kesiklenmemis topolojiden daha ince

topologi ile donatilmag topolojik uzaylarin bir ailesi ve X = [[ X, olsun. Bu durumda
a€A

asagidaki onermeler dogrudur:

(a) ¢ € {w,nw, Tw, X, X, ¢, d, L} ise p(X) > ¢(X,) Va € A) gegerlidir.

(b) ¢ € {w,nw, mw, X, x} ise p(X) > |A| gerceklenir.

Kanit. Herhangi bir o € A indisi i¢in 7, : X — X, izdiisiim fonksiyonu siirekli,
agik ve orten bir fonksiyon oldugundan (a) sikkimmin dogrulugu kolayca goriilebilir.
Ayrica ¢ € {w,nw,x} i¢gin bu énerme bu kardinal degismezlerin monotonlugundan
yararlanarakta goriilebilir. (Aslinda su ana kadar tanimladigimiz tiim kardinal degigme-

zler igin (a) sikki gegerlidir.)
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(b) sikkin1 ¢ = w durumunda kanitlamak yeterli olur. (Diger durumlarda kanitlar
benzer bigimde yapilabilir.) ¢ = w olsun. Oncelikle her bir X, uzaymm w(X,) = |B,|
gergekleyen bir B, tabani goz oniine alinsin. X, (Va € A) uzaylarn kesiklenmemis

topolojiden daha ince topolojiyle donatildigindan
Va € A,3B), € B, B, # X,

gerceklenir. Tiim ¢oziim boyunca B}, kiimeleri B,, tabanlarinin bu 6zel iiyelerini gostere-
cektir. Kisalik amaciyla w(X) = k olarak yazlsin. Herhangi {1, as, .., a,,} € A sonlu
indis kiimesi ve her bir k£ € N,, indisi i¢in B,, € B,, taban kiimeleri birer ¢z alt kiime

olmak iizere B,, X By, X .. X B,, x [] X, tiiriindeki 6zel kutu kiimeleri ailesi B ile
aFay

gosterilirse, B ailesinin X g¢arpim uzayi i¢in bir taban oldugu ve Agirlik Teoremi’nden
bu tabanin taban gorevi goren ve |B*| = k kogulunu gercekleyen bir B* C B alt ailesinin

var oldugu iyi bilinmektedir. Her o € A igin B! x [[ X3 € B oldugu apagiktir; ancak
BFo

bu 6zel kutu kiimenin B* ailesinin bir iiyesi olmasi1 gerekmez. Buna kargin B* ailesinin

(%)
taban olmasmin geregi olarak B = Bg, X Bg, x .. x Bg x [[ X, € B} x [[ Xp
BF#Bk B

gergekleyen en az bir B = By, x Bg, x..xBg x [] X, € B* kesinlikle vardir. (*) kap-
B#B

samasinin geregi olarak uygun bir 1 < kg < n sayesinde a = 3, ve Bﬁko CB (= ngo)
gergeklesir. Yukarida varhig kamtlanan B = Bg, x Bg, x .. x Bg x [] X, € B*
iiyesinin belirleyici indisler kiimesini, o € A indisi araciligiyla tammlandfgf ];(;in kisaca
Ala) =454, By, .., B, } ve B taban iiyesi ise B(A(«)) ile gosterilirse, su sonuca ulagilir:

Va € A, 3A(a) € Py, (A), 3B(A()) € B*, B(A(e)) € B, x [ X»
BF#a

Unutulmamalidir ki B(A(«)) € B} x [[ X3 kapsamas: 6zellikle a € A(a) sonucunu
pF#a

verir. 9imdi sonlu &tesi tlimevarimdan yararlanarak o # ( igin B(A(«)) # B(A(B))

olacak bicimde daha 6zel A(a) € Py, (A) belirleyici indis kiimeleri belirlenebilir. Unlii

Zermelo Teoremi nedeniyle A indis kiimesi iyi siralanmistir. Indelenmesi gereken iki

durum vardir. Eger |A| = ¥, ise, bire-bir indislemeyle A = {a,, : n < No} yazip,
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once B(A(ag)) € Bi x ] X ve boylece ag € A(ag) gergekleyen B(A(ag)) €
BF#ao
B* iiyesi ile A(ag) € Py, (A) indis kiimesini, sonra «,, = ap tammlayip «,, =

min (A — A(ao)) € A= A(ap) olmak tizere B(A(aw,)) € By, x [I Xp (o, € Aan,)

57504711
olduguna dikkat ederek) B(A(ay,,)) € B* iiyesiyle A(a,,) € Py, (A) indis kiimesini, m-

inci adima gelindiginde A(ay,), .., A(a,,) sonlu indis kiimeleri belirlenmis oldugunda

U Alan,)

< Vg = |A| nedeniyle sonsuz elemanh A— (J A(a,, ) kiimesinin iyi tanimh

k<m k<m
olmasi nedeniyle a,,, ., = min (A — |J A(ay,)) elemam aracihigiyla B(A(wn,,,,)) C
k<m
B, . % [I Xp gercekleyen B(A(ww,,.,)) € B* tiyesiyle A(au,,,,) € Pno(A)
" ﬁ#a”m-kl

(o, € May,,.,)) alt indis kiimesi tanimlanarak tiimevarim stirdiiriiliirse, sonugta
her bir m < ¥, sonlu ordinaline kargilik bir A(ay,,,) € P<x,(A) indis kiimesi, m # k i¢in
Aan,,) # A(ay,,) ve boylece B(A(aw,,,)) # B(A(ay,)) kosullar: gerceklenecek bicimde
belirlenmis olur. Gergekten, sézgelimi k < m ise a,,, € A(a,,,) ve oy, = min (A —
U Alaw,)) € A= U Alaw,) € A= A(ay,) gergeklendiginden ay,, € Alan,,) — Aoy, )
Z0<l:p belirleyici indzi<smk1'imeleri farkl oldugundan B(A(aw,,)) # B(A(ow,)) elde edilir.
Boylece ¢ : W(Xy) — B*, ¢(m) = B(A(ay,,)) olarak tanimlanan fonksiyon bire-bir
oldugundan Xy = |A| < |B*| = £ = w(X) bulunur. Simdi Ry < |A| = ko olsun. Bu
durumda indislemede kolaylik acisindan A = W (kg) alinabilir. Herhangi bir oy < kg

ordinali alindiginda, énceki adimlarda her bir o < ayg igin A(7y,) € P<x,(A) sonlu indis

kiimeleri B(A(y,)) € B; x [ Xp boylelikle v, € A(y,) kosullar1 yerine gelecek
B#Ya

U A7)

a<agp

suz elemanl A — |J A(y,) kiimesinin v,, = min(A — |J A(7,)) € A— U Alv,)

a<agp a<ag a<ag

bicimde tanimlanmis oldugunda, < Ko gergeklendiginden sayillamaz son-

elemani iyi tanimh olup bu ordinal say1 aracihgiyla B(A(v,,)) € B; x [ Xp
0 BEYa,

gergekleyen B(A(v,,)) € B* iiyesiyle A(7y,,) € Pxo(A) indis kiimesi tanimlanarak

sonlu 6tesi tiimevarim siirdiiriiliir. Sonugta yukaridakine benzer bigimde o < k¢ or-

dinal sayisim B(A(y,)) € B* iiyesine eslestiren fonksiyon bire-bir oldugundan yine

ko = |A] < |B*| = k = w(X) bulunur. =

89



(b) sikkinin ¢ = 7y durumu igin kanmitlamasi kisaca su bigimde de yapilabilirdi: (Bu
durumda kamt verilirse, 7x(X) < min{7mw(X), x(X),w(X)} oldugundan ¢ = 7w, ¢ =
X ve ¢ = w durumlar i¢in de iddia kanitlanmig olur.) Her bir a € A i¢in X, uzayinda
tanuml bir G,, agik 6z alt kiimesi goz 6niine almsin. Keyfi bir p = {pa }aca € HA G,
noktasi igin mx(p, X) > |A| ve sonugta my(X) > |A| gerceklenir; ¢iinkii p nokt;mln
herhangi bir V), yerel m-tabani goz oniine alimirsa, her bir « € A igin 7,'(G,) =
Go x ]| X5 kiimesi p noktasinmn bir agik komsulugu oldugundan V,, C G, x [[ Xj
gergekﬁl:;en Va € V), tiyesi vardir. Kolayca goriilebilir ki her V' € V), iiyesine lf:roélhk
A(V) = {a € A : V = V,} olarak tamimlanan kiime sonlu elemanhdir. Boylece
V,’den A’ya orten dolayisiyla A’dan V,’ye bire-bir fonksiyon tanimlanabilir ve sonugta
Vol > |Al elde edilir.

(b) 6nermesinin yogunluk, Suslin ve Lindelsf sayilar igin dogru olmasinin gerekmedigi

Ornek II1.11°de goriilecektir.

Teorem III1.23 |A| > Ny olmak dzere, {X,}acn kesiklenmemis topolojiden daha ince
topologiyle donatilmas topolojik uzaylarin bir ailesi ve X = []| X, olsun. Bu durumda
acl

¢ € {w,nw, Tw, X, x} ise p(X) = |A|Vsup,ep ¢(Xa) gerceklenir. Ek olarak her o € A

icin X, bir Ty wzayr ise (X) = |A| V sup,ep ¥(Xa) gerceklenir.

Kanit. Bir 6nceki lemma nedeniyle her bir ¢ € {w, nw, 7w, 7x, x} kardinal degismezi
icin [A| V sup,ep ¢(Xa) = |A] . supyep ¢(Xa) < ¢(X) gergeklendigi agik olup, ters esit-
sizligi gostermek kolaydir. Bu esitsizligi w, nw ve mw genel kardinal degismezleri ile 7y
ve x yerel kardinal degismezleri icin iki ayr1 durumda gostermek gerekir. Simdi ¢ = w
(¢ = nw ve ¢ = mw durumlar i¢in de benzer kanitlama yapilir) olsun. Her bir X,
uzaymda w(X,) = |B,| gergekleyen B, tabanlar1 goz oniine alinsi. A indis kiimesinin
ikigerli farkli oy, s, .., av, indisleriyle B, € B,, (Vk € N,,) taban kiimeleri aracihigiyla
tanimlanan B = B,, X By, X .. X Ba, X [ Xa kutu kiimelerinin ailesi B, iyi bilindigi

aFoy

gibi X carpim uzayi igin bir tabandir. Boylece w(X) < |B| < |A| V sup,ep w(X,)
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bulunur. Burada son esitsizligi gostermek i¢in kisalik amaciyla A = |J B, ailesini
a€cA

tanimlayip, ( * ) esitliginde yazili her B € B iiyesine

p(B) = (01,02, ., 0m), (Bay, Bag, -, Ba,)) € A" x A" C | ] (A" x A")

n=1

elemanini eglegtiren ¢ : B — J (A" x.A") fonksiyonunun bire-bir oldugunu gostermek

n=1
yeterlidir. Bu ise kolaydir; ¢iinkii B = B,, X Ba, X .. X B, x [] X, ve B* =
aFay
Bg, x Bg, x .. x Bz x [] Xp taban iiyeleri icin ¢(B) = ¢(B*) ise zorunlu olarak

B#By
n =m ve B = B* olmas1 gerektigi aciktir. Bu durumda

Bl < || (A" x A™)| < Rg Vsup [A™ x A" = Rg Vsup [A x A
n—1 neN neN
= N VIAx A=AV || Ba| < AV supw(X,)
oy aEA

aranan sonucu bulunur. Yukarida ( x %) esitliginde, |A| ve |.A| sonsuz kardinal sayilar
oldugundan |A" x A" = |A"|.|A"] = |A|l.|A] = |Ax A] (Vn € N) gergegi kul-
lanilmigtar.

Simdi ¢ = x (¢ = mx durumunda benzer yol izlenir) olsun. Yukarida yapilan-
lara benzer yollarla herhangi bir © = {za}aea € X mnoktas: icin x(z,X) = |A| V

SUP,ep X(Za, Xao) gergeklendigi kanitlanabilir. Boylece

X(X) = supx(z, X) =sup (|A].sup x(7a, Xa))

zeX reX aEA

= |A|.sup ( sup x(y,Xa)) = |A| Vsup x(X,)
aEN yeXq aEA

bulunur. Teoremin ikinci iddias1 biraz 6énce yapilanlara benzer bicimde kanitlanir. m
Yukaridaki teoreme gore kesiklenmemis topolojiden daha ince topolojiyle do-
natilmig en fazla sayilabilir sayida ikinci sayilabilir (birinci sayilabilir) uzaym ¢arpim
uzaymin ikinci sayilabilir (birinci sayilabilir) oldugu anlagilir. Daha genel olarak her-
hangi bir ¢arpim uzayimin ikinci sayilabilir olmasi i¢in gerek ve yeter kosul ¢arpima
katilan tiim uzaylarin ikinci sayilabilir olmasi ve en fazla sayilabilir sayida uzayin ke-

siklenmemis topolojiden daha ince topolojiyle donatilmig uzay olmasidir.
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X ve Y herhangi iki topolojik uzay olmak iizere kolayca d(X x Y) = d(X).d(Y)
gerceklendigi kanitlanabilir. Gergekten, A x B C X x Y alt kiimesi igin kapy«y (A X
B) = kapx A x kapy B esitliginden yararlanarak kolayca d(X xY) < d(X).d(Y) oldugu
goriiliir, ters esitsizlik ise Lemma II1.4(a)’dan agiktir. Daha genel olarak sonlu sayida
herhangi X7, Xo, .., X, uzaylar igin d(X; x Xy x..x X,,) = max;<;<, d(X;) ger¢eklendigi
benzer bicimde goriilebilir.

Asgagidaki iinlii teorem daha biiyiik kardinaliteli indis kiimesine sahip carpim
uzaylarinin yogunluk sayisi hakkinda bilgi verir. Bilindigi gibi ayni indis kiimesiyle in-
dislenmis { X, }aeca ve {Ya }aen topolojik uzaylar ailesi ve iistelik her bir a € A igin f,, :
X, — Y, fonksiyonlar1 tammhysa [] fo: [[ Xo — I Yo, ( [ fo){Zataen) =

a€A a€A a€A a€N
{fa(ra)}aca gergekleyen f = ] fa fonksiyonuna f, fonksiyonlarimin ¢arpim fonksiy-

acA
onu denir. Kolayca goriilebilir ki f fonksiyonunun siirekli (bire-bir, drten, kapali) ol-
mast i¢in gerek ve yeter kosul tim f, fonksiyonlarimin siirekli (bire-bir, orten, kapali)

olmasidir. Ote yandan f fonksiyonunun acik olmasi icin gerek ve yeter kosul tiim f,

fonksiyonlarinin acik ve en fazla sonlu tanesi disinda hepsinin 6érten olmasidir.

Teorem I11.24 (Hewitt- Pondiczery-Marczewski Teoremi): r bir sonsuz kardi-

nal say ve |A] < 2% olsun. Her bir a € A i¢in d(X,) < k gergekleyen X, uzaylarinin

X = HA Xo carpvm uzay i¢in d(X) < k gergeklenir. Ozel olarak < 2% sayda ayrila-
ac

bilir uzaywn carpim uzayr da ayrilabilirdir.

Kanit. |D| = k gergekleyen D kiimesi kesikli topolojiyle donatildiginda elde
edilen uzay kisaca D(k) ile gosterilirse, her bir @ € A igin D(k) kesikli uzaymdan
X, uzaymin < kg kardinaliteli yogun alt kiimesine (hipotez geregi boyle kiimeler var)
siirekli orten bir f, fonksiyonu tanimlanabilir; ciinkii kesikli bir uzaydan herhangi

bir uzaya tammlanan t¢im fonksiyonlar siireklidir. Her o € A igin P, = D(k) ol-

mak tizere P = [[ P, = (D(x))* olarak tammlanmrsa, f = [[ fa : P — X,

a€el acA
f({patacr) = {fa(Pa)}aca gergekleyen f carpim fonksiyonu siirekli olur. Boylece eger

92



d(P) < k oldugu gosterilirse, herhangi bir Y uzayinda yogun bir B alt uzaymnmn her-
hangi bir yogun alt kiimesinin Y ana uzayinda da yogun olmasi ve siirekli érten fonksiy-
onlar altinda yogun kiimelerin goriintiisiiniinde yogun olmasi gergeklerinden yararla-
narak (d(P) > ) d(X) < k sonucu elde edilir. Demek ki d(P) < k gergeklendigini
kanitlamak yeterlidir. Bu amagcla |A| = 2" varsayilabilir; ¢iinkii |[A| < 27 ise 2" sayida
kesiklenmemis (6zel olarak tek noktadan olugsan) uzay carpima dahil edilir, bu du-
rumda yogunluk sayismin degismeyecegi kolayca goriiliir. Ozel olarak {0,1} kiimesini
kesikli topolojiyle donatarak elde edilen kesikli uzay D(2) ile gosterilirse, (genel olarak
herhangi iki noktali kesikli uzay D(2) ile gosterilir) apagiktir ki D(2) bir T3 uzayidir.
Boylece her bir o € D i¢in D, = D(2) olmak iizere HD Dy = (D(2))” carpim uzay
bir 75 uzay1 olur. Ayrica bir énceki teorem nedeniyle6 w((D(2))”) = |D| = & olup,
(D(2))” uzaymm |B| = r gercekleyen bir B tabam bulunur. (D(2))” uzay bir T,
uzay1 oldugundan ikiser ikiger farkli ¢, (,, .., ¢, € (D(2))” noktalarna karsihk B ta-
banmin ¢, € B;, € B ve iistelik & # i icin B, N B, = 0 (k,i € N,)kosullarim

gercekleyen yani ikigerli ayrik olan n tane {iyesi vardir. Bu durumda
B*={{B1,Bs,...B,} :neN,B, € B(VkeN,), BeNB; =0 (k# 1)} C Py, (B)

ailesi goz oniine almsin. Ote yandan ‘(D(Q))D’ = 2% olup (D(2))” bir indis kiimesi

olarak A = (D(2))” = ({0,1})” gerceklenecek bicimde almabilir, boylece

P = (D() P = (D(r)
olur. Keyfi sabit bir ag € D(k) noktasi goz ¢niine alinsi. Simdi her bir n € N igin
{Bi, B, .., B,} € B* ve her (ay,as, ..,a,) € (D(k))" i¢in 6zel

D
p<{Bl7827 --;Bn}, (051,052, e )) c P = ( D(2)) HP
CeA

(her ¢ € Aicin P; = D(k)) noktalarinm ¢(-ninc1 bilesenleri

Qg ( € By ise
(p({Bb BQa ) Bn}? (ala A2, ..y an)))( = {

ag ;C¢ |J By ise
k=1
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bi¢iminde ve tiim bu 6zel noktalarin kiimesi
S = {p({Bl,BQ, ey Bn}7 (Oél, g, ,Oén)) n e N, {Bl,BQ, ey Bn} € B*,Oéi € D(:‘i) (VZ € Nn)}

olarak tanimlansin. Kolayca goriilebilir ki her bir p({ By, Ba, .., Bp}, (a1, ag, .., ) € S
noktasima ((Bi, Bs, .., By), (a1, g, ..,a,)) € B" x (D(k))" C U (B" x (D(k))") siralh
n=1

ikilisini eglestiren fonksiyon bire-bir olur ve boylece

51 < U (B (D(r)")| < RV sup|B” x (D(x))"|
= RoVsup ([B".[(D(k))"]) =Ro V sup (K".K")

= o Vsup(k.k) =Ng.k =K
neN

gerceklenir. Ustelik S kiimesi P = ]_& Pr = (D(k))" carpim uzaymmda yogundur; ¢tinkii
bu ¢arpim uzayinda herhangi bir tafsan kiimesi, her bir D(k) ¢arpan uzaymda tek nokta
kiimeleri birer taban kiimesi oldugu i¢in B = {a1}¢, X {as}e, X ..{an}c, x [] P bici-
minde olup SN B # ) gozlemek gii¢ degildir. Gergekten, B taban kiimesini;#lf)kelirleyici
indisleri (D(2))” uzaymm ikigerli farkli olan (;,(,, .., ¢, noktalar: olup bunlarn var
olan ikigerli ayrik yerel taban kiimeleri sirasiyla By, By, .., B, ile yazilirsa, onlar ve B
taban kiimesinin belirleyici ¢arpan kiimelerinde kullanilan a4, as, .., o, € D(k) nokta-
lar1 araciligiyla tamimlanan p({ By, Bs, .., By}, (a1, a2, ..,ay,)) € P 6zel noktast S N B

kiimesine aittir. Kisacas1 S C P yogun bir alt kiime olup |S| < x gergeklenir ve boylece

d(P) < |S| < k bulunarak teoremin kaniti tamamlanir. m

Sonug IT1.14 k sonsuz bir kardinal say olmak tzere, her bir a € A igin d(X,) < k

ise c( [ Xa) < kK gerceklenir. Ozel olarak herhangi sayida ayrilabilir uzaym carpim
a€A

uzayr saylabilir zincir kosulunu gergekler yani ccc uzayidar.

Kanit. Kisalik amaciyla X = [[ X, olarak yazilsin. Eger ¢(X) > k gergeklegseydi,
acl
¢(X) > kT olur ve boylece X uzaymin x* kardinaliteli bir gozenekli ailesi bulunurdu.

U = {Us}ren (|A'] = k) boyle bir aile olsun. Ozel olarak her bir A € A’ igin
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Ay € Py, (A) sonlu indis kiimesi ve her a € A, igin X, uzaymda uygun U,(«) agk 6z
alt kiimeleri aracihigiyla Uy = [[ Ux(a) x [] X, bigiminde acik kutu kiime olarak
achy a€A\Ay

almabilir. Acgiktir ki her bir A € A’ i¢in A, # () gerceklenir; ¢iinkii en az bir \g € A’

icin Ay, = 0 olsayd1 Uy, = [] Xo = X € U gergeklenirdi; ancak bu durum U ailesinin

a€A
tanimi geregi imkansizdir. Boylece A” = |J A, ( € A) olarak tammlanirsa |A”| < k*
AEN/
ve A" # () gergeklenir. Her bir A € A’ i¢in Uy = [] Un(a) x [] X, agik kiimesinin
a€ly a€A\Ay
Y = [] X, uzayma izdiigiimiiniin Vy = [[ Ux(a)x ][] X, kiimesi oldugu apagik
acN €Ny a€N\A)

olup, bu kiime Y uzaymda aciktir. Bu kiimelerden yararlanarak tanmmlanan {V)}yecas
ailesi Y uzayinda x* kardinaliteli bir gozenekli aile tanimlar; ancak bu durumda A” <
k1t < 2% olmasi nedeniyle Hewitt-Pondiczery-Marczewski Teoremi’nden yararlanarak
KT < eY) < dY) < k < kT geligkisi elde edilir. Sonug olarak X uzaymda x*
kardinaliteli gozenekli aile tanimlanamaz yani ¢(X) < k gergeklenir. m

Simdi Hewitt-Pondiczery-Marczewski Teoremi'nden yararlanarak ard arda bazi

ozelliklere sahip uzay ornekleri tanimlanacaktir.

Ornek II1.6 N, < k1 < Ky gercekleyen k1, ke kardinal sayu ciftine karsilik, o(X) =k
ve d(X) > ko gercekleyen bir X wzayr tanvmlanabilir. Ek olarak k1 = ko ise veya
K < kg, 227 = 227 kosullarm gercekleyen hicbir r kardinal saypsi yoksa, c(X) = ky ve

d(X) = kg gerceklenecek bi¢imde bir X uzayr tanamlanabilir.

Coziim. FEger k1 = ks ise 1 kardinaliteli D(k;) kesikli uzay1 aranan kogullar:
saglar. Simdi k; < kg olsun. Bu durumda A bogtan farkli bir indis kiimesi ve her
bir « € A i¢in X, = D(k1) olmak iizere X = HA X, carpim uzayl gtz Oniine alin-
sin. Lemma II1.4(a) ve Sonug II1.14 nedeniyle A ifldis kiimesinin kardinalitesine bakul-
maksizin ¢(X) = Ry esitligi gergeklenir. X uzaymin aranan uzay olmasi igin ayrica
d(X) > Ky gergeklenmelidir. Bu amacla A indis kiimesi |X| > 22" ger¢eklenecek

bigimde tammlamrsa, Teorem IL4'den 22 < |X| < 22" ve boylece d(X) > ky ol-

mas1 nedeniyle aranan X uzayi bulunmus olur. Burada ¢zel olarak A indis kiimesi
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| = 2lAl > 22" gerceklenir.

|A] = 22" olacak bicimde alimirsa, | X| = /ﬁ:‘lA

Ayrica k < kg, 2% = 22" kosullarim gercekleyen hicbir x kardinal sayis1 bulun-
muyorsa, A indis kiimesi |A| = 272 gergeklenecek bicimde alimir ve sonugta d(X) = ko
gercekleyen X uzayr bulunmus olur. Gercekten, Hewitt-Pondiczery-Marczewski Teo-

remi nedeniyle d(X) < ky olur; ancak varsayim geregi d(X) < ko olamaz; ¢iinkii

d(X) < kg gegerli olsaydr 22" < 22 — 22 — | X| < 22" celigkisi elde edilirdi. W

Ornek IIL7 kK, < Ky < 251 = 252 kosulunu gercekleyen ki, ko kardinal say ¢ifti varsa,
c(X) = k1 ve w(X) = Ky ozelliklerine sahip, tstelik ky kardinaliteli gozenekli ve yerel

sonlu ailesi bulunan bir X uzayr tamamlanabilir.

Coziim. |A| = ky gergekleyen A indis kiimesi ve her a € A igin X, = D(k;) olacak
bicimde tanimlanan kesikli X, uzaylar1 aracihigiyla elde edilen X = HA X, carpim
uzay1 aranan kosullar1 saglar. Gergekten, her bir a € A icin ¢(X,) = d?Xa) = K1 Ve
|A| < 2% olmas1 nedeniyle Hewitt-Pondiczery-Marczewski Teoremi'nden r1 < ¢(X) <
d(X) < k1 bulunur. Ustelik Teorem I11.23’den w(X) = |A|Vsup,cp w(Xa) = ko VK =
ko oldugu anlagilir. Ayrica kolayca goriilebilir ki keyfi sabit bir ag € A indisi igin X,
uzay1 kesikli oldugundan U = {{z}a, X [[ Xa}zex,, ailesi X uzaymda x, kardinaliteli
gozenekli ve yerel sonlu bir ailedir. W -

Ornek IIL.8 Hicbir noktasinin sayabilir yerel tabant bulunmayan, sayilabilir elemanl

bir uzay tanymlanabilir.

Coziim. (D(2))2NO garpim uzayi gtz oniine almsim. Teorem II1.23’den yararla-
narak herhangi bir p € (D(2))2N0 noktasi icin 7x(p, (D(2))2NO) = 2% = y(p, (D(2))2N0)
Ro

gerceklendigi, kisacas: (D(2))* " uzaymn hicbir noktasimn sayilabilir yerel tabamnim

bulunmadige anlagiir. Ote yandan Hewitt-Pondiczery-Marczewski Teoremi nedeniyle
N

(D(2))*" carpim uzay1 ayrlabilirdir yani |X| < R, gercekleyen bir X C (D(2))2N0

yogun alt kiimesi vardir. Bu bigimde tanimlanan X alt uzay1 aranan ozelliklere sahiptir;

96



Ro

cinkii (D(2))*" carpim uzay: dolayisiyla X alt uzay1 bir T3 uzay: oldugundan, Teorem
I1.9(c)’ye gore herhangi bir = € X igin mx(z, X) = mx(z, (D(Q))QNO) = 2% < y(z,X)

gerceklenir. W

Ornek IIL.9 Tikiz, sayilabilir zincir kosulunu gercekleyen ancak ayrilabilir olmayan

bir uzay tanimlanabilir.

Coziim. Eger x kardinal sayisi £ > (2%)" gerceklenecek bigimde alinirsa, (D(2))"
garpim uzay1 aranan kosullari saglar; ¢iinkii ¢arpima katilan tiim uzaylar (D(2)) tikiz
oldugundan (D(2))" uzay1 da tikiz olur, Sonug I11.14 nedeniyle ¢((D(2))") < Rg oldugun-
dan (D(2))" uzayr sayilabilir zincir kogulunu gergekler, tistelik bu uzay ayrilabilir
degildir. Gergekten, eger (D(2))" diizenli uzay1 ayrilabilir yani d((D(2))") < Ry ol-

saydi (2%)" <k = w((D(2))") < 24P < 2% celigkisi bulunurdu. W

Ornek II1.10 (a) |C(X)| > (d(X))*™) gergeklenecek bigimde bir X uzay: vardar.

(b)) |[C(X)| > (mw(X ))wC(X) gerceklenecek bicimde bir X uzayr vardur.

Coziim. (a)- k bir sonsuz kardinal say1 ve |A| = 22" olmak iizere, her o € A igin
d(X,) = K ve en az bir # € A icin ¢(Xg) = k gergekleyen sonsuz X, Tikhonov uzay-
larinin X = HA X, carpim uzay1 goz oniine alinsin. Bu durumda Hewitt-Pondiczery-
Marczewski Teeoremi’nden d(X) < 2% ve Sonug III.14’den ¢(X) = x bulunur. Her
a € A igin p,,q. € X, nokta ¢ifti ve bir f, € C(X,) fonksiyonu, f,(pa) # fa(qa)
olacak bigimde se¢ilsin. (X, uzaylari birer sonsuz Tikhonov uzayi oldugundan bu
tiir nokta ciftleri ve f, fonksiyonlar1 vardir.) Bu fonksiyonlar aracihigiyla elde edilen
{fa oma : a € A} ailesi, X iizerinde tanmimli, reel degerli ve ikigerli farkli siirekli
fonksiyonlarin bir ailesi olur, boylece |{f, o7, :a € A} = |A| = 22" < |C(X)| bu-
lunur. (Burada o # 3 igin f, o m, # f5 o w5 oldugu soyle goriilebilir: Unlii Segme
Aksiyomu’ndan yararlanarak her v € A igin tek tirli belirli £, € X, noktalar segilsin.

Bu noktalar yardimiyla = {2, }1en,¥ = {¥1}rea € X elemanlan, z, = y, = £,
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(Vv € A\{a}), o = Pa Ve Yo = o olacak bigimde tamimlansin. Bu durumda, eger
a # [ gergekleyen bir 5 € A indisi igin f,om, = fzomg olsaydy, fo(pa) = (faomas)(x) =

(fs omp)(x) = f5(€s) = (fsoms)(y) = (faoma)y) = falda) # falpa) celiskisi

bulunurdu.) Ote yandan |C(X)| < 24%) < 22" oldugundan,
C(X) = 2" > 27 = (29)" > (d(X))"™

istenen sonucu elde edilir.
(b)- k bir sonsuz kardinal say1 ve kg = 2%" olmak tizere, X = D(r) ® 3D (k) erkin
toplam (diger bir deyisle direk toplam) uzay1 gz 6niine alinsi. V = {{z} : © € D(ko)}

ailesinin SD(kg) uzay1 igin minimal 7-taban oldugu kolayca goriiliir. Boylece
mw(X) = mw(D(k)) + mw(BD (ko)) = Kk + Ko = Ko

ve

we(X) = we(D(k)) + we(BD(kg)) = k+Rg =K

bulunur. Diger yandan her E C D(ko) alt kiimesi, D(kg) kesikli uzayinda, hem
actk hem de kapali (kisaca kapagik) oldugundan xp : D(ko) — {0,1} karakteris-
tik fonksiyonlar1 siireklidir. SD(rg) Cech-Stone tikizlagsmasimin 6zelligi geregi her bir
E C D(kg) i¢in xp fonksiyonunun SD(kg) uzayma bir siirekli geniglemesi vardir,
kisacast bir Vi € C(8D(ko)) siirekli fonksiyonu, Vg|r = xp olacak bi¢imde bulunur.
Bu fonksiyonlar aracihgiyla tammlanan {¥g : E C D(kg)} ailesi, SD(kg) iizerinde
tamimli, reel degerli ve ikigerli farkl siirekli fonksiyonlarin bir ailesi olur. Boylece

{Te: B C D(ko)}| = 2% < |C(X)] < 24Pt0)) = 2% olup
[C(X)] =2 > ko = kg = (mw (X))

aranan sonucu bulunur. H
Hewitt-Pondiczery-Marczewski Teoremi’nin bir bagka uygulamasi olarak Haus-

dorff Lemmasi’nin kolay bir kanit1 verilebilir. Hatirlanacag: gibi £ kiimesinin bostan
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farkli alt kiimelerinin bir A ailesine, ancak ve yalniz her sonlu sayida ikigerli farklh
Ay, .., A, By, ..,By, € Adiyeleri icgim AiN.NA,NE—-B)N.N(E—-B,) #10
gercekleniyorsa E kiimesi iizerinde taniml bagimsiz aile denir. Hausdorff Lemmasi’na
gore |F| = k > Rq gergekleyen bir E kiimesi iizerinde 2* kardinaliteli bir bagimsiz aile
tamimlanabilir. Gergekten, 6zel olarak {0,1} kiimesini kesikli topolojiyle donatarak
elde edilen uzay D(2) ile gosterilmek iizere, (D(Q))QE carpim uzayl goz oniine alinsin.
Hewitt-Pondiczery-Marczewski Teoremi nedeniyle d((D(2))*") < & olup 6zel olarak
E bu uzaym yogun alt kiimesi olarak alinabilir; ¢iinkii (D(Q))Tﬁ uzaymin x kardi-
naliteli yogun bir A alt kiimesi vardir, boylece |A| = |E| = k oldugundan A ve FE
kiimeleri arasinda tamimli bire-bir ve drten bir fonksiyonun varligimi gozlemek yeter-
lidir. Bu durumda F kiimesinin alt kiimelerinin {E N 7' ({0})}a<2x ailesi, 2% kardi-
naliteli bir bagimsiz aile olur. Gergekten, ikigerli farkh oy, .., a,, 54, .., 3,, ordinalleri
icin (E N7 ! ({0}) NN (ENx l({0}) N (B — a5 ({0}) n..n(E—m; ({0}) =

(EN({0}a, % T {0,1}a))0-.N(EN({0}a, x [T {0,1}0))N(E— ({0}, X II {0,1}a))r

aFa aFaon

--ﬂ(f?—({0}5m><alg {0,1}a)) = EN[({0}a, X IT {0,1}a)N. ﬂ({o}an>< II {0,1}a)N

aFtaq aFany

({1}, x ££ {0,1}a) NN ({1}s,, x IT {0,1}a)] = EN[{0}a, x . x {0}a, x {1}5, X

By,
.x{1}g x [I {0,1},] # 0 bulunur; ¢iinkii £ kiimesi (D(2))* carpim uzaymda

O‘?éanvﬁm

yogundur.

Ornek II1.11 k-agurlkl Cantor kiipii (D(2))" (k> Ro) i¢in asaindaki iddialar dogrudur:
(a) [(D(2))"| = 2% olur.
(b) ¢ € {s,hL,hd,nw,w, 7w, hrw, psw, A, t,7x, hwx, ¥, x} ise ¢((D(2))") = &k
gerceklenir.
(¢) ¢ € {c, L,e,wc} ise p((D(2))") = Ng gegerlidir.

(d) d((D(2))") =logr (= min{\ : k < 2*}) dor.

Coziim. (a) sikki apagik olup kisalik amaciyla X = (D(2))" olarak tamimlansin.

Agiktir ki X bir tikiz Hausdorff uzayidir. Boylece Teorem II1.23’den yararlanarak
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w(X) = nw(X) = mw(X) = mx(X) = ¥(X) = x(X) = k bulunur. X bir tikiz
Hausdorff uzay1 oldugundan Teorem II1.2 ve Sonug II1.3 nedeniyle psw(X) = A(X) =
w(X) = k olur. Ayrica Teorem IIL.5 ve Teorem III.6’dan ~ = 7x(X) < hry(X) =
t(X) <w(X) =kve r =mw(X) < hrw(X) = hd(X) < w(X) = k gergeklenir. Ote
yandan s(X) < hL(X) < w(X) = k oldugundan (b) sikkinin ispatini tamamlamak
icin s(X) > k gergeklendigini gostermek yeterlidir. Bu amagla her bir o < & igin
fo=A{(fa)g}s<n € (D(2))" = X noktas

[0 s a#Bise
<fa)f3_{1 ca =3 ise

gergeklenecek bigimde tamimlansin. {f, : @ < k} C X alt kiimesi X uzaymda &
kardinaliteli kesikli bir kiime oldugundan x < s(X) sonug olarak s(X) = hL(X) = k
bulunur. Sonug III.14’den ¢(X) = VY, oldugu apagik olup X uzay1 tikiz oldugundan
L(X) = e(X) = we(X) = Wy egitlikleri gegerlidir, boylece (¢) sikkimin kamtlamasi
tamamlanir. Son olarak (d) sikki goyle kamitlanabilir: Hewitt-Pondiczery-Marczewski
Teoremi'nden d(X) < logk olur, 6te yandan X bir diizenli uzay oldugundan x =
w(X) < 2%%) ve boylece log k < d(X) gergeklenir. Sonug olarak d(X) = log x bulunur.
|

Yukaridaki ¢rnegin (b) sikkinin kaniti Teorem II1.2°ye ihtiyag duyulmadan su
sekilde de yapilabilir: X = (D(2))" carpim uzaymin bostan farkli tiim acgik kutu
kiimelerinin ailesi bu uzay i¢in bir taban tammladigindan s(X) < w(X) < & olur.
Ote yandan yukaridaki gibi s(X) > k gerceklendigi gozlenerek s(X) = w(X) = &
bulunur. 7x(X) > k oldugu kamtlanirsa yukarida yapilanlara benzer yollarla (b)
sikkinin kanit1 tamamlanir. x = Ny icin iddia apacgik olup x > Ny varsayilsin. Her
r € X igin mx(z,X) > k gegerlidir; ¢iinkil en az bir 20 = {Zoa}tack € X nok-
tast i¢in my(xg, X) < k olsaydi yani zy noktasinin Xy < |V| < k gergekleyen, 6zel

olarak tiyeleri acik kutu kiimeler olan bir V yerel m-tabani var olsaydi, her V' € V

U AV)

Vey

icin A(V) ile V' kiimesinin belirleyici indisler kiimesi gosterilmek {izere, <
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V|V sup{|A(V)| : V € V} = |V| < k gergeklenir ve boylece en az bir (ashnda
r sayida) oo € [0,k) — |J A(V) elemam bulunurdu. Sonug olarak 7.} ({Zga.}) =

Vey
{Zo,a0 oo X [] Xo Va < K, X, = D(2)) kiimesi zp noktasimin bir agik komsulugu

olup hi¢hir ; OE Vigin V. C 7 ({Z0a0}) gerceklesmez, bu da V ailesinin 2, nok-
tasinin bir yerel m-tabani olmas1 varsayimiyla celisirdi. Ulagilan bu celigki nedeniyle
mx(z, X) >k (Vx € X) ve boylece mx(X) > k oldugu anlagilir.
K bir sonsuz kardinal say1 olmak iizere { X, }.ca, topolojik uzaylarin bir ailesi ve
X = HA X, olsun. Bilindigi gibi Hewitt-Pondiczery-Marczewski Teoremi'ne gore her
ac
bir a € A igin d(X,) < k ve |A| < 2% oluyorsa d(X) < k gegerlidir, yani bu teoremin
kullanilabilmesi igin ¢arpima katilan uzaylarin sayisi |A[, belirli bir kardinal sinira sahip
olmalidir. Agagidaki teorem ise alinan keyfi sayida topolojik uzayin ¢arpim uzayinin

yogunluk sayisi hakkinda bilgi verir. Bu teoremin agagida verilen kanitlamasi Juhasz

tarafindan [9] da yapilmigtir.

Teorem II1.25 {X,}.cn topolojik uzaylarn bir ailesi ve X = [] Xa carpim uzay
aEA
olmak tizere
(a) d(X) <log|A|V sup,ecp d(X,) olur.

(b) Eger her bir a € A i¢in X, uzayiman bosgtan farkl ayrik iki agik kiimesi varsa,

d(X) =log |A| V sup,cp d(X,) gerceklenir.

Kanit. (a)- log|A| V sup,cp d(Xo) = & olsun. Bu durumda her bir a € A igin
d(X,) < K oldugundan X, uzaylarmm |S,| < k gergekleyen S, ( € X,) yogun alt
kiimeleri vardir. Boylece her bir @ € A igin siirekli ve orten bir f, : D(k) —
S, fonksiyonu tanimlanabilir. Bu fonksiyonlar aracihigiyla elde edilen f = [] fa :

aEA

(D(r)* — HA Se (= S) carpim fonksiyonu da siirekli ve orten olur. O halde
aE

S C X alt kiimesinin X uzayinda yogun olmasi ve log |A| < k yani |A| < 2" saglanmasi
nedeniyle Hewitt-Pondiczery-Marczewski Teoremi'nden yararlanarak d(X) < d(5) <

d((D(k))™) < & sonucu elde edilir.
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(b)- Her bir a € A igin U2 ve Ul kiimeleri X, uzaymin hipotez geregi var olan
bostan farkh ayrik acik kiimeleri olsun. Bu durumda her 4 € #{0, 1} fonksiyonu ve her
A € Py, (A) sonlu kiimesi igin,

Gy = [ 7o (U2 =TT UK x J] Xa

acA acA acA\A

bi¢iminde acik kutu kiimeleri tammmlansimn. Apacik olarak G(;a) # 0 olur. X uzaymin
herhangi bir yogun A alt kiimesi goz oniine alinsm. Bu durumda her h € 2{0,1} ve
her A € Py, (A) igin AN Gy # O oldugundan, iinlic Segme Aksiyomu yardimuyla
tek tirli belirli bir pg, oy € AN G a) noktast secilsin. Simdi her bir p = {pa taca € A

noktasina karsilik p = {pataca € (D(2))* noktas:

~ [0 ;ps €U ise
Pa=11 ;aksi takdirde

gerceklenecek bicimde tanimlanirsa, bu noktalardan olusan A= {p : p € A} kiimesi
(D(2))* uzaymnda yogundur. Gercekten, (D(2))" uzaymn herhangi bir G agik kutu
kiimesi goz oniine alinsin. Bu kiimeyi tanimlayan belirleyici indisler kiimesinin Aq ( €
P, (A)) oldugu varsayilirsa, aciktir ki her bir o € Ay indisinin tanmimladigy kiime tek
nokta ({0} veya {1}) kiimesidir. Bu indislerden {0} kiimesini tanimlayanlarin kiimesi
Ay ( C Ay) ile gosterilirse, apagik olarak G = [ {0}o x [] {1}ax I {0,1}.
agh a€Ao\A; aeA\Ag
bigiminde olur. Boylece ho(a) = 0 (Va € Ay), ho(a) =1 (VYo € A\A;) gergeklenecek
bicimde tanimlanan ho € {0, 1} fonksiyonu ve A indis kiimesi icin,

Gronoy = J[J U x ] Xa=JJUSx [ Uix [] X

a€Ag a€A\Ag aEA a€Np\A1 a€AN\Ag

olur. Sonug olarak tek tiirlii belirli p(x,,.a,) € ANG(49,a,) Noktasina karsilik tanimlanan
D(ho,0o) € (D(Z))A noktasi icin p(xe.a.) € ANG gergeklenir. Kisacasi A kiimesinin
(D(Z))A carpim uzaymda yogun oldugu anlagilir. Ayrica ¢(p) = p olacak bi¢imde
tanimlanan ¢ : A— A fonksiyonu bire-bir olup, Ornek II1.11(d)’den yararlanarak

log |A| = d((D@2)") < ’Z‘ < |A] gergeklendigi anlagilir. Son iki egitsizlik herhangi
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bir yogun A kiimesi i¢in saglandigindan, d((D(2))") = log|A| < d(X) gerceklenir.
SUPep A(Xa) < d(X) esitsizligi daima gecerli oldugundan log|A| V sup,c, d(Xa) <
d(X) bulunur. (a) sikkinda ters esitsizligin dogrulugu ispatlandigindan bu sikkin kaniti
da tamamlanir. =

Ozel olarak carpima katilan uzaylar, en az iki noktali Hausdorff uzay1 ise (b)
sikkindaki esitlik gecerli olur. Boylece eger Ny < k1 < Ky < 2™ = 272 kogulunu
gergekleyen kq, ko kardinal say1 ¢ifti yoksa, X = (D(NO))QNI,Y = (D(NO))22NO uzaylari
icin d(X) = log 2™ vV Ry = N; ve d(Y) = log 22%0 \/ Ny = 2% gerceklenir.

Bu kisimda son olarak '{ X, }aea sayilabilir zincir kogulunu gergekleyen topolojik
uzaylarin bir ailesi ise X = HA X, carpim uzayida sayilabilir zincir kosulunu gergek-
ler mi?’ sorusuna yanit araneacaktlr. Eger carpima katilan tim X, uzaylar ayrila-
bilirse, Sonug III.14’den bu sorunun cevabinin "olumlu" oldugu anlagilir. Asagidaki
iki teoremdeyse c¢(X) < 2% gergeklendigi ve 6zel olarak {X,}.ca ailesinin iiyeleriyle
tanimlanan her sonlu carpim uzay1 sayilabilir zincir kosulunu gerceklerse, X uzayiminda
bir ccc uzay1 oldugu gosterilecektir. Aslinda bu sorunun cevabi, ZFS Aksiyomlari’'nda
kalinarak kararlastimlamaz; ¢iinkii Kurepa, eger S bir Suslin uzay1 (Sayilabilir zin-
cir kogulunu gercekleyen ancak ayrilabilir olmayan siralama uzaylarina Suslin uzay1
denir. Bu tiir uzaylarim varhgmin ZFS Aksiyomlari’nda kalinarak kararlastirilamaz
oldugu bilinmektedir.) ise S x S ¢arpim uzaymin sayilabilir zincir kogulunu ger¢ek-
lemedigini su sekilde kanitladi: S uzayinda, sonlu 6tesi tiimevarimla, her bir a@ < Ny
i¢in Gg, b, co € S noktalarl, a, < by < Co, bg ¢ (aa,ca) (VB < «) kosullar1 gercek-
lenecek bicimde tamimlanabilir. S uzaymin tim yalitilmag noktalarimin kiimesi A ile
gosterilirse, apagik olarak |A| < ¢(S) < Ng gergeklenir. Ayrica d(S) > R; oldugundan A
kiimesi, S uzayinda yogun olamaz. O halde (ag, ¢p) # 0, (ag, co) N A = ) olacak bi¢imde

ag, co € S noktalar1 vardir. (Burada (ag, ¢o) agik araligi sonsuz elemanhdir; ¢iinkii eger

sonlu elemanlh érnegin (ag, ) = {z1,..,2,} C S olsaydy, tim z; € S (Vi € N,,) el-
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emanlar1 birer yalitalmig nokta olur, boylece {1, ..,z,} C (ag,co) N A = 0 geligkisi
elde edilirdi.) Boylece Segme Aksiyomu yardimiyla bir by € (ag, ¢p) eleman segilerek,
ag, by, co € S noktalar1 belirlenmig olur. Bir o < V; alindiginda, her bir 8 < « ordinali
icin ag, bg, cs € S noktalari, ag < b < cg ve by ¢ (ag,cz) (Vy < ) kosullar1 gercek-
lenecek bicimde 6nceki agamalarda tanimlanmis olsun. Bu durumda A U {bs : § < a}
kiimesi i¢in |A U {bs : B < a}| < Nq gergeklenir, dolayisiyla bu kiime S uzaymda yogun
olamaz. O halde (an,ca) # 0, (aa,ca) N (AU {bs : B < a}) = 0 olacak bigimde
Ay, Co € S noktalar: ve bu noktalar aracihigiyla ((a,, ) agik araliginin sonsuz elemanh
olduguna dikkat ederek) tek tiirlii belirli bir b, € (aq,ca) — (AU{bs : B < a}) C S
eleman1 aranan kosullar saglanacak bicimde belirlenir. Boylece sonlu 6tesi tiimevarim
siireci tamamlanir. Sonug olarak G = {(aq, ba) X (ba, Ca) }a<n, ailesi, S X S uzayimnda,
N; kardinaliteli bir gozenekli aile olur; ¢linkii 6rnegin f < o < Ry icin (bg ¢ (aq, Ca)

oldugunu unutmadan) bs < a, ise (ag, bg) N (aa, bs) = O oldugundan

((ag,bg) x (bg, ¢5)) N ((@as ba) X (bas ca)) = ((ag, bg) N (@a; ba)) X ((bﬁ7cﬂ) N (bas Ca)) =0

gergeklenir. ¢, < bg ve a < [§ durumlari iginde benzer yol izlenir. Boylece ¢(S x S) >
N; > Ng bulunur. Ote yandan M Ay, (Martin Aksiyomu) gecerliyse (Bu durumda Suslin
uzaymin var olmadig: bilinmektedir.) sonlu sayida (dolayisiyla herhangi sayida) sayila-
bilir zincir kogulunu gergekleyen uzayin carpim uzayininda sayilabilir zincir kogulunu

gergekledigi bilinmektedir. (bkz. [2])

Teorem II1.26 {X,}.cn, topolojik uzaylarn bir ailesi ve X = [[ X, carpim uzay
acl

olsun. Eger her A € P.yx,(A) sonlu indis kiimesi i¢in c( [ Xa) < k ise ¢(X) < k
acA

olur.

Kanit. Aksi varsayilirsa yani ¢(X) > k olursa, asagida goriilecegi gibi bir geligki

elde edilir. Gergekten, eger ¢(X) > k™ olsaydi, X uzaymmda {V)}, ..+ bigiminde bir
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gozenekli aile bulunurdu. Burada 6zel olarak tiim V) aciklari, birer kutu kiime alin-
abilir. Boylece her bir A < ™ igin V), kiimesi,

Vy = H Vi(a) x H Xa, Sy € Py (A), Vi(a) C X, agik 6z alt kiime (Vo € S))
€Sy a€A\S\

bigiminde olur. {S)} <.+ ailesi, k™ kardinaliteli (x* min diizenli kardinal say1 olduguna
dikkat ederek!) bir sonlu kiimeler ailesi oldugundan, Sanin Lemmasi nedeniyle bir S C
[0, xT) alt kiimesi ile sonlu bir F' ( C A) kiimesi, |S| = kT ve farkli A1, Ay € S ordinalleri
icin Sy, NSy, = F kosullar gergeklenecek bigimde vardir. Burada eger F' = () ise
A1, Ag € S ve A\ # g icin Sy, N Sy, = 0 olup kolayca bir z € X noktasi, x € V), N V),
olacak bigimde tanimlanabilir; ancak bu durum Vy, N'V,, = () gergegiyle ¢eligir. Diger
taraftan F' # () ise hipotez geregi ¢( [[ X.) < k gergeklenir; ancak her bir A < ™

aclF

icin V), kiimesinin [] X, uzayma izdiigiimii V)" ile gosterilirse, kolayca goriilebilir ki
acF

{Vi}ies ailesi, [ X, uzayinda bir gozenekli aile olur. Boylece [{Vi}res| = |S| =
ack

kT < [] Xa) < k geligkisi bulunur. Sonug olarak teoremdeki hipotez saglaniyorsa,
acF

c(X) < k gerceklendigi anlagihr. m

Teorem III1.27 (Kurepa): Her a € A igin ¢(X,) < k ve X = [[ X, ise ¢(X) < 2"
aEN
olur. Ozel olarak keyfi saynda sayplabilir zincir kosulunu gercekleyen uzaymn ¢arpim

uzayiman Suslin sayisi, en fazla 280 olur.

Kanit. Bir 6nceki teorem nedeniyle A indis kiimesinin sonlu olmasi durumunda
teoremi kanitlamak yeterlidir. A = {1,..,n} (2 < n € N) olsun. ¢(X) > 2" oldugu
varsayilirsa, X uzaymda, |[U| > 2% gercekleyen bir U gozenekli ailesi bulunur. Ozel
olarak U ailesinin tiim iiyeleri kutu kiime olarak alinabilir. Her bir U € U iiyesinin X
(Vi € N,,) uzayma izdiigiimii U; ile gosterilsin.

P={{UV}:UV el UnV,=0} (Vi e N,)

bigiminde tamimlanan P; aileleri araciligiyla [4]*> = |J P; olur. Bu durumda Erdos-
i=1

Rado Lemmasi'na gore bir ig < n sayisi ile bir Uy C U alt ailesi, |Uy| > & ve [Up)* C P,
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kogullar1 gerceklenecek bigimde vardir. Uy ailesi araciligiyla tanimlanan {U;, : U € Uy}
ailesi, X;, uzaymda, |{U;, : U € Up}| = |Up| > K gergekleyen bir gozenekli aile olur;
ancak bu durum ¢(X;,) < k varsayimiyla geligir. Ulagilan bu ¢eligki nedeniyle ¢(X) <

2" oldugu anlagilir. =

I11.5 Baz1 Ozel Uzaylarda ¢ = ¢'° Gercekleyen

Kardinal Degismezler

Bu kisimda baz ozelliklere sahip bir X topolojik uzay1 iizerinde tanmimlanan ve
d(X) = (o(X ))NO gercekleyen ¢ kardinal degismezlerinin varhigi goriilecektir. Ornegin
herhangi bir tam normlu X uzay1 i¢in | X| = | X ]NO; sonsuz, agir1 baglantisiz ve tikiz bir
Y Hausdorff uzay1 icin w(Y) = (w(Y))™° gerceklenir. Oncelikle gerekli oldugundan,

tinlti Konig-Zermelo Teoremi (bkz. [10]) ve bazi sonuglar goriilecektir.

Teorem II1.28 (Kénig-Zermelo Teoremi): {kq}aca ve { Ao }aca kardinal sayplarin

Ra < Aa (Ya € A) gercekleyen aileleri olsun. Bu durumda _ ko < [] Aa olur.
a€cl a€A

Kanit. {A,}aca ve { By taea kiime aileleri, |A,| = ko < Ao = |Ba| (Va € A) ve v #

B igin A, N Ag = ) kogullar saglanacak bi¢imde bulunabilir. Burada B, kiimelerinin

U A = > ka ve [ Aa = |]] Ba

acA aEN a€el a€el

bostan farkli oldugu apaciktir. Boylece

<

LJ-Aa

aEA

II-Ba

aEA

oldugundan, gerceklendini gostermek yeterlidir. Kardinalite Ar-

itmetiginin Birinci Temel Teoremine gore (bkz. [10]) herhangi iki X ve Y kiimesi
icin | X| < |Y],|Y] < |X| ve | X| = |Y| ifadelerinden yalniz bir tanesi gegerli oldugun-
dan, A = UA A, kiimesinden B = HA B,, kiimesine orten (dolayisiyla B kiimesinden A
kiimesine b?re—bir) fonksiyon tammlaenamayacaf]z gosterilirse, |A| < |B| oldugu anlagilir.
Herhangi bir f : A — B fonksiyonu goz oniine alinsin, amag B — f(A) # () oldugunu
gostermektir. Her o € A igin A, C A oldugundan f(A,) C f(A) C B gergeklenir.

Boylece her zamanki gibi «,, ile 7, : B — B, orten izdiisiim fonksiyonu yazilmak
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tizere, mo(f(As)) C mo(B) = By, (Ya € A) gergeklesir. Oysa g, = o0 f (Va € A)
bilegke fonksiyonlar1 araciligiyla ¢g,(A.) = (74 © f)(As) € Ba (Va € A) oldugu ve
tistelik |ga(Aa)| < |Aa] < |Ba| gerceklesdiginden B, — m,(f(As)) # 0 (Va € A)
bulunur; ¢iinkii bu fark kiimesi bog olsaydi B, C m,(f(44)) = ga(As) ve sonugta
|Ba| < |ga(Aq)| olurdu, oysa gercek, biraz dénce gozlendigi gibi tam tersidir. Sonugta
Se¢me Aksiyomu yardimiyla var olduklari anlagilan b, € B, — 7.(f(As)) (Yo € A)
elemanlar1 aracihigiyla tammlanan b = {b,}aca elemam i¢in b € B — f(A) gergek-

lestiginden (c¢iinkii, eger b € f(A) olsaydi,b € f( UA Ay) = UA f(A,) olur ve sonugta
ac ac
uygun bir 8 € A indisi araciligiyla b € f(Ag) ve bg = ms(b) € m5(f(Ap)) bulunurdu;
ancak bubg € Bg—7s(f(Ap)) gergegine aykiridir) amaglanan B— f(A) # () sonucu gos-
terilmig olur. Demek ki hicbir f : A — B fonksiyonu ¢rten olamamaktadir. O halde
Kardinalite Aritmetiginin Birinci Temel Teoremi’ne gore Z;\/fa =|A| < |B| = HA Ao
olur ve kanit tamamlanir. m ) )
Konig-Zermelo Teoremi’'nden yararlanarak kolayca her x > R, kardinal sayisi i¢in
k< kI gerceklesdigi goriilebilir. Gergekten, esucluluk derecesinin tanimi geregi
K= Z{\na, ko < k (Ya € A), ¢f(k) = |A| kosullar1 gergeklenecek bigimde {Kq }taca
kardiniml sayilar ailesi vardir. Her bir o € A igin A\, = k ( > K, ) alimirsa, Konig-Zermelo
Teoremi nedeniyle k = > ko < [[ Ao = &A= k) aranan sonucu bulunur. Boylece

a€cl AN
agagidaki lemmanin (a) sikki kamtlanmig olur.

Lemma II1.5 x; ve ko > Ny kardinal sayilar: icin asagidaks iddialar gegerlidir:
(a) Eger ky > cf(ks) ise k5 > Ko olur.
(b) Eger k3 > Ky ise ve k < Ky < K™ kogulunu saglayan hi¢cbir k kardinal sayist

yoksa, k1 > cf (ke) gerceklenir.

Kanit. (a) sikkinin dogrulugu yukarida goriilmiigtii. (b) sikki su bigimde kanit-
lanabilir: Her bir o < ko ordinali i¢in
Ea = {S : S - [0704)7|S’ < /fl}
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kiimeleri tamimlansin. Eger k; < cf(kg) olsaydi, E., = |J E, olur (Gergekten
a<Kk2
U E. C E., apagik olup, herhangi bir S € E,, icin |S| < k1 < cf(k2) oldugun-

a<Kk2

dan sup S = 8 < kg olur. Bu durumda 8 < 8+ 1 < v < kg gergekleyen uygun bir ~

ordinal sayist icin S € E, C |J E, olup E,, € |J E, ters kapsamasi elde edilir.) ve

a<k2 a<K2

boylece

’igl - |7)§H1([07’€2))| - |El€2| -

< Ky V sup |Ey| = Ky V sup |a|™ = ky < K5
a<K2 a<<K2

U~

a<k2

geligkisi bulunurdu. Burada ( * ) esitligi yazilirken (b) sikkindaki varsayimlar kul-

lanilmigtir. Demek ki (b) deki varsayimlar altinda x; > ¢f(k2) olmalidir. =

Sonug II1.15 (3) ki1, ke kardinal sayilar ve ky > Vo olsun. Eger GKV gegerli ise
ket > Ko olmast igin gerek ve yeter kosul k1 > cf (k) egitsizliginin gerceklenmesidir.
(i) k < KM gercekleyen k kardinal sayst icin A < K < N olacak bigimde hicbir \

kardinal saysy yoksa, K sayist k = Sup, ey kin, kn < £ (Vn € N) bi¢iminde yazilabilir.

Kanit. (i)- yeterlilik bir 6nceki lemmanin (a) sikkinda kanitlandi. GKV gegerli,
kisacasi herhangi bir sonsuz k kardinali igin x* = 2% oldugundan, eger k; < cf(k2)
olsaydi, her k < kg igin k"' < K9 olur ve yukaridaki teorem nedeniyle k1 < cf(k2) < K4
geligkisi bulunurdu. Demek ki x1 > cf (k) olup gereklilik iddiasi da kanitlanmig
olur. (ii)’nin kanmitlanmasi igin bir énceki lemmanin (b) sikkinda x; yerine Ny almak
yeterlidir. m

Bir X Tikhonov uzayimmin Cech-Stone tikizlasmasi X ile gosterilir. X C X
alt kiimesi, X uzaymda yogun oldugundan c¢(X) = ¢(8X) olur. Ote yandan c¢(X) =
c(BX) < ¢(BX\X) gercekleyen bir X Tikhonov uzayir bulunabilir. Mesela, Ornek
I11.1°de kesikli N uzay1 igin ¢(N) = ¢(BN) = Ry < 280 = ¢(BN\N) oldugu goriilmiistii.
W.W.Comfort ve Hugh Gordon [11] makalesinde, Tarski Lemmasi'ndan yararlanarak,
herhangi bir X Tikhonov uzay1 i¢in SX\X uzaymin Suslin sayisiyla ilgili asagidaki

teoremleri kamtladi. Oncelikle gerekli oldugundan bazi tanim ve sonuclar verilmelidir.
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Bilindigi gibi bir X uzayma, ancak ve yalmz her bir x € X noktasinin bir U, acik
komsulugu, U, kiimesi X uzaymnda tikiz olacak bicimde varsa yerel tikiz denir. Her
yerel tikiz Hausdorff uzayimin bir Tikhonov uzay1 oldugu ve ayrica herhangi bir X
Tikhonov uzaymin yerel tikiz olmasi igin gerek ve yeter kogsulun X kiimesinin 5X
uzayinda acik olmasi gerektigi bilinmektedir. (bkz. [4]) Ote yandan bir U C X alt
kiimesine, U kiimesi X uzayinda tikiz ise goreceli tikiz kiime denir. Ayrica Z; ve

Z kiimeleri, X uzaymin iki sifir kiimesi ise

(1) kapsx(Z1 N Zy) = kappx (Z1) N kapsx (Z2)
gergeklendigi bilinmektedir. (bkz. [5])

Teorem II1.29 Bir X Tikhonov uzayinda tanimii, goreceli tikiz a¢ik kiimelerden olusan
ve |G| = Kk > Ny gercekleyen bir yerel sonlu G ailesi varsa, BX\X uzayman ™ kardi-

naliteli bir gozenekli ailest bulunur.

Kanit. G ailesinin iiyeleri, 6zel olarak icleri bostan farkl, ikigerli ayrik tikiz kiimeler
olarak alinabilir. Bu son iddia Lemma III.3’iin kanit1 i¢cinde yapilanlardan goriilebile-
cegi gibi soyle de goriilebilir: ¢(T) € T (VT € G) gerceklenecek bigimde tanimlanan
¢ : G — X fonksiyonu araciligiyla A = {¢(T) : T € G} ( € X) olarak tanimlansin.
Bu durumda her bir a € A igin ¢(7,) = a gergekleyen bir T, € G iiyesi, iinlii Se¢gme
Aksiyomu’'ndan yararlanarak tek tiirlii belirli olacak bigimde secilebilir. Boylece uygun
bir G* C G alt ailesi, p(a) = T, olarak tamimlanan ¢ : A — G* fonksiyonu bire-bir ve
orten olacak bicimde vardir. G yerel sonlu oldugundan |A| = & esitligi gecerlidir. Ote
yandan G’nin yerel sonlu aile ve X’in Tikhonov uzay1 olmasindan yararlanarak, her bir

a € A igin U, ve G, tikiz kiimeleri
aeU, CU,CyCGyCTh Gan A= {a}

gerceklenecek bigimde bulunabilir. Bu durumda her ¢ € A igin V, = U, — J Cgb
beAb#a

kiimeleri goz oniine alinsin. Agiktir ki her bir a € A i¢in V,, kiimesi, a noktasinin bir
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tikiz komsulugudur. Ustelik a # b icin

VinVi= U= |J GonWi— |J G S WUa=CG)N(Uy=Cl) C (Us—Ga) =0

c€A,c#a c€A,c#£b

gerceklenir. Sonug olarak V = {V, : a € A} ailesi, X uzayinda tammli, icleri bogtan
farkl ve ikigerli ayrik tikiz kiimelerin |V| = k gergekleyen bir yerel sonlu ailesi olur.
(Burada V ailesi, G ailesinin bir incelmesi olup, yerel sonlu bir ailenin tiim incelmeleride
yerel sonlu oldugundan, V ailesi yerel sonludur.) Demek ki G =V = {V, : a € A}
varsayimi altinda verilen iddiay1 kanitlamak yeterlidir.

Tarski Lemmasi’na gore A kiimesinin sonsuz elemanli alt kiimelerinin bir A ailesi,
tiyeleri ikigerli olarak hemen hemen ayrik ve |A| = s™ olacak bi¢imde vardir. Her
E € Aicin

WE :BX — kapBX(X — U ‘/a>

a€E

olarak tamimlansin. Apacik olarak Wy kiimeleri SX uzayinda agiktir. Eger her bir
E € Aigin Wi N (BX\X) # 0 oldugu ve E; # Es i¢cin Wy, N (BX\X)NWg, =0
gergeklendigi gosterilirse, {IWpN(5X\X)} pea ailesi, X\ X uzaymda aranan gozenekli

aile olur. Bu amagla Fy, Fy € A ve E; # F5 olsun. Apagik olarak

() X=x-Uwux-{Jwuclv.n W

acE; acFy acE; a€Fs
esitligi gegerlidir. FE; N Ey arakesiti sonlu oldugundan |J V,n Y Vo = U Vi
ac€kEy a€ By a€F1NEy

kiimesi tikizdir. Boylece () ifadesinde X uzayma gore kapanig alinarak

BX = kapsx X = kapsx(X — | J Va) Ukapsx (X — | J Vo)u |J Va

ackEy acks a€FE1NEy

bulunur. Bu kez son esitligin 5 X’e gore tiimleyeni alinarak

(BX — kapsx (X — | Va)) N (BX — kapsx (X — | J V)N (BX = |J V) =0

acFq acFo acE1NEy

kisacast Wg, " Wg, € |J V, ve boylece
acFE1NEs

(Wg, N (BX\X)) N (W, 0 (BX\X)) € (BX\X)N | Vi€ (BX\X)NX =0

acE1NE>
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oldugu goriiliir. Ote yandan X bir Tikhonov uzay1 oldugundan, her bir a € A noktasi
i¢in siirekli bir f, : X — [0,1] fonksiyonu, f,(a) = 1, f.(x) = 0 (Vx € X — V)
kosullar1 gerceklenecek bicimde vardir. Bu durumda her bir £ € A i¢in fg = Z:E fa
olarak tanimlanirsa, V ailesi yerel sonlu oldugundan, fg fonksiyonlar1 X uzayelnda
stirekli olur. Ayrica Zp = {x : z € X, fg(x) = 1} (VE € A) kiimeleri iginde apagik
olarak F C Zp C X gerceklenir. Her bir F € A iiyesi, X uzayinin sonsuz elemanl bir
kapali alt kiimesi olup hi¢ yigilma noktas1 yoktur dolayisiyla E kiimesi, X uzayinda
tikiz olamaz. (bkz. [4]) Her E € A igin Zg kiimesi X uzaymn bir sifir kiimesi
oldugundan bu uzayda kapahdir ancak tikiz degildir; ¢iinkii Zp kiimesi tikiz olsaydi,
E C Zg kapal alt kiimeside tikiz olurdu bu ise az 6énce gozlendigi gibi yanhstir. Her
bir £ € A i¢in Zg kiimesi, X uzayinda kapali ancak tikiz olmadigindan en az bir
pe € BX\X noktasy, pp € kapsxZp gerceklenecek bigimde vardir. Her E € A igin
fE stirekli fonksiyonunun SX uzayma var olan siirekli geniglemesi g ile gosterilirse,
ge(pr) =1 (VE € A) olur. fg fonksiyonu X — [J V, kiimesi iizerinde ’sifir’ degerini

aclE

aldigindan kisacas1 fp(X — |J V,) C {0} oldugundan

acE

gu(kapsx (X — | Va)) & kape: (9p(X — | Va)) = kape: (fe(X — | Va)) € {0}

acE A a€EFR

olur. Kisacasi gp fonksiyonu kapsx (X — UE V,) kiimesi iizerinde ’sifir’ degerini alir.
a€
(Burada ( ) kapsamas1 alinirken gz fonksiyonunun siirekliliginden yararlamlmisgtir.)
Sonug olarak her E € A icin pg € BX — kapsx (X — | Vo) = Wg # 0 olur ve boylece
acE
kanit tamamlanir. m )

Bu teoremde G ailesinin iiyelerini goreceli tikiz almak yerine, X uzay: yerel tikiz
alimirsada teoremdeki iddia gegerli olur; ancak teoremdeki tiim hipotezlerden vazgegile-
meyecegi Ornek II1.12°de goriilecektir. Bilindigi gibi bir X uzay iizerinde tanimlanan
tiim siirekli gergel degerli fonksiyonlar, sinirliysa yani C(X) = C*(X) oluyorsa X uza-

yima sbzde tikiz uzay denir. Ayrica bir Tikhonov uzaymin sozde tikiz olabilmesi

igin gerek ve yeter kosulun bu uzayda tanimlanan ve iiyeleri acik kiimeler olan tiim
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yerel sonlu ailelerin sonlu olmasi gerektigi bilinmektedir. O halde her sonsuz Hausdorff

uzayinin X, kardinaliteli bir gozenekli ailesi var oldugundan, agsagidaki sonug gecerlidir.

Sonug ITI.16 Bir X Tikhonov uzay, yerel tikiz olup sézde tikiz degilse, 5X\X uza-
yinda taniml 28 kardinaliteli en az bir gézenekli aile varder. Ozel olarak BN \N uza-

yinda 280 kardinaliteli bir gézenekli aile tanimlanabilir.

Teorem II1.30 Bir X Tikhonov uzayr ve sonsuz bir k kardinal sayist i¢in asagidaki
iddialar egdegerdir:
(i) BX\X uzayinda tanmeml k kardinaliteli gozenekli aile vardar.
(i) X wzaywman timleyen-sifir kimelerinin bir {Uy }aen (|A| = k) ailesi, asagidaki
ozelliklere sahip olacak bicimde vardur:
(a) Her o € A i¢in U, kiimesi, tikiz olmayan bir sifir kiimesi igerir.

(b) a, B € A, a # [ igin U, N Ups arakesiti, X uzayinda goreceli tikizdor.

Kamt. (i) = (i1) : V = {V,}aen ailesi, X\ X uzayinda tammh ve |V| = |[A| = &
gercekleyen bir gozenekli aile olsun. Bu durumda her a € A igin V, = G, N (BX\X)
gerceklenecek bicimde, SX uzaymin acik G, kiimeleri vardir. Her o € A i¢in p,, € V,
noktalari, Segme Aksiyomu’'ndan yararlanarak tek tiirlii belirli olacak bigimde segilsin.
SX uzay1 tiimiiyle diizenli oldugundan, her bir « € A indisi igin f,(pa) = 1, fo(z) =0
(Vx € BX —G,,) kosullarini gergekleyen siirekli bir f, : fX — [0, 1] fonksiyonu vardir.

Boylece her o € A igin
1 1
Ua:{:UEXfa(l‘) > 5}7 Za:{xeXfa(x) Z 5}

bi¢iminde tanimlanan kiimeler gtz ¢niine alinsin. Agiktir ki Z,, ve U, kiimeleri, X uza-
yinin sirastyla sifir ve tiimleyen sifir kiimeleridir, iistelik Z, C U, C X (Vo € A) geger-
lidir. Bu bi¢imde tammlanan {U, }.cx ailesi, (i) sikkindaki kosullar: saglar. Gergek-

ten, her a € A icin Z, C U, ve Z, sifir kiimesi oldugundan, eger p, € kapgx Z, oldugu
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gosterilirse, Z, kiimesinin tikiz olmadigi ve boylece {U,}aca ailesinin (a) kosulunu

sagladig1 anlagilir. Bu durumda
BX = kapﬁxX = k‘apgx(X — Za) U kfapﬁXZa ve foz(pa) =1

gergekleri ve her x € kapgx (X — Z,) icin f,(z) < % olmasi nedeniyle p, € kapsxZ,
aranan sonucu bulunur. Ote yandan, eger {U, }aca ailesi (b) kosulunu saglamasaydi,

a # [ gergekleyen uygun bir «, f € A indis ifti ve bir p € SX\ X noktast,

p € kappx (kapx (Ua NUg)) = kappx (Ua N Us) ( C kapsx (Ua) N kappx (Up))

olacak bi¢imde bulunurdu; ancak bu durumda f,(p) > 3 ve fa(p) > 3 olup,

1
3
pEG,NGsN(BX\X) =V, NVz =10

celigkisi elde edilirdi. Sonug olarak {U, }aca ailesi (a) ve (b) kosullarimi saglar.

(17) = (i) : {Uataea ailesi, X uzaymn tiimleyen sifir kiimelerinin (a) ve (b)
kogullarini gercekleyen bir ailesi olsun. Bu durumda, X uzayinda, her bir @ € A igin
tikiz olmayan ve Z, C U, gercekleyen Z,, sifir kiimeleri vardir. X — U, ve Z, kiimeleri,

X uzaymin ayrik sifir kiimeleri oldugundan, yukaridaki (1) ifadesinden yararlanilarak
0 = kapsx (X — Ua) N Zy) = kappx (X — Uy) N kapsx Za

bulunur. O halde iinlii Urysohn Teoremi nedeniyle siirekli bir f, : fX — [0,1]
fonksiyonu, f.(z) = 0 (Vo € kapsx (X — U,)), fa(z) = 1 (Vo € kappxZ,) kosullart

gerceklenecek bicimde vardir. Her oo € A igin
Vo={x € X : fo(x) > 0}

kiimeleri tanimlansi. Eger {V, N (5X\X)}aeca ailesinin 5X\ X uzayinda bir gozenekli
aile oldugu gosterilirse, kamit tamamlanir. Her o € A i¢in V, kiimesi, 53X uzayinda, () #

kapsx Z, C V, gercekleyen bostan farkh bir tiimleyen sifir (dolayisiyla agik) kiimesidir.
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Farkli o, 8 € A indisleri i¢in keyfi bir p € V,, N V3 noktas: (varsa) goz oniine alinsin.
Bu durumda (fo.f3)(p) = fa(p)-f5(p) > 0 olup p & (kapsx (X — Us) Ukapsx (X — Up))
bulunur. Boylece p € kapsx (U, N Up) ® kapx (U, NUg) € X (burada ( * ) esitligi
yazilirken (ii)’nin (b) kosulundan yararlamldi) olur, kisacasi V,, NV C X gergeklenir.

Sonug olarak her o # 3 gergekleyen «, f € A indis ¢ifti i¢in
(Vo N (BX\X)) N (V5N (BX\X)) =Va NV N (BX\X) C X N (BX\X) =0

oldugundan {V,, N (BX\X)}aea ailesi, X\ X uzayinda tanimh ve |A| = x kardinaliteli

bir gozenekli ailedir. m

Ornek II1.12 (Q, Ré) rasyonel sayilar uzay (diger bir deyisle (R, RY) Oklid uzayinn

Q alt uzayr) olmak tzere, LQ\Q uzayimn ¢ kardinaliteli gozenekli ailesi yoktur.

Coziim. Bu iddia, Q uzayinda, hem acik hem de goreceli tikiz olan tek kii-
menin bog kiime olmasi gercegi ile bir tnceki teoremden yararlanarak kolayca gozlenir.
Gergekten, eger SQ\Q uzaymnimn ¢ kardinaliteli bir gozenekli ailesi bulunsaydi, yukari-
daki (i) kogulu geregi X uzaymin tiimleyen-sifir (6zel olarak agik) kiimelerinin bir
{Uas}aen (|A| = ¢) ailesi, (a) ve (b) kogullarimi gergekleyecek bigimde var olurdu; an-
cak (b) kosulu geregi, her a # [ gergekleyen «, 5 € A indis ifti i¢in U, N Up kesigimi,
Q uzaymnda goreceli tikiz yani bog kiime olurdu. Bu da {U,}aea (|A| = ¢) ailesinin Q
uzayinda gozenekli olmasi anlamina gelir. Bu ise ¢(Q) < Xy < 2% = ¢ = |A| olmasi
nedeniyle imkansizdir. W

Teorem I11.29 ve Teorem II1.30’dan asagidaki sonuglar kolayca gozlenir:

Sonug II1.17 Yerel tikiz olan ancak sézde tikiz olmayan bir X Tikhonov uzayinda,
hicbir tyesi goreceli tikiz olmaywp herhangi farkl iki tiyesinin arakesiti goreceli tikiz

olacak bi¢imde c kardinaliteli bir U acik kiimeler ailesi tamimlanabilir.

Sonug II11.18 (R, R!) Oklid uzay ve k kardinal sayise i¢in asagdaki iddialar esdegerdir:
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(a) PR\R wzayinda k kardinaliteli bir gozenekli aile tanimlanabilir.

(b) k < c dir.

Sonug II1.19 ki ve ko kardinal saylar olmak tizere, ko > Ng gerceklensin. Bu du-
rumda 5D(k2)\D(ke) uzayinin, k1 kardinaliteli bir gozenekli ailesinin bulunmas igin
gerek ve yeter kosul k1 < n§° olmasidir. Bu iddia da 6zel olarak ko = ¢ alinarsa, k1 < ¢

gerceklenar.

Kanmit. D(ky) kiimesinin tiim alt kiimeleri, kesikli D(k2) uzayinda, hem sifir hem
de tiimleyen sifir kiimesidir. Ayrica bu uzayin yalnizca sonlu alt kiimeleri tikizdir. O
halde Teorem III.30 nedeniyle 5D(k2)\D(k2) uzaymin r; kardinaliteli gozenekli ailesi
varsa, D(kq) uzayida, Teorem I11.30(ii) 'deki 6zelliklere sahip bir U agik kiimeler ailesi,
|U| = k1 gergeklenecek bigimde vardir. I ailesinin herhangi farkli iki iiyesinin arakesiti,
D(ky) uzayinda goreceli tikiz yani sonlu olacagindan, U ailesinin iiyeleri ikigerli olarak
hemen hemen ayrik olmalidir. Boylece Tarski Lemmasi’ndan yararlanarak |U| = k1 <

mgo bulunur. Ters iddia Teorem II1.29’den yararlanarak kolayca goriiliir. =

Sonug II1.20 « bir sonsuz kardinal sayr ve D bir kesikli uzay olmak tizere, D\ D
uzayvn K kardinaliteli bir gézenekli ailesinin var olmasy i¢in gerek ve yeter kosul kN0
kardinaliteli bir gézenekli ailesinin bulunmasidir. Ozel olarak BD\D uzayinin Xqy kar-

dinaliteli bir gizenekli ailesi varsa, 28 = c kardinaliteli bir gézenekli aileside bulunur.

Kanit. SD\D uzaymn ~ kardinaliteli bir goézenekli ailesi tamimlanabiliyorsa, bir
onceki sonug nedeniyle x < | D] olur. Boylece £* < |D|™ gerceklendiginden yine bir
onceki sonug nedeniyle 3D\ D uzaymin ™ kardinaliteli bir gozenekli ailesi bulunur.

Yeterlilik ise apaciktir. m

Sonug I11.21 Her a € A i¢in Y, tikiz ve ayridabilir bir Hausdorff uzayr olsun. Bu
durumda Y = [ Y. carpim uzayr olmak tzere, eger Y = SX\X olacak bigimde bir X

acl
uzayr varsa, X sozde tikizdr.
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Kanit. Y = X\ X C X alt kiimesi, tikiz oldugundan X uzaymnda kapalider.
Bu durumda X uzayi, 5X uzayimin bir acik alt uzay: oldugundan yerel tikizdir. Ayrica
Sonug II1.14°e gore Y carpim uzayi sayilabilir zincir kogulunu gergekler dolayisiyla
BX\X (= Y) uzaymin 2% kardinaliteli gozenekli ailesi yoktur. Boylece Sonug I11.16’dan

X uzaymin sozde tikiz oldugu anlasilir. m

W.W.Comfort [12] makalesinde herhangi bir sonsuz x kardinal sayisi i¢in d(SD(k)\D(k)) =

o gergeklendigini ve SD(k) uzaymmdan SD(k)\D(k) uzayma sirekli ve érten bir
fonksiyonunun tanimlanabilmesi icin gerek ve yeter kosulun £ = £™° oldugunu kanit-
ladi. Bilindigi gibi X bir Tikhonov uzay:1 olmak iizere, eger A kiimesi, X uzayinda hem
acik hem de kapali ise (bu tiir kiimelere kisaca kapagik kiime denir) kapsx A kiimesi
de, 5X uzaymda kapagik olur. Herhangi bir k > Ny kardinal sayisi i¢in SD(k) uza-
ymin kapagik kiimelerden olugan bir tabani vardir. Gergekten, herhangi bir A C D(k)
alt kiimesi, D(x) uzayinda kapagik oldugundan kapgp.)A kiimesi, 5D (x) uzaymnda ka-
pacik olur. Bu kiimelerden olusan B = {kapsp()A : A C D(k)} ailesi, 3D(x) uzay icin
bir taban tammlar; ¢iinkii, herhangi bir x € fD(k) noktas1 ve bu noktanin herhangi
bir V' ac¢ik komsulugu goz 6niine alimirsa, 5D(x) diizenli uzay oldugundan bu uzayda
r €W C kapgp)W C V gercekleyen bir W acik kiimesi vardir. A = W N D(k) olarak

alinirsa, kapgp)A € B ve
kapspwW = kapsp(W N BD(k)) = kapgp() (W N kapspw) D(x))
= kapgpy (W N D(k)) = kapap)A CV

gerceklendiginden = € kapsp()A C V olur ve boylece B ailesinin SD(k) uzay1 icin
bir taban tammladigl anlagilir. Buradan w(SD(k)) < |B| < |P(D(k))| = 2" sonucu
gozlenir, aslinda w(5D(k)) = 27 gergeklendigi birazdan goriilecektir. Benzer bigimde

= {(kapsp)A)\D(k) : A C D(k),Xo < |A]} ailesinin, 3D(x)\D(r) uzay: igin bir
taban tammmladigr goriilebilir.

Teorem II1.31 k bir sonsuz kardinal say: ise d(BD(k)\D(k)) = X0 olur.
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Kanit. Sonug II1.19 nedeniyle ™ < c¢(3D(k)\D(k)) < d(B8D(x)\D(k)) gercek-
lenir. D(k) kiimesinin sayilabilir sonsuz elemanl tiim alt kiimelerinin ailesi £ ile
gosterilsin. Kolayca goriilebilir ki her N € L i¢in kapsp) N — D(k) # 0 olur. Bu
durumda her bir N € £ i¢in pn € kapgp)N — D(k) olacak bi¢imde, Se¢gme Aksiyomu
yardimiyla segilen py € SD(k)\D(k) noktalar araciligiyla tammlanan S = {py €
BD(k) : N € L} kiimesi, fD(k)\D(r) uzayinda yogundur. Gergekten, 5D(k)\D (k)
uzayinin herhangi bir bogtan farkli acik U kiimesi goz éniine alinirsa, biraz énce tanim-
lanan B* = {(kapsp)A)\D(k) : A € D(k),Ro < |Al} ailesi, SD(k)\D(x) uzaymin
bir tabani oldugundan |E| > N, kapgp)E — D(k) C U kosullarini gergekleyen bir
E C D(k) alt kiimesi vardir. Boylece sayilabilir sonsuz elemanl herhangi bir N C F
alt kiimesi araciigiyla py € kapgp N — D(k) C kapspyl — D(x) € U ve boylece
pn € SNU # 0 sonucu elde edilir. S kiimesi, 5D(k)\D(k) uzaymn tiim bogtan farkh

acik kiimeleriyle bostan farkli olarak kesistiginden bu uzayda yogundur. Dolayisiyla
d(BD(k)\D(k)) < |S| < |£] < £

olur ve boylece kanit tamamlanir. =

Teorem I11.32 x, 1 < k kosulunu gercekleyen bir kardinal sayr olmak tizere, SD(k)

uzayindan fD(k)\D(k) uzayina siirekli ve orten bir fonksiyonun tanvmlanabilmesi igin

gerek ve yeter kosul k = KX° olmasidar.

Kamt. & bir sonlu kardinal say1 ise SD(k)\D(x) = () olacagindan iddia apacik-
tir. Simdi £ > Ny oldugu varsayilsin. Gereklilik hipotezi geregi siirekli ve orten bir
f : 8D(k) — BD(k)\D(k) fonksiyonu var olsun. Bu durumda, siirekli ve orten

fonksiyonlar altinda yogun kiimenin goriintiisiide yogun olacagindan,
K" = d(BD(k)\D(k)) = d(f(BD(x))) < d(BD(k)) < |D(k)| = K < £

kisacast k = k™ bulunur. Tersine yeterlilik hipotezi geregi k = x™° olsun. 3D (x)\D(k)

uzayinin bir énceki teorem nedeniyle var olan ve |E| = s gercekleyen yogun bir £
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kiimesi goz oniine alinsin. Bu durumda D(k) C SD(k) kesikli alt uzayindan F C
BD(k)\D(k) yogun alt uzayina siirekli ve érten bir g fonksiyonu tanmimlanabilir. SD(k)\D(k)
uzay1 tikiz oldugundan, (¢iinkii, D(k) yerel tikiz oldugundan D (x)\D(k) C SD(k) alt
kiimesi kapalidir) g fonksiyonunun SD(k) uzayina siirekli geniglemesi vardir. Kisacasi
bir g : D (k) — BD(k)\D(r) siirekli fonksiyonu, g|p(x) = g olacak bi¢imde tanimlan-
abilir. Ayrica tikiz uzaylardan Hausdorff uzaylarina tanimh siirekli fonksiyonlar kapals

oldugundan

9(BD(x)) = g(kapsp(s)D(K)) = kapgp)n)9(D(k)) = kapgp) e 9(D(k))

= kapgp(ﬁ)\D(R)E = ﬂD(FL)\D(H,)
gerceklenir yani g fonksiyonu ortendir. m

Sonug I11.22 Asagidaki iddialar esdegerdir:
(a) BD(Xy) uzayindan SD(R1)\D(R1) uzayina tanvmle stirekli ve orten bir fonksiyon
vardur.

(b) Kontinyum hipotezi (R; = 2%0) gecerlidir.

Kamt. Bu sonug, 2% = N gerceginden (¢linkii 2% < R0 < (2%0)%0 — 9% qlyr)

ve bir onceki teoremden yararlanarak kolayca kanitlanir. m
Kk > Yo olmak tizere I = [0, 1] kapali aralig1 araciligiyla tanimlanan [ ¢arpim uza-
yma k-agirhkh Tikhonov kiipii denir. Apagik olarak |I"| = 2% gerceklenir, iistelik
Teorem I11.23 nedeniyle w(I*") = 2* ve Hewitt-Pondiczery-Marczewski Teoremi’ne

gore d(I*") < k olur.

Teorem II1.33 Her v > Ny kardinal sayst i¢in |3D(k)| = 2% ve w(BD(k)) = 2°

gecerlidir.

Kanit. %" Tikhonov kiipii'niin |S| = k gercekleyen yogun bir S alt kiimesi goz

oniine alinsin. Bu durumda D(k) kesikli uzaymdan I?" ¢arpim uzayma, f(D(k)) = S
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gercekleyen siirekli bir f fonksiyonu tammmlanabilir. 12", bir tikiz Hausdorff uzay:
oldugundan f fonksiyonunun SD(k) uzayma bir siirekli geniglemesi vardir, kisacasi
stirekli bir F': 8D(x) — I*" fonksiyonu, F|p(,) = f olacak bi¢gimde vardir. F(8D(k))
kiimesi, /2" uzaymda tikiz oldugundan bu uzayda kapahdir. O halde S = f(D(k)) =
F(D(k)) C F(BD(k)) oldugundan kappS = I*" = F(BD(k)) gerceklenir yani F
fonksiyonu drtendir. Boylece |3D(k)| > |F(BD(k))| = 22" gerceklenir. Ote yan-
dan Teorem IL4’den yararlanarak |3D(k)| < 22777 < 22" = 22" ters esitsi-
zligi bulunur. Diger taraftan, kolayca goriilebilir ki herhangi bir Y tikiz Hausdorff
uzayl, herhangi bir X Hausdorff uzayimin, siirekli ve orten bir fonksiyon altindaki
gortintiisii ise w(Y) < w(X) olur. (Gergekten, X uzaymimn |B| = w(X) gergekleyen
bir B tabam ile siirekli ve 6rten bir h : X — Y fonksiyonu araciligiyla tanimlanan

N = {h(B) : B € B} ailesi, Y uzay: i¢in bir ag belirler, boylece Teorem II1.2’den

yararlanarak w(Y) = nw(Y) < |N| < |B| = w(X) aranan sonucu bulunur.) Boylece
K (*)
27 = w(I”") = w(F(BD(k))) < w(BD(k)) < 2MPH) < 24P) = 2#

olup w(BD(k)) = 2% bulunur. Burada ( *) esitsizligi yazilirken Teorem I1.5’den
yararlanilmigtir. m

Teorem II1.12°de X tam metriklenebilir bir sonsuz uzay ise | X| = w(X) veya
1X| = (w(X))™ oldugu goriildii. Asagida ise daha 6zel olarak herhangi bir F tam
normlu uzayr (diger bir deyisle Banach uzay1) i¢in |F| = |E’|NO esitliginin gecerli
oldugu goriilecektir. Ayrica bu esitlikten yararlanarak herhangi bir X uzay: igin
|C(X)| = |C(X)" oldugu goriilecektir. Gerekli oldugundan éncelikle asagidaki lemma
kanitlanacak, bu amacla bazi tanimlar verilecektir. (F,||.||) bir normlu uzay olmak
tizere, herhangi bir r > 0 gercel sayis1 i¢in S(r) = {x € E : ||z|| < r} olarak tamm-
lanan kiimeye r-yarigaph acik yuvar denir. Ozel olarak S(1) kiimesine agik birim
yuvar denir. Benzer bicimde herhangi bir # € E noktasinin r-yaricaph acgik komsu-

lugu, S,(r) ={y € E: ||x — y|| < r} olarak tamimlanir. r, sabit bir pozitif gercel say:
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olmak iizere bir D C FE alt kiimesine, ancak ve yalniz her farkls x,y € D nokta ¢ifti
i¢in ||x — y|| > r oluyorsa r-sagiliml kiime denir. Herhangi bir r-sagihmh D kiimesi

icin |D| < ¢(F) = d(E) gerceklendigi aciktir.

Lemma II1.6 (a) E herhangi bir normlu uzay olmak tzere, her bir r € RT saysi i¢in
r-sagilimly bir D C E alt kiimesi, |D| = d(E) gerceklenecek bigimde vardar.
(b) (E,||.Il), ayridabilir olmayan (d(E) > Rg) bir normlu uzay ise S(1) agik birim

yuwvarin §-sagilimle bir D alt kiimesi, |D| = d(E) gergeklenecek bigimde vardur.

Kanit. (a)- Keyfi sabit bir r € Rt sayist i¢gin F uzayinda tamimlanan r-sagilimh
kiimelerin, {inlii Zorn Lemmas1 nedeniyle var olan, maksimali D olsun. Bu maksimal
kiime araciligiyla tamimmlanan S = {qz : x € D, q € Q} kiimesi, £ uzaymda yogundur;
ciinkii herhangi bir y € E noktasi ve herhangi bir e € Q rasyonel sayis1 igin S, (¢)N.S #
() olur. Gergekten, sabit y € E noktasi ile e € Q7 rasyonel sayisi icin, eger y € S ise
apagik olarak y € S, (€)NS # 0 olur. Simdi y ¢ S olsun. Unlii Arsimed Ilkesi nedeniyle
r < n..c gerceklenecek bicimde bir n. € N sayis1 vardir. Bu durumda S kiimesinin
tammi geregi n..y ¢ S olur, iistelik D C S oldugundan n..y ¢ D gerceklenir. O halde
D kiimesinin tanmimi geregi en az bir a, € D noktasi, ||n..y — a,|| < r gergeklenecek

ay

bi¢cimde vardir. Bu durumda Hy — 2 <= <eolup Z—Z € Sy(e) NS # () sonucu elde

Ne

edilir. Boylece |D| > Ry oldugundan
d(F) < 15| <|Q x D| = R.|D| = |D| < d(E)

aranan sonucu bulunur.

(b)- S(1) kiimesinin }-sagihml alt kiimelerinin maksimali, D olsun. D kiimesinin
elemanlarimin pozitif tamsay1 katlarinin sonlu toplamlarinin kiimesi, 7" ile gosterilsin.
Kisaca

T = {nl.xl + .. +npar k€ N,n; e N,x; € D (VZ € Nk)}
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olur. T kiimesi i¢in agagidaki ( * ) iddias1 gegerlidir.
- 1 .. .
(*) Her x € E noktasi i¢in ||z — t]| < 3 olacak bi¢imde en az bir t € T eleman vardur.

Bu iddia tiimevarim hipotezi araciligiyla su bicimde kamitlanmir: Herhangi bir z €

1

S(1) noktas: i¢in D kiimesinin maksimalliginden yararlanarak kolayca, ||z — 1| < 3

gergekleyen ¢ € T' elemaninin varhigr kanmitlanabilir. ( x ) iddiasi, her x € S(2") nok-
tas1 i¢in dogru olsun. Bu durumda herhangi bir € S(2""!) noktas: i¢in £ € S(2")
oldugundan, tiimevarimin n-inci adim varsayimi geregi H% — tH < % olacak bigimde bir
t € T eleman: vardir. Boylece ||z — 2t|| < 1 yani z — 2t € S(1) olur; ancak bu durumda
da ||z — (2t + w)|| = ||(# — 2t) — u|| < 5 olacak bi¢imde bir u € T' elemam vardr, iiste-
lik 2t +u € T gergeklenir. Sonug olarak tiimevarim hipotezi yardimiyla (* ) iddiasinin
dogru oldugu anlagilir. 7" kiimesi araciligiyla tamimlanan 7% = {qt : ¢ € Q,t € T}

kiimesinin £ uzaymin bir yogun kiimesi oldugu, tipki (a) sikkindaki gibi goriiliir. Bu

durumda
No < d(E) < [T < No. |T] < RNy |D| = |D| < ¢(F) < d(E)

oldugundan, |D| = d(F) gerceklenir ve boylece kanit tamamlanir. m

Yukaridaki lemmanin (b) sikkinda, £ uzayimin ayrilabilir olmama kosulu ¢ikarila-
maz; ¢iinkii ayrilabilir olan (R, |.| ) normlu uzayi i¢in (b) sikkindaki iddia dogru degildir.
Ote yandan herhangi bir (X, p) metrik uzay1 (ya da daha genel olarak metriklenebilir
uzay) ve herhangi bir r € RT pozitif gergel sayisi1 goz oniine alinsin. Eger D kiimesi,
(X, p) metrik uzaymda tanimh bir r-sacihmh kiimeyse, B = { B,(}) }zep ailesi, X uza-
yinda yerel sonlu olur. (Gergekten, her bir y € X noktasina karsilik en fazla bir x € D
noktast, By, (7)NB, (%) # 0 gerceklenecek bicimde vardir; ¢iinkii farkli 4, 2 € D nokta-
lar1 i¢in By (5) N By, (§5) # 0 ve By(5) N By, (5) # 0 gergeklesseydi, p(y, z;) < § (i = 1,2)
oldugundan r < p(x1,z2) < p(1,y) + p(y, x2) < r geligkisi elde edilirdi. Demek ki X

uzayinin her noktasinin en az bir agik komsgulugu, B ailesinin en fazla bir iiyesiyle
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bogtan farkli olarak kesisir, boiylece B ailesinin yerel sonlu oldugu anlagilir.) Kisacasi
X uzaymda tamimlanan r-sacilimli herhangi bir kiimeyle ayn kardinaliteye sahip yerel
sonlu bir acik kiimeler ailesi vardir. Bu gergekten yararlanarak yukaridaki lemmanin
(a) sikkimin metriklenebilir uzaylar icin dogru olmasmin gerekmedigi, Ornek I11.3’den
anlagilir; ¢iinkii (£, p) dikenli kirpi uzayinda tanimlanan ve iiyeleri agik kiimeler olan,

herhangi bir yerel sonlu U ailesi i¢in |[U| < d(E) = w(E) oldugu bilinmektedir.

Teorem II1.34 (Kruse Teoremi): Herhangi bir E tam normlu uzay: i¢in |E| =

|E[Y gecerlidir.

Kanit. Bu teoremin farklh iki kanit1 agagidaki gibi yapilabilir.

Yol 1: Asagidaki temel bilgiden yararlanarak bu teorem kanitlanabilir:

Temel Bilgi: X herhangi bir tam metriklenebilir uzay olsun. Bu durumda X
uzayiin bogtan farkli acik kiimelerinin minimal agirlik sayisina sahip olani1 U kiimesi
ise |U| = |U|™ gerceklenir.

Gergekten, eger |U| < Ng ise U alt uzayr bir Hausdorff uzay1 oldugundan, U
kiimesinin tiim elemanlari, U acik alt uzayinda (dolayisiyla X ana uzayinda) birer
yalitilmas nokta olur. Boylece U kiimesinin tanimi geregi, eger |U| < N ise, |U| =1
gerceklenir ve sonug olarak |U| = |U|™ esitligi saglamr. Simdi [U] > R, olsun. Unlii
Mazurkiewicz Teoremi (bkz. [3] veya [4]) nedeniyle U acik alt uzayir tam metrik-
lenebilirdir. Ayrica U kiimesinin tanimi geregi, U alt uzayinin herhangi bir bogtan
farkhi agik V' kiimesi igin w(V') = w(U) gerceklenir. Sonug olarak Teorem III.11 ve

Teorem II1.10(b)’den yararlanarak
(w(U)™ < U] < (w(U))™

olur, boylece |U| = |U|™ = (w(U))™ aranan sonucu bulunur.
Herhangi bir normlu uzaym herhangi bir bogtan farkli acik kiimesi, bu uzaymn

bir homeomorfik kopyasini igerir. (Gergekten, (Y, |.|]) bir normlu uzay ise herhangi
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bir z € Y noktasi ve herhangi bir ¢ > 0 gergel sayisi igin S,(¢) agik yuvar ile YV

(z—y)
I+{Jz—yll

uzay1 egyapihidir (homeomorfiktir); ¢iinkii ¢, (y) = = + bi¢gimide tanimlanan
¢, Y — S,(¢) fonksiyonu bir egyap: fonksiyonudur.) Boylece £ tam normlu uzaymin

temel bilgideki 6zelliklere sahip agik kiimesi, V' ile gosterilirse
V= V™ = |B| = | B[

olur ve boylece kanit tamamlanir.

Yol 2: Her normlu uzay 6zel bir metrik uzay oldugundan, E normlu uzay: igin
d(E) = w(E) gergeklenir. O halde Pospisil Teoremi veya Teorem I11.10(b)’den yarar-
lanarak |E| < (d(E))™ sonucu bulunur. (Ashnda bu son gercek soyle de goriilebilir:
E uzaymm |A| = d(FE) gercekleyen yogun bir A kiimesi g6z éniine alinsin. F normlu
uzay1, birinci sayilabilir oldugundan her # € A = E noktasimma karsihk z = nlLIEO Tn
olacak bicimde bir {z,}>°, € A dizisi bulunur. (Burada A“ ile A kiimesinin eleman-
lariyla tammlanan tiim dizilerin kiimesi gosterilmektedir.) Ote yandan E bir Haus-
dorff uzayi oldugundan, herhangi bir dizi en fazla bir noktaya yakimsar. Boylece
|E| < |A°| < |A]™ = (d(E))™ olur.) O halde |E| > ¢ oldugundan, (Herhangi bir
sonsuz X normlu uzay1 igin ¢ < | X| gergeklenir; ¢iinkii 6ncelikle X, R veya C cismi iiz-
erinde bir vektér uzaydir.) eger E bir ayrilabilir uzaysa, ¢ < |E| < (d(E))™ = R = ¢
gerceklenir ve boylece |E| = |E[™ = ¢ bulunur. Simdi E uzay1 ayrilabilir olmasin yani
d(E) > Ng gergeklensin. Bu durumda Lemma II1.6(b) nedeniyle, £ uzayinin acik birim

yuvarmm |D| = d(E) olacak bi¢imde 3-sacihmh bir D C S(1) alt kiimesi vardir. Bu

kiime araciligiyla ¢ fonksiyonu,

w o0 = pn
p: D" — B o({patnz) = 2
n=1
olacak bigimde tammlansm. Her {p,}>2;, € D% dizisi i¢in Zlé’—z < 21 H’ﬁ’Z” <
> Gin = % oldugundan, Er serisi mutlak yakinsaktir. Ote yandan E bir tam
n=1 n=1

normlu uzay oldugundan bu uzayda tamimli her mutlak yakinsak seri, yakinsaktir.
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(Bilindigi gibi bir normlu uzayin Banach uzayi olmasi igin gerek ve yeter kogul bu
uzayda tanimlanan tiim mutlak yakinsak serilerin yakinsak olmasidir.) Boylece her
bir {p,}°, € D¥ dizisine karsiik tamimlanan, p({p,}>°,) = > 7, E* serisi yakin-

n=1 gn

sak olur. Ustelik ¢ fonksiyonu bire-birdir; ciinkii farkl {p, }°, {¢,}>>, € D* dizileri

icin o({pn}rzy) # e({an}s2,) olur. Gergekten, {p,}o>; # {gn}o2, oldugundan, ng =

min{n € N : p, # g, } pozitif tamsayis1 vardir. Bu durumda

> = — (1) Png—Aqn
lo(pa}zey) — el = | S-S ol = [ x5 egm| 3 lewten]
n=1 n=1 no<n
Z (Pn—qn) || ~ ||pn0_qno|| o z lpn—gnl (i) 11 2 i 1 _ 1 1 < (gerceklenir
6" = 60 6" = 2°6%0 670" 6F — 10670 gere .
no<n no<n k=1

Kisacast [|o({pn}iii) — ¢({an}iis) || > 0 gergeklendigi icin o({pn}72:) # ¢({gn}72s)
olur. (Yukarida (1) esitsizligi yazilirken ters tggen egitsizliginden ve (2) esitsizligi
yazilirken p,,,q, € D C S(1), < |[pn — ga|| < 2 ger¢eklerinden yararlamlmigtir.) Bu
durumda

(d(E))™ = |D*| < |E| < (d(E))™
olur ve boylece |E| = |E|™ = (d(FE))™ aranan sonucu bulunur. m
Sonug II1.23 Herhangi bir X topolojik uzay icin |C(X)| = |C(X)|™ gegerlidir.

Kamt. Bilindigi gibi (C*(X), ||.||.,) bir Banach uzayidir. Boylece bir énceki teo-
remden yararlanarak |C*(X)| = |C*(X)[" = (d(C*(X)))" gerceklegdigi anlagilr.
Sonug olarak daima |C*(X)| = |C(X)| oldugundan, |C(X)| = |C(X)|™ gecerlidir.
u

Ote yandan |E| = |E|™ esitligini gercekleyen bir £ normlu uzayi, tam olmak

zorunda degildir. Asagidaki érnekte boyle bir £ normlu uzay: tanimlanacaktir.

Ornek II1.13 |E| = |E|™ egitligini saglayan ancak tam olmayan bir E normlu uzay

tanemlanabilir.

1
Coziim. C([—1,1]) vektor uzay: tizerinde || f||, = [ |f(z)|dz bigiminde tanim-

lanan |||, uzaklik fonksiyonu, bir normdur. Bu normla tanimlanan (C'([-1,1]), |||, )
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uzayl, kisaca L,[—1, 1] ile gosterilir ve bu uzaya L;[—1, 1]-uzay1 denir. (Genel olarak
a,b € R, a <bvel <p<ooigin Lya,bl-uzayy, [|f|[, = f |f(2)]? dx) » olmak iizere,
Lyla,b] = (C([a,0]), |||, ) bigiminde tammlamnr.) \Ll[—l, 1] = |C([-1,1])] = 2%
oldugundan |L;[—1,1]| = |L1[—1,1]|™ gerceklenir ancak Li[—1,1] uzay1 tam degildir.

Gergekten, her n € N icin terimleri

.
-1 -1<z<Zise
fn(z) = nr H<r<iige
n n
1 ; %gxgllse
\

bi¢iminde tammlanan {f,}52, dizisi, L,[-1,1] = (C([-1,1]), .||, ) uzaymnda, yakimn-
sak olmayan bir Cauchy dizidir. Her n € N ve her z € [-1,1] i¢in f,, € C([—1,1]) ve

|f(z)] <1 oldugu aciktir. Ote yandan n < m gercekleyen n, m € N say1 cifti icin

1
1 2

Vo full,, = / Fal@) = funle)| de = / Fal@) — foule)] da

n

/|fn |dx+/|fm |dx<2/ 4

=1
n

IN

olur. Boylece lim H fn— me 1, = 0 oldugundan {f,}p2, dizisi, L;[~1, 1] uzaynda,

bir Cauchy dizisidir. {f,}52, dizisinin limiti,

p
-1 ; —1<zx<0ise
Jo(x) = Sgn(z) = ¢ 0 ; x =0 ise
1 ;3 O0<z<1lise
\

bi¢iminde tanimlanan fy fonksiyonudur; c¢iinkii her n € N ve her = € [—1,1] igin

|fu(z) — fo(z)] < 2 oldugundan

n

an_fOHLl_/|fn( — fo(z |dx—/|fn ]dx<£

bulunur. Boylece lim | f, — foll,, = 0 olur, bu da lim f, = fo olmasi demektir; an-

cak fo fonksiyonu ’0’ noktasinda siirekli olmadigindan fo ¢ C([—1,1]) bulunur. Sonug
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olarak C'([—1,1]) igindeki { f,}22, Cauchy dizisi, L,[—1, 1] uzaymda yakinsak degildir-
[ |

Herhangi bir X uzayi igin C*(X) uzayi, metriklenebilir oldugundan, Teorem I11.10
nedeniyle C*(X') uzay: iizerinde su ana kadar incelenen kardinal degigmezleri belirlemek
icin d(C*(X)) yogunluk sayisimi bulmak yeterlidir. W.W.Comfort ve A.Hager [13]
makalesinde bu konuyla ilgili olduk¢a onemli caligmalar yapmigstir. Bazilar1 agsagida
gosterilecektir. Bir X uzaymin bir Y alt uzayma, ancak ve yalmz her f € C*(Y)
(benzer bicimde her f € C(Y)) fonksiyonunun X iizerine bir stirekli ve simirh (siirekli)
genislemesi varsa C*-gémiilebilir (C-gémiilebilir) denir. Kisacasi her bir f € C*(Y))
fonksiyonuna kargihk bir ' € C*(X) fonksiyonu, F|y = f olacak bigimde varsa, Y
alt uzayma C*-gomiilebilir denir. Tikhonov uzaylarimin tki1z alt kiimelerinin birer
C*-gomiilebilir alt uzay belirledigi bilinmektedir. Ayrica herhangi bir tikiz Hausdorft
uzaymin yogun alt uzaymdan herhangi bir tikiz Hausdorff uzayina (6zel olarak R = RU
{—00,00}) tanimlanan tiim siirekli fonksiyonlarin, ana uzaya siirekli geniglemelerinin
var oldugu bilinmektedir. Bu nedenle tikiz Hausdorff uzaylarinin yogun kiimeleri birer

C*-gomiilebilir alt uzay tammlar.(bkz.[5])

Lemma II1.7 Herhangi bir X uzay i¢in asagidaks iddialar dogrudur.

(a) X wzayiman C*-gomiilebilir bir S alt uzay i¢in d(C*(S)) < d(C*(X)) olur.

(b) X uzaywmin yogun bir S alt uzayr i¢in d(C*(X)) < d(C*(S5)) olur.

Kamt. (a)- Lemma III.6(a) nedeniyle (C*(S),].||,,) normlu uzaymnda |[K| =
d(C*(S)) gergeklenecek bigimde 1-sagilimh bir £ C C*(S) alt kiimesi vardir. Bu du-
rumda her bir f € K fonksiyonunun X iizerine, hipotez geregi var olan siirekli ve
smurh geniglemesi g(f) (€ C*(X)) ile gosterilirse, bu fonksiyonlar aracihgiyla tanim-
lanan ¢(K) = {g(f) € C*(X) : f € K} ktimesi C*(X) ( = (C*(X), .||, )) uzayinda
1-sagilimli bir kiime olur. Boylece

d(C*(5)) = [K] = [g(K)| < d(C™(X))
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bulunur. (Bu iddia, C*(X) uzaymm |A| = d(C*(X)) gercekleyen bir yogun A alt
kiimesi araciligiyla tammmlanan A(S) = {f|s : f € A} kiimesinin C*(S) uzayinda
yogun oldugu gosterilerekte kanitlanabilir.)

(b) C*(X) uzaymmn |£| = d(C*(X)) gergekleyen 1-sagihmh bir £ C C*(X) alt
kiimesi gz oniine alinsin. Bu kiime aracihigiyla £(S) = {f|s : f € L} olarak tanimlan-
si. Budurumda S kiimesi, X uzayinda yogun oldugundan, ¢ : £ — L(5), o(f) = fls
bigiminde tanimlanan ¢ fonksiyonu bire-bir ve dérten olur. Ayrica L£(S) kiimesi, C*(.5)

uzayinda 1-sacilimli bir kiime oldugundan
d(C™(X)) = |£] = [L(5)] < d(C*(S5))
bulunur. m

Sonug IT1.24 Bir X uzayinin yogun ve C*-gomalebilir bir S alt uzay i¢in d(C*(S)) =
d(C*(X)) gerceklenir. Ozel olarak herhangi bir X Tikhonov uzay i¢in d(C*(X)) =
d(C*(BX)) esitligi gecerlidir.
Lemma II1.8 Herhangi bir X uzaynda, alt kiimelerin X = UA X gercekleyen bir
{Xa}aen ailesi igin agagidaki dnermeler dogrudur: -

(a) d(C*(X)) < ] d(C*(X,)) olur.

a€EA

(b) Eger {Xa}acn ailesi kesikli ise d(C*(X)) = [] d(C*(X.)) gegerlidir.

a€A

Kamnit. Oncelikle (b) sikki kanitlanirsa (a) sikkini gostermek kolay olur. (b) sikkin-
daki varsayimm geregi {X,}aen ailesi kesikli oldugundan, X, kiimeleri ikigerli olarak
ayriktir. Buradan tim X, kiimelerinin X uzayinda birer kapag¢ik kiime oldugu anlagilir.
Simdi her bir a € A i¢in C*(X,,) uzaymm |K,| = d(C*(X,)) gercekleyen bir yogun i,
alt kiimesi goz ¢niine alinsin. Her a € A i¢in f, € K, olmak iizere, ®ocpfo : X — R
( Baen fo)(@) = falx) (eger z € X, ise) biciminde tanimlanan @,ep f, fonksiyonu,

kolayca goriilebilir ki siirekli ve sinirhdir. Kisacast ©qep fo € C*(X) olur. Bu bigimde
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tanmimlanan fonksiyonlar aracihigiyla elde edilen
K ={®aerfa € C*(X) : fo € Ky (Va € A)}

kiimesi, C*(X) uzayinda yogun olur. (Gergekten, herhangi bir f € C*(X) fonksiyonu
ve herhangi bir € > 0 gergel sayis1 goz oniine alinsin. Her o € A igin f|x, € C*(X,)
oldugundan, ||f|x, — fall.s < € gergekleyen bir f, € K N Sy, () noktasi vardir.
Sonug olarak || f — @aeafally, < € yani Gaenfa € KNSy(e) # 0 oldugundan K kiimesi,
C*(X) uzaymn bir yogun alt kiimesidir.) Boylece

1K =] 1Kl =[] d(c(x

a€eA aEA aEA

d(C*(X)) < K] <

bulunur. Ters esitsizligi gormek amaciyla
A ={a€A:d(C(Xa)) =R}, o =A\A, Y= [ J XaveYo= | X,
a€M; achs

kiimeleri tammlansin. Apacik olarak Y; N'Y; = () olup
d(C*(X)) = d(C*(Y1)).d(C"(Y2))
esitligi gegerlidir. Bu durumda, eger |[A;| < X ise

d(C* (V1)) =Ro =R = T d(c(x

aEN

olur. Tersine |A;| > Ny olsun. Bu durumda her bir M C A; alt kiimesine kargilik fy,

fonksiyonu, fi : V7 — R, fy(z) =1 (Vo € U Xa) ve fu(z) =0 (Vo € (Y1 —

aeM
U X.)) biciminde tanimlansin. (M # N ise fi; # fy olduguna dikkat edilmelidir!)

acM

Apagik olarak her M € P(A) icin fyy € C*(Y7) olur ve tistelik 7 = {fa : M € P(A1)}
kiimesi C*(Y}) uzaymn kesikli alt kiimesidir; ¢iinkii her M € P(A;) i¢in Sy, (3)N7T =
{fum} gerceklenir. Dolayisiyla Teorem II1.10’dan yararlanarak

d(C*(Yl)) (C*(Yl)) > "]'| — oM — \A1| H d C*

aEN
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bulunur. Sonug olarak ister |[A;| < Wg isterse |A;| > Ry olsun

d(Cc*(1)) = ] d(c"(Xa))

aEN

gergeklesir. Ote yandan Lemma II1.6(b) nedeniyle her bir o € A, igin C*(X,,) uzaymm
agik birim yuvarmm 3-saghmh bir H, alt kiimesi, [Ho| = d(C*(X,)) ger¢eklenecek
bi¢imde vardir. Bu durumda her bir o € A i¢in f,, € ‘H, olmak iizere, yukaridaki gibi

tammlanan @qenp, fo € C*(Ys) fonksiyonlar: araciligiyla belirlenen
H = {@acr, fo € C*(Y2) : fu € Ho (Va € Ay)}

kiimesi, C*(Y3) uzaymin agk birim yuvarmin %—saglhmh bir alt kiimesi olur. Boylece

II He| = I 1Hol = ] d(c(X

a€la a€l a€lg

4(C*(V2)) > || =

oldugu goriiliir. Sonug olarak

d(C*(X)) = d(C*(¥1)).d(C"(Y2)) = [ d(C*(Xa)). [ d(C*(Xa)) = [T d(C*(Xa))

a€M a€lg acA

aranan esitsizligi bulunur.

(a)- Her bir v € A i¢in X, alt uzay ile egyapih bir Y, uzayi, iistelik o # 3 igin
Y,NYs = () olacak bigimde bulunabilir. Bu durumda {Y, }sca ailesi, Y = $,ea Y, erkin
toplam uzayimin bir kesikli ailesi oldugundan, yukarida kamtlanan (b) sikki nedeniyle

= [Latcr (v = T (e (X))

aEA acl

olur. Ote yandan her bir a € A icin X, ile Y, uzaylar esyapili oldugundan bir f, :
Y, — X, esyap1 fonksiyonu vardir. Bu esyap: fonksiyonlar1 araciligiyla tanimlanan
f = ®aerfa: Y — X fonksiyonu goz oniine alinsin. C*(X) uzaymn |S| = d(C*(X))
gergekleyen 1-sacihmh bir S alt kiimesi aracihigiyla tanimlanan S(f) = {go f : g € S}
kiimesi, C*(Y') uzaymin 1-sagilimli bir alt kiimesi olur. Boylece

d(C*(X)) =S| = [S(f)| < d(C*(Y)) = [[ d(C*(X.

aEA

129



bulunur. m

Asagidaki teorem bir Tikhonov uzayi iizerinde tanimlanan tiim siirekli ve gercel
degerli fonksiyonlarin sayisini, bu uzay iizerinde tanimlanan kardinal degismezler araciligiyla
belirlemek acgisindan oldukca yararhdir. Aciktir ki X bir sonlu 77 uzay: ise X = X
olur ve d(C*(X)) © w(fX) = w(X) = Ny gergeklenir. Tiim Tikhonov uzaylar1 igin
() esitliginin gegerli oldugu agagida goriilecektir; ancak oncelikle bazi tanimlar ver-
ilmelidir.

Bilindigi gibi X ve her a € A igin Y, birer topolojik uzay olmak iizere, keyfi
fo : X — Y, fonksiyonlarimn belirledigi {f,}a.ca ailesine, ancak ve yalmz = # 2’
gergekleyen her z, 2’ € X c¢iftine karsiik uygun bir ap € A indisi, fo,(2) # fao(2')
kosulu saglanacak bicimde varsa nokta ayiran aile denir. Ote yandan, X uza-
yinda = ¢ K gergekleyen her x noktasi ve kapali K kiimesine karsihk 35, € A,
fs,(x) & m kosulu gergekleniyorsa, {f,}aca fonksiyon ailesine nokta ve kapal
kiime ayiran fonksiyon ailesi denir. Kolayca goriilebilir ki X bir Tj uzay: ise ve
{fa}aen fonksiyonlar ailesi bu uzayda nokta ve kapal kiimeleri ayiriyorsa, nokta ayiran
ozelligine de sahiptir. X bir Tikhonov uzay1 ise C*(X) uzaymin herhangi bir yogun alt
kiimesi, X uzayimnin nokta ve kapali kiimelerini ayiran bir fonksiyonlar ailesi belirler.
Herhangi X ve Y, (Va € A) uzaylan i¢in g, : X — Y, (Va € A) fonksiyonlar1 tanim-
landiginda, onlar araciligiyla, her # € X icin (Anengan)(@) = {ga(2) }aca € [] Ya bigi-

acA
minde tanimlanan Ayepgo : X — ][] Ya fonksiyonuna, { g, }aea fonksiyonlar ailesinin

acA
kosegen fonksiyonu denilir. Kolayca kanitlanabilir ki A, 9. kogegen fonksiyonunun
siirekli olmast icin gerek ve yeter kosul tiim g, fonksiyonlarmn siirekli olmasidir. Unlii
Kosegen Teoremi’ne gore (bkz. [3] veya [4]) "Her a € A i¢in f, : X — Y, fonksiyon-

lar1 siirekli ve { f,}aca ailesi hem nokta ayiran hem de nokta ve kapali kiime ayiran ise

Aperfa : X — ] Y., kogegen fonksiyonu bir gomme fonksiyonu olur."
aEA

Teorem III1.35 (Smirnov Teoremsi): X bir Tikhonov uzay: ise d(C*(X)) = w(BX)
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gecerlidir.

Kanit. Eger X uzay1 sonlu ise d(C*(X)) = w(fX) = w(X) = Yy olur ve kanit
tamamlanir. $imdi X uzay1 sonsuz elemanl olsun. C*(X) uzaymm |7] = d(C*(X))
gergekleyen bir yogun kiimesi 7 ve her f € 7 icin Ry = (R,R') Oklid uzay1 ol-
mak tizere, P = HT Ry carpim uzay1 goz oniine alinsin. 7 siirekli fonksiyonlar ailesi,
nokta ayiran ve Ifcfkta ve kapali kiime ayiran bir fonksiyonlar ailesi oldugundan Kose-
gen Teoremi'nden F' = Aperf : X — HT Ry kosegen fonksiyonunun bir gémme
fonksiyonu oldugu anlagilir. Ayrica 7 aﬂé;nin tum {iyeleri birer strekli, sinirly ve
gercel degerli fonksiyon oldugundan kappF(X) C P alt uzayi, P Tikhonov uza-
yinin bir tkiz alt uzayi olur. Dolayisiyla F'(X) kiimesi, kappF(X) tikiz uzayinda
yogun oldugundan, F'(X) alt uzay: iizerinde tanimlanan tim siirekli, sinirh ve gergel
degerli fonksiyonlarin kappF(X) tikiz uzayma (ashnda P uzayma) siirekli ve simirh

geniglemeleri vardir. Boylece F'(X) C P alt uzaymim Cech-Stone tikizlasmas1 5F(X)

icin fF(X) = kappF (X) gerceklendigi anlagilir. Bu son sonugtan yararlanarak
w(BX) = w(BF(X)) = wlkappF(X)) < w(P) = w(R]) & T| = d(C*(X))

bulunur. Burada ( * ) esitligi yazilirken Teorem I11.23’den yararlanilmigtir.
Ters egitsizligi gormek amaciyla 5X uzaymm |B| = w(SX) gergekleyen bir B tabam

g6z oniine alinsin. B tabaninin
(1) kapgxU CV

kosulunu gergekleyen her U,V € B ¢ifti i¢in kapgxU N (X — V) = 0 oldugundan, iinlii

Urysohn Teoremi nedeniyle
(2) f(x) =0 (Vx € kapgxU) ve f(x) =1 (Vz € X —V)

kosullarimi gergekleyen siirekli f : SX — [0, 1] fonksiyonlar1 vardir. (1) kogulunu

saglayan her U,V € B giftine kargilik (2) kosullarim gergekleyen tek tiirlii belirli bir
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fov : BX — [0, 1] siirekli fonksiyonu, Se¢gme Aksiyomu yardimiyla segilsin. Agktir
ki bu sekilde secilen fonksiyonlarm says1 |B x B| = |B|* = |B| kardinalini ge¢mez ve
iistelik bu fonksiyonlardan elde edilen aile, 5X uzayin noktalarine ayerir. (Gergekten,
her farkl z,y € SX nokta ¢ifti i¢in, X bir Hausdorff uzay1 oldugundan, x € U,y € V
ve UNV = () kogullarim1 gergekleyen U,V € B iiye ¢ifti vardir. Ayrica X uzayr
dizenli oldugundan, x € W C kapgxW C U gergeklenecek bicimde bir W € B iiyesi
vardir. Bu durumda y € V' C (X — U) oldugundan, fiyy(z) =0 # 1 = fwu(y)
bulunur.) Bu bicimde tamimlanan fy fonksiyonlarimin sonlu ¢arpimlarimin rasyonel
katlarinin sonlu toplamlarinin kiimesi, R ile gosterilsin. Kolayca goriiliir ki R kiimesi,
C*(BX) fonksiyonlar halkasinin (Fonksiyonlarin bilinen toplam ve ¢arpim iglemlerine
gore C*(5X) kiimesinin bir halka oldugu bilinmektedir.) bir alt halkas: olur ve tistelik
bu alt halka, iinlii Stone-Weierstrass Teoremi’'nin (bkz. [4]) kosullarin saglar. Boylece
R kiimesinin C*(5X) uzayinda yogun oldugu anlagilir. Bu durumda Sonug I11.24’den

yararlanarak
d(C*(X)) = d(C*(8X)) < |R| < No. |B[* = |B| = w(BX)
bulunur ve kanit tamamlanir. m

Sonug IT1.25 Bir X Tikhonov uzayinin tikiz alt kiimelerinin X = |J X, gercekleyen

aEN
bir { Xa}aea ailesi i¢in asagudaki onermeler dogrudur:
(a) w(BX) < [] w(Xa) olur.
acA
(b) Eger {X,}aca ailesi kesikli ise w(5X) = [] w(X,) gerceklenir.

a€A

Kanit. Lemma III.8 ve Smirnov Teoremi’nin kolay bir sonucudur. m

Sonug I11.26 Herhangi bir X Tikhonov uzay igin (w(X))*“®™) = |C(X)|"™

= (w(BX))"Y) egitlikleri gegerlidir.
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Kanit.

1

CEOP 0 < @(0)" ) < (X)) D (@(Cr ()" = (@ ()

—~
N

= ((@(C*(x)))*) ) E e (0 = o (x) )

oldugundan (w(X))“"X) = |C(X)["™ = (w(8X))“"X) gerceklendigi anlagilir. Bu-
rada (1), (2) ve (3) gegisleri yapilirken sirasiyla Teorem II1.16, Smirnov Teoremi ve
Kruse Teoremi’nden yararlanilmigtir. m

Herhangi bir X uzay1 icin |C*(X)| = [C*(X)|™ = (d(C*(X)))™ gerceklendigi
biliniyor; ancak herhangi bir X uzay i¢in d(C*(X)) = (d(C*(X)))" olmak zorunda
degildir. Ornegin s bir sonsuz kardinal say1 olmak iizere, X uzayl, s kardinaliteli
bir kesikli uzaymn tek-nokta tikizlagmasi olsun. Bu durumda d(C*(X)) = w(fX) =
w(X) = x oldugundan, d(C*(X)) = (d(C*(X)))™ gerceklenmesi icin x = £*° olmahdur;
ancak son egitligin x kardinalinin her degeri i¢in dogru olmasimin gerekmedigi (mesela

Kk = V) bilinmektedir.

Lemma II1.9 X bir Tikhonov uzay: olmak tizere, eger X wuzayr metriklenebilirse

X = X olur.

Kamt. Varsayim geregi X uzayr metriklenebilir oldugundan X C X alt uza-
yida metriklenebilir, dolayisiyla X uzayi normaldir. Eger 5X # X olsaydi yani bir
p € BX\X noktasi bulunsaydi, soyle bir geligki elde edilirdi: X kiimesi, 5X metrik-
lenebilir (dolayisiyla birinci sayilabilir) uzayinda yogun oldugundan nh—{EO Tp = P Ve
Ty # T (n # m) kogullarim gergekleyen bir {x,,}22, € X% dizisi vardir. (Bilindigi gibi
bir T5 uzayinda, belirli bir indisten sonra sabitlenmeyen yakinsak bir dizinin ayni limite
yakinsayan ve tiim terimleri ikiger ikiger farkl olan en az bir alt dizisi vardir. (bkz.
3])) p ¢ X oldugundan {xs, : n € N} ve {x3, 1 : n € N} kiimeleri, normal X uza-

yinin ayrik iki kapali kiimesi olur. Bu durumda Urysohn Teoremi nedeniyle f(xs,) = 0

ve f(zan—1) = 1 (Vn € N) bi¢iminde bir siirekli f : X — [0, 1] fonksiyonu vardur.
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Boylece p € kapsxf~'(0) ve p € kapgx (1) olur; ancak bu durumda f fonksiy-
onunun X uzaya siirekli geniglemesi, p noktasinda, hem 0’ hem de ’1’ degerini alir,
bu ise fonksiyon tanimu ile geligir. Demek ki SX\ X kiimesinin higbir eleman yoktur,

kisacasi X = X olur. m

Sonug II1.27 X bir sonsuz Tikhonov uzayr olmak tzere, C*(X) wzayimn ayrilabilir

olmast i¢cin gerek ve yeter kosul X uzayinin tikiz ve metriklenebilir olmasidar.

Kanit. Bir tikiz Hausdorff uzayinin agirlik sayisi ile kosegensel derecesi esit oldugun-
dan ve metriklenebilir uzaylarin kosegensel derecesi ¥y oldugundan su sonug kolayca
goriiliir: Bir tikiz Hausdorff uzayimin metriklenebilmesi i¢in gerek ve yeter kosul bu uza-
yin ikinci sayilabilir olmasidir. Bu son gergekten, Smirnov Teoremi’nden ve bir 6nceki
lemmadan yararlanarak sonug, kolayca kanitlanir. m

Bu kisimda son olarak  bir sonsuz kardinal say1 olmak iizere w(X) = (w(X))"
gercekleyen 6zel X uzaylar belirlenecektir. Ornegin R.S.Pierce sonsuz, tikiz ve asiri
baglantisiz bir X uzay: i¢in w(X) = (w(X ))NO gergeklendigini kanitlamigtir. Ayrica
W.W.Comfort ve A.Hager [14] makalesinde baz1 varsayimlar altinda son esitligin daha
genel uzaylar i¢in de dogru oldugunu kanitlamistir. Asagida bu 6zellikteki bazi uzaylar
goriilecektir. Bu amacla bazi tanimlar hatirlanmalidir.

Bir X uzaymin bir z € X noktasin igeren tdm baglantili kiimelerin birlesim
kiimesine, X uzaymin zr-pargasi denir. X uzaymin tiim parcalarinin birer baglantils
ve kapal kiime oldugu bilinmektedir. Ustelik farkli iki noktanin parcalar1 ya esittir ya
da ayriktir, bu nedenle X uzaymin tiim parcalarinin ailesi, X uzay1 i¢in bir parcalanig
(ayrigim) belirler. Eger bir X uzaymin tek elemanli alt kiimelerinden bagka hi¢bir
baglantili alt kiimesi yoksa, X uzayma kalitimsal baglantisiz uzay denir. Demek
ki X uzaymin kalitimsal baglantisiz olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her x € X i¢in
x-pargasiin {z} tek nokta kiimesi olmasidir. Boylece herhangi bir kalitimsal baglan-

t1s1z X uzayinin bir 7T} uzay oldugu anlagilir. Ote yandan bostan farkli bir 7} uzayina,
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ancak ve yalniz kapacik kiimelerden olusan bir taban varsa sifir boyutlu uzay denir.
Ornegin (R,R,) alt limit uzay1 sifir boyutludur; ciinkii B = {[a,b) : a < b} kapacik
kiimeler ailesi bu uzay icin bir tabandir. Her sifir boyutlu uzayin bir kalitimsal baglan-
tisiz Tikhonov uzay1 oldugu kolayca goriilebilir. Ayrica bir tikiz Hausdorff uzayin sifir
boyutlu olmasi ile kalitimsal baglantisiz olmasi iddialarimin egdeger oldugu (bkz. [4])
bilinmektedir.

Bir X Hausdorff uzayma, tiim agik (fonksiyonel agik) kiimelerinin kapaniglari
agik oluyorsa asir1 baglantisiz uzay (temel baglantisiz uzay) denilir. Apaciktir ki
her agir1 baglantisiz uzay bir temel baglantisiz uzaydir. Ayrica agir1 baglantisiz dizenli
uzaylarin ve temel baglantisiz timiiyle diizenli uzaylarin sifir boyutlu uzaylar olduklar:
bilinmektedir. Ote yandan X sonsuz ve temel baglantisiz bir Tikhonov uzayi ise SX
uzaymin her sonsuz kapal alt uzaymm SN ile egyapili (homeomorf) bir alt uzaymin
var oldugu bilinmektedir.(bkz. [5]) Dolaysiyla X sonsuz, tikiz ve temel baglantisiz bir
uzay ise w(X) > w(fN) = 2% ve | X| > |fN| = 2¢ olur.

r bir sonsuz kardinal say1 olmak iizere bir X uzayina, ancak ve yalniz sifir boyut-
luysa ve kapacik kiimelerinin || < « kogulunu gercekleyen her U ailesi icin | JU kiimesi
a¢iksa r-baglantisiz uzay denilir. Bilindigi gibi normal bir uzayda bir K kiimesinin
bir fonksiyonel kapali (fonksiyonel acik) kiime olabilmesi i¢in gerek ve yeter kogul K
kiimesinin kapali ve Gs-tiirii (agik ve F,-tiirii) bir kiime olmasidir. Bu son gergekten
yararlanarak kolayca goriiliir ki bir tikiz uzayin Np-baglantisiz olabilmesi igin gerek
ve yeter kogul bu uzayimn temel baglantisiz olmasidir. Benzer bicimde bir tikiz uzayin
asirt baglantisiz olabilmesi icin gerek ve yeter kosul bu uzayin her s kardinal sayisi
i¢in k-baglantisiz olmasidir. Ayrica tamimdan yararlanarak kolayca bir x-baglantisiz
uzaym diizenli-kapali (Bir uzayda bir F' alt kiimesine, F' = g kosulunu gerceklerse

diizenli-kapali kiime denilir.) alt uzaylarinin x-baglantisiz oldugu goriiliir.

Lemma II1.10 X sonsuz, tikiz ve kalitimsal baglantisiz bir Hausdorff uzaiy ise, X
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uzayiman tim kapagik kiimelerinin ailesi O ile gdsterilmek tzere, w(X) = |O| olur.

Kanit. X uzay1 tikiz ve kalitimsal baglantisiz bir Hausdorff uzay1 oldugundan
sifir boyutludur dolayisiyla kapacik kiimelerden olusan bir tabani vardir. Bu nedenle
w(X) < |O| olur. Tersine (C*(X), p*) metrik uzaymm d(C*(X)) = |S| kosulunu
gercekleyen bir yogun § kiimesi goz oniine alinsin. Her bir U € O iiyesi bir kapacgik
kiime oldugundan x; : X — {0,1} karakteristik fonksiyonu siireklidir dolayisiyla
Xy € C*(X) olur. Bu durumda S kiimesi, (C*(X), p*) uzayinda yogun oldugundan
her U € O igin BXU(%) NS # () olur. Boylece Segme Aksiyomu’'ndan yararlanarak
her bir U € O i¢in p*(xy, fu) < 3 gerceklenecek bigimde tek tirlii belirli bir fy € S
noktasi segilirse, ¢(U) = fy bigiminde tammimlanan ¢ : O — S fonksiyonu bire-
bir olur; ¢iinkii U # V gercekleyen bir U,V € O iiye ¢ifti i¢in fy = fy olsaydi,
L= p*(xvsxv) < 0*(xu, fo) + p*(fos fv) + 0" (frixy) < 5 +0+ 5 = 1 celigkisi

bulunurdu. Sonug olarak Smirnov Teoremi’nden yararlanarak
0] < |8] = d(C™(X)) = w(X)

bulunur. =

Bir X uzayinda A ve B alt kiime ¢iftine, ancak ve yalmiz bir siirekli f : X — [0, 1]
fonksiyonu f(A) C {0}, f(B) C {1} kosullar1 gerceklenecek bicimde varsa tiimiiyle
ayrilmig kiime c¢ifti denilir. A ve B tiimiiyle ayrilmig bir kiime ¢ifti ise herhangi bir
C C A ve herhangi bir D C B alt kiimesi i¢in C' ve D alt kiime c¢iftinin de tiimiiyle
ayrilmig oldugu apaciktir. Ayrica herhangi bir uzayda bir alt kiime ¢iftinin tiimiiyle
ayrilmig olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosulun bu kiimelerin bu uzayda taniml ayrik

sifir kiimeleri tarafindan kapsanmalari oldugu bilinmektedir.(bkz. [5])

Lemma IT1.11 X tikiz ve k-baglantisiz bir uzay ise, bu uzayin |U| < k gercekleyen

her U kapagik kiimeler ailesi icin | JU alt uzayr C*-gomiilebilirdir.
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Kanit. Unlii Urysohn Genisleme Teoremi ( =Herhangi bir Y uzaymm bir S C Y
alt uzayinin C*-gomiilebilir olabilmesi igin gerek ve yeter kosul .S alt uzayinda tiimiiyle
ayrilmig her kiime ¢iftinin Y ana uzaymnda da tiimiiyle ayrilmig olmasidir.(bkz. [5]))
nedeniyle | JU alt uzayimin ayrik sifir kiimelerinin X uzaymda ayrik kapagik kiimeler
tarafindan kapsandigim gostermek yeterlidir. Eger A ve B kiimeleri, | JU alt uzaymin
ayrik sifir kiimeleriyse, bir stirekli f : | JU — [0, 1] fonksiyonu f(A) = {0} ve f(B) =
{1} olacak bi¢imde vardir. A, |JU uzaymin bir sifir kiimesi oldugundan bu uzayda
kapalidir, boylece X uzayinda bir K kapali kiimesi A = K N{JU = UUU(K NU)
olacak bicimde vardir. Her bir U € U i¢cin K NU kiimesi X uzayinda tikiz onugunda,n,

A kiimesi X uzaymin < x sayida tikiz alt kiimesinin birlesimi olarak yazilabilir. Bu

durumda X uzayi sifir boyutlu oldugundan, X uzayinda kapacik kiimelerin bir V ailesi

ac|JvelJu, f(x)<é(Va:€UV)ve Vi <n

kogullar1 gergeklenecek bicimde vardir. Sonug olarak X uzay1 x-baglantisiz oldugundan
kapx(|JV) kiimesi X uzayinda kapacik olur ve iistelik A C kapx(|JV) C (X — B)
gerceklenir. Boylece X uzayinda A ve B kiimelerini kapsayan ayrik kapacik kiimelerin
varligr goriilmiis olur. m

Bu son lemmadan yararlanarak lemmadaki 6zelliklere sahip X uzay1 ve U ailesi
icin JU alt uzaymin Cech-Stone tikizlasmasinin 5 |JU = kapx (| JU) oldugu anlagilir.
Yine bu lemmadan yararlanarak tikiz ve asir1 baglantisiz bir uzaym tiim a¢ik alt uza-
ylarimin C*-gomiilebilir oldugu kolayca goriiliir. Aslinda herhangi bir 75 uzayimin agiri
baglantisiz olmasi i¢in gerek ve yeter kosul bu uzayin tiim agik alt uzaylarinin C*-
gomiilebilir olmasidir. Bu son iddianin gerekliligi bir 6nceki lemmanin kanitina ben-
zer bicimde, yeterliligi ise "Bir Ty uzayimin asir1 baglantisiz olabilmesi i¢in gerek ve
yeter kosul bu uzayda her ayrik agik kiime ¢iftinin ayrik kapaniglara sahip olmasidir."

gerceginden yararlanarak kantlanabilir.

Teorem II1.36 X sonsuz, tikiz ve k-baglantisiz bir uzay olsun. Eger X wuzayinda
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ikiserli ayrik kapagik kiimelerin bir U ailesi, U] = k ve w(U) = w(X) (YU € U)

kosullar: ger¢eklenecek bigimde varsa, (w(X))" = w(X) olur.

Kanit. U ailesi, X uzayinda tikiz alt kiimelerin bir kesikli ailesi oldugundan Sonug
II1.25(b) ve Lemma III.11’den yararlanarak

w(X) = wikapx () = w(@BJu) = [] w(U) = @(X)* = w(X)

veu

bulunur. =

Sonug II1.28 Eger X sonsuz, tikiz ve temel baglantisiz bir uzay ise ve bu uzayda
bostan farkly a¢ik bir U kiimesi, her 0 £V C U agik alt kiimesi i¢in w(V) = w(X)

olacak bi¢imde varsa, (w(X))™® = w(X) olur.

Kamt. Her sonsuz Hausdorff uzayinda ¥, kardinaliteli bir gozenekli aile vardir.
Boylece X uzay1 Np-baglantisiz oldugundan iddia bir énceki teoremin kolay bir sonu-

cudur. m

Teorem II1.37 (Pierce Teoremi): X sonsuz, tikiz ve asir baglantisiz bir uzay ise

(w(X))™ = w(X) olur.

Kanit. Bu teorem asagidaki gibi farkli iki yolla kanitlanabilir.

Yol 1: w(X) > 2% oldugu bilinmektedir. Eger w(X) = 2% ise iddia apagiktir.
Simdi w(X) > 2% olsun. Bu durumda bir 6énceki sonucun hipotezindeki kogullari
gercekleyen hicbir bostan farkh acik kiimenin bulunmadigr varsayilarak teoremi kanit-
lamak yeterlidir. Demek ki varsayim geregi X uzayinda her bostan farkl acik kiimenin
bog olmayan ve agirhk sayist < w(X) olan bir acik alt kiimesi vardir. Unlii Zorn
Lemmasi nedeniyle X uzayinda bogtan farkl ve ikigerli ayrik olan kapacik kiimelerin,
Ry < w(U) < w(X), (w(U)) = w(l) (YU € U) kosullarmi gercekleyen U ailelerinin

bir maksimali vardir. Bu maksimal aile U ile gosterilsin. Bu durumda X — |JU
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kiimesi, X uzaymnin en fazla sonlu sayida yalitilmig noktasim icerir. (Gergekten, X
uzayinda yalnizca yalitilmig noktalar: igeren ve sayilabilir sonsuz elemanl olan bir S
alt kiimesi (varsa) i¢in S C (X —|JUp) olsaydi s6yle bir geligki bulunurdu: X uzay: agir1
baglantisiz oldugundan kapy S kiimesi bu uzayda kapaciktir ve iistelik (kapx S)NU = ()
(VU € Uy) gergeklenir. Ayrica S alt uzayi ile N kesikli uzay1 egyapili olup bu uzaylar
birinci sayilabilir olduklarindan S ve SN Cech-Stone tikizlagmalarida esyapili olur.

(bkz. [4]) Boylece
w(kapxS) = w(BS) = w(BN) = 2% = (w(kapx )™ < w(X)

bulunur. Sonug olarak Uy & Uy U {kapx S} olur; ancak bu durum U, ailesinin maksi-
malligi ile geligir.) Bu yalitilmig noktalar1 U, ailesinin bazi iiyelerine yerlegtirerek elde
edilen yeni aile ] ile gosterilsin. U ailesinin tiyelerinin X uzayinda birer kapacik kiime
oldugu ve |JU{, kiimesinin bu uzayda yogun oldugu kolayca goriiliir. Boylece Lemma

IT1.11°den yararlanarak
X = kapx (| Jtg) = 8|t
bulunur. Smirnov Teoremi ve Lemma II1.8(b)’den yararlanarak
w(X) = w(B|Jup) = dC(|Jth)) = ] ac*v)) = T] w()
veu veu
olur ve boylece
(w(Xx)* = [] ()™ =[] wv) = w(x)
Ueu veu
gerceklenir.

Yol 2: Bu teoremin daha kisa bir ispati goyle yapilabilir: X uzayimnin tiim kapacik
kiimelerinin ailesi O ile gosterilsin. Herhangi bir G € RO(X) diizenli agik kiimesi i¢in
G = é oldugu bilinmektedir. Ote yandan X uzay: asir1 baglantisiz oldugundan G = é
olur ve boylece

G-G-cG
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gerceklenir. Kisacasi agir1 baglantisiz uzaylarda her diizenli agik kiime bir kapacik
kiimedir. Bu son gercekten yararlanarak |[RO(X)| < |O| oldugu anlagihr. Ote yandan

Lemma III.10 ve X uzaymin diizenli olmasindan yararlanarak
[RO(X)| < [O] = w(X) < [RO(X)
bulunur. Sonug olarak X bir Hausdorff uzay: oldugundan
w(X) = [RO(X)] = [RO(X)[* = (w(X))"

gerceklenir. m

Kolayca goriilebilir ki Pierce Teoremi’nde hipotezlerin hicbirinden vazgecilemez.
Ornegin D(X,) kesikli uzay1, sonsuz noktali ve agir1 baglantisiz bir uzay olup tikiz
degildir, tistelik w(D(Rg)) = Ry # 2% = (w(D(R)))™ olur. Ote yandan A(Ry) uzayn,
sonsuz noktali ve tikiz olup asir1 baglantisiz degildir, ayrica w(A(Rg)) = Ry # 2% =
(w(A(Rg))™® gegerlidir; ancak yerel genellestirilmis kontinyum varsayim (Eger
sonsuz bir x; kardinal sayis1 icin Kk < k; = 2% < k; kosulu gecerliyse, x; kardinali
i¢in yerel genellestirilmis kontinyum varsayimi (kisaca YGKV) gegerlidir denilir. GKV
gegerliyse her sonsuz kardinal say1 igin YGKV’nin gegerli olacag1 apagiktir.) altinda
sonsuz, tikiz ve temel baglantisiz X uzaylar icin de (w(X))™ = w(X) gerceklenir. Bu

iddiay1 kanitlayabilmek icin ¢ncelikle agagidaki lemma kanitlanmalidir.

Lemma IT1.12 X sonsuz, tikiz ve cf (w(X))-baglantisiz bir uzay olsun. Bu durumda
X uzaymda bostan farkl ikiserli ayrik kapacik kiimelerin her bir U ailesi i¢in
(a) U| < w(X) olur.

(b) sup{w(U) : U e U,w(U) < w(X)} < w(X) gegerlidir.

Kanit. (a)- U] = w(X) oldugu varsayilsin. (Daima [U| < ¢(X) < w(X)
gegerlidir.) Kisalik amaciyla ko = cf (w(X)) yazilsin. Bu durumda U ailesinin |V| < kg
kogulunu gercekleyen her bir V alt ailesine karsihk U(V) = kapx(|JV) kiimesi tanim-

lansi. X uzay1 ko-baglantisiz oldugundan her bir V € P, (U) icin U(V) kiimesi

140



kapagiktir, iistelik Vy # Vs i¢in U(Vy) # U(Vs) olur. Boylece ¢(V) = U(V) bigiminde

tamimlanan ¢ : P<,, (U) — O fonksiyonu bire-bir olacagindan
w(X) = |0] > [Pewe )] = U™ = (w(X))D > w(X)

geligkisi bulunur. (Burada son esitsizlik yazilirken Lemma I11.5(a) kullanilmigtir.) O
halde || < w(X) olmahdir.

(b)- Eger w(X) = st olacak bicimde bir x kardinal sayisi varsa iddia apagiktir.
Simdi w(X) bir ardil kardinal say1 olmasin. Bu durumda sup{w(U) : U € U, w(U) <

w(X)} = w(X) olsayd1 bir ¢eligki elde edilirdi. Gergekten, ¢f(w(X))’in tanimi geregi
Dk =w(X), my <w(X) (VA€ A) ve |A] = cf(w(X))

kogullar1 gerceklenecek bicimde bir A indis kiimesi ve k) kardinal sayilar1 vardir. Varsayim
geregi sup{w(U) : U € U,w(U) < w(X)} = w(X) oldugundan, her bir A € A indi-
sine karsihk bir Uy € U iiyesi, ki < w(Uy) gergeklenecek bigimde vardir. X uzay
cf (w(X))-baglantisiz oldugundan Lemma II1.11 nedeniyle |J U, C*-goémiilebilir bir

AEA
alt uzaydir. Boylece Konig-Zermelo Teoremi ve Sonug I11.25(b)’den yararlanarak

w(X) > wkapx (| JUN) =wB | U) = [Jw@) =[] r1 > D ma = w(X)

A€A A€A AeA A€A AeA

geligkisi bulunur. Ulagilan bu celigski nedeniyle (b) 6nermesinin dogru oldugu anlagilir.

Teorem II1.38 X sonsuz, tikiz ve temel baglantisiz bir uzay olsun. Eger k < w(X) =2% <

No

w(X) ¢ikarsamasi gegerliyse, (w(X))™° = w(X) gerceklenir.

Kamt. Eger w(X) < (w(X))™ oldugu varsayilirsa agagidaki gibi bir celigki elde
edilir: Bu varsayim altinda, Sonug I11.28 nedeniyle X uzayinda bogtan farkli ve agik
olan her bir U kiimesinin bir () # V C U agik alt kiimesi, w(V) < w(X) gerceklenecek

bicimde vardir. Zorn Lemmasi nedeniyle X uzayinda, bostan farkl ve ikigerli ayrik
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olan kapagik kiimelerin, w(U) < w(X) (YU € U) kosulunu gercekleyen U ailelerinin bir
maksimali vardir. Bu maksimal aile Uy olsun. Teoremin hipotezi ve w(X) < (w(X))™
varsayimi nedeniyle Lemma II1.5(b)’den yararlanarak cf(w(X)) = Rg oldugu anlagilir.

X uzay1 Nyp-baglantisiz oldugundan bir 6énceki lemmadan yararlanarak
[Us| < w(X) ve k =sup{w(U) : U € Uy} < w(X)
bulunur. Ote yandan | JU, kiimesi, X uzaymda yogun olup

d(|Jth) < w({ Jth) < >~ w(U) < tho] .5 < w(X)

Ueldy

gerceklesdiginden hipotez geregi
w(X) < 9d(X) < 9d(Utho) < 9ltho|-r < w(X)
olur; ancak bu durumda
w(X) < (w(X))" = (2l = gkl — (X))

celigkisi bulunur. O halde (w(X))" = w(X) olmahdir. m

Demek ki GKV gecerli ise her sonsuz, tikiz ve temel baglantisiz X uzay: igin
(w(X)) = w(X) olur; ancak sonsuz, tikiz ve temel baglantisiz her X uzay1 icin
(w(X ))NO = w(X) esitliginin gegerli olmasi i¢in GKV veya YGKYV ek kogulunun gerekli
olup olmadig1 bilinmemektedir. Kisacast GKV’nin gegerli olmadigr durumda sonsuz
bir k kardinal sayisi i¢in £ < w(X) < Y kogulunu gergekleyen sonsuz, tikiz ve temel
baglantisiz bir X uzayimin varligi veya yoklugu bilinmemektedir.

Herhangi bir sonsuz x kardinal sayisi i¢in x-baglantisiz olan ve s kardinaliteli
gozenekli ailesi bulunan her tikiz X uzay1 i¢in (w(X))" = w(X) esitliginin gegerli
olmasinin gerekmedigi Sonug I11.31°de goriilecektir; ancak asagida goriilebilecegi gibi

baz1 6zel durumlarda bu esitlik gerceklenir.

Teorem II1.39 X tikiz ve k-baglantisiz bir uzay olsun. Eger bu uzayda |U| > k kosu-

lunu gergekleyen bir U gozenekli ailesi varsa ve her p < w(X) kardinal sayise igin 2" <
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w(X) oluyorsa, asagidaki durumlardan herhangi birisi gerceklendiginde (w(X))" =
w(X) olur:

(a) w(X) bir diizenli kardinal sayidur.

(b) [U| = w(X) gegerlidir.

(¢) X wzayinda bostan farkl her agik U kiimesinin bir ) =V C U ag¢ik alt kiimesi
w(V) < w(X) olacak bigimde vardur.

(d) k = Ng gegerlidir.

Kamt. X uzay: sifir boyutlu oldugundan, U/ ailesinin iiyelerinin birer kapagik kiime
oldugu varsayilabilir. Bu durumda x < w(X) olur; ¢iinkii £ > w(X) olsaydi Lemma

I11.10’dan yararlanarak
w(X) =10 > U > (w(X))"™ =20 > w(X)

geligkisi bulunurdu. Simdi (a) sikki gegerli olsun. O halde ¢f(w(X)) = w(X) olur. Bu

durumda, eger (w(X))" > w(X) olsaydi Lemma IIL.5(b)’den yararlanarak
k> cef(w(X))=wX)>k

celigkisi elde edilirdi. Demek ki w(X) bir diizenli kardinal say1 ise (w(X))" = w(X)
gerceklenir.

Simdi w(X) bir tekil kardinal say1 ve || = w(X) olsun. Bu durumda

w(X) =[0] = U]" = (w(X))" = w(X)

oldugundan (b) durumu igin iddia kanitlanmg olur.

(c) sikki gegerli olsun. Bu durumda her U € U i¢in w(U) < w(X) gergeklendigi
varsayilabilir. Zorn Lemmasi nedeniyle X uzayinda, bostan farkli ve ikigerli ayrik
olan kapacgik kiimelerin, w(V) < w(X) (VV € V) kosulunu gercekleyen V ailelerinin
var olan maksimali V, olsun. O halde « < [U]| < [Vo| olur. Vo] = w(X) ise (b)

sikki nedeniyle iddia kanitlanmig olur, bu nedenle |Vy| < w(X) durumu igin iddiay:
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kamtlamak yeterlidir. Eger £ < cf(w(X)) ise Lemma IIL1.5(b) nedeniyle (w(X))" =

w(X) olur. Tersine k > ¢f(w(X)) ise Lemma II1.12 nedeniyle
ko = sup{w(V) : V € Vo} < w(X)
olur, tistelik | JVp kiimesi X uzayinda yogun oldugundan

d(X) < d(|JVo) <w([ W) £ D~ w(V) < Vol ko < w(X)

Veyy

bulunur. X uzayimin diizenliligi ile teoremin hipotezinden yararlanarak
w(X) < 2d(X) < 9d(UVo) < guw(UVo) < 9lVolmo < w(X)

bulunur. Boylece
(w(X))" = (2Ph)" = 2M0 — w(X)

oldugu anlagihr. (d) sikki gecerliyse (w(X))™ = w(X) oldugu bir énceki teoremde

kanitlanmigtir, ayrica (c¢) sikkindaki iddianin dogru olmadig: varsayilip Sonug I11.28’den
yararlanarakta bu egitligin gerceklendigi goriilebilir. m

Bu kisimda son olarak x < w(X) = 2" < w(X) varsayim altinda, cf(w(X))-
baglantisiz olan ve ¢f(w(X)) kardinaliteli bir gozenekli ailenin tamimlanabildigi tikiz
bir X uzaymin bazi temel 6zellikleri goriilecektir. Ornegin bayle bir X uzay1 igin w(X)

kardinal sayisinin diizenli olamayacag: apaciktir.
Lemma I11.13 Bir X tikiz uzayr ¢(X)-baglantisiz ise asiry baglantisizdur.

Kamt. X uzayinda herhangi bir acik G kiimesi gz ¢niine alinsin. G kiimesinin
bogtan farkli ve ikiserli ayrik olan kapagik alt kiimelerinin maksimal ailesi &/ olsun.
Bu durumda (U kiimesi G uzayinda yogundur, boylece kapx(G) = kapx(|JU) olur.
|U| < ¢(X) oldugundan kapx(G) kiimesi X uzayinda acik olur, dolayisiyla X uzay:

asir1 baglantisizdir. m
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Sonug IT1.29 X sonsuz, tikiz ve cf(w(X))-baglantisiz bir uzay olsun. Eger X uza-
yinda bogtan farkly her agik U kiimesi i¢in w(U) = w(X) gegerliyse, bu uzayda her
gozenekli U ailesi i¢in |U| < cf(w(X)) olur, dstelik bu durumda X uzayr agiry baglan-

tisizdur.

Kanit. Boyle bir X uzaymda taniml her gozenekli U ailesi icin [U| < cf (w(X))
oldugu Teorem I11.36’dan kolayca gozlenir, boylece ¢(X) < cf (w(X)) bulunur. Ikinci

iddia ise bir onceki lemmadan kolayca gozlenir. m

Teorem IT1.40 X sonsuz, tikiz ve cf(w(X))-baglantisiz bir uzay olsun. Bu durumda
X uzaynda asaqidaki ozelliklere sahip bir maksimal H kapagik kiimesi vardir: Bostan
farkly her V-C H agik alt kiimesi igin w(V') = w(X) gerceklenir, H alt uzayinda her V
gozenekli ailesi icin |V| < cf(w(X)) olur ve tustelik bu alt uzay aswrr baglantisizdur. Ek

olarak X uzaymda [U| = cf(w(X)) kosulunu gercekleyen gézenekli bir U ailesi varsa

c(X\H) = ¢(X) olur.
Kanit. X uzayinda bos olmayan kapagik U kiimelerinin
her () £V C U agik alt kiimesi igin w(V) = w(X)

kogulunu gergekleyenlerinin ailesi G olsun. (G ailesinin bog olabilecegi agagida goriilecektir.)
Simdi H = kapx(|JG) olarak tammlansin. Kolayca goriilebilir ki her ) # G C H
actk alt kiimesi i¢in w(G) = w(X) olur. H kiimesi, cf(w(X))-baglantisiz X uza-
yinda diizenli kapal bir kiime oldugundan, H alt uzayida cf(w(X))-baglantisiz olur.
Dolayisiyla bir ¢nceki sonug nedeniyle H alt uzayinda tanimli her gézenekli V ailesi
icin |V| < cf(w(H)) = ef(w(X)) gergeklenir, iistelik bu alt uzay agir1 baglantisizdir.
Ote yandan | J G alt uzayinda bostan farklh ve ikiserli ayrik olan kapacik kiimelerin bir

Go ailesi, | JGp kiimesi bu alt uzayda yogun olacak bigimde tanimlansin. Bu durumda

H= k‘apX(Ugo) ve |Gol < cf(w(X))

145



olur ve boylece H kiimesinin X uzayinda acik oldugu anlagilir. Ayrica X uzayinda

|U| > cf (w(X)) kogulunu gergekleyen herhangi bir U gozenekli ailesi varsa
HUNH:UelUveUNH# 0} < cf(w(X))

olur, dolayisiyla

HUNH:UelUdveUN(X\H) # 0} = U]

gergeklenir ve boylece ¢( X\ H) = ¢(X) sonucu elde edilir. H kiimesi, teoremin hipotez-
lerini gerceklediginden ve X uzayinda bu hipotezleri gercekleyen tiim kapagik kiimeleri
kapsadigindan bu o6zellikteki maksimal kiime olur. m

Yukaridaki teoremde tamimlanan H kiimesi bos olabilir. Ornegin herhangi bir
sonsuz « kardinal sayisi i¢in D(k) kesikli uzaymim X = SD(r) Cech-Stone tikizlagmasi
goz oniine alinsin. Bu durumda X sonsuz, tikiz ve agir1 baglantisiz bir uzaydir, iistelik
kolayca goriilebilir ki bu uzayda H = () olur. Teorem I11.41°de goriilecegi gibi baz1 6zel

durumlarda H # () olur.

Lemma I11.14 X tikiz, cf (w(X))-baglantisiz ve cf (w(X)) kardinaliteli bir gézenekli
ailenin tanimlanabildigi bir uzay ise w(X) bir dizenli kardinal sayr degildir. Ek olarak
her k < w(X) kardinal sayisi igin 2" < w(X) oluyorsa, w(X) 2’nin bir kuvveti olarak

yazilamaz.

Kamit. Lemma II1.12(a) nedeniyle cf(w(X)) < w(X) olur dolayisiyla w(X) kardi-
nali diizenli degildir. Ote yandan x < w(X) = 2* < w(X) varsayimi altinda, uygun

bir ky < w(X) kardinal sayis1 i¢in w(X) = 2"° olsayd, (ko.cf(w(X)) < w(X))
(w(X>>Cf(w(X)) — gro-cf(wX)) < w(X) < (w<X))Cf(w(X))
geligkisi bulunurdu. =

Teorem I11.41 X tikiz, cf (w(X))-baglantisiz ve cf(w(X)) kardinaliteli bir gozenekli

ailenin tamamlanabildigt bir uzay ve H bu uzayda Teorem I11.40 daki gibi tamamlanan alt
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kiime olsun. Eger k < w(X) = 2% < w(X) ¢karsamast gecerliyse H # 0, (w(X))™° =

w(X) ve w(X\H) < w(X) olur.

Kanit. X uzaymnda bogtan farkl, ikigerli ayrik ve w(U) < w(X) kogulunu gercekleyen
kapagik U kiimelerinin, {inlii Zorn Lemmas1 nedeniyle var olan maksimal ailesi ¢/ olsun.
Bu durumda Lemma II1.12 nedeniyle |U| < w(X) ve kg = sup{w(U) : U e U} < w(X)
olur ve baylece hipotez geregi 2I*0 < w(X) gerceklenir. Simdi, eger H = () olsaydu,
X uzaymnda her bir bostan farkl acik U kiimesinin bir () # V' C U kapacik alt kiimesi,
w(V) < w(X) gerceklenecek bigimde bulunur ve boylece | U kiimesi X uzayinda yogun

olurdu. Bu durumda
w(UL{) = Z{w(U) U cUY < U ko ve w(X) < 20UU) < gltlro

olmas1 nedeniyle w(X) = 2% gerceklenirdi; ancak bu durum bir 6nceki lemma ile
gelismektedir. Demek ki H # ) olur. Boylece w(H) = w(X) ve H uzaymmn agiri

baglantisiz olmasi nedeniyle Pierce Teoremi’'nden yararlanarak
(w(H))™ = w(H) = w(X) = (w(X))™

bulunur. Simdi W ailesi, X uzayinda bosgtan farkl, ikiserli ayrik ve WNH = () kogulunu
gercekleyen kapacik W kiimelerinin maksimal ailesi olsun. Kolayca goriilebilir ki her

W e W igin w(W) < w(X) varsayilabilir. Bu durumda Lemma I11.12 nedeniyle
IW| < w(X) ve k; = sup{w(W) : W € W} < w(X)

olur ve boylece w(|JW) < |[W|.k1 < w(X) bulunur. Ayrica (JW kiimesi, X\ H alt

uzayinda yogun oldugundan
w(X\H) < 2 UW) < gu(UW) < oIk < w(X)

gergeklenir; ancak bir énceki lemma nedeniyle w(X) kardinal sayisi, 2'nin bir kuvveti
olarak yazilamadigindan w(X\H) < w(X) olur. m

Kisacas1 Teorem I11.40 ve Teorem II1.41°den yararlanak asagidaki sonug elde edilir.
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Sonug IT1.30 X tikiz, cf (w(X))-baglantisiz ve cf(w(X)) kardinaliteli bir gézenekli
ailenin tanimlanabildigi bir uzay olsun. Eger her k < w(X) kardinal sayist igin 2" <
w(X) oluyorsa, asagidaki iddialar dogrudur:

(a) w(X) bir tekil kardinal sayidar.

(

(¢) X = HUY olacak bigimde asagidaki kosullars gercekleyen bostan farkl ve ayrik

S

) (w(X)N = w(X) olur.

olan H,Y C X kapacik alt kiimelert vardur:

(1) H alt uzayr asurr baglantisizdur, her ) # U C H kapagik alt kiimesi i¢in
w(U) = w(X) ger¢eklenir ve bu alt uzayda tanimlanan bostan farkl ve ikiserli ayrik
olan kapagik kiimelerin her U ailesi igin [U| < cf(w(X)) olur.

(2) w(Y) < w(X) ve c(Y) = c(X) gerceklenir.

Asagida bir 6nceki sonugtaki ozelliklere sahip bir X uzay1 tanimlanacaktir; ancak
gerekli oldugundan o6ncelikle baz1 tanim ve temel bilgiler verilmelidir. X ve Y birer
topolojik uzay olmak iizere, siirekli bir f : X — Y doniistimiine her A ¢ X kapali
oz alt kiimesi i¢in f(A4) # Y oluyorsa indirgenemez déniisiim denilir. Ote yandan
bir f: X — Y doniistimiine siirekli, kapali ve f~(y) (Vy € Y) lif kiimeleri tikiz ise
yetkin doniistim denilir. Eger X bir Hausdorff uzay1 ve f : X — Y bir 6rten yetkin
dontigiim ise w(Y) < w(X) gergeklendigi bilinmektedir. (bkz. [4]) X bir T3 uzay:
olmak {iizere, bu uzaydaki tiim agik kiimelerin ailesi O(X) ile gosterilsin. O(X)’in
iiyeleriyle tanimlanan ve X uzayindaki bir noktaya yakinsayan tiim biiyiik siizgeglerin
kiimesi pX ile gosterilsin. Kolayca goriilebilir ki U, = {F € pX : U € F} (VU €
O(X)) bi¢imindeki tiim kiimelerin ailesi araciligiyla pX iizerinde bir esas komguluk
bagintisi tanimlanir. Bu esas komsguluk bagimtisinin belirledigi topolojiyle donatilarak
elde edilen pX uzayma, X uzaymn izdiisiim ortiiliisii denilir. Her U € O(X) i¢in
pX — U, = (X — U), gergeklendigi kolayca goriilebilir. Herhangi bir f € pX biiyiik

siizgecinin X uzayinda yakimsadigi nokta (X bir Hausdorff uzay: oldugundan her siizgeg
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en fazla bir noktaya yakinsar) x, ile gosterilsin. Bu durumda 7x(F) = z; bi¢iminde
tanimlanan 7y : pX — X doniigiimiiniin indirgenemez ve yetkin bir doniisiim oldugu
tistelik pX uzaymin agir1 baglantisiz bir 75 uzay: oldugu (bkz. [4]) bilinmektedir. Bu
nedenle w(X) < w(pX) olur. Ozel olarak X bir tikiz Hausdoff uzay1 ise pX uzay1 tikiz
ve agir1 baglantisiz olur. Ote yandan herhangi bir T3 uzaymn izdiisiim ortiiliisiiniin
homeomorfizma (esyap1 fonksiyonu) farkiyla tek tiirlii belirli oldugu bilinmektedir. U,
kiimelerinin tamimindan yararlanarak herhangi bir X T3 uzay: icin c¢(pX) = ¢(X)
gerceklendigi kolayca goriiliir.

Efimov [15] makalesinde herhangi bir X tikiz Hausdorff uzay: icin
(b)  w(pX) = |Opx| = [RC(X)]

oldugunu gostermistir. (Burada O,x ile pX uzayndaki tiim kapagik kiimelerin ailesi ve
RC(X) ile X uzaymdaki tiim diizenli kapali kiimelerin ailesi gosterilmektedir.) Ayrica
yine bu makalede, x bir sonsuz kardinal say1 olmak iizere, k-agirhikh D* = (D(2))" Can-
tor kiipii'nde tiim diizenli kapali kiimelerin birer Gs-tiirii kiime oldugu kanitlanmigtir.
D" uzay tikiz ve sifir boyutlu oldugundan, bu uzayda her Gs-tiirii kapal kiime, sayila-
bilir sayida kapacik kiimenin arakesiti olarak yazilabilir. Bu durumda D" uzayimnin tiim

kapali kiimelerinin kiimesi Fp« ile gosterilirse, (&) bagintisindan yararlanarak

—

w(pD®) = |RC(D")| < |Fpe NG| < |0pe* & (w(D7)* & 4o

bulunur. (Burada (1) ve (2) esitlikleri yazilirken sirastyla Lemma II1.10 ve Ornek
II1.11(b)’den yararlamlmigtir.) O halde x™ = x kosulunu gercekleyen herhangi bir

sonsuz K kardinal sayisi i¢in
k= w(D") <w(pD®) <K =k
olur, ayrica Ornek II1.11(c)’den yararlanarak c¢(pD*) = ¢(D*) = R, bulunur.

Ornek II1.14 X, < k1 < ky gercekleyen ki, ko kardinal sayilary goz dniine almnsin.

Eger k1 = Ry ise Y (K1, ko) uzayr, D(ks) kesikli uzayinan Cech-Stone tikizlagmast olarak
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tanamlansin, kisacast Y (k1, ko) = BD(ka) olsun. Eger k1 < kg ise zg ¢ D(kg) ve

Z = D(kg) U {20} olsun. Z kiimesinde zy € Z noktasinin yerel tabaninin
Bzo = {EU {ZO} ) - D("£2)7 |D(I€2> - E’ < K;l}

oldugu, buna karsilik her bir x € D(ks2) noktasiman yerel tabananin ise B, = {{z}}
bigiminde tanimlandige (kisacasy tiim x € D(kg) noktalarmin yalitilmas oldugu) uzay

g6z ondine alinsin. Bu durumda Y (ky1, ke) = BZ bi¢iminde tanvmlansin. Kisacast

BD(k2) ; K1 = kg ise
Y(Hl, Iig) =

BZ 1 K1 < kg iSe

olsun. Bu durumda w(Y (k1, kg)) = k5* ve ¢(Y (K1, kg)) = kg olur. Ustelik ki < kg ise

Y (K1, ko) uzayr ki-baglantisizdir; ancak ki -baglantisiz degildir.

Coziim. Gerek k; = Ky gerekse k1 < Ko i¢in ¢(Y (K1, k2)) = ko oldugu ko-
layca goriilebilir, ¢iinkii her iki durumda da D(ksy) kiimesi Y (k1, k2) uzayinda yogun
oldugundan c(Y (k1, k2)) < d(Y (k1, k2)) < |D(k2)| = kg olur. Ote yandan her iki du-
rum i¢inde {{z} : @ € D(k2)} ailesi, Y (k1, k2) uzayinda bir gozenekli aile oldugundan
ko = [{{z} : © € D(ka)}| < (Y (K1, ke)) bulunur. O halde ister k1 = Ky isterse k1 < ko
olsun ¢(Y (k1,ks)) = ko gerceklenir. Eger k1 = kg ise Y (k1,k2) = SD(k2) uzaymin

agir1 baglantisiz oldugu ve Teorem II1.33 nedeniyle
(Y (1, 52)) = w(BD(k3)) = 2 = k2 =

gergeklendigi bilinmektedir. O halde x; = ko durumu ig¢in kanit tamamlanmigtir.
Simdi k1 < ko olsun. Bilindigi gibi X bir Tikhonov uzay1 olmak iizere, eger
A bu uzayda bir kapacgik kiime ise kapsgx A kiimesi SX uzayinda bir kapacik kiime
olur. Boylece |D(ky) — E| < k; kogulunu gergekleyen her E C D(ky) alt kiimesi
icin E'U {20} kiimesi Z = D(ky) U {20} uzaymda kapagik oldugundan, (Z uzaymn

bir Tikhonov uzay1 oldugu apaciktir.) kapsz(E U {20}) = kapszE U {2} kiimesi 52
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( = Y (k1, k2)) uzaymda kapagik olur. Ote yandan yukaridaki bigimde tanimlanan her
E kiimesi icin zy € kapzE = kapgzE N Z oldugundan, kapszE = kapsz(E U {z})
gerceklenir ve boylece kapszE kiimelerinin 37 uzaymnda birer kapagik kiime oldugu
anlagilir. Tikiz 57 uzayimin kalitimsal baglantisiz oldugunu kanitlamak icin her bir x €
[Z noktast i¢in, 7 uzayimmda x noktasini igeren tiim kapacik kiimelerin arakesitinin {x}
tek nokta kiimesi oldugunu gostermek yeterlidir. Eger x € D(ky) ise iddia apagiktir.
2o noktasinin 57 uzayinda |D(k2) — K| < k1 kogulunu gergekleyen herhangi bir kapal
K komsulugu icin kapgz(K N D(k2)) kiimesi, zo noktasimin 57 uzayinda bir kapagik
komsulugu olur, iistelik K kiimesi tarafindan kapsanir. Ote yandan herhangi bir ¢ €
BZ\Z noktasi goz oniine alinsin. ¢ noktasinin 7 uzayimda kapal bir F' komsgulugu,
29 ¢ F olacak bicimde vardir. Bu durumda kapgz(F N D(kg)) kiimesi, ¢ noktasinin 52
uzayinda bir kapacik komsulugu olur, iistelik I’ kiimesi tarafindan kapsanir. Boylece
BZ uzayinda keyfi sabit bir noktay iceren tiim kapagik kiimelerin arakesitinin, bu sabit
noktadan olusan tek elemanli kiime oldugu anlagilir. O halde 57 kalitimsal baglantisiz
(dolayisiyla sifir boyutlu) bir uzaydir.

Y (K1, k2) = SZ uzayinm k;-baglantisiz oldugunu kamtlamak i¢in bu uzayda |U| <

k1 kogulunu gercekleyen her U kapacik kiimeler ailesi i¢in
Gu=(Juynz

bi¢iminde tanimlanan kiimenin Z uzaymda kapacik oldugunu gostermek yeterlidir.
Apaciktir ki Gy, kiimesi Z uzaymnda aciktir. Eger zy € Gy ise, Z uzaymda zy nok-
tasini igeren her kiime gibi Gy, kiimeside kapal olur. Diger yandan zq ¢ Gy, ise her
U e U i¢in Z — U kiimesi zp noktasinin Z uzayinda bir agik komsulugu olur. zp nok-
tasinin Z uzayinda x; veya daha az sayidaki acik komsuluklarimin arakesiti yine bu

noktanin bir agik komsulugu oldugundan

20 ¢ kapﬁZ(UZ/{) = kappzGu ( 2 kapzGy)
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bulunur. Buradan Gy, kiimesinin Z uzayinda kapali oldugu anlagilir.

Y (K1, ko) = Z uzaymn k{ -baglantisiz olmadig soyle goriilebilir: D(k5) kiimesinin
|E1| = |Es] = ki kosulunu gergekleyen ayrik Ei, E, alt kiime gifti igin 29 € kapz Ey N
kapz Ey olur. E; U Ej kiimesinin tiim elemanlar1, 7 uzayinda birer yalitilmig nokta

oldugundan
0 ;ze FEy
fz) =
1 ;z€e kb,
bigiminde tanimlanan f : E; U E; — [0, 1] fonksiyonu siirekli olur; ancak bu fonksiy-
onun 7 uzaymma (aslinda zy noktasina) bir siirekli geniglemesi olmadigindan, Lemma
I11.11 nedeniyle 3Z uzay1 x| -baglantisiz olamaz.

Son olarak, eger |Opz| = k5" gerceklendigi gosterilirse, Lemma II1.10 nedeniyle
w(BZ) = k5* oldugu anlagilir. D(ky) kiimesinin |A| < k; kogulunu gercekleyen her
A alt kiimesi Z uzaymnda bir kapacik kiime oldugundan, kapgz A kiimesi 52 uzayinda
kapacik olur. Ustelik Ay, Ay € P<, (D(k2)) ve A; # A, icin kappz A1 # kapsz A olur,

boylece

ry' = |Pery (D(k2))] < [Osz]

bulunur. Tersine 8Z uzayinda zy ¢ U olacak bigimde bir U kapagik kiimesi gtz oniine
alinsm. Bu durumda [D(kz) N U| < &y olur. Boylece O, = {U € Opz : 29 ¢ U} olmak
tizere, p(U) = U N D(ky) bi¢iminde tanimlanan ¢ : O}, — {A C D(ky) : |A] < 1}

fonksiyonu bire bir oldugundan
|052] <A C D(ka) < |A] < k1}] < k5

gergeklenir. Ote yandan her bir U € Qg — Ojy tyesi igin bir Ey C D(ky) alt kiimesi,
kapszEy C U, |D(k2) — Ey| < k1 kosullart gergeklenecek bigimde var oldugundan

|D (ko) — U| < |D(ka) — Ey| < k1 dolayisiyla !OBZ - O/BZ‘ < k4! olur ve boylece
|Opz| = ‘Olﬁz U (Opz — O/ﬁz)} < R§'V Kyt = Ky!
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bulunur. Sonug olarak w(Y (K1, k2)) = k5' olup ¢oziim tamamlamr. W
Sonug II1.31 &% = k bicimindeki tekil bir k kardinal sayist ile
(M) cf(k) <k <Ky <K<K

kosullariny gercekleyen ki, ko kardinal saylary goz oniine alinsin. Bu durumda X =
pD" @& Y (K1, ka) erkin toplam (direk toplam) uzay: igin

(a) w(X) =k, c(X) = Ky ve X uzay ky-baglantisiz olur.

(b) k1 < Ky ise X uzay ki -baglantisiz degildir, ejer k1 = Ky ise X uzayr agir

baglantisiz olur.

Yukaridaki sonugta tanimlanan X = pD* @ Y (k1, k2) uzay1 k;-baglantisiz olup,

iistelik bu uzayda r; kardinaliteli bir gbzenekli ailenin belirlenebilmesine kargin
w(X) =k < kW <M= (w(X))™

bulunur. Ayrica X = pD" & Y (k1, ko) uzayi, cf(w(X))-baglantisiz ve cf(w(X)) kar-
dinaliteli gozenekli ailelerin tanimlanabildigi bir uzaydir.
Asagidaki ornekte (#) kogulunun anlamsiz olmadig: yani bu kogulu gergekleyen

kardinal sayilarin var oldugu goriilecektir.

Ornek IIL.15 k = k™ ve her A < k kardinal sayisi icin 2* < k olacak bicimde tekil
bir k kardinal saynst vardir. Bu durumda

(Z) k1 = Rg = Cf(H),

(i1) k1 =Ky =2 cf(k) <\ <k ise

(ii1) k1 =N, ko =2% cf(k) < X<k ise

giklariman herhangi biri gegerli oldugunda (M) kosulu saglanar.

Coziim. 7 sayllamaz bir diizenli kardinal say1 olsun. W(w,) = [0,w,) ordinal
sayilar kiimesi {izerinden sonlu 6tesi tiimevarimla asagidaki gibi kardinal sayilar tanim-

lansin: 1 keyfi bir kardinal say1 olsun. Keyfi sabit bir o ( € W (w,)) ordinali igin s
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(VB < «) kardinal sayilar1 belirlenmis olsun. Bu durumda, eger « bir ardil ordinal say1
ise yani uygun bir v < « ordinali i¢cin o = v 4 1 ise p, = 2*+ bigiminde, yok eger «
bir limit ordinal say1 ise p, = sup{ug : 8 < a} biciminde tammlanarak tiimevarim
stirdiirtiliir. Sonug olarak x = sup{y, : @ € [0,w,)} bi¢ciminde tanimlanan x kardinal
sayisi goz oniine alimirsa, 7 bir diizenli kardinal say1 oldugundan cf(x) = < k olur.
Ayrica her X < r kardinal sayis1 igin 2* < k olur ve {istelik c¢f(x) = n > Ry oldugundan,
Lemma IIL.5(b) nedeniyle x*° = x gerceklenir. Ote yandan Lemma II1.14 nedeniyle x
kardinal sayis1 2'nin bir kuvveti olarak yazilamaz dolaysiyla (i)-(iii) siklarindan her-

hangi biri gegerli oldugunda (#) kosulunun saglandig1 kolayca goriiliir. W

I11.6 Alexandroff Problemi ve iligkili Baz1 Sonuclar

Bu kisimda ilk olarak 1923 yilinda P.S.Alexandroff ve P.S.Urysohn tarafindan or-
taya atilan "Her birinci sayilabilir tikiz T3 uzayimin kardinalitesi < ¢ midir?" sorusuna
cevap aranacaktir. Bu iinlii problemin cevabinin ’olumlu’ oldugu 1969 yilinda A.V.
Arhangel’skii tarafindan kanitlanmigtir. Arhangel’skii [16] makalesinde herhangi bir X
Hausdorff uzay: icin |X| < 28(0X(X) esitsizliginin gecerli oldugunu kanitlamistir. Bu
esitsizlikten yararlanarak birinci sayilabilir bir X Hausdorff uzayi, eger bir Lindelof
uzay ise | X| < 2% oldugu anlagihr. | X| < 283X egitsizliginin gerceklendigine dair
Arhangel’skii tarafindan verilen kanit olduk¢a uzun olup, asagida R.Pol tarafindan

yapilan ispat verilecektir. Ayrica bu kisimda | X | igin farkli sinirlarda belirlenecektir.

Teorem I11.42 (Arhangel’skii Teoremi): X bir Ty uzay ise | X | < 210X gecer

lidir.

Kanit. L(X).x(X) = kolsun. Her x € X noktasinin |B,| < & kogulunu gergekleyen
B, yerel tabani gtz oniine alinsin. Bu uzayda, sonlu 6tesi tiimevarimla, asagidaki

kogullar gergeklenecek bigimde {H, : 0 < a < k*} kapal kiimeler ailesi ile {V, : 0 <
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a < kT} acik kiime ailelerinin ailesi tanimlanabilir:

(1) |Ho| <2° (0 < < k),

(2)Voa={B:BeB,,xe | Hs} (0 <a<krh),

B<a
(3) Bir U € P<.(V,) igin X # JU ise H, — | JU # 0.
Once sayilabilir iiyeli herhangi bir H, kapali alt kiimesi almsm. Bir a < s7 icin
Hs (VB < «) kiimeleri, (1)-(3) kosullar1 gergeklenecek bigimde, ¢nceki agamalarda
belirlenmigse V, = |J{B. : * € |J Hz} yazilsin. Kolayca goriilebilir ki 5 < v < k™ ise

[B<a
Vs C V, olur, tistelik

<

U s

B<a

Vsup{|B,|: z € U Hg}p <27

[B<a

|Va| - ‘U:pe U Hs B:E

B<a
gergeklenir. Simdi de V), ailesinin |U/| < k ve X # [JU kosullarin gercekleyen her bir
U C VY, alt ailesi igin, tek tiirlii belirli bir (i) € X — [JU noktas1 Se¢me Aksiyomu

yardimiyla segilerek, bu secilmig noktalardan olusan
Ao ={2U) : U € P<u(Va) ve X # | JU}

alt kiimesi tammmlansin. x(U) — U eslestirmesi A, kiimesinden P<,(V,) kiimesine

bire-bir oldugundan |A,| < [P<,(Va)| < [Va|® < 27 gergeklenir. Bu asamada

H, =AU | Hg (2 | Hp)

[B<a B<a
kapali kiimesi tanimlanirsa, Pospisil Teoremi nedeniyle

x(X)

|Ha| = < (d(Ha)M™) < < (@2 =27

kap(A, U U Hjg)

B<a

AU | Hp

B<a

olur. Ayrica herhangi 5 < a igin Hg C H,, oldugu kolayca goriiliir; ¢tinkii Ag C A, dir.
O halde istenen ailelerin istenen kogullar gerceklesecek bicimde sonlu 6tesi tiimevarim
yoluyla tamimlanmasi siireci bitirilmis olur. Artik bu asamada H = |J H, yazlirsa,

a<wkt

X = H oldugunu gostermek gii¢ degildir. Gergekten, iiyeleri azalmayan kapali kiimeler
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olan {H, }a<n+ ailesi igin, t(X) < x(X) < k oldugundan, H = U+ H, kiimesi kapali
olur. Simdi eger X — H # () olsayds, bir 79 € X — H elemam Vai<;lur ve tistelik X bir
T uzay1 oldugundan her bir x € H igin x # x¢ nedeniyle zy ¢ B, olacak bigimde bir
B, € B, vardir. Boylece elde edilen {B,},cy U{X — H} ailesi, X uzay1 igin bir agik
ortiiliis olur. Bu durumda L(X) < k oldugundan bir A C H alt kiimesi, |A| < k ve
X = UA B, U (X — H) kosullar1 gergeklenecek bicimde vardir. Bu alt kiime araciligiyla
tanmfleanan Uy = {B:}rea ailesi igin H C Uy ve x¢ ¢ |JUp olur ve boylece X # (U
bulunur. Ote yandan [Up| = |A| < & oldugundan uygun bir ag < k7 ( = cf(x"))
ordinali i¢in Uy C V,, olur, tistelik Uy € P<,(Va,) dir. Boylece (3) kogulu nedeniyle
Hea, — JUy # 0 olur; ancak bu durum H,, C H C |JU, gergegiyle celigir. Ulagilan bu

geligki nedeniyle X = H = |J H, oldugu anlagilir ve boylece

a<kt

U .

a<kt

| X| = <kt Vsup{|H,|:a <rkT} <2°

bulunur. =
Bu teorem L.Gillman tarafindan kanitlanan su gercekten yararlanarakta ispat-

lanabilir: Bir (X, 7) uzayimnda

Ozellik(I) Eger A C X ve |A| < ise ‘Z} < 2"

Ozellik(IT) Eger A kiimesi, X uzaymnda kapah ve |A] < 2" ise

U(A) =min{|U| : U C7,(U=A} <2°
ozellikleri gegerliyse ve | X| > 2% ise bu uzayda k" -uzunlugunda erkin dizi tanimlan-
abilir. Bu son gercekten yararlanarak Arhangel’skii Teoremi agagidaki gibi kanitlanir:
X bir Ty uzay1 olmak iizere L(X).x(X) = & olsun. Bu durumda, X uzayinda, Ozel-
lik(I) ve Ozellik(II) gecerli olup bu uzayda x*-uzunlugunda erkin dizi tansmlanamaz,
dolayisiyla biraz onceki sonug nedeniyle |X| < 2 olur. Gergekten, bu uzayda kapali
olan ve |A| < 2" kogulunu gergekleyen bir A kiimesi i¢in her z € A noktasinin |B,| < k

gergeklenecek bigimde bir B, yerel taban1 gtz oniine alinsin. Bu durumda B = |J B,
€A
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ailesi igin |B| < |A| V sup,c4 |B:| < 27 olur. A kiimesi X uzayinda kapali oldugundan
L(A) < L(X) < k olup, ¥(A) < |P<,(B)| < (27)" = 27 gergeklendigi kolayca goriiliir,
boylece Ozellik(II) 'nin X uzayinda gegerli oldugu anlagilir. Ayrica X bir T, uzay1
oldugundan, |A| < k gergekleyen herhangi bir A C X alt kiimesi igin Pospisil Teoremi
ve 1ra sayisinin monotonlugundan yararlanarak }Z| < (d(Z))X(Z) < AP < o= 28
bulunur, dolayisiyla Ozellik(I) ‘inde X uzayinda gecerli oldugu anlagilir. Ote yandan X
uzaymda xT-uzunlugunda erkin bir dizi tanmimlanamaz; ¢iinkii L(X) < k oldugundan,
bu uzayda xk*-uzunlugunda herhangi bir {z¢ : { < k*} dizisi igin bir p € X noktast,

her acik komgulugunda {z, : £ < k*} dizisinin " sayida elemanim icerecek bi¢imde

var olur. Boylece baz1 < kT ordinalleri i¢in p € {xe : & <n} N {ze: € > n} # 0 olur,
dolayisiyla {z¢ : £ < k1} dizisinin erkin olmadige anlagihir. (Eger ek olarak X bir tikiz

uzay olsaydi bu sonu¢ Teorem II1.3’den kolayca goriiliirdii.)

Sonug II1.32 Birinci sayuabilir bir tikiz Ty uzayr ya saydabilirdir ya da 2% kardi-

nalitelidir.

Kanit. X sayillamaz sonsuz elemanli, birinci sayilabilir ve tikiz bir 75 uzay: olsun.
Arhangel’skii Teoremi nedeniyle | X| < 2% olur, o halde | X| > 2% oldugunu gostermek
yeterlidir. Bu amagla, X uzayinda bir z € X noktasini igeren tiim acgik kiimelerin ailesi
7, ile gosterilmek tizere, A = {x € X : 8y < |B| (VB € 7,)} alt kiimesi tanimlansin.
Kolayca goriilebilir ki A bogtan farkli bir kapal kiimedir, iistelik A alt uzaymnin hi¢
yalitilmig noktasi yoktur. Gergekten, p € A noktasi A alt uzayinda bir yalitilmig nokta
olsaydi, X uzayinda agik bir V' kiimesi A NV = {p} olacak bi¢imde var olurdu. Bu
durumda, X uzay1 birinci sayilabilir oldugundan, p noktasinin By CV ve B,.1 C B,

(Vn < Np) kosullarini gergekleyen bir {B,, },,<x, yerel tabani vardir.

By —{p} = |J (B.— Bus1) ve [Bo — {p}| = > Ro

n<Ng

U (Bn - Bn+1>

n<Ng
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oldugundan en az bir ny < Vg sayisi igin |B,, — Bp,+1| > No gerceklenir. X bir tikiz
uzay oldugundan B,, — B,,+1 kiimesinin en az bir tam yigilma noktas: vardir. Eger
g € X boyle bir noktaysa, ¢ € ANV ve ¢ # p olur; ancak bu durum ANV = {p}
hipotezi ile geligir. Ulagilan bu geligki nedeniyle A uzayinda hicbir yalitilmig noktanin
bulunmadige ve boylece x(p, A) > Vg (Vp € A) gerceklendigi anlagilir. Sonug olarak
Cech-Pospisil Teoremi’nden yararlanarak |X| > |A| > 2% aranan esitsizligi bulunur.

]
Sonug II1.33 (R, R!) uzayinda her sayplamaz noktal kapal kiime 2% kardinalitelidir.

Kanit. Bu uzayda her kapali kiime sayilabilir sayida tikiz alt kiimenin birlegimi

olarak yazilabildiginden, bir 6nceki sonucgtan yararlanarak iddia kolayca kanitlanir. m

Sonug I11.34 X birinci sayabilir ve Lindelof olan bir Hausdorff uzay ise |C(X)| =

2% gecerlidir.

Kanit. Arhangel’skii Teoremi nedeniyle |X| < 2% olur, iistelik X uzay:1 birinci
sayilabilir oldugundan w(X) < x(X).|X| < 2% gegerlidir. O halde Teorem III.16’dan

yararlanarak 2% < |C/(X)| < (w(X))"*™) < 2% bulunur. =

Sonug IT1.35 X baglantils, birinci sayilabilir ve Lindeldf olan en az iki elemanly bir

Ts uzay ise | X| = 280 gecerlidir.

Kanit. Arhangel’skii Teoremi nedeniyle |X| < 2% oldugundan, |X| > 2% ters
esitsizligini gostermek yeterlidir. Lindelof T3 uzaylar: birer T uzay: oldugundan, X bir
T, dolayisiyla bir Tikhonov uzayidir. O halde farkh z1, o € X noktalar i¢in f(x1) =0
ve f(x9) = 1 gercekleyen siirekli bir f : X — [0, 1] fonksiyonu vardir. Sonug olarak,
baglantili kiimelerin siirekli goriintiileri de baglantili oldugundan, f(X) = [0, 1] olur ve

boylece | X| > |f(X)] =[0,1]| = 2% bulunur. =
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Unlii Alexandroff Problemi’nin c¢oziilmesiyle cok sayida ilging ve 6nemli sonuc
bulunmustur. Ornegin S.Mrowka [17] makalesinde Arhangel’skii Teoremi'nden yarar-

lanarak ¢ = 2% sayisim asagidaki gibi karakterizi etmistir.

Teorem I11.43 « sonsuz bir kardinal say: olmak tizere, asagidaki onermeler esdegerdir:

(a) k kardinaliteli, birinci saylabilir ve tikiz olan bir Ty uzayr vardar.

(b) D(k) kesikli uzayimn birinci sayabilir olan ve |cD(k)| = K gergekleyen bir
cD(k) tikizlagmast vardar.

(¢) D(k) uzayiman bir cD(k) tikizlagmase vardir oyle ki cD(k)\D(k) kiimesi, cD(k)
uzayinda, k sayrda tkiserli ayrik Gs-tirt kapaly kiimenin birlesimi olarak yazilir.

(d) BD(k)\D(k) kiimesi, BD(k) uzaynda, k sayda ikiserli ayrik Gs-tiri kapal
kiimenin birlesimi olarak yazilr.

()

kiimesinin alt kiimelerinin bir {Aﬁf)};z;l dizisi asagidaki kosullar gerceklesecek bicimde

(1]

, |2| = K gercekleyen bir indis kiimesi olmak tizere, her £ € E i¢in D(k)

vardar:

(i) U A = D(x) (¥¢ € )
(#) Pozitif tam saylarin her {ne € N : £ € =} indis ailesine karsilik sonlu

sayda &4,&,, .., &, € E elemanlars, AEE;I) Nn..N Aﬁif < Ny olacak bigimde vardar.

(iii) Her £,,&, € 2,&, # &, indis ¢iftine karsilik bir n € N sayist
A U uA@ UASR U U A = D(k)
gerceklenecek bicimde vardar.

Kamt. Eger (a) 6nermesi dogruysa, Sonug I11.32 nedeniyle k = Yy ya da k = ¢ olur.
Asagida k sayisinin ne oldugu agikga belirtilmeden (a), (b), (c), (d) ve (e) Snermelerinin
esdeger oldugu kanitlanacaktir.

(a) = (b): X, (a) bnermesindeki 6zelliklere sahip bir uzay olsun. Bu uzay araciligiyla

tanimlanan A(X) Alexandroff ¢ift X uzay: (bkz. [4]) kesikli D(x) uzaymn (b) deki
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kosullar1 saglayan bir tikizlagsmasidir. (Gergekten, X; = X x {i} (i = 1,2) olmak
tizere X; U X, kiimesi tizerinde, Alexandroff ¢ift cember uzayi’na benzer bigimde
tammlanan A(X) uzayi, birinci sayilabilir tikiz bir 75 uzayidir. A(X) uzayinda X7,
kapali-seyrek bir kiime ve X,, acik-yogun bir kiimedir. Ustelik X; alt uzayi, X uzay:
ile egyapili olup X,, x kardinaliteli kesikli bir alt uzaydir. O halde kesikli D(x) uzay1
ile tikiz A(X) uzaymin X, yogun alt uzayi egyapili oldugundan, A(X) uzayr D(k) uza-
yin (b) sikkinda aranan 6zelliklere sahip bir tikizlagmasi olur. ) (b) = (a) apagiktir,
boylece (a) ve (b) 6nermelerinin esdeger oldugu anlagilir.

(a) = (d): X, (a) onermesindeki ozelliklere sahip bir uzay olsun. Bu durumda
|D(k)| = |X| oldugundan bire-bir ve ¢rten bir f : D(k) — X fonksiyonu vardir.
Kesikli bir uzaydan herhangi bir uzaya tanimlanan tiim fonksiyonlar stirekli oldugun-
dan f fonksiyonu da siireklidir. O halde f fonksiyonunun SD(k) uzayma bir siirekli
geniglemesi vardir. Kisacas: siirekli bir g : SD(x) — X fonksiyonu, g|p(.) = f olacak
bigimde vardir. Her z € X i¢in F, = g !(z) N (8D(x)\D(k)) bigiminde tanimlansimn.
BD(k) bir Ty uzay1 oldugundan, bu uzayda her sifir kiimesi Gs-tiirii kapal bir kiimedir.
Boylece F, kiimelerinin SD(x) uzayinda ikigerli ayrik Gs-tiirii kapal kiimeler oldugu
ve BD(k)\D(k) = UX F, gergeklendigi anlagilir. Demek ki (a) 6nermesi dogru ise (d)
gegcerlidir. b

(d) = (c) ¢ikarsamasi apagik olup (c¢) = (e) agagidaki gibi kamitlanir: ¢D(k), D(k)
uzaymin (c) sikkindaki kogullar1 gergekleyen bir tikizlagmasi olsun. Bu durumda c¢D(k)
uzaymnda cD(k)\D(k) = |J Fg, |2| =  olacak bicimde ikiserli ayrik G;-tiirti kapal F

¢ex
kiimeleri vardir. Boylece her ¢ € = i¢in, ¢D(k) uzaynda, G (Vn € N) agk kiimeleri

Fe=(GY, G, CGY (vneN)
n=1

gerceklesecek bicimde vardir. Her £ € Z i¢in AW = D(k) — GY (Vn € N) bigiminde

tammlamrsa, {A )}, (V¢ € 2) dizileri (e) onermesindeki kosullar: saglar. Gergekten,
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her £ € = i¢in
D(r) 2 |J A9 = D(r) — () G = D(r) = Fe 2 D(x) — (eD(x) = D(x)) = D(r)

oldugundan (i) saglamir. {n; € N : £ € E} porzitif tam sayilardan olusan herhangi
bir indis ailesi olsun. Bu indis ailesi tarafindan belirlenen {G%i) : £ € E} ailesi, tikiz

c¢D(k)\D(k) kiimesi i¢in bir agik ortiiliis oldugundan, sonlu sayida &, ..,§, € = indisi
cD(k)\D(r) C Ggfgll) u..J G;f;;)
gerceklenecek bicimde vardir. Boylece elde edilen

A N NASH = D(k) — (G UL UGE) = eD(k) — (GFY U UGLY)

kiimesi, D(x) uzayinda tikizdir. Dolayisiyla A,(lill) Nn..N A%} < Ny olur ve boylece

(ii)'nin saglandigr anlagihr. F kiimelerinin ikigerli ayrik olmalar1 gergeginden yarar-
lanarak (iii) kogulunun saglandigr kolayca goriiliir. Son olarak (e) tnermesi dogru
oldugunda (a)’nin da dogru oldugu gosterilirse kanmt tamamlanmg olur.

(e) = (a): Varsaymm geregi dogru olan (e) tnermesinde indis kiimesi = = D(k)

biciminde alinabilir. = tizerinde her bir £ € = noktasiin yerel tabaninin
Be={{&}UE - (AP U.UAY)) :neN}

bi¢iminde tanimlandigl uzay goz oniine alinsin. Bu uzay birinci sayilabilir tikiz bir 75
uzayidir. Gergekten, = uzayimin birinci sayilabilir oldugu apagiktir. Farkh £,,&, € =
noktalar i¢in, (i) kosulu nedeniyle, £, € A% e &y € A% olacak bi¢imde n,m € N
sayilar1 vardir. n; = min{n € N : ¢, € A&} (i = 1,2) bigiminde tammlansm. Ote
yandan (iii) kogulu nedeniyle, bir n3 € N sayisi Agﬁl) U..U Agf;) U A§£2) U..U A,(ff) ==
gergeklenecek bigimde vardir. Sonug olarak ng = max{nj, ng, n3} alnirsa, {£,} U (E —

(AU uAS) € B, (i =1,2) olup

& UE - AP U UASN N {&IUE— (AP U uAs)] =0
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gergeklenir, boylece = uzaymin bir T3 uzayr oldugu anlagilir. Ayrica (ii) kogulundan
yararlanarak = uzayimin tikiz oldugu goriilebilir. Demek ki (e) 6nermesi dogru ise (a)
da dogru olur, boylece kanit tamamlanir. =

Teorem I11.43 ve Sonug I11.32’den yararlanarak, esdeger (a), (b), (c), (d) ve (e) 6n-
ermelerinden herhangi birisini (dolayisiyla hepsini) gergekleyen sayilamaz tek kardinal
sayinin ¢ oldugu anlagilir.

Bu kisimda son olarak, Ayirma Aksiyomlari’'ndan yararlanarak, uzaylarin kardi-

naliteleri i¢in baz1 simirlar verilecektir.

Teorem I11.44 (Hagnal-Juhasz Teoremsi): Herhangi bir Ty uzayr X igin | X| <
260X gecerlidir. Ozel olarak her birinci saylabilir, saylabilir zincir kosulunu gercekleyen

Hausdorff uzay en fazla 2% noktalidar.

Kamit. ¢(X).x(X) = s olsun. Her z € X noktasinin |B,| < k gergekleyen bir
B, yerel tabani goz oniine alinsin. Teorem I11.42 de yapilanlara benzer bigimde, sonlu
otesi tiimevarimla, X uzayinda alt kiimelerin bir {4, : 0 < a < k*} ailesi ile agik
kiime ailelerinin bir {V, : 0 < o < "} ailesi agagidaki kogullar gergeklenecek bi¢imde

taniumlanabilir:

(1) [Aa[ 2" (0 <a <k7),
2) Voa=U{B,:z € BL<J Az} (0 < a < k),

(3) Her v < k i¢in G, € P<,(V,) olmak iizere, eger X # |J (UG,) ise

Y<K

Aa— U UG,) # 0 olur.

Y<K

A= |J A, yazlsim. Amag X = A oldugunu gostermektir. Eger X — A # () olsayd,

a<wkt
en az bir o € X — A eleman1 var olurdu. z noktasiun B,, = { By, - },<» yerel tabam

araciligiyla

W, ={Be | B,: BN By, =0} (¢y <r)

z€EA
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acik kiime aileleri tammmlansm. ((JW,) N By, = 0 gerceklendiginden =y ¢ JW,

(Vv < k) oldugu anlagilir. X bir Ty uzay1 oldugundan A C |J (U W,) gergeklendigi

Y<K
kolayca goriiliir. Ote yandan Onerme II.1 nedeniyle, her v < & ordinali icin bir g, CW,

alt ailesi
UW7 - Ugv ve |G| <k

kosullar1 gerceklenecek bigimde vardir. Bu durumda

aclJUmycJWUg)

Y<K Y<K

olur. Her v < kicin |G,| < k oldugundan

U,

Y<K

yazilirsa, her v < k i¢in V., € |J G, C |J B, nedeniyle, uygun birz, € A (= |J A4.)

Y<K T€A a<kT

< K gegerlidir. J G, ={V, : v <k}

Y<K

eleman ve a, < x* ordinali i¢in z, € A, ve V, € B, olur. sup, ., o, < py < k*
gerceklenecek bigimde bir 114 ordinali var oldugundan, her v < & i¢in «v, < ) ve sonucta

Ty €An, C U AgveV,eB, CU{B,:xe U Ag} =V, ve boylelikle G, C V,,

B<po B<pg
(Vv < k) bulunur. Sonug olarak zo € X — J (UG,) # 0 oldugundan, (3) kosulu geregi
Y<K
A, — U (UG,) # 0 olmahdir; ancak bu durum A, C U+ A, =AC U UG
Y<K a<k Y<K
gergegi ile celigir. Ulagilan bu geligki nedeniyle X = A = [J A, olur ve bdylece

a<kt

| X| = < 2" bulunur. =

U 4.

a<wkt

X bir Ty uzay1 olmak tizere, | X | icin 2L(X)-x(X) ye 2¢(X)-X(X) ginirlarindan hangisinin

daha keskin oldugu uzaya bagh olarak degisir. Ornegin X uzay1 olarak M N-diizlemi
alimirsa, L(X) = e(X) = s(X) = |X]| = 2% ve ¢(X) = d(X) = x(X) = Ry olur.
Boylece

1 X| = 9c(X)-x(X) _ 9Ro - 92%0 _ 9L(X).x(X)

bulunur. Ote yandan X sozliik siral birim kare uzay1 olarak almirsa, (X = [0, 1] x [0, 1]
birim karesi iizerinde, ancak ve yalmiz i) x; < xo ya da ii) x1 = x3 ve y; < Yo
bagdasmaz kogullarindan birisi gegerli oldugunda (x1, y1) < (22, y2) yazarak tanimlanan

sozliik siralamasi goz oniine alinsin. Bu, iyi bilindigi gibi bir tiimel siralamadir. X
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iizerinde bu siralama bagintisinin belirledigi siralama topolojisi tanimlansin. Boylece
elde edilen X uzaymna s6zliik sirali birim kare uzay: denilir. (bkz. [3] veya [4]))

L(X) = x(X) = Ry ve ¢(X) = | X| = 2% gegerlidir. Boylece

|X| = oL(X).X(X) _ oRo ~ 92" _ oe(X).x(X)

olur.

Teorem I11.45 (Hajnal-Juhasz): Herhangi bir Ty uzaypn X idgin | X| < 280X

gecerlidir.

Kanit. s(X).4)(X) = k olsun. Her z € X noktasimn |G,| < xk gergekleyen bir G,
sozde tabani goz oniine alinsin. Yine Teorem II1.42°nin kanmitinda yapilanlara benzer
bigimde, sonlu &tesi tiimevarim kullamilarak, {A, : 0 < o < k} alt kiimeler ailesi ile
{Va : 0 < @ < k1} acik kiime ailelerinin ailesi agagidaki kogullar gergeklenecek bigimde

tammlanabilir:
(1) |As] < 2F (Vo < k7T),

2)Voa=U{G::ze U 45} (0<a< k™),

B<a

(3) Eger U € P<,(Va) ve B, € P<.( U As) (Vy < k) igin X £ JU U |J B, ise

B<a Y<K

A, — (UUu U B,) # 0 olur.

Y<K

A = |J A, olmak iizere, ama¢ X = A oldugunu gostermektir. Eger X — A # ()

a<rt
olsaydl,< en az bir g € X — A noktas1 var olurdu. ¥(X) < k oldugundan, kolayca
gortilebilir ki X —{x¢} = |J H, gerceklenecek bigimde, X uzayinda, kapali H., (Vy < k)
kiimeleri vardir. K., = AVF? H., (Vv < k) yazilirsa, her z € K., i¢in z # x¢ oldugundan
bir G, € G, iiyesi o ¢ G, olacak bigimde vardir. Agiktir ki {G, : v € K,} ailesi,
K., kiimesinin bir acik ortiiliigiidiir. O halde Lemma II.9 nedeniyle, her 7 < & igin
B,,C, C K, alt kiimeleri
K, CByu( | G, 1Byl <rve |Gy <k

z€Cy
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kosullar1 gerceklenecek bicimde vardir. U = {G, : z € |J C,} almirsa
Y<K

AclJuu By vero ¢ ([Juu By

Y<K Y<K

olur. Ote yandan bir i, ordinali, B,UC, C |J As (Vy < k) olacak bigimde vardur.

B<pig

Sonug olarak U € P, (V,,) ve B, € P<.( U Ap) (Vy < k) olup X—(JUUU B,) # 0

B<po Y<K

gergeklendiginden, (3) kosulu nedeniyle, A,, — (JU U | B,) # 0 olmahdir; ancak bu

<K

durum 4, C U A, = A C (UUU U B,) gercegiyle gelisir. Elde edilen bu geligki

a<kt v<k

< 2% bulunur. =

LJ f4a

a<kt

nedeniyle, X = A olur ve boylece | X| =

Sonug I11.36 Eger X bir Ty uzaiy ise | X| < 2" gecerlidir. Ozel olarak her kalitvm-

sal Lindeldf Ty uwzaymmn kardinalitesi en fazla 280 dar.

Kamit. s(X) = he(X) < hL(X) ve Teorem I1.8(f)'de goriildiigii gibi ¢(X) <

hL(X) oldugundan, | X| < 25(X)-¥(X) < 2hL(X) gerceklenir. m
Sonug IIL.37 Herhangi bir X Ty uzay icin | X| < 22 gecerlidir.

Kanit. Sonug I1.2’den kolayca goriiliir. =
Erdos-Rado Lemmasi’'ndan yararlanarak Teorem II1.44 ve Teorem II1.45’in ¢ok
daha zarif ispatlar1 verilebilir. Ornegin Hajnal-Juhasz Teoremi (Teorem II1.45 benzer
bigimde kanitlanir.) su sekilde kanmtlanabilir: X bir T, uzayi olmak iizere, ¢(X).y(X) =
k olsun. Bu durumda |X| > 2" gergeklendigi varsayilsin. Her x € X noktasindaki yerel
taban B, = {By.a}a<s ile gosterilmek iizere, her a, f < k ordinal say1 ¢iftine (o #

olmak zorunda degildir) kargilik

V(z,{e, 8}) = BsaNBy s ve P({a, B}) = {{z,y} € [X] : V(@ {a, SHNV (y. {a, B}) = 0}

kiimeleri tanimlansin. X bir 75 uzay1 oldugundan, kolayca goriiliir ki [X]? C |J{P({«, 8}) :
a, 3 < k} gergeklenir. O halde Erdés-Rado Lemmasi nedeniyle |A| > k gergekleyen

bir A C X alt kiimesi ile ag, 3, < & ordinal say1 cifti, [A]> C P({ao,3,}) olacak

165



bigimde vardir. Sonugta elde edilen V = {V (2, {«ao, 5y}) : @ € A} ailesi X uzayinda bir
gozenekli aile olur iistelik |V| > k gergeklenir; ancak bu durumda x < [V| < ¢(X) < &

geligkisi bulunur. Ulagilan bu geligki nedeniyle | X| < 2% oldugu anlagilir.
Teorem I11.46 Herhangi bir Ty uzayr X i¢in | X| < 26-AX) gecerlidir,

Kanit. e(X).A(X) =  olsun. Bu durumda | X| > 2% oldugu varsayilirsa agagidaki
gibi bir geligki bulunur: X uzaymn agik ortiiliiglerinin {z} = () st(z,V,) (Vo € X)
kogulunu gergekleyen bir {V, },<, ailesi gbz tniine alinsin. Aglkt; kiz,ye Xvex #y
i¢in en az bir ap < K ordinali, x ¢ st(y, Ve, ) (denk olarak y ¢ st(z,V,,)) olacak bicimde

vardir. Boylece

Py ={{z,y} € [X]? 1y & st(2,Va)} (Va < k)

bigiminde tanimlanan kiimeler i¢in [X]?> C |J P, gergeklenir. Sonug olarak Erdos-
a<r

Rado Lemmasi nedeniyle [D| > k ve [D]* C P, kogullar1 gerceklenecek bicimde bir

D C X alt kiimesi ve bir y, < k ordinali var olur; ancak bu durumda D kiimesi, X

uzaymda, kapal ve kesikli olacagindan k < |D| < e(X) < k geligkisi bulunur. Demek

ki | X|<2"olur. m

Asagidaki teoremde, X bir T uzay1 ise | X| igin 263)X(X) ye 2L(X)X(X) gimirlarindan

daha iyi (daha keskin) bir simir goriilecektir.

Teorem I11.47 (Bell-Ginsburg- Woods Teoremi): Herhangi bir T, uzayr X i¢in

| X| < 2uelX)X(X) gerceklenir.

Kamt. we(X).x(X) = k olsun. Her z € X noktasinin |B,| < k gercekleyen bir B,
yerel tabani goz oniine alinsin. X uzayinda artan kapal kiimelerin {H, : 0 < o < kT}

ailesi ile {V, : 0 < a < k'} acgk kiime ailelerinin ailesi, tipki Teorem III.42'nin
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kanitinda oldugu gibi asagidaki kogullar gerceklenecek bicimde tanimlanabilir:

(1) |Hy| <28 (0 < a < k),

(2) Va=U{B::2€ U Hs} (0<a<k),

[B<a

(3) Bir U € P<,.(V,) icin X # U ise H, —JU # 0.

H = U+ H, yazilirsa, kolayca goriilebilir ki H kiimesi kapalidir. Gergekten, herhangi
bir xagmﬁ noktas1 goz oniine alinsin. Bu noktanin B, = {B, ,},<. yerel tabani i¢in
B,oNH=DB,;,N U+ H, # 0 (Vy < k) oldugundan, her v < & ordinali i¢in B, - N
H, #0 gergeklene:ﬁ bicimde bir o, < £* ordinali vardir. ¢f(k") = £+ oldugundan
sup,., a, < fy < K gergekleyen bir ji, ordinali vardir. Boylece kapah H, kiimeleri
artan (8 < vise Hg C H,) oldugundan B, ,NH, # 0 (Vy < k) gerceklenir, dolayisiyla
xr € H_uo = H, C U+ H, gerceklenir ve boylece H C U+ H, = H C H bulunur.
Eger X = H oldugoifzﬁsterilirse kanit tamamlanmig oluTHEger X # H olsaydi, en
az bir zo € X — H noktasi var olur. Ustelik X bir diizenli uzay oldugundan bu
uzayda bir V acik kiimesi, H C V ve zy ¢ V kosullar1 gerceklenecek bicimde vardir.
G={Be€B,:zre H B C V} bigiminde tammlanan G ailesi i¢in kolayca goriiliir ki
HCJGvexy ¢ W olur. O halde X uzay1 normal oldugundan, H CW C W C | JG
gerceklenecek bicimde acik bir W kiimesi vardir. Bu durumda G U {X — W} ailesi X

uzaymin bir agik ortiiliigiidiir. we(X) < k nedeniyle bir U C G alt ailesi

kosullar1 saglanacak bicimde vardir, iistelik H N (X — W) = () oldugundan H C
JU gerceklenir. Ote yandan bir p, < % ordinali icin U € P<(Vy,) ve X # UU
oldugundan, (3) kosulu nedeniyle § # H, — JU € H—UU = celiskisi bulunur.

Ulasilan bu celigki nedeniyle X = H oldugu anlagilir. =
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IV. SONUCLAR ve TARTISMA

Bu tezde cagdas Genel Topoloji'nin kardinal degismezler gibi hizla gelisim gosteren
bir alanina giris yapilmistir. Topolojide bilinen baz iinlii sonuglar kardinal degigmezler
aracihigiyla genellestirilebilir. Ornegin her ikinci sayilabilir uzaym bir Lindelof uzay:
oldugunu styleyen iinlii sonug, herhangi bir X uzay i¢in gegerli olan ” L(X) < w(X)”
esitsizliginin kolay bir sonucudur. Genel bilgiler boliimiinde en ¢ok kargilasilan kardinal
degismezler arasindaki temel baginti ve esitsizlikler verilmistir. Bir X topolojik uza-
yin kardinal degismezlerinden yararlanak | X|, o(X) ve |C(X)| kardinal sayilar i¢in
sinirlar bulunur. Elde edilen siirlar uzayin topolojik ozellikleri hakkinda bilgi verir.
Ornegin herhangi bir Ty uzay1 X igin | X| < o(X) < 2*) oldugundan, 2% dan fazla
sayida noktasi bulunan bir T, uzaymm ikinci sayilabilir olmadigi ve bu uzayda 2%
dan fazla sayida acgik kiime bulundugu anlagilir. (D(2))2N° garpim uzay1, son sdylenen

ozelliklere sahip bir uzaydir.

Kisim II1.1 de goriildiigii gibi bir X tikiz Hausdorff uzay: igin
(1) w(X) =nw(X) <|X]|

gecerlidir. Bu sonuctan yararlanarak, eger bir Y tikiz Hausdorff uzay: bir X uzayimin
siirekli ve orten bir fonksiyon altinda goriintiisiiyse w(Y) < w(X) oldugu kolayca
kanitlanir. Gergekten, f : X — Y siirekli ve 6rten bir fonksiyon olmak tizere, X
uzaymin |B| = w(X) gergekleyen bir B tabani araciligiyla tanimlanan {f(B) : B € B}
ailesi, Y uzay: i¢in bir ag tamimlar, boylece w(Y) = nw(Y) < [{f(B): B € B}| <
w(X) bulunur. Bu iddia tikiz olmayan Y uzaylar i¢in dogru olmak zorunda degildir.
Gercekten,

Y ={yo.y1. 1} = {wo} U J Ya (Yal =R (Yn €N), Y, NY,, =0 (n #m))

n=1
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kiimesi iizerinde, 3y noktasindaki yerel tabani

o0

By, = Hwo} U U (Yo =S,): NeN,S, € P<N0(Yn> (Vn > N)}

n=N

ve her bir y € Y\{yo} noktasindaki yerel tabam B, = {{y}} bigiminde tanimlanan
Arens-Fort uzayi goz éniine alinsin. Y uzayimin birinci sayilabilir olmayan (dolayisiyla
ikinci sayilabilir olmayan) bir 75 uzayr oldugu bilinmektedir. (bkz. [3]) O halde
Y] =Ry < w(Y) oldugundan, (1) bagintisindan yararlanarak ¥ uzayiin tikiz olmadig
anlagihr. (Y uzaymm tikiz olmadig1 yerel taban kiimelerinin tamimindan da kolayca
goriiliir.) Bu durumda X = D(RXy) alimirsa, g(n) = y, (Yn < Xp) bi¢iminde tanimlanan
g : X — Y fonksiyonu siirekli ve drtendir; fakat w(X) = Ry < w(Y’) gergeklenir. Y
uzay1 olarak Ornek II1.8 deki uzay alinarakta benzer bir 6rnek yapilabilir.
Metriklenebilir bir uzay iizerinde tanimlanan kardinal degigsmezlerin temel 6zel-
likleri Teorem II1.10 da goriilmiistii. Bu teoremin (¢) sikkinda sonsuz metriklenebilir
herhangi bir X uzay: i¢in w(X) = L(X) oldugu kamitlanmigtir. Boylece her ikinci
sayilabilir 73 uzayinin metriklenebilir oldugunu sdyleyen Urysohn Metriklenebilme Teo-
remi’'nden yararlanarak su iinlii sonug kolayca gozlenir: Bir tikiz 75 uzayimin metrik-
lenebilmesi icin gerek ve yeter kosul ikinci sayilabilir olmasidir. Herhangi bir X uzay1
icin C(X) ve C*(X) uzaylariin metriklenebilir oldugu bilinmektedir. Ayrica W.W.
Comfort ve A.Hager [13] makalesinde herhangi bir X uzay: igin d(C(X)) = d(C*(X))
oldugunu kanitladilar. O halde Teorem III.10 nedeniyle herhangi bir X uzay: igin
C(X) ve C*(X) uzaylarimin su ana kadar tanimladigimiz kardinal degismezlerini be-
lirlemek igin d(C*(X)) sayism bulmak yeterli olur. Bazi X uzaylar icin d(C*(X))
sayisini bulmak kolaydir, érnegin x bir sonsuz kardinal say1 olmak iizere, X = D(k)
kesikli uzay1 igin d(C*(X)) = 2* oldugu kolayca goriiliir. Gergekten, C*(X) uzaymin
d(C*(X)) = |S] gergekleyen yogun bir S kiimesi goz éniine alinsin. Herhangi bir A C X
alt kiimesi i¢in y, : X — {0,1} karakteristik fonksiyonu siirekli ve B, ,(3) NS # 0

oldugundan, Se¢me Aksiyomu yardimiyla uygun bir f4 € By, (3) NS noktas: secilirse,
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¢(A) = fa bigiminde tamimlanan ¢ : P(X) — S fonksiyonu bire-bir olur; ¢iinkii

A # B gergekleyen A, B C X alt kiimeleri igin p(A) = ¢(B) olsaydi

L=p"(xa,XB) <0 (Xa, fa) + 0" (fa, fB) + 0" (fB,XB) < §+0+§:1

geligkisi bulunurdu. Ulagilan bu c¢eligki nedeniyle ¢ fonksiyonunun bire-bir oldugu

anlagilir ve boylece
2" = |P(X)] < |S] = d(C*(X)) < |C*(X)] < 245 = 2%

bulunur.

Her X uzay: igin d(C*(X)) saywsini hesaplamak bu kadar kolay olmaz. Eger X bir
Tikhonov uzay1 ise d(C*(X)) sayist Smirnov Teoremi’nden yararlanarak ta bulunabilir.
Bu olaganiistii teoreme gore d(C*(X)) = w(BX) esitligi gecerlidir. Boylece sonsuz
D(k) kesikli uzay1 i¢in Teorem II1.33’den yararlanarak d(C*(D(r))) = w(BD(k)) = 2~
bulunur. Smirnov Teoremi d(C*(X)) sayisimin bulunmasimin zor oldugu X Tikhonov
uzaylarinda oldukca yararhdir. Bilindigi gibi alisilagelen siralama topolojisiyle do-
natilan [0,w;] ve [0,wp] siralama uzaylarinin 77 = [0,w;] X [0,wp] ¢arpim uzayina
Tikhonov kalasi ve X = [0,w;] X [0,wo]\{(w1,wo)} C T alt uzayma da gentikli
Tikhonov kalasi denilir. Unlii Tikhonov Genisleme Teoremi nedeniyle (bkz.[3]) cen-
tikli Tikhonov kalasinda tanimli ve siirekli her gercel degerli fonksiyonun tik1z Tikhonov
kalasina siirekli geniglemesi vardir dolayisiyla X = T olur. Burada d(C*(X)) sayisinin

dogrudan hesaplanmasi zordur; ancak Smirnov Teoremi’nden yararlanarak kolayca
d(C*(X)) =w(BX) =w(T) = w([0,w1] x [0,wp]) =Ny V Ry =Ny

bulunur.
Erdos-Tarski Teoremi'nde "Herhangi bir X uzayinda ¢(X) kardinaliteli bir
gozenekli aile var mudir?" sorusuna cevap verilmistir. Bu iinlii teoreme gore c(X)

giigsiiz erigilmez kardinal say1 degilse veya X uzay1 metriklenebilirse, X uzayinda c(X)
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kardinaliteli gbzenekli aile vardir. Benzer gsekilde Teorem IT1.19 da sagilim sayis1 bir tekil
giiclii kardinal say1 olan bir X Hausdorff uzayinda s(X') kardinaliteli kesikli alt kiimenin
bulundugu kanitlandi. Bir X uzaymnin sozde tikizhik sayisi p(X) de X uzaymn yerel
sonlu agik kiimeler ailelerinin kardinal sayilarinin supremumu olarak tanimlandigindan
akla su soru gelir: Herhangi bir X uzayinda p(X) kardinaliteli yerel sonlu agik kiimeler
ailesi var mudir? X uzayi metriklenebilirse cevabin "olumlu" olmasi beklenir; ancak
her metriklenebilir X uzayimin p(X) kardinaliteli yerel sonlu agik kiimeler ailesi bulun-
mak zorunda degildir. Gercekten, Ornek II1.3 de tanimlanan (E, p) metrik uzayinda,
Teorem II1.10 nedeniyle p(E) = w(E) = p olmasma kargin bu uzayda her yerel sonlu
U agik kiimeler ailesi i¢in 2/ < 295 yani [U| < w(E) = p(E) gergeklenir. Yine sozde
tikizlik sayis1 giicsiiz erigilmez kardinal say1 olan (varsa) her X uzaymda p(X) kardi-
naliteli yerel sonlu acik kiimeler ailesi bulunmak zorunda degildir. Ornegin & bir giicsiiz
erigilmez kardinal say1 ise kesikli D (k) uzayinda « kardinaliteli yerel sonlu agik kiimeler
ailesi vardir; fakat Ornek II1.4 de tanimlanan X uzay1 icin p(X) = s olmasina karsmn
bu uzayda x kardinaliteli yerel sonlu acik kiimeler ailesi yoktur; ¢iinkii boyle bir aile
olsaydi, Lemma III.3 nedeniyle X uzayinda s kardinaliteli gozenekli aile bulunurdu;
ancak Ornek III.4 de goriildiigii gibi bu uzayda tiim gozenekli ailelerin kardinalitesi
< Kk dir.

Sozde tikizlik sayis1 p(X), tekil giiclii kardinal say1 olan veya cf (p(X)) = Vg < p(X)
kosulunu saglayan her X uzaymin p(X) kardinaliteli yerel sonlu acik kiimeler ailesinin
bulunmasmin gerekmedigi Ornek I11.3 den kolayca goriiliir.

Kisim II1.4 de kanitlanan ve ¢arpim uzaylarinin yogunluk sayisi hakkinda bilgi
veren Hewitt-Pondiczery-Marczewski Teoremi, topolojide bircok aykir: 6rnegin tanim-
lanmas: acisindan oldukca énemlidir. Ornegin bu teoremden yararlanarak sayilabilir
noktali olan ancak hicbir noktasinin sayilabilir yerel tabani bulunmayan bir uzay Ornek

IT1.8 de tanimlanmisgtir. Yine bu teoremden yararlanarak ayrilabilir olan ancak Lindel6f
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olmayan ve Lindelsf olan ancak ayrilabilir olmayan uzaylar tanimlanabilir. Ornegin
X = (D(Xg))™ carpim uzayr bir ayrilabilir uzaydir; ancak bu T3 uzayr normal ol-
madigindan bir Lindelsf uzay1 degildir. ®; < 2% oldugundan, Hewitt-Pondiczery-
Marczewski Teoremi nedeniyle X uzaymin ayrilabilir oldugu apaciktir. X uzayimin

normal olmadigimi kanitlamak amaciyla
Ai = {{Jatacn, € X 1 j # i ise en fazla bir a < N; sayisi i¢in j, = j} (i = 1,2)

kiimeleri tamimlansin. A; (i = 1,2) kiimesinin tanimi geregi her {j,}a<x, € A; nok-
tasinin sayilabilir tanesi disinda tiim terimleri ¢ sayisidir. A; ve A, kiimeleri X uzayinda
ayrik kapali kiimelerdir; fakat X uzayinda bu kiimeleri kapsayan ayrik agik kiimeler
yoktur. Gergekten, x1 € X tiim terimleri "1" olan nokta ise x; € A; olur. A; kiimesini
kapsayan herhangi bir agik U kiimesi goz ¢niine alinsin. Herhangi bir S C W (R;) alt
kiimesi igin 7 : X — [] (D(Rg))a fonksiyonu 7s({Jja }a<r,) = {Jatacs gerceklenecek

a€cs
bigimde tanimlansin. Bu durumda z; € U oldugundan

Mo (s (21) = {1}y X o x (B, x [ (DR))a CU
a€EW(R1)\S1

gergeklenecek bicimde sonlu bir S; = {aj,as,..,a,,} € W(X;) alt kiimesi vardir.

Boylece x9 = {224 }a<y, noktast,
Ta,(T2) = To0, =0 (N =1,2,..,n1) ve To(22) = 22, =1 (Va € W(X;)\5)

bi¢iminde tanimlanirsa, agiktir ki x5 € A; C U olur. U kiimesi agik oldugundan, bu kez

S1 C Sy ={ag,ag, ..,y Qi1 -, Ay b gergekleyen sonlu bir S; C W(Ry) alt kiimesi,

T (15, (72)) = {1 X {2 ez XX {1 Yo, XA a0 XA}y X ][] (PDR0))a CU
aEW(R1)\S2

gergeklenecek bicimde vardir. Tiimevarimla z,, (Vn € N) noktalarmim ve S, C S,
(Vn € N) gercekleyen S,, kiimelerinin tanimlanmasi siireci tamamlanir. Sonug olarak
her 7 € N i¢in

Wa(yi) = Wa(xi) (VO& c Sl) ve Wa(yi) =2 (VCY c W(Nl)\Sl)
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bigiminde tanimlanan y; noktalar i¢in Y = {y; : i € N} C U olur, iistelik Y kiimesinin
A, kiimesine ait bir limit noktasi vardir dolayisiyla U N Ay # () gerceklenir. Bu-
radan X uzayinda A; ve A, ayrik kapali kiimelerini kapsayan ayrik acik kiimelerin
bulunmadig, kisacast X uzayinin normal olmadige anlagilir. Sonugta her diizenli Lin-
delsf uzayr normal oldugundan X in bir Lindelof uzay1 olmadigi anlagiir. Ote yan-
dan (D(?))QQNO carpim uzayl, ayrilabilir olmayan bir Lindelof uzayidir. Yine Hewitt-
Pondiczery-Marczewski Teoremi’nden yararlanarak ayrilabilir ve Lindelof olan ancak
ikinci sayilabilir olmayan bir uzay tanimlanabilir. Ornegin (D(Z))QNO tikiz uzay1 bu
ozelliklere sahiptir. Bu sekilde baz1 6zelliklere sahip olan fakat bazi 6zelliklere sahip
olmayan uzay ornekleri artirilabilir.

Bilindigi gibi iki Lindel6f uzayinin ¢arpim uzayi, iistelik carpima katilan uzaylar
ayrilabilir olsa dahi Lindelof olmayabilir; (bkz. Ornek IIL5) ancak herhangi sayida
ayrilabilir uzayin carpim uzaymin bir zayif Lindelof uzayi oldugu Hewitt-Pondiczery-
Marczewski Teoremi’nin kolay bir sonucudur. (Herhangi bir X uzay1 i¢in we(X) <
¢(X) oldugundan Sonug II1.14 e bakmak yeterlidir.) Buradan (D(Rg))™ carpim uza-
yimin bir zayif Lindelof uzay1 oldugu ancak Lindelof uzay1 olmadige anlagilir.

Kisim II1.6 da ayirma aksiyomlar: ile kardinal degismezlerden yararlanarak
uzaylarmn kardinaliteleri icin baz1 smirlar verilmistir. Ornegin herhangi bir T, uzayr X
icin

(2) |X|< min{ZL(X)'X(X), 2e(X)-x(X) 9s(X)-»(X) 2€(X)-A(X)}
gecerlidir. Bir uzayin kardinalitesi i¢cin bulunan simirlar, o uzayin topolojik o6zellikleri
hakkinda bilgi verir. Ornegin herhangi bir 75 uzay1 X icin |X| < 2¢¥)X(X) oldugun-
dan, 2% dan fazla noktas1 bulunan birinci sayilabilir bir 7, uzaymm sayilabilir zincir
kosulunu gerceklemedigi anlasilir. Ayrica Arhangel’skii Teoremi'nden 2% dan fazla
noktasi bulunan metriklenebilir uzaylarin Lindelof uzay1 olmadig: sonucuna ulasilir.

Bu bigimdeki sonuglar1 artirmak miimkiindiir. (2) deki siirlarin herhangi birisinden
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yararlanarak su sonuca ulagilir: Kontinyum hipotezi (8; = 2%) gegerlidir ancak ve yal-
niz 2% dan az noktal tiim metriklenebilir uzaylar ikinci sayilabilirdir. Eger X; = 2%
ise N; den az noktali tiim metriklenebilir uzaylarin ikinci sayilabilir olacag1 apagcik-
tir. Tersine 2% dan az noktali tiim metriklenebilir uzaylarm ikinci sayilabilir olmasi
varsayimmi altinda eger N; < 2% olsaydi, D(R;) kesikli uzayr metriklenebilir oldugun-
dan N; = w(D(R;)) < Vg geligkisi bulunurdu. O halde bu varsayim altinda R; = 2%
gerceklenmelidir.

Kolayca goriilebilir ki bir X uzaymin tikiz alt kiimelerinin kiimesi K (X)) ile goster-
ilirse, | X| < |K(X)| olur dolayisiyla |K(X)| icin bulunan iist simirlar | X| icin de iist

sinirdir. Ters iddia dogru olmak zorunda degildir soyle ki
max {2500 25C0X (X)X, (o (X))} < [ K (X))

gerceklenecek bicimde X uzaylar1 tammlanabilir. Ornegin X, = (0,1] x {0} ve X =
[0,1) x {1} olmak iizere, X = X, U X kiimesi iizerinde, her x € (0, 1) gergel sayis1 ve
1

var olup 0 <z — = <z + i < 1 gergekleyen k, € N says1 araciligiyla (z,0) € X

noktasindaki yerel tabani
1 1
By = {((z = 2,2l x {0 U ((z = o, 2) x {1}) : b = Kz ko +1,...}
ve (z,1) € X noktasindaki yerel tabani
1 1
B(%l) = {((;C,Z‘ + E) X {O}) U ([SL’,?L’ + E) X {1}) k= kma kx + 17 }

bi¢ciminde tanmimlanan Alexandroff ¢ift ok uzay1 goz oniine alinsin. X uzayimin
Xp ve X; alt uzaylarmin (R, R,) alt limit uzay ile egyapili oldugu ve X in bir tikiz
Ty uzay1 oldugu bilinmektedir.(bkz. [3] veya [4]) Ustelik Alexandroff ¢ift ok uzaym
tanimlayan topoloji, X tizerinde sozliik siralamasinin belirledigi siralama topolojisinden
bagka birgey degildir. Ayrica X uzay: i¢in hL(X) = hd(X) = x(X) = Xy ve w(X) =

nw(X) = 2% gerceklendigi biliniyor. Bu durumda Y = X x X carpim uzay1 goz oniine
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alimirsa, (R, R,) x (R, R,) ¢arpim uzay1, Y uzayinin bir alt uzay ile egyapih oldugundan,
Y uzaymnin 2% kardinaliteli kesikli alt kiimesi dolayisiyla en az 92" sayida acik kiimesi
(boylece en az 22" gayida kapal alt kiimesi) vardir. O halde tikiz Y uzaymnda tiim

kapali kiimeler tikiz olacagindan
22 < |K(Y)] < |F| = oY) < 2000 = 92
ve boylece
max{2L0)X0) 2ecX) (v ) XD (np(Y))PY)} = 2% < 22 = | K (V)|

gerceklendigi goriiliir.

Ote yandan X bir T, uzay1 ise | X| icin daha once buldugumuz 2/(X) 2¢(X)-A(X)
2w(X) 22" gnirlan |K(X)| igin de iist smrdir.  Gergekten, bir Ty uzaymda tiim
tikiz kiimeler kapali oldugundan |X| < |K(X)| < |F| = o(X) < min{2v() 22"}
gergeklenir. hL(X) = k yazlirsa, Sonug II1.36 nedeniyle |X| < 2% olur. ¥(X) <

hL(X) < k oldugundan her z € X i¢in
ﬂ{V VeV ={z}ve V| <k

kogullar gerceklenecek bigimde V, ailesi vardir. V = ] V, ailesi aracihgiyla
reX

W={)8:SePuy,(V)}veg={JA: AcP, (W)}

aileleri tamimlanirsa {X — K : K € K(X)} C G olur; ¢iinkii keyfi bir K € K(X)

iiyesi goz Oniine alimirsa, her x € X — K icin bir W, € W elemam1 K N W, = 0

olacak sekilde var olup bu elemanlarla tanimlanan {W, },cx\x ailesi, X — K kiimesinin

bir agik ortiiliigii olur. O halde hL(X) = k oldugundan X — K = UA W, Al < K
xe

kosullar1 gergeklenecek bigimde bir A C (X — K) alt kiimesi vardir. Sonug olarak

X - K= |J W, € G olur ve boylece

€A

(X - K: K e K(X)}| = |K(X)| < 6] < 2*
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bulunur. Ayrica | X| < 262 olup her H € K(X) iginw(H) = A(H) < A(X).e(X)
Ko oldugundan B = H,|B| < kg gerceklenecek bicimde bir B C H alt kiimesi vardir

dolayisiyla

[K(X)] < [Paro (X)] < 27

gerceklenir. Ote yandan herhangi bir 7] uzayr X icin |K(X)| < 2¢6(X)»sw(X) gercek-

lendigi bilinmektedir. (bkz. [2])
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V SON DEGERLENDIRMELER ve ONERILER

Yapilan caligmada bir topolojik uzayin kardinal degismezleri arasindaki baginti
ve egitsizlikler elde edilerek o uzayin hangi topolojik ¢zelliklere sahip olup olmadig:
aragtirilmigtir. Ayrica topolojide bilinen bazi iinlii sonuclar kardinal degismezler araciligiyla
genellestirilmistir. Bilindigi gibi bir uzaymn kardinal degismezleri yalnizca o uzayin
topolojik ozellikleri hakkinda degil o uzayin tikizlasmalari, o uzay iizerinde tanimh
siirekli ve gergel degerli fonksiyonlarin uzay: gibi énemli uzaylarin topolojik 6zellikleri
hakkinda da bilgi verir.

Unlii Hewitt-Pondiczery-Marczewski Teoremi, topolojide bircok aykiri érnegin
tanimlanmasi acisindan oldukca onemlidir. Baz 6zelliklere sahip olan ancak bazi
kosullar gergeklemeyen uzay ornekleri aranirken bu teoreme siklikla bagvurulur. Her-
hangi bir Tikhonov uzay: X i¢in d(C*(X)) = w(8X) oldugunu syleyen Smirnov Teo-
remi ise, d(C*(X)) sayisinin belirlenmesinin zor oldugu X uzaylar igin oldukga kul-
lanighdir. Kardinal degismezler arasindaki bagintilardan yararlanarak topolojide bili-
nen baz iinlii sonuclarin daha basit ispatlar: verilebilir. Ornegin bir tikiz metriklenebilir
uzayin ikinci sayilabilir oldugunu soyleyen sonug, tikiz Hausdorff uzaylarin agirlik sayisi
ile kosegensel derecesinin egit olmasi ve metriklenebilir uzaylarin késegensel derecesinin
Ny olmasi gerceklerinin kolay bir sonucudur. Boylece kardinal degismezler arasindaki
bagint1 ve esitsizliklerin ne kadar énemli oldugu tekrar gozlenmis olur.

Topolojide kardinal degismezlerle ilgili heniiz ¢oziilememis ¢ok sayida problem
vardir. "Herhangi bir T3 uzay1 X icin |X| < 24 midir, |Y| < 204 0) < |K(Y)]
gergeklenecek bigimde bir Y Hausdorff uzay: var midir, GKV veya YGKYV nin gegerli ol-
madigr durumda w(Z) < (w(Z))® gerceklenecek bicimde sonsuz tikiz ve temel baglan-
t1s1z bir Z uzay1 var nudir?" gibi sorular buna érnek verilebilir. Ilk sorunun cevabinin
birinci sayilabilir uzaylarda "olumlu" oldugu Kisim II1.6 da | X | igin bulunan sinirlardan

kolayca gozlenir.
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Bundan sonra yapilacak olan, kardinal degismezler arasindaki bagint1 ve esitsizlik-
lerden yararlanarak uzaylarin topolojik ¢zelliklerini bulmak, bilinen {inlii sonuglardan
yararlanarak aykir1 ornekler iiretmek, topolojide bilinen bazi iinlii sonuglarin daha ba-
sit ispatlarini yapmaya ¢aligmak ve heniiz ¢oziilememis problemleri ele almak ve ¢oziim

yollarimi1 arastirmaktir.
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