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Bu calisma, dort boliimden olugsmaktadir. Birinci boliimde, fark denklemleri ile ilgili genel
tanim ve teoremler verildi.

Ikinci béliimde, fark denklemlerinin ¢dziimleri ve periyodikligi ile ilgili yapilmis bazi
caligmalar hakkinda bilgi verildi.

. Xn—(2k+1) . .
Uglincii boliimde Xnil =3kl fark denkleminin ¢éziimleri ve dordiincii boliimde
—a+ [ Xx,_;
i—p -
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i=0 n—I
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This study consists of four sections. In the first section, general definitions and theorems
about difference equations are given.

In the second section, information about some difference equations’ solutions and perodicity
studied before is given.

T2+
n+l = 2k4l are

—a+ [ X,_;
i—p i

In the third section, the solutions of the difference equation X

investigated. In the fourth section, the solutions of the difference equation

(k-1 estioated
X4l = kg are mvestigated.
a+ [T x,_;
i=0 n—I
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1. BOLUM

FARK DENKLEMLERI iLE ILGIiLi GENEL TANIM VE TEOREMLER

Bu béliimde fark denklemleri ile ilgili genel tanim ve teoremler verilmistir.

x bagimsiz degiskeninin tanimli oldugu aralikta, y(x) bagimli degiskeninin

degisimi y (x),y (x),..., ¥ (x),... tiirevleri yardimiyla aciklanabilmektedir. Ancak

x’in kesikli degerler almasi durumunda degisim tiirevler yardimiyla agiklanamaz.
Bu bolimde x’in tamsayi degerler aldigi durumlarda ortaya ¢ikan ve ig¢inde sonlu

farklarin bulundugu fark denklemleri {izerinde duracagiz.

Tammm 1.1. n bagimsiz degisken ve buna bagimli degisken de y olmak iizere

bagimli degisken ve bagimsiz degisken ile bagimli degiskenin

E(), E*(D),E*(3), s E" (1), ...

gibi farklarini iceren bagintilara fark denklemi denir.

Fark denklemlerinin mertebesi, denklemdeki en biiylik indis ile en kiigiik

indisin farkina esittir.

Birinci mertebeden bir fark denklemi;

agy(n)+a,y(n+1) = f(n)
seklindedir.

Ikinci mertebeden bir fark denklemi;

ayy(n—1)+a,y(n)+a,y(n+1)=g(n)
seklindedir.



Teorem 1.1. 7 reel sayilarin herhangi bir alt aralig1 olmak iizere f:7""' — I siirekli

diferensiyellenebilen bir fonksiyonise x ,, x_ ),..., X, € I baslangi¢ sartlar1 i¢in
X,.,=f(x,x _,..x,_.), n=012,. (1.1)
denklemi bir tek {x, }f:_ , ¢0zliimiine sahiptir.

Tamm 1.2. (1.1) denkleminde
X =f(x,X,..,X)

sartin1 saglayan x noktasina (1.1) denkleminin denge noktasi denir.

Tamm 1.3. x, (1.1) denkleminin denge noktast ve x_,, x_,_,.., X, €/ olmak

uzere:

(i) Her £ >0 i¢in
g = X[+ [x, =X +...+|x, —X[ <5

iken her n>0 icin |xn —)?| <& olacak sekilde bir 6 >0 sayisi varsa x denge

noktasi1 kararlidir denir.

(ii) x denge noktasi kararli ve limx, = x olacak sekilde,

n—0
|x0 —)_c|+|x_1 —)?|+...+|x_k —)?| <y
sartin1 saglayan y > 0 sayisi varsa X denge noktasi lokal asimptotik kararlidir denir.

(iii) Eger limx, = x ise x denge noktasina ¢ekim noktas1 denir.
n—x0

(iv) Eger x denge noktas1 kararl1 ve ¢ekim noktasi ise x denge noktasina

global asimptotik kararlidir denir.



(v) Eger x denge noktasi kararli degil ise kararsizdir denir.

(vi) Eger

|x0 —)_c|+|x_1 —)_c|+...+|x_k —)?|<r

ve baz1 N >1 sayilari igin

|x N )_c| 2r
olacak sekilde bir » > 0 sayis1 varsa x denge noktasina repeller denir.

Tamm 1.4. (1.1) denkleminden elde edilen

k

o _ _

yn+1 :Zaxf (x""ax)yn—i (12)
i=0 j

n—i
denklemine, X denge noktasi civarinda lineer denklem denir.

(1.2) denkleminin karakteristik denklemi

Lot ai(x,...,f)/l’f-f =0 (1.3)

k
i=0
seklindedir.

Teorem 1.2. (Lineer Kararhlik Teoremi)

(i) Eger (1.3) denkleminin biitiin kokleri mutlak degerce 1’den kiigiik ise x

denge noktasi lokal asimptotik kararlidir.

(ii) Eger (1.3) denkleminin koklerinden en az biri mutlak degerce 1’den biiytik

ise X denge noktasi kararsizdir.



Tanim 1.5. {xn }::_ . SOztimlerinin hepsi birden X denge noktasindan ne biyiik ne de

kiigiik ise bu ¢oziimlere X denge noktasi civarinda salinimlidir denir. Aksi halde bu

¢oziimlere saliniml degildir denir.

Tamm 1.6. {xn }:O:_k dizisinde her » i¢in P <x, < Q olacak sekilde P ve Q pozitif

sayilari varsa {x, }f:_ , dizisi sinirhidir denir.

Tamm 1.7. x, (1.1) denkleminin denge noktasi olsun. />—k, m < o olmak iizere

{x,,xl+1,...,xm} dizisinin her eleman1 X denge noktasindan biiyiik veya esit, / =—k

veya [>—k igin x,, <X ve m=ow veya m<o igin x,, <X oluyorsa

m+l1
1%, 50X, | dizisine {x,}”  ¢bziimiiniin bir pozitif yar1 donmesi denir. Benzer
sekilde, />—k, m <o olmak itizere {x,,x,,,...,x, |} dizisinin her eleman1 X denge
noktasindan kiiglik, /=-k veya [>—k i¢in x, , 22X ve m=0o veya m <o igin

— o e . 0 e ee oo e . .
x,., >% oluyorsa {x,,x,,,..x, | dizisine {x,} . ¢Oziimiiniin bir negatif yari

—k

donmesi denir.

Tanim 1.8. Eger bir {xn }:l_k dizisinde n > —k olmak iizere her n tamsayisi igin

n+p n

olacak sekilde bir p pozitif tamsayisi var ise {xn} dizisi p periyotludur denir. Bu

sart1 saglayan en kii¢iik p pozitif tam sayisina ise esas periyot denir.

Tamm 1.9. Eger bir {x” }:’:_k dizisinde sonlu sayida terim hari¢ tutuldugunda, geriye
kalan sonsuz sayidaki terim i¢in

n+p n

o0

ise {xn }n:_k dizisine er ge¢ p periyotludur denir ve p bu sart1 saglayan en kiigiik

pozitif tamsayidir.



2. BOLUM
GIRIS

Bu caligmada, tarafimizdan tanimlanan iki yeni rasyonel fark denkleminin

¢Oziimleri ele alinmustir.

[k olarak X_ksys X _(nyse0 Xy baslangi¢ sartlar reel sayilar, a0, k pozitif

bir tamsay1 ve Xx_,, ;X ;) --X, # @ olmak tizere

ax
—(2k+1
x  =—nCHD = 01,2,

n+l 2k+1

—a+][]x..
i=0

rasyonel fark denkleminin ¢6ziimleri elde edilmis ve bu c¢oziimlerin 6zellikleri

incelenmistir.

Ikinci olarak a >0, k pozitif bir tamsayi, x_,_,X ;_.%, baslangic

sartlar1 pozitif reel sayilar olmak iizere

o ax, (g

- k-1
a+]]x.
i=0

X , n=0]12,...

n+l

rasyonel fark denkleminin ¢ozlimleri elde edilmistir.

Rasyonel Fark Denklemlerinin Céziimleri ile Tlgili Yapilmis Cahsmalar

Bu kisimda rasyonel fark denklemlerinin ¢oziimleri ve bu ¢oziimlerin

periyodikligi ile ilgili yapilmis caligmalar hakkinda bilgi verilmistir.



Devault ve arkadaslar1 (1998) yaptiklar1 calismada; 4>0 ve x,, x, X,

= i+L fark denkleminin ¢dziimlerinin 2 periyotlu
X xn—Z

baslangi¢ sartlar1 i¢in x

n+l
n

¢Ozlimlere yakinsadigini gostermislerdir.

_ an‘xn + bn

Valicenti (1999) yaptig1 doktora tezinde; x Lyness fark

n+l
n—1

denkleminin ¢6ziimlerinin periyodikligini ve global asimptotik kararliligin

incelemistir.

Camouzis ve Devault (2001) yaptiklar1 calismada; x,, x , pozitif baslangi¢

sartlar1 altinda p>0 i¢in x, , = p+£, n=0,2,.. fark denkleminin global

n

asimptotik kararliligin1 ve periyodikligini incelemislerdir.

Patula ve Voulov (2002) vyaptiklart ¢alismada; x I

n+l

denkleminin ¢éziimlerinin 2 periyotlu ¢ézlimlere yakinsadigini gostermislerdir.

xn—l

Stevic (2002) yaptig1 calismada; x,,, =
B+x,

fark denkleminin ¢oziimlerini

incelemis ve

n_2j-1 1 X, n 2] 1
X5, = X, I_XIZH— > Xopr = X 1- ZH

T 1+ x, 1+ x, =g 1+x;

¢Oziimlerini elde etmistir.



Mestel
_f(x,)

n+l

n-1

Cinar (2004) yaptig1 calismada;

¢Oziimlerini incelemis ve

Xo

esitligini vermistir.

Cinar (2004) yaptig1

(2003) yaptig1

calismada; pozitif baslangic sartlar1 altinda

denkleminin periyodikligini incelemistir.

X, = als rasyonel fark denkleminin
I+xx, ,
[(n+1)72]-1
(2x_1x0i + 1)
X T /i:]‘)_l ,ntek ise
(21’ + l)x_lxo +1
i=0

n/2

H((Zi - l))c_lx0 + l)

=5 , ngiftise

H(2ix_1x0 + 1)

i=1

iki calismadan birincisinde; x,, x , baslangi¢ sartlari

. ax,_ . e .
altinda a,b6>0 1i¢in x,,, = 1+5 o fark denkleminin, ikincisinde ise
+ xn—l‘xn
x,,, = ———— fark denkleminin ¢6ziimlerini elde etmistir.
l+ax, x,

Stevic (2004) yaptig1 ¢alismada; x, ,, =

Pt X, s
x, +(21+s)+1

fark denkleminin

¢cozlimlerinin, p >1, s,/ € N igin 2s periyotlu oldugunu gostermistir.



= ACH) fark

n+l T

Abu-Saris ve Al-Jubouri (2004) yaptiklar1 ¢aligmada; x

n-1

denkleminin ¢6ziimlerinin periyodik oldugunu gdstermislerdir.

Taixiang (2005) yaptig1 c¢alismada; x,,, = p+x”—’k fark denkleminin
X

n

¢Oziimlerinin pozitif baslangic sartlar1 altinda p > 0 i¢in sinirliligini incelemistir.

Papaschinopoulos ve Schinas (2005) yaptiklar1 ¢alismada; & cift bir say1

xnfk

olmak tzere x,,=p,+ fark denkleminin ¢oziimlerinin k£ +1 periyotlu

n

oldugunu gostermislerdir.

Berenhaut ve Stevic (2005) yaptiklari ¢alismada; x ,, x 5, x,, x ,, x, >0 i¢in

X, = + fark denkleminin c¢ozlimlerinin 3 periyotlu ¢oziimlere
X, X xn—3‘xn—4

n’n-1

yakinsadigin1 géstermislerdir.

Abu Saris (2006) yaptig1 ¢alismada; w ,, w ,, w, > 0 baslangi¢ sartlar: altinda

w,+w, _,

w,,, = ———= rasyonel fark denkleminin ¢dzlimlerinin 4 periyotlu ¢oziimlere
w

n—1

yakinsadigini gostermistir.

Alogeili (2006) yaptigi c¢alismada; x ,,x,€R, a>0 olmak {izere

x,., =—=1— rasyonel fark denkleminin ¢dziimlerini incelemis ve ¢6ziimleri i¢in

n+l
a-— xn—l'xn



, n ¢ift ise

H 21+1 B )—(l—az”l)xl , n tek ise

esitligini vermistir.

Alogeili (2006) yaptigi ¢calismada; x ., x_; ..., X, >0, 4> 0 ve k herhangi

xn—k
a+ X, X

pozitif bir tamsay1 olmak tlizere x,,, = fark denkleminin ¢oziimlerini ve

kararliligini incelemistir.

Knopf ve Huang (2007) yaptiklar1 calismada; «, 4, B, ve B, negatif olmayan

a+ty B
A+Z L Bx,,

sirliligini incelemislerdir.

sabitler olmak lizere x, = fark denkleminin pozitif ¢6ziimlerinin

Hamza ve Klahat-Allah (2007) yaptiklar1 ¢alismada; 4, B,C negatif olmayan

Ax,

reel sayilar, /,k negatif olmayan tamsayilar ve / <k igin x,,, = ————=—— fark

B+ CH X, 5
i=l

denkleminin negatif olmayan denge noktasimin asimptotik kararliligini

incelemislerdir.

Xu—(5k+9)

Simsek ve arkadaslar1 (2008) yaptiklar: ¢alismada; x, , =

I+x, %, - Xy (5k+9)

fark denkleminin ¢6ziimlerini ve periyodikligini incelemislerdir.

Elsayed (2008) yaptig1 ¢calismada; x |, x, baslangi¢ sartlar reel sayilar olmak

xl’l

n+1 xn—l (‘xn i 1)

lizere x fark denklemlerinin ¢éziimlerini elde etmistir.



10

Elsayed (2008) yapti81 ¢alismada; x ,,x, baslangi¢ sartlar1 pozitif reel sayilar

. . " bx,x .
ve a,b,c,d pozitif sabitler olmak ilizere x,, =ax, +—=2'— fark denkleminin

n
cx, +dx, |

¢Oziimlerini incelemistir.

Elabbasy ve Elsayed (2009) yaptiklar1 ¢alismada; x ,x

TR

., X, pozitif reel
sayilar, » =max (l,k, p,q) negatif olmayan bir tamsay1 ve a,b,c pozitif sabitler

, ax, ,;x,_ e . .
olmak iizere x,,, = nlnk fark denkleminin ¢oziimlerini incelemislerdir.

bx, ,+cx,,



11

3. BOLUM
ax « e . . .
x,., =——2  FARK DENKLEMININ COZUMLERI
—a+]]x.
=0

Bu bolimde x_ ;)5 X_ (), %, baslangi¢ sartlari reel sayilar, a # 0, k pozitif

bir tamsay1 ve X_,,, )X ;).--X, # @ olmak tizere

ax
n—(2k+1)
=D 01,2, 3.1)
—a+]]x
1=0

n—i

fark denkleminin ¢6ziimleri incelenmistir.

0

Teorem 3.1. {xn}n?(zkﬂ), (3.1) denkleminin bir ¢dziimii olsun. O zaman

n=0,1,2,... i¢in (3.1) denkleminin biitiin ¢6ziimleri

n+l
a X
. _(2k+1)
Xo(k+tynsl = —1s (3.2)
(—a - xoxfl...xf(zkm)
1
1 " n+l
Xoksyns2 = Z x—(2k)(_a+x0x—1"'x—(2k+l)) 5 (3.3)
n+l
a  X_k-n (3.4)

Xok+yns3 = P
(—a + xox_l...x_(2k+l))
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1 n+l il (3 5)
Xo(k+tynss = Z X_(2k-2) (_a +x0x—1"'x—(2k+1)) > .

n+l

4t (3.2k+2)

n+l 2
—-a+ xox_l...x_(2k+l) )

Xo(kslyne2k+1 — (

1
1 " n+l
Xy (k+Dyns2(k+1) = (Z Xo (_a + XX X 2y ) (3.2k+3)

seklindedir.

Ispat. Ispatimiz1 tiimevarim metodu ile yapalim. (3.1) denkleminde =0

i¢in

axX_2k+1)

X, =
—a+ XXX

elde edilir. n=1 igin

o Man ax_y,, ~ ax_y,
2 M XXXy ax
- coe A —(2k+1
—a+] ]~ o=l g+ (@E+D XX X_ (4
o —A+ XXXy

1
= ;xf(zk) (—a + XX, "'x7(2k+1))

elde edilir. n =2 i¢in
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ax_cp-y ax_cpy
X3 2% =
1—]1 —a+ X)X, X0 X )
—a+||x,. 2 =2k
2—i
i=0
_ ax_ k-
1 aX_cr41)
—a+—X_y (—a + XX X o) ) XoX_ye X5y
a —A+ X)X X5y
ax_oi-

=+ XX X )
elde edilir. » =3 i¢in

_ ax—(2k—2) _ ax—(Zk—Z)
Xy = 2k+1 =

—a+ X, X, X, X,...xX
| I 342741740 —(2k-2)
a+ X3_i
i=0

aX_r5-2)

ax 1 ax
—(2k-1) —(2k+1)
—a+ —X_(2k) (—a T+ XX _p e X (241 ) XoX_y-+-X_(2k-2)
—QF XX X5y @ —QF XXX

ax_cr k-2

AX_okny*_ X2k Xo K- (2k-2)

—a+
—A+ XX X554

1

= ;x—(Zk—Z) (_a XXX oy )

elde edilir. Basit iterasyon yontemiyle

ax_op_3
XS = ,
—@ XXX
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1
X, = ;x_(zk_4) (—a + XXX ) ,

ax_,

Xoge1 = 5
—@+ XXX

1
Xoks) = ;xo (—a + X X_p e X (2441 )

oldugu goriiliir.

Yukarida elde ettigimiz bu esitliklerden iddiamizin » =0 i¢in dogru oldugu
aciktir. Simdi iddiamizin n—1 i¢in dogru oldugunu kabul edelim. O zaman (3.2),

(3.3),..., (3.2k+3) esitliklerinden

n
a X
_ _(2k+1)
X (kalyn—(2k+1) — — (3.2k+4)
(—a + xoxfl...xf(zkm)
1 n "
Xy (k+yn—(2k) = Z x—(zk)(_a+x0x—1---x—(2k+1)) > (3.2k+5)
anx—(zk—l)
, (3.2k+6)

Xy (k+)n-(2k-1) — P
(—a + xoxfl...xf(z,m))

1 n "
X (kl)n—(2k-2) = (; X_(2k-2) (_a +x0x—1---x—(2k+1)) 5 (3.2k+7)
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n

a"x
Xo(k+tyn-1 = = P (3.4k+4)
(—a + xoxfl...xf(zkﬂ))
Y .
Xotkstyn = (;j Xy (—a + xoxfl...xf(z,cﬂ)) (3.4k+5)

esitliklerini yazabiliriz. (3.1) denklemi ve yukaridaki esitliklerden

A% ya-2k41)
x2(k+l)n+l - 24c+1
—a+ H X2 (ktlyn—i
=0

elde edilir. Ayrica (3.2k+4), (3.2k+5),..., (3.4k+5) esitliklerinden

2k+1

HXZ(kJrl)nfi = XX - X_(2k41)
i=0

oldugu goriiliir. Buradan

n
a X
(k41
a (2k+1) >
n+l
3 (—a + xox_l...x_(2k+1)) B a " X_ o4
Xo(k+ynsl — = ]
A+ XXX (g (—a + XXXy )
elde edilir.
Benzer sekilde,
A2k
Xoesyne2 =

2%
—a+ I I Xo(k+1yn—i
e
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elde edilir. Ayrica buldugumuz son esitlik ve (3.2k+5), (3.2k+6),..., (3.4k+5)

esitliklerinden

AXGX_|-oX_ (5541

2%
I I Xotkstyn—i =
=1

=+ X)X X554

oldugu goriiliir. Buradan

1 n n
a (a X_k) (—a + XXXy )

AX)X_ X341

Xok+yns2 =
—a+

=+ X)X X

n+l

1 n+l
Xok+yns2 = (;j X_(2k) (_a + xox—l"'x—(2k+l))

elde edilir. Benzer sekilde (3.4), (3.5),..., (3.2k+3) esitliklerinin dogru oldugu

gosterilebilir.

Asagidaki sonuglar Teorem 3.1°den kolayca elde edilebilecegi icin ispatsiz

olarak verilmistir.

0

n=—(2k+1)’

Sonu¢ 3.1. {x,} (3.1) denkleminin bir ¢dziimii olmak iizere a >0

X ke X apysees X >0 Ve X 5 X 55X, >a oldugunu kabul edelim. O zaman
(3.1) denkleminin biitiin ¢dziimleri pozitiftir.

Sonu¢ 3.2. {x,}”

e 2ke1) ? (3.1) denkleminin bir ¢oziimii olsun. a >0,

X rsys X apyresXo <O Ve X 50 )X 54Xy > @ oldugunu kabul edelim. O zaman

(3.1) denkleminin biitiin ¢éziimleri negatiftir.
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0

n=—(2k+1)°

Sonug¢ 3.3. {xn} (3.1) denkleminin bir ¢éziimii olmak ilizere a =1,

X_ns1ys X apyes X > 0 V€ X 50 ) X4+, > 2 oldugunu kabul edelim. O zaman

_ 0, i=1,3,.,2k+1
Yoot =0 122 4. 2k 42

seklindedir.

Ornek 3.1. (3.1) denkleminde a@=1 ve k=1 olarak kabul edilirse

x,x,_,x ,x ,#—1 olmak lizere

X

— n=3

n+l T
=l+xx _,x ,x

n—1

denklemi elde edilir. Bu denklemin biitiin ¢oziimleri

X3

X1 = P
(—1 + XpX_ X ,X 4 )

_ 1 n+l
Xaneo =X (_ + xox—lx-zx—3) ’

X

x4n+3 = n+l ?
(—1 + xox_]x_zx_3)

_ 1 n+l
Xanea = %o (_ + xox—lx—zx—3)

seklindedir.

Ispat. Denklemde n =0 alinirsa
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X3

X, =
—1+x,x_x ,x 4

elde edilir. n=1 i¢in

X X
X, = = = —= =x_, (14 xpx_x,x5)
—1+xx,x x, X3
XoX_1 X

-1+
—I+x,x x,x

elde edilir. Ayn1 zamanda n =2 ig¢in

Xy X
X, = =
14X XX X_5
20T 1+ x, (—1+ xoxflezx%) XpX_,
=1+ x,x X ,x 4
= x_l
(—1 + XX 1 X ,X 5 )
elde edilir. Son olarak »n =3 i¢in
X,
X, = 0
=1+ x,x,x,x,
X X
-1+ =L X (14 xpx x5 ) E X,
(—1 + XpX_ X ,X 4 ) —1+x,x_x ,x 4
X,
= 0 =X, (—1 + xox_lx_zx_3)
1+ XX 1 X o X3

—I+x,x x,x,

elde edilir.
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Yukarida elde edilen esitliklerden iddiamizin n=0 icin dogru oldugu

goriiliir. Simdi iddiamizin 7 —1 igin dogru oldugunu kabul edelim. O zaman

X3

x4n—3 -

b

(_1 T XX X5 X 3 )n

_ 1 n
Xgpy =X (_ + xoxf1x72x73) )

Xy

2

X =
e (=14 xpx_,x,x )n

X, =X, (—1 + XXX ,X 4 )n
seklinde yazilabilir. Denklemimizden ve yukaridaki esitliklerden

x4n—3
=14 X, %, 1 X0 2 X4 5

Xgps1 =

*_3

(—1 +XgX_|X_9X_3 )n
*]

*_3

n
-1+ xox_lx_zx_?))

-1+ X (—1 +X0X_|X_n¥_3 )n ( ) (—1 +X(X_1X_p¥_3 )n (

-1+ XgX_1X_pX_3

X3

(—1 + XpX_ X ,X 4 )'Hl

elde edilir. Yani

x471+1 = n+l
(—1 + xox_lx_zx_3)
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elde edilir. Ayrica

x _ x4n—2
4n+2 1

LA Xy 1 X4 X1 X g

olup
n

X o (71 + xox_lx_zx_3)

Y4ne2 = . ., x .,
-3 -1
-1+ n+l Y0 (‘1 + X0X71X72x73) nr-2 (‘1 + xoxflezxfa)
(—1 +XX_1X_pX_3 (—1 + xox_lx_zx_3)

X, (—1 + XpX_ X, X 4 )

—1+

XX X ,X 5

—1+x,x_ x ,x,
_ 1 n+l
=X, (— + xoxflezx%)

elde edilir. Benzer sekilde diger esitliklerin de dogru oldugu gosterilebilir.
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4. BOLUM
ax e e . . .
x,,, =———— FARK DENKLEMININ COZUMLERI
a+ H 'xn—i
=0

Bu bélimde a >0, k pozitif bir tamsay1 ve X_hc1y> X (k-2)2+++2 %o baslangi¢

sartlar1 pozitif reel sayilar olmak tizere

ax, -

=— > n=0,12,.. 4.1)

- k
a+]]x.
=0

X

n+l

fark denkleminin ¢6ziimleri incelenmistir.

0

Teorem 4.1. {xn}n:_(k_l), (4.1) denkleminin bir ¢6ziimii olsun. O zaman

n=0,1,2,... i¢in (4.1) denkleminin biitlin ¢dziimleri

n
ax_(k_])H(a +kix)x .. x ) )
_ i=|
Xns1 = - ) 4.2)

(@t oo o ) [ ] (a+ G+ Dxpx )

i=1

n

X_t_2) (a F XXXy )H(a + (ki +Dxpx X, )
Xns2 = = ; (4.3)

(a + 2X0X_ X )ﬁ(a +(ki+2)x,x_, ...x_(k_l))

i=1

n

X, (a +(k=2)xx Xy )H(a +(ki+k=2)xx ..x_ )
xkn+k—l = n = > (4k)
(a+ (ke =Dxp o ) [T (@ + G+ k=Dxpx o, )
=1

i
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X, (a +(k=1Dxyx , Xy ) (Cl +(ki+k— DX X )
Xenvk = = (b
(a +hoxgx X ) ) (Cl + (ki k) XXX )

i=1

=

seklindedir.

Ispat. Ispatimizi tiimevarim metodu ile yapalim. (4.1) denkleminde n=0

i¢in

elde edilir. n=1 igin

CLX;(k_z) _ CLX;(k_z)

= _a+xxx by
14071 (k-2
a+| le_i (k=2)
i=0

X, =

ax_;_,

ax
—(k-1)
a+ XoX_ X4 o)
a+ XX X

X (a + xox_l...x_(k_l))

a+ 2x0x_1...x_(k_1)

elde edilir. n =2 i¢in

ax_-3 aX_ ;3

k-1 -
a+x,x,x,...xX
2MA0 N (k-3)
a+]]x.
i=0

X3:
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ax_; s

N X_(k-2) (a + xox_l...x_(k_l)) ax_;_y

A+2XX X gy A XX X g

XoeeX_ (3

X (a +2X0X X )

a+3X)X .. Xy
bulunur. Basit iterasyon yontemiyle

X (a +3XX Xy )

4 )
a+4x,x .. X )

X s (a + 4x0x71...x7(k71) )

57 ’
a+5XX .. X )

X, (a +(k=Dxpx_..x )

X, =
a+kx,x Xy

oldugu goriiliir.

Yukarida elde ettigimiz esitliklerden iddiamizin »=0 i¢in dogru oldugu
aciktir. Simdi iddiamizin n—1 i¢in dogru oldugunu kabul edelim. O zaman (4.2),

(4.3),..., (4.k+1) esitliklerinden

n—1

axf(kfl)H(a +KiXgX .. x )

_ i=1
Xn—(k-1) = P

(a + XXXy )H (a + (ki+1)x,x_, -~-x7(k71))
i=1

b



n-1
X_t_2) (a XXXy ) (a + (ki +Dxpx X )
1

Xin-(h-2) = 1 ’
1

i=

(a + 2X0X_ X ) (a + (ki +2)xx_.x )

i=

n—1

X, (a +(k=2)xpx Xy )H (a +(ki+k=2)x)x .. x )
i=1

xkn—l =

1
(a + (k= Dxpx_ Xy ) a+(ki+k—Dxyx .x_, )
i=1

n—1

X, (a +(k=Dxpx_ Xy )H(a +(ki+k—-1)x,x_ ...x_(k_l))

i=1

xkn = n

i
(a +RXX Xy ) (Cl + (ki + k)xgx_;..X_ ) )
=1

esitliklerini yazabiliriz. (4.1) denklemi ve yukaridaki esitliklerden

AXp_ (k-1

k-1
a+ | I xkn—i
=0

Xne1 =

olup

a+ kzxox_l...x_(k_l))

IS)
=
=
L

= —_—

1
(a + XXXy ) (a + (ki +1)xox Xy )

Ry
g
X
B

-1

AXGX_j-e Xy | I (a +kixgx X )
i=1
n-1

(a +hoxgx X g )H(a + (ki +k)xgx x4y )

i=l1

a+

b

24
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e
ax_q_y, (a + kzxox_l...x_(k_l) )

1
i=1

a

n—

(a + XXXy ) (a + (ki +1)x,x_, -~-X_(k_1))

1
i=1
n-l1
AXGX_j- X)) (a +hixgx X )

i=2

a+

n

H(a +kixyx .. x )

i=2

2m
ax__y (a +kixyx X )

1
i=1

n—1

(a + XXXy )H (a + (ki + Dxpx . x_ )

i=1
a+knx,x .. X+ XX X )

a+hknxyx_..x_;

.
ax__, (a +kiXgX .. X, )

l

(a + xox_l...x_(k_l))

a+knxyx_..x_,_,

(a + (ki + l)xox_l...x_(k_l)) a+(kn+1Dxpx_..x_

1
i=1

n
ax_(k_l)H (a +kixgx .. X, )

i=1

n

(a3 e ) [T (a+ Ghi+ Dxgx o)

i=1

elde edilir. Yani

n
ax—(k—l)H (a +KixXgx .. x )

i=l
n
(a + XXX )H(a + (ki +Dxpx_y.x_ ) )
i=1

xkn+l =

elde edilir. Yine (4.1) denkleminden



AXp_(k-2)

k-2
a+ | I xkn—i

i=—1

Xne2 =

yazabiliriz. Buradan son esitligi de kullanarak

n—

1
X_ge_2) (a + XXX )
i=1

26

(a + (ki +1)xx Xy )

a

n—1

(a + 2X6X_ 10Xy )H(a + (ki

i=1

+2) XXXy )

X2 =

i=1

n
axox_l...x_(k_l)H(a +kix)x_ . X )

a+

(a +(kn+1)xx_..x )(a +hoxgx X g )

n—

n—

(a + (ki +k)xgx Xy )

1
i=1

X_gi_) (a + XXXy ) (a + (ki +1)xx Xy )

l

I
_

a

n—1

(a +2X)X X )H (a + (ki +2)x,x_, X )

i=l

AXGX_|ee Xy

+
a+(kn+1)xyx_, X

n-1
x_(k_z) (a + xox_l ...x_(k_l) )
1

i=

(a + (ki +1)xx Xy )

a+(kn+1Dxyx_..x_

=a

n-1

(a + 2X0X_ X )H(a + (ki +2)x,x . x

i=1

n

) .a(a+(kn+2)x0x_l...x_(k_1))

X_(e_) (a F XXXy )H(a + (ki +1)xx Xy )

i=l

n

(a + 2X0X_ X )H(a + (ki + 2)x0x_1...x_(k_1))

i=1

olup
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n

X (k-2 (a + XXXy )H(a + (ki +Dxpx . x_ )
i=1

(a +2X0X_ X )ﬁ(a +(ki+2)x,x_, ...x_(k_l))

i=l1

‘xkn+2 =

elde edilir. Benzer sekilde (4.4), (4.5),..., (4k+1) esitliklerinin dogru oldugu
gosterilebilir.

Ornek 4.1. (4.1) denkleminde a =1 ve k =4 olarak kabul edilirse

xn -3

n+l =
1+x,x

n

—1Xn-2%y3
denklemi elde edilir. Elde edilen bu denklemin biitiin ¢6ziimleri

X, 1:1[ [1 +(4i) Xox_ XX ]

(1 + XX X ,X 5 )ﬁ [1 + (4i + 1) xox_lx_zx_3]

i=l1

Xanel = >

X, (1 + XXX ,X 4 )ﬁ [1 +(4i+1) xpx_,x,x ]

i=1

Xgnsa = P >
(1+ 2xpx_x,x )] ] [1 +(4i+2) xox_]x_zx_3]
i-1
Xy (14 20x x50 )ﬁ [1 +(4i+2) xpx_x,x ]
Xansz = n = >
(1+3xx_x,x5) [ ] [l +(4i +3) xpx_ XX ]
i-1
Xo (14 3x,x_x_,x, )ﬁ [1 + (41' + 3) XgX X ,X 4 ]
Xinsa = =

(1 +4x,x X ,X 4 )ﬁ [1 + (41' + 4) XoX X, X 5 ]
i-1

seklindedir.



Ispat. Denklemde 7 =0 alinirsa

X
X =—
I+x,x_x ,x 4

elde edilir. n=1 i¢in

X_, X, )
XX 1 X X 5

I+ xx0x_x, X3

I+ —xx x, 1+
14+ x,x ,x ,x 4

I+ x,x 1 x ,x 4

X, (1 + XpX_ X ,X 4 )

1+ 2xyx x ,x 4

elde edilir. Ayn1 zamanda n =2 i¢in

xfl xfl xfl
X, = = =
3
14 x,%x,x,x_, 14 X, (1 + xox_lx_zx_3) X, e 1 XX X ,X 4
07" -1
1+ 2x0x x ,x ,  I+x,x x,x, 1+ 2x,x_x x4
X (1 +2x0x X ,x 4 )
I+3x,x_x ,x
elde edilir. Son olarak n =3 igin
%o X9
x4 = =
1+ 2x,,%, X, e (14 2x0x_1x_5x5 ) X, (14 XX, X ,x 5) X, .
0
14+3xyx x ,x 4 14+ 2x,x x ,x,  T4+xpx ,x,x
3 X, X (1+3x,x_x_,x 4 )
L4 FoXa XXy I1+4x,x x ,x ,

1+3x,x_x ,x 4

elde edilir.

28
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Yukarida elde edilen esitliklerden iddiamizin n=0 ic¢in dogru oldugu

goriiliir. Simdi iddiamizin 7 —1 igin dogru oldugunu kabul edelim. O zaman

n—1

x731:1[ [1 +(4i) xoxflezx%]

Xz = i >
(1 + XX X ,X 5 )H[l + (41’ + 1) xox_lx_zx_3]
i=1
n—1
L (T4 xgx_ x,x ) [1+ 4l+1 xo XX, ]
x4n—2 n i1=1 >
(1 + 2x0x_1x_2x_3) [1 + (41’ + 2)x0x_1x_2x_3]
i-1
n—1
Xy (14 2xx x50 )H[l+ (4i+2)xpx_x,x ]
x4n—1 = n— i s

(1 +3XX X ,X 4 ) [1 + (41 + 3) XX X ,X 4 ]

i

n—1

X, (1 +3x,x_ X ,X 4 )H [1 +(4i+3) xpx_,x,x ]
i=1

Xyp =

n

n—1
(1 +4x,x X ,X 4 )H [1 + (41’ + 4) XoX X, X 5 ]
i=1

seklinde yazilabilir. Denklemimizden ve yukaridaki esitliklerden

x4n—3
120, X, 1 X4, 2%y, 3

x4n+1 =

n—1
X, H [1 + (4i) XpX_ X ,X 4 :I
i=1

n—1
(1 + XpX_ X ,X 4 )H [1 + (41’ + 1) xox_lx_zx_3:|

_ i=1

n—1
xoxflezx%H [1 + (41') xoxflezx%]
i=1

1+

n—1
(1 +4x,x X ,x 4 )H I:l + (41' + 4) XpX_ X _,X 4 :'
i=1



n—1
X, H [1 + (41') XgX_ X ,X 4 ]
i=1

n—1
(1 + XpX_ X ,X 4 )H [1 + (41’ + 1) XgX_ X ,X 4 :I
i=1

n—1

XgX_ X ,X 4 H [1 + (41') XgX_ X ,X 4 ]
i=2

ﬁ[l + (41' + 4) XgX_ X ,X 4 :I
i=1

1+

n—1
X, H [1 + (41’) XgX_ X ,X 4 ]
i=1
n—1

(T+xpx_x,x ) [ ] [1 +(4i+1) xpx_,x,x ]

i=1

1
xox_lx_zx_3ln_[ [1 + (41') XgX_ X ,X 4 :I
i=2

ﬁ [1 +(4i) xpx_ XX ]

i=2

1+

n—1
X, H [1 + (41') XX X ,X 4 ]
i=l

n—1
(1 + XXX ,X 4 )H [1 +(4i+1) xpx_,x, x4 }
i=]

n—1
XpX_ X ,X 4 H [1 + (4i) XpX_ X ,X 4 }
1+ =

n-1
(1 +4nx,x | x ,x , )H [1 + (41') xoxflezx%}
i=2

n—1
x73H [1 + (41') XgX_ X ,X 4 ]
i=1

4nxyx x ,x 5 +1

n—1
Anx,x X X+ XX X X .+1
4 07r—1""-2""-3 0r=1"v-2""-3
(1 + XX X, X, )H[l + (4z + l)xox_lx_zx_3]

i=1

x731:1[ [1 + (41') XpX_ X ,X 4 ]

(1 + XX X, X, )ﬁ [1 + (41' + 1) XoX | X, X 5 ]
i=1

30
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x731:1[ [1 + (41') XX X ,X 5 ]

(1 + XX X, X, )ﬁ [1 + (41' + 1) XpX_ | X, X 5 ]

i=1

‘x4n+l -

elde edilir. Benzer sekilde diger esitliklerin de dogru oldugu gosterilebilir.
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SONUC VE ONERILER

Bu ¢alismada,

A%, ok o ax, (g
Xopp1 = 2k+1 Ve Xopl =

k-1
—a+]]x. a+]]x.
i=0 i=0

fark denklemleri tanimlanmis, tanimlanan bu fark denklemlerinin ¢6ziimleri
incelenmis ve bu ¢oziimlerle ilgili 6zellikler verilmistir. Yeni yapilacak ¢alismalarda
yukaridaki fark denklemlerinin 1s181nda katsayilar dizi veya fonksiyon seklinde alinip
yeni fark denklemleri tanimlanabilir ve tanimlanan denklemlerin ¢oziimleri lizerine
calisilabilir.  Ayrica yeni tanimlanacak fark denklemlerinin ¢6ziimlerinin

salimimliligi, kararlhilig1 ve global asimptotik kararlili§1 da incelenebilir.
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