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BAZI FARK DENKLEMLERİNİN ÇÖZÜMLERİ ÜZERİNE BİR ÇALIŞMA 
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Jüri: Prof. Dr. Eşref HATIR 

Doç. Dr. Cengiz ÇİNAR 

Yrd. Doç. Dr. İbrahim YALÇINKAYA 

 

 Bu çalışma, dört bölümden oluşmaktadır. Birinci bölümde, fark denklemleri ile ilgili genel 
tanım ve teoremler verildi.  

İkinci bölümde, fark denklemlerinin çözümleri ve periyodikliği ile ilgili yapılmış bazı 
çalışmalar hakkında bilgi verildi. 

 Üçüncü bölümde (2 1)
1 2 1

0

axn kxn k
a xn ii

− +
=+ +
− + ∏ −=

 fark denkleminin çözümleri ve dördüncü bölümde 

de ( 1)
1 1

0

axn kxn k
a xn ii

− −
=+ −

+ ∏ −=

 fark denkleminin çözümleri incelendi. 

Anahtar Kelimeler: Fark Denklemi, Fark Denkleminin Çözümleri. 
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ABSTRACT 

M. Sc. Thesis 

 

A STUDY ON SOLUATIONS OF SOME DIFFERENCE EQUATIONS 

 

Canan KARATAŞ 

    Selcuk University Graduate School of Natural and Applied Sciences 

Department of Mathematics  

Supervisor :  Assist. Prof. Dr. İbrahim YALÇINKAYA 

2009, 35 Pages  

Jury: Prof. Dr. Eşref HATIR 

Assoc. Prof. Dr. Cengiz ÇİNAR 

Assist. Prof. Dr. İbrahim YALÇINKAYA 

 

 This study consists of four sections. In the first section, general definitions and theorems 
about difference equations are given.  

In the second section, information about some difference equations’ solutions and perodicity 
studied before is given. 

In the third section, the solutions of the difference equation (2 1)
1 2 1

0

axn kxn k
a xn ii

− +
=+ +
− + ∏ −=

 are 

investigated. In the fourth section, the solutions of the difference equation  

( 1)
1 1

0

axn kxn k
a xn ii

− −
=+ −

+ ∏ −=

 are investigated. 

Key  Words : Difference Equation, Solutions of Difference Equation. 
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1. BÖLÜM 

FARK DENKLEMLERİ İLE İLGİLİ GENEL TANIM VE TEOREMLER 

 

Bu bölümde fark denklemleri ile ilgili genel tanım ve teoremler verilmiştir. 

 
x  bağımsız değişkeninin tanımlı olduğu aralıkta,  bağımlı değişkeninin 

değişimi  türevleri yardımıyla açıklanabilmektedir. Ancak 

)(xy

... ),( ..., ),( ),( )(''' xyxyxy n

x ’in kesikli değerler alması durumunda değişim türevler yardımıyla açıklanamaz. 

Bu bölümde x ’in tamsayı değerler aldığı durumlarda ortaya çıkan ve içinde sonlu 

farkların bulunduğu fark denklemleri üzerinde duracağız. 

 

Tanım 1.1.  bağımsız değişken ve buna bağımlı değişken de n y  olmak üzere 

bağımlı değişken ve bağımsız değişken ile bağımlı değişkenin     

 
... ),( ..., ),(),( ),( 32 yEyEyEyE n  

 
gibi farklarını içeren bağıntılara fark denklemi denir.  

 

Fark denklemlerinin mertebesi, denklemdeki en büyük indis ile en küçük 

indisin farkına eşittir.   

 

Birinci mertebeden bir fark denklemi; 

 
)()1()( 10 nfnyanya =++  

şeklindedir. 
 

İkinci mertebeden bir fark denklemi; 

 
)()1()()1( 210 ngnyanyanya =+++−  

şeklindedir.  
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Teorem 1.1. I  reel sayıların herhangi bir alt aralığı olmak üzere 1: kf I + → I  sürekli 

diferensiyellenebilen bir fonksiyon ise ,kx− ( 1) ,...,kx− − 0x I∈  başlangıç şartları için 

 

                                     1 1( , ,..., ),     0,1, 2,...n n n n kx f x x x n+ − −= =                              (1.1) 

 

denklemi bir tek { }  çözümüne sahiptir. ∞
−= knnx

  

Tanım 1.2. (1.1) denkleminde  

),...,,( xxxfx =  

şartını sağlayan x  noktasına (1.1) denkleminin denge noktası denir. 

 

Tanım 1.3. x , (1.1) denkleminin denge noktası ve ( 1) 0, ,...,k kx x x− − − ∈ I  olmak 

üzere: 

 

(i) Her 0>ε  için 

  
δ<−++−+− −− xxxxxx k...10  

 
iken her  için 0≥n ε<− xxn  olacak şekilde bir 0>δ  sayısı varsa x  denge 

noktası kararlıdır denir. 

 
(ii) x  denge noktası kararlı ve  xxnn

=
∞→

lim  olacak şekilde,  

 
γ<−++−+− −− xxxxxx k...10  

 
şartını sağlayan 0>γ  sayısı varsa x  denge noktası lokal asimptotik kararlıdır denir. 

 
(iii) Eğer xxnn

=
∞→

lim  ise x  denge noktasına çekim noktası denir. 

 
(iv) Eğer x  denge noktası kararlı ve çekim noktası ise x  denge noktasına 

global asimptotik kararlıdır denir. 
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(v) Eğer x  denge noktası kararlı değil ise kararsızdır denir. 

 

(vi) Eğer  

rxxxxxx k <−++−+− −− ...10  

 
ve bazı  sayıları için  1≥N

rxxN ≥−  

 
olacak şekilde bir  sayısı varsa 0>r x  denge noktasına repeller denir.  

 

Tanım 1.4. (1.1) denkleminden elde edilen 

 

                                       ∑
=

−
−

+ ∂
∂

=
k

i
in

in
n yxx

x
fy

0
1 ),...,(                                              (1.2) 

 

denklemine, x  denge noktası civarında lineer denklem denir. 

 

(1.2) denkleminin karakteristik denklemi 

 

                          ∑
=

−

−

+ =
∂
∂

−
k

i

ik

in

k xx
x
f

0

1 0),...,( λλ                                          (1.3) 

 

şeklindedir. 

 

Teorem 1.2. (Lineer Kararlılık Teoremi) 

(i) Eğer (1.3) denkleminin bütün kökleri mutlak değerce 1’den küçük ise x  

denge noktası lokal asimptotik kararlıdır. 

 
(ii) Eğer (1.3) denkleminin köklerinden en az biri mutlak değerce 1’den büyük 

ise x  denge noktası kararsızdır.  
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Tanım 1.5. { }  çözümlerinin hepsi birden n n k
x ∞

=−
x  denge noktasından ne büyük ne de 

küçük ise bu çözümlere x  denge noktası civarında salınımlıdır denir. Aksi halde bu 

çözümlere salınımlı değildir denir. 

 

Tanım 1.6. { }  dizisinde her  için ∞
−= knnx n QxP n ≤≤  olacak şekilde  ve  pozitif 

sayıları varsa 

P Q

{ }∞ −=nnx k  dizisi sınırlıdır denir. 

 

Tanım 1.7. x , (1.1) denkleminin denge noktası olsun. , olmak üzere 

 dizisinin her elemanı 

l k≥ − ∞≤m

{ mll xxx ,...,, 1+ } x  denge noktasından büyük veya eşit, l k= −  

veya  için l k> − xxl <−1  ve ∞=m  veya ∞<m  için xxm <+1  oluyorsa 

 dizisine { }{ }mll xxx ,...,, 1+ n n k
x ∞

=−
 çözümünün bir pozitif yarı dönmesi denir. Benzer 

şekilde, ,  olmak üzere l k≥ − ∞≤m { }ml x,...,1+l xx ,  dizisinin her elemanı x  denge 

noktasından küçük,  veya l  için l k= − k> − xxl ≥−1  ve ∞=m  veya  için ∞<m

xxm ≥+1  oluyorsa { } dizisine { }ml xx ,...,, 1+lx n n
x ∞

k=−
 çözümünün bir negatif yarı 

dönmesi denir. 

 

Tanım 1.8. Eğer bir { }  dizisinde ∞
−= knnx kn −≥  olmak üzere her  tamsayısı için      n

 
npn xx =+  

 
olacak şekilde bir  pozitif tamsayısı var ise p { }nx  dizisi  periyotludur denir. Bu 

şartı sağlayan en küçük 

p

p  pozitif tam sayısına ise esas periyot denir.  

 

Tanım 1.9. Eğer bir { }  dizisinde sonlu sayıda terim hariç tutulduğunda, geriye 

kalan sonsuz sayıdaki terim için  

∞
−= knnx

npn xx =+   

 

ise  dizisine er geç  periyotludur denir ve p bu şartı sağlayan en küçük 

pozitif tamsayıdır. 

{ }∞ −= knnx p
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2. BÖLÜM 

GİRİŞ 

 

Bu çalışmada, tarafımızdan tanımlanan iki yeni rasyonel fark denkleminin 

çözümleri ele alınmıştır. 

 

İlk olarak (2 1) (2 ) 0, ,...,k kx x− + −

(2 1) (2 ) 0...k k

x   başlangıç şartları reel sayılar, , k pozitif 

bir tamsayı ve 

0a ≠

x x x a− + − ≠  olmak üzere 

 

(2 1)
1 2 1

0

n k
n k

n i
i

ax
x

a x

− +
+ +

−
=

=
− +∏

, ,...2,1,0=n  

 

rasyonel fark denkleminin çözümleri elde edilmiş ve bu çözümlerin özellikleri 

incelenmiştir. 

 

İkinci olarak 0 , k pozitif bir tam ) 0,..., sayı, a > ( 1) ( 2,k kx x− − − − x  başlangıç 

şartları pozitif reel sayılar olmak üzere  

 

( 1)
1 1

0

n k
n k

n i
i

ax
x

a x

− −
+ −

−
=

=
+∏

, ,...2,1,0=n  

 

rasyonel fark denkleminin çözümleri elde edilmiştir. 

 

Rasyonel Fark Denklemlerinin Çözümleri İle İlgili Yapılmış Çalışmalar 

 

Bu kısımda rasyonel fark denklemlerinin çözümleri ve bu çözümlerin 

periyodikliği ile ilgili yapılmış çalışmalar hakkında bilgi verilmiştir. 
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Devault ve arkadaşları (1998) yaptıkları çalışmada;  ve 0A > 2 1, , 0x x x− −  

başlangıç şartları için 
2

1
1

−
+ +=

nn
n xx

Ax  fark denkleminin çözümlerinin  periyotlu 

çözümlere yakınsadığını göstermişlerdir.  

2

 

Valicenti (1999) yaptığı doktora tezinde; 1
1

n n n
n

n

a x bx
x+

−

+
=  Lyness fark 

denkleminin çözümlerinin periyodikliğini ve global asimptotik kararlılığını 

incelemiştir. 

 

Camouzis ve Devault (2001) yaptıkları çalışmada; 0 , 1x x−  pozitif başlangıç 

şartları altında  için 0p >
n

n
n x

x
px 1

1
−

+ += , ,...2,1,0=n  fark denkleminin global 

asimptotik kararlılığını ve periyodikliğini incelemişlerdir.  

 

Patula ve Voulov (2002) yaptıkları çalışmada; 
3

2
1 1

−

−
+ +=

n

n
n x

x
x  fark 

denkleminin çözümlerinin  periyotlu çözümlere yakınsadığını göstermişlerdir.  2

 

Stevic (2002) yaptığı çalışmada; 
n

n
n xB

Bx
x

+
= −

+
1

1   fark denkleminin çözümlerini 

incelemiş ve  

 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−= ∑∏
=

−

=

n

j

j

i i
n x

xxx
1

12

1
102 1

11 , ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++

−= ∑∏
= =

−+

n

j

j

i i
n xx

x
xx

0

2

10

0
112 1

1
1

1  

 

çözümlerini elde etmiştir. 
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Mestel (2003) yaptığı çalışmada; pozitif başlangıç şartları altında 

1
1

)(

−
+ =

n

n
n x

xf
x  denkleminin periyodikliğini incelemiştir. 

  

Çinar (2004) yaptığı çalışmada; 1
1

11
n

n
n n

xx
x x
−

+
−

=
+

 rasyonel fark denkleminin 

çözümlerini incelemiş ve  

 

( )
( )

( )
( )

( )( )

( )

1 / 2 1

1 0
0

1 1 / 2 1

1 0
0

/ 2

1 0
1

0 / 2

1 0
1

2 1
, tek ise

2 1 1

2 1 1
, çift ise

2 1

n

i
n

i
n

n

i
n

i

x x i
x n

i x x
x

i x x
x n

ix x

+ −⎡ ⎤⎣ ⎦

−
=

− + −⎡ ⎤⎣ ⎦

−
=

−
=

−
=

⎧
+⎪

⎪
⎪

+ +⎪
⎪= ⎨
⎪ − +⎪
⎪
⎪ +⎪⎩

∏

∏

∏

∏

 

 

eşitliğini vermiştir. 

 

Çinar (2004) yaptığı iki çalışmadan birincisinde; 0 , 1x x−  başlangıç şartları 

altında  için , 0a b >
nn

n
n xbx

ax
x

1

1
1 1 −

−
+ +
=  fark denkleminin, ikincisinde ise 

nn

n

xax
x

1

1

−

−

+nx 1 1+ =  fark denkleminin çözümlerini elde etmiştir.   

 

Stevic (2004) yaptığı çalışmada; 
1)2(

)12(
1 +++

+
= −−

+ slx
xp

x
n

sn
n  fark denkleminin 

çözümlerinin, ,  için  periyotlu olduğunu göstermiştir. 1>p ,s l N∈ s2
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Abu-Saris ve Al-Jubouri (2004) yaptıkları çalışmada; 
1

1
)(

−
+ =

n

n
n x

xf
x  fark 

denkleminin çözümlerinin periyodik olduğunu göstermişlerdir. 

 

Taixiang (2005) yaptığı çalışmada; 
n

kn
n x

x
px −

+ +=1  fark denkleminin 

çözümlerinin pozitif  başlangıç şartları altında  için sınırlılığını incelemiştir. 0p >

 

Papaschinopoulos ve Schinas (2005) yaptıkları çalışmada;  çift bir sayı 

olmak üzere 

k

n

kn
nn x

x
px −

+ +=1  fark denkleminin çözümlerinin  periyotlu 

olduğunu göstermişlerdir.  

1+k

 

Berenhaut ve Stevic (2005) yaptıkları çalışmada;  için 4 3 2 1 0, , , ,x x x x x− − − − > 0

431
1

11

−−−
+ +=

nnnn
n xxxx

x  fark denkleminin çözümlerinin 3  periyotlu çözümlere 

yakınsadığını göstermişlerdir.  

  

 Abu Saris (2006) yaptığı çalışmada;  başlangıç şartları altında 2 1 0, ,w w w− − > 0

1

2
1

−

−
+

+
=

n

nn
n w

ww
w  rasyonel fark denkleminin çözümlerinin 4  periyotlu çözümlere 

yakınsadığını göstermiştir. 

 

 Aloqeili (2006) yaptığı çalışmada; 1 0,x x R− ∈ ,  olmak üzere 0a >

1
1

1

n
n

n n

xx
a x x

−
+

−

=
−

 rasyonel fark denkleminin çözümlerini incelemiş ve çözümleri için 
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( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

2 1 2 12 1 0
0 2 2

1 1 0

1
2 1 22 1 0

1 2 1 2 1
0 1 0

1 1
, çift ise

1 1

1 1
, tek is

1 1

n
i i

i i
i

n n
i i

i i
i

a a a x x
x n

a a a x x
x

a a a x x
x n

a a a x x

− −
−

= −

+
−

−
− + +

= −

⎧ − − −⎪
⎪ − − −⎪= ⎨
⎪ − − −
⎪

− − −⎪⎩

∏

∏ e

 

 

eşitliğini vermiştir. 

 

 Aloqeili (2006) yaptığı çalışmada;  ve k herhangi 

pozitif bir tamsayı olmak üzere 

( 1) 0, ,..., 0, 0k kx x x A− − − > >

nkn

kn

xx
x

−

−
n a

x + +
=1  fark denkleminin çözümlerini ve 

kararlılığını incelemiştir. 
 
 
 Knopf ve Huang (2007) yaptıkları çalışmada; , , ,iAα β  ve iB  negatif olmayan 

sabitler olmak üzere 1

1

k
i n ii

n k
i n ii

x
x

A B x

α β −=

−=

+
=

+
∑
∑

 fark denkleminin pozitif çözümlerinin 

sınırlılığını incelemişlerdir. 
 

Hamza ve Klahat-Allah (2007) yaptıkları çalışmada; , ,A B C  negatif olmayan 

reel sayılar,  negatif olmayan tamsayılar ve ,l k l k≤  için 1
1nx

2

n
k

n i
i l

Ax

B C x

−

−
=

+ ∏
+ =  fark 

denkleminin negatif olmayan denge noktasının asimptotik kararlılığını 

incelemişlerdir. 

 

           Şimşek ve arkadaşları (2008) yaptıkları çalışmada; (5 9)
1

4 9 (5 9)1 ...
n k

n
n n n k

x
x

x x x
− +

+
− − − +

=
+

 

fark denkleminin çözümlerini ve periyodikliğini incelemişlerdir. 

 

Elsayed (2008) yaptığı çalışmada; 1 0,x x−  başlangıç şartları reel sayılar olmak 

üzere 
( )1

1 1
n

n
n n

xx
x x+

−

=
±

 fark denklemlerinin çözümlerini elde etmiştir. 
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Elsayed (2008) yaptığı çalışmada; 1 0,x x−  başlangıç şartları pozitif reel sayılar 

ve  pozitif sabitler olmak üzere , , ,a b c d 1
1+

1

n n
n n

n n

bx xx ax
cx dx

−

−

= +
+

0

 fark denkleminin 

çözümlerini incelemiştir. 

 

Elabbasy ve Elsayed (2009) yaptıkları çalışmada; 1, ,...,r rx x− − +

, ,a b c

x

)q

 pozitif reel 

sayılar,  negatif olmayan bir tamsayı ve  pozitif sabitler 

olmak üzere 

(max , , ,r l k p=

1
n l

n
n p

ax xx
bx+ =

+
n k

n qcx
− −

− −

 fark denkleminin çözümlerini incelemişlerdir. 
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3. BÖLÜM 

(2 1)
1 2 1

0

n k
n k

n i
İ

ax
x

a x

− +
+ +

−
=

=
− +∏

 FARK DENKLEMİNİN ÇÖZÜMLERİ 

 

 

Bu bölümde (2 1) (2 ) 0, ,...,k kx x− + −

1) (2 ) 0...k k

x  başlangıç şartları reel sayılar, , k pozitif 

bir tamsayı ve 

0a ≠

(2x x x a−− + ≠  olmak üzere 

 

                                          (2 1)
1 2 1

0

n k
n k

n i
İ

ax
x

a x

− +
+ +

−
=

=
− +∏

, 0,1,2,...n =                                    (3.1) 

 

fark denkleminin çözümleri incelenmiştir. 

 

Teorem 3.1. , (3.1) denkleminin bir çözümü olsun. O zaman 

 için (3.1) denkleminin bütün çözümleri 

{ } (2 1)n n k
x ∞

=− +

0,1,2,...n =

 

( )
1

(2 1)
2( 1) 1 1

0 1 (2 1)...

n
k

k n n

k

a x
x

a x x x

+
− +

+ + +

− − +

=
− +

,                                                                         (3.2) 

 

 

(
1

1

2( 1) 2 (2 ) 0 1 (2 1)
1 ...

n
n

k n k kx x a x x x
a

+

) +

+ + − − − +
⎛ ⎞= − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

,                                                      (3.3) 

 

 

( )
1

(2 1)
2( 1) 3 1

0 1 (2 1)...

n
k

k n n

k

a x
x

a x x x

+
− −

+ + +

− − +

=
− +

,                                                                         (3.4) 
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(
1

1

2( 1) 4 (2 2) 0 1 (2 1)
1 ...

n
n

k n k kx x a x x x
a

+

) +

+ + − − − − +
⎛ ⎞= − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

,                                                   (3.5) 

            

                            
.
.
.

.

.

.

 

( )
1

1
2( 1) 2 1 1

0 1 (2 1)...

n

k n k n

k

a xx
a x x x

+
−

+ + + +

− − +

=
− +

,                                                               (3.2k+2)  

 

 

(
1

1

2( 1) 2( 1) 0 0 1 (2 1)
1 ...

n
n

k n k kx x a x x x
a

+

) +

+ + + − − +
⎛ ⎞= − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

                                                (3.2k+3)                        

 

şeklindedir. 

  

 İspat. İspatımızı tümevarım metodu ile yapalım. (3.1) denkleminde 0n =  

için 

 

(2 1)
1

0 1 (2 1)...
k

k

ax
x

a x x x
− +

− − +

=
− +

 

 

elde edilir. 1n =  için  

 

(2 ) (2 ) (2 )
2 2 1

(2 1)1 0 (2 )
1 0 1 (2 )

0 0 1 (2 1)

... ...
...

k k k
k

kk
i k

i k

ax ax ax
x axa x x xa x a x

a x x x

− − −
+

− +−
− − −

= − − +

= = =
− +− + − +

− +∏ x x
   

 

( )(2 ) 0 1 (2 1)
1 ...k kx a x x x
a − − −= − + +   

 

elde edilir. 2n =  için  
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(2 1) (2 1)
3 2 1

2 1 0 (2 1)
2

0

...
k k

k
k

i
i

ax ax
x

a x x x xa x

− − − −
+

− −
−

=

= =
− +− +∏

 

 

( )
(2 1)

(2 1)
(2 ) 0 1 (2 1) 0 1 (2 1

0 1 (2 1)

1 ... ...
...

k

k
k k

k

ax
ax

a x a x x x x x x
a a x x x

− −

− +
− − − + −

− − +

=
− + − +

− + )k− −

 

 

(2 1)

0 1 (2 1)...
k

k

ax
a x x x

− −

− − +

=
− +

 

 

elde edilir. 3n =  için 

 

(2 2) (2 2)
4 2 1

3 2 1 0 (2 2)
3

0

...
k k

k
k

i
i

ax ax
x

a x x x x xa x

− − − −
+

− −
−

=

= =
− +− +∏

 

 

( )
(2 2)

(2 1) (2 1)
(2 ) 0 1 (2 1) 0 1 (2 2

0 1 (2 1) 0 1 (2 1)

1 ... ...
... ...

k

k k
k k

k k

ax
ax ax

a x a x x x x x
a x x x a a x x x

− −

− − − +
− − − + −

− − + − − +

=
− + − +

− + − + )kx− −

 

(2 2)

(2 1) (2 ) (2 1) 0 (2 2)

0 1 (2 1)

...
...

k

k k k k

k

ax
ax x x x x

a
a x x x

− −

− − − − + − −

− − +

=
− +

− +

 

 

( )(2 2) 0 1 (2 1)
1 ...k kx a x x x
a − − − − += − +  

 

elde edilir. Basit iterasyon yöntemiyle  

  

(2 3)
5

0 1 (2 1)...
k

k

ax
x

a x x x
− −

− − +

=
− +

, 
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( )6 (2 4) 0 1 (2
1 ...k kx x a x x x
a − − − − += − + 1) , 

                              
.
.
.

.

.

.

1
2 1

0 1 (2 1)...k
k

axx
a x x x

−
+

− − +

=
− +

, 

 

( )2( 1) 0 0 1 (2 1)
1 ...k kx x a x x x
a+ −= − + − +  

 

olduğu görülür. 

 

 Yukarıda elde ettiğimiz bu eşitliklerden iddiamızın 0n =  için doğru olduğu 

açıktır. Şimdi iddiamızın 1n −  için doğru olduğunu kabul edelim. O zaman (3.2), 

(3.3),…, (3.2k+3) eşitliklerinden 

   

( )
(2 1)

2( 1) (2 1)

0 1 (2 1)...

n
k

k n k n

k

a x
x

a x x x
− +

+ − +

− − +

=
− +

,                                                               (3.2k+4) 

 

(2( 1) (2 ) (2 ) 0 1 (2 1)
1 ...

n
n

k n k k kx x a x x x
a+ − − − − +

⎛ ⎞= − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

) ,                                                 (3.2k+5) 

 

( )
(2 1)

2( 1) (2 1)

0 1 (2 1)...

n
k

k n k n

k

a x
x

a x x x
− −

+ − −

− − +

=
− +

,                                                               (3.2k+6) 

 

(2( 1) (2 2) (2 2) 0 1 (2 1)
1 ...

n
n

k n k k kx x a x x
a+ − − − − − − +

⎛ ⎞= − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

)x ,                                            (3.2k+7) 

.

.

.
                         

.

.

.
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( )
1

2( 1) 1

0 1 (2 1)...

n

k n n

k

a xx
a x x x

−
+ −

− − +

=
− +

,                                                                     (3.4k+4) 

 

(2( 1) 0 0 1 (2 1)
1 ...

n
n

k n kx x a x x x
a+ −

⎛ ⎞= − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

)− +                                                              (3.4k+5) 

 

eşitliklerini yazabiliriz. (3.1) denklemi ve yukarıdaki eşitliklerden  

 

2( 1) (2 1)
2( 1) 1 2 1

2( 1)
0

k n k
k n k

k n i
İ

ax
x

a x

+ − +
+ + +

+ −
=

=
− +∏

 

 

elde edilir. Ayrıca (3.2k+4), (3.2k+5),…, (3.4k+5) eşitliklerinden 

 
2 1

2( 1) 0 1 (2 1)
0

...
k

k n i k
i

x x x x
+

+ − − −
=

=∏ +  

 

olduğu görülür. Buradan 

 

( )
( )

(2 1)

1
0 1 (2 1) (2 1)

2( 1) 1 1
0 1 (2 1) 0 1 (2 1)

...
... ...

n
k

n n
k k

k n n
k k

a x
a

a x x x a x
x

a x x x a x x x

− +

+
− − + − +

+ + +
− − + − − +

− +
= =

− + − +
 

 

elde edilir. 

  

Benzer şekilde, 

 

   2( 1) (2 )
2( 1) 2 2

2( 1)
1

k n k
k n k

k n i
İ

ax
x

a x

+ −
+ +

+ −
=−

=
− +∏
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elde edilir. Ayrıca bulduğumuz son eşitlik ve (3.2k+5), (3.2k+6),…, (3.4k+5) 

eşitliklerinden 

 
2

0 1 (2 1)
2( 1)

1 0 1 (2 1)

...
...

k
k

k n i
i k

ax x x
x

a x x x
− − +

+ −
=− − − +

=
− +∏  

 

olduğu görülür. Buradan 

 

( )(2 ) 0 1 (2 1)

2( 1) 2
0 1 (2 1)

0 1 (2 1)

1 ...

...
...

n
n

k k

k n
k

k

a x a x x x
ax ax x x

a
a x x x

− − −

+ +
− − +

− − +

⎛ ⎞ − +⎜ ⎟
⎝ ⎠=

− +
− +

+

 

 

( )
1

1

2( 1) 2 (2 ) 0 1 (2 1)
1 ...

n
n

k n k kx x a x x x
a

+
+

+ + − − − +
⎛ ⎞= − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 

elde edilir. Benzer şekilde (3.4), (3.5),…, (3.2k+3) eşitliklerinin doğru olduğu 

gösterilebilir. 

 

 Aşağıdaki sonuçlar Teorem 3.1’den kolayca elde edilebileceği için ispatsız 

olarak verilmiştir.  

  

Sonuç 3.1. , (3.1) denkleminin bir çözümü olmak üzere  

 ve 

{ } (2 1)n n k
x ∞

=− +

0x > (2

0a >

(2 1) (2 ) 0, ,...,k kx x− + − 1) (2 ) 0...k kx x x− + − > a  olduğunu kabul edelim. O zaman 

(3.1) denkleminin bütün çözümleri pozitiftir. 

 

Sonuç 3.2. , (3.1) denkleminin bir çözümü olsun. ,  

 ve 

{ } (2 1)n n k
x ∞

=− +

0x (2

0a >

(2 1) (2 ) 0, ,...,k kx x− + − < 1) (2 ) 0...k kx x x− > a− +  olduğunu kabul edelim. O zaman 

(3.1) denkleminin bütün çözümleri negatiftir. 
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Sonuç 3.3. , (3.1) denkleminin bir çözümü olmak üzere { } (2 1)n n k
x ∞

=− +
1a = , 

 ve  olduğunu kabul edelim. O zaman (2 1) (2 ) 0, ,...,k kx x− + − 0x > (2− +1) (2 ) 0... 2k kx x x− >

 

2( 1)

0, 1,3,..., 2 1
lim

, 2,4,..., 2 2k n in

i k
x

i k+ +→∞

= +⎧
= ⎨∞ = +⎩

 

 

şeklindedir. 

 

Örnek 3.1. (3.1) denkleminde 1a =  ve 1k =  olarak kabul edilirse 

1 2 3 1n n n nx x x x− − − ≠ −  olmak üzere 

  

3
1

1 2 31
n

n
n n n n

xx
x x x x

−
+

− − −

=
− +

 

 

denklemi elde edilir. Bu denklemin bütün çözümleri 

 

( )
3

4 1 1
0 1 2 31

n n

xx
x x x x

−
+ +

− − −

=
− +

,                                    

 

( 1
4 2 2 0 1 2 31 n

nx x x x x x ) +
+ − − − −= − + ,                              

 

( )
1

4 3 1
0 1 2 31

n n

xx
x x x x

−
+ +

− − −

=
− +

,                           

 

( ) 1
4 4 0 0 1 2 31 n

nx x x x x x +
+ − −= − + −  

                            

şeklindedir. 

 

İspat. Denklemde 0n =  alınırsa 
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3
1

0 1 2 31
xx

x x x x
−

− − −

=
− +

                                                                                    

 

elde edilir. 1n =  için  

 

( )2 2
2 2 0 1 2

31 0 1 2
0 1 2

0 1 2 3

1
1 1

1

x x
3x x x x x xxx x x x x x x

x x x x

− −
− − −

−− −
− −

− − −

= = = − +
− + − +

− +

−    

 

elde edilir. Aynı zamanda 2n =  için 

  

( )
1 1

3
32 1 0 1

2 0 1 2 3 0
0 1 2 3

1 1 1
1

x xx xx x x x
1x x x x x x x

x x x x

− −

−−
− − − −

− − −

= =
− + − + − +

− + −

 

  

( )
1

0 1 2 31
x

x x x x
−

− − −

=
− +

                                 

 

elde edilir. Son olarak  için 3n =

 

0
4

3 2 1 01
xx
x x x x

=
− +

 

 

( ) ( )
0

31
2 0 1 2 3

0 1 2 3 0 1 2 3

1 1
1 1

x
xx

0x x x x x x
x x x x x x x x

−−
− − − −

− − − − − −

=
− + − +

− + − +

 

 

( )0
0 0 1 2

0 1 2 3

0 1 2 3

1
1

1

x
3x x x x xx x x x

x x x x

− − −
− − −

− − −

= = − +
− +

− +

 

 

elde edilir. 
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Yukarıda elde edilen eşitliklerden iddiamızın 0n =  için doğru olduğu 

görülür. Şimdi iddiamızın 1n −  için doğru olduğunu kabul edelim. O zaman 

 

( )
3

4 3
0 1 2 31

n n

xx
x x x x

−
−

− − −

=
− +

,                                    

 

(4 2 2 0 1 2 31 n
nx x x x x x− − − − −= − + ) ,                              

 

( )
1

4 1
0 1 2 31

n n

xx
x x x x

−
−

− − −

=
− +

,                           

 

( )4 0 0 1 2 31 n
nx x x x x x− − −= − +  

 

şeklinde yazılabilir. Denklemimizden ve yukarıdaki eşitliklerden 

 

4 3
4 1

4 4 1 4 2 4 31
n

n
n n n n

xx
x x x x

−
+

− − −

=
− +

 

 

( )
( )

( )
( )

( )

3

1 0 1 2 3

311 1 10 0 1 2 3 2 0 1 2 3
1 10 1 2 3 0 1 2 3

x
n

x x x x

xxn n
x x x x x x x x x xn n

x x x x x x x x

−

− + − − −=
−−− + − + − +− − − − − − −

− + − +− − − − − −

 

 

( )
3

1
0 1 2 31 n

x
x x x x

−
+

− − −

=
− +

 

 

elde edilir. Yani 

 

( )
3

4 1 1
0 1 2 31

n n

xx
x x x x

−
+ +

− − −

=
− +
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elde edilir. Ayrıca 

 

4 2
4 2

4 1 4 4 1 4 21
n

n
n n n n

xx
x x x x

−
+

+ − −

=
− +

 

 

olup 

 

( )

( )
( )

( )
( )

12 0 1 2 3
4 2

3 11 1 10 0 1 2 3 2 0 1 2 31
11 0 1 2 30 1 2 3

n
x x x x x

x n x xn n
x x x x x x x x x xnn

x x x xx x x x

− +− − − −
=+

− −− + − + − +− − − − − − −+
− +− + − − −− − −

 

 

( )2 0 1 2

0 1 2 3

0 1 2 3

1

1
1

3x x x x x
x x x x

x x x x

− − −

− − −

− − −

− +
=
− +

− +

−  

 

( ) 1
2 0 1 2 31 nx x x x x +
− − − −= − +  

 

elde edilir. Benzer şekilde diğer eşitliklerin de doğru olduğu gösterilebilir. 
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4. BÖLÜM 

( 1)
1 1

0

n k
n k

n i
İ

ax
x

a x

− −
+ −

−
=

=
+∏

 FARK DENKLEMİNİN ÇÖZÜMLERİ 

 

 

Bu bölümde , k pozitif bir tamsayı ve 0a > ( 1) ( 2) 0, ,...,k kx x− − − − x  başlangıç 

şartları pozitif reel sayılar olmak üzere 

 

                                            ( 1)
1 1

0

n k
n k

n i
İ

ax
x

a x

− −
+ −

−
=

=
+∏

, 0,1,2,...n =                                    (4.1) 

 

fark denkleminin çözümleri incelenmiştir. 

 

Teorem 4.1. { } ( 1)n n k
x ∞

=− −
, (4.1) denkleminin bir çözümü olsun. O zaman 

 için (4.1) denkleminin bütün çözümleri 0,1,2,...n =

( )

( ) ( )

( 1) 0 1 ( 1)
1

1

0 1 ( 1) 0 1 ( 1)
1

...

... ( 1) ...

n

k k
i

kn n

k k
i

ax a kix x x
x

a x x x a ki x x x

− − − − −
=

+

− − − − − −
=

+
=

+ + +

∏

∏
,                                          (4.2) 

( ) (

( ) (

)

)

( 2) 0 1 ( 1) 0 1 ( 1)
1

2

0 1 ( 1) 0 1 ( 1)
1

... ( 1) ...

2 ... ( 2) ...

n

k k
i

kn n

k k
i

x a x x x a ki x x x
x

a x x x a ki x x x

− − − − − − − −
=

+

− − − − − −
=

+ + +
=

+ + +

∏

∏

k

)

)

,                               (4.3) 

                                                             
.
.
.

.

.

.

 

( ) (

( ) (

1 0 1 ( 1) 0 1
1

1

0 1 ( 1) 0 1 ( 1)
1

( 2) ... ( 2) ...

( 1) ... ( 1) ...

n

k k
i

kn k n

k k
i

x a k x x x a ki k x x x
x

a k x x x a ki k x x x

− − − − −
=

+ −

− − − − − −
=

+ − + + −
=

+ − + + −

∏

∏

( 1)− −

,                 (4.k) 
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( ) (

( ) (

)

)

0 0 1 ( 1) 0 1
1

0 1 ( 1) 0 1 ( 1)
1

( 1) ... ( 1) ...

... ( ) ...

n

k k
i

kn k n

k k
i

x a k x x x a ki k x x x
x

a kx x x a ki k x x x

− − − − − −
=

+

− − − − − −
=

+ − + + −
=

+ + +

∏

∏

( 1)

                   (4.k+1) 

 

şeklindedir. 

  

 İspat. İspatımızı tümevarım metodu ile yapalım. (4.1) denkleminde 0n =  

için 

 

( 1) ( 1)
1 1

0 1 ( 1)

0

...
k k

k
k

i
i

ax ax
x

a x x xa x

− − − −
−

− − −
−

=

= =
++∏

 

 

elde edilir. 1n =  için 

  

( 2) ( 2)
2 1

1 0 1 ( 2)
1

0

...
k k

k
k

i
i

ax ax
x

a x x x xa x

− − − −
−

− − −
−

=

= =
++∏

  

 

( 2)

( 1)
0 1 ( 2)

0 1 ( 1)

...
...

k

k
k

k

ax
ax

a x x
a x x x

− −

− −
− − −

− − −

=
+

+
x

 

 

( )( 2) 0 1 ( 1)

0 1 ( 1)

...
2 ...

k k

k

x a x x x
a x x x

− − − − −

− − −

+
=

+
 

 

elde edilir. 2n =  için 

 

( 3) ( 3)
3 1

2 1 0 ( 3)
2

0

...
k k

k
k

i
i

ax ax
x

a x x x xa x

− − − −
−

− −
−

=

= =
++∏
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( )
( 3)

( 2) 0 1 ( 1) ( 1)
0 ( 3

0 1 ( 1) 0 1 ( 1)

...
...

2 ... ...

k

k k k
k

k k

ax
x a x x x ax

a x
a x x x a x x x

− −

− − − − − − −
− −

− − − − − −

=
+

+
+ + )x

 

 

( )( 3) 0 1 ( 1)

0 1 ( 1)

2 ...
3 ...

k k

k

x a x x x
a x x x

− − − − −

− − −

+
=

+
 

 

bulunur. Basit iterasyon yöntemiyle 

 

( )( 4) 0 1 ( 1)
4

0 1 ( 1)

3 ...
4 ...

k k

k

x a x x x
x

a x x x
− − − − −

− − −

+
=

+
, 

 

( )( 5) 0 1 ( 1)
5

0 1 ( 1)

4 ...
5 ...

k k

k

x a x x x
x

a x x x
− − − − −

− − −

+
=

+
, 

    
.
.
.

( )0 0 1

0 1 ( 1)

( 1) ...
...

k
k

k

x a k x x x
x

a kx x x
− − −

− − −

+ −
=

+
( 1)  

 

olduğu görülür. 

 

 Yukarıda elde ettiğimiz eşitliklerden iddiamızın 0n =  için doğru olduğu 

açıktır. Şimdi iddiamızın 1n −  için doğru olduğunu kabul edelim. O zaman (4.2), 

(4.3),…, (4.k+1) eşitliklerinden 
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elde edilir. Yine (4.1) denkleminden 
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yazabiliriz. Buradan son eşitliği de kullanarak 
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elde edilir. Benzer şekilde (4.4), (4.5),…, (4.k+1) eşitliklerinin doğru olduğu 

gösterilebilir. 
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İspat. Denklemde 0n =  alınırsa 
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( ) ( )
0 0

4
1 0 1 2 3 2 0 1 2 33 2 1 0 3

0
0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3

1 2 11 1
1 3 1 2 1

x xx
x x x x x x x x x xx x x x x x

x x x x x x x x x x x x
− − − − − − − − −

− − − − − − − − −

= =
+ ++

+
+ + +

 

 

( )0 0 1 20

0 1 2 3 0 1 2 3

0 1 2 3

1 3
1 41

1 3

3x x x x xx
x x x x x x x x

x x x x

− − −

− − − − − −

− − −

+
= =

++
+

                                                  

elde edilir. 



 29

Yukarıda elde edilen eşitliklerden iddiamızın 0n =  için doğru olduğu 

görülür. Şimdi iddiamızın 1n −  için doğru olduğunu kabul edelim. O zaman  
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şeklinde yazılabilir. Denklemimizden ve yukarıdaki eşitliklerden 
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olup  
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elde edilir. Benzer şekilde diğer eşitliklerin de doğru olduğu gösterilebilir. 
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SONUÇ VE ÖNERİLER 

 
 
 Bu çalışmada, 
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fark denklemleri tanımlanmış, tanımlanan bu fark denklemlerinin çözümleri 

incelenmiş ve bu çözümlerle ilgili özellikler verilmiştir. Yeni yapılacak çalışmalarda 

yukarıdaki fark denklemlerinin ışığında katsayılar dizi veya fonksiyon şeklinde alınıp 

yeni fark denklemleri tanımlanabilir ve tanımlanan denklemlerin çözümleri üzerine 

çalışılabilir. Ayrıca yeni tanımlanacak fark denklemlerinin çözümlerinin 

salınımlılığı, kararlılığı ve global asimptotik kararlılığı da incelenebilir. 
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