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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu c¢alismada kullanilmis bazi simgeler ve kisaltmalar, agiklamalar1 ile birlikte

asagida sunulmustur.

Simgeler Aciklama

* Uggen norm

0 Uggen conorm

(X,d) Metrik uzay

(X,M,*) Fuzzy metrik uzay

B(x,r,t) Fuzzy metrik uzaydaki agik yuvar
(M,N) Sezgisel fuzzy metrik

(X,M,N,*,0) Sezgisel fuzzy metrik uzay
Bvn(X,1,t) Sezgisel fuzzy metrik uzaydaki agik yuvar
T(MN) Segisel fuzzy metrik uzaydaki topoloji
anb a ve b nin infimumu

avb a ve b nin supremumu

Kisaltmalar Aciklama

t-norm Uggen norm

t-conorm Ucgen conorm



1. GIRIS

Matematik deyince ilk akla gelen kesinliktir. Halbuki giinlik hayatimizda
konugsmalarimiz sirasinda belirsizlik igeren, orta yagli insan, uzun zaman, pahali
araba, yliksek bina gibi anlami kisiden kisiye ve duruma gore degisen bir ¢ok sozciik
kullanilir. Klasik mantigin tanimlayamadigi bu tiir belirsizliklerin ¢ogunlukla
bilimsel olmadiklart diisiincesi kabul géormesine ragmen, 19. yiizyilin baslarinda bu
tiir belirsizlikler lizerine bir ¢ok filozof diisiinmiistiir. Einstein bu durumu su sekilde
ifade etmis: “Matematigin kavramlar1 kesin olduklar1 siirece gergcegi yansitmazlar,
gercegi yansittiklar siirece de kesin degillerdir ”. Belirsizligin, modern anlamda
matematiksel olarak modellenmesinde 6nemli bir doniim noktas1 1965°te California
Berkeley Universitesinden Azeri matematik¢i Lotfi A. Zadeh [1]’in fuzzy (bulanik)

mantik ve dolayisiyla fuzzy (bulanik) kiime kavramini tanimlamasi oldu.

Zadeh bu ¢alismasinda insan diisiincesinin biiyiik cogunlugunun bulanik oldugunu,
kesin olmadigini belirtmistir. Bu yiizden 0 ve 1 ile temsil edilen Boolean mantik bu
diisiince islemini yeterli bir sekilde ifade edememektedir. insan mantig1, acik, kapal,
sicak, soguk, 0 ve 1 gibi degiskenlerden olusan kesin ifadelerin yani sira, az acik, az
kapali, serin, 1lik gibi ara degerleri de gz Oniine almaktadir. Fuzzy (bulanik) mantik
klasik mantigin aksine iki seviyeli degil, ¢ok seviyeli islemleri kullanmaktadir.
Ayrica Zadeh insanlarin denetim alaninda, mevcut makinelerden daha iyi oldugunu
ve kesin olmayan dilsel bilgilere bagli olarak etkili kararlar alabildiklerini

savunmustur.

Fuzzy (bulanik) mantigin ilk uygulamasi, Mamdani tarafindan 1974 yilinda bir buhar
makinesinin bulanik denetiminin gergeklestirilmesi olmustur. 1980 yilinda bir
Hollanda sirketi ¢imento firinlarinin denetiminde fuzzy (bulanik) mantik denetimini
uygulamistir. Daha sonralar1 basta Japonya olmak lizere diinyadaki bir ¢ok iilke
arastirma ve miihendislik uygulamalariyla bu konuda biiyiik gelismeler kaydettiler.
Ornegin, fuzzy (bulanik) denetimli ¢amasir makinesi, bu makinenin ¢amasirin
cinsine, miktarina, kirliligine gore en etkili camasir yikama ve su kullanimi

programini se¢mektedir [2].



Klasik mantikta bir 6nermenin dogruluk degeri, dogrular i¢in 1 ve yanlislar i¢cin 0
kullanilirsa, X evrensel kiimesindeki bir A kiimesi, matematiksek olarak
xa:X—1{0,1} fonksiyonuyla karakterize edilir. Burada A kiimesine ait elemanlara 1
degerini, ait olmayanlara ise 0 degerini veren 7y fonksiyonuna A kiimesinin

karakteristik fonksiyonu denir.

Fuzzy oOnermelerin dogrulugu veya yanlhshg hakkinda kesin bir sey
sOylenemeyeceginden dolayr bunlarin dogruluk degeri [0,1]={xe R :0<x<1}
kiimesinden bir sayiyla derecelendirilir. Matematiksel olarak, X evrensel
kiimesindeki bir A fuzzy kiimesi pa:X—[0,1] seklinde karakterize edilir. Burada pa
fonksiyonuna A fuzzy kiimesinin liyelik fonksiyonu denir. A fuzzy kiimesi, X deki
her elemanin tiyelik derecesiyle birlikte olusturdugu ikililer kiimesidir. Yani

A={(x, pa(x)):xeX, pa(x)e[0,1]} olup burada pa(x) degeri x in A kiimesine liyelik

(aitlik) derecesini gosterir.

1986 yilinda Atanassov [3] bostan farkli bir kiimenin her elemaninin {iyelik olma
derecesi ve iiyelik olmama derecesi toplaminin 1 den kiigiik ve esit olma sartini
koyarak fuzzy kiime kavraminin bir genellestirmesi gibi “Sezgisel fuzzy kiime”
kavramini vermistir. Bu yeni tanim 1s181nda, 1997 yilinda Coker [4] “Sezgisel fuzzy
topolojik uzay” kavramini ortaya koymus daha sonra bu alanda ¢ok sayida ¢alisma

yapilmistir.

2004 yilinda Park [5] sezgisel fuzzy kiime fikrini kullanarak, siirekli tiggen norm ve
stirekli tiggen conorm yardimi ile George ve Veeramani [6] nin vermis oldugu fuzzy
metrik uzay taniminin bir genellestirmesi olarak “Sezgisel fuzzy metrik uzay”
kavramini ve bu uzayin temel 6zelliklerini vermistir. Bu ¢alisma, bu alanla ilgilenen
arastirmacilar icin onemli bir acilim getirmis ve Ozellikle sabit nokta teorisinde

uygulama alan1 bulmustur [7-9].

Tezimizin ikinci boliimiinde George ve Veeramani [6] anlaminda fuzzy metrik uzay

ve Park [5]1in tamimlamis oldugu sezgisel fuzzy metrik uzay kavramlar ile bu



uzaylarin temel 6zellikleri verilmistir.

Tezimizin ii¢lincli boliimiinde Smarandache [10,11] tarafindan verilen multi-uzay
kavrami fuzzy metrik uzaylara taginarak ilk defa fuzzy multi metrik uzay tanimi ve

bu uzayin topolojik yapisi, yakinsaklik ve siireklilik gibi temel 6zellikleri verilmistir

[9].

Tezimizin dordiincii boliimiinde Sapena [13] tarafindan verilen t-normlarla fuzzy
metrik uzaylar arasindaki bazi iligkiler, t-normlar ve t-conormlarla sezgisel fuzzy

metrik uzaylar arasindaki bazi iliskilere genellestirilmistir.

Tezimizin besinci boliimiinde Gregori, Romeguera ve Veeeramani [14] tarafindan
verilen sezgisel fuzzy metrik uzaylarda Hausdorff metrigin kurulusu detayli bir
bicimde verilmis ve ilk defa diizgiinliik yapisi ile baglantilar1 ve baz1 6zellikleri

verilmistir [15].



2. TEMEL KAVRAMLAR VE BAZI SONUCLAR

Bu boliimde, dnce George ve Veeramani [6] tarafindan t-norm yardimu ile verilen
fuzzy metrik uzay tanimi verilmistir. Daha sonra da Park [5]’1n sezgisel fuzzy kiime
fikri kullanilarak, siirekli ticgen norm ve siirekli tiggen conorm yardimi ile George ve
Veeramani [6]’nin vermis oldugu fuzzy metrik uzay taniminin bir genellestirmesi
gibi olan sezgisel fuzzy metrik uzay kavrami ve bu uzayin tezimiz i¢in gerekli olan

bazi temel 6zellikleri verilmistir.

2.1. Fuzzy Metrik Uzaylar

2.1.1.Tanim (t-norm):

*:[0,1]x[0,1]—[0,1] ikili islemi eger,

(1) * birlesmeli ve degismeli,

(11) * siirekli,

(iii) Vae[0,1] i¢in a*1 = a,

(iv) Va,b,c ve de[0,1] i¢in a<b ve c¢<d iken a*c <b=*d

sartlarini sagliyorsa * islemine liggen norm (t-norm) denir [16].

2.1.2.0mek:

Va,be[0,1] i¢in a*b=a.b ve a*b=min{a,b} seklinde tanimlanan ikili islemler siirekli

t-normdur.

2.1.3.Tanim (t-conorm):

0 :10,11x[0,1]—[0,1] ikili islemi eger,



(1) O birlesmeli ve degismeli,

(i1) © stirekli,

(ii1) Vae[0,1] icin a®0=a,

(iv) Va,b,c ve de[0,1] i¢in a<c ve b<d iken a0b<cOd

sartlar1 saglaniyorsa ¢ islemine siirekli t-conorm denir [16].

2.1.4.0rnek:

Va,be[0,1] i¢in adb=min{atb,1} ve adb=maks{a,b} seklinde tanimlanan ikili

islemler siirekli t-conormdur.

2.1.5.Not:

* ve ¢ islemleri asagidaki sartlar1 saglar:

(1) Herhangi r;, r; €(0,1), ri>1; i¢in 3 13, 14€(0,1) var > ri*r3> 1 ve 1121401, dir.

(i1) Herhangi rs€(0,1) i¢in 3 16, r7€(0,1) var 3 rg*rg > 15 ve r70r7 < 15 dir.

2.1.6. Tanim (fuzzy metrik uzay):

X# herhangi bir kiime, * siirekli t-norm ve M, XxXx(0,0) iizerinde asagidaki

sartlar1 saglayan bir fuzzy kiime olsun. Vx,y,ze X ve Vt,se€(0, ) i¢in,

(FM-1) M(x,y,t)>0,

(FM-2) M(x,y,t) =1 & x =Yy,

(FM-3) M(x,y,t) = M(y.x,1),

(FM-4) M(x,y,t) * M(y,z,8) < M(X,z,t+s),
(FM-5) M(x,y,.):(0,00)—[0,1] siirekli olsun.



Bu durumda (X,M,*) iicliisiine fuzzy metrik uzay denir. Burada M(x,y,t) ifadesine x

ile y nin t ye gore birbirine yakin olma derecesi denir [6].

2.1.7.0rnek:

X=R reel sayillar kiimesi, a*b=a.b, her x,yeX ve te(0,0) i¢in

-1
M(x,y,t)= [exp (' X ; Y |ﬂ olmak iizere (X,M,*) bir fuzzy metrik uzaydir.

2.1.8.0rnek:

(X,d) bir metrik uzay olsun. a*b=a.b ve

Ma(x,y,t)= ﬁd(x,y) ;
k,m,neR" olmak iizere (X,Mg,*) bir fuzzy metrik uzaydir. Bu 6rnek t-norm olarak
a*b=min{a,b} alinmasi durumunda da gegerlidir. Ayrica bu 6rnek her metrigin bir
fuzzy metrik olusturacagini da gostermektedir. Ayrica k=m=n=1 alinmasi

durumunda

t

My(x.y =
a0y t+d(x,y)

elde edilir. Bu metrige d metrigi tarafindan olusturulan standart fuzzy metrik denir.
2.2. Sezgisel Fuzzy Metrik Uzaylar
2.2.1.Tanim (sezgisel (intuitionistic) fuzzy metrik uzay):

X+ herhangi bir kiime, * siirekli t-norm, ¢ stlirekli t-conorm, M ve N, XxXx(0,00)

tizerinde fuzzy kiimeleri Vx,y,ze X ve Vt,se(0,0) i¢in asagidaki sartlar1 saglasin:

(IFM-1) M(x,y,t)+N(x,y,t)<1,
(IFM-2) M(x,y,>0,



(IFM-3) M(x,y,t)=1<x=y,

(IFM-4) M(x,y,t)=M(y.x,t),

(IFM-5) M(x,y,t)*M(y,z,s)<M(X,z,t+s),
(IFM-6) M(x,y,.):(0,00)—[0,1] siirekli,
(IFM-7) N(x,y,t)>0,

(IFM-8) N(x,y,t)=0<x=y,

(IFM-9) N(x,y,t)=N(y,x,t),

(IFM-10) N(x,y,t)0N(y,z,8)>N(X,z,t+s),
(IFM-11) N(x,y,.):(0,00)—[0,1] stirekli.

Bu durumda (M,N) ikilisine X iizerinde sezgisel fuzzy metrik denir. (X,M,N,*,0)

beslisine sezgisel fuzzy metrik uzay denir.

Burada M(x,y,t) ve N(x,y,t) fonksiyonlar1 sirasiyla x ile y nin t ye gore birbirlerine

yakin olma ve yakin olmama derecesidir [5].

2.2.2.Not:

Her (X,M,*) fuzzy metrik uzayr (X,M,1-M,*,0) formunda sezgisel fuzzy metrik
uzaydir. Burada * ile O birlestirilerek Va,be[0,1] i¢in a0b=1—((1-a)*(1-b))

olarak tanimlanir [17].

2.2.3.Teorem:

Her x,ye X i¢in M(x,y,.) azalmayan ve N(x,y,.) artmayandir [5].

Ispat:

Kabul edelim ki 0<s<t icin M(x,y,t)>M(x,y,s), yani M kesin azalan olsun.
Dolayisiyla



M(x,y,t)*M(y,y,s-t)<M(X,y,s ) <M(X,y,t)=M(X,y,t)<M(x,y,t)
olur ki bu bir ¢eligkidir. O halde 0<s<t i¢in M(X,y,t)<M(x,y,s), yani M azalmayandir.

Benzer sekilde kabul edelim ki 0<s<t i¢in N(x,y,t)<N(x,y,s), yani N kesin artan

olsun. Dolayisiyla,

N(x,y,H)ON(y,y,s—t)>N(X,y,s)>N(x,y,t) = N(X,y,t)>N(X,y,t)

olur ki bu bir geligkidir. O halde 0<t<s i¢in N(X,y,t)>N(x,y,s), yani N artmayandir.
2.2.4.0rnek:

(X,d) bir metrik uzay olsun. Her a,be[0,1] i¢in a*b=a.b ve a0b=min{1,a+b} olarak

alinirsa, My, Ng, XxXx(0,00) tizerinde her hmne R" i¢in

n

ht" + md(x,y) ht" + md(x, y)

olmak iizere (X,Mq,Ng,*,0) sezgisel fuzzy metrik uzaydir.

Bu 6rnek t-norm olarak a*b=min{a,b} ve t-conorm olarak a0b=maks{a,b} alinmasi

durumunda da gecerlidir.

Ayrica burada, h=m=n=1 alinirsa,

t d(x,y)
My(x,y,t)=—— ve Ny(x,y,t)=—————
a(x.y:1) t+d(x,y) ve Na(x.y.t) t+d(x,y)

elde edilir. Bu d metrigi tarafindan olusturulan standart sezgisel fuzzy metrik denir.

Burada tpvn=tq dir.



2.2.5. Tanim:

(X,M,N,*,0) sezgisel fuzzy metrik uzay, re(0,1), t >0 ve xe X olsun. x merkezli ve r

yarigaplt acik yuvar,

olarak tanimlanir [5].

2.2.6. Tanim:

(X,M,N,*,0) sezgisel fuzzy metrik uzay ve AcX olsun. Eger her xeA igin
xeBmn(x,1,t)cA olacak sekilde Bovin(X,1,t) agik yuvart varsa A ya (M,N) ye gore

agiktir denir.

2.2.7. Teorem:

(X,M,N,*,0) sezgisel fuzzy metrik uzayinda her agik Bovny(X,1,t) yuvari agik kiimedir
[5].

Ispat

Bmn(xr,t), x merkezli ve r yarigapli acik yuvar olsun. yeBain(X,rt) ise
M(x,y,t)>1-r ve N(x,y,t)<r dir. M(x,y,t)>1-r oldugundan 0<ty<t olacak bi¢cimde en
az bir toe(0,t) var > M(X,y,to)>1-r ve N(x,y,to)<r olur. r=M(X,y,tp) olsun. rp>1-r
oldugundan en az bir s€(0,1) var 3 rp>1—s>1—r dir. Simdi verilen 1, ve s i¢in rp>1-s
oldugundan en az bir r;, rne(0,1) var > ro*r;>1-s ve (l1-19)0(1-12)<s olur.

r3=maks {r;,r>} alalim. ve By (y,1-13,t—t) agik yuvarini géz éniinde bulunduralim.

Iddia ediyoruz ki, Baviny(y, 113, t—to)cBan(x,1,t) dir. Eger,
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VAS B(M,N)(Y: 1-r15 ,t—to) ise M(y,Z,t—t0)>I‘3 ve N(y,Z,t—to)< 1-13

olur. Boylece,

M(x,z,t)>M(X,Y,to) *M(y,z,t—to) 21 *1r3>10%11 > 1—85>1-T,

N(x,z,t)<N(X,Y,t0) ON(Y,Z,t—t0)<(1-10)O(1—13)<(1-10)O(1—12)<s<r

olur. Bu da zeBuin(x,1,t) ve sonugta Baviny(y, 1 -13,t=to) =B (X,1,t) elde edilir. O

halde, Bovny(%,1,t) yuvar acik kiimedir.

2.2.8. Teorem:

(X,M,N,*,0) sezgisel fuzzy metrik uzay olsun. Bu durumda,

TN ~={AcC X:VxeA, 3t>0 vere(0,1) var > B(x,r,t)cA}

ile tanimlanan aile X tizerinde bir topolojidir [5].

ispat:

TmN) ailesinin topoloji olma sartlart olarak bilinen ti, t,, t3 sartlarini sagladigini

gosterecegiz.

(t;) D kiimesinin higbir eleman1 olmadigindan & un elemanlarin1i merkez kabul eden
acik yuvar bostur. O halde et

Her xeX ve r>0 i¢in B(x,r,t)cX oldugundan Xetpn).

(t2) A1, Asetoun) olsun. Gosterelim ki AjNAeTov N dir.

Ay E‘C(M,N)SVXEAl ve V>0, Iy E(O,l) var 3 B(X,I’l,t)CAl

AzET(M’N)SVXEAz ve Vt>0, dr,€(0,1) var > B(x,r2,t)cAs
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r=min{r;,r,} alalim. Bu durumda re(0,1) olup

B(M,N)(X,I',t)CB(M,N)(X,I'1 ,t)ﬁB(M,N)(X,I'z,t)CAl ﬁAz dir. Gergekten,

yeBx,r,t)=M(x,y,t)>1-1 ve N(x,y,t)<r

=>M(x,y,t)>1-r>1-1; ve N(x,y,t)< 1<r;

M(x,y,t)>1-1>1-1; ve N(X,y,t)< 1<r;
=yeBumn(X,r1,t) ve yeBmn(X,12,t)

=>ye B(M,N)(X,I‘l ,t)ﬁB(MN)(X,I'z,‘[) dir.
O halde B(M,N)(X,I',t)CAlﬁAz Olup A]ﬁAzE’C(M,N) oldugu elde edilir.

(t3) Keyfi {Ai}icictovN) olsun. UAi eTouN) oldugunu gosterecegiz.

iel

ye UAi =Jigeliginye A, CUAi

iel iel

=3Jigeligin yeBun(X, 1, ,HCA; < U A,

iel

=3ipel igin yeBaun (X, 1; ,H)c U A,

iel

= U Ai ETMN) olur.

iel
2.2.9.Sonug:
(X,M,N,*,0) sezgisel fuzzy metrik uzay ve (X, toun)) topolojik uzay olmak iizere,

(1) {Bauny(x,1,t) : xeX, re(0,1), t >0} ailesi toun)icin bir tabandir.
(11) {Bamny(X,1/n,1/n) : n=1,2,...} ailesi VxeX noktasi i¢in yerel taban oldugundan
(X,T(m,N)) uzayi birinci sayilabilirdir.

2.2.10.Teorem:
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Her sezgisel fuzzy metrik uzay Hausdorff uzayidir [5].

ispat:

(X,M,N,#,0)  sezgisel fuzzy metrik uzay, xzy, x,yeX olsun. Dolayisiyla
0<M(x,y,t)<l ve O<N(xy,t)<l dir. r=M(x,y,t), 1=N(x,y,t) ve r=maks{r;,1-1,}
diyelim. Her bir roe(r,1) icin 13,14€(0,1) var > r3*r3 >rg ve (1-14)0(1-14)<1-1¢ dir.
rs=maks {r3,r4} diyelim ve Bain(X,1-15,t/2) ile Bauny(y,1-15,t/2) agik yuvarlarii ele
alalim. Bu yuvarlarin arakesiti bostur. Gergekten,

ZEB(M,N)(X,1—1‘5,t/2)('\B(M,N)(y, 1—1‘5,t/2) olsaydl,
11=M(X,y,t)>M(X,Z,t/2)*M(z,y,t/2)>15*15>13%13>10>T) Ve

1=N(X,y,)<N(X,2,t/2)0M(2,y,t/2)<(1-15)0(1-15)<(114)0(1=4)<1-10<r2

olurdu ki bu bir cgeliskidir. O halde (X,M,N,*,0) sezgisel fuzzy metrik uzayi
Hausdorff uzayidir.

2.2.11.Teorem:

(X,d) metrik uzay ve
My(x,y.0=———— ve Ny(xy.)=—8Y) g’
t+d(x,y) kt +d(x,y)

X tizerinde sezgisel fuzzy metrik olsun. d metrigi tarafindan tretilen 14 topolojisi ile

(M,N) tarafindan iiretilen T n) topolojisi ¢akisir [5].

2.2.12. Tanim:

(X,M,N,*,0) sezgisel fuzzy metrik uzay ve AcX olsun. Eger her x,ye A, t>0 i¢in en
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az bir re(0,1) var > M(x,y,t)>1-r ve N(x,y,t)<r ise A kiimesine (intuitionistic fuzzy

bounded) IF- sinirlidir denir [5].
2.2.13.Teorem:

(X,M,N,*,0), d metrigi tarafindan olusturulan sezgisel fuzzy metrik uzay olsun. Bu

durumda AcX, [F-sinirlidir << A sinirhidir [5].
2.2.14. Teorem:

(X,M,N,*,0) sezgisel fuzzy metrik uzayimn her kompakt alt kiimesi IF-siirlidir [5].
Ispat:

AcX kompakt olsun. t>0 ve 0<r<l olsun. A nin {Bmn(X,1,t):xeA} agik Ortiisiinii
alalim. A kompakt oldugundan x,x5,...,x,€ A var 3 ACU B(x,,r,t) dir. x,y€A olsun.
i=1

Dolayisiyla bazi 1,j igin xe Bovn(Xi,1,t) ve y e Bovn(Xj,1,t) dir.

Buradan,
M(x,xi,t)>1-1 ve N(x,X;,t)<r ; M(y,x;,t)>1-r ve N(y,xj,t)<r

olur. o=min{M(x;X;,t):1<i,j<n} ve P=maks{N(x;x;t):1<i,j<n} olsun. a,f>0 dir.

Buradan 0<s;<1 ve 0<s,<1 olmak iizere,

M(x,y,3t)=M(x,Xi,t) *M(X;,Xj,t) *M(X;,y,t)=>(1-1)*(1-1)*0>1-s; ve
N(X,y,3t)<N(X,Xi,t) ON(Xi,X;j,t) ON(X;,y,t)<rOrOB<s,

olur. s=maks{s;,s;} ve t'=3t alirsak Vx,yeA icin M(x,y,t')>1-s ve N(x,y,t')<s elde

edilir ki bu A nin [F-sinirh oldugunu gosterir.
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2.2.15.Sonug:

Sezgisel fuzzy metrik uzayda kompakt her kiime kapali ve sinirhdir.

2.2.16.Teorem:

(X,M,N,*,0) sezgisel fuzzy metrik uzay ve ton), X lizerine fuzzy metrik tarafindan
olusturulmus topoloji ve{x,}c X bir dizi olsun. Bu durumda, x,—>x<M(X,,X,t)—>1

ve N(Xy,X,t)—0 olmasidir [5].

ispat:

Kabul edelim ki x, —x ve t>0 olsun. Buradan her re(0,1) i¢in en az bir ny dogal
say1st var > Vn2ny i¢in X,€Bn(X,1,t) dir. Dolayisiyla, 1-M(Xp,X,t)<t ve N(Xp,X,t)<r
ve boylece M(xp,x,t)—1 ve N(x,,X,t)—0 olur.

Tersine her bir t>0, M(Xp,X,t)—>1 ve N(X,,X,t)—>0 olsun. Dolayisiyla en az bir ny
dogal sayis1 var > Vn=>ng igin 1-M(Xy,X,t)<r ve N(X,,X,t)<r olur. Boylece Vn>ny icin
Xn€Bmny(%,1,t) olup x,—x dir.

2.2.17. Tamm:

(X,M,N,*,0) sezgisel fuzzy metrik uzay olsun.

(1) Eger her ¢>0 ve t>0 i¢in Inge N var > Vm,n>ny icin M(Xp,Xm,t)>1—¢ ve

N(Xn,Xm,t)< € 1s€ {Xn}X dizisine Cauchy dizisi denir.

(i1) Eger her Cauchy dizisi tov ) topolojisine gore yakinsak ise (X,M,N,*,0) sezgisel

fuzzy metrik uzayina tamdir denir [5].
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2.2.18.Teorem:

(X,M,N,*,0) sezgisel fuzzy metrik uzay olsun. X de her Cauchy dizisi yakinsak bir

alt diziye sahipse X sezgisel fuzzy metrik uzay1 tamdir [5].
Ispat:

{Xn} dizisi X de bir Cauchy dizisi ve {xi“}dizisi de X noktasina yakinsayan {x,}
dizisinin bir alt dizisi olsun. Gostermeliyiz ki x,—x dir. t>0 ve €€(0,1) olsun. re(0,1)
secelim Oyle ki (1-r)*(1-r)>(1-¢) ve r0r<e olur. {x,} dizisi X de bir Cauchy dizisi
oldugundan Vm,n>n, i¢in,

M(Xp,Xm,t/2)>1-1 ve N(Xp,Xm,t/2)<r

kosulunu saglayacak bigimde bir noe N sayisi vardir. X; —x oldugundan i,>n, i¢in
M(xi ,X,t/Z) >1-r ve N(Xi ,X,t/2) <r
olacak sekilde i, pozitif tamsayis1 vardir. Boylece, n>ny i¢in,

M(Xn,x,t)ZM(Xn,xip,t/2) *M(Xip,X,t/2)>(1—r)*(1—r)2(1—8),

N(xn,x,t)SN<x11 X s t/ 2) 0 N(xip X, t/ 2) <rr<e.

Buradan x,—x dir ve boylece (X,M,N,*,0) sezgisel fuzzy metrik uzay1 tamdir.
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3. FUZZY MULTI-METRIK UZAYLAR

Smarandache [10,11] multi-uzay tanimimi vererek 6zellikle geometri alaninda yeni
bir agilim yapmistir. Daha sonra Mao [18] multi-metrik uzay tanimini vermistir. Bu
boliimde Smarandache’nin verdigi multi-uzay tanimi ile George ve Veeramani
[6]’nin vermis oldugu fuzzy metrik uzay tanimi birlestirilerek fuzzy multi-metrik

uzay tanimlanacaktir. Ayrica bu uzaya ait temel 6zellikler verilecektir.

3.1.Tanim:

Her 1<i<m i¢in (X;,M,*) fuzzy metrik uzay olmak iizere )N(:UXi olarak

i=1

tanimlanan metrik uzaya fuzzy multi-metrik uzay denir [12].
3.2.Not:
Yukaridaki tanim i¢in asagidaki durumlar olabilir:

(1) 15jss, jj€{l,2,..,m} igin X, =X, =---=X; olacak bigimde ij,i,...,Is pozitif

tamsayilari olabilir.

(i) 1<, lie{l.,2,...,m} ig¢in M, =M, =---=M, olacak bigimde l;,b,...,Is pozitif

tamsayilari olabilir.

3.3.Tanim:

)N(:UXi bir fuzzy multi-metrik uzay olsun. t>0 olmak iizere xeX merkezli,
i=1

re(0,1) yarigapl r-disk

Bx,r,t)={ye X: Mi(x,y,t)>1-1, 1<k<m, ke N }
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olarak tanimlanir [12].

3.4.Teorem:

X = U X, bir fuzzy multi-metrik uzay olsun.

i=l1
T= {Aci :VxeA, >0 ve re(0,1) var > B(x,r,t)cA}
ile tanimlanan aile X {iizerinde bir topoloji olusturur [12].

3.5. Teorem:

Her bir 1<i<m i¢in (Xj,d;) metrik uzay olmak tizere X = UXi bir multi-metrik uzay

i=1

olsun. a*b=ab, a*b=0 ve

t

M (x,y,t) = —
oY=y

olmak iizere X bir fuzzy multi-metrik uzaydir. Bu, her multi-metrik uzaydan bir

fuzzy multi-metrik uzay elde edilebilecegini gosterir [12].
3.6. Teorem:

M, My,...,Mp,, X lizerinde m-tane fuzzy metrik olsun. Bu durumda a*b#0 olmak

lizere M;*M,*...*Mp,, X lizerinde bir fuzzy metriktir [12].
3.7. Teorem:

di,da,...,dn, X lizerinde m-tane metrik olsun. Bu durumda a*b=ab ve a*b=0 olmak
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tizere her x,ye X igin

t % t - t

trd,(xy) t+dy(xy)  t+d (xy)’

X lizerinde bir fuzzy metriktir [12].

3.8. Tanim:

X =|JX, bir fuzzy multi-metrik uzay, xe X ve {x,jcX bir dizi olsun. Eger her

i=1
re(0,1) i¢in en az bir npe N ve 1<i<m var Oyle ki her n>n, iken her t>0 i¢in
M;(Xn,X,t)>1-1 oluyorsa {x,} dizisi xe X noktasina yakinsiyor denir ve x,—>X veya

limx,=x ile gosterilir [12].

3.9.Teorem:

Bir {xn}c)z dizisinin X = UXi fuzzy multi-metrik uzayinda yakinsak olmasi i¢in

i=1
gerek ve yeter sart Inpe N ve 1<k<m var dyle ki {x,:n>no} alt dizisi (Xy,My,*) fuzzy

metrik uzaymda yakinsak olmasidir [12].
1spat:

Eger {x,} dizisi bir xe X noktasina yakinsiyorsa tanimdan her re(0,1) i¢in en az bir
npe N ve 1<k<m var dyle ki her n>n¢ iken her t>0 ig¢in M(xy,Xx,t)>1-r olur. Yani
{xpn2np} Xy ve dolayisiyla {x,:n>ng} alt dizisi (Xx,My,*) fuzzy metrik uzayinda

yakinsaktir.

Eger npe N ve 1<k<m var Oyle ki {xn:n>ng} alt dizisi (Xx,Mk,*) fuzzy metrik

uzayimnda yakinsaksa her re(0,1) igin tanimdan en az bir poe N ve xe X noktas var
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oyle ki n>maks{no,po} iken her t>0 igin My(xp,X,t)>1-1 olur. Boylece {x,} dizisi X

fuzzy multi-metrik uzayinda yakinsaktir.

3.10.Teorem:

X = OX bir fuzzy multi-metrik uzay, {x,} ve {y,} X da diziler ve {t,}=(0,00) bir dizi

i=1
olsun. Eger x,—Xo, yn—>Yo, ta—=>to ve en az bir 1<p<m i¢in X,,yoeX,, t>0 ise,
1im,Mp(Xn, Yn, tn)=Mp(X0,¥0,t0) olur [12].

Ispat:

Xp—Xo Ve yn—Yyo oldugundan en az bir n; ve n, dogal sayilarn var Gyle ki
n>maks{n;,n,} iken Xpy,€X, dir. 8<t/2 olacak bi¢gimde 8>0 sayis1 secelim. Bu
durumda en az bir npe N var Oyle ki her n>maks{ng,n;,n,} icin [t,—t|<d dir. Boylece

her n>maks {ng,n;,n,} i¢in

Mp(Xn,¥n,tn)=ZMp(Xn,X0,0) *Mp(X0,¥0,t=20) *Mp(¥n,y0,0) Ve
M,(X0,Y0,1+20)=Mp(Xn,X0,0) *Mp(Xn, Y, tn) ¥Mp(¥n,Y0,0)

olur. n—co i¢in limit alinirsa,

limaMp(Xn,Yn,ta)=1#Mp(Xo0,Y0,t—=20)*1 ve
M;(X0,Y0,t+20)= 1 *1imyMp(Xn,Yn,tn) * 1

olur. t->M(x,y,t) fonksiyonunun siirekliliginden

1imMp(Xn,Yn,tn)=Mp(Xo0,Yo,t0) elde edilir.
3.11.Teorem:

Fuzzy multi-metrik uzayda yakinsak bir dizinin limiti tektir [12].
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Ispat:

)N(:UXi bir fuzzy multi-metrik uzay, {xn}c)N( bir dizi, xi,x,e X olmak iizere
i=1

Xp—>X] Ve X,—X; olsun. Bu durumda en az bir npe N ve 1<i<m var Oyle ki her n>ny
i¢in X, € X; olur. Boylece,

1>Mi(X1,X2,t)=2Mi(X1,Xn,t/2)*M;(Xp,X2,t/2)

olur. n—oo i¢in limit alinirsa,

I>Mi(x1,X2,t)>1%1=1

elde edilir ki bu da x;=x; oldugunu gosterir.

3.12.Teorem:

Fuzzy multi-metrik uzayda yakinsak bir dizi sinirlidir [12].

3.13. Tamim:

X = UXi bir fuzzy multi-metrik uzay, {x,}cX bir dizi olsun. Eger her re(0,1) ve

i=l
t>0 i¢in en az bir npe N ve 1<s<m var dyle ki her n,p> ng i¢in M(Xp,Xp,t)>1-1

oluyorsa {x,} dizisine Cauchy dizisi denir [12].

3.14.Teorem:

Bir X =UXi fuzzy multi-metrik uzayinda bir {x,} Cauchy dizisinin yakinsak

i=1

olmasti i¢in gerek ve yeter sart her k, 1<k<m i¢in |{x,}"Xk| nin sonlu veya sonsuz ise
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{Xn} NXk dizisinin (Xi,My,*) fuzzy metrik uzayinda yakinsak olmasidir [12].
Ispat:
(=): Aciktr.

(<): Tanimdan en az bir nje N ve 1<s<m var dyle ki her n>n; i¢in x,eX; dir. Eger

[{Xn} "Xy sonsuz ve lim({xn} NXy)=x ise k=s olmalidir.
{Xn}NXj= {xk1 D SIS o ,} ile gosterelim. Herhangi 6€(0,1) i¢in ny>n; dogal

sayist var Oyle ki her pn>n, ve her t>0 i¢in M(Xy,Xpt/2)>1-0 ve

M, (Xk“ ,X,t/2)>1—8 dir. Buradan,
M. X 02 M, (X, %, o1/ 2) % M (X, ,x,/2)2(1-8)(1-8)>1-¢

elde edilir ki bu da limx,=x oldugunu gosterir.
3.15. Tanim:

Eger bir fuzzy multi-metrik uzayda her Cauchy dizisi yakinsaksa bu uzaya tamdir

denir [12].

3.16. Teorem:

)N(:UXi bir tam fuzzy multi-metrik uzay olsun. n=1,2,..., 0<g,<l olmak flizere
i=1

{B(Xn, €n,t)} €-disk dizisi i¢in asagidakiler saglansin:

(1) B(X] »&1 ,t)DB(Xz,Sz,t)D. . .DB(Xn,Sn,t) ces

(if) limag,=0.
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Dolayisiyla, ﬂB(Xn ,€,,t) tek nokta kiimesine esittir [12].

n=l
Ispat:

Once {x,} dizisinin Cauchy dizisi oldugunu gosterelim. (i) kosulundan, eger p>n ise
her 0 i¢in Xp,eB(Xp,&p,t)=B(Xn,€n,t) olur. Boylece 1<i<m ve Xp,x,€X i¢in
Mi(Xp,Xn,t)>1—¢, elde edilir. Herhangi €€(0,1) icin lime,=0 oldugundan en az bir
no(e)e N var dyle ki n>nog iken g,<e olur. Boylece eger x,€X| ise limx,=x, dir.
Buradan bir n dogal sayis1 var dyle ki p>n, iken xpeX dir. p,n>maks{n’,ny(e)}

olacak bigimde p ve n dogal sayilarini se¢elim. Bu durumda
Mi(Xp,Xn,t)>1—€n>1—¢

olur ki bu da {x,} dizisinin Cauchy dizisi oldugunu gosterir. X =| )X, tam

1

—

oldugundan {x,} dizisi xoe X gibi bir noktaya yakisar. (i) ve (ii) kosullarindan

p—o iken Mi(Xg,Xp,t)>1—€, olur. Bdylece, xo€ ﬂB(Xn,Sn,t) olur. Eger

n=l

ye ﬂB(xn, €,,t) olacak sekilde bir y varsa ye X dir. Buradan her t>0 i¢in
n=1

1>M(y,X0,t)=lim,M(Y,Xn,t)=> limy(1—g,)=1

olur. Boylece Mj(y,xo,t)=1 olur ki bu da y=x( olmas1 demektir.

3.17. Tanim:

X, ve X, iki fuzzy multi-metrik uzay ve f, X, den X, ye bir fonksiyon, xo€ X, ve
f(x0)=yo€ X, olsun. Eger her £€(0,1) ve t>0 icin en az bir 8€(0,1) var dyle ki her

xeB(x0,8,H)c X, iken yeB(yo,et)c X, , yani, f(B(x0,5,t))= B(yo.&,t) oluyorsa f ye xo
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noktasinda siirekli denir. Eger f, X, in her noktasinda siirekli ise f ye X, den X, ye

stirekli fonksiyon denir [12].

3.18. Teorem:

X, ve X, iki fuzzy multi-metrik uzay ve f, X, den X, ye siirekli bir fonksiyon ve

{X,}= X, bir dizi olsun. xe X, olmak iizere eger x,—x ise f(x,)—>f(x) dir [12].
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4. t-NORMLAR ve t-CONORMLARLA SEZGIiSEL FUZZY METRIK
UZAYLAR ARASINDAKI BAZI ILISKILER

Bu boliimde Sapena [13]’nin vermis oldugu t-normlarla George ve Veeremani [6]
anlamindaki fuzzy metrik uzaylar arasindaki baz iligkiler, t-norm ve t-conormlarla
Park [5] anlamindaki sezgisel fuzzy metrik uzaylara taginarak genellestirilecektir.
Ayrica sezgisel fuzzy metrik uzay ornekleri verilecek ve tirettikleri topolojiler elde

edilecektir.

[0,1]lcR, i=1,2,3 icin T;S;i: [0,1]x[0,1]—>[0,1] olmak iizere her x,ye€[0,1] i¢in
Ti(x,y)=min{x,y}, Tax,y)=xy, Ts(x,y)=maks{0,x+y—1}  t-normlarmi  ve

Si(x,y)=maks{x,y}, Sa(x,y)=x+y—xy, S3(X,y)=min{1,x+y} t-conormlarini ele alalim.

Asagidaki sekillerde bu t-norm ve t-conormlarin {ic ve iki boyuttaki grafikleri

verilmistir.

Sekil 4.1. Ty(x,y)=min{x,y} t-normu
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Sekil 4.2. Tx(x,y)=xy t-normu

=maks {0,i+y—l } t-normu

Sekil 4.3. Ts(x,y)
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Sekil 4.4. S(x,y)=maks{x,y} t-conormu

Sekil 4.5. Sy(x,y)=x+y—xy t-conormu
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Sekil 4.6. S;(x,y)=min{1,x+y} t-conormu

4.1.0Onerme:

x,y€[0,1] olmak tizere asagidakiler vardir:

(1) T3(X’Y)ST2(X>Y)ST1(X’Y)’
(i1) Her stirekli t-norm icin T(x,y)<T;(X,y),

(iii) S1(x,y)<S2(x,y)<S3(x,y),
(iv) Her siirekli t-conorm i¢in S;(X,y)<S(x,y) [19].

4.2 Lemma:

(X,M,N,T,S) sezgisel fuzzy metrik uzay, T'<T ve S'>S olacak sekilde T" ve S’
strastyla t-norm ve t-conorm olsun. Bu durumda (M,N,T’,S"), X iizerinde bir sezgisel

fuzzy metriktir.
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Ispat:

(IFM-5) ve (IFM-10) kosullarinin saglandigin1 géstermek yeterlidir.

(IFM-5): T'(M(x,y,t),M(y,z,5))<T(M(X,y,t),M(y,Z,5))<M(X,Z,t+s).

(IFM-10): S'(N(x,y,t),N(v,2,5))>S(N(x,y,t),N(y,2,5))>N(X,z,t+s).

4.3.Onerme:

(X,M,N,*,0) sezgisel fuzzy metrik uzay ve ke(0,1) olsun. Her x,ye X ve t>0 i¢in

w(x,y,t)=maks {M(x,y,t),k} ve n(x,y,t)=min{N(x,y,t),1-k}

olsun. Bu durumda (X,p,n,*,0) sezgisel fuzzy metrik uzaydir, [F-sinirhidir ve (M,N)

nin {rettigi topoloji ile (1,1) nin tirettigi topoloji aynidir.

Ispat:

(X,u,M,*,0) nin sezgisel fuzzy metrik uzay oldugunu ispatlamak i¢in (IFM-5) ve
(IFM-10) sartlarinin saglandigini gérelim.

(IFM-5): w(x,y,t)*w(y,z,s)<u(x,z,t+s) esitsizliginin saglandigini gorelim.

1.Durum: maks{M(x,y,t),k}=M(X,y,t) ve maks{M(y,z,s),k}=M(y,z,s) olsun. Buradan
HOGY,D*(Y,2,8)=M(X,y,1)*M(y,2,5)<SM(x,z,t+s)<maks {M(x,z,t+s),kj =u(x,z,t+s).

2.Durum: maks{M(x,y,t),k}=k ve maks{M(y,z,s),k}=M(y,z,s) olsun. Buradan,
H(X,y,0)* (Y, z,8)=k*M(y,z,s)sk<maks {M(X,z,t+s),k } =p(x,z,t+s).

3.Durum: maks {M(x,y,t),k}=k ve maks{M(y,z,s),k}=k olsun. Buradan,
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w(x,y,t)*u(y,z,s)=k*k<k<maks {M(x,z,t+s),k } =p(x,z,t+s).
(IFM-10): n(x,y,t)on(y,z,8)=n(x,z,t+s) esitsizliginin saglandigini gorelim.

1.Durum: min{N(x,y,t),1-k}=N(x,y,t) ve min{N(y,z,s),k}=N(y,z,s) olsun. Buradan
Nx,y,)oM(y,z,8)>N(X,y,t)ON(Y,z,5)>N(x,z,t+s)>min {N(X,z,t+s),1 -k } =n(X,z,t-+s).

2.Durum: min{N(x,y,t),k}=1-k ve min{N(y,z,s),k}=N(y,z,s) olsun. Buradan,
Nx,y,t)on(y,z,s)=(1-k)ON(y,z,s)>1-k>min {N(x,z,t+s), | -k } =n(x,z,t+s).

3.Durum: min{N(x,y,t),1-k}=1-k ve min{N(y,z,s),1-k}=1—k olsun. Buradan,
Nx,y,t)on(y,z,s)=(1-k)0(1-k)>1-k>min {N(x,z,t+s), 1 -k }=n(x,z,t+s).

Her x,yeX ve t>0 icin w(x,y,t)>k ve n(x,y,t)<1-k oldugundan (X,u,n,*,0) IF-

siirhdir.
Ayrica r<l-k i¢in Bovn(X,1,t)=B.n)(X,1,t) oldugundan tovny=T(,n dir.
4.4 Onerme:

1=1,2,3 i¢in (X,M,N,T;,S;) sezgisel fuzzy metrik uzay olsun. k>0 olmak tiizere her

x,yeX ve t>0 icin

— k+M(XBY5t) ve NI(X y t): N(X’Y5t)

M'(x,y,t
(.. 1+k 1+k

olsun. Bu durumda (X,M',N',T;,S;) IF-sinirh sezgisel fuzzy metrik uzaydir. Ayrica
(M,N) nin iirettigi topoloji ile (M',N’) niin iirettigi topoloji aynidir.
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Ispat:

(X,M',N',T;,S;) nin sezgisel fuzzy metrik uzay oldugunu ispatlamak icin (IFM-5) ve
(IFM-10) sartlarinin saglandigini gérelim. (T1,S;) e gore gostermek yeterlidir.

(IFM-5): min{M(x,y,t),M(y,z,8)} <M(X,z,t+s) oldugundan M(X,y,t)<M(X,z,t+s) ve
M(y,z,8)<M(X,z,t+s) dir. Buradan,

k+M(x,y,t) < k+M(x,z,t+5) ve k+M(y,z,s) < k+M(x,z,t+5)
1+k 1+k 1+k 1+k

olup

min k+M(x,y,t)’k+M(y,z,s) < k+M(x,z,t+5)
1+k I1+k 1+k

elde edilir ki bu da istenilendir.

(IFM-10): maks{N(x,y,t),N(y,z,5)} >N(x,z,t+s) oldugundan N(x,y,t)>N(x,z,t+s) ve
N(y,z,5)=>N(x,z,t+s) dir. Buradan,

N(x,y,t) S N(x,z,t+s) ve N(y,z,5) S N(x,z,t+5)
1+k l1+k 1+k 1+k

olup

maks N(x,y,t) ’ N(y,z,s) > N(x,z,t+s)
1+k 1+k 1+k

elde edilir.
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’ k ! 1 - .
M'(x,y,t) > —— veN'(X,y,t) <—— oldugundan (X,M',N',T;,S;) IF-simirl sezgisel
I1+k I1+k
fuzzy metrik uzaydir.
t>0 ve re(0,1) olsun.

B(M,N) (X:ra t) = {y eX: M(X’ Y, t) > l_ra N(X’ Y, t) < r}
={yeX:(I+k)M'(x,y,t) -k >1-r,(1+k)N'(x,y,t) <1}

r r r
=qyeX:M'x,y,t)>1-——— N'(X,y,t) <—— =B 1, | X,——,t
{y (3.1 1+k (*.y.9 1+k} (M’N)( 1+k j

B(M’,N’)(X’ T, t) = {y € X : M’(X> Y, t) > 1 -, N’(X: Y, t) < r}

:{yeX:—kJrM(X’y’t) >1—r,—N(X’y’t) <r}
I1+k I+k

= {y e X:M(x,y,t) >1-(1+k)r, N(x,y,t) < (1+ k)r} =B (x,r(l +k), t)

olup Tomn=Tow Ny elde edilir.

4.5.0nerme:

(X,M,Np,*,0) ve (X,M2,Ny,*,0) sezgisel fuzzy metrik uzay olsun. Bu durumda
w'(x,y,t) =min {M1 (x,y,1),M,(X,y, t)} ve 1n'(X,y,t) = maks {Nl(x, v, 1), N, (X,y, t)}
olmak iizere (X,u',n’,*,0) sezgisel fuzzy metrik uzaydir.

Ispat:

(IFM-5) ve (IFM-10) sartlarinin saglandigin1 gorelim.

_(—)IFM'S : M'(X,Yat) * p'(y,z,s)=min {M 1 (X=Y9t)9M2(vaat) } *min {M1(y,Z,S),M2(y,Z,S)}
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<min{M;(x,y,t)*Mi(y,z,8),Ma(X,y,t)*Ma(y,z,5) }

< min{M;(X,z,t+s),Ma(x,z,t+s) } =’ (X,Z,t+s).

[FM-10): n'(x,y,t)0n'(y,z,s)=maks {N;(x,y,t),Na(X,y,t) } Omaks {N(y,z,s),N(y,z,8) }
=maks {N(X,y,t)ON(y,z,5),N2(x,y,t)ON(y,z,8)}
>maks {N;(x,z,t+s),Na(X,z,t+s) } =n(X,Z,t+s)

4.6.0Onerme:

(X,M,N,T1,S)) ve (X,M2,N2,T2,S,) sirasiyla d; ve d, metrikleri tarafindan iiretilen

sezgisel fuzzy metrikler,
(L,n)=(min{M;,M,},maks{N;,N>}) ve (L' ,n')=(M;-M2,N;+N,—N;-N>)

olsun. (u,m) sezgisel fuzzy metrigini iireten bir metrik olmasina ragmen (u',m’)

sezgisel fuzzy metrigini lireten bir metrik yoktur.
1spat:
(uvn):(min {Ml 7M2} amaks {Nl :NZ} ):

(min{ ¢ , t },maks{ d,(x,y) ’ d,(x,y) }j
t+d,(x,y) t+d,(x,y) t+d,(x,y) t+d,(x,y)

_ t maks{d, (x,y),d, (x,y)}
t+maks{d, (x,y),d,(X,y)} t+ maks{d, (x,y),d,(x,y)}

olup (1,M) metrigi d(x,y)=maks{d;(x,y),d2(X,y)} metrigi tarafindan tiretilmistir.

Diger taraftan, R* U {0} de di(x,y)=|x—y| ve da(x,y)=maks{x,y} metriklerini alalim.
(M,N}) ve (M,Ny) sirastyla d; ve d; metrikleri tarafindan indirgenen sezgisel fuzzy

metrikler olsun. (1’ ,1")=(M;-M,N;+N,—N;-N;) olmak {lizere,



33

t
t+d1(X’Y) t+d2(X,Y)

“'(Xa}Iat):M 1 (X7y’t).M2(X7y’t):

t2
2 atd (x,y) Ft-dy (%, y) +d, (%, ¥) - dy (x,Y)
t2

t~|:t+d1(x,y)+d2(X,y)+

d,(x,y) d,(x, y)}
t

t

t+d,(x,y)+d,(x,y)+ d,(x,y)-d,(x,y)

t

Ve

n ’(Xayat)z Nl (Xﬁy’t)+N2(X9Yat)_N1 (Xayat)'N2(X9yat)

— dl(X’Y) + dZ(Xa}I) _ dl(X5Y) . dZ(XaY)
t+d(x,y) t+d,(x,y) t+d(x,y) t+d,(x,y)
__tdixy)+td (X y) +di (%, y)-d, (X, y)
+td (x,y)+t-d,(x,y) +d,(x,y) d, (X, y)

d,(x,y)-d,(x,y)
t

dl (X7 Y) ) d2 (Xa Y)
t

d,(x,y)+d,(x,y)+

t+d1(X’Y)+d2(X’Y)+

elde edilir.

diyelim. Bu durumda D(x,y) licgen

I)(x,y)::dl(x,y)+_d2(x’y)+_dl(x,y);dz(x,y)

esitsizligini saglamaz. Ciinkii,

D(2,3)+D(3,4)

= d1(253)+d2(29 3)+

dl (2’ 3) td2 (2’ 3) + d1 (39 4) + d2 (3’ 4) +

d,(3,4)-d,(3,4)
t

:1+3+£+1+4+ﬂ:4+§+5+i=9+Z
t t t t t
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Ve

D(2,4)=d,(2,4)+d,(2,4)+ 3 <2,4>-td2(2,4) 2.4 8

=2+4+——=6+—
t t

elde edilir. t<% icin 6+%<9+% olup bu da D(2,3)+D(3,4)<D(2,4) olmasi

demektir ki bu bir ¢eligkidir.
4.7.Lemma:

(X,d) metrik uzay ve s,t>0 olsun. n>1 olmak iizere asagidaki esitsizlik saglanir:

o) _ o {d(x,y) ey, z)}.

(t+s)" " 7"

4.8.0rnek:

(X,d) metrik uzay olsun. n>1 olmak tizere

_d(xy) d(xy)

M(x,y,t)=e “ ve N(x,y,t)=1-¢ "

olarak tanimlayalim. Bu durumda (X,M,N,T},S;) sezgisel fuzzy metrik uzaydir ve

ayrica Tow,N)=Tq dir.

Ispat:

(X,M,N,T1,S1) nin sezgisel fuzzy metrik uzay olma sartlarimi sagladigi kolaylikla

gosterilebilir. Diger taraftan,
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By &1, ={ye X:M(X,y,t) >1-1,N(x,y,t) <1}

dx.y)
={YGX:e v <L}={YGX:d(fﬂ’y)<—1n(1—r)}

-1

={yeX:d(x,y) <—t"In(1-1)} = B(x,~t" In(1-1))

ve t>0 icin

dx,y) _r e
Bx,r)={yeX:d(x,y)<r} = yeX:t—n<t—n =yeX:e ' <e'

_d(x,y) T _d(x,y) T T
=qyeX:ie " >l-|l-e" |I-e " <l-e' =B, |Xxl-e",t

olup TMN)~Td dir.

4.9.Not:
Yukaridaki Ornek n<1 olmasi durumunda gecerli degildir. Reel sayilar kiimesi

tizerinde alisilmis metrigi géz Oniine alalim. n=1/2, x=1, y=2 ve z=3 olsun. Bu

durumda,

2
M(x,z,2)=¢ 2 < min {l,l} =min {M(X, y,1), M(y, z,l)}
e e

2
N(x,z,2)=1-¢ s maks{l —l,l—l} = maks{N(X, y,1),N(y, z, 1)}
e e

olur ki bu bir geligkidir.
4.10.0rnek:

(X,d) bir metrik uzay olsun. Her a,be[0,1] i¢in a*b=min{a,b} ve a0b=maks{a,b}



olarak almirsa, Mg veNy, XxXx(0,00) iizerinde fuzzy kiimeler, her k,m,neR" i¢in

n

Mu(x,y,0)= kT ve Ny(x,y,t)= _ mdxy)
kt" + md(x, y) kt" + md(x, y)

seklinde tanimlanan (X,Mg,Ng,*,0) sezgisel fuzzy metrik uzaydir.

Burada tovn=Tq dir.
Ispat:
(IFM-5) ve (IFM-10) sartlarinin saglandigint gérelim.

I[FM-5):

1+ md(x,2) < maks {1 + md(x, y) A+ md(y,2)
k(t+s)" kt" ks"
k(t+s) > min kt ’ ks
k(t+s)" +md(x,z) kt" + md(x,y) ks" +md(y,z)

[FM-10):

1+ md(x,2) < maks {l + md(x, y) A+ md(y,2)
k(t+s)" kt" ks"
k(t+s) > min kt ’ ks
k(t+s)" +md(x,z) kt" + md(x,y) ks" +md(y,z)
md(x,z) { md(x,y) _ md(y,2) }

k(t+s)" +md(x,z) kt" + md(x,y) ks +md(y,z)

Diger taraftan, xe X, t>0 ve re(0,1) i¢in

36
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B(MN)(X’rot): y€X5L>l—r’M<r
| kt" +md(x,y) kt" +md(x, y)
kt"r
= X:d(x,y)< )
{ye (%) m(l—r)}
Ayrica,

B(x,1) =By (X,L, t) oldugundan toun)=Tq elde edilir.
’ kt" +mr

4.11.0rnek:

X=(0,0) ve a>0 olsun. Her x,yeX ve t>0 i¢in,

olsun. (X,M,N,T>,S,) sezgisel fuzzy metrik uzay olup (X,M,N,T},S;) sezgisel fuzzy
metrik uzay degildir. Bu 6rnek J.H.Parkin x = N ve a=1 i¢in vermis oldugu 6rnegin

genellestirmesidir.

4.12 Not:

xeX, t>0 ve re(0,1) olsun.
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B(M,N)(X5rat): yeX:XSy,(ij >1—r,1_[§j <r
y y
U{YEXI}’SX,(ZJ >1—r,1—(1) <r}
X X
1

=qyeX:x<y< X - u{yeX:x(l_r)a<y£X}
(-1

1

= x(l—r);, X

1

(1-1)*

Sonug olarak Bovn(x,1,t) R de agik araliktir. r—0 iken Bovny(X,1,t) nin ¢api sifira

yaklasir. TN topolojisi R nin aligilmis topolojisinden indirgenen topolojidir.

Yukaridaki (M,N) ikilisi (T,S;) e gore sezgisel fuzzy metrik degildir. a=1, x=1, y=2,

z=3 alalim. Bu durumda,

M(X,z,t+5) = % < min {%, %} = min {M(X, y,t), M(y,z, s)}

N(x,z,t+s) = % > maks {%,%} = maks {N(x, y,t), N(y, z, s)}

olur ki bu bir ¢eliskidir.
4.13.0Ornek:

X=(1,0) ve M,N:XxX—[0,1], her a,beX ve t>0 i¢in anb=inf{a,b} ve avb=sup{a,b}

olmak iizere,

1 1

anb avb

1 1

anb avb

M(a,b,t)zl—( j,N(a,b,t)=
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olsun. Bu durumda (X,M,N,T3,S3) sezgisel fuzzy metrik uzay olup, (X,M,N,T,,S,)
sezgisel fuzzy metrik uzay degildir. Ayrica tpvn) topolojisi R nin alisilmisg

topolojisinden X lizerine indirgenen topoloji ile ¢akisir.

4.14.0Ornek:

X=(2,0) ve M,N:XxX—[0,1], her a,beX ve t>0 i¢in

1 ; a=b 0 ; a=b
M(a,b,t) = ,N(a,b,t) =
( ) l+l ; azb ( ) 1—(l+lj ; a#b
a a b

olsun. Bu durumda (X,M,N,T3,S;) sezgisel fuzzy metrik uzay olup, (X,M,N,T5,S,)
sezgisel fuzzy metrik uzay degildir. Ayrica TN nin dretti@i topoloji ayrik

topolojidir.
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5. SEZGIiSEL FUZZY METRIK UZAYLARDA HAUSDORFF METRIiK

Bu boliimde herhangi bir metrikten faydalanilarak elde edilen Hausdorff metrik ve
farkli iki gosterimi agiklanarak verilmis daha sonra sezgisel fuzzy metrikten
faydalanarak Hausdorff sezgisel fuzzy metrigin kurulusu detayli bir bigimde
anlatilmistir. Ayrica Hausdorff sezgisel fuzzy metrigin indirgedigi diizgiin yapi ile

sezgisel fuzzy metrigin indirgedigi diizgiin yap1 arasindaki bazi bagintilar verilmistir.
5.1. Hausdorff Metrik
5.1.1.Tanim (Hausdorff metrik):

(X,d) metrik uzaymnin bostan farkli, kapali ve smirli altkiimelerini CBy(X) ile
gosterelim.

N(Ae)={xeX:d(x,A)<e} ve d(x,A)= in£ d(x,a)

olmak iizere, her A,BeCBy(X) igin,

Hg : CBy(X)xCBy(X)—[0,0)
Hq4(A,B)=inf{e: BcN(A,e), AcN(B,¢)}

ile tanimlanan Hy fonksiyonu CBy(X) lizerinde bir metrik olup bu metrige d metrigi

tarafindan elde edilen Hausdorff metrigi denir [20].
5.1.2.0nerme:
Yukarida verilen tanima denk olarak,

Hq4(A,B)=maks{ sup d(a,B), sup d(b,A)}=maks { sup ibng d(a,b),sup inf d(b,a)}

acA beB acA beB 23€A

esitligi elde edilebilir.
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Ispat:

A kapali ve sinirlt oldugundan en az bir acA var > d(x,A)=d(x,a) ve B kapali ve

sinirlt oldugundan en az bir beB var > d(x,B)=d(x,b) dir. Buradan,

N(A,e)={xeX: JacA,d(x,a)<e}= UB(a, €) ve

aeA

N(B.e)={xeX: IbeB,d(x,b)<e}=| JB(b,e)

beB

olur. 5.1.1.Tanim’inda verilen Hausdorff metrik denklemi, A nin B ye uzakliginin su

iki infimumunun biiyiik olan1 oldugunu soyler:

Hq(A,B)=maks{inf{e:Ac | JB(b,¢) },inf{e:B<| JB(a,&) } }.

beB aeA

Ac| JB(b,e) =Ac| J{x 1 d(x,b) < &}

beB beB
—=VaeA, JbeB var > d(a,b)<e

=VacA, ibng d(a,b)<e olur. Benzer sekilde,

Bc UB(a, €) =>Bc U {x:d(x,a) < &}

aeA aeA
—=VbeB, JacA var 5> d(a,b)<e

=VbeB, in£ d(a,b)<e olur. Dolayisiyla,

Ha(A,B)=maks{inf{e: VaecA, ibng d(a,b)<e},inf{e: VbeB, in£ d(a,b)<e}}

=maks{ sup ibng d(a,b), sup in:{ d(b,a)}

acA beB 2€

=maks{sup d(a,B),supd(b,A)}

aeA beB

elde edilir.
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5.1.3.0rnek:

(R ,d) Oklid uzayi, A=[a;,a;] ve B=[b;,bs], R de iki kompakt kiime olsun. Bu

durumda,
Hy(A,B)=maks{|a;—b;|,Ja,—b,|} olur.
5.1.4.0Ornek:

Xz, |X[22 ve (X,d) ayrik metrik uzay olsun. A,BcX, A#B bostan farkli ve sonlu
olsun. Dolayistyla H4(A,B)=1 dir.

5.1.5.0rnek:

R" nin tim bostan farkli, kompakt ve konveks alt kiimelerinin ailesini Px(RR") ile

gosterelim. A ve B, R" nin bostan farkli ve sinirhi alt kiimeleri, ||.||, R" tizerindeki

Oklid normunu gostermek iizere bu kiimeler arasindaki uzaklik Hausdorff metrigi,

H(A,B)=maks{ sup in£ |la—b]|, sup in£ |la—b||}
1S3 beB ae

acA D

olarak tanimlanir. Bu durumda (Px(RR"),H) metrik uzay olur.
5.2. Hausdorff Sezgisel Fuzzy Metrik

Bu boliimde sezgisel fuzzy metrik uzaylarda Hausdorff metriginin kurulusunu detayl

bir bigimde verecegiz.

5.2.1.Teorem:

(X,M,N,*,0) sezgisel fuzzy metrik uzay olsun. Bu durumda M ve N, XxXx(0,0)

uzerinde sureklidir.
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Ispat:

x,yeX, t>0 ve keyfi (X'n,y;i,t'n)nchXx(O,oo) dizisi (x,y,t) noktasina yakinsasin.
M(x,,y.,t.), ve (N(x,,y,,t.)),, [0,1] arahginda diziler olduklarindan
(X,,y,,t,), dizisinin bir (Xn,Yn.ta)n alt dizisi var 3> (M(Xn,Ynota))n V€ (N(Xn,Ynotn))n
dizileri [0,1] araliginda yakinsaktir. Gergekten, §<t/2 olacak bicimde keyfi 6>0 sayis1

secelim. t,—t oldugundan en az bir noe N var > Vn>ny icin |t,-t|<0 olur. Bdylece

Vn>n, igin,

M(Xn,¥nstn)ZM (X, ¥n,t—0)>M (X, X,0/2) *M(X,y,t—28) *M(Y,yn,0/2),
N(Xn»¥n,tn) SN (Xn, Y, t—0)<N(Xn,X,0/2 ) ON(X,y,t—28)ON(Y,yn,0/2)
ve
M(X,y,t+28)>M(X,y,tat0)=M(X,Xn,0/2) *M(Xn,Yn,tn) * M(¥n,y,0/2),
N(x,Y,t+28)SN(X,Y,ta+0)SN(X,Xn,0/2)ON(Xn,Yn, tn) ON(Yn,Y,0/2)

olur. n—oo i¢in limit alinirsa,

limyM(Xn,¥n,tn)>1*M(X,y,t—28)* 1=M(X,y,t—29),
1im,N(Xp,¥n, ta)<OON(X,y, t—20)00=N(X,y,t—20)

ve

M(X,y,t+28)>1 *limyM (X, ¥n,tn)* | =limyM(Xn,Yn, tn),
N(x,y,t+28)<00limyN(Xp, Yn, tn) 00=lim,N(Xp,Yn,tn)

olur. t->M(x,y,t) ve t—>N(x,y,t) fonksiyonlar siirekli oldugundan

M(x,y,t)=lim,M(Xp,¥n,tn) ve N(X,y,t)=lim,N(X,Yn,tn)

elde edilir. Boylece M ve N, XxXx(0,00) lizerinde stireklidir.
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5.2.2. Tamim:
(X,M,N,*,0) sezgisel fuzzy metrik uzay, ac A ve @#BcX olsun.
M(a,B,t)=sup{M(a,b,t):-beB} ve N(a,B,t)=inf{N(a,b,t):beB}

ile tanimlanan M(a,B,t) ve N(a,B,t) ifadelerine sirasiyla t ye gore acA nin B

kiimesine yakin olma ve yakin olmama derecesi denir [21].
5.2.3.Not:

(X,M,N,*,0) sezgisel fuzzy metrik uzay olmak iizere Py(X), Fo(X) ve Ko(X) ile
strastyla (X,tovn)) nin bostan farkli, bostan farkli sonlu ve bostan farkli kompakt tim

alt kiimelerin ailesini gosterecegiz.
5.2.4.Lemma:

(X,M,N,*,0) sezgisel fuzzy metrik uzay olsun. Bu durumda her ae X, BeKy(X) ve
t>0 i¢in M(a,B,t)=M(a,by,t) ve N(a,B,t)=N(a,by,t) olacak sekilde en az bir byeB

vardir.
ispat:

aeX, BeKy(X) ve t>0 olsun. 5.2.1.Teorem’inden y—>M(x,y,t) ve y—N(x,y,t)
fonksiyonlart siireklidir. B kompakt oldugundan supM(a,b,t)=M(a,by,t) ve

beB

ibng N(a, b, t) =N(a,bo,t) olacak sekilde en az bir byeB vardir. Buradan,

M(a,B,t)=M(a,bo,t) ve N(a,B,t)=N(a,by,t)

yazilabilir.



45

5.2.5.Lemma:

(X,M,N,*,0) sezgisel fuzzy metrik uzay olsun. Bu durumda her ae X ve BeKy(X)

icin t—>M(a, B, t) ve t—>N(a, B, t) fonksiyonlar1 (0,00) iizerinde siireklidir.
ispat:

sup M(a, b, t)=M(a,B,t) ve iblg N(a,b, t)=N(a,B,t) ve her bir beB i¢in

beB
t—>M(a,b,t) ve t—>N(ab,t) fonksiyonlar1 (0,0) aralifinda siirekli oldugundan
t—>M(a,B,t) ve t—>N(a,B,t) fonksiyonlar1 (0,00) araliginda sirasiyla alt ve iist yari

sureklidirler.

Gosterecegiz ki, t—>M(a,B,t) fonksiyonu (0,0) araliginda iist yar1 siirekli ve

t—N(a,B,t) fonksiyonu (0,00) araliginda alt yar1 stireklidir.
(ty)n=(0,0) ve t,—>t olsun. 5.2.4.Lemma’sindan her ne Nigin bir b,eB var >

M(a,B,t,)=M(a,by,t,) ve N(a,B,t,)=N(a,by,t,) olur. 5.2.1. Teorem’inden, BeKy(X) i¢in

(bn)n dizisinin bir (bnk ), alt dizisi var > bpeB olmak {izere bnk —by olur. Boylece

t, )=M(a,b,,t) ve liI{nN(a,bnk ,t, ) =N(a,b,t)

n % °n

li&nM(a,b
olur. Buradan,
li&nM(a,B,tnk) =M(a,b,,t) < M(a,B,t) ve li]{nN(a,B,tnk ) =N(a,b,,t) > N(a,B,t)

elde edilir.

O halde (0,0) iizerinde t—>M(a,B,t) fonksiyonu iist yar1 siirekli ve t—>N(a,B,t)

fonksiyonu alt yar siireklidir. Bu da ispati tamamlar.
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5.2.6.Lemma:

(X,M,N,*,0) sezgisel fuzzy metrik uzay olsun. Bu durumda her AeKy(X), BePy(X)

ve t>0 i¢in en az bir ag€ A var >

inf M(a,B,t) = M(a,,B,t) ve supN(a,B,t) = N(a,,B,t) dir.

acA acA
1spat:

o= in£ M(a,B,t) ve B =supN(a,B,t) diyelim. Bu durumda bir {a,}cA dizisi var >

acA
Vne N i¢in, a+1/n>M(a,,B,t) ve f—1/n<N(a,,B,t) olur. AeKy(X) oldugundan (a,),

dizisinin bir (a, ), alt dizisi var > ape A olmak lizere a, —ay olur.

Keyfi beB segelim. 5.2.1.Teorem’inden

lilan(arlk ,b,t) =M(a,,B,t) ve lilan(ank ,b,t) =N(a,,B,t).

Her ke N, at+1/m>M(a, ,b,t)ve f-1/m<N(a, ,b,t) oldugundan k—oo i¢in limit

aliirsa

a>M(ap,B,t) ve <N(ay,B,t)

dir. Boylece,

a=M(ay,B.,t) ve p=N(ay,B.t) olur.

5.2.7.Sonug:

(X,M,N,*,0) sezgisel fuzzy metrik uzay, A,BeKy(X) ve t>0 olsun. Bu durumda en az

bir age A ve bpeB var >

inf M(a,B,t) =M(a,,b,,t) ve supN(a,B,t) =N(a,,b,,t) dir.

aeA acA
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5.2.8. Teorem:

(X,M,N,*,0) sezgisel fuzzy metrik uzay olsun. Bu durumda her bir A,BeKy(X) i¢in,

t— in£ M(a,B,t) ve t — sup N(a,B,t) fonksiyonlar1 (0,00) lizerinde siireklidir.
ae acA

ispat:

5.2.5.Lemma’sindan t—M(a,B,t) ve t—>N(a,B,t) fonksiyonlar1 (0,00) {iizerinde

stireklidirler. Boylece (0,0) iizerinde t — 1ar€1£ M(a,B,t) fonksiyonu {ist yar1 siirekli
ve t —> su/;: N(a,B,t) fonksiyonu alt yari stireklidir.

Simdi (0,00) {iizerinde t— 151121{ M(a,B,t) fonksiyonunun alt yar1 siirekli ve
t — sup N(a,B,t) fonksiyonunun iist yar1 siirekli oldugunu gdsterecegiz.

acA

(tn)nc(0,00) bir dizi ve t,—t olsun. 5.2.6.Lemma’sindan her ne N i¢in bir a,€ A var >

M(a,,B.t,)= in}: M(a,B,t,) ve N(a,,B,t;)=supN(a,B,t )

aeA

olur. AeK(X) oldugundan (a,), dizisinin bir (a, ), alt dizisi var > apeB olmak
uzere a, —a olur. 5.2.4.Lemma’sindan en az bir bpeB var 3 M(ag,bo,t)=M(ay,B,t)

ve N(ag,bo,t)=N(ao,B,t) olur. Boylece, 5.2.1.Teorem’inden

li&nM(ank ,bg,t, ) =M(a,,b,,t) ve li]{nN(ank ,bg,t, ) =N(ag,bg,0)

olur. Buradan, her €>0 i¢in en az bir koe N var > her k>ko,
M(a,,b,,t) <e+M(a, ,b,,t, ) ve N(a,,b,,t)>N(a, ,by,t, )-¢

olur. Dolayistyla her k>k,
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in/’{ M(a,B,t) <M(a,,b,,t) <e+M(a, ,B,t, )=+ in/{‘M(a,B,tnk )ve

supN(a,B,t) > N(a,,b,,t) > N(a, ,B,t, )-e=supN(a,B,t, )-¢

acA aeA

olur. Sonug olarak, (0,0) lizerinde t — in£ M(a,B,t) fonksiyonu alt yar1 siirekli ve

t — sup N(a, B, t) fonksiyonu iist yar1 siireklidir.
acA

5.2.9.Sonug:

5.2.8.Teorem’i ayrica her A,BeKy(X) i¢in t — ibng M(A,b,t) ve t — supN(A,b,t)

beB

fonksiyonlar (0,00) tizerinde siirekli oldugunu gosterir.
5.2.10.Lemma:

(X,M,N,*,0) sezgisel fuzzy metrik uzay, ae X, BeK(X), CePy(X) ve t,s>0 olsun.
b.€B, M(a,B,t)=M(a,b,,t) ve N(a,B,t)=N(a,b,,t) olmak lizere

M(a,C,t+s)>M(a,B,t)*M(b,,C,s) ve N(a,C,t+s)<N(a,B,t)ON(b,,C,s) dir.
Ispat:

5.2.4.Lemma’sindan M(a,B,t)=M(a,b,,t) ve N(a,B,t)=N(a,b,,t) sartin1 saglayan en az

bir b,eB vardir. Bu durumda her bir ceC igin,

M(a,C,t+s)>M(a,c,t+s)>M(a,b,,t)*M(b,,c,s),
N(a,C,t+s)<N(a,c,t+s)<N(a,ba,t)ON(b,,C,s)

olur. * ve ¢ normlarin siirekliliginden,

M(a,C,t+s)>M(a,b,,t)*M(b,,C,s) ve
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N(a,C,t+s)<N(a,b,,t)ON(b,,C,s)
elde edilir ki bu da ispat1 tamamlar.
Simdi, Gregori, Romeguera ve Veeeramani [14] tarafindan verilmis olan;

(X,M,*) fuzzy metrik uzay olsun. Her A,BeKy(X) ve t>0 olmak {iizere, Hy

fonksiyonu
Hm:Ko(X)xKo(X)x(0,00)—[0,1]

H, (A,B,t) = min {in£ M(a,B,t),ibng M(A,b,t)}

ile tanimlansin. Bu durumda (Hy,*) ikilisi Ko(X) iizerinde bir fuzzy metriktir,

teoremini, sezgisel fuzzy metrik uzayda ifade ve ispat edelim.
5.2.11.Teorem:

(X,M,N,*,0) sezgisel fuzzy metrik uzay olsun. Her A,BeKy(X) ve t>0 olmak {izere,

Hwm ve Hy fonksiyonlari
HM, HN ZKo(X)XKo(X)X(0,00)—)[O,1],

H,, (A,B,1) = min finf M(a, B, ), inf M(A,b, )}

H, (A,B,t) = maks {sup N(a, B, t),sup N(A,b, t)}

aeA beB

ile tanimlansin. Bu durumda (Hy,Hy,*,0) dortliisti Ko(X) lizerinde bir sezgisel fuzzy

metriktir.



Ispat:

A,B,CeKy(X) ve t,s>0 olsun.
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(IFM-1): Hu(A,B,t)+Hn(A,B,t)<1 oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki VaeA ve

vbeB i¢in in£ M(a,B,t) < ibnli; M(A,b,t) olsun. Bu

sup N(a, B, t) > sup N(A,b,t) olur. Buradan, her acA ve her beB igin

aeA beB

H,,(A,B,t) = in{M(a,B,t) ve H (A,B,t) =supN(a,B,t)

aeA

elde edilir.

Diger taraftan her ac A ve t>0, M(a, B, t) + N(a,B,t) <1 dir. Dolayisiyla,

in[1: M(a, B, t) + sup N(a, B, t) < supM(a,B,t) + sup N(a,B,t) <1

acA acA acA

olur ki buda H,,(A,B,t) + Hy (A,B,t) <1 oldugunu gosterir.

durumda

Benzer sekilde in[1: M(a,B,t) > ibnlt; M(A,b,t) i¢in de H,,(A,B,t)+H(A,B,t) <1

elde edilir.

(IFM-2): 5.2.6.Lemma’sindan en az bir ape A ve en az bir byeB var 6yle ki

inf M(a, B, 1) = M(a,,B,1) ve inf M(A,b, ) = M(A,b, 1

olur. Boylece Hy(A,B,t)>0 olur.

(IFM-3): A=B<>Hwm(A,B,t)=1 oldugu kolaylikla gosterilebilir.
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(IFM-4): Acik olarak, Hy(A,B,t)=Hm(B,A,t) dir.

(IFM-5): 5.2.10.Lemma’sindan ve * t-normunun siirekliliginden,
in£ M(a,C,t+5s) > in£ M(a,B,t)* in£ M(b,,C,s)

olur. Diger taraftan {b,;ac A}cB icin in£ M(b,,C,s) > ibng M(b,C,s) olup buradan

inf M(a,C,t+s) > in£ M(a,B,t)* ibn}f; M(b,C,s).

acA
Benzer sekilde

ing M(A,c,t+5s) > ibng M(A,b,t)* in/t; M(B,c,s)

elde edilir. Dolayisiyla
Hwm(A,C,t+s)>Hm(A,B,t)*Hm(B,C,s).

(IFM-6): 5.2.8.Teorem’inden ve 5.2.9.Sonu¢’undan t—>Hp(A,B,t) fonksiyonu (0,)

tizerinde siireklidir.
(IFM-7): 5.2.6.Lemma’sindan en az bir ape A ve en az bir byeB var 6yle ki

sup N(a,B,t) = N(a,,B,t) ve supN(A,b,t) = N(A,b,,t)

acA beB

olur. Boylece Hx(A,B,t)>0 olur.
(IFM-8): A=B<>Hn(A,B,t)=1 oldugu kolaylikla gosterilebilir.

(IFM-9): Acik olarak, Hx(A,B,t)=Hn(B,A,t) dir.



52

(IFM-10): 5.2.10.Lemma’sindan ve ¢ t-conormunun siirekliliginden,

sup N(a,C,t +s) < sup N(a, B, t)0sup N(b,,C,s)

aeA aeA aeA

olur. Diger taraftan {b,;ac A}cB i¢in sup N(b,,C,s) <sup N(b,C,s) olup buradan

aeA beB

sup N(a,C,t +5s) < sup N(a,B, t)0sup N(b,C,s).

aeA aeA beB
Benzer sekilde

sup N(A,c,t+s) <sup N(A,b,t)0sup N(B,c,s)

ceC beB acA

elde edilir. Dolayisiyla
HN(A,C,H‘S)SHN(A,B,t)OHN(B,C,S).

(IFM-11): 5.2.8.Teorem’inden ve 5.2.9.Sonug¢’undan t— Hx(A,B,t) fonksiyonu (0,0)

tizerinde stireklidir.
O halde (Ko(X),Hwm,Hn,*,0) beslisi bir sezgisel fuzzy metrik uzaydir.
5.2.12.Sonug:

(X,d) bir metrik uzay olsun. Bu durumda, (Mg,Ng,*,0) standart sezgisel fuzzy

metrigin (HMd ,HNd,*,O) Hausdorff sezgisel fuzzy metrigi ile Hyq Hausdorff
metriginin (MHd,NHd,*,O) standart sezgisel fuzzy metrigi Ko(X) tizerinde cakisir

[15].
Ispat:

A, Be Ky(X) ve t>0 olsun. Her a€A,



53

M, (@B, 0= —— ve N,(a,B, )= @&B)_
t+d(a,B) t+d(a,B)
Buradan,
¢ supd(a,B)
inf M, (a,B,t) =————— ve supN,(a,B,t) =—22*———
acA t+supd(a,B) acA t+supd(a,B)
acA acA
Benzer sekilde,
¢ supd(A,b)
inf M, (A,b,t) =——————— ve supN, (A,b,t) =—>2——
beB t+supd(A,b) beB t+supd(A,b)
beB beB

Bu durumda,

H,, (A,B,t) =M, (A,B,t) ve H, (A,B,t) =N, (A,B,?) dir.

5.2.12.Sonu¢’undan faydalanarak, (Mg, Ng, *, 0) standart sezgisel fuzzy metrigin
Hausdorff sezgisel fuzzy metrigine gore olan uzakliklarinin hesaplanmasinda d
metriginin Hy Hausdorff metrigine gore uzakliginin hesaplanmasi kullanilabilir.

Buna iki 6rnek verelim:
5.2.13.0rnek:

(R ,d) Oklid metrik uzay1, A=[a;,a;] ve B=[by,b,], R de kompakt iki alt kiime olsun.
Dolayistyla H4(A,B)=maks{|a;—ay|,|b;—bs|} olmak iizere her t>0 i¢in

t
t+maks{|a, —b, |,]a, =b, |}

H,, (A,B,t)=
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maks{|a, —=b, |,|]a, =b, |}
t+maks{|a, —b, |,|]a, —b, |}

Hy, (AB,0) =

olur.

5.2.14.0Ornek:

XD, |X|>2 ve (X,d) ayrik metrik uzay olsun. Ayrica A ve B, A#B olmak iizere X in
bostan farkli sonlu alt kiimeleri olsun. Dolayisiyla, H4y(A,B)=1 olmak tizere her t>0
i¢in

t 1
H, (A,B.t)=—— ve Hy (A,B,t)=—— olur.
v, ) t+1 € ) t+1

5.3. Hausdorff Metrik Tarafindan Indirgenen Diizgiin Yap

5.3.1. Tamim:

(1) X bir kilme olmak iizere A={(x,x):xe X} ile gosterilen alt kiimesine XxX in

kdsegeni denir.

(i) AcXxX olmak iizere A™'={(x,y):(y,x)€A} ile tanimlanir. Eger A= A" ise A

kiimesine simetrik denir.

(111) A,BcXxX olmak iizere
AoB={(x,y):3zeX, (x,z)eB ve (z,y)eA}
ile tanimlanir.

(iv) A>=A0A, A""'=A"0A (n=1,2,...) [22].
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5.3.2.Uyart:

A,B,CcXxX olsun. Asagidakiler vardir.
(i) AcB ise A"'cB™' ve AoCcBoC,

(ii) (AoB) '=B oA,

(iii) (AoB)oC= Ao(BoC).

5.3.3.Tanim (Diizgiin Uzay):

X#J bir kiime olsun. XxX in alt kiimelerinin asagidaki 6zellikleri saglayan bir &/

ailesine X iizerinde bir diizgiin yap1 denir.

(D1) Her De & igin AcD,

(D2) Herhangi D,D;e @igin DinDye &

(D3) Her De @ i¢in EoEcD olacak bi¢imde bir Ee ¢4 vardr,
(D4) Her De @ i¢in E'<D olacak bicimde bir E€ ¢/ vardur,

(D5) De &y ve DcE ise Ee &/ dir.

¢, X lizerinde bir diizgiin yap1 olmak iizere (X,) ikilisine bir diizgiin uzay denir

[22].

5.3.4. Tanim:

(X,%) bir diizgiin uzay olsun. Eger n{D:De &}=A ise &/ diizglin yapisina ve

dolayist ile (X, /) diizgilin uzayina bir Hausdorff diizgiin uzay denir [22].

5.3.5. Tanim:

(X, %) bir diizgiin uzay ve B/ bir alt aile olsun. Eger her De &/ i¢in BcD olacak

bicimde bir Be varsa 3 ailesine ¢/ diizgiin yapis1 i¢in bir tabandir denir. Buna gore
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eger bir Bc ailesi &/ diizgiin yapisi i¢in bir taban ise, ¢/ ailesi,  nin elemanlarina

onlarin biitiin st kiimeleri de katilarak elde edilir [22].

5.3.6.Teorem:

X=J bir kiime ve B, XxX in alt kiimelerinin

(B1) Her Bep igin AcB,

(B2) Herhangi bir B1,B,€f ise B3 var 5 BscB "B,
(B3) Her Bep ig¢in 3Ce var 5 CoCcB,

(B4) Her Bep igin 3Cep var > C'cB,

kosullarini saglayan bir ailesi ise, f ailesi X tizerinde bir diizgiin yapinin tabanidir

[22].

1spat:

={DcXxX: dBep var > BcD} ailesinin X iizerinde 3 y1 taban kabul eden bir

diizgiin yap1 oldugu kolaylikla gosterilebilir.

5.3.7.0rnek:

(1) Her €0 i¢in D={(x,y): [x—y|[<e}cRxR olmak ilizere &/ ={ D;: €>0} ailesi R
tizerinde bir diizgiin yapinin tabanidir. Bu diizgiin yapiya R nin dogal diizgiin yapisi

denir.

(1) (X,d) bir metrik uzay ve &>0 olmak iizere Ddg={(x,y)eX><X: d(x,y)<e}
kiimelerinin & ‘={Dd8: e>0} ailesi X tlizerinde bir diizgliin yapinin tabamidir. Bu
diizgiin yapiya d metrigi ile tiretilen metrik diizgiin yap1 adi1 verilir.

Eger bir (X, ©) diizgiin uzayinin diizgiin yapisi bir metrik ile iiretilebilirse bu diizgiin

uzaya metriklenebilir diizgiin uzay denir.
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(111) X bir kiime olmak tizere XxX in A y1 i¢eren biitiin alt kiimelerinin ¢/={UcXxX:
AcU} ailesi X iizerinde bir diizglin yapidir. Bu diizglin yapiya ayrik diizgiin yap1
denir. Bu diizglin yapinin bir taban1 B={A} dir.

(iv) X bir kiime olmak tizere &/ ={XxX}, X {lizerinde bir diizgiin yapidir. Bu diizgiin

yapiya ilkel diizgiin yapi denir.
5.3.8. Tanim:

(X, %) bir diizgiin uzay ise her xeX ve Ue & i¢in U(x)={yeX: (x,y)eU} seklinde

tanimlanir [22].
5.3.9.Teorem:
(X, &) bir diizglin uzay olsun. asagidakiler vardir:

(1) Her xe X i¢in 74={U(x): ,Ue &} ailesi X lizerinde bir topolojinin x noktasindaki
komsuluklar ailesini olusturur. 1, ile gosterilen bu topolojiye ¢~ ile iiretilen diizgiin
uzay topolojisi veya kisaca diizgiin topoloji denir.

(1) (X,%) Hausdorfftur < (X, 1) topolojik uzay1 Hausdorfftur [22].
5.3.10.Tanim:
(X, &) bir diizgilin uzay ve AcX olsun. Her Ue ¢/ i¢in

UA)= U U(x)={yeX: IxeA > (x,y)eU}

xeA

seklinde tanimlanan kiime A kiimesinin bir komsulugudur. Bu komsuluga A nin

diizgiin komsulugu denir [22].
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5.3.11.Teorem:

(X,2) bir diizgiin uzay1 metriklenebilirdir < (X,J) Hausdorff ve sayilabilir bir
tabana sahiptir [23].

5.3.12.Teorem:

(X,M,N,*,0) sezgisel fuzzy metrik uzay olsun. Bu durumda (X, toun)) metriklenebilir

topolojik uzaydir [21].

Ispat

Her bir ne N i¢in,

Up={(x,y) e X*X: M(x,y,1/n)>1-1/n ve N(x,y,1/n)<1/n}

kiimesini tanimlayalim. {U,: ne N } ailesinin X {izerindeki U diizgiin yapis1 i¢in bir

taban oldugunu ve indirgedigi topolojinin tov ) ile ¢akistigini gosterecegiz.

Oncelikle her bir ne N i¢in, {(x,x): xeX}cU,, UpicU, ve Un=Un'1 sartlar1 saglanir.
Diger taraftan * ve ¢ nin siirekliliginden her bir ne N i¢in en az bir me N var dyle ki

m>2n iken (1-1/m)*(1-1/m)>1-1/n ve (1/m)0(1/m)<1/n dir.

Simdi UpoU,cU, oldugunu gosterelim. Keyfi (x,y)eU, ve (y,z)eUp, olsun.

M(x,y,.) ve N(X,y,.) sirastyla azalmayan ve artmayan oldugundan

M(x,z,1/m)>M(x,z,2/m) ve N(x,z,1/n)<N(x,z,2/m)

dir. Buradan,

M(x,z,1/n)>M(x,y,1/m)*M(y,z, 1/m)=(1-1/m)#(1-1/m)>1-1/n ve
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N(x,z,1/n)<N(x,y, 1/m)ON(y,z,1/m)<(1/m)O(1/m)<1/n
olup (x,z)eU, olur. Boylece {U,: ne N } ailesi X {izerindeki U diizgiin yapis1 i¢in bir
tabandir.
Her bir xe X ve her bir ne N i¢in

Un(x)={yeX: M(x,y,1/n)>1-1/n ve N(x,y,1/n)<1/n}= B(x,1/n,1/n)

oldugundan U nun indirgedigi topoloji TNy ile ¢akisir. Boylece (X,tovn))

metriklenebilir topolojik uzaydir.

(X,ﬁ) bir diizgiin uzay olmak tizere Py(X) tizerindeki U nun Hy Hausdorft-

Baurbaki diizgiin yapisinin taban1 Ue U olmak iizere

H, ={(A,B)ePy(X)xPy(X):BcU(A) ve AcU(B)}

bi¢gimindedir. Burada

UA)={yeX: xeA ve (x,y)eU}

dir. Hy nun Ko(X)xK(X) € kisitlamasini yine Hy ile gosterecegiz.
5.3.13.Not:

(M,N) tarafindan indirgenen diizgiin yapiy1 fj(M,N) ile gosteriyoruz. (M,N) nin

Hausdorff metrigi tarafindan indirgenen diizgiin yapiy1 fj(HM,HN) ile gbsterecegiz.

5.3.14.Teorem:
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(X,M,N,*,0) sezgisel fuzzy metrik uzay olsun. Bu durumda Ky(X) de, H

UmN)

Hausdorff-Baurbaki diizgiin yapisi ile [NJ(HM 1) diizgilin yapist ¢akigir [15].
Ispat:

Her bir ne N i¢in,

{(A,B)eKo(X)xKo(X):BcUps1(A) ve AcU,+1(B)}
c{(A,B)eKo(X)xKo(X):Hm(A,B,1/(n+1)>1-1/(n+1) ve Hx(A,B,1/(n+1))<1/(n+1)}
—{(A,B) e Ky(X)xKy(X):Hu(A,B,1/n)>1—-1/n ve Hn(A,B,1/n)<1/n}
—{(A,B)eKy(X)xKy(X): BcUn(A) ve AcUy(B)}

oldugundan Ky(X) de HG(M,N) :6(HM,HN ) dir.

5.3.15. Tanim:

(X,M,N,*,0) sezgisel fuzzy metrik uzay ve AcX olsun. Eger her bir re(0,1) ve t=0

icin A nin sonlu bir S alt kiimesi var oyle ki A c UB(M,N) (x,r,t) ise A ya 6n

xeS

kompakt (precompact) kiime denir [21].

5.3.16.Uyart:

(1) (X,ﬁ) diizgiin uzay olmak tizere (Ko(X),H; ) tamdir (6n kompaktir) ancak ve

ancak (X, [NJ) tamdir (6n kompaktir).

(1) (X,M,N,*,0) sezgisel fuzzy metrik uzayr tamdir ancak ve ancak (X, G(M,N))

diizgiin uzay1 tamdir.

(ii1) (X,M,N,*,0) sezgisel fuzzy metrik uzayinin 6n kompakt olmasi i¢in gerek ve

yeter sart X deki her dizinin bir Cauchy alt dizisinin olmasidir. Ayrica (X,M,N,*,0)
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uzayinda bir dizinin Cauchy dizisi olmasi i¢in gerek ve yeter sart (X, G(M,N))
uzayinda Cauchy dizisi olmasidir. Dolayistyla, (X,M,N,*,0) uzaymin 6n kompakt

olmasi i¢in gerek yeter sart (X, G(M,N)) uzayinin 6n kompakt olmasidir.

5.3.17.Teorem:

(X,M,N,*,0) sezgisel fuzzy metrik uzay olsun. (Ko(X),Hwm,Hn,*,0) tamdir ancak ve
ancak (X,M,N,*,0) tamdir [15].

Ispat:

5.3.16.Uyarn (i1) den (Ko(X),Hwm,Hn,*,0) tamdir ancak (KO(X),Ij(HM,HN )) tam diizgiin
uzaydir. 5.3.14.Teorem’inden Ky(X) de HG(M o> [NJ(HM,HN) oldugundan 5.3.16.Uyar1 (i)

den (Ko(X), 6(HM,HN)) tamdir ancak ve ancak (X,M,N,*,0) tamdir.

5.3.18.Teorem:

(X,M,N,*,0) sezgisel fuzzy metrik uzay olsun. (Ko(X),Ham,Hn,*,0) 6n kompaktir
ancak ve ancak (X,M,N,*,0) 6n kompaktir [15].

5.3.19.Lemma:

(Y, M N',%,0) sezgisel fuzzy metrik uzay ve X, Y nin yogun bir alt kiimesi olsun. Bu
durumda Fo(X) ve dolayisiyla Ko(X), (K,(Y),H,,,Hy,*¢) uzayinda yogundur

[15].
1spat:

Keyfi Ae Ko(Y), £€(0,1) ve t>0 olsun. Fe F,(X)n B,  ,(A,e,t) olacak bigimde
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F kiimesinin varligin1 gosterecegiz. 6(0,e) secelim. * ve O siirekli oldugundan,

l-e<(1-0)*(1-a) ve  &>00a  olacak  bicimde ae(0,1) bulunabilir.

ACUB(M,ﬂN,)(ai,a,t/2) olacak bicimde {aj,a,...,an}cA secelim. X, Y de yogun

i=1
oldugundan her bir i=1,2,....,n i¢in x;€ UB(M,,N,)(ai,S,t/Z) vardir. F={x1,X2,...,Xn}
i=1

diyelim. Agik¢a Fe Fy(X) tir. Fe B HN/)(A, g,t) oldugunu gosterecegiz. Her bir

(Hys

i=1,2,...,n i¢in

M (A, xi,H)>M (a;,xi,)>M (a;,x;,t/2)>1-8 ve N'(A,x;,t)<N (a;,x;,t)<N (a;,x;,t/2)<
oldugundan,

infycr M (A,X,t)>1-8>1—¢ ve supyer N (A,x,t)<8<¢

elde edilir. Diger taraftan, verilen a€ A icin en az bir i€ {1,2,...,n} vardir dyle ki

M'(ai,a,t)>1—(x and N/(ai,a,t)<oc olur. Dolayistyla,

M (a,F,t)>M (a,x;,t)>M (a,2;,t/2)*M (a;,xi,t)>(1-0)*(1-8) ve
N (a,F,t)<N'(a,x;,t)<N (a,a5,t/2)ON (ai,x,t)<a0d

olur. Boylece,

inf,cAM (a,F,t)>(1—0t)*(1—-8)>1—¢ ve supacaN (a,F,t)<008<e
elde edilir. Sonug olarak,

H,, (A,F,t)>1-¢ ve H(A,F,t)<g

olur ki bu da ispat1 tamamlar.
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5.3.20.Teorem:

(X,M,N,*,0) sezgisel fuzzy metrik uzay olsun. Bu durumda (Ko(X),Hm,Hn,*,0) nin

tamlanabilir olmasi i¢in < (X,M,N,*,0) nin tamlanabilir olmasidir [15].
1spat:

Kabul edelim ki (X,M,N,*,0) tamlanabilir olsun. Dolayisiyla X, sezgisel fuzzy

metrik tamlamasi olan ()2,1\7[,*,0) da yogundur. Bdylece 5.3.19.Lemma’sindan

Ko(X), (KO ()~(), Hg Hg,* <>) de yogundur. 5.3.17.Teorem’inden

N) b

(KO()N(),HM,H~ * 0) tam oldugundan, (Ko(X),Hwm,Hn,*,0) tamlanabilirdir ve

N? b

tamlamasi (KO (i),Hﬁ,Hﬁ,*,O) uzayina izometriktir.

Tersine, kabul edelim ki (Ko(X),Hwm,Hn,*,0) tamlanabilir olsun. Dolayisiyla i(Ky(X)),

K,(X) te yogun olacak bigimde bir i: (KO(X),HM,HN,*,O)—>(Ko(f(),HM,H-N,*,<>)
izometrisi vardir. Her bir xeX i¢in {x} e Ko(X) oldugundan, i nin X e kisitlamasi

olan ix, (X,M,N,*,0) den (ix(i),Hﬁ,Hﬁ,*,O) e bir izometridir. Dolayisiyla

(iX(X),HM,Hﬁ,*,O) bir tam sezgisel fuzzy metrik uzaydir ve ix(X) yogun alt

uzayina sahiptir. O halde (X,M,N,*,0) tamlanabilirdir.

Asagidaki 6rnek, Hausdorff sezgisel fuzzy metrigin her zaman sezgisel fuzzy metrik
vermeyecegini gostermektedir. (X,M,N,*,0) sezgisel fuzzy metrik uzaymin IF-
CBy(X) alt kiimesini yani bostan farkli ve IF-sinirli kiimelerinin ailesini alalim.

Her bir A,BeIF-CBy(X) ve t>0 i¢in,

Hm(A,B,t)=min{inf,c.sAM(a,B,t),inf,c.sM(A,b,t)} ve
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Hn(A,B,t)=maks {sup,caAN(a,B,t),sup,sN(A,b,t)} dir.

5.3.21.0rnek:
Her abe[0,1] igin a*b=maks{0,a+b—1} ve a0b=min{l,a+b} olsun. (x,)” ve
(yn )12 ayrik noktalarin dizisi yani A={x,:n>2} ve B={y,:n>2} olmak {izere

ANB=J olsun. X=AUB, M ve N, XxXx(0,0c) un fuzzy alt kiimeleri olmak tizere

asagidaki sekilde tanimlansin. Her m,n>2 igin,

M(Xn,xm,t)ZM(yn,ym,t)Zl—[ ! — ! }
nAm nvm

N Xom =N (Yo ) e e
nAm nvm

1 1
M(Xna}’m:t):M(Ymanvt): — AN
n m

N(Xn,Yms ) =N(Ym,Xn,t)=1— [l A i} )
n m

(X,M,N,*,0) sezgisel fuzzy metrik uzaydir ve tovmn), X lizerinde ayrik topolojidir.

Ayrica A ve B kapali ve IF-sinirlidir. Hatta her n,m>2 ve her bir t>0 i¢in
M (X1, Xm,£)>1/2, M (Y1, Yims£)>1/2, N(Xp, X, t)<1/2 ve N(Vn,Ym,t)<1/2

dir. Her bir n>2 ve t>0 i¢in

M(x,,B,t)=M(A,yn,t)=1/n ve N(x,,B,t)=N(A,yn,t)=1-1/n

oldugundan,



min{inf,cAM(a,B,1),inf,csM(A,b,)}=0
ve

maks {sup.caN(a,B,t),sup,esN(A,b,t)}=1

olup (Hwm,Hn,*,0), IF-CBy(X) tlizerinde sezgisel fuzzy metrik degildir.

65
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