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SİMGELER VE KISALTMALAR 

 

Bu çalışmada kullanılmış bazı simgeler ve kısaltmalar, açıklamaları ile birlikte 

aşağıda sunulmuştur. 
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(X,M,∗) Fuzzy metrik uzay 
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(M,N) Sezgisel fuzzy metrik 

(X,M,N,∗,◊) Sezgisel fuzzy metrik uzay 

B(M,N)(x,r,t) Sezgisel fuzzy metrik uzaydaki açık yuvar 

τ(M,N) Segisel fuzzy metrik uzaydaki topoloji 

a∧b a ve b nin infimumu 

a∨b a ve b nin supremumu 

 

Kısaltmalar Açıklama 

 

t-norm Üçgen norm 

t-conorm Üçgen conorm 
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1. GİRİŞ  

 

Matematik deyince ilk akla gelen kesinliktir. Halbuki günlük hayatımızda 

konuşmalarımız sırasında belirsizlik içeren, orta yaşlı insan, uzun zaman, pahalı 

araba, yüksek bina gibi anlamı kişiden kişiye ve duruma göre değişen bir çok sözcük 

kullanılır. Klasik mantığın tanımlayamadığı bu tür belirsizliklerin çoğunlukla 

bilimsel olmadıkları düşüncesi kabul görmesine rağmen, 19. yüzyılın başlarında bu 

tür belirsizlikler üzerine bir çok filozof düşünmüştür. Einstein bu durumu şu şekilde 

ifade etmiş: “Matematiğin kavramları kesin oldukları sürece gerçeği yansıtmazlar, 

gerçeği yansıttıkları sürece de kesin değillerdir ”. Belirsizliğin, modern anlamda 

matematiksel olarak modellenmesinde önemli bir dönüm noktası 1965’te California 

Berkeley Üniversitesinden Azeri matematikçi Lotfi A. Zadeh [1]’in fuzzy (bulanık) 

mantık ve dolayısıyla fuzzy (bulanık) küme kavramını tanımlaması oldu. 

 

Zadeh bu çalışmasında insan düşüncesinin büyük çoğunluğunun bulanık olduğunu, 

kesin olmadığını belirtmiştir. Bu yüzden 0 ve 1 ile temsil edilen Boolean mantık bu 

düşünce işlemini yeterli bir şekilde ifade edememektedir. İnsan mantığı, açık, kapalı, 

sıcak, soğuk, 0 ve 1 gibi değişkenlerden oluşan kesin ifadelerin yanı sıra, az açık, az 

kapalı, serin, ılık gibi ara değerleri de göz önüne almaktadır. Fuzzy (bulanık) mantık 

klasik mantığın aksine iki seviyeli değil, çok seviyeli işlemleri kullanmaktadır. 

Ayrıca Zadeh insanların denetim alanında, mevcut makinelerden daha iyi olduğunu 

ve kesin olmayan dilsel bilgilere bağlı olarak etkili kararlar alabildiklerini 

savunmuştur. 

 

Fuzzy (bulanık) mantığın ilk uygulaması, Mamdani tarafından 1974 yılında bir buhar 

makinesinin bulanık denetiminin gerçekleştirilmesi olmuştur. 1980 yılında bir 

Hollanda şirketi çimento fırınlarının denetiminde fuzzy (bulanık) mantık denetimini 

uygulamıştır. Daha sonraları başta Japonya olmak üzere dünyadaki bir çok ülke 

araştırma ve mühendislik uygulamalarıyla bu konuda büyük gelişmeler kaydettiler. 

Örneğin, fuzzy (bulanık) denetimli çamaşır makinesi, bu makinenin çamaşırın 

cinsine, miktarına, kirliliğine göre en etkili çamaşır yıkama ve su kullanımı 

programını seçmektedir [2]. 
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Klasik mantıkta bir önermenin doğruluk değeri, doğrular için 1 ve yanlışlar için 0 

kullanılırsa, X evrensel kümesindeki bir A kümesi, matematiksek olarak 

χA:X→{0,1} fonksiyonuyla karakterize edilir. Burada A kümesine ait elemanlara 1 

değerini, ait olmayanlara ise 0 değerini veren  χA fonksiyonuna A kümesinin 

karakteristik fonksiyonu denir. 

 

Fuzzy önermelerin doğruluğu veya yanlışlığı hakkında kesin bir şey 

söylenemeyeceğinden dolayı bunların doğruluk değeri [0,1]={x∈ :0≤x≤1} 

kümesinden bir sayıyla derecelendirilir. Matematiksel olarak, X evrensel 

kümesindeki bir A fuzzy kümesi µA:X→[0,1] şeklinde karakterize edilir. Burada µA 

fonksiyonuna A fuzzy kümesinin üyelik fonksiyonu denir. A fuzzy kümesi, X deki 

her elemanın üyelik derecesiyle birlikte oluşturduğu ikililer kümesidir. Yani  

A={(x, µA(x)):x∈X, µA(x)∈[0,1]} olup burada µA(x) değeri x in A kümesine üyelik 

(aitlik) derecesini gösterir. 

 

1986 yılında Atanassov [3] boştan farklı bir kümenin her elemanının üyelik olma 

derecesi ve üyelik olmama derecesi toplamının 1 den küçük ve eşit olma şartını 

koyarak fuzzy küme kavramının bir genelleştirmesi gibi “Sezgisel fuzzy küme” 

kavramını vermiştir. Bu yeni tanım ışığında, 1997 yılında Çoker [4] “Sezgisel fuzzy 

topolojik uzay” kavramını ortaya koymuş daha sonra bu alanda çok sayıda çalışma 

yapılmıştır. 

 

2004 yılında Park [5] sezgisel fuzzy küme fikrini kullanarak, sürekli üçgen norm ve 

sürekli üçgen conorm yardımı ile George ve Veeramani [6]’nin vermiş olduğu fuzzy 

metrik uzay tanımının bir genelleştirmesi olarak “Sezgisel fuzzy metrik uzay” 

kavramını ve bu uzayın temel özelliklerini vermiştir. Bu çalışma, bu alanla ilgilenen 

araştırmacılar için önemli bir açılım getirmiş ve özellikle sabit nokta teorisinde 

uygulama alanı bulmuştur [7-9]. 

 

Tezimizin ikinci bölümünde George ve Veeramani [6] anlamında fuzzy metrik uzay 

ve Park [5]’ın tanımlamış olduğu sezgisel fuzzy metrik uzay kavramları ile bu 
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uzayların temel özellikleri verilmiştir. 

 

Tezimizin üçüncü bölümünde Smarandache [10,11] tarafından verilen multi-uzay 

kavramı  fuzzy metrik uzaylara taşınarak ilk defa fuzzy multi metrik uzay tanımı ve 

bu uzayın topolojik yapısı, yakınsaklık ve süreklilik gibi temel özellikleri verilmiştir 

[9]. 

 

Tezimizin dördüncü bölümünde Sapena [13] tarafından verilen t-normlarla fuzzy 

metrik uzaylar arasındaki bazı ilişkiler, t-normlar ve t-conormlarla sezgisel fuzzy 

metrik uzaylar arasındaki bazı ilişkilere genelleştirilmiştir.  

 

Tezimizin beşinci bölümünde Gregori, Romeguera ve Veeeramani [14] tarafından 

verilen sezgisel fuzzy metrik uzaylarda Hausdorff metriğin kuruluşu detaylı bir 

biçimde verilmiş ve ilk defa düzgünlük yapısı ile bağlantıları ve bazı özellikleri 

verilmiştir [15]. 
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2. TEMEL KAVRAMLAR VE BAZI SONUÇLAR  

 

Bu bölümde, önce George ve Veeramani [6] tarafından t-norm yardımı ile verilen 

fuzzy metrik uzay tanımı verilmiştir. Daha sonra da Park [5]’ın sezgisel fuzzy küme 

fikri kullanılarak, sürekli üçgen norm ve sürekli üçgen conorm yardımı ile George ve 

Veeramani [6]’nin vermiş olduğu fuzzy metrik uzay tanımının bir genelleştirmesi 

gibi olan sezgisel fuzzy metrik uzay kavramı ve bu uzayın tezimiz için gerekli olan 

bazı temel özellikleri verilmiştir. 

 

2.1. Fuzzy Metrik Uzaylar 

 

2.1.1.Tanım (t-norm): 

 

∗ : [0,1]×[0,1]→[0,1] ikili işlemi eğer, 

 

(i) ∗ birleşmeli ve değişmeli, 

(ii) ∗ sürekli, 

(iii) ∀a∈[0,1] için a∗1 = a, 

(iv) ∀a,b,c ve d∈[0,1] için a≤b ve c≤d iken  a∗c ≤ b∗d  

 

şartlarını sağlıyorsa  *  işlemine üçgen norm (t-norm) denir [16]. 

 

2.1.2.Örnek: 

 

∀a,b∈[0,1] için a∗b=a.b ve a∗b=min{a,b} şeklinde tanımlanan ikili işlemler sürekli 

t-normdur. 

 

2.1.3.Tanım (t-conorm): 

 

◊ : [0,1]×[0,1]→[0,1] ikili işlemi eğer, 
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(i) ◊ birleşmeli ve değişmeli, 

(ii) ◊ sürekli, 

(iii) ∀a∈[0,1] için  a◊0=a, 

(iv) ∀a,b,c ve d∈[0,1] için a≤c ve b≤d iken a◊b≤c◊d  

 

şartları sağlanıyorsa  ◊  işlemine sürekli t-conorm denir [16]. 

 

2.1.4.Örnek: 

 

∀a,b∈[0,1] için a◊b=min{a+b,1} ve a◊b=maks{a,b} şeklinde tanımlanan ikili 

işlemler sürekli t-conormdur. 

 

2.1.5.Not: 

 

∗ ve ◊ işlemleri aşağıdaki şartları sağlar: 

 

(i) Herhangi r1, r2 ∈(0,1), r1>r2 için ∃ r3, r4∈(0,1) var ∋ r1∗r3 ≥ r2  ve r1≥r4◊r2 dir. 

(ii) Herhangi r5∈(0,1) için ∃ r6, r7∈(0,1) var ∋ r6∗r6 ≥ r5  ve r7◊r7 ≤ r5  dir. 

 

2.1.6.Tanım (fuzzy metrik uzay): 

 

X≠∅ herhangi bir küme, ∗ sürekli t-norm ve M, X×X×(0,∞) üzerinde aşağıdaki 

şartları sağlayan bir fuzzy küme olsun. ∀x,y,z∈X ve ∀t,s∈(0, ∞) için, 

 

(FM-1) M(x,y,t)>0, 

(FM-2) M(x,y,t) = 1 ⇔ x = y, 

(FM-3) M(x,y,t) = M(y,x,t), 

(FM-4) M(x,y,t) ∗ M(y,z,s) ≤ M(x,z,t+s), 

(FM-5) M(x,y,.):(0,∞)→[0,1] sürekli olsun. 
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Bu durumda (X,M,∗) üçlüsüne fuzzy metrik uzay denir. Burada M(x,y,t) ifadesine x 

ile y nin t ye göre birbirine yakın olma derecesi denir [6]. 

 

2.1.7.Örnek: 

 

X=\  reel sayılar kümesi, a∗b=a.b, her x,y∈X ve t∈(0,∞) için 

M(x,y,t)=
1

| x y |exp
t

−
⎡ − ⎤⎛ ⎞

⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
 olmak üzere (X,M,∗) bir fuzzy metrik uzaydır. 

 

2.1.8.Örnek: 

 

(X,d) bir metrik uzay olsun. a∗b=a.b ve 

Md(x,y,t)=
y)md(x,kt

kt
n

n

+
,  

k,m,n∈R+ olmak üzere (X,Md,∗) bir fuzzy metrik uzaydır. Bu örnek t-norm olarak 

a∗b=min{a,b} alınması durumunda da geçerlidir. Ayrıca bu örnek her metriğin bir 

fuzzy metrik oluşturacağını da göstermektedir. Ayrıca k=m=n=1 alınması 

durumunda  

Md(x,y,t)=
y)d(x,t

t
+

  

elde edilir. Bu metriğe d metriği tarafından oluşturulan standart fuzzy metrik denir. 

 

2.2. Sezgisel Fuzzy Metrik Uzaylar 

 

2.2.1.Tanım (sezgisel (intuitionistic) fuzzy metrik uzay): 

 

X≠∅ herhangi bir küme, ∗ sürekli t-norm, ◊ sürekli t-conorm, M ve N, X×X×(0,∞) 

üzerinde fuzzy kümeleri ∀x,y,z∈X ve ∀t,s∈(0,∞) için aşağıdaki şartları sağlasın: 

 

(IFM-1) M(x,y,t)+N(x,y,t)≤1, 

(IFM-2) M(x,y,t)>0, 
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(IFM-3) M(x,y,t)=1⇔x=y, 

(IFM-4) M(x,y,t)=M(y,x,t), 

(IFM-5) M(x,y,t)∗M(y,z,s)≤M(x,z,t+s), 

(IFM-6) M(x,y,.):(0,∞)→[0,1] sürekli, 

(IFM-7) N(x,y,t)>0, 

(IFM-8) N(x,y,t)=0⇔x=y, 

(IFM-9) N(x,y,t)=N(y,x,t), 

(IFM-10) N(x,y,t)◊N(y,z,s)≥N(x,z,t+s), 

(IFM-11) N(x,y,.):(0,∞)→[0,1] sürekli. 

 

Bu durumda (M,N) ikilisine X üzerinde sezgisel fuzzy metrik denir. (X,M,N,∗,◊) 

beşlisine sezgisel fuzzy metrik uzay denir. 

 

Burada M(x,y,t) ve N(x,y,t) fonksiyonları sırasıyla x ile y nin t ye göre birbirlerine 

yakın olma ve yakın olmama derecesidir [5]. 

 

2.2.2.Not: 

 

Her (X,M,∗) fuzzy metrik uzayı  (X,M,1−M,∗,◊) formunda sezgisel fuzzy metrik 

uzaydır. Burada ∗ ile ◊ birleştirilerek ∀a,b∈[0,1] için a◊b=1−((1−a)∗(1−b)) 

olarak tanımlanır [17]. 

 

2.2.3.Teorem: 

 

Her x,y∈X için M(x,y,.) azalmayan ve N(x,y,.) artmayandır [5]. 

 

İspat: 

 

Kabul edelim ki 0<s<t için M(x,y,t)>M(x,y,s), yani M kesin azalan olsun. 

Dolayısıyla  
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M(x,y,t)∗M(y,y,s-t)≤M(x,y,s)<M(x,y,t)⇒M(x,y,t)<M(x,y,t)  

 

olur ki bu bir çelişkidir. O halde 0<s<t için M(x,y,t)≤M(x,y,s), yani M azalmayandır. 

 

Benzer şekilde kabul edelim ki 0<s<t için N(x,y,t)<N(x,y,s), yani N kesin artan 

olsun. Dolayısıyla,  

 

N(x,y,t)◊N(y,y,s−t)≥N(x,y,s)>N(x,y,t)⇒N(x,y,t)>N(x,y,t)  

 

olur ki bu bir çelişkidir. O halde 0<t<s için N(x,y,t)≥N(x,y,s), yani N artmayandır. 

 

2.2.4.Örnek: 

 

(X,d) bir metrik uzay olsun. Her a,b∈[0,1]  için a∗b=a.b ve a◊b=min{1,a+b} olarak 

alınırsa, Md, Nd, X×X×(0,∞) üzerinde her h,m,n∈ +\  için 

 

Md(x,y,t)=
y)md(x,ht

ht
n

n

+
 ve Nd(x,y,t)= n

md(x, y)
ht md(x, y)+

 

 

olmak üzere (X,Md,Nd,∗,◊) sezgisel fuzzy metrik uzaydır. 

 

Bu örnek t-norm olarak a∗b=min{a,b} ve t-conorm olarak a◊b=maks{a,b} alınması 

durumunda da geçerlidir.  

 

Ayrıca burada, h=m=n=1 alınırsa, 

 

Md(x,y,t)=
y)d(x,t

t
+

 ve Nd(x,y,t)=
y)d(x,t

y)d(x,
+

 

 

elde edilir. Bu d metriği tarafından oluşturulan standart sezgisel fuzzy metrik denir. 

Burada τ(M,N)=τd dir. 
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2.2.5.Tanım: 

 

(X,M,N,∗,◊) sezgisel fuzzy metrik uzay, r∈(0,1), t >0 ve x∈X olsun. x merkezli ve r 

yarıçaplı açık yuvar, 

 

B(M,N)(x,r,t)={y∈X: M(x,y,t)>1−r, N(x,y,t)< r} 

 

olarak tanımlanır [5]. 

 

2.2.6.Tanım: 

 

(X,M,N,∗,◊) sezgisel fuzzy metrik uzay ve A⊂X olsun. Eğer her x∈A için 

x∈B(M,N)(x,r,t)⊂A olacak şekilde B(M,N)(x,r,t) açık yuvarı varsa A ya (M,N) ye göre 

açıktır denir. 

 

2.2.7.Teorem: 

 

(X,M,N,∗,◊) sezgisel fuzzy metrik uzayında her açık B(M,N)(x,r,t) yuvarı açık kümedir 

[5]. 
 

İspat 

 

B(M,N)(x,r,t), x merkezli ve r yarıçaplı açık yuvar olsun. y∈B(M,N)(x,r,t) ise 

M(x,y,t)>1−r ve N(x,y,t)<r dir. M(x,y,t)>1−r olduğundan 0<t0<t olacak biçimde en 

az bir t0∈(0,t) var ∋ M(x,y,t0)>1−r ve N(x,y,t0)<r olur. r0=M(x,y,t0) olsun. r0>1−r 

olduğundan en az bir s∈(0,1) var ∋ r0>1−s>1−r dir. Şimdi verilen r0 ve s için r0>1−s 

olduğundan en az bir r1, r2∈(0,1) var ∋ r0∗r1≥1−s ve (1−r0)◊(1−r2)≤s olur. 

r3=maks{r1,r2} alalım. ve B(M,N)(y,1−r3,t−t0) açık yuvarını göz önünde bulunduralım.  

 

İddia ediyoruz  ki, B(M,N)(y,1−r3, t−t0)⊂B(M,N)(x,r,t) dir. Eğer,  
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z∈B(M,N)(y,1−r3,t−t0) ise M(y,z,t−t0)>r3 ve N(y,z,t−t0)<1−r3  

 

olur. Böylece,  

 

M(x,z,t)≥M(x,y,t0)∗M(y,z,t−t0)≥r0∗r3≥r0∗r1≥1−s>1−r, 

N(x,z,t)≤N(x,y,t0)◊N(y,z,t−t0)≤(1−r0)◊(1−r3)≤(1−r0)◊(1−r2)≤s<r 

 

olur. Bu da z∈B(M,N)(x,r,t) ve sonuçta B(M,N)(y,1−r3,t−t0)⊂B(M,N)(x,r,t) elde edilir. O 

halde, B(M,N)(x,r,t) yuvarı açık kümedir. 

 

2.2.8.Teorem: 

 

(X,M,N,∗,◊)  sezgisel fuzzy metrik uzay olsun. Bu durumda, 

 

τ(M,N)={A⊂ X:∀x∈A, ∃ t >0 ve r∈(0,1) var ∋ B(x,r,t)⊂A} 

 

ile tanımlanan aile X üzerinde bir topolojidir [5]. 

 

İspat: 

 

τ(M,N) ailesinin topoloji olma şartları olarak bilinen t1, t2, t3 şartlarını sağladığını 

göstereceğiz. 

 

(t1) ∅ kümesinin hiçbir elemanı olmadığından ∅ un elemanlarını merkez kabul eden 

açık yuvar boştur. O halde ∅∈τ(M,N). 

Her x∈X ve r>0 için B(x,r,t)⊂X olduğundan X∈τ(M,N). 

 

(t2) A1, A2∈τ(M,N) olsun. Gösterelim ki A1∩A2∈τ(M,N) dir. 

 

A1∈τ(M,N)⇒∀x∈A1 ve ∀t>0, ∃r1∈(0,1) var ∋ B(x,r1,t)⊂A1 

A2∈τ(M,N)⇒∀x∈A2 ve ∀t>0, ∃r2∈(0,1) var ∋ B(x,r2,t)⊂A2 
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r=min{r1,r2} alalım. Bu durumda r∈(0,1) olup  

B(M,N)(x,r,t)⊂B(M,N)(x,r1,t)∩B(M,N)(x,r2,t)⊂A1∩A2 dir. Gerçekten, 

 

y∈B(x,r,t)⇒M(x,y,t)>1−r ve N(x,y,t)< r 

⇒M(x,y,t)>1−r>1−r1 ve N(x,y,t)< r<r1 

 

M(x,y,t)>1−r>1−r2 ve N(x,y,t)< r<r2 

⇒y∈B(M,N)(x,r1,t) ve y∈B(M,N)(x,r2,t) 

⇒y∈B(M,N)(x,r1,t)∩B(M,N)(x,r2,t) dir.  

 

O halde B(M,N)(x,r,t)⊂A1∩A2 olup A1∩A2∈τ(M,N) olduğu elde edilir. 

 

(t3) Keyfi {Ai}i∈I⊂τ(M,N) olsun. ∪
Ιi

iA
∈

∈τ(M,N) olduğunu göstereceğiz. 

 

y∈∪
Ιi

iA
∈

⇒∃i0∈I için y∈
0i

A ⊂∪
Ιi

iA
∈

 

⇒∃i0∈I için y∈B(M,N)(x,
0i

r ,t)⊂
0i

A ⊂∪
Ιi

iA
∈

 

⇒∃i0∈I için y∈B(M,N)(x,
0i

r ,t)⊂∪
Ιi

iA
∈

 

⇒∪
Ιi

iA
∈

∈τ(M,N) olur. 

 

2.2.9.Sonuç: 

 

(X,M,N,∗,◊) sezgisel fuzzy metrik uzay ve (X, τ(M,N)) topolojik uzay olmak üzere, 

 

(i) {B(M,N)(x,r,t) : x∈X, r∈(0,1), t >0} ailesi  τ(M,N)
 için bir tabandır. 

(ii) {B(M,N)(x,1/n,1/n) : n=1,2,...} ailesi ∀x∈X noktası için yerel taban olduğundan  

(X,τ(M,N)) uzayı birinci sayılabilirdir. 

2.2.10.Teorem:  
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Her sezgisel fuzzy metrik uzay Hausdorff uzayıdır [5]. 

 

İspat: 

 

(X,M,N,∗,◊) sezgisel fuzzy metrik uzay, x≠y, x,y∈X olsun. Dolayısıyla 

0<M(x,y,t)<1 ve 0<N(x,y,t)<1 dir. r1=M(x,y,t), r2=N(x,y,t) ve r=maks{r1,1−r2} 

diyelim. Her bir r0∈(r,1) için r3,r4∈(0,1) var ∋ r3∗r3 ≥r0 ve (1−r4)◊(1−r4)≤1−r0 dır. 

r5=maks{r3,r4} diyelim ve B(M,N)(x,1−r5,t/2) ile B(M,N)(y,1−r5,t/2) açık yuvarlarını ele 

alalım. Bu yuvarların arakesiti boştur. Gerçekten, 

 

z∈B(M,N)(x,1−r5,t/2)∩B(M,N)(y,1−r5,t/2) olsaydı, 

 

r1=M(x,y,t)≥M(x,z,t/2)∗M(z,y,t/2)≥r5∗r5≥r3∗r3≥r0>r1 ve 

 

r2=N(x,y,t)≤N(x,z,t/2)◊M(z,y,t/2)≤(1−r5)◊(1−r5)≤(1−r4)◊(1−r4)≤1−r0<r2  

 

olurdu ki bu bir çelişkidir. O halde (X,M,N,∗,◊) sezgisel fuzzy metrik uzayı 

Hausdorff uzayıdır. 

 

2.2.11.Teorem: 

 

(X,d) metrik uzay ve 

Md(x,y,t)=
y)d(x,t

t
+

 ve Nd(x,y,t)=
y)d(x,kt

y)d(x,
+

 , k∈
+

\  

 

X üzerinde sezgisel fuzzy metrik olsun. d metriği tarafından üretilen τd topolojisi ile 

(M,N) tarafından üretilen τ(M,N) topolojisi çakışır [5]. 

 

2.2.12.Tanım: 

 

(X,M,N,∗,◊) sezgisel fuzzy metrik uzay ve A⊂X olsun. Eğer her x,y∈A, t>0 için  en 
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az bir r∈(0,1) var ∋ M(x,y,t)>1−r ve N(x,y,t)<r ise A kümesine (intuitionistic fuzzy 

bounded) ΙF- sınırlıdır denir [5]. 

 

2.2.13.Teorem: 

 

(X,M,N,∗,◊), d metriği tarafından oluşturulan sezgisel fuzzy metrik uzay olsun. Bu 

durumda A⊂X, ΙF-sınırlıdır ⇔ A sınırlıdır [5]. 

 

2.2.14.Teorem: 

 

(X,M,N,∗,◊) sezgisel fuzzy metrik uzayın her kompakt alt kümesi ΙF-sınırlıdır [5]. 

İspat: 

 

A⊂X kompakt olsun. t>0 ve 0<r<1 olsun. A nın {B(M,N)(x,r,t):x∈A} açık örtüsünü 

alalım. A kompakt olduğundan x1,x2,...,xn∈A var ∋ A⊂∪
n

1i
i t)r,,B(x

=

 dir. x,y∈A olsun. 

Dolayısıyla bazı i,j için x∈B(M,N)(xi,r,t) ve y∈B(M,N)(xj,r,t) dir.  

Buradan,  

 

M(x,xi,t)>1−r ve N(x,xi,t)<r ; M(y,xj,t)>1−r ve N(y,xj,t)<r  

 

olur. α=min{M(xi,xj,t):1≤i,j≤n} ve β=maks{N(xi,xj,t):1≤i,j≤n} olsun. α,β>0 dır. 

Buradan 0<s1<1 ve 0<s2<1 olmak üzere, 

 

M(x,y,3t)≥M(x,xi,t)∗M(xi,xj,t)∗M(xj,y,t)≥(1−r)∗(1−r)∗α>1−s1 ve 

N(x,y,3t)≤N(x,xi,t)◊N(xi,xj,t)◊N(xj,y,t)≤r◊r◊β<s2  

 

olur. s=maks{s1,s2} ve t′=3t alırsak ∀x,y∈A için M(x,y,t′)>1−s ve N(x,y,t′)<s elde 

edilir ki bu A nın IF-sınırlı olduğunu gösterir. 
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2.2.15.Sonuç: 

 

Sezgisel fuzzy metrik uzayda kompakt her küme kapalı ve sınırlıdır. 

 

2.2.16.Teorem: 

 

(X,M,N,∗,◊)  sezgisel fuzzy metrik uzay ve  τ(M,N), X üzerine fuzzy metrik tarafından 

oluşturulmuş topoloji ve{xn}⊂ X bir dizi olsun. Bu durumda, xn→x⇔M(xn,x,t)→1 

ve N(xn,x,t)→0 olmasıdır [5]. 

 

İspat: 

 

Kabul edelim ki xn →x ve t>0 olsun. Buradan her r∈(0,1) için en az bir n0 doğal 

sayısı var ∋ ∀n≥n0 için xn∈B(M,N)(x,r,t) dir. Dolayısıyla, 1−M(xn,x,t)<r ve N(xn,x,t)<r 

ve böylece M(xn,x,t)→1 ve N(xn,x,t)→0 olur. 

 

Tersine her bir t>0, M(xn,x,t)→1 ve N(xn,x,t)→0 olsun. Dolayısıyla en az bir n0 

doğal sayısı var ∋ ∀n≥n0 için 1−M(xn,x,t)<r ve N(xn,x,t)<r olur. Böylece ∀n≥n0 için 

xn∈B(M,N)(x,r,t) olup xn→x dir. 

 

2.2.17.Tanım: 

 

(X,M,N,∗,◊)  sezgisel fuzzy metrik uzay olsun. 

 

(i) Eğer her ε>0 ve t>0 için ∃n0∈`  var ∋ ∀m,n≥n0 için M(xn,xm,t)>1−ε  ve 

N(xn,xm,t)< ε ise {xn}⊂X  dizisine Cauchy dizisi denir. 

 

(ii) Eğer her Cauchy dizisi τ(M,N) topolojisine göre yakınsak ise (X,M,N,∗,◊) sezgisel 

fuzzy metrik uzayına tamdır denir [5]. 
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2.2.18.Teorem: 

 

(X,M,N,∗,◊) sezgisel fuzzy metrik uzay olsun. X de her Cauchy dizisi yakınsak bir 

alt diziye sahipse X sezgisel fuzzy metrik uzayı tamdır [5]. 

 

İspat: 

 

{xn} dizisi X de bir Cauchy dizisi ve { }ni
x dizisi de x noktasına yakınsayan {xn} 

dizisinin bir alt dizisi olsun. Göstermeliyiz ki xn→x dir. t>0 ve ε∈(0,1) olsun. r∈(0,1) 

seçelim öyle ki (1-r)∗(1-r)≥(1-ε) ve r◊r≤ε olur. {xn} dizisi X de bir Cauchy dizisi 

olduğundan ∀m,n≥n0 için, 

 

M(xn,xm,t/2)>1−r ve N(xn,xm,t/2)<r 

 

koşulunu sağlayacak biçimde bir n0∈`  sayısı vardır. 
ni

x →x olduğundan ip>n0 için  

 

( )pi
M x , x, t / 2 1 r> −  ve ( )pi

N x , x, t / 2 r<   

 

olacak şekilde ip pozitif tamsayısı vardır. Böylece, n≥n0 için,  

 

M(xn,x,t)≥ ( )pn iM x , x , t / 2 ∗ ( )pi
M x , x, t / 2 >(1-r)∗(1-r)≥(1-ε), 

N(xn,x,t)≤ ( )pn iN x , x , t / 2 ◊ ( )pi
N x , x, t / 2 <r◊r≤ε. 

 

Buradan xn→x dir ve böylece (X,M,N,∗,◊) sezgisel fuzzy metrik uzayı tamdır. 
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3. FUZZY MULTİ-METRİK UZAYLAR 

 

Smarandache [10,11] multi-uzay tanımını vererek özellikle geometri alanında yeni 

bir açılım yapmıştır. Daha sonra Mao [18] multi-metrik uzay tanımını vermiştir. Bu 

bölümde Smarandache’nin verdiği multi-uzay tanımı ile George ve Veeramani 

[6]’nin vermiş olduğu fuzzy metrik uzay tanımı birleştirilerek fuzzy multi-metrik 

uzay tanımlanacaktır. Ayrıca bu uzaya ait temel özellikler verilecektir. 

 

3.1.Tanım: 

 

Her 1≤i≤m için (Xi,Mi,∗) fuzzy metrik uzay olmak üzere i
m

i
i 1

X X
=

=∪  olarak 

tanımlanan metrik uzaya fuzzy multi-metrik uzay denir [12]. 

 

3.2.Not: 

 

Yukarıdaki tanım için aşağıdaki durumlar olabilir: 

 

(i) 1≤j≤s, ij∈{1,2,...,m} için 
1 2 si i iX X X= = ="  olacak biçimde i1,i2,...,is pozitif 

tamsayıları olabilir. 

(ii) 1≤j≤s, lj∈{1,2,...,m} için 
1 2 sl l lM M M= = ="  olacak biçimde l1,l2,...,ls pozitif 

tamsayıları olabilir. 

 

3.3.Tanım: 

 

i
m

i
i 1

X X
=

=∪  bir fuzzy multi-metrik uzay olsun. t>0 olmak üzere ix X∈  merkezli, 

r∈(0,1) yarıçaplı r-disk  

 

B(x,r,t)={ iy X∈ : Mk(x,y,t)>1−r, 1≤k≤m, k∈` } 
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olarak tanımlanır [12]. 

 

3.4.Teorem: 

 

i
m

i
i 1

X X
=

=∪  bir fuzzy multi-metrik uzay olsun.  

 

τ={A⊂ iX :∀x∈A, ∃t>0 ve r∈(0,1) var ∋ B(x,r,t)⊂A}  

 

ile tanımlanan aile iX  üzerinde bir topoloji oluşturur [12]. 

 

3.5.Teorem: 

 

Her bir 1≤i≤m için (Xi,di) metrik uzay olmak üzere i
m

i
i 1

X X
=

=∪  bir multi-metrik uzay 

olsun. a∗b=ab, a∗b≠0 ve  

 

i
i

tM (x, y, t)
t d (x, y)

=
+

  

 

olmak üzere iX  bir fuzzy multi-metrik uzaydır. Bu, her multi-metrik uzaydan bir 

fuzzy multi-metrik uzay elde edilebileceğini gösterir [12]. 

 

3.6.Teorem: 

 

M1, M2,...,Mm, X üzerinde m-tane fuzzy metrik olsun. Bu durumda a∗b≠0 olmak 

üzere M1∗M2∗…∗Mm, X üzerinde bir fuzzy metriktir [12]. 

 

3.7.Teorem: 

 

d1,d2,...,dm, X üzerinde m-tane metrik olsun. Bu durumda a∗b=ab ve a∗b≠0 olmak 
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üzere her x,y∈X için 

 

1 2 m

t t t* * *
t d (x, y) t d (x, y) t d (x, y)+ + +

" , 

 

X üzerinde bir fuzzy metriktir [12]. 

 

3.8.Tanım: 

 

i
m

i
i 1

X X
=

=∪  bir fuzzy multi-metrik uzay, x∈ iX  ve {xn}⊂ iX  bir dizi olsun. Eğer her 

r∈(0,1) için en az bir n0∈`  ve 1≤i≤m var öyle ki her n≥n0 iken her t>0 için 

Mi(xn,x,t)>1−r oluyorsa {xn} dizisi x∈ iX  noktasına yakınsıyor denir ve xn→x veya 

limxn=x ile gösterilir [12]. 

 

3.9.Teorem: 

 

Bir {xn}⊂ iX  dizisinin i
m

i
i 1

X X
=

=∪  fuzzy multi-metrik uzayında yakınsak olması için 

gerek ve yeter şart ∃n0∈`  ve 1≤k≤m var öyle ki {xn:n≥n0} alt dizisi (Xk,Mk,∗) fuzzy 

metrik uzayında yakınsak olmasıdır [12]. 

 

İspat: 

 

Eğer {xn} dizisi bir x∈ iX  noktasına yakınsıyorsa tanımdan her r∈(0,1) için en az bir 

n0∈`  ve 1≤k≤m var öyle ki her n≥n0 iken her t>0 için Mk(xn,x,t)>1−r olur. Yani 

{xn:n≥n0}⊂Xk ve dolayısıyla {xn:n≥n0} alt dizisi (Xk,Mk,∗) fuzzy metrik uzayında 

yakınsaktır. 

 

Eğer n0∈`  ve 1≤k≤m var öyle ki {xn:n≥n0} alt dizisi (Xk,Mk,∗) fuzzy metrik 

uzayında yakınsaksa her r∈(0,1) için tanımdan en az bir p0∈`  ve x∈ iX  noktası var 
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öyle ki n≥maks{n0,p0} iken her t>0 için Mk(xn,x,t)>1−r olur. Böylece {xn} dizisi iX  

fuzzy multi-metrik uzayında yakınsaktır. 

 

3.10.Teorem: 

 

i
m

i
i 1

X X
=

=∪ bir fuzzy multi-metrik uzay, {xn} ve {yn} iX  da diziler ve {tn}⊂(0,∞) bir dizi 

olsun. Eğer xn→x0, yn→y0, tn→t0 ve en az bir 1≤p≤m için x0,y0∈Xp, t>0 ise, 

limnMp(xn,yn,tn)=Mp(x0,y0,t0) olur [12]. 

 

İspat: 

 

xn→x0 ve yn→y0 olduğundan en az bir n1 ve n2 doğal sayıları var öyle ki 

n≥maks{n1,n2} iken xn,yn∈Xp dir. δ<t/2 olacak biçimde δ>0 sayısı seçelim. Bu 

durumda en az bir n0∈`  var öyle ki her n≥maks{n0,n1,n2} için |tn−t|<δ dır. Böylece 

her n≥maks{n0,n1,n2} için 

 

Mp(xn,yn,tn)≥Mp(xn,x0,δ)∗Mp(x0,y0,t−2δ)∗Mp(yn,y0,δ) ve 

Mp(x0,y0,t+2δ)≥Mp(xn,x0,δ)∗Mp(xn,yn,tn)∗Mp(yn,y0,δ) 

 

olur. n→∞ için limit alınırsa, 

 

limnMp(xn,yn,tn)≥1∗Mp(x0,y0,t−2δ)∗1 ve 

Mp(x0,y0,t+2δ)≥1∗limnMp(xn,yn,tn)∗1 

 

olur. t→Mp(x,y,t) fonksiyonunun sürekliliğinden 

limnMp(xn,yn,tn)=Mp(x0,y0,t0) elde edilir. 

 

3.11.Teorem: 

 

Fuzzy multi-metrik uzayda yakınsak bir dizinin limiti tektir [12]. 
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İspat: 

 

i
m

i
i 1

X X
=

=∪ bir fuzzy multi-metrik uzay, {xn}⊂ iX  bir dizi, x1,x2∈ iX  olmak üzere 

xn→x1 ve xn→x2 olsun. Bu durumda en az bir n0∈`  ve 1≤i≤m var öyle ki her n≥n0 

için xn∈Xi olur. Böylece, 

 

1≥Mi(x1,x2,t)≥Mi(x1,xn,t/2)∗Mi(xn,x2,t/2) 

 

olur. n→∞ için limit alınırsa, 

 

1≥Mi(x1,x2,t)≥1∗1=1 

 

elde edilir ki bu da x1=x2 olduğunu gösterir. 

 

3.12.Teorem: 

 

Fuzzy multi-metrik uzayda yakınsak bir dizi sınırlıdır [12]. 

 

3.13.Tanım: 

 

i
m

i
i 1

X X
=

=∪ bir fuzzy multi-metrik uzay, {xn}⊂ iX  bir dizi olsun. Eğer her r∈(0,1) ve 

t>0 için en az bir n0∈`  ve 1≤s≤m var öyle ki her n,p≥ n0 için Ms(xn,xp,t)>1−r 

oluyorsa {xn} dizisine Cauchy dizisi denir [12]. 

 

3.14.Teorem: 

 

Bir i
m

i
i 1

X X
=

=∪  fuzzy multi-metrik uzayında bir {xn} Cauchy dizisinin yakınsak 

olması için gerek ve yeter şart her k, 1≤k≤m için |{xn}∩Xk| nın sonlu veya sonsuz ise 
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{xn}∩Xk dizisinin (Xk,Mk,∗) fuzzy metrik uzayında yakınsak olmasıdır [12]. 

 

İspat: 

 

(⇒): Açıktır. 

 

(⇐): Tanımdan en az bir n1∈`  ve 1≤s≤m var öyle ki her n≥n1 için xn∈Xs dir. Eğer 

|{xn}∩Xk| sonsuz ve lim({xn}∩Xk)=x ise k=s olmalıdır. 

{xn}∩Xk={ }1 2 nk k kx , x ,..., x ,...  ile gösterelim. Herhangi δ∈(0,1) için n2≥n1 doğal 

sayısı var öyle ki her p,n≥n2 ve her t>0 için Mk(xn,xp,t/2)>1−δ ve 

( )nk kM x , x, t / 2 >1−δ dır. Buradan, 

 

Mk(xn,x,t)≥ ( )nk n kM x , x , t / 2 ∗
nk kM (x , x, t / 2)≥(1−δ)∗(1−δ)>1−ε 

 

elde edilir ki bu da limxn=x olduğunu gösterir. 

 

3.15.Tanım: 

 

Eğer bir fuzzy multi-metrik uzayda her Cauchy dizisi yakınsaksa bu uzaya tamdır 

denir [12]. 

 

3.16.Teorem: 

 

i
m

i
i 1

X X
=

=∪  bir tam fuzzy multi-metrik uzay olsun. n=1,2,..., 0<εn<1 olmak üzere 

{B(xn, εn,t)} ε-disk dizisi için aşağıdakiler sağlansın: 

 

(i) B(x1,ε1,t)⊃B(x2,ε2,t)⊃…⊃B(xn,εn,t)… 

(ii) limnεn=0. 
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Dolayısıyla, n n
n 1

B(x , , t)
∞

=

ε∩  tek nokta kümesine eşittir [12]. 

 

İspat: 

 

Önce {xn} dizisinin Cauchy dizisi olduğunu gösterelim. (i) koşulundan, eğer p≥n ise 

her t>0 için xp∈B(xp,εp,t)⊂B(xn,εn,t) olur. Böylece 1≤i≤m ve xp,xn∈Xi için 

Mi(xp,xn,t)>1−εn elde edilir. Herhangi ε∈(0,1) için limεn=0 olduğundan en az bir 

n0(ε)∈`  var öyle ki  n>n0 iken εn<ε olur. Böylece eğer xn∈Xl ise limxp=xn dir. 

Buradan bir n′ doğal sayısı var öyle ki p≥n0 iken xp∈Xl dir. p,n≥maks{n′,n0(ε)} 

olacak biçimde p ve n doğal sayılarını seçelim. Bu durumda  

 

Ml(xp,xn,t)>1−εn>1−ε 

 

olur ki bu da {xn} dizisinin Cauchy dizisi olduğunu gösterir. i
m

i
i 1

X X
=

=∪  tam 

olduğundan {xn} dizisi x0∈ iX  gibi bir noktaya yakınsar. (i) ve (ii) koşullarından 

p→∞ iken Ml(x0,xn,t)>1−εn olur. Böylece, x0∈ n n
n 1

B(x , , t)
∞

=

ε∩  olur. Eğer 

y∈ n n
n 1

B(x , , t)
∞

=

ε∩  olacak şekilde bir y varsa y∈Xl dir. Buradan her t>0 için  

 

1≥Ml(y,x0,t)=limnMl(y,xn,t)≥ limn(1−εn)=1 

 

olur. Böylece Ml(y,x0,t)=1 olur ki bu da y=x0 olması demektir. 

 

3.17.Tanım: 

 
j

1X  ve j2X  iki fuzzy multi-metrik uzay ve f, j1X  den j2X  ye bir fonksiyon, x0∈j
1X  ve 

f(x0)=y0∈j2X  olsun. Eğer her ε∈(0,1) ve t>0 için en az bir δ∈(0,1) var öyle ki her 

x∈B(x0,δ,t)⊂j
1X  iken y∈B(y0,ε,t)⊂ j2X , yani, f(B(x0,δ,t))⊂ B(y0,ε,t) oluyorsa f ye x0 
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noktasında sürekli denir. Eğer f, j1X  in her noktasında sürekli ise f ye j1X  den j2X  ye 

sürekli fonksiyon denir [12]. 

 

3.18.Teorem: 

 
j

1X  ve j2X  iki fuzzy multi-metrik uzay ve f, j1X  den j2X  ye sürekli bir fonksiyon ve 

{xn}⊂j
1X  bir dizi olsun. x∈j

1X  olmak üzere eğer xn→x ise f(xn)→f(x) dir [12]. 
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4. t-NORMLAR ve t-CONORMLARLA SEZGİSEL FUZZY METRİK 

UZAYLAR ARASINDAKİ BAZI İLİŞKİLER 

 

Bu bölümde Sapena [13]’nın vermiş olduğu t-normlarla George ve Veeremani [6] 

anlamındaki fuzzy metrik uzaylar arasındaki bazı ilişkiler, t-norm ve t-conormlarla 

Park [5] anlamındaki sezgisel fuzzy metrik uzaylara taşınarak genelleştirilecektir. 

Ayrıca sezgisel fuzzy metrik uzay örnekleri verilecek ve ürettikleri topolojiler elde 

edilecektir.  

 

[0,1]⊂ , i=1,2,3 için Ti,Si: [0,1]×[0,1]→[0,1] olmak üzere her x,y∈[0,1] için 

T1(x,y)=min{x,y}, T2(x,y)=xy, T3(x,y)=maks{0,x+y−1} t-normlarını ve 

S1(x,y)=maks{x,y}, S2(x,y)=x+y−xy, S3(x,y)=min{1,x+y} t-conormlarını ele alalım. 

 

Aşağıdaki şekillerde bu t-norm ve t-conormların üç ve iki boyuttaki grafikleri 

verilmiştir. 

 

Şekil 4.1. T1(x,y)=min{x,y} t-normu 
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Şekil 4.2. T2(x,y)=xy t-normu 

 

 

Şekil 4.3. T3(x,y)=maks{0,x+y−1} t-normu 
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Şekil 4.4. S1(x,y)=maks{x,y} t-conormu 

 

 

Şekil 4.5. S2(x,y)=x+y−xy t-conormu 
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Şekil 4.6. S3(x,y)=min{1,x+y} t-conormu 

 

 

4.1.Önerme: 

 

x,y∈[0,1] olmak üzere aşağıdakiler vardır: 

 

(i) T3(x,y)≤T2(x,y)≤T1(x,y), 

(ii) Her sürekli t-norm için T(x,y)≤T1(x,y), 

(iii) S1(x,y)≤S2(x,y)≤S3(x,y), 

(iv) Her sürekli t-conorm için S1(x,y)≤S(x,y) [19]. 

 

4.2.Lemma: 

 

(X,M,N,T,S) sezgisel fuzzy metrik uzay, T′≤T ve S′≥S olacak şekilde T′ ve S′ 

sırasıyla t-norm ve t-conorm olsun. Bu durumda (M,N,T′,S′), X üzerinde bir sezgisel 

fuzzy metriktir. 
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İspat: 

 

(IFM-5) ve (IFM-10) koşullarının sağlandığını göstermek yeterlidir. 

 

(IFM-5): T′(M(x,y,t),M(y,z,s))≤T(M(x,y,t),M(y,z,s))≤M(x,z,t+s). 

 

(IFM-10): S′(N(x,y,t),N(y,z,s))≥S(N(x,y,t),N(y,z,s))≥N(x,z,t+s). 

 

4.3.Önerme: 

 

(X,M,N,∗,◊) sezgisel fuzzy metrik uzay ve k∈(0,1) olsun. Her x,y∈X ve t>0 için  

 

µ(x,y,t)=maks{M(x,y,t),k} ve η(x,y,t)=min{N(x,y,t),1−k} 

 

olsun. Bu durumda (X,µ,η,∗,◊) sezgisel fuzzy metrik uzaydır, IF-sınırlıdır ve (M,N) 

nin ürettiği topoloji ile (µ,η) nin ürettiği topoloji aynıdır. 

 

İspat: 

 

(X,µ,η,∗,◊) nin sezgisel fuzzy metrik uzay olduğunu ispatlamak için (IFM-5) ve 

(IFM-10) şartlarının sağlandığını görelim. 

 

(IFM-5): µ(x,y,t)∗µ(y,z,s)≤µ(x,z,t+s) eşitsizliğinin sağlandığını görelim. 

 

1.Durum: maks{M(x,y,t),k}=M(x,y,t) ve maks{M(y,z,s),k}=M(y,z,s) olsun. Buradan 

µ(x,y,t)∗µ(y,z,s)=M(x,y,t)∗M(y,z,s)≤M(x,z,t+s)≤maks{M(x,z,t+s),k}=µ(x,z,t+s). 

 

2.Durum: maks{M(x,y,t),k}=k ve maks{M(y,z,s),k}=M(y,z,s) olsun. Buradan, 

µ(x,y,t)∗µ(y,z,s)=k∗M(y,z,s)≤k≤maks{M(x,z,t+s),k}=µ(x,z,t+s). 

 

3.Durum: maks{M(x,y,t),k}=k ve maks{M(y,z,s),k}=k olsun. Buradan, 
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µ(x,y,t)∗µ(y,z,s)=k∗k≤k≤maks{M(x,z,t+s),k}=µ(x,z,t+s). 

 

(IFM-10): η(x,y,t)◊η(y,z,s)≥η(x,z,t+s) eşitsizliğinin sağlandığını görelim. 

 

1.Durum: min{N(x,y,t),1−k}=N(x,y,t) ve min{N(y,z,s),k}=N(y,z,s) olsun. Buradan 

η(x,y,t)◊η(y,z,s)≥N(x,y,t)◊N(y,z,s)≥N(x,z,t+s)≥min{N(x,z,t+s),1−k}=η(x,z,t+s). 

 

2.Durum: min{N(x,y,t),k}=1−k ve min{N(y,z,s),k}=N(y,z,s) olsun. Buradan, 

η(x,y,t)◊η(y,z,s)=(1−k)◊N(y,z,s)≥1−k≥min{N(x,z,t+s),1−k}=η(x,z,t+s). 

 

3.Durum: min{N(x,y,t),1−k}=1−k ve min{N(y,z,s),1−k}=1−k olsun. Buradan, 

η(x,y,t)◊η(y,z,s)=(1−k)◊(1−k)≥1−k≥min{N(x,z,t+s),1−k}=η(x,z,t+s). 

 

Her x,y∈X ve t>0 için µ(x,y,t)≥k ve η(x,y,t)≤1−k olduğundan (X,µ,η,∗,◊) IF-

sınırlıdır. 

 

Ayrıca r<1−k için B(M,N)(x,r,t)=B(µ,η)(x,r,t) olduğundan τ(M,N)=τ(µ,η) dir. 

 

4.4.Önerme: 

 

i=1,2,3 için (X,M,N,Ti,Si) sezgisel fuzzy metrik uzay olsun. k>0 olmak üzere her 

x,y∈X ve t>0 için  

 

k M(x, y, t)M (x, y, t)
1 k

+′ =
+

 ve N(x, y, t)N (x, y, t)
1 k

′ =
+

  

 

olsun. Bu durumda (X,M′,N′,Ti,Si) IF-sınırlı sezgisel fuzzy metrik uzaydır. Ayrıca 

(M,N) nin ürettiği topoloji ile (M′,N′) nün ürettiği topoloji aynıdır. 
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İspat: 

 

(X,M′,N′,Ti,Si) nin sezgisel fuzzy metrik uzay olduğunu ispatlamak için (IFM-5) ve 

(IFM-10) şartlarının sağlandığını görelim. (T1,S1) e göre göstermek yeterlidir. 

 

(IFM-5): min{M(x,y,t),M(y,z,s)}≤M(x,z,t+s) olduğundan M(x,y,t)≤M(x,z,t+s) ve 

M(y,z,s)≤M(x,z,t+s) dir. Buradan, 

 

k M(x, y, t) k M(x, z, t s)
1 k 1 k

+ + +
≤

+ +
 ve k M(y,z,s) k M(x, z, t s)

1 k 1 k
+ + +

≤
+ +

  

 

olup 

 

k M(x, y, t) k M(y, z,s) k M(x, z, t s)min ,
1 k 1 k 1 k

+ + + +⎧ ⎫ ≤⎨ ⎬+ + +⎩ ⎭
  

 

elde edilir ki bu da istenilendir. 

 

(IFM-10): maks{N(x,y,t),N(y,z,s)}≥N(x,z,t+s) olduğundan N(x,y,t)≥N(x,z,t+s) ve 

N(y,z,s)≥N(x,z,t+s) dir. Buradan, 

 

N(x, y, t) N(x, z, t s)
1 k 1 k

+
≥

+ +
 ve N(y, z,s) N(x, z, t s)

1 k 1 k
+

≥
+ +

  

 

olup 

 

N(x, y, t) N(y, z,s) N(x, z, t s)m aks ,
1 k 1 k 1 k

+⎧ ⎫ ≥⎨ ⎬+ + +⎩ ⎭
  

 

elde edilir. 
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kM (x, y, t)
1 k

′ >
+

 ve 1N (x, y, t)
1 k

′ <
+

 olduğundan (X,M′,N′,Ti,Si) IF-sınırlı sezgisel 

fuzzy metrik uzaydır. 

 

t>0 ve r∈(0,1) olsun.  

 

(M,N)

(M ,N )

B (x, r, t) {y X : M(x, y, t) 1 r, N(x, y, t) r}

{y X : (1 k)M (x, y, t) k 1 r, (1 k)N (x, y, t) r}
r r ry X : M (x, y, t) 1 , N (x, y, t) B x, , t

1 k 1 k 1 k′ ′

= ∈ > − <

′ ′= ∈ + − > − + <

⎧ ⎫ ⎛ ⎞′ ′= ∈ > − < =⎨ ⎬ ⎜ ⎟+ + +⎩ ⎭ ⎝ ⎠

 

 

{ } ( )

(M ,N )

(M,N)

B (x, r, t) {y X : M (x, y, t) 1 r, N (x, y, t) r}

k M(x, y, t) N(x, y, t)y X : 1 r, r
1 k 1 k

y X : M(x, y, t) 1 (1 k)r, N(x, y, t) (1 k)r B x, r(1 k), t

′ ′ ′ ′= ∈ > − <

+⎧ ⎫= ∈ > − <⎨ ⎬+ +⎩ ⎭
= ∈ > − + < + = +

 

 

olup τ(M,N)=τ(M′,N′) elde edilir. 

 

4.5.Önerme: 

 

(X,M1,N1,∗,◊) ve (X,M2,N2,∗,◊) sezgisel fuzzy metrik uzay olsun. Bu durumda 

 

{ }1 2(x, y, t) min M (x, y, t), M (x, y, t)′µ =  ve { }1 2(x, y, t) maks N (x, y, t), N (x, y, t)′η =  

 

olmak üzere (X,µ′,η′,∗,◊) sezgisel fuzzy metrik uzaydır. 

 

İspat: 

 

(IFM-5) ve (IFM-10) şartlarının sağlandığını görelim. 

 

(IFM-5): µ′(x,y,t)∗µ′(y,z,s)=min{M1(x,y,t),M2(x,y,t)}∗min{M1(y,z,s),M2(y,z,s)} 
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         ≤min{M1(x,y,t)∗M1(y,z,s),M2(x,y,t)∗M2(y,z,s)} 

         ≤ min{M1(x,z,t+s),M2(x,z,t+s)}=µ′(x,z,t+s). 

 

(IFM-10): η′(x,y,t)◊η′(y,z,s)=maks{N1(x,y,t),N2(x,y,t)}◊maks{N1(y,z,s),N2(y,z,s)} 

           =maks{N1(x,y,t)◊N1(y,z,s),N2(x,y,t)◊N2(y,z,s)} 

           ≥maks{N1(x,z,t+s),N2(x,z,t+s)}=η′(x,z,t+s) 

 

4.6.Önerme: 

 

(X,M1,N1,T1,S1) ve (X,M2,N2,T2,S2) sırasıyla d1 ve d2 metrikleri tarafından üretilen 

sezgisel fuzzy metrikler,  

 

(µ,η)=(min{M1,M2},maks{N1,N2}) ve (µ′,η′)=(M1⋅M2,N1+N2−N1⋅N2) 

 

olsun. (µ,η) sezgisel fuzzy metriğini üreten bir metrik olmasına rağmen (µ′,η′) 

sezgisel fuzzy metriğini üreten bir metrik yoktur. 

 

İspat: 

 

(µ,η)=(min{M1,M2},maks{N1,N2})=

1 2

1 2 1 2

d (x, y) d (x, y)t tmin , ,maks ,
t d (x, y) t d (x, y) t d (x, y) t d (x, y)

⎛ ⎞⎧ ⎫ ⎧ ⎫
⎜ ⎟⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎜ ⎟+ + + +⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎝ ⎠

 

= 1 2

1 2 1 2

maks{d (x, y),d (x, y)}t ,
t maks{d (x, y),d (x, y)} t maks{d (x, y),d (x, y)}

⎛ ⎞
⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

 

 

olup (µ,η) metriği d(x,y)=maks{d1(x,y),d2(x,y)} metriği tarafından üretilmiştir.  

 

Diğer taraftan, {0}+ ∪  de d1(x,y)=|x−y| ve d2(x,y)=maks{x,y} metriklerini alalım. 

(M1,N1) ve (M2,N2) sırasıyla d1 ve d2 metrikleri tarafından indirgenen sezgisel fuzzy 

metrikler olsun. (µ′,η′)=(M1⋅M2,N1+N2−N1⋅N2) olmak üzere, 
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µ′(x,y,t)=M1(x,y,t)⋅M2(x,y,t)=
1 2

t t
t d (x, y) t d (x, y)

⋅
+ +

 

2

2
1 2 1 2

t
t t d (x, y) t d (x, y) d (x, y) d (x, y)

=
+ ⋅ + ⋅ + ⋅

2

1 2
1 2

t
d (x, y) d (x, y)t t d (x, y) d (x, y)

t

=
⋅⎡ ⎤⋅ + + +⎢ ⎥⎣ ⎦

 

1 2
1 2

t
d (x, y) d (x, y)t d (x, y) d (x, y)

t

=
⋅

+ + +
 

 

ve 

 

η′(x,y,t)= N1(x,y,t)+N2(x,y,t)−N1(x,y,t)⋅N2(x,y,t) 

1 2 1 2

1 2 1 2

d (x, y) d (x, y) d (x, y) d (x, y)
t d (x, y) t d (x, y) t d (x, y) t d (x, y)

= + − ⋅
+ + + +

1 2 1 2
2

1 2 1 2

t d (x, y) t d (x, y) d (x, y) d (x, y)
t t d (x, y) t d (x, y) d (x, y) d (x, y)

⋅ + ⋅ + ⋅
=

+ ⋅ + ⋅ + ⋅
 

1 2
1 2

1 2
1 2

d (x, y) d (x, y)d (x, y) d (x, y)
t

d (x, y) d (x, y)t d (x, y) d (x, y)
t

⋅
+ +

=
⋅

+ + +
  

 

elde edilir.  

 

1 2
1 2

d (x, y) d (x, y)D(x, y) d (x, y) d (x, y)
t
⋅

= + +  diyelim. Bu durumda D(x,y) üçgen 

eşitsizliğini sağlamaz. Çünkü, 

 

1 2 1 2
1 2 1 2

D(2,3) D(3,4)
d (2,3) d (2,3) d (3,4) d (3,4)d (2,3) d (2,3) d (3,4) d (3,4)

t t
1 3 1 4 3 4 71 3 1 4 4 5 9

t t t t t

+
⋅ ⋅

= + + + + +

⋅ ⋅
= + + + + + = + + + = +

 

 



 

 

34

 

ve 

 

1 2
1 2

d (2,4) d (2,4) 2 4 8D(2,4) d (2,4) d (2,4) 2 4 6
t t t
⋅ ⋅

= + + = + + = +  

 

elde edilir. 1t
2

<  için 8 76 9
t t

+ < +  olup bu da D(2,3)+D(3,4)<D(2,4) olması 

demektir ki bu bir çelişkidir. 

 

4.7.Lemma: 

 

(X,d) metrik uzay ve s,t>0 olsun. n≥1 olmak üzere aşağıdaki eşitsizlik sağlanır: 

 

n n n

d(x, z) d(x, y) d(y, z)maks ,
(t s) t s

⎧ ⎫≤ ⎨ ⎬+ ⎩ ⎭
. 

 

4.8.Örnek: 

 

(X,d) metrik uzay olsun. n≥1 olmak üzere  

 

n
d(x,y)

tM(x, y, t) e
−

=  ve n
d(x,y)

tN(x, y, t) 1 e
−

= −  

 

olarak tanımlayalım. Bu durumda (X,M,N,T1,S1) sezgisel fuzzy metrik uzaydır ve 

ayrıca τ(M,N)=τd dir. 

 

İspat: 

 

(X,M,N,T1,S1) nin sezgisel fuzzy metrik uzay olma şartlarını sağladığı kolaylıkla 

gösterilebilir. Diğer taraftan, 
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( )

{ }

n

M,N

d(x,y)
t

n

n n

B (x, r, t) {y X : M(x, y, t) 1 r, N(x, y, t) r}

1 d(x, y)y X : e y X : ln(1 r)
1 r t

y X : d(x, y) t ln(1 r) B(x, t ln(1 r))

= ∈ > − <

⎧ ⎫⎪ ⎪ ⎧ ⎫= ∈ < = ∈ < − −⎨ ⎬ ⎨ ⎬− ⎩ ⎭⎪ ⎪⎩ ⎭

= ∈ < − − = − −

 

 

ve t>0 için 

 

n n

n n n n n

d(x,y) r
t t

n n

d(x,y) r d(x,y) r r
t t t t t

(M,N)

d(x, y) rB(x, r) {y X : d(x, y) r} y X : y X : e e
t t

y X : e 1 1 e ,1 e 1 e B x,1 e , t
− − − − −

⎧ ⎫⎪ ⎪⎧ ⎫= ∈ < = ∈ < = ∈ <⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎩ ⎭ ⎪ ⎪⎩ ⎭

⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ ⎪= ∈ > − − − < − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪ ⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭

 

 

olup τ(M,N)=τd dir. 

 

4.9.Not: 

 

Yukarıdaki Örnek n<1 olması durumunda geçerli değildir. Reel sayılar kümesi 

üzerinde alışılmış metriği göz önüne alalım. n=1/2, x=1, y=2 ve z=3 olsun. Bu 

durumda, 

 

{ }
2
2 1 1M(x, z, 2) e min , min M(x, y,1),M(y, z,1)

e e
− ⎧ ⎫= < =⎨ ⎬

⎩ ⎭
 

 

{ }
2
2 1 1N(x, z, 2) 1 e maks 1 ,1 maks N(x, y,1), N(y, z,1)

e e
− ⎧ ⎫= − > − − =⎨ ⎬

⎩ ⎭
 

 

olur ki bu bir çelişkidir. 

 

4.10.Örnek: 

 

(X,d) bir metrik uzay olsun. Her a,b∈[0,1] için a∗b=min{a,b} ve a◊b=maks{a,b} 
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olarak alınırsa, Md veNd, X×X×(0,∞) üzerinde fuzzy kümeler, her k,m,n∈R+ için 

 

Md(x,y,t)=
n

n

kt
kt md(x, y)+

 ve Nd(x,y,t)= n

md(x, y)
kt md(x, y)+

 

 

şeklinde tanımlanan (X,Md,Nd,∗,◊) sezgisel fuzzy metrik uzaydır.  

Burada τ(M,N)=τd dir. 

 

İspat: 

 

(IFM-5) ve (IFM-10) şartlarının sağlandığını görelim. 

 

(IFM-5): 

 

n n n

n n n

n n n

md(x, z) md(x, y) md(y, z)1 maks 1 ,1
k(t s) kt ks

k(t s) kt ksmin ,
k(t s) md(x, z) kt md(x, y) ks md(y, z)

⎧ ⎫+ ≤ + +⎨ ⎬+ ⎩ ⎭
⎧ ⎫+

⇒ ≥ ⎨ ⎬+ + + +⎩ ⎭

 

 

(IFM-10): 

 

n n n

n n n

n n n

n n n

md(x, z) md(x, y) md(y, z)1 maks 1 ,1
k(t s) kt ks

k(t s) kt ksmin ,
k(t s) md(x, z) kt md(x, y) ks md(y, z)

md(x, z) md(x, y) md(y, z)maks ,
k(t s) md(x, z) kt md(x, y) ks md(y, z)

⎧ ⎫+ ≤ + +⎨ ⎬+ ⎩ ⎭
⎧ ⎫+

⇒ ≥ ⎨ ⎬+ + + +⎩ ⎭
⎧ ⎫

⇒ ≤ ⎨ ⎬+ + + +⎩ ⎭

 

 

Diğer taraftan, x∈X, t>0 ve r∈(0,1) için 
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n

(M,N) n n

n

kt md(x, y)B (x, r, t) y X : 1 r, r
kt md(x, y) kt md(x, y)

kt ry X : d(x, y) .
m(1 r)

⎧ ⎫
= ∈ > − <⎨ ⎬+ +⎩ ⎭

⎧ ⎫
= ∈ <⎨ ⎬−⎩ ⎭

 

 

Ayrıca, 

(M,N) n

mrB(x, r) B x, , t
kt mr

⎛ ⎞= ⎜ ⎟+⎝ ⎠
 olduğundan τ(M,N)=τd elde edilir. 

 

4.11.Örnek: 

 

X=(0,∞) ve a>0 olsun. Her x,y∈X ve t>0 için, 

 
a

a

x ; x y
y

M(x, y, t)
y ; y x
x

⎧⎛ ⎞
≤⎪⎜ ⎟

⎪⎝ ⎠= ⎨
⎪⎛ ⎞ ≤⎜ ⎟⎪⎝ ⎠⎩

 ve 

a

a

x1 ; x y
y

N(x, y, t)
y1 ; y x
x

⎧ ⎛ ⎞
− ≤⎪ ⎜ ⎟

⎪ ⎝ ⎠= ⎨
⎪ ⎛ ⎞− ≤⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎩

 

 

olsun. (X,M,N,T2,S2) sezgisel fuzzy metrik uzay olup (X,M,N,T1,S1) sezgisel fuzzy 

metrik uzay değildir. Bu örnek J.H.Parkın X =  ve a=1 için vermiş olduğu örneğin 

genelleştirmesidir. 

 

4.12.Not: 

 

x∈X, t>0 ve r∈(0,1) olsun. 
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a a

(M,N)

a a

1
a

1
a

1
a

1
a

x xB (x, r, t) y X : x y, 1 r,1 r
y y

y yy X : y x, 1 r,1 r
x x

xy X : x y y X : x(1 r) y x
(1 r)

xx(1 r) ,
(1 r)

⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ ⎪= ∈ ≤ > − − <⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭

⎧ ⎫⎪ ⎪⎛ ⎞ ⎛ ⎞∪ ∈ ≤ > − − <⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭

⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎪ ⎪= ∈ ≤ < ∪ ∈ − < ≤⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎩ ⎭⎪ ⎪−⎩ ⎭

⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

 

Sonuç olarak B(M,N)(x,r,t)  de açık aralıktır. r→0 iken B(M,N)(x,r,t) nin çapı sıfıra 

yaklaşır. τ(M,N) topolojisi  nin alışılmış topolojisinden indirgenen topolojidir. 

 

Yukarıdaki (M,N) ikilisi (T1,S1) e göre sezgisel fuzzy metrik değildir. a=1, x=1, y=2, 

z=3 alalım. Bu durumda, 

 

{ }

{ }

1 1 2M(x, z, t s) min , min M(x, y, t),M(y, z,s)
3 2 3
2 1 1N(x, z, t s) maks , maks N(x, y, t), N(y, z,s)
3 2 3

⎧ ⎫+ = < =⎨ ⎬
⎩ ⎭
⎧ ⎫+ = > =⎨ ⎬
⎩ ⎭

 

 

olur ki bu bir çelişkidir. 

 

4.13.Örnek: 

 

X=(1,∞) ve M,N:X×X→[0,1], her a,b∈X ve t>0 için a∧b=inf{a,b} ve a∨b=sup{a,b} 

olmak üzere, 

 

1 1 1 1M(a,b, t) 1 , N(a,b, t)
a b a b a b a b

⎛ ⎞= − − = −⎜ ⎟∧ ∨ ∧ ∨⎝ ⎠
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olsun. Bu durumda (X,M,N,T3,S3) sezgisel fuzzy metrik uzay olup, (X,M,N,T2,S2) 

sezgisel fuzzy metrik uzay değildir. Ayrıca τ(M,N) topolojisi  nin alışılmış 

topolojisinden X üzerine indirgenen topoloji ile çakışır. 

 

4.14.Örnek: 

 

X=(2,∞) ve M,N:X×X→[0,1], her a,b∈X ve t>0 için 

 

0 ; a b1 ; a b
M(a,b, t) , N(a,b, t) 1 11 1 1 ; a b; a b

a ba b

=⎧=⎧
⎪ ⎪= =⎨ ⎨ ⎛ ⎞− + ≠+ ≠ ⎜ ⎟⎪ ⎪⎩ ⎝ ⎠⎩

 

 

olsun. Bu durumda (X,M,N,T3,S3) sezgisel fuzzy metrik uzay olup, (X,M,N,T2,S2) 

sezgisel fuzzy metrik uzay değildir. Ayrıca τ(M,N) nin ürettiği topoloji ayrık 

topolojidir. 
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5. SEZGİSEL FUZZY METRİK UZAYLARDA HAUSDORFF METRİK  

 

Bu bölümde herhangi bir metrikten faydalanılarak elde edilen Hausdorff metrik ve 

farklı iki gösterimi açıklanarak verilmiş daha sonra sezgisel fuzzy metrikten 

faydalanarak Hausdorff sezgisel fuzzy metriğin kuruluşu detaylı bir biçimde 

anlatılmıştır. Ayrıca Hausdorff sezgisel fuzzy metriğin indirgediği düzgün yapı ile 

sezgisel fuzzy metriğin indirgediği düzgün yapı arasındaki bazı bağıntılar verilmiştir. 

  

5.1. Hausdorff Metrik 

 

5.1.1.Tanım (Hausdorff metrik): 

 

(X,d) metrik uzayının boştan farklı, kapalı ve sınırlı altkümelerini CB0(X) ile 

gösterelim.  

N(A,ε)={x∈X:d(x,A)<ε} ve d(x,A)=
Aa

inf
∈

d(x,a) 

olmak üzere, her A,B∈CB0(X) için, 

 

Hd : CB0(X)×CB0(X)→[0,∞) 

Hd(A,B)=inf{ε: B⊂N(A,ε), A⊂N(B,ε)} 

 

ile tanımlanan Hd fonksiyonu CB0(X) üzerinde bir metrik olup bu metriğe d metriği 

tarafından elde edilen Hausdorff metriği denir [20]. 

 

5.1.2.Önerme: 

 

Yukarıda verilen tanıma denk olarak, 

 

Hd(A,B)=maks{
Aa

sup
∈

d(a,B),
Bb

sup
∈

d(b,A)}=maks{
Aa

sup
∈ Bb

inf
∈

d(a,b),
Bb

sup
∈ Aa

inf
∈

d(b,a)} 

 

eşitliği elde edilebilir.  
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İspat: 

 

A kapalı ve sınırlı olduğundan en az bir a∈A var ∋ d(x,A)=d(x,a) ve B kapalı ve 

sınırlı olduğundan en az bir b∈B var ∋ d(x,B)=d(x,b) dir. Buradan, 

 

N(A,ε)={x∈X: ∃a∈A,d(x,a)<ε}=∪
Aa

ε)B(a,
∈

 ve  

N(B,ε)={x∈X: ∃b∈B,d(x,b)<ε}=∪
Bb

ε)B(b,
∈

 

 

olur. 5.1.1.Tanım’ında verilen Hausdorff metrik denklemi, A nın B ye uzaklığının şu 

iki infimumunun büyük olanı olduğunu söyler: 

 

Hd(A,B)=maks{inf{ε:A⊂∪
Bb

ε)B(b,
∈

},inf{ε:B⊂∪
Aa

ε)B(a,
∈

}}. 

 

A⊂∪
Bb

ε)B(b,
∈

⇒A⊂∪
Bb

ε}b)d(x,:{x
∈

<  

⇒∀a∈A, ∃b∈B var ∋ d(a,b)<ε 

⇒∀a∈A, 
Bb

inf
∈

d(a,b)<ε olur. Benzer şekilde, 

 

B⊂∪
Aa

ε)B(a,
∈

⇒B⊂∪
Aa

ε}a)d(x,:{x
∈

<  

⇒∀b∈B, ∃a∈A var ∋ d(a,b)<ε 

⇒∀b∈B, 
Aa

inf
∈

d(a,b)<ε olur. Dolayısıyla, 

 

Hd(A,B)=maks{inf{ε: ∀a∈A,
Bb

inf
∈

d(a,b)<ε},inf{ε: ∀b∈B,
Aa

inf
∈

d(a,b)<ε}} 

=maks{
Aa

sup
∈ Bb

inf
∈

d(a,b),
Bb

sup
∈ Aa

inf
∈

d(b,a)} 

=maks{
Aa

sup
∈

d(a,B),
Bb

sup
∈

d(b,A)} 

elde edilir. 
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5.1.3.Örnek: 

 

(\ ,d) Öklid uzayı, A=[a1,a2] ve B=[b1,b2], \  de iki kompakt küme olsun. Bu 

durumda, 

 

Hd(A,B)=maks{|a1−b1|,|a2−b2|} olur. 

 

5.1.4.Örnek: 

 

X≠∅, |X|≥2 ve (X,d) ayrık metrik uzay olsun. A,B⊂X, A≠B boştan farklı ve sonlu 

olsun. Dolayısıyla Hd(A,B)=1 dir. 

 

5.1.5.Örnek: 

 
n\  nin tüm boştan farklı, kompakt ve konveks alt kümelerinin ailesini PK( n\ ) ile 

gösterelim. A ve B, n\  nin boştan farklı ve sınırlı alt kümeleri, ||.||, n\  üzerindeki 

Öklid normunu göstermek üzere bu kümeler arasındaki uzaklık Hausdorff metriği, 

 

H(A,B)=maks{
Aa

sup
∈ Bb

inf
∈

||a−b||,
Bb

sup
∈ Aa

inf
∈

||a−b||} 

 

olarak tanımlanır. Bu durumda (PK( n\ ),H) metrik uzay olur. 

 

5.2. Hausdorff Sezgisel Fuzzy Metrik 

 

Bu bölümde sezgisel fuzzy metrik uzaylarda Hausdorff metriğinin kuruluşunu detaylı 

bir biçimde vereceğiz. 
 

5.2.1.Teorem: 

 

(X,M,N,∗,◊) sezgisel fuzzy metrik uzay olsun. Bu durumda M ve N, X×X×(0,∞) 

üzerinde süreklidir. 
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İspat: 

 

x,y∈X, t>0 ve keyfi n
'
n

'
n

'
n )t,y,(x ⊂X×X×(0,∞) dizisi (x,y,t) noktasına yakınsasın. 

n
'
n

'
n

'
n ))t,y,(M(x  ve n

'
n

'
n

'
n ))t,y,(N(x , [0,1] aralığında diziler olduklarından 

n
'
n

'
n

'
n )t,y,(x  dizisinin bir (xn,yn,tn)n alt dizisi var ∋  (M(xn,yn,tn))n ve (N(xn,yn,tn))n 

dizileri [0,1] aralığında yakınsaktır. Gerçekten, δ<t/2 olacak biçimde keyfi δ>0 sayısı 

seçelim. tn→t olduğundan en az bir n0∈` var ∋ ∀n≥n0 için |tn-t|<δ olur. Böylece 

∀n≥n0 için, 

 

M(xn,yn,tn)≥M(xn,yn,t−δ)≥M(xn,x,δ/2)∗M(x,y,t−2δ)∗M(y,yn,δ/2), 

N(xn,yn,tn)≤N(xn,yn,t−δ)≤N(xn,x,δ/2)◊N(x,y,t−2δ)◊N(y,yn,δ/2) 

ve 

M(x,y,t+2δ)≥M(x,y,tn+δ)≥M(x,xn,δ/2)∗M(xn,yn,tn)∗M(yn,y,δ/2), 

N(x,y,t+2δ)≤N(x,y,tn+δ)≤N(x,xn,δ/2)◊N(xn,yn,tn)◊N(yn,y,δ/2) 

 

olur. n→∞ için limit alınırsa, 

 

limnM(xn,yn,tn)≥1∗M(x,y,t−2δ)∗1=M(x,y,t−2δ), 

limnN(xn,yn, tn)≤0◊N(x,y, t−2δ)◊0=N(x,y,t−2δ) 

ve 

M(x,y,t+2δ)≥1∗limnM(xn,yn,tn)∗1=limnM(xn,yn,tn), 

N(x,y,t+2δ)≤0◊limnN(xn,yn,tn)◊0=limnN(xn,yn,tn) 

 

olur. t→M(x,y,t) ve t→N(x,y,t) fonksiyonları sürekli olduğundan 

 

M(x,y,t)=limnM(xn,yn,tn) ve N(x,y,t)=limnN(xn,yn,tn) 

 

elde edilir. Böylece M ve N, X×X×(0,∞) üzerinde süreklidir. 
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5.2.2.Tanım: 

 

(X,M,N,∗,◊) sezgisel fuzzy metrik uzay, a∈A ve ∅≠B⊂X olsun. 

 

M(a,B,t)=sup{M(a,b,t):b∈B} ve N(a,B,t)=inf{N(a,b,t):b∈B} 

 

ile tanımlanan M(a,B,t) ve N(a,B,t) ifadelerine sırasıyla t ye göre a∈A nın B 

kümesine yakın olma ve yakın olmama derecesi denir [21]. 

 

5.2.3.Not: 

 

(X,M,N,∗,◊) sezgisel fuzzy metrik uzay olmak üzere P0(X), F0(X) ve K0(X) ile 

sırasıyla (X,τ(M,N)) nin boştan farklı, boştan farklı sonlu ve boştan farklı kompakt tüm 

alt kümelerin ailesini göstereceğiz. 

 

5.2.4.Lemma: 

 

(X,M,N,∗,◊) sezgisel fuzzy metrik uzay olsun. Bu durumda her a∈X, B∈K0(X) ve 

t>0 için M(a,B,t)=M(a,b0,t) ve N(a,B,t)=N(a,b0,t) olacak şekilde en az bir b0∈B 

vardır. 

 

İspat: 

 

a∈X, B∈K0(X) ve t>0 olsun. 5.2.1.Teorem’inden y→M(x,y,t) ve y→N(x,y,t) 

fonksiyonları süreklidir. B kompakt olduğundan t)b,M(a,sup
Bb∈

=M(a,b0,t) ve 

t)b,N(a,inf
Bb∈

=N(a,b0,t) olacak şekilde en az bir b0∈B vardır. Buradan,  

M(a,B,t)=M(a,b0,t) ve N(a,B,t)=N(a,b0,t)  

yazılabilir. 
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5.2.5.Lemma: 

 

(X,M,N,∗,◊) sezgisel fuzzy metrik uzay olsun. Bu durumda her a∈X ve B∈K0(X) 

için t→M(a, B, t) ve t→N(a, B, t) fonksiyonları (0,∞) üzerinde süreklidir. 

 

İspat: 

 

t)b,M(a,sup
Bb∈

=M(a,B,t) ve t)b,N(a,inf
Bb∈

=N(a,B,t) ve her bir b∈B için  

t→M(a,b,t) ve t→N(a,b,t) fonksiyonları (0,∞) aralığında sürekli olduğundan 

t→M(a,B,t) ve t→N(a,B,t) fonksiyonları (0,∞) aralığında sırasıyla alt ve üst yarı 

süreklidirler.  

 

Göstereceğiz ki, t→M(a,B,t) fonksiyonu (0,∞) aralığında üst yarı sürekli ve 

t→N(a,B,t) fonksiyonu (0,∞) aralığında alt yarı süreklidir. 

 

(tn)n⊂(0,∞) ve tn→t olsun. 5.2.4.Lemma’sından her n∈` için bir bn∈B var ∋ 

M(a,B,tn)=M(a,bn,tn) ve N(a,B,tn)=N(a,bn,tn) olur. 5.2.1.Teorem’inden, B∈K0(X) için 

(bn)n dizisinin bir kn )(b
k

 alt dizisi var ∋ b0∈B olmak üzere 
knb →b0 olur. Böylece  

 

t),bM(a,)t,bM(a,lim 0nnk kk
=  ve t),bN(a,)t,bN(a,lim 0nnk kk

=  

 

olur. Buradan,  

 

t)B,M(a,t),bM(a,)tB,M(a,lim 0nk k
≤=  ve t)B,N(a,t),bN(a,)tB,N(a,lim 0nk k

≥=   

 

elde edilir.  

 

O halde (0,∞) üzerinde t→M(a,B,t) fonksiyonu üst yarı sürekli ve t→N(a,B,t) 

fonksiyonu alt yarı süreklidir. Bu da ispatı tamamlar. 
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5.2.6.Lemma: 

 

(X,M,N,∗,◊) sezgisel fuzzy metrik uzay olsun. Bu durumda her A∈K0(X), B∈P0(X) 

ve t>0 için en az bir a0∈A var ∋  

 

t)B,,M(at)B,M(a,inf 0Aa
=

∈
 ve t)B,,N(at)B,N(a,sup 0

Aa
=

∈
 dir. 

 

İspat: 

 

t)B,M(a,infα
Aa∈

=  ve t)B,N(a,supβ
Aa∈

=  diyelim. Bu durumda bir {an}⊂A dizisi var ∋ 

∀n∈`  için, α+1/n>M(an,B,t) ve β−1/n<N(an,B,t) olur. A∈K0(X) olduğundan (an)n 

dizisinin bir kn )(a
k

 alt dizisi var ∋ a0∈A olmak üzere 
kna →a0 olur. 

Keyfi b∈B seçelim. 5.2.1.Teorem’inden  

 

t)B,,M(at)b,,M(alim 0nk k
=  ve t)B,,N(at)b,,N(alim 0nk k

= . 

 

Her k∈` , α+1/nk> t)b,,M(a
kn ve β−1/nk< t)b,,N(a

kn  olduğundan k→∞ için limit 

alınırsa  

α≥M(a0,B,t) ve β≤N(a0,B,t)  

dir. Böylece,  

α=M(a0,B,t) ve β=N(a0,B,t) olur. 

 

5.2.7.Sonuç: 

 

(X,M,N,∗,◊) sezgisel fuzzy metrik uzay, A,B∈K0(X) ve t>0 olsun. Bu durumda en az 

bir a0∈A ve b0∈B var ∋  

 

t),b,M(at)B,M(a,inf 00Aa
=

∈
 ve t),b,N(at)B,N(a,sup 00

Aa
=

∈
 dir. 
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5.2.8.Teorem: 

 

(X,M,N,∗,◊) sezgisel fuzzy metrik uzay olsun. Bu durumda her bir A,B∈K0(X) için, 

t)B,M(a,inft
Aa∈

→  ve t)B,N(a,supt
Aa∈

→  fonksiyonları (0,∞) üzerinde süreklidir. 

 

İspat: 

 

5.2.5.Lemma’sından t→M(a,B,t) ve t→N(a,B,t) fonksiyonları (0,∞) üzerinde 

süreklidirler. Böylece (0,∞) üzerinde t)B,M(a,inft
Aa∈

→  fonksiyonu üst yarı sürekli 

ve t)B,N(a,supt
Aa∈

→  fonksiyonu alt yarı süreklidir.  

Şimdi (0,∞) üzerinde t)B,M(a,inft
Aa∈

→  fonksiyonunun alt yarı sürekli ve 

t)B,N(a,supt
Aa∈

→  fonksiyonunun üst yarı sürekli olduğunu göstereceğiz.  

(tn)n⊂(0,∞) bir dizi ve tn→t olsun. 5.2.6.Lemma’sından her n∈` için bir an∈A var ∋  

 

M(an,B,tn)= )tB,M(a,inf nAa∈
 ve N(an,B,tn)= )tB,N(a,sup n

Aa∈
  

 

olur. A∈K0(X) olduğundan (an)n dizisinin bir kn )(a
k

 alt dizisi var ∋ a0∈B olmak 

üzere 
kna →a0 olur. 5.2.4.Lemma’sından en az bir b0∈B var ∋ M(a0,b0,t)=M(a0,B,t) 

ve N(a0,b0,t)=N(a0,B,t) olur. Böylece, 5.2.1.Teorem’inden  

 

t),b,M(a)t,b,M(alim 00n0nk kk
=  ve t),b,N(a)t,b,N(alim 00n0nk kk

=   

 

olur. Buradan, her ε>0 için en az bir k0∈` var ∋ her k≥k0,  

 

)t,b,M(aεt),b,M(a
kk n0n00 +<  ve ε-)t,b,N(at),b,N(a

kk n0n00 >   

 

olur. Dolayısıyla her k≥k0,  
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)tB,M(a,infε)tB,,M(aεt),b,M(at)B,M(a,inf
kkk nAann00Aa ∈∈

+=+<≤ ve 

ε-)tB,N(a,supε-)tB,,N(at),b,N(at)B,N(a,sup
kkk n

Aa
nn00

Aa ∈∈
=>≥   

 

olur. Sonuç olarak, (0,∞) üzerinde t)B,M(a,inft
Aa∈

→  fonksiyonu alt yarı sürekli ve 

t)B,N(a,supt
Aa∈

→  fonksiyonu üst yarı süreklidir. 

 

5.2.9.Sonuç: 

 

5.2.8.Teorem’i ayrıca her A,B∈K0(X) için t)b,M(A,inft
Bb∈

→  ve t)b,N(A,supt
Bb∈

→  

fonksiyonları (0,∞) üzerinde sürekli olduğunu gösterir. 

 

5.2.10.Lemma: 

 

(X,M,N,∗,◊) sezgisel fuzzy metrik uzay, a∈X, B∈K0(X), C∈P0(X) ve t,s>0 olsun. 

ba∈B, M(a,B,t)=M(a,ba,t) ve N(a,B,t)=N(a,ba,t) olmak üzere  

 

M(a,C,t+s)≥M(a,B,t)∗M(ba,C,s) ve N(a,C,t+s)≤N(a,B,t)◊N(ba,C,s) dir.  

 

İspat: 

 

5.2.4.Lemma’sından M(a,B,t)=M(a,ba,t) ve N(a,B,t)=N(a,ba,t) şartını sağlayan  en az 

bir ba∈B vardır. Bu durumda her bir c∈C için, 

 

M(a,C,t+s)≥M(a,c,t+s)≥M(a,ba,t)∗M(ba,c,s), 

N(a,C,t+s)≤N(a,c,t+s)≤N(a,ba,t)◊N(ba,c,s) 

 

olur. ∗ ve ◊ normların sürekliliğinden,  

 

M(a,C,t+s)≥M(a,ba,t)∗M(ba,C,s) ve  
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N(a,C,t+s)≤N(a,ba,t)◊N(ba,C,s) 

 

elde edilir ki bu da ispatı tamamlar. 

 

Şimdi, Gregori, Romeguera ve Veeeramani [14] tarafından verilmiş olan; 

 

(X,M,∗) fuzzy metrik uzay olsun. Her A,B∈K0(X) ve t>0 olmak üzere, HM 

fonksiyonu 

 

HM:K0(X)×K0(X)×(0,∞)→[0,1] 

 

t)}b,M(A,inft),B,M(a,infmin{t)B,(A,H
BbAaM ∈∈

=  

 

ile tanımlansın. Bu durumda (HM,∗) ikilisi K0(X) üzerinde bir fuzzy metriktir, 

teoremini, sezgisel fuzzy metrik uzayda ifade ve ispat edelim. 

. 

5.2.11.Teorem: 

 

(X,M,N,∗,◊) sezgisel fuzzy metrik uzay olsun. Her A,B∈K0(X) ve t>0 olmak üzere, 

HM ve HN fonksiyonları 

 

HM, HN :K0(X)×K0(X)×(0,∞)→[0,1], 

 

t)}b,M(A,inft),B,M(a,infmin{t)B,(A,H
BbAaM ∈∈

=  

 

t)}b,N(A,supt),B,N(a,supmaks{t)B,(A,H
BbAa

N
∈∈

=  

 

ile tanımlansın. Bu durumda (HM,HN,∗,◊) dörtlüsü K0(X) üzerinde bir sezgisel fuzzy 

metriktir. 
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İspat: 

 

A,B,C∈K0(X) ve t,s>0 olsun. 

(IFM-1): HM(A,B,t)+HN(A,B,t)≤1 olduğunu gösterelim. Kabul edelim ki ∀a∈A ve 

∀b∈B için t)b,M(A,inft)B,M(a,inf
BbAa ∈∈

≤  olsun. Bu durumda 

t)b,N(A,supt)B,N(a,sup
BbAa ∈∈

≥  olur. Buradan,  her a∈A ve her b∈B için  

 

t)B,M(a,inft)B,(A,H
AaM ∈

=  ve t)B,N(a,supt)B,(A,H
Aa

N
∈

=   

 

elde edilir. 

 

Diğer taraftan her a∈A ve t>0, 1t)B,N(a,t)B,M(a, ≤+  dir. Dolayısıyla,  

 

1t)B,N(a,supt)B,M(a,supt)B,N(a,supt)B,M(a,inf
AaAaAaAa

≤+≤+
∈∈∈∈

  

 

olur ki bu da 1t)B,(A,Ht)B,(A,H NM ≤+  olduğunu gösterir.  

 

Benzer şekilde t)b,M(A,inft)B,M(a,inf
BbAa ∈∈

≥  için de 1t)B,(A,Ht)B,(A,H NM ≤+  

elde edilir. 

 

(IFM-2): 5.2.6.Lemma’sından en az bir a0∈A ve en az bir b0∈B var öyle ki 

 

t)B,,M(at)B,M(a,inf 0Aa
=

∈
 ve t),bM(A,t)b,M(A,inf 0Bb

=
∈

  

 

olur. Böylece HM(A,B,t)>0 olur. 

 

(IFM-3): A=B⇔HM(A,B,t)=1 olduğu kolaylıkla gösterilebilir. 
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(IFM-4): Açık olarak, HM(A,B,t)=HM(B,A,t) dir.  

 

(IFM-5): 5.2.10.Lemma’sından ve ∗ t-normunun sürekliliğinden, 

s)C,,M(binf*t)B,M(a,infs)tC,M(a,inf aAaAaAa ∈∈∈
≥+  

 

olur. Diğer taraftan {ba:a∈A}⊂B için s)C,M(b,infs)C,,M(binf
BbaAa ∈∈

≥  olup buradan 

 

s)C,M(b,inf*t)B,M(a,infs)tC,M(a,inf
BbAaAa ∈∈∈

≥+ . 

 

Benzer şekilde  

 

s)c,M(B,inf*t)b,M(A,infs)tc,M(A,inf
AaBbCc ∈∈∈

≥+  

elde edilir. Dolayısıyla 

 

HM(A,C,t+s)≥HM(A,B,t)∗HM(B,C,s). 

 

(IFM-6): 5.2.8.Teorem’inden ve 5.2.9.Sonuç’undan t→HM(A,B,t) fonksiyonu (0,∞) 

üzerinde süreklidir. 

 

(IFM-7): 5.2.6.Lemma’sından en az bir a0∈A ve en az bir b0∈B var öyle ki 

 

t)B,,N(at)B,N(a,sup 0
Aa

=
∈

 ve t),bN(A,t)b,N(A,sup 0
Bb

=
∈

  

 

olur. Böylece HN(A,B,t)>0 olur. 

 

(IFM-8): A=B⇔HN(A,B,t)=1 olduğu kolaylıkla gösterilebilir. 

 

(IFM-9): Açık olarak, HN(A,B,t)=HN(B,A,t) dir. 
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(IFM-10): 5.2.10.Lemma’sından ve ◊ t-conormunun sürekliliğinden, 

 

s)C,,N(bsupt)B,N(a,sups)tC,N(a,sup a
AaAaAa ∈∈∈

◊≤+  

olur. Diğer taraftan {ba:a∈A}⊂B için s)C,N(b,sups)C,,N(bsup
Bb

a
Aa ∈∈

≤  olup buradan  

 

s)C,N(b,supt)B,N(a,sups)tC,N(a,sup
BbAaAa ∈∈∈

◊≤+ . 

 

Benzer şekilde  

 

s)c,N(B,supt)b,N(A,sups)tc,N(A,sup
AaBbCc ∈∈∈

◊≤+  

elde edilir. Dolayısıyla 

 

HN(A,C,t+s)≤HN(A,B,t)◊HN(B,C,s). 

 

(IFM-11): 5.2.8.Teorem’inden ve 5.2.9.Sonuç’undan t→ HN(A,B,t) fonksiyonu (0,∞) 

üzerinde süreklidir. 

 

O halde (K0(X),HM,HN,∗,◊) beşlisi bir sezgisel fuzzy metrik uzaydır. 

 

5.2.12.Sonuç: 

 

(X,d) bir metrik uzay olsun. Bu durumda, (Md,Nd,∗,◊) standart sezgisel fuzzy 

metriğin ( )◊,*,H,H
dd NM  Hausdorff sezgisel fuzzy metriği ile Hd Hausdorff 

metriğinin ( )◊,*,N,M
dd HH  standart sezgisel fuzzy metriği K0(X) üzerinde çakışır 

[15]. 

 

İspat: 

 

A, B∈ K0(X) ve t>0 olsun. Her a∈A, 
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B)d(a,t
tt)B,(a,Md +

=  ve 
B)d(a,t

B)d(a,t)B,(a,Nd +
= . 

 

Buradan, 

 

B)d(a,t
tt)B,(a,Minf dAa

Aa∈

∈ +
=

sup
 ve 

B)d(a,t

B)d(a,sup
t)B,(a,Nsup Aa

d
Aa

Aa∈

∈

∈ +
=

sup
. 

 

Benzer şekilde, 

 

b)d(A,t
tt)b,(A,Minf dBb

Bb∈

∈ +
=

sup
 ve 

b)d(A,t

b)d(A,sup
t)b,(A,Nsup Bb

d
Bb

Bb∈

∈

∈ +
=

sup
. 

 

Bu durumda,  

 

t)B,(A,Mt)B,(A,H
dd HM =  ve t)B,(A,Nt)B,(A,H

dd HN =  dir. 

 

5.2.12.Sonuç’undan faydalanarak, (Md, Nd, ∗, ◊) standart sezgisel fuzzy metriğin 

Hausdorff sezgisel fuzzy metriğine göre olan uzaklıklarının hesaplanmasında d 

metriğinin Hd Hausdorff metriğine göre uzaklığının hesaplanması kullanılabilir. 

Buna iki örnek verelim: 

 

5.2.13.Örnek: 

 

(\ ,d) Öklid metrik uzayı, A=[a1,a2] ve B=[b1,b2], \  de kompakt iki alt küme olsun. 

Dolayısıyla Hd(A,B)=maks{|a1−a2|,|b1−b2|} olmak üzere her t>0 için 

 

|}ba||,bamaks{|t
tt)B,(A,H

2211
Md −−+

=   
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|}ba||,bamaks{|t
|}ba||,bamaks{|t)B,(A,H
2211

2211
Nd −−+

−−
=  

 

olur. 

 

5.2.14.Örnek: 

 

X≠∅, |X|≥2 ve (X,d) ayrık metrik uzay olsun. Ayrıca A ve B, A≠B olmak üzere X in 

boştan farklı sonlu alt kümeleri olsun. Dolayısıyla, Hd(A,B)=1 olmak üzere her t>0 

için 

 

1t
tt)B,(A,H

dM +
=  ve 

1t
1t)B,(A,H

dN +
=  olur. 

 

5.3. Hausdorff Metrik Tarafından İndirgenen Düzgün Yapı 

 

5.3.1. Tanım: 

 

(i) X≠∅ bir küme olmak üzere ∆={(x,x):x∈X} ile gösterilen alt kümesine X×X in 

köşegeni denir. 

 

(ii) A⊂X×X olmak üzere A−1={(x,y):(y,x)∈A} ile tanımlanır. Eğer A= A−1 ise A 

kümesine simetrik denir. 

 

(iii) A,B⊂X×X olmak üzere  

 

AοB={(x,y):∃z∈X, (x,z)∈B ve (z,y)∈A} 

 

ile tanımlanır. 

 

(iv) A2=AοA, An+1=AnοA (n=1,2,...) [22]. 
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5.3.2.Uyarı: 

 

A,B,C⊂X×X olsun. Aşağıdakiler vardır. 

(i) A⊂B ise A−1⊂B−1 ve AοC⊂BοC, 

(ii) (AοB)−1= B−1οA−1, 

(iii) (AοB)οC= Aο(BοC). 

 

5.3.3.Tanım (Düzgün Uzay): 

 

X≠∅ bir küme olsun. X×X in alt kümelerinin aşağıdaki özellikleri sağlayan bir W 

ailesine X üzerinde bir düzgün yapı denir. 

 

(D1) Her D∈W  için ∆⊂D, 

(D2) Herhangi D1,D2∈W için D1∩D2∈W? 

(D3) Her D∈W  için EοE⊂D olacak biçimde bir E∈W  vardır, 

(D4) Her D∈W  için E−1⊂D olacak biçimde bir E∈W  vardır, 

(D5) D∈W  ve D⊂E ise E∈W  dir. 

 

W ? X üzerinde bir düzgün yapı olmak üzere (X,W) ikilisine bir düzgün uzay denir 

[22]. 

 

5.3.4.Tanım: 

 

(X,W) bir düzgün uzay olsun. Eğer ∩{D:D∈W}=∆ ise W  düzgün yapısına ve 

dolayısı ile (X,W) düzgün uzayına bir Hausdorff düzgün uzay denir [22].  

 

5.3.5.Tanım: 

 

(X,W) bir düzgün uzay ve β⊂W  bir alt aile olsun. Eğer her D∈W  için B⊂D olacak 

biçimde bir B∈β varsa β ailesine W  düzgün yapısı için bir tabandır denir. Buna göre 
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eğer bir β⊂W  ailesi W  düzgün yapısı için bir taban ise, W  ailesi, β nın elemanlarına 

onların bütün üst kümeleri de katılarak elde edilir [22]. 

 

5.3.6.Teorem:  

 

X≠∅ bir küme ve β, X×X in alt kümelerinin 

 

(B1) Her B∈β için ∆⊂B, 

(B2) Herhangi bir B1,B2∈β ise ∃B3∈β var ∋ B3⊂B1∩B2, 

(B3) Her B∈β için ∃C∈β var ∋ CοC⊂B, 

(B4) Her B∈β için ∃C∈β var ∋ C−1⊂B, 

 

koşullarını sağlayan bir ailesi ise, β ailesi X üzerinde bir düzgün yapının tabanıdır 

[22]. 

 

İspat: 

 

W={D⊂X×X: ∃B∈β var ∋ B⊂D} ailesinin X üzerinde β yı taban kabul eden bir 

düzgün yapı olduğu kolaylıkla gösterilebilir. 

 

5.3.7.Örnek: 

 

(i) Her ε>0 için Dε={(x,y): |x−y|<ε}⊂ ×\ \  olmak üzere W ={ Dε: ε>0} ailesi \  

üzerinde bir düzgün yapının tabanıdır. Bu düzgün yapıya \ nin doğal düzgün yapısı 

denir. 

 

(ii) (X,d) bir metrik uzay ve ε>0 olmak üzere Dd
ε={(x,y)∈X×X: d(x,y)<ε} 

kümelerinin W ={Dd
ε: ε>0} ailesi X üzerinde bir düzgün yapının tabanıdır. Bu 

düzgün yapıya d metriği ile üretilen metrik düzgün yapı adı verilir. 

Eğer bir (X,W) düzgün uzayının düzgün yapısı bir metrik ile üretilebilirse bu düzgün 

uzaya metriklenebilir düzgün uzay denir. 
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(iii) X bir küme olmak üzere X×X in ∆ yı içeren bütün alt kümelerinin W={U⊂X×X: 

∆⊂U} ailesi X üzerinde bir düzgün yapıdır. Bu düzgün yapıya ayrık düzgün yapı 

denir. Bu düzgün yapının bir tabanı β={∆} dır. 

 

(iv) X bir küme olmak üzere W ={X×X}, X üzerinde bir düzgün yapıdır. Bu düzgün 

yapıya ilkel düzgün yapı denir. 

 

5.3.8.Tanım: 

 

(X,W) bir düzgün uzay ise her x∈X ve U∈W  için U(x)={y∈X: (x,y)∈U} şeklinde 

tanımlanır [22]. 

 

5.3.9.Teorem: 

 

(X,W) bir düzgün uzay olsun. aşağıdakiler vardır: 

 

(i) Her x∈X için hx={U(x): ,U∈W} ailesi X üzerinde bir topolojinin x noktasındaki 

komşuluklar ailesini oluşturur. τW  ile gösterilen bu topolojiye W  ile üretilen düzgün 

uzay topolojisi veya kısaca düzgün topoloji denir. 

(ii) (X,W) Hausdorfftur ⇔ (X, τW) topolojik uzayı Hausdorfftur [22].  

 

5.3.10.Tanım: 

 

(X,W) bir düzgün uzay ve A⊂X olsun. Her U∈W  için 

 

U(A)=
x A

U(x)
∈
∪ ={y∈X: ∃x∈A ∋ (x,y)∈U} 

 

şeklinde tanımlanan küme A kümesinin bir komşuluğudur. Bu komşuluğa A nın 

düzgün komşuluğu denir [22]. 
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5.3.11.Teorem:  

 

(X,W) bir düzgün uzayı metriklenebilirdir ⇔ (X,W) Hausdorff ve sayılabilir bir 

tabana sahiptir [23]. 

 

5.3.12.Teorem: 

 

(X,M,N,∗,◊) sezgisel fuzzy metrik uzay olsun. Bu durumda (X, τ(M,N)) metriklenebilir 

topolojik uzaydır [21]. 

 

İspat 

 

Her bir n∈`  için, 

 

Un={(x,y)∈X×X: M(x,y,1/n)>1-1/n ve N(x,y,1/n)<1/n} 

 

kümesini tanımlayalım. {Un: n∈` } ailesinin X üzerindeki U düzgün yapısı için bir 

taban olduğunu ve indirgediği topolojinin τ(M,N) ile çakıştığını göstereceğiz. 

 

Öncelikle her bir n∈` için, {(x,x): x∈X}⊂Un, Un+1⊂Un ve Un=Un
-1 şartları sağlanır. 

Diğer taraftan ∗ ve ◊ nin sürekliliğinden her bir n∈`  için en az bir m∈` var öyle ki 

m>2n iken (1-1/m)∗(1-1/m)>1-1/n ve (1/m)◊(1/m)<1/n dir.  

 

Şimdi UmοUm⊂Un olduğunu gösterelim. Keyfi (x,y)∈Um ve (y,z)∈Um olsun. 

M(x,y,.) ve N(x,y,.) sırasıyla azalmayan ve artmayan olduğundan  

 

M(x,z,1/n)≥M(x,z,2/m) ve N(x,z,1/n)≤N(x,z,2/m)  

 

dir. Buradan, 

 

M(x,z,1/n)≥M(x,y,1/m)∗M(y,z,1/m)≥(1-1/m)∗(1-1/m)>1-1/n ve 
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N(x,z,1/n)≤N(x,y,1/m)◊N(y,z,1/m)≤(1/m)◊(1/m)<1/n  

 

olup (x,z)∈Un olur. Böylece {Un: n∈` } ailesi X üzerindeki U düzgün yapısı için bir 

tabandır. 

Her bir x∈X ve her bir n∈`  için 

 

Un(x)={y∈X: M(x,y,1/n)>1-1/n ve N(x,y,1/n)<1/n}= B(x,1/n,1/n)  

 

olduğundan U nun indirgediği topoloji τ(M,N) ile çakışır. Böylece (X,τ(M,N)) 

metriklenebilir topolojik uzaydır. 

 

i( )X, U  bir düzgün uzay olmak üzere P0(X) üzerindeki iU  nun iUH  Hausdorff-

Baurbaki düzgün yapısının tabanı U∈ iU  olmak üzere 

 

UH ={(A,B)∈P0(X)×P0(X):B⊂U(A) ve A⊂U(B)} 

 

biçimindedir. Burada  

 

U(A)={y∈X: x∈A ve (x,y)∈U}  

 

dır. iUH  nun K0(X)×K0(X) e kısıtlamasını yine iUH  ile göstereceğiz.  

 

5.3.13.Not: 

 

(M,N) tarafından indirgenen düzgün yapıyı i ( )M,NU  ile gösteriyoruz. (M,N) nin 

Hausdorff metriği tarafından indirgenen düzgün yapıyı i ( )M NH ,HU  ile göstereceğiz. 

 

5.3.14.Teorem: 
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(X,M,N,∗,◊) sezgisel fuzzy metrik uzay olsun. Bu durumda K0(X) de, i ( )M,NUH  

Hausdorff-Baurbaki düzgün yapısı ile i ( )M NH ,HU  düzgün yapısı çakışır [15]. 

 

İspat: 

 

Her bir n∈` için, 

{(A,B)∈K0(X)×K0(X):B⊂Un+1(A) ve A⊂Un+1(B)} 

⊂{(A,B)∈K0(X)×K0(X):HM(A,B,1/(n+1)≥1−1/(n+1) ve HN(A,B,1/(n+1))≤1/(n+1)} 

⊂{(A,B)∈K0(X)×K0(X):HM(A,B,1/n)>1−1/n ve HN(A,B,1/n)<1/n} 

⊂{(A,B)∈K0(X)×K0(X): B⊂Un(A) ve A⊂Un(B)} 

olduğundan K0(X) de i ( )M ,NUH = i ( )M NH ,HU  dir. 

 

5.3.15.Tanım:  

 

(X,M,N,∗,◊) sezgisel fuzzy metrik uzay ve A⊂X olsun. Eğer her bir r∈(0,1) ve t>0 

için A nın sonlu bir S alt kümesi var öyle ki (M,N)
x S

A B (x, r, t)
∈

⊂∪  ise A ya ön 

kompakt (precompact) küme denir [21]. 

 

5.3.16.Uyarı: 

 

(i) i( )X, U  düzgün uzay olmak üzere (K0(X), iUH ) tamdır (ön kompaktır) ancak ve 

ancak i( )X, U  tamdır (ön kompaktır). 

 

(ii) (X,M,N,∗,◊) sezgisel fuzzy metrik uzayı tamdır ancak ve ancak (X, i ( )M,NU ) 

düzgün uzayı tamdır. 

 

(iii) (X,M,N,∗,◊) sezgisel fuzzy metrik uzayının ön kompakt olması için gerek ve 

yeter şart X deki her dizinin bir Cauchy alt dizisinin olmasıdır. Ayrıca  (X,M,N,∗,◊) 
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uzayında bir dizinin Cauchy dizisi olması için gerek ve yeter şart (X, i ( )M,NU ) 

uzayında Cauchy dizisi olmasıdır. Dolayısıyla, (X,M,N,∗,◊) uzayının ön kompakt 

olması için gerek yeter şart (X, i ( )M,NU ) uzayının ön kompakt olmasıdır. 

 

5.3.17.Teorem: 

 

(X,M,N,∗,◊) sezgisel fuzzy metrik uzay olsun. (K0(X),HM,HN,∗,◊) tamdır ancak ve 

ancak (X,M,N,∗,◊) tamdır [15]. 

 

İspat: 

 

5.3.16.Uyarı (ii) den (K0(X),HM,HN,∗,◊) tamdır ancak (K0(X), i ( )M NH ,HU ) tam düzgün 

uzaydır. 5.3.14.Teorem’inden K0(X) de i ( )M ,NUH = i ( )M NH ,HU  olduğundan 5.3.16.Uyarı (i) 

den (K0(X), i ( )M NH ,HU ) tamdır ancak ve ancak (X,M,N,∗,◊) tamdır. 

 

5.3.18.Teorem: 

 

(X,M,N,∗,◊) sezgisel fuzzy metrik uzay olsun. (K0(X),HM,HN,∗,◊) ön kompaktır 

ancak ve ancak (X,M,N,∗,◊) ön kompaktır [15]. 

 

5.3.19.Lemma: 

 

(Y,M′,N′,∗,◊) sezgisel fuzzy metrik uzay ve X, Y nin yoğun bir alt kümesi olsun. Bu 

durumda F0(X) ve dolayısıyla K0(X), ( )0 M NK (Y), H , H , ,′ ′ ∗ ◊  uzayında yoğundur 

[15]. 

 

İspat: 

 

Keyfi A∈ K0(Y), ε∈(0,1) ve t>0 olsun. F∈ ( ) ( )
M N0 H ,HF (X) B A, , t
′ ′

∩ ε  olacak biçimde 
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F kümesinin varlığını göstereceğiz. δ∈(0,ε) seçelim. ∗ ve ◊ sürekli olduğundan, 

1−ε<(1−δ)∗(1−α) ve ε>δ◊α olacak biçimde α∈(0,1) bulunabilir. 
n

(M ,N ) i
i 1

A B (a , , t / 2)′ ′
=

⊂ α∪  olacak biçimde {a1,a2,...,an}⊂A seçelim. X, Y de yoğun 

olduğundan her bir i=1,2,...,n için xi∈
n

(M ,N ) i
i 1

B (a , , t / 2)′ ′
=

δ∪  vardır. F={x1,x2,...,xn} 

diyelim. Açıkça F∈ F0(X) tir. F∈ ( )M NH ,HB (A, , t)
′ ′

ε  olduğunu göstereceğiz. Her bir 

i=1,2,...,n için 

 

M′(A,xi,t)≥M′(ai,xi,t)≥M′(ai,xi,t/2)>1−δ ve N′(A,xi,t)≤N′(ai,xi,t)≤N′(ai,xi,t/2)<δ  

 

olduğundan, 

 

infx∈F M′(A,x,t)>1−δ>1−ε ve supx∈F N′(A,x,t)<δ<ε 

 

elde edilir. Diğer taraftan, verilen a∈A için en az bir i∈{1,2,...,n} vardır öyle ki 

M′(ai,a,t)>1−α and N′(ai,a,t)<α olur. Dolayısıyla, 

 

M′(a,F,t)≥M′(a,xi,t)≥M′(a,ai,t/2)∗M′(ai,xi,t)>(1−α)∗(1−δ) ve 

N′(a,F,t)≤N′(a,xi,t)≤N′(a,ai,t/2)◊N′(ai,xi,t)<α◊δ  

 

olur. Böylece, 

 

infa∈AM′(a,F,t)≥(1−α)∗(1−δ)>1−ε ve supa∈AN′(a,F,t)≤α◊δ<ε  

 

elde edilir. Sonuç olarak, 

 

MH (A,F, t) 1′ > − ε  ve NH (A,F, t)′ < ε   

 

olur ki bu da ispatı tamamlar. 
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5.3.20.Teorem: 

 

(X,M,N,∗,◊) sezgisel fuzzy metrik uzay olsun. Bu durumda (K0(X),HM,HN,∗,◊) nın 

tamlanabilir olması için ⇔ (X,M,N,∗,◊) nin tamlanabilir olmasıdır [15]. 

 

İspat: 

 

Kabul edelim ki (X,M,N,∗,◊) tamlanabilir olsun. Dolayısıyla X, sezgisel fuzzy 

metrik tamlaması olan i i( )X,M,*,◊  da yoğundur. Böylece 5.3.19.Lemma’sından 

K0(X), i
i i( )0 M NK (X),H ,H , ,∗ ◊  de yoğundur. 5.3.17.Teorem’inden 

i
i i( )0 M NK (X),H ,H , ,∗ ◊  tam olduğundan, (K0(X),HM,HN,∗,◊) tamlanabilirdir ve 

tamlaması i
i i( )0 M NK (X),H ,H , ,∗ ◊  uzayına izometriktir. 

 

Tersine, kabul edelim ki (K0(X),HM,HN,∗,◊) tamlanabilir olsun. Dolayısıyla i(K0(X)), 

i
0K (X)  te yoğun olacak biçimde  bir i: (K0(X),HM,HN,∗,◊)→ i

i i( )0 M NK (X),H ,H , ,∗ ◊  

izometrisi vardır. Her bir x∈X için {x}∈ K0(X) olduğundan, i nin X e kısıtlaması 

olan iX, (X,M,N,∗,◊) den i
i i( )X M Ni (X),H ,H , ,∗ ◊  e bir izometridir. Dolayısıyla 

i i( )X M Ni (X),H ,H , ,∗ ◊  bir tam sezgisel fuzzy metrik uzaydır ve iX(X) yoğun alt 

uzayına sahiptir. O halde (X,M,N,∗,◊) tamlanabilirdir. 

 

Aşağıdaki örnek, Hausdorff sezgisel fuzzy metriğin her zaman sezgisel fuzzy metrik 

vermeyeceğini göstermektedir. (X,M,N,∗,◊) sezgisel fuzzy metrik uzayının IF-

CB0(X) alt kümesini yani boştan farklı ve IF-sınırlı kümelerinin ailesini alalım. 

 

Her bir A,B∈IF-CB0(X) ve t>0 için, 

 

HM(A,B,t)=min{infa∈AM(a,B,t),infb∈BM(A,b,t)}ve 
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HN(A,B,t)=maks{supa∈AN(a,B,t),supb∈BN(A,b,t)} dir. 

 

5.3.21.Örnek: 

 

Her a,b∈[0,1] için a∗b=maks{0,a+b−1} ve a◊b=min{1,a+b} olsun. ( )n n 2
x ∞

=
 ve 

( )n n 2
y ∞

=
 ayrık noktaların dizisi yani A={xn:n≥2} ve B={yn:n≥2} olmak üzere 

A∩B≠∅ olsun. X=A∪B, M ve N, X×X×(0,∝) un fuzzy alt kümeleri olmak üzere 

aşağıdaki şekilde tanımlansın. Her m,n≥2 için, 

 

M(xn,xm,t)=M(yn,ym,t)=1− 1 1
n m n m
⎡ ⎤−⎢ ⎥∧ ∨⎣ ⎦

 

 

N(xn,xm,t)=N(yn,ym,t)= 1 1
n m n m

−
∧ ∨

 

 

M(xn,ym,t)=M(ym,xn,t)=
1 1
n m
∧  

 

N(xn,ym,t)=N(ym,xn,t)=1− 1 1
n m
⎡ ⎤∧⎢ ⎥⎣ ⎦

. 

 

(X,M,N,∗,◊) sezgisel fuzzy metrik uzaydır ve τ(M,N), X üzerinde ayrık topolojidir. 

Ayrıca A ve B kapalı ve IF-sınırlıdır. Hatta her n,m≥2 ve her bir t>0 için  

 

M(xn,xm,t)>1/2, M(yn,ym,t)>1/2, N(xn,xm,t)<1/2 ve N(yn,ym,t)<1/2  

 

dir. Her bir n≥2 ve t>0 için  

 

M(xn,B,t)=M(A,yn,t)=1/n ve N(xn,B,t)=N(A,yn,t)=1−1/n  

 

olduğundan, 
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min{infa∈AM(a,B,t),infb∈BM(A,b,t)}=0  

ve 

maks{supa∈AN(a,B,t),supb∈BN(A,b,t)}=1 

 

olup (HM,HN,∗,◊), IF-CB0(X) üzerinde sezgisel fuzzy metrik değildir. 
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