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OZET

Fourier Analizi ve Ters Problem

Tezde Fourier doniisiimiinii kullanarak bazi sinif istasyonel olmayan kismi tiirevli
diferansiyel denklemlerin gercek ¢oziimleri incelenmistir. Ayrica da serpilmenin ters
problemi de kullanilarak birinci basamaktan kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin gercek
¢Ozlimii ele alinmistir. Bazi durumlarda lineer Schrodinger denkleminin gergel ¢oziimleri

incelenmistir.



ABSTRACT

Fourier Analysis and Inverse Problem

In this thesis the exact solution of some class of non stationary equations is obtained
by applying the Fourier Transform. In addition, using the inverse problem of scattering the
exact solution of the Cauchy problem for first order partial differential equation is found.

The exact solution of some linear Schrodinger equation is obtained too.
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1. GIRIS

Genelde birgok pratik problemlerin matematiksel modelleri nonlineer kismi tlirevli
diferansiyel denklemler veya diferansiyel denklemler sistemleri yardimiyla ifade
edilmektedir. Bilindigi gibi nonlineer denklemi (denklemler sistemi) i¢in yazilmig
baslangic deger problemlerini ¢ozmek i¢in bazi zorluklarla karsilagilmaktadir. Bu
nedenle en dogal yol sozkonusu nonlineer denklemi lineer denkleme ( denklemler

sistemine) indirgemek ve ¢c6zmek daha kolaydir. Mesela; nonlineer Burgers denklemini

8_u+u8_u_ @ >0
o ax Mar

Ve

u=u degisken donilistimii yardimi ile lineer 1s1 denklemine

V= HY

dontismektedir. Daha sonra bu yontem gelistirilerek bazi dnemli problemler de ¢oziime

kavusur.

Diger 6nemli problemlerden birise de Kortewed- de Vries denklemi i¢in yazilmis

Cauchy probleminin ¢oziimii olmaktadir.
u,—6buu +u_ =0, xeR, t>0
denklemi i¢in
u(x,0)=u,(x), xeN
problemini gdz O6niine alalim. Burada uo(x) baz1 kosullar1 koruyan bilinen bir fonksiyon
olmaktadir.
u=v> +v,

degisken doniisiimiinden sonra KdV denklemi

denklemine déniisiir. Burada v(x,) fonksiyonu modifiye olunmus KdV
v,—6viv_+v_ =0

denkleminin ¢oziimii olmaktadir.



Gostermek miimkiindiir ki, eger u(x, t) u=v>+ v denkeminin ¢6ziimii ise, asagidaki
Riccati

L1
7

VvV =

dontistimii sonucu lineer Schrodinger

V. —uy =0
denklemine doniistiiriir. Nonlineer diferansiyel denklemleri doniistiiren genel degisken
doniistimii bulmak miimkiin degildir.

Fakat, Fourier doniisiimii kullanilarak birkag¢ sinif nonlineer denklemleri lineer
Schrodinger denklemine doniistiirmek miimkiindiir.

Bes boliimden olusan tezin 2. boliimiinde Fourier doniisiimii ve bazi 6zellikleri
incelenmistir.

3. ve 4. boliimde Schrodinger denklemi ve Lax formalizmi incelenmis, klasik ve
kuantum mekaniginde sagilma ve Schrodinger denklemine indirgenebilen bazi problemler
incelenmistir.

Tezin sonuncu boliimiinde Schrédinger denkleminin bazi uygulamalari
incelenmistir.

2. FOURIER DONUSUMU VE BAZI UYGULAMALARI
2.1 Diiz ve Ters Fourier Doniisiimleri

f (x) fonksiyonu —oo < x<oo aralifinda tanimli, parga- parca siirekli ve x noktasi

etrafinda sonlu varyasyona sahip fonksiyon olsun. Ayrica da varsayalim ki,

[l <o .

Bu 6zellige sahip olan fonksiyonlara Fourier orijinali denir.

Tamm 1. Asagidaki esitlikte tanimlanan

=3

:f j (x)e < dx (1)
fonksiyonuna f (x) fonksiyonun (diiz) Fourier doniisiimii denir,

burada i = «/—_1 olmaktadir.



Tamm 2. Eger, 3(&) f fonksiyonunun Fourier doniisiimii ise

)= 100 = = [P @)

ifadesine ters Fourier doniisiimii denir.

s |21 e
e > - B >e .
T 1+

Ornek 1. 7. formiiliiniin dogru oldugunu gosterelim.

Ornegin,

) ;)Cz ) —(x+ik)2 i’k? 0 i ﬂ —_k2
F(k)= Ie 2 e™dx = Ie 2 dxe? = je 2dye? =+2m.e?

Fourier Déiisiimiiniin Bazi Ozellikleri
1. Fourier doniisiimii lineer doniistimdiir.
Yani, a ve b herhangi bir sabitler olmak {iizere;
Slaf (x) + bg(x)] = a3|f (0)]+ b3 g ()]
2. Kismi tiirevler i¢in Fourier doniisiimleri .
u(x,t) tanim bolgesinde siirekli ve her iki degiskene gore siirekli kismi tiirevleri olan
fonksiyon olsun,

Asagidaki tabloda pratikte ¢ok kullanilan bazi fonksiyonlar i¢in Fourier doniisiimleri

verilmistir.
/() F (k)
1. Delta function o(x) 1
2. Square pulse H(a - ’ x|) 2 ak
3. Exponential e~ 2q
a’+k’
4. Heaviside function H(x) 26(K) + 1
i
5. Sign H(x)—H(— x) 2
ik
6. Constant 1 275(k)
7. Gaussian -2 i
e? N2me ?




asagidaki 6zellikler dogrudur:

a) ; Ooux (x,0)e " “dx = —i&3[u] ;
T 2y
b) fu, ]= J— j Je % dx = —£°3[u].

a) ve b) ozelliklerinin ispati, x’ e gore kismi integrasyon yonteminin uygulanmasi

sonucu elde edilir.

d) 3

3. Biikiilme ozelligi
Tamm 3. Varsayalim ki, f (x) ve g(x) R' de tanimli ve integrallenebilen fonksiyonlar

olmaktadir. Asagidaki formiille tanimlanan
(/*g)x Slr=¢)g(E)as
- 1

integrale f (x) ve g(x) fonksiyonlarmin biikiilmesi denir.
f(x) ve g(x) Fourier orijinalleri ise

3/ +gl=3lrkle].
olmaktadir.

Ornek2. f(x)=x ve g(x)= e olsun. (f* 2)(x)’ yi bulunuz.

Coziim. Tanim 3’e gore,

L ] (_ljeéz



2.2 Fourier Doniisiimiiniin 1. Basamaktan Kismi Tiirevli Denkleme Uygulanmasi

Bu boéliimde bizim uygulayacagimiz yontem, Fourier yontemi ve onun genellestirilmesi
olmaktadir. Biz bu yontemi sonralar bazi nonlineer denklemlere uygulayacagiz. Simdi, biz
bu yontemi birinci basamaktan olan lineer denklem i¢in Cauchy probleminin ¢dziimiine
uygulayalim.

Asagidaki problemi g6z Oniine

0 0
il = 3
(8t+008xj (r,x)=0, 3)
9(0.x) = ¢(x) (4)
alalim.
Bellidir ki, bu problemin ¢6ziimii
q'(x)=qlt.x) = ¢"(x — ) (5)

fonksiyonu olmaktadir.

Eger g— komplex degerli tim ¢>0 i¢in mutlak integrallenebilen fonksiyon

olursa, yani
]3|q(t,x]dx <o,

bu durumda ¢'(x) fonksiyonunun Fourier doniisiimii

o0

(Fg Yo == [ *“gle.xkiv = 5'0) ©)

olmaktadir.

AMR) ile tim R de tammh, siirekli diferansiyellenebilen ve mutlak
integrallenebilen fonksiyonlar uzayimi gosterelim. Aciktir ki, F: A(SR)—) A(iR) .
Bildiginiz gibi, F doniisiimiinin 4(R) ters doniisiimii var ve

1
3 ™ B(t,x)dk = q (7)
(P50 =5 Je )

formiilii ile tammlanmaktadir, yani F ' : A(‘.R) - A(R)



Sekil 1

Aciktir ki, (3) denklemi ¢=0 oldugu durumda qo(x) fonksiyonu ile ayni olan
q’(x)e A(SR) fonksiyonun evrimini belirlemektedir. Eger ¢ degisirse q’(x) noktasi
A(ER) fonksiyonal wuzayinda bir egri olusturmaktadir. Sekill’de formal olarak F
donilisimii bu egrinin nasil degistigini gdstermektedir. Doniistiiriilmiis egri de A(ER)
uzayinda B° noktasindan ¢ikan bir egri olmaktadir. Fourier doniisiimiiniin amaci

doniistiiriilmiis egrinin kolayca bulunmasi ve bu egrinin incelenmesi olmaktadir. (7)’ yi

(3) ve (4) de yazarsak

[% + ikco}B(t,k) =0, (8)

B(o,k)= B°(k) 9)

elde ederiz.

(8) ve (9) problemi ¢ok kolayca ¢oziilebilir ve ¢oziim

dB(t,k)

& = —ichB(t,x) ,
veya

BUK) __ear

B(t,k)

olmaktadir. Buradan ,

In B(t,k) = —ike,t +c,



—iket,

veya B(t,x)=ce olarak elde ederiz. Sonuncu ifadeye dahil olan ¢

(9) dan ¢ = Bo(k) olarak buluruz. Alinan ifade yerine konursa B’(k) igin
B’(k) = B(t,x) =B’ (k)ef"k”‘)
ifadesini elde ederiz.

Eger ters Fourier doniistimii B’(k) fonksiyonuna uygularsak

x 1 welloc —tkctoB k dk
¢'(x)=—=]
72- —00

jeik(x*c°’)B°(k)dk =q"(x—c,t)

o0

1
N271

aliriz. (4) kosulundan

o0

Fgll) = [ (skiv= B'(k)

—00

olur ve

( “'B’ Xx \/_.[O ’k"B dk:qo(x)

olmaktadir. Yukarida uygulanmis yontemi sematik olarak gostermek miimkiindiir.

q° F B’

v

Fourier doniisiimi

F—l

>

Ters Fourier dontisiimii

Sekil 2

sabitini

(10)

(11)



Burada U':¢" —>¢q' ve V':B" > B'.

3. SCHRODINGER DENKLEMIi VE LAX FORMALIZMi

Asagidaki denklemi g6z Oniine
Ly =2y (12)
alalim. Burada,

d

L=D2—u(x,t) ve, D=— (13)
dx
olmaktadir. (12) denklemini t’ ye gore diferansiyelliyelim
(L) = Ly+Ly, = Ay + 2, (14)
Lyz:Dzyt(x’t)_u(x’t)yt:yxxt_uyt (15)

oldugu aciktir. Simdi (Ly)t > yi bulalim
(zy), =|D* —u(x.0)y] = (D), — (ulx.0)y), =y, —,7 -, (16)
(15) ve (16)’1 (14)lin sag tarafinda yerine yazalim,
Vew —Uy =y, = Ly+y., —uy, .
Buradan
—u, y=»Ly (17)
oldugunu elde ederiz. Sonuncu ifadeden ise
L =-u, (18)
oldugunu goriiriiz. Bizi dyle u(x,t) fonksiyonu ve boylelikle ¢’ ye baghh y fonksiyonlari
ilgilendiriyor ki, 4, =0 olsun.
Farz edelim ki, y fonksiyonun ¢’ ye gore bagliligi
Y, =By (19)
gibi verilmistir. Burada B belli olmayan ve bulunmasi gereken herhangi (tek olmayan) bir
lineer operatdr olmaktadir. Ayrica y’nin x’ e baghligi (12) denklemi ile korunur.
O zaman (19) dikkate alinirsa (14) boyle
Ly+Ly, =Ay+Ay, =—uy+LBy=1y+ABy

olur. Sonuncu ifade boyle de



—u,y+LBy=A4y+ B(4y)
yazilabilir. Ay = Ly oldugunu dikkate alirsak
—u,y+LBy—-BLy=Ay
olur. Sonuncu ifadeyi sagidaki gibi

—u,y+[LB-BLly=2,y ,

veya

(~u, +[L.B)ly =2y (20)
yazalim . Bu ifadeye A ve B operatorlerinin komutatorii denir. Burada

[L,B]=LB-BL (21)

olmaktadir. (20) denkleminden goriildiigii gibi A’ nin zamandan baglh olmamasi igin,
yani 4, =0 olmas1 i¢cin B operatoriinii dyle ¢ekmek gerekiyor ki,
—u,+[L,B]=0 (22)
olsun. (22) operatorii denklem olusturur.
Simdi biz gosterecegiz ki , B {iizerine gereken sartlar1 koymakla [L,B] ifadesi

diferansiyel operator degil u’ ya ve onun yer eksenine gore olan tiirevlerini igeren bir
fonksiyon olmaktadir. Ve boylelikle biz u fonksiyonuna gore bir kismi tiirevli diferansiyel

denklem elde edecegiz. Boylece, u bu denklemi sagladik¢a A, = 0 olacaktir.

Ornek 3. B operatorii olarak B =aD = aai’ i g6z Online alalim. Burada a u ve
X

onun yer eksenine gore tiirevlerini igerebilir.

Tamma gore,
[£.Bly = (LB - BL)y = (D> ~u)ay,)- aD(y,, — uy)= (23)
= D*(ay,)-uay, —aDy,, +aD(uy)
= D*(ay,)—uay, —aDy,, +au,y +auy,
= D*(ay,)-aDy,, +au,y .
D(ay,)=a,y, +aDy, , ve
D*(ay,)=Da,y, + D(aDy,)=
=aDy +a.,y +aDy +aD’y, .
oldugunu dikkate alirsak (23)’ 1 asagidaki gibi
aD’y+a_Dy+aD’y+aD’y—aDy_+au.y (24)



=au D’y + a.D, +auy .
yazabiliriz. (24) ifadesi (23)’ de yerine konursa
[L, B]y =2a, D’y + a.D, +au.y (25)
olur. Eger, (23) ifadesinde D’y ve Dy carpanlarin katsayilar1 sifira esit olursa, yani
a= counst durumunda
[L,B]=au, (26)
olur . (26) ifadesi (22)’ de yerine konursa
—u,tau, =0, (27)
veya
u,—au, =0
olur. (27) denklemi (20)’ da dikkate alinirsa
(u, + aux)y =4y
A =0.
Gergektende
d’y
dx’

+[2—u(x)ly =0

denkleminde u(x) potansiyel fonksiyonu x+a¢ kadar kaydirsak A’ lar degismez

kalmaktadir. Bu denkleme Schrodinger denklemi denir.
4. TERS PROBLEM (INVERSE PROBLEM )

Bu boliimde gosterecegiz ki, Schrodinger denklemi i¢in yazilmig ters problemin
¢Oziimii yardimiyla bir c¢ok nonlineer problemlerinin de ¢oziimiini elde etmek
miimkiindiir. Bundan dolay1 bu boliimde Once, ters sagilma doniistimii i¢in gereken alt
yapiy1 irdeleyecegiz. S6z konusu problemin temeli kuantum  mekanigi ile bagh
oldugundan kullanacagimiz sozciikleri de kuantum mekaniginin sozciikleri ile uzlastirmak
zorunday1z.

Bir kural olarak iki degiskene bagli fonksiyonlar1 kullanacagiz, f :R> — R .

(3) denklemi i¢in I operatoriine benzer diger donilisiimleri bulmak miimkiindiir.

Boyle bir 6zdeger problemini

10



2
[% + q(z,x)}/(t,x,k) = kY (t,x,k) . (28)
x
gdz Oniine alalim. Burada ¢ parametre olmaktadir. Bellidir ki, ¢ degistikce k° 6z
degerleri ve ayn1 zamanda K’ 06z fonksiyonlar1 degisecektir.

Eger ¢' fonksiyonunun evrimi (3) denklemini sagladigi taktirde K’ nin ¢’

ye baglilig1 kesin belli olacak.

Farz edelim ki, K" asagidaki denklemini
0 0
—+cy— Y(t,x,k) = a(k)Y (t,x,k) (29)
ot ox

saglamaktadir.
Gostermek miimkiindiir ki, eger
oY (t,x,k) azy(
Otox OxOt
ise (28) denklemi ile (20) denklemi uzlasir, ve (30)’in korunmasi i¢in de

t,x,k) (30)

0 0
— 4+, — t’x = 0 31
(az 0 axJQ( ) Gl
olmak zorundadir. Buradan da
2
a(k ) =0 (32)
ot

olur.

Boylelikle (3) denklemi (29) ve (32) denklemlerine doniistiiriiliir, ve (26) ile
(27) uzlasmaktadir. Ilk adimda bdyle anlasilir ki, problemi zorlastirdik, yani (29)
denklemi (3)’ den zordur ve (3) denklemi « =0 oldugu durumda gergeklesir. Ama

K"’ yi bir fonksiyon gibi géz oniine alip, biz iveli gidebiliriz. Bu islemleri ¢’ igin

yapmak olamaz.

Farz edelim ki, ¢’

g(x)>0 , o (33)
sartin1 saglamaktadir. Bu durumda, (20) denklemini asimptotik olarak

d*Y(t,x,k)

2

+ k7Y (t,x,k)=0 (34)
dx

boyle yazabiliriz.

(34) denkleminin genel ¢oziimii seklinde

11



Y(t,x,k) = Ae™ + Be™ (35)
olmaktadir.
Burada, 4 ve B ¢ ve k’ nin fonksiyonu olabilir. Gosterelim ki, eger ¢oziimiin x — o
asimptotikasi belli olursa, o zaman x — o oldugu durumda tek bir asimptotika ele

almak miimkiindiir. (34) denkleminin ¢6ziimii i¢in asagidaki

e, X —>—00
o(t,x, k)~ (36)

asimptotik formiilii géz Oniine alalim.
(29)’ da, x > —© oldugu durumda, (36) g6z Oniine alinirsa
+¢,(—ik)e™ = a(k)e™
a(k) = —ike, (37)
olur. Simdi x — o« oldugu durumda

9@@%%+§ﬂ@@eM+%y@yw%p%¢@ywp%)

ot
= alk' (k)™ +a(kle " alt.x) .

veya

O b ()™ + ikegb! (6, x)e™ = ar(ic e, x)e™

ot

Burada a(k) = —ikc, oldugu goz Oniine alinirsa , sonuncu esitligin korunmasi i¢in,

%b(z,k) = 2ike,b(t, k) (38)

da(t,x)
ot

=0 (39)

aliriz. Goriildiigti  gibi, (38) denklemi ile (8) denklemi ayni sey olmaktadir. (38)

denkleminin ¢oziimii
b(t k) b —21kct0
olmaktadir. Ve bu ¢oziimii dikkate alarak (36) asagidaki sekilde yazabiliriz.

12



e "™, X —>—00
olt, x,k) ~ (40)

boeik(x—2c01)+aoe—ikx . X o
(28) denkleminin qo(x) karsilik gelen asimptotik ¢oziimii

e, X —>—00

oluyor.

Boylelikle qo(x - cot) ’ye karsilik gelen asimptotik ¢ozlim ise

e*ik(xfcot) X —> — o0

b

olt,x,k)=
bOeik(xfcot) +aOefik(xcht) X —> 00

sOyle olacaktir.

+ikc

(28) denklemi lineer oldugundan dolayi, x - —o oldugu durumda e katsay1sini

normallestirmek miimkiindiir. Sonra eger ¢’ ile asimptotik (b’,a’) arasinda bir degerli
F doniisiimii ele alirsak

q(t,x) = ¢ (x —cyt)
ifadesini aliriz. Eger F~' déniisiimiinii tanimlarsak (29) problemi de asagidaki semada

gosterildigi gibi ¢oziilebilir.

F ‘S € (bo,ao)
g € AR) ]
w+ :(bo,ao)—>(bt,at)
q' € AR) F' Se(b’,a’)L
A
v,

13



Sonraki boliimlerde biz birkag koulepet q(t,x)’ ler i¢in (b',a")’ nin asimptotik kosullar
bulacagiz. Bu bize F doniisiimiiniin tersi oldugu hatta informasiyonu verecektir. Sonra
gosterecegiz ki, (bt,at) ciftlerinin de F~' doniisiimiiniin mevcutlugu igin asimptotik

verilerin q(t,x) ile tek olarak bagimli olmasi gerekmektedir.

4.1 Klasik Mekanikte Ters Problem

(28) denklemi fiziksel modellerde ¢ok karsimiza ¢ikmaktadir. Ve bu durumlarda F ’ nin

ters donilislimiiniin bulunmas1 06zgiill bir problem olmaktadir.Fazla sartlarin olmasi
gerekiyor ve q(t,x) iizerine daha ciddi sart talep olunmaktadir.

Yogunlugu p(y) olan bir boyutlu esnek cubugun titresim olayin1 goz Oniine
alalim. Bu olaym denklemi Newton sivilarinin hareket hizi gésteren v (y,t) fonksiyonu

igin

av(y,t) B OS(y,t)
p(y) = o (41)

denklemi olmaktadir. Burada, S (y,t)

S(v.1)= H(y){g—ﬂ(y,r) (2)

olmaktadir .
Esneklik modiilii olan H (y) vy’ ye bagh fonksiyondur. z)(y,t) ise u(y,t)’ ye asagidaki
estlikle bagli olan

v(y.t)= (43)

bir fonksiyondur.

f (x,t) fonksiyonu i¢in ¢ degiskenine gore Fourier doniisiimiini

Fk)= Je r(r.0) -2 (44)
—o0 (277)5

olmaktadr. Bu durumda (41), (43) denklemleri

o)yl = 20

5
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ov(y,k)

ik S(y.k) = x(») o

5

olmaktadir. Eger bu denklemlerden ;(x,k) > y1 yok edersek asagidaki gibi Sturm — Linwill

denklemini
a1 aS(y,k)} k> k)0 45
ayL(y) v | x0) k) 4
elde ederiz.
RO
o

ve

Y(y.k) = S(v.k)x(y)p(y))"?

degisken doniisiimlerini yaparsak asagidaki denklemi elde ederiz.

{d—22+k2+Q(y)}Y(x,k)=0 (47)
dx
burada
d? -1
00) =42 e o(y)=(H(y)p(y):
@ dy
olmaktadir .

4.2 Kuantum Mekaniginde Sac¢ilma

Klasik mekanik giines sisteminde olan cisimlerin hareketini 6grenen bir bilim alan
olmaktadir. Makroskopik sistemler i¢in dlgme siirelerinin miisahede sonuclarina ¢ok az
etkisi olur.

Klasik mekanikte diiz ve ters serpilme problemlerini inceleyelim. Kouservatif kuvvetlerin
etkisi altindaki 6 koordinat baslangicindan ¢ikan pargacigin hareketini géz Oniine

alalim. Bu tiirlii kuvvetlere 6rnek olarak »— radial koordinata baglh V(r) potansiyel

kuvvetini goéstermek miimkiindiir. Eger, parcacigi etkileyen radial kuvvet r — o

oldugunda sifira yaklasirsa, bu kuvveti de potansiyel kuvvet olarak kabul kilabiliriz.
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v

V} \ 4

Sekil 3

O noktasindan yeteri kadar uzaklikta bulunan ve bodyle potansiyel alanda hareket eden
parcacigin s0z konusu potansiyel parcacigin birkag yoriingesi gosterilmistir. Sekilde
gosterilen yoriingeler, x = —oo noktasindan ¢ikan, ox ekseninden farklt » mesafedeki
ve ox’ e paralel olarak hareket eden pargaciklara ait olmaktadir. Potansiyel alanin yeteri
kadar degistigi alanda parcaciklar doner, ve merkezden olan minumum uzaklik R, yalniz
pargacigin x’ den olan b mesafesine bagh olmaktadir. b degiskenine pargacigin
“nupuyel” mesafesi denir. Boylelikle, parcacik potansiyel tarafindan itilir ve ox eksenine
paralel yoriingesinden c¢ikarir ve osimptotik olarak 0 noktasindan ¢ikan dogru iizere

merkezden uzaklasir. Bu dogru 6(b) acist ile tanimlamir. Bu durumda diiz problem
onceden verilmis V(r) potansiyeline gore H(b) fonksiyonun bulunmasi olarak ifade
edilmektedir.

Fiziksel olarak yukarida soyledigimiz problem ince folgadan ge¢mekte olan
elektronlarin serpilme problemi olmaktadir. Fakat bu durum {i¢ boyutlu problem olur.
Lakin eger oxeksenine paralel silindirik demet seklinde hareket eden potansiyeller
yukaridaki problem ait olabilir. Denegsel olarak H(b) acisin1 Olgmek miimkiin degil.
Lakin bazi diger agilart1 6lgmek miimkiindiir ki , bunlar1 kullanarak H(b) acisini da
6lgmek miimkiin olur.Var sayalim ki, laboratuar ortaminda her saniyede birim alandan
ayni E enerjisine sahip olan p kadar parcacik akis1 gerceklestirilmistir. S6z konusu

parcacik demeti ox ekseni iizere potansiyel alana dogru hareket eder.
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(9,9+d0) acis1 arasinda bir saniye zarfinda serpilen pargaciklarin sayisi
27zp0(9)sin 6d6 olmaktadir. Burada, 0(9) serpilmenin diferansiyel kesifi olmaktadir.
0> nin degisme bolgesi (0,0 +d@) b parametrenin (b,b+db) bélgesine karsilik
gelmektedir. Parcaciklarin sayisi sabit kalmaktadir. Bir saniyede b ve b+db “nupuyel”

mesafeleri ile sinirlanan ¢emberden gegmekte olan parcaciklarin sayisi 2zpbdb olur.
Parcaciklarin sayis1 korundugundan bu sayi —2770'(9)psin 0d0° ya esit olmaktadir.

Buradan
db
o(@)=—-bcosecO0— 48
©) d@ (48)
olarak elde ederiz. (48) denklemini integrallersek

b = 2? o(6)sin 640 (49)

alinz.

Klasik mekanik teoriye gore hareket eden her bir cisim keyfi bir zamanda uzayda belli
bir noktada olmaktadir. Ve belli bir impulsa, enerjiye ve hareket miktar1 momentuma sahip
olmaktadir. Yoriingenin keyfi bir noktasinda kamet uzayda belli bir noktaya, impulsa,
enerjiye ve hareket miktar1 momentine sahip olmaktadir. S6z konusu enerji ve hareket
miktart momenti sabit kalmaktadir.

Kuant mekaniginde, klasik mekanikten farkli olarak, kuant mekanigi kiiclik 6l¢iili
atomlarin hareketini incelemektedir. Sanki subatom pargaciklarin etkisi de Onem
tagimaktadir. Kuantum mekaniginde klasik mekanikten farkli olarak pargacik aym
zamanda belli bir noktaya ve deyig impulsa sahip olamayabilir. Cilinkii 6lgme siirelerine
subatom boyutlu sistemlerinde etkisi olur.

Ama, Oyle bir takim miisahide karakteristikleri bulmak olur ki, onlar ayn1 zamanda
belli olabilsinler. Ornegin enerji £ ve hareket miktari momenti L. Séz konusu iki £ ve
L biylikliikleri birbirine etkisiz ayni1 zamanda 6lgtilebilir.

Kuantum mekanigin temel teorisini anlamak i¢in, 6zel olarak Schrédinger

denklemini incelemek i¢in kuant pargacigin v(x) potansiyel alaninda hareketini g6z 6niine
alalim. (—o0 < x < )

Kuantum parcacigi yalniz olasilik terimlerinde 0 ifade edilebilir. Farz edelim ki
s0z konsu pargacigin fzamaninda durumu kompex degerli l//t(x) fonksiyonu ile

belirlenmektedir. Boyle fonksiyona dalga fonksiyonu denir. Bu fonksiyon i¢in
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T’l//z(x)( dx < o (50)

sartinin korunmasi sarttir. Yani 1//’(x) € L, . Boyle fonksiyonlar kiimesinin olusturdugu

lineer uzay1 L, (ER) ile gosterelim. Bu kosul ona gore gerekiyor ki, 1//’(x) fonksiyonun

sOyle anlami1 olsun. ‘l//z(xrdx bliyiikliigli kuantum pargaciginin (x,x+dx) araliginda

olmasi olasiligni ifade etmektedir. Eger (50) kosulu saglanirsa pargacigin (a,b) araliginda

olmasi olasilig

2

l//’(xx dx (51)

o o] |

00

formiilii ile hesaplanabilir.

Klasik mekanikten, kuantum mekanigine doniisiim yaparken, klasik anlamda miisahide

A AN A

olunan parcacigin uzaydaki yeri X, impuls P, enerji H, gibi operatorleri X,P,H

operatorleri ile dontistiiriiliir. (Bu operatorler y fonksiyonunu etkileyebilir.) ve boyle

Xy, (x)= Xy'(x) (52)

tanimlanabilir.

by ()= 120 (53)

Py'(x
4 ( i Ox
h=h/2r, h- fiziksel sabittir, Plank sabiti olmaktadir. & =6.6252.10* Gouloc. (1s1

birimi). Pargacigin uzaydaki yeri ve impulsun ayn1 zamanda Ol¢iilebilen olmamas1 formal

olarak onu gosterir ki X ve P kommutatif operatorler degildir. Asagidaki kommutorii

g0z Oniine alalim.

ANAS ANRAN

X.Pl=XP-PX

(52) ve (53) ’den belli oldug gibi

XP=X.f,
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Boylelikle # sanki, parcacigin uzayda yerinin ve impulsun ayn1 zamanda 6l¢iilmesi mana
olan bir seydir. Gostermek miimkiindiir, # — 0  kuantum mekanigi klasik mekanige
doniisiir. Bu olay klasik limit gibi isimlenmistir.

Kiitlesi m olan parcacigin klasik enerjisi

2
H=" 1 v(a) (54)
2m
gibi hesaplanmaktadir.

Bu enerjiye karsilik gelen operatdr enerjisi ve Hamilton operatorii

i =i+v(;j =_(2j2 ) (o) (55)

2m i) ox*
gibi olur.
Kuantum sisteminin zamana gore olan evrimini Schrodinger denklemi yardimi ile
Yy (56)
ot
verilmetedir. (55) dikkate alinrsa (56)
Lov(x) __n* o%y'(x) :
ih———=—-——"""+v(xy'(x 57

boyle yazilabilir. (57) denklemine Schrodinger denklemi denir. Simdi biz gosterelim ki,
soz konusu terim ' fonksiyonu ile uzlasir. Eger t//’(x) t =t, normallesmis

fonksiyon ise, yani
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J

—00

ph(x) dx =1, (58)

Bu durumda bu fonksiyonu diger ¢’ ler icinde normallesmis olmasi lazim. Bu koruma
kanunundan goziikiiyor. (57) denklemi i¢in koruma kanununu ele alalim. Bundan dolay1

(57) denklemine eslenik olan denklemi bulalim. Bu amagla,

wa)z[m o), 2 20 >—v<x><->}//f<x>

ot 2m ox*

operatoriiniin eslenigini  bulalim.

(v, 4v") Iu/[ h—zazwt(x)—V(X)‘/f’}dx

oo R ev), Foy
= J;l// ZthX'i‘.[ol// %?dx—[}v(x)// /4 dx 5

Boyle bir fonksiyonu goz oniine

alalim. Buradan,

A operatdriiniin eslenigi,

ot 2m ox
oldugundan dolay1
0 2 h 0w h 0w’
ih—y'(x) =-y — +vixpy —y—
ot W( )’ v 2m ox’ ( )y/l// l'//2m o’
Ly oy
vix [ p— — =
( )l// V= m{ o v o’

(39)

o ax  ox ox  ox dx | ox ox

s {a *a_w_a_way/*_a_waw*+ay/*aw}
" 2m

ool .o 0
___{ _‘//_(//_W}
ox ox

(59) ifadesi v(x) > e bagli dgildir. Sonuncu ifadenin integralini alalim.
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L0 7l | .oy oy’
zha_jw(xx dx:——{l/f LA —}:0, (60)

w' >0, x >—+0 .

Buradan,

2

o0

J

—00

t//t(x)( dx = count, yani ¢’ ye bagl degil. Boyle notasyonlar kabul

P =l .
h{ .oy oy”
I(x,0)=—|y Ly 61
(x)Zm(Wax l//axj (61)
edelim. Bu durumda,
¥ A (62)
ot ox

Burada p'(x) ve I'(x) olasilik yogunlugu, olasilik seli gibi anlasilir. 7'(x) béyle de

h ll//* tl//
= )=t oy oy (63)
Oox ox

yazilabilir. Eger biz nontasionar Schrodinger denkleminin £ enerjisine sahip olan

¢Oziimiinii bulmak istersek

H (Ew’):E(Ew’):zhg(Ew’) , (64)

(57) denkleminin ¢oziimiinii

v'(x)=T(U(x)=e" Ulx,E) (65)

gibi arayalim.

T (U () = - 47 1y ()

2m  dx’
veya
n* d*u(x)
T "oy g TR
T(r) u(x)

olur. Bu baglanti, yalniz her iki tarafi ayni sabite esitse saglanir. Bu sabite £ diyelim.

Bu durumda
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dT(¢)

ih P ET(t) olur.
u(x) icin olan denklemi
2 2
I () = Bul) (66)
2m dx
gibi elde ederiz. Bu denklemi bdyle de
n o’
—%yw(x,E)Jr V(xw(x,E)= Ey(x,E) (67)

yazabiliriz. (66)’e zamana bagli olmayan Schrdédinger denklemi denir.

Altim1 ¢izelim ki, £’ nin ¢’ ye gore evrimi dalga fonksiyonunun yalniz fazinin
degismesine neden olur. Ciinkii, p' ve [' zamana bagh degildir. /'’ nin Onemli
Ozelliginden biri de onun v(x) potansiyeline bagli olmamasidir. Enerjinin 6zdeger
durumuna kars1 baska boyle kemiyyetlerde bulmak olur. Eger ¢, ve ¢, (66)

denkleminin ¢6ziimiidiirlerse, o zaman kolayca gostermek olur ki

0
p. W(p,0,)=0 (68)
X

Yani sabit enerjinin iki ¢oziimiinden olusan wronksiyan sabit olmaktadir. y/(x,E )’ nin
kuadrati ile integrallenebilir olmas1 ve t//(x,E)’ nin siireksiz olmasi (66) denkleminin

genel ¢Ozlimiinii kullanarak, 6zel problemleri ifade etmeye imkan saglamaktadir.

Eger,
2m 2mE
O(x)= —?V(x) , k= e
hk®
y(x’k) = l//(xa—j (69)
2m
isaret edersek (66) denklemini boyle
d2
{w ; Q(x)} (k)= (k) (70)
yazabiliriz. Bu denklemi bdyle de ifade etmek olur.
d2
L=—+0(x), 71
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Operatoriiniin 6zdegerlerinin bulunmasi.
L- Schrdédingerin sarilma operatoriidiir. Bu denklemin E 6zdegerleri sistemin miimkiin

olan enerji degerlerini vermektedir. Klasik durumda E siireksiz ve E 2V sarti
koruyor. (V.. =minQ(x)) Ama, kuantum mekaniginde E siireksiz olmak zorunda

degildir. Genelde L operatoriiniin izole olunmus dislepe kiimesi ve birkag araliklar
dolduran siireksiz enerji degerleri olabilir. Bunlara L operatorlerinin spektrumlart denir.
Kuantum operatoriiniin 6z fonksiyonlarmin hepsi kuadrati ile integrallenebilme
olmayabilir. Boyle fonksiyonlar dalga fonksiyonu olustururlar. Ciinkii onlarin olasilik

kuralin1 saglamiyorlar. Boyle normallesmis dalga fonksiyonuna genellesmis dalga

A

fonksiyonu denir. Ornegin, impuls P operatdriiniin olusturdugu

P AR) =22 () = () A) )

i Ox
denkleminin ¢oziimii p =fk O6zel degerine karsi gelen y(x) ¢Oziimii denellesmis

dalga fonksiyonu olmaktadir.

(72) ¢oziimii,

y(x,k) = blk)e™ (73)
b(k)~ sabittir.

Bu tiirlii impulsun 6zel durumlan fiziksel olarak dalga fonksiyonu olusturmaz ama,
kuantum mekaniginde onlardan karesi ile integrallenebilen dalga fonksiyonlarini seriye
ayirmak icin temel fonksiyonlar gibi kullanilmaktadir. Bu ise pratik olarak Fourier analizi
olmaktadir. Bizim amacimiza yetismek i¢in dalga fonksiyonuna matematiksel olarak onun
L, (9{) dahil olmasindan daha ciddi kosullar s6ylememiz gerekiyor.

Dalga fonksiyonunun siireksiz diferansiyellenen ve mutlak integrallenebilen

olmast, yani

0

J

—00

y’(x)(dx <o,

onun Lz(iR) dahil olmasmi temin ediyor. (Bu Cauchy —Schwartz esitsizliginden

cikmaktadir.) Ayrica, bu kosulun saglanmasi bize Fourier analizini kullanmaga imkan
saglamaktadir. Analizden bellidir ki, siireksiz diferansiyellenebilen ve mutlak

integrallenebilen fonksiyonlar i¢in ,
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[e™ ylk)ak (74)
veya

y(k)=—— [y (x)ax (75)

integral gosterileri var olmaktadir.

e™ y’(k) ifadelerine ' fonksiyonlarinin modalari denir. Yalniz bu durumda, eger

v(x)EO , y(x) (66) denklemini saglar. Eger,

2

E = hzf— stasiorar Schrodinger denklemi, potansiyel sifira esit oldugu durumda
m

boyle olabilir.

d2
{?+k2}y(x,t)= 0 (76)
X
(76) denkleminin genel ¢oziimii,
Y(x,k)=b(k)e™ +alk)e™ , k>0 (77)

gibi olmaktadir. V(x):O oldugu durum (76) denklemi ile ifade olunan pargacigin

serbest hareketini modellemektedir. Bu ise pargacigin klasik mekanikte oldugu gibi
dogrusal hareketine denk gelir. Serbest zamana bagli Schrodinger denkleminin genel
¢Ozumu

L) ik2th

y’(x) = .[Y(x,k)e 2 dlx (78)

0

gibi olmaktadir. Bu ifade enerji ve impulsun 6z fonkiyonlar1 ile ifade edilmis Fourier

integrali olmaktadir. Bunlar ayn1 zamanda miisahideki tarafindan Olctilebilir.

y’(x) fonksiyonu iki kisimdan olugmustur.

Yix) ve y ()

burada

v )= ik e )

ﬂbk (80)
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olmaktadir.

y’+(x) sag tarafa dagilan, y’_(x) ise sol tarafa dagilan dalgalar olustururlar. Boyle

olan durumda biz stasiorar Schrodinger denklemini géz Oniine alirsak,

y(x,k) = b(k)e™ + a(k)e™ (81)
ifadesine yukarida soziinii ettigimiz iki dalganin superpozisyonu gibi dikkate almak gerekir
ve bu dalga k7 6zdegerine karsilik gelen impuls 6z fonksiyonu olan ve saga dagilan kosan

bir dalga olusturmaktadir. Ayrica sola dogru kosan dalga — k% 6zdegerine karsilik
gelmektedir.

Simdi v # 0 oldugu duruma gelelim. Farz edelim ki, v(x) >0 ,

x’ — . Eger
kuant parcacigt —k%Z impulsu ile —x =+ hareket ediyorsa, sunlar olabilir. Pargacik
potansiyelin ¢ekirdeginden gelerek oradan —4% impulsu ile gelecek ve x —> —©

yoniine dogru hareket edecek ve yere serbest olacak. Ama bdyle durumda olabilir .
Parcacik potansiyelin baryerden yansiyarak x =oo tarafa +4k% impulsu ile hareket
edecektir. Bu iki durum klasik mekanikte ayni zamanda olamaz. Ama , kuantum
mekaniginde olabilir.

Noustasionar durumda baglangi¢ dalga paketi sonsuzluktan hareket ederek ,
potansiyel alanina diistikce o iki Fourier modalarina ayrilir. Paketin bir kismi
baryeri dolarak ge¢mekte devam ediyor. x — —oo gibidir. Yerde kalan kismi geriye
doner.

Gayses potansiyeli

Olx)= 2¢* oldugunda buna Gauss potansiyeli denir.

5. SCHRODINGER DENKLEMININ BAZI UYGULAMALARI

5.1 Delta Potansiyel
Asagidaki potansiyeli g6z Oniine

0(x)= 0,5(x) (82)
alalim. Burada &(x) - Dirak fonksiyonu olmaktadir, ve Dirak fonksiyonuna Gauss

2a2

potansiyeller Le’)‘ ailesinin @ — — oldugunda limiti gibi bakmak olur.

Jr

(82) potansiyeli i¢in Schrodinger denklemi
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[d—2+k2+Q0 (x )} (x,k)=0 , (83)
dx?

olmaktadir.
5( ) fonksiyonu x # 0 oldugu noktalarda sifira esit oldugundan onu serbest parcacik

gibi kabul edebiliriz. x =0 5(x) fonksiyonu asagidaki smir kosulu ortaya cikarir

(83) denklemini (— g, g) araliginda integralleyelim.
d 2
{ goxk} +jQ0 )+ k2 fp(x. k)dx = 0.
dx

Eger, ,¢ fonksiyonu x =0 noktasinda siirekli oldugunu var sayarsak ve 5( ) n

(84)

& —> 0 oldugunda

d N d _
E(k ¢7)(0 )_E(k(P)(O ): Qo((Pk (0)) )
elde ederiz. Elde edilen esitlik ,¢ fonksiyonun 1. tiirevinin de siirekli olmas1 kosuluna

ozelliklerini kullanirsak
(85)

zit olmaktadir. (p(x,k) fonksiyonunu asagidaki sekilde yazalim

blk)e™ +a(k)e™ , x— +o
ol(x.k)= (86)
e_ikx s X —> —©
., nin x=0" da siirekli olmasindan
alk)+ b(k) = 87)
ve (85) kosulundan
ik — ik[a(k)-b(k)] = -0, . (88)
elde ederiz. Bu iki denklemden
O O (89)
k)=1+=- blk) = —=0
alk) +2ik ’ *) ik

la =|p =1 esitligi ile kontrol

olarak buluruz. Bulunan ifadelerin dogrulugunu

edebiliriz. Bu kosul itimal akinin korunmasi kanunu olmaktadir
Eger, k£’ nin sanal oldugunu kabul etsek (bu kosul negatif enerjinin varligini

gosterir. ) @ - fonksiyonunu a(k)’ nin komplex (k) diizleminin pozitif kisminda
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sifira esitligi kosulu ¢ercevesinde, normlastirmak miimkiindiir. 0, >0 kabul edersek

a(k)’ nin sifirt &k :% sanal ekseninin pozitif kisminda yerlesir.
Bu kosullar gercevesinde (86) ¢oziimii igin

ifadesini elde ederiz.
Eger, dalga fonksiyonunu kuantum mekanigi agisindan ele alirsak normlastirma bu

durumda L, (9{) anlaminda kast edilmektedir, yani

2

]2|Y(x] dx =1

olmas1 gerekiyor.

(82) fonksiyonu  bu anlamda  normlastirarak  normlasmis  fonksiyonu

«/Z(o[x,%j oluyor , burada

c'= f {gp[x, gﬂ dx :i (91)

-0 2 QO
gibi elde edilir. Bu durumda normlastirma kuantum mekanigi anlamindaki normlagmis
fonksiyonunun aynist olmaktadir. Ciinkii go[x, %) real fonksiyonu olmaktadir. (90)

formiilii ile tamimlanan dalga fonksiyonu x =0 merkez noktasinda yani potansiyelin
lokallestigi alandaki pargacigin hareketini ifade eder. Bu tiirlii karakterlere bagimli

hareketler denir. Bu durum Ay’ i yer etrafindaki hareketinin benzeri olmasidir.

5.2 Dikdortgen Forumlu Potansiyel Cukuru

Asagidaki potansiyeli géz oniine alalim.

O, ‘x‘ <a,
O(x)= (92)

0, ]x|>a,

Bu durumda Schrodinger denklemi
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2
[%ch +Q0}o(x,k)= 0, X <a, (93)
X

2
[% + kz}o(x,k) =0 x> a. (94)
X

seklinde olmaktadir. Bu denklemlere asagidaki kosullar1 saglayan x > «,

X<a ve

x < —a bolgeleri i¢in dalga fonksiyonlarini yazalim. ( ‘ (o) fonksiyonu ve ( i qp)/ X =40

stirekli fonksiyonlardir.

—ikx

e R x<a ,

Blk,C)e™™ + Ak, & )e ™, x<al, 95
o(ei)- Bl +4kS) | (93)

b(k,&)e™ +alk,)e™ x>a,

,@ fonksiyonunun x =+oo siirekli olmasindan &* =k +Q; .

A + Be ¢ = " (96)

Ae " + Be'™* = qe ™ + be™ (97)
ida —-ila k ika

Ae"*" — Be " = ze , (98)

( ‘ q)/) fonksiyonun siirekli olmasindan ise

Ae*i{d _ Bei{a — g(aelka _beika) ) (99)
A(k,g) — %e—ié'a(l +§Jeika , B(k,é’) — %eig’a(l _?Jeika . (100)

(96) ve (98) den
alk,¢)= %eika(l + %jAe-lfa + (1 —%jBe’fa, (101)

elde ederiz. Ayni yolla (98) ve (100)’ de
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b(k,&)= %(1 - %jAe-@ + (1 + %)Be_”‘“ . (102)

alk,o)= ez”f{coszga —é(% + gjsin 2;4 , (103)
b(k,g)zé(%—gjsin%“a , (104)

oldugunu buluruz. (101) ve (102)’ den a ve b
a(k,é’)—)a(k):l—% , a—0, (105)
b(k,c)— blk)= ﬁQO ., a—0, (106)

seklinde elde ederiz. Ele aldigimiz ifadeleri (101) ve (102) ile karsilastirdigimizda (96) ve
(98)’ den

_ ik _ifE Lk
a(k,cf)—e [0052505 2(k+§jsm2§a}, (107)
_i[E_k|g
b(k,(f)—z(k ést1112.»§0¢. (108)

buifadeler |a(k,&)’ —|b(k,&) ~1 kosulununreel & ve & igin korurlar. Bu ise ihtimal

. . .. k .
akisinin korunmasina denk gelir ve bu say1 tiim x’ ler i¢in —— "e esit olmaktadir.
m

0, = Q0/2a olmakla a — 0 limiti ger¢ek o — 0 ve Esin2éa — QO . a—>0

yaklastiginda (107) ve (108) denkemleri asagidaki ifadelere doniisiir.

a(k,é)—)a(k)zl—% a—0, (109)
b(k,f)eb(k):iQo a0, (110)

burada a(k) ve b(k) 5(x) potansiyel gukurunda oldugu gibi ifadeler vermektedir. Zaten

bu sonugta beklenilen bir sonug¢ olmaktadir. Ciinkii;
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-0,/ 2a, ‘x|£a,

Olx,a)= (111)

0, |x’ >a,
potansiyeller ailesi a — 0
limO(x, @) = -0, 5(x) (112)
Ciinkii 6 (x) potansiyel (Q, > 0) bagli hale sahip oldugundan beklemek miimkiindiir kii
potansiyel cukuru da ayni bagimli hale sahip olmalidir. Bunlari bulmamiz i¢in a(k,§ )

fonksiyonunun sanal & =ik (k > 0) koklerini incelemek gerekmektedir. k& =ik

oldugunda a(k,&) olmaktadir.

a(iic,)()ze"“(cosZza—l(l—Ejsinz )(aj ) (113)
2\ y

burada y° = (QO - Kz)l/z. Eger y*> <0 ise kolayca gdstermek miimkiindiir ki; a(ilc, ;()

higbir sifira sahip degildir. Lakin y> >0, k =ix oldugunda a(k, ;() fonksiyonun sifirlar

2xX

2

1g2Xa = (114)

2
- X

kosulu gergevesinde mevcut olmaktadir. £ = ya ve B° =Q,a’ degiskenlerini igerirsek

2(ﬂ2_§2)%
2¢ = . 115
N e (115)

sekline diiser. Bu denklemin kokiinii & < f# oldugu durumlar i¢in inceleyelim. (115)

denklemini grafik yoluyla ¢6zmek miimkiindiir. Bunun i¢in; fonksiyonlarin grafiklerini
¢izip bunlarin nerede kesistiklerini bulmak gerekmektedir.

Bu sekilden goriildiigii gibi eger Nz/2< f <(N +1)7/2, oldugunda denklemin

(N + 1) tane {7}?/” ¢Ozlimii mevcut olmaktadir. Eger O, = QO/ 2a,is¢ f—> 0 ve

a — 0, biz gozliiyoruz ki a — 0 tek bir bagimli durum elde ediliyor. Bu da yukarida

inceledigimiz 5(x) potansiyelindeki durumun aynis1 olmaktadir. Sadelik i¢in potansiyeli
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| |
|
|
| |
/ | Sr/4 3n/2
J
74 7;/1(12} 3774 * l f/ s
" | -7
|
| | ]
| | |
Sekil 4

2, |x’£7r/4,

= 116
0, ’x|>7r/4, (116)

ele alalim. Agiktir ki; bu potansiyel tek bir bagl duruma sahiptir ve enerjisi E = —h* /2m

olmaktadir. Ayrica da bu durum i¢in dalga fonksiyonu

e, x=>nl4,
o(x,i)=1 e™"*V2cosx, x| <7z/4, (117)
e, x<-m/4,

31



gibi olmaktadir. (117) fonksiyonunun grafigi

—r/4 /4

Sekil 5

gosterildigi gibidir.
Normlastirilmig dalga fonksiyonu JC go(x,i ) seklinde olmaktadir ve

0 0 /4
Cc'= “go(x,i)] dx = .[e_zxdx+2 J-e_’”zcosz xdx +
—0 /4 - /4
- /4 T
+ .[Oez”‘dx :(2+Eje_’”2 . (118)

(p(x,i) fonksiyonu reel degerler aldigindan bu fonksiyonun normlagsmis durumu kuant
mekanigindeki normlastirma ile ayni olmaktadir. Parcacigin ¢ukurda olma ihtimali

(2 +r/4+ 72') olmaktadir ki bu da yaklasik olarak %70 ’e esit olmaktadir.

Eger, k= V2 enerjisi £ =h"/m olan serpilme dalga fonksiyonunun ifadesi
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exp(— ix/Ex), x<-7m/4,
o(x,2)= —exp(iﬂ/Z\/E) {sin 2x+(cost)/\/§}, ]x| <rnl/4, (119)
exp{—ix/zx+iﬂ(1+1/x/§)}, x>rnl4,

gibi olmaktadir.

5.3 KdV Denkleminin Schrodinger Denklemine indirgenmesi

Asagidaki problemi goz oniine alalim
u, —6uu_ +u_ =0, xeR, t>0, (120)
u(x,O)zuo(x) , XeNR (121)
Burada (120) ve (121) problemin zayif ¢oziimii olmasi igin, uo(x) gereken kosullar
korumaktadir.
Asagidaki degisken donilisiimiinii yapalim.
u=v+v,_, (122)
Burada v = v(x,t) olmaktadir. (122)’ yi (120)’de yerine yazarsak

2w, +v, — 6(v2 +v, X2vvx +v,. ) +6vy +2w_ +v__=0. (123)

XXXX

sonuncu denklemi

(3 + 2\/)(1/, —6viv, +v,,)=0. (124)
ox !

seklinde yazabiliriz. Eger v (122) denkleminin ¢6ziimii ise bu denklemin ¢6ziimii ayni
zamanda bize (120) KdV denkleminin ¢6ziimiinii vermektedir. Altin1 ¢izelim ki; eger u

(122) denklemini korursa (122)’ye biz v fonksiyonuna gore Riccati denklemi gibi

bakabiliriz. Bu denklemde

y=Ys (125)

degisken doniisiimii yaparsak; w fonksiyonu
W~y =0 . (126)
denkleminin ¢6zlimii olmaktadir. Dolayisiyla (126) denkleminin igerdigi u(x,t)

fonksiyonu (120) KdV ¢o6ziimii olmaktadir. KdV denklemi x = x + 64¢, 1 € R olmak
kosulu ile bu degisken doniisiimiine invaryant kaldigindan biz (126) denkleminde

fonksiyonu u — A gibi degistirebiliriz.Dolayisiyla
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Ly =2y, (127)

elde ederiz. Burada
L=———+u. (128)

olmaktadir. Bu ise Schrodinger denklemi olur.
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6. SONUCLAR

Tezde incelenen ve elde edilen sonuclar asagidaki gibi siralamak miimkiindiir.

1. Birinci basamaktan kismi tlirevli diferansiyel denklemlerin ¢oziimii fourier doniisiimii
yardimut ile ele alinmistir.

2. Lax formalizmi kullanilarak bazi sinif nonlineer kismi tiirevli diferansiyel denklemler
lineer Schrédinger denklemine doniistiiriilmiistiir.

3. Baz1 simif Schrédinger denkleminin gergek ¢coziimleri ele alinmis ve incelenmistir.

4. KdV denklemi lineer Schrodinger denklemine doniistiiriilmiistiir
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