OZET
TEZ BASLIGI: Morfik Halkalarin Morfik Genislemesi

YAZAR ADI: Sule Ecevit

Halka teorisinde (6zellikle de matris teoride), halkadan aldigimiz herhangi bir elemanin
belli 6zellikleri olan bir elemana esit olup olmadig ilgi cekici bir sorudur. Biz tezde,

[R,1,0,n]:= {ao +agX -+ +agX" e%(();%l}):ao cR,a el fori :1,2,---,n}

halkamiz i¢gin inceledik burada R birimli duzenli halka ile xr = a(r)x bu sekilde tanimlanmisg bir
o endomorfizmasidir.
Bu calisma 3 bélimden olusuyor.
Birinci bolime, biz bazi genel ve 6n bilgilerle basladik.
ikinci bolimde, R[x;o]/(x"*)ile (R, 1)x]/(x"") halkalarinin morfik halka
oldugunu gosterdik.Burada I, R ninideali ve o :R — R bir halka endomorfizmasi ki
e? —eeRigin o(e)=e dir. Biz 6zellikle sirastyla [7, Theorem 2] ve [6, Theorem 2] deki

teoremleri karakterize ettik.
1. R bir birimli diizenli halka ve e? = e € Rigin o(e)= e olan bir endomorfizma halkas olsun.
Buradaki R[x; o]/(x"*) halkasi her bir n > 0 icin sol morfiktir
2. 1 birimli diizenli olan R halkasinin bir ideali olsun. O halde (R, I)[x]/(x”*l) halkas sol
morfiktir.
Ugiincti béliimde, biz yeni bir halka genislemesi olan [R,1,o,n] (buradaki R
birimli duzenli halka ile o endomorfizma) halkasini inceledik. Aslinda, b6lim 3 bize esas olarak
[R,1,5,n] halkasinin, ki bu halka R[x;a]/(x”*l) ile (R, I)[x]/(x”*l) nin genel halka

genislemelerinin bir formudur,morfik halka oldugunu veriyor. Biz gosterdik ki; eger | bir

birimli diizenli olan R halkasinin bir ideali ve o : R — R bir halka endomorfizmasi ki bitiin

e? =eeR icin o(e)=e ise [R,1,,n] halkasi her n>0 igin sol morfiktir. Bu sonug,

Bull. Korean Math. Soc., in 2009 or 2010 da yer alacaktir.



SUMMARY

TEZ BASLIGI: Morfik Halkalarin Morfik Genislemesi
YAZAR ADI: Sule Ecevit

It is an interesting question in ring theory (in particular, in the theory of matrix rings)
whether and/or when an arbitrary element of a ring is equivalent to an element with a certain

property. In this dissertation, we consider this question for the ring

R(X;a

- rax ), . i1,
[R,I,a,n]._{a0+alx+ +a,X em.aoeR,a,el for i =1,2, ,n}

where R is a unit regular ring with an endomorphism o such that xr = o(r )x.

This paper consists of 3 chapters.

In Chapter 1, we introduce some backgrounds and preliminaries.

In Chapter 2, we studied constructing morphic rings via the rings R[x; a]/(x”“) and
(R,1 )[x]/(x”*l), where | isanideal of Rand o:R — R isaring endomorphism such that

o(e)=e forall e’ —ecR. In particular, we characterized the following theorem

which was proved in [7, Theorem 2] and [6, Theorem 2], respectively:

1. Let R be a unit regular ring with an endomorphism o such that a(e): e forall e? =eecR.
Then the ring R[x; a]/(x”*l) is left morphic for each n > 0.

2. Let | be anideal of a unit regular ring R. Then (R,I)[x]/(x”*l) is left morphic.

Chapter 3 is devoted to investigate the new ring extension [R,1,o,n] where R is a unit
regular ring with an endomorphism o . In fact, Chapter 3 mainly gives a constructing morphic

n+1) and

rings via the ring [R, I, &, n] which is a general form of the ring extensions R[x;a]/(x
(R,1 )[x]/(x”*l). We show that if | is an ideal of a unit regular ring Rand o :R — R isaring

endomorphism such that o(e)=e forall e’ =ee R, then [R,1,o,n] is a left morphic ring for

every n>0. This result will appear in Bull. Korean Math. Soc., in 2009 or 2010.
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1 Giris
1.1 Konunun Kisa Tarihsel Geligimi

Morfik halkalar ile ilgili ilk cahisma W. K. Nicholson ve E. Sanchez Campds [9] tarafindan
2004 yilinda baglamigtir. R birimli bir halka ve M bir sol R-modiil olsun. Herhangi
bir @ € R icin

R/1g(a) = Ra

oldugu modiiller icin temel homomorfizma teoreminden iyi bilinen bir sonuctur. Bu
izomorfizmanin duali olarak,

R/Ra = 15(a)

izomorfizmasimi saglayan a elemanimi W. K. Nicholson ve E. Sdnchez Campés [9] sol
morfik eleman olarak isimlendirilmistir. Bu soylediklerimize biraz daha aciklik getire-
lim. [4] de G. Ehrlich ispatlamistir ki; M nin endomorfizma halkasi Endg(M) deki
bir a elemaninin birimli diizenli eleman olmasi icin gerek ve yeterli kogulun a ele-
maninin diizenli bir eleman ve M/Im(a) = Cek(a) olmasidir. Nicholson ve Sanchez
[9] calismalarinda M =g R olmasi durumunu géz 6niine almiglar ve bylece o homo-
morfizmas: da dogal olarak « : .a :g R —p R seklindedir. Boylece M/Im(a) = Cek(«)
izomorfizmas: tam olarak R/Ra = 1z(a) dir. Nicholson ve Sdnchez in bu caligmalarim
2.Boliimde detaylica inceledik. En dikkat cekici sonuclarindan birisi de; R bir sol mor-
fik halka iken onun matris halkasinin bir morfik halka olmayisina verdikleri 6rnektir
([9, Example 16]).

Daha sonra morfik halkalar1 ozellikle baz1 geniglemeleri ile inceleyen iki caligma
Chen-Zhou [2] ve Lee-Zhou [8] tarafindan yapilmigtir. [2] de Chen ve Zhou morfik
halkalarin T'(R, M) agikar geniglemesini caligmiglar ve ispatlamiglardir ki R bir Temel
Ideal Bolgesi ve Q(R) de R nin kesir cismi iken T(R,Q(R)/R) de morfik halkadir.
8] de ise Lee ve Zhou morfik halkalar1 R[z]/2z™"! polinom halkalar yardimu ile in-
celemiglerdir ve ispatlamiglardir ki R birimli diizenli bir halka olmak tizere R[z]/z""!
bir sol morfik halkadir. Son olarak Huang ve J. Chen [6] yeni bir halka geniglemesi
olarak (R, I)[x]/x™*! halkasim tammlamiglardir ve I birimli diizenli R halkasinin bir

ideali olmak tizere (R, I)[z]/z™ min da bir sol morfik halka oldugunu ispatlamiglardir.
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1.2 Temel Tanim ve Kavramlar

Bu boliimde, caligmamiz boyunca siklikla kullanacagimiz bazi iyi bilinen tanim ve
teoremleri hatirlayalim.

1 ve Gooderal® in kitaplarini

Asagidaki tanim ve teoremler icin Anderson-Fuller |
kaynak olarak goz oniine aldik. Caligmamizin bundan sonraki boliimlerinde burada

verdigimiz tanim ve teoremleri tekrar referans vermeden de kullanabiliriz.

Tanim 1.1.1 R birimli bir halka olsun. Eger u.v = 1 = v.u olacak sekilde v € R

elemani var ise u € R elemanina halkanin unit ( ya da tersinir elemans) adi verilir.

Teorem 1.1.2 R birimli bir halka ve U(R) de R nin tim unit elemanlarinin kimesi
olsun. Bu durumda;

(a) U(R) kiimesi bos kiime degildir.

(b) 0 ¢ U(R).

(¢) Her x,y € U(R) icin, vy € U(R) dir.

(d) Eger x € U(R) ise —x € U(R) dir.

Tanim 1.1.3 R nin sifirdan farkh her eleman: tersinir ise R halkas1 bolim halkast dir.

Onerme 1.1.4 R halkasi icin agagidakiler denktir.
(1)R bir bolim halkasidur.
i) R nin sifirdan farkl her elemans sag tersinirdir.

(
(iii) R min sifirdan farkl her elemanu sol tersinirdir.
(iv) R nin bir tek sag idealleri {Or} ve R dir.

(

V)R nin bir tek sol idealleri {Og} ve R dir.

Tanim 1.1.5 R birimli bir halka (degigmeli olmasi gerekmez) olsun. - : Rx M — M
carpimi ile birlikte (M, +) degismeli grubu agagidaki aksiyomlar: saglarsa R tizerinde
bir sol R-modildir denir ve g M ile gosterilir.

(1) 1g - m = m, her m € M icin,

2)r-(m+n)=r-m+r-n,herr € Rvem,n € M icin,
r+s)-m=r-m+s-m,herrsec Rvemec M icin,

r-s)-m=r-(s-m), herr,s € R ve m € M icin.
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Genellikle - yazilmaz ve bunun yerine rm kullanilir. Bir R halkasi tizerindeki sag modiil

tanimi da mr carpimi ile benzer sekilde yapilabilir.

Tanim 1.1.6 R bir halka, M bir sol R-modiil ve N de M nin bos olmayan bir alt

kiimesi olsun. Eger N kiimesi M nin toplamsal bir alt grubu ve, her r € R ve n € N

icin, rn € N ise N ye M nin bir sol R-alt moduli denir ve gkN < M ile gosterilir.

Ornek 1.1.7 Bir M sol R-modiilii ve herhangi bir m € M icin ,
Rm={rm:re R} C M

alt kiimesi M nin bir alt modiludiir.

Tanim 1.1.8 M ve N sol R-modiiller olsunlar. Asagidaki ozellikleri saglhiyan f : M —

N dontistimiine bir sol modil homomorfizmas: denir.

(1) (m+m/)f = (m)f+ (m)f her m,m’ € M icin,
(2) (rm)f =r(m)f her r € R ve m € M icin.

A ve B iki sol R-modil olsunlar. A — B tum sol R-modiil homomorfizmalarinin

Hompg(A, B) kiimesi, her a € A icin,

(@)(f+9)=(a)f+(a)g€ B

seklinde tanimlh f + g islemi altinda bir degismeli gruptur.
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Tanim 1.1.9 Bire-bir ve orten bir modil homomorfizmasina modil izomorfizmast adi

verilir. Ornegin, Rm = R/ann(m).

Modiiller icin I. izomorfizma teoremi f : M — N bir orten R-modiil homomor-
fizmasi olsun. Bu durumda,

M/Cek(f) = N.

Modiiller icin II. izomorfizma teoremi A ve B bir zp M modiiliiniin alt modiilleri

ve A C B olsun. Bu durumda

M/B = (M/A)/(B/A).

Modiiller icin III. izomorfizma teoremi A ve B bir zpM modiiliintin alt modiilleri

olsun. Bu durumda

B/(ANB)=(A+ B)/A.

Ornek 1.1.10 Kabul edelim ki pM-modiilii M; ve My gibi iki alt modiiliin dik toplami
olarak yazilabilsin, yani M = M; & M, olsun. Bu durumda Cek(my,) = M, olan
T 2 M = My & My — M,y ve Cek(my,) = My olan myy, : M = My & My — M,
Kanonik orten modiil homomorfizmalar adi verilen doniigtimlerimiz vardir. Modiiller

icin I. izomorfizma teoreminden, M/M; = My and M /My = M, elde ederiz.
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2 Birimli Duzenli ve Morfik Halkalar

Bu boliimde ilk 6nce morfik halkalarin tanimlandigi literatiire ilk caligma olarak gecen
W. K. Nicholson ve E. Sanchez Campds [9] in ” Rings With The Dual Of The
Isomorphism Theorem” isimli caligmalarini ele alacagiz.

Morfik halkanin tanimi ile basglayalim.
Tanim 2.1.1 R bir halka olsun. Eger
R/Ra = 1x(a)

ise a € R ye R nin bir sol morfik eleman adi verilir.
Her elemani sol morfik eleman olan halkalara da sol morfik halkalar denir.

Morfik elemana ornek olarak kolayca gorebiliriz ki:

Ornek 2.1.2
e R/R0O = R =1x(0)
e uc U(R) icin, R/Ru= R/R = (0) = lg(u)

Onteorem 2.1.3 ([9, Lemma 1]) Bir a € R icin asaqidakiler denktir:

(1) a sol morfik elemandar.

(17) Ra = 1x(b) ve 1g(a) = Rb olacak sekilde b € R vardar.

(1) Ra = 1g(b) ve lg(a) = Rb olacak sekilde b € R vardar.
Kanmit. (i) = (ii) = (iii) a € R sol morfik eleman olsun. Bu durum da R/Ra = 1z(a)
dir ve bu izomorfizma « : R/Ra — lg(a) olsun. b = (1 + Ra)a diyelim. « Orten
oldugundan, Rb = Im(a) = lg(a) dir. Ote yandan o homomorfizmas 1-1 oldugundan
1z(b) = Ra dur.
(i7i) = (i) Kabul edelim ki Ra = 1g(b) ve 1g(a) = Rb olacak sekilde b € R var olsun.
Bu durum da R/Ra = R/1(b) = Rb = 1g(a) olup a morfiktir. m

Ornek 2.1.4 Bir R halkasindaki her birim eleman ve egiislii eleman bir sol morfik
elemandir, yani u € U(R) ve €? = e € R sol morfik elemanlardir.

Kanmit. b=be+b(1 —e) denbe =0=b="0b(1 —e) ve b(1 —e) =0 = b = be olup
Re =1gr(1 —¢) ve R(1 —e) =1g(e) cikar. =
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Onteorem 2.1.5 ([9, Lemma 3]) R bir halka ve u € U(R) olsun. Eger a bir sol morfik
eleman ise au ve ua da sol morfik elemanlardr.
Kanit. a bir sol morfik eleman olsun. Onteorem 2.1.3 den Ra = 1x(b) ve 1z(a) = Rb

olacak gekilde b € R vardir.

ua sol morfiktir:

R(ua) = Ra = Ig(b) = 1x(bu™")

ve

dir.

au sol morfiktir:

ve

dur. m
Simdi birimli diizenli halkalar sinifinin morfik halka sinifi ile iligkilerini inceleyelim.

Tanim 2.1.6 R bir halka olsun. Eger;
e bazi1 b € R ler icin a = aba oluyorsa a € R ye dizenli eleman ad1 verilir.
e bazi u € U(R) ler icin a = aua oluyorsa a € R ye birimli diizenli eleman adi

verilir.

Eger R halkasinin her elemant;
e diizenli eleman ise R ye duzenli halka,
e birimli diizenli eleman ise R ye biriml: duzenli halka

ad1 verilir.

[9, Example 12] den, her n > 2 icin Z,, hem sol hem sag morfik halkadir. Dolayisiyla
Z4 bir morfik halkadir fakat birimli diizenli bir halka degildir.
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Erlich’in [4] de bulunan ve iyi bilinen sonucunun bir yoniinii ispatlayalim.

Teorem 2.1.7 Her birimli dizenli halka hem sol hem de sag morfik halkadur.

Kanmit. R bir birimli diizenli halka ve @ € R olsun. Bu durumda u € U(R) icin
a = aua dir. Aciktir ki (ua)? = ua dir. Yani ua bir esiislii elemandir. e = ua diyelim.
a = u'e oldugundan, Onteorem 2.1.5 den, a elemani sol ve ayn1 zaman da sag morfik

elemandir. =

Sonuc 2.1.8 Birimli dizenli halkada, halkanin her elemana bir birim ile bir esisli

elemanin carpima olarak yazilabilir.
Erlich’in [4] teoreminin diger yonii su sekilde ispatlanir.

Onerme 2.1.9 ([9, Proposition 5]) Eger a € R hem sol morfik hem de diizenli eleman
ise a birimle dizenli bir elemandar .

Kamit. a € R hem sol morfik hem de diizenli bir eleman olsun. Yani a = aza ve bir
b € R icin Ra = 1g(b) ve Rb = lg(a) olsun. v = zax + b dersek aua = a(xazx + b)a =

axa = a dir. Simdi u € U(R) oldugunu gosterelim.

a=axrxa = a—axra=>0
= (1—azr)a=0

= 1—ax €lg(a) = Rb

oldugundan, 1 — az = yb, b € R dir. v = a + y(1 — za) diyelim. Bu durumda

vu = (a+ (y — yxa))(zax + b)

:axax+%)§/+yxax—yxg\xf@x+yb—yx£0/b/
= ar + yb + yraxr — yrax

=ar+yb=1

dir. Simdi de uv = 1 oldugunu gésterelim. uv — 1 € 1g(u) oldugundan lgz(u) = 0
oldugunu gostermek yeterlidir. Kabul edelim ki ru = 0 olsun, yani ru = r(xax + b) =
rexax + rb = 0 dir. Bu ifadeyi sagdan a ile carparsak, rza = 0 elde ederiz, dolasiyla
rb = 0 olur. Boylece r € 1g(b) = Ra olacaktir ki buradan r = ta, t € R diyelim. Artik

0 =rza = taxa = ta = r elde ederiz. ®m


t14687
beyaz dikdortgen


Asagidaki 6nerme ile morfik halkalarin temel 6zelliklerini tamamlayalim.

Onerme 2.1.10 ([9, Proposition 6]) R nin bir a morfik elemans icin asagidakiler

denktir.
(1) 1r(a) =0
(i) Ra= R

(iti) a € U(R)
Kamt. (i) & (ii) a € R alalim. a morfik oldugundan bir b € R icin 1g(a) = Rb ve
1z(b) = Ra olacaktur.

lr(a) =0 Rh=0<b=0< R=1g(b) = Ra

dir.

(i7) < (ii1) aciktir. m
Eger ab = 1 iken ba = 1 oluyorsa R halkasina dik sonlu halka adi verilir.

Sonuc 2.1.11 Her sol morfik halka dik sonludur.
Kanit. R de uv = 1 olsun. Bu durumda lg(u) = 0 dir ve béylece, Onerme 2.1.10(iii)

den, u € U(R) dir. Bu da bize v = u™! olmasimi yani vu = 1 esitligini verir. m
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Bu bolumin bundan sonraki kisminda morfik halkalarin matris halkalar: cinsinden

ingasini ele alacagiz.

Teorem 2.1.12 ([5, Corollary 4.7]) R birimli dizenli bir halka ve €* = e € R ise eRe

de birimly dizenli bir halkadr.
Simdi Teorem 2.1.12 yi morfik halkalar icin ispatlamaya caligsalim.

Onteorem 2.1.13 ([9, Lemma 14]) R bir halka, ¢> = e € R ve f =1 — e olsun. eRe
halkasinin bir a elemans icin asagidakiler denktir.

(i) a elemans eRe nin bir sol morfik elemanidar.

(i) fRf deki her b sol morfik elemans icin, a + b elemans R nin sol morfik ele-
manadar.

(t4i) Her b € U(fRf) icin, a + b elemans R nin sol morfik elemanadar.

(iv) a+ f elemam R nin sol morfik elemanidar.

(1ii) Baz b € U(fRf) icin, a + b elemans R nin sol morfik elemanadur.

Teorem 2.1.14 ([9, Theorem 15]) R bir sol morfik halka ve e* = e € R ise eRe de sol
morfik halkadar.

Kanmit. f =1 — e diyelim. Eger a € eRe ise, hipotezden, a + f de bir sol morfik ele-
mandir. Onteorem 2.1.13 ((ii) = (7)) den a eleman eRe nin bir sol morfik elemanidir.

Teorem 2.1.14 tin sonucu olarak sol morfik olmanin bir Morita invaryant bir ¢zellik
oldugu digiiniilebilir. Fakat Nicholson-Sdnchez bunun dogru olmadigini bir ¢rnekle

ispatladi.

Ornek 2.1.15 F bir cisim ve F # F de bir alt cismi olsun. o : F — F daxz — =
ile taniml bir izomorfizma olsun. R ile, her x € F icin, ¢® = 0 ve cx = Tc olacak
sekilde {1, ¢} tabanli bir sol F-vektor uzayimi gosterelim. (]9, Example 8]) den R bir
sol morfik halkadir. Fakat, ([9, Example 16]) den, R iizerinde tanimli 2 x 2 tipindeki
matris halkast My(R) bir sol morfik halka degildir.
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10
R bir halka ve M de R tizerinde bir bimodiil olsun. R ve M nin asikar genislemesi
T(R,M)={(a,m):a€ R,me M}

bilegen bilegene toplama; (a,m) + (a’,m') = (a + a’,m +m’)
bilesen bilegene carpma; (a,m)(b,n) = (ab,an + mb)
islemleri ile tanimhdir.

Aciktir ki;

R M a m
e T(R, M) halkas1 2 x 2 tipindeki ( ) nin {( ) a€ Rme M}
0 R

alt halkasima izomorftur.

e (R, R) = R[z]/(«?%) dir.

e 0 : R — R halka endomorfizmasi olmak iizere R[z; o] skew polinom halkasini icin
R(o) bir R — R-bimodiildiir (zpR(0) =g R ve, her m € R(0) = R icin, mor = o(r)m
ile tanimh) ve T'(R, R(0)) & R[z;0]/2* dir.

Ornek 2.1.16 Z, bir sol morfik halka iken, [2, Remark 10] den, T'(Z4, Z4) sol morfik
halka degildir.

Ornek 2.1.17 T(Z,Q/Z) sol morfik halkadir [2, Theorem 14].

Agagidaki teorem gosterir ki R halkasinin sol morfik halka olmasi tam olarak T'(R, R)

deki bazi elemanlarin sol morfik olmas1 demektir.

Teorem 2.1.18 ([2, Theorem 19]) R halkasinin bir a elemans icin asagidakiler denktir.
(1) a elemans R nin bir sol morfik elemanidur.
(i7) (a,0) € T(R, R) eleman: T(R, R) nin sol morfik elemanidar.
(i7i) (a,a) € T(R, R) elemans T(R, R) nin sol morfik elemanadur.
Kanit. (2) & (3) (1,-1) € U(T(R,R)) ve (a,a)(1,—1) = (a,0) oldugundan, sonuc
Onteorem 2.1.5 den kolayca elde edilir.
(1) = (2) a € R bir sol morfik eleman olsun. Bu durum da 1g(a) = Rb ve 1z(b) = Ra
olacak sekilde b € R vardir. 1z((a,0)) = T(R, R)(b,0) ve 1g((b,0)) = T(R, R)(a,0) dan
(a,0) € T(R, R) sol morfik elemandir.
(2) = (1) de benzerdir. m
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11

Onerme 2.1.19 (]2, Proposition 20]) R bir halka olsun.

(i) Eger ¢ = e € R ve u € U(R) ise (0,eu), (0,ue) elemanlarida T(R, R) nin sol
morfik elemanlaridar.

(17) Eger (0,a) € T(R, R) eleman: T(R, R) nin sol morfik elemans ise a elemani R
nin bir sol morfik elemanidar.

(it3) 2 € Zy elemany sol morfik elemamdur fakat (0,2) € T(Zy, Zy) bir sol morfik
eleman degildir.
Kamt. (i) Kabul edelim ki ¢ = ¢ € R ve u € U(R) olsun. S = T(R, R) diyelim.
Acgiktir ki (u,0) € U(S) dir. (1 —e,1)(0,e) = (0,0) ve (0,e)(1 —e, 1) = (0,0) olduk-
larindan, S(0,e) € 1g((1 —e,1)) ve S(1 —e,1) C 15((0,e)) kapsamalar: elde edilir.
(1,0) € S birim eleman oldugundan, S(0,e) =1g((1 —e,1)) ve S(1 —e,1) =15((0,¢))
esitligi elde edilir. Buda bize (0, e) nin S nin bir sol morfik eleman oldugunu gosterir.
Ote yandan, (0,ue) = (u,0)(0,¢) ve (0,eu) = (0,e)(u,0) olarak yazilabileceklerinden,
Onteorem 2.1.5 den, (0,ue) ve (0, eu) nun S de morfik elemanlardir.
(#7) (0,a), S nin bir sol morfik elemani olsun. Bu durumda S(0,a) = 1g((b,c)) ve
S(b,c) = 15((0,a)) olacak sekilde (b,c) € S vardir. Bu durumda Ra = lg(b) ve
Rb =1g(a) dir.
(i71) S = T(Z4, Z4) diyelim. (0,2) nin S de bir sol morfik eleman oldugunu kabul edelim.
Bu durumda (a,b) € S olmak tizere S(a,b) = 15((0,2)) dir. = 15((0,2)) = T(2Z4, Z4)
oldugundan, @ = 2 olmalidir. Ote yandan, (0,2)(0,1) = (0,0) yani (0,1) € 15((0,2))
oldugundan, (0,1) = (¢,d)(2,b) = (2¢,2d+ ¢b) olacak sekilde (¢, d) € S vardir. Boylece
2¢c = 0ve 1l =2d+ cb dir. Bu da bize 2 = 2(2d + ¢b) = 0 olmasiu verir ki bu bir

celigkidir. m
Bu boliimi asagidaki sonuc ile bitirelim.

Sonuc 2.1.20 Eger T(R, R) bir sol morfik halka ise R de sol morfik halkadur.
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3 Rz|/(z"™) ve (R, I)[z]/(x™) Morfik Halkalardir

Bu boliimde polinom ve skew polinom halkalar yardimi ile morfik halkalar1 karakterize
edelim. Bu karakterizasyon ile, R C R[x] C R[x; o] hiyerarsisi var oldugundan, aslinda
morfik halkalarin geniglemesi, 6rnegin agikar genigleme gibi, verilmektedir.

R bir sol morfik halka olsun. Her zaman lgz(z) = 0 olacagindan, R[x] bir sol
morfik halka olamaz. Fakat, aciktir ki eger R sol morfik halkasi bir boliim halkas
ise R[z] bir sol morfik halkadir. Dolayisyla R[z] ya da R[x;o] halkalarim incelemek
yerine R[z|/(z"*!) ya da R[z;¢]/(x?) halkalarim incelemek anlamh olacaktir. Bu halka
yapilarini inceleyen yazarlar,morfik halkalar ile diizenli halkalar arasinda yeni iligkiler
elde etmiglerdir. Simdi bu iligkileri inceleyelim. Bunun icin 6nce agagidaki tanimi

hatirlayalim.
Tamim 3.0.1 Her a € R icin eger a € a*R ise R ye giicli diizenli halka ad1 verilir.
Giiclii diizenli halkanin baz ozellikleri agagidadir.

Teorem 3.0.2 R giicli duzenli halkadir ancak ve ancak R dizenli bir halkadir ve R

deki her esiisli eleman merkezidir.[5].

Teorem 3.0.3 Bir giclu dizenli halkada her tek yonli ideal bir ki yonli idealdir.
Kanit. R giiclii diizenli halka olsun. Her a € R icin, u € U(R) ve €? = ¢ € R olmak

izere a = ue dir. Boylece

aR = wueR
= uRe Teorem 3.0.2 den

elde edilir. =
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3.1 R[z]/(z""') Morfik Halkadir

Once R halkasimn giiclii diizenli bir halka olmas: durumunda R[z;¢]/(2?) halkasimn

morfikligini inceleyelim.

Teorem 3.1.1 ([2, Theorem 1)) R giicli dizenli bir halka ve, her ¢ = e € R icin,
o(e) = e olacak sekilde o : R — R bir halka endomorfizmasi olsun. Bu durumda
R[z; 0]/ (2?) halkasy sol morfiktir.
Kanit. S = Rx;0]/(2?) diyelim. Bu durumda S = {r + sz : r,s € R, 2> = 0} ve, her
t € R icin, xt = o(t)x dir. S nin sol morfik halka oldugunu 4 adimla gésterelim:
1. Adim: Kabul edelim ki I, S nin bir sol ya da sag ideali olsun. Eger r + sz € [ ise
r el vesx el du:

e? = e € R olmak iizere, Rr = Re dir ve boylece, bir t € R icin, r = t olsun. Eger

I sol ideal ise, re = o(e)x = ex ve x* = 0 oldugu dikkate alinarak;

= (e — tsz)(e + tsz)
= (e — tsx)(tr + tsx)
= (e —tsx)t(r+sx) el

elde ederiz ki bu bize r = t € I olmasini verir. Boylexe sz € I dir. I nin sag ideal

olmasi durumuda, ki bu durum da rR = eR oldugundan, benzer olarak ispatlanir.
Artik a + bx € S alabiliriz ve bu elemanin S de sol morfik oldugunu gosterebiliriz.

l.adimdan dolay1, Ra = Re alalim.

2. Adim: S(a + bx) = S(e + gx) olacak sekilde eg = ge = 0 olan ¢*> = g € R vardir:

bx = (bx)e + b(1 — e)x oldugundan ve 1.adimdan,

S(a+bx) = Sa+ Sbx
= Se + Sbx
= Se+ Sb(1 —e)x

dir. by = b(1 — e) dersek, f> = f € R olmak iizere Rb; = Rf olarak alalim. Boylece
Sby = Sf ve
Se+ Sb(1 —e)xr = Se+ Shix
=Se+Sfx
olur. fe =0 oldugundan, g := (1 — e)f de bir esislii elemandir ve ge = eg = 0 dur.
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Dahasi, fg = f(1—e)f = f*> = f oldugundan, Rf = Rg elde ederiz. Boylece Sf = Sg

dir. Bu da bize
S(a+bxr) =Se+Sfx

= Se+ Sgx
= S(e+ gx)
olmasini verir.
3.Adim: e ve g ler yukaridaki 2.adimimizda elde ettigimiz estislii elemanlar olmak tizere,
Sle+gz)=1s5((1 —e)(1 —g) + (1 —e)x) dir.
c+dr els((1—e)(l—g)+ (1 —e)z)alahm. Bu durumda,
0 =(c+do)[(1—e)(1—g)+(1—e)z]
=c(l—e)(1—g)+[c(l—e)+d(1l—e)(l—g)x
dir.
Boylece
c(l—e)(l-g)=0 (1)
c(l—e)+d(l—e)(1—g)=0 (2)

elde ederiz. Bu (1) ve (2) denklemlerinden
c=ce, cg=0, d(l—e)(1—g)=0
ve boylece d = de + dg bulunur. Simdi v = ¢+ dg ve v = d diyelim. Bu durumda

(u+vx)(e+gr) =ue+ (ug+ ve)x
= (c+dg)e+ [(c+ dg)g + de]x
=c+dx

bulunur yani ¢ + dz € S(e + gx) elde edilir. Diger kapsama aciktir.
4. Adm: lg(a+0bz) = S((1—e€)(1 —g)+ (1 —e)x) dir. by ve f yukandaki 2.adimimizda
elde ettigimiz elemanlar olsunlar. Ra = Re oldugundan aR = eR ve boylece aS = eS

dir. 1.adimdan,

(a+bx)S =aS+bxS =eS+bxS
=eS + [e(bx) + b(1 —e)z]S
=eS+b(1l—e)zS
=eS+ xS = (e+bx)S

elde edilir.
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Boylece bizim

Is(e + bir) = S((1 —e)(1 —g) + (1 —e)z)

esitligini gostermemiz yeterli olacaktir.

S((1—e)(1—g)+(1—e)x) Cls(e+byx): Yukardaki 2.adimimizdan by = b, f ve f = fg

oldugundan,
[(I-e)A—g)+ A —e)zlle+bz) =(1—-e)(l—g)bz
=(l—e)d—g)bf
=l =e)(1—g)bfga
=1 —e)(1-g)ghfz=0

dir.
ls(e +b1z) € S((1 —e)(1 —g) + (1 — e)x). Herhangi bir r + sz € 1g(e + byz) icin,

0= (r+sz)(e+b)xr=re+ (rby + se)x

dir. Boylece re = 0 ve by + se = 0 dir. by = by f = by fg oldugundan, byg = by dir.
Boylece 0 = (rby + se)g = rbig = rby ve dolaywsiyla se = 0 dir. Rf = Rb; = iR

oldugundan, bazi t € R icin, f = byt alabiliriz. Bu durumda
rg=r(l—e)f=rf=rbit=0
dir. Béylece r =r(1 —€)(1 — g) ve s = s(1 — e) olur. Dolayisiyla,
r+sreSl—e)(l—g)+S(1l—exz=S{(1—-e)(1—9g)+(1—c¢e)x)
elde ederiz. m

Sonuc 3.1.2 R giicli dizenli bir halka ise T(R, R) bir morfik halkadar.

Simdi de R halkasinin birimli diizenli bir halka olmas1 durumunda R[z; ¢]/2? halkasinin

morfikligini inceleyelim.
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Teorem 3.1.3 ([8, Theorem 2|) R birimli dizenli bir halka ve, her ¢* = e € R icin,
o(e) = e olacak sekilde o : R — R bir halka endomorfizmasi olsun. Bu durumda
R[z; 0]/ (2?) ve, her n > 0 icin, R[z]/(x™"') sol morfik halkalardar.
Kamit. S = R[z;0]/(z"™!) diyelim. Bu durumda S = {rq + riz + -+ rpa™ : r; €
R,z"™ =0,i=0,1,---,n} ve, her r € R icin, xr = o(r)z dir.

S nin sol morfik halka oldugunun ispatinin yapisi agagidaki gibi 6zetlenebilir.
1. Adwvm: Tlk olarak Lee ve Zhou eger « = 1o+ rix+ - -+ rpx’™ € S bir sol morfik
eleman ve u,v € U(S) ise gostermiglerdir ki uawv de bir sol morfik elemandir.

2. Advm: (Ana Adim) Her o € S icin e; ler R de ortogonal esiislii elemanlar ve

2 =ep€ER
62 :eie(1—61‘,1)'"(1—60)R(1—60)"'(1—€i,1> i:1,2,---,n

(2

olmak tizere v := uav = ey + 12 + - - - + e, 2" olacak sekilde u,v € U(S) birimlerinin
varhigini ispatladilar.

3. Adim: o nin S de sol morfik bir eleman oldugunu gostermek icin, 1. adimdan, ~
nin S de sol morfik eleman oldugunu gostermek artik yeterli olacaktir. Bunun icin de
Sy = 1g(08) ve lg(y) = S olacak sekilde 5 € S elemanimi bulmak gereklidir. Bunun

icinde en iyi adayimiz,

bo = (1-60)(1-61)‘"(1—(3”,1)(1—6”)
b1 = (1-60)(1—61>"'(1—6n_1)

bn :1—60

olmak tizere 3 := by + byx + - - - + b,x™ dir.
4. Adwm: Son olarak ispatlamiglardir ki;

Sy = Reyg+ R(eg+e1)x+- -+ Rleg+e1+ -+ - +e,)x" =1g(0)

ve

dir. =
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3.2 (R, I)[z]/(z""') Morfik Halkadir

Bu boliimiin son konusu olarak da ilk defa tanimlanan ve Huang ve Chen tarafindan
literatiire kazandirlan (R, I)[z]/(z"*!) halkasim ele alacagiz ve onun bir sol morfik
oldugunun ispatini inceleyecegiz. I, R nin bir ideali olsun.
n+l
(R, 1)[z]/(z") ={D iz’ : 2" =0,a0 € R, @, €1, i=1,---,n}
i=0
bir halkadir. n = 2 olmas1 durumunda S tam olarak T'(R, I) agikar geniglemedir.
Simdi de R halkasimin birimli diizenli bir halka olmasi durumunda (R, I)[z]/(z")

halkasinin morfikligini inceleyelim.

Teorem 3.2.1 ([6, Theorem 2.2]) R birimli dizenli bir halka ve I da R nin bir ideali
olsun. Bu durumda (R, I)[z]/(z™) bir sol morfik halkadur.
Kamt. S = (R, I)[z]/(z") diyelim.

S nin sol morfik halka oldugunun ispatinin yapisi agagidaki gibi 6zetlenebilir.
1. Adwm: Tk olarak Huang ve Chen da Lee ve Zhou eger a = ro+riz+---+7r,2™ € S bir
sol morfik elaman ve u,v € U(S) ise gostermiglerdir ki ucv de bir sol morfik elemandir.

2. Adim: (Ana Adim) Her o € S icin ¢; ler R de ortogonal egiisli elemanlar ve

2 =e€ER
e =e;€(l—ei 1) (1—e)l(1—ep) - (1—e;q) i=12-+-n

7

olmak tizere v := uav = eg + e1x + - - - + e, 2™ olacak sekilde u,v € U(S) birimlerinin
varligini ispatladilar.
3. Adim: o nin S de sol morfik bir eleman oldugu gostermek icin, 1. adimdan dolay,

~ nin S de sol morfik eleman oldugunu gostermek artik yeterli olacaktir. Bunun icin
de Sy = 1g(0) ve lg(y) = S olacak gekilde # € S elemanini bulmak gereklidir. Bunun

icinde en iyi adayimiz,

bp =1—e)(l—e) - --(1—ep1)(l—e)=1—€eg—e1—--+—e,

bn :1—60

olmak tizere 3 := by + byx + - - - + b,x™ dir.
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4. Adwm: Son olarak ispatlamiglardir ki;
Sy=Rey+I(eg+e)r+---+1I(eg+e+--+ey)z" =15(0)

ve

dir. =

18
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4 [R;I,0,n] Morfik Halkadir

Bolim 3.1 de S = R[z]/(z"™) nin skew polinom halkasi olan S = R[z;o]/(z"™!)
halkasi ile birimli diizenli bir halka ile morfik halka arasindaki iligki incelenmigtir.
Boliim 3.2 de ise S = R[z]/(xz™"!) nin yeni bir genellemesi olan S = (R, I)[x] /(™)
halkas ile birimli diizenli bir halka ile morfik halka arasindaki iligki incelenmigtir.
Biz de S = (R, I)[z]/(z™*!) nin skew polinom halkasi olarak [R;I,o,n] halkasim
tamimladik ve [R; I, 0, n| halkasinin yardimu ile birimli diizenli bir halka ile morfik halka

arasindaki iligkiyi inceleyecegiz.

4.1 [R;I,0,n] Halkas1 ve Ozellikleri

R bir halka, I da R nin bir ideali ve, her €2 = ¢ € R icin, o(e) = e olacak sekilde

o : R — R bir halka endomorfizmasi olsun. Bu durumda

Rlz; o]

@)

[R;I,0,n] := {ag—l—alx—i—...—i—anx" € ca; €1 ,z'zl,...,n}.

bir halkadur.
e [R;I,0,n] halkas1 R[z;o]/(x™*!) nin bir alt halkasidir.

e 0 = 1 olmasi durumunda [R; I,0,n] = R, I)[x]/(z™) dir.
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4.2 [R;I,0,n] Morfik Halkadir

Teorem 4.2.1 R birimli duzenli bir halka ve I da R min bir ideali olsun. Herhangi bir
n > 0 icin, [R;I,0,n] halkasy sol morfiktir.

Kanit. T := [R;I,0,n] ve « = rg +rix + -+ + rpaz™ € T olsun. Bu « elemanimin
T halkasinda bir sol morfik eleman oldugunu gosterecegiz. Bunun icin once, her ¢ =

1,...,n+ 1 icin,

2 =e€R

e =e € (1—eo)I(1—ep)

e3 =e € (1—e)(1—eg)I(1—ep)(l—e)

e? :eie(1—67;,1)...(1—60)1(1—60)...<1—€Z’,1)

olacak sekilde T nin pav = o/ 1= ey + e1x + eax? + ... + e,2" olan p ve v birimlerinin
var oldugunu ispatlamaliyiz.

R birimli diizenli bir halka oldugundan, R nin her elamani bir birim ile bir esiislii
elemanin bir dik carpimi olarak yazilabileceginden, Sonuc¢ 2.1.8 den, a y1 R nin bir

uygun birimi ile carparsak ilk adim olarak
o = €p

elde ederiz, burada ki ey bir egiislii elemandir. 1 — (1 — eg)rix ve 1 — ryz de T nin iki

birim eleman1 olacagindan,
[1—(1—eo)rz]a(l —riz) =€)+ (1 —ep)ri(1 —eg)x + -+ -

elde ederiz. Boylece ry € (1 —eg)I(1—eg) olarak kabul edebiliriz. Yine 1 — (1 — eq)roz?

ve 1 — ryx? de T nin iki birim eleman: olacagindan, bu kez
[1— (1 — eg)roz?]a(l — rez?) = eg + 2+ (1 — eg)ra(l — eg)w + - - -

elde ederiz. Boylece ry € (1 — e9)I(1 — eg) olarak alabiliriz. Artik benzer adimlarla,

her : =1,2,---,n icin;
a=ey+rx+rx’+ -+, ri€(1—ep)l(1—ep)

seklinde yazilabilecegini kabul edebiliriz.
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Teorem 2.1.12 den, (1—ey)R(1—ep) halkas: da birimli diizenli bir halka oldugundan,
71 = ue; olarak alabiliriz, burada e;2 = e; € (1 — eg)R(1 — ¢p) ve u da tersi v olan
(1 — e9)R(1 — ep) halkasinm birimidir. Yine r; € (1 — eg)I(1 — ep) olmasindan, e; =
vry € (1—eg)I(1—ep) dir. Artik eg+ v de tersi eg+wu olan R nin birimidir. Dolayisiyla

(eg + v)a = eg + €1 + vrox? + - - - + vra™ oldugundan,
a=ey+er +rox’ + - 4 1"

olarak yazabiliriz ki burada dare € (1—e1)(1—eq)I(1—eg)(1—e1) ver; € (1—eg)l(1—ep)
(1=2,3,---,n) dir. Artik

[1— (1 —e)roz]a(l —rex) = eg 4+ e12 + (1 — ey)ra(1 — eq)a® + - -
dir. 1 — (1 —ey)raz ve 1 — roz de T nin birimleri oldugundan,
a=ey+ex+raxd+ -4 rpat

olarak yazabiliriz ki burada dary € (1—e1)(1—eg)I(1—ep)(1—ey) ver; € (1—eg)l(1—ep)

(1=3,4,---,n) dir. Bu iglemler tekrarlanirsa, her i = 2,3, - - - icin,
a =ey+ex+rort 4 rpah
e =eg

e =e € (1—ep)I(1—e)
;€ (1—61>(1—60)I(1—60)(1—61>

olarak yazabiliriz. Tiimevarim ilkesinden, o = ey + e,z + e22? + - - - + e,2™ elde edilir

ki burada da

et =e€R
e2 =e;€(l—eiq) - (1—e) (1 —eg) (1 —eiq)

dar.

bp =(1—ep)(1—e1) (1 —e,_1)(1—¢e,)
b1 = (]_ — 60)(1 — 61) cee (]_ — 6n—1>

bi =1—eny
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olacak sekilde 8 = by + byx + -+ + byz™ € T elemanim alahm. Artik ispatimizi

tamamlamak icin T'o/ = 17(5) ve T5 = 1p(o/).

Qg =To€y+rer + -+ rpepy
ay =7nrieg+1re€y + -+ Tp€n_1
an = Tn€o

olacak sekilde v = ag+ a1z + - - -+ a,2™ € T olsun. Bu durumda o' € T'o/, ve boylece

Toa' =T(ey+e1w + eax® + -+ + e,a")
={ro+rx+rex®+- - +ra"rg € Reg,m1 € I(eg+e€1),- -,
rn € I(eg+er+---+ey)}
= Reg+1I(eg+e1)+ -+ 1(eg+er+--+ey)
= 17()

elde ederiz. Benzer olarak ,

TG =T[(1—eg—e— - —ep)+ex+ -+ ea”
={ro+rx+nra®+---+ra"ro € R(1—eyg—e; — - —e,),
rmelll—e—e —-—ep1),---,rn€I(1—ep)}
=R(1—e—e1—-—e,)+I(1—e—er—-—ep_1)+-+I(1—ep)
= lIr(a)

olacaktir. Bu da bize o/ nin bir sol morfik eleman olmasim verir. Onteorem 2.1.3 den,

« bir sol morfik elemandir. =


t14687
beyaz dikdortgen


4.3 [R;I,0,n] nin Matris Halkalarina Bir Uygulamasi

Qo

0

0
0

ay as

Gy a1

0 0
0 0

3]

o

tag € Rya; el i >1
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matris halkasi ile [R; I, 0, n] halkasini tanimlayabilecegimizden, bu S matris halkasinin

bir sol morfik halka oldugunu gosterelim.

ed=e € Rve,heri=1,2--- nicin,e? =¢; € (1 —¢;_1)--- (1 —e)[(1—¢p)---(1—

e;—1) olmak tizere

€o

0

€1

€o

€2

€1

€1

€0

olacak sekilde o’ € S alalim. Boylece par = o/ dir. Ote yandan,

0
B=10

0

oldugundan, So/ = 15() and S = lg(a’) oldugu goriiliir.

l—(eg+--+en) en

1—(eg+-+ep)

0

0

€1
€2

€3

1—(60—|—
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