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1. GIRIS

Kombinatorik, belirlenmis kesin kurallara gére nesnelerin ayrilmasi ve diizenlenmesi
problemleriyle ilgili matematigin bir dalidir. Kombinatoryel diizen, verilen sonlu bir
kiimeden belirli 6zellikleri olan alt kiimeler toplaminin se¢ilmesinin bir yoludur. Bu
problemlere iliskin ¢ok sayida makale olmasma ragmen, 19-20. yiizyillarda
kombinatoryel konfigiirasyonlarin deney tasarimlarinin istatistiksel teoride yararl
oldugu fark edilmistir. Tasarimlar, zirai ve diger alanlardaki deneyleri planlamada ve

analiz etmede yararhdir.

Bu tez ¢aligmasinin amacina yonelik olarak yapilmis olan bazi arastirmalarin 6zetleri

asagida verilmistir.

Tasarim teorisindeki Onemli yapilardan biri olan t tasarimlari, kombinatoryel
yapilardir. Geligsmis bilgisayarlar olmasina ragmen bir¢ok t- tasarimini olusturmak

zordur. Clinkii biitiin kabul edilebilir parametreler i¢in hala genel bir formiil yoktur.

t-tasarimlar1 1969 dan beri askeri taktiklerde, bilgisayar ¢iplerinin tasarimlarinda ve
ozellikle istatistikte ( tip ve ziraat uygulamalarinda, kalite kontroliinde, ..vb.) sik

kullanilmaktadir.

t-tasarimlarinin  6nemli bir smifi dengeli tamamlanmamis blok tasarimlaridir

(Balanced Incomplete Block Design-BIB Design).

1935 ve 1936 yillarinda Yates, blok genisliginin optimal secenegini tartismis ve BIB
tasarimlarin arzu edilen o6zelliklerini gostermistir. Ayrica 1936 yilinda Yates, bazi

kiigiik BIB tasarimlarin olusturulmasini gostermistir [Street ve Street, 1987].

Fisher ve Yates 1938’ de v,h<100 ve r,k<10 araligi icin BIB tasarimlarin

parametrelerinin kombinasyonlarini ve onlarin ¢dziimlerini listelemistir. Bu liste,



1961 yilinda Rao tarafindan r,k <15 alinarak ve 1962 yilinda Sprott tarafindan

r,k <20 alinarak genigletilmis sekli ile verilmigtir [Raghavarao, 1971].

Bose, BIB tasarimlarmin olusturulmasinin ilk sistematik metodunu vermistir [Bose

ve Nair, 1939].

Raghavarao, BIB tasarimin tanim ve 6zelliklerini vermis, simetrik BIB tasarimlarin
varhigim gostermis ve yeniden coziilebilirliklerden bahsetmistir. Ayrica t-tasarimlari

icin baz1 esitsizlikler sunmus ve BIB tasarimlarin 0, <100, r,k <15 parametre

aralig1 i¢in olusturulma metotlarini listelemistir [Raghavarao, 1971].

1942 yilinda Bose, yeniden ¢oziilebilir BIB tasarimlar i¢in esitsizlikler vermistir

[Raghavarao, 1971].

BIB tasarimlar ve yeniden ¢oziilebilir BIB tasarimlarla ilgili teoremler Hughes ve

Piper tarafindan verilmistir [Hughes ve Piper, 1985].

Dengeli tamamlanmamis blok tasarimlarda islem ciftlerinin birlikte goriinme sayisi
A tiim islem ¢iftleri i¢in aynidir. Ancak BIB tasariminin 6zel bir durumu olan kismi
dengeli tamamlanmamig blok tasarimlarinda (Partially Balanced Incomplete Block
Design-PBIB Design) 4 tek olmamaktadir. Kismi dengeli tamamlanmamis blok
tasarimlari ilk olarak Bose ve Nair (1939) tarafindan verilmistir. PBIB tasarimlar igin
birliktelik yapilarina iliskin cebirsel 6zellikler genis bir sekilde Bose ve Mesner
(1959)’ de verilmistir. Raghavarao (1971) genis bir 6zetini vermis ve genis bir
kaynak taramasi yapmistir. Bu tasarimlar dengeli tamamlanmamis blok tasarimlarin
genellestirilmis  halidir. Dengeli tamamlanmamis blok tasarimlari  optimal
tasarimlardir. m sinifli PBIB bir ortaklik semasi belirtirken bunun tersi her zaman

dogru degildir. Kageyama (1974), 4, =4, iken m simfli PBIB tasariminin m-1 simifh

PBIB tasarimina doniistiigiinii gostermistir.



Gruplarina boliinebilir (GD) tasarimlar, 2 sinifli PBIB tasarimlar1 igerisinde ilgili
oldugu diger kombinatoriyal yapilardan daha yalin ve basit oldugu i¢in 6nemli bir alt
smiftir. GD tasarimlar i¢in kombinatoriyal 6zellikler, kurulus metotlar1 ve var olma
kosullart ¢alismalari Bose ve Connor (1952) ile baslamistir. Bu tasarimlar 1973
yilinda Clatworthy tarafindan tablo halinde verilmistir. Yeni tasarimlarin bir listesini

de Sinha (1991)’ da bulmak miimkiindiir.

Istatistikte bagvurulan deney diizenleme ydntemlerinden biri de matematikte matris
olarak bilinen ortogonal dizimlerdir. Ortogonal dizimler kendilerine uygun

yapilardan bagka bir yapiya geciste kullanilir.

Bose ve Bush (1952), ortogonal dizimlere iligskin teoriyi gelistirmislerdir (Seiden,
1954). Ortogonal dizimlerin, ortogonal Latin karelerin dogal bir genellestirmesi gibi
diisiiniilebilecegini vurgulayarak, bazi deney tasarimlarinin ¢esitli problemlerinde

faydali olacagini agiklamislardir.

Plackett ve Burman (1943-1946) tarafindan diisiiniilen optimum c¢ok faktorlii

tasarimlarin aslinda 2 kuvvetli ortogonal dizilimler oldugunu gdstermislerdir.

Dikdortgensel tasarimlar, 1955°de Vartak tarafindan 3-ortak sinifli kismi dengeli

tamamlanmamis blok (PBIB) tasarimi olarak tanimlanmustir.

Nair ve Rao, asimetrik faktoriyel denemeler i¢in dengeli karistirilmis tasarimlarin
kurulugsunda ortogonal dizilimleri kullanmistir ki; bu denemeler iki faktor igeriyorsa;

dikdortgensel tasarimdir [Nair ve Rao, 1948].

Vartak, iki dengeli tamamlanmamis blok (BIB) tasarimini kullanarak, dikdértgensel
tasarim elde etmistir [Vartak, 1955].

Rao, iki dengeli tamamlanmamis blok (BIB) tasarimini birlestirerek, dikdortgensel

tasarimlar elde etmistir [Rao, 1956].



Aggarwal ve Singh, dikdortgensel tasarimlarin kurulusunda dengeli dizimleri

kullanmiglardir [Aggarwal ve Singh, 1981].

Suen (1989); Raghavarao ve Aggarwal (1974), Nair (1980) ve Aggarwal (1983)’ in
caligmalarindan faydalanarak, farklar metodunu kullanmig ve dikdortgensel

tasarimlar elde etmistir. Ek olarak, bu tasarimlarin, mxn boyutlu, tamamen

karigtirtlmis faktoriyel denemeler olarak kullamildiginda ; A,’tn A, ve A4,’ den

bliyiik olmasi durumunda ana etkideki bilgi kaybinin kii¢iilecegini sdylemistir.

Dikdortgensel tasarimlar, dengelemenin yani sira ortogonalligi de igeren faktoriyel

denemeler i¢in kullanighdir [Gupta ve Mukerjee, 1989].

Dikdortgensel tasarimlar ayrica dengeli dizimlerin ve ortogonal dizimlerin

kurulusunda da kullanilmistir [Sinha ve ark. 2002].

Ayrica dikdortgensel tasarimlar, Bhagwandas ve Kageyama (1985), Suen (1989),
Sinha (1991), Sinha ve ark. (1993, 1996, 1999), Kageyama ve Miao (1995)

tarafindan da calisilmustir.

Kismi dengeli tamamlanmamis blok tasarimlari smifi iginde GD tasarim, ilgili
oldugu diger kombinatoriyel yapilardan (netler, afine diizlem ve ortogonal dizimler

gibi) daha yalin oldugu i¢in 6dnemli bir alt siniftir. 4, = A, +1° e sahip GD tasarim E

optimal 6zelliginden dolay1 daha 6nemlidir. Dikdortgensel tasarimlar ise ii¢ sinifli
kismi dengeli tamamlanmamis blok tasarimlarinin bir sinifidir ve GD tasarimlarin
genellestirilmisidir. Dikdortgensel tasarimlarin optimal 6zelligi 2 satirli ve hemen
hemen esit A’ lara sahip olmasidir. Bagchi, hemen hemen yeniden c¢oziilebilir
dengeli tamamlanmamis blok tasarimini kullanarak dikdortgensel tasarimlar elde
etmistir. Bu kurulusta yeniden ¢oziilebilir dengeli tamamlanmamis blok tasarimi
kullanildiginda GD tasarim elde edilecegini sdylemistir. Bu kuruluslardan elde edilen

birgok tasariminda E optimal 06zelligini sagladigim1 soylemistir. Hatta bazi



tasarimlarin ikili smiflardaki tip 1 optimal 6zelligine sahip oldugunu sdylemistir

[Bagchi, 2004].

Bu tez ¢aligmasinda dikdortgensel tasarimlar tanimlandi ve tasarimlara ait 6zellikler
belirtildi. Calismada daha ¢ok tasarimlarin kurulus metotlar1 iizerinde duruldu. Bu
ama¢ dogrultusunda ilgili diger tasarimlar tanimlandi. Dikdortgensel tasarimlarin
kurulus metotlarina iligkin teoremler verildi ve bunlarin daha anlasilir olmasi i¢in

orneklendirildi.



2. t-TASARIMI

D, bir yap1 ise, D’ nin islem (nokta=deneme) sayis1 “v” ve blok sayis1 “b” ile

gosterilir. Bir yapinin iglemler kiimesi ve bloklar kiimesi bos olmamalidir.

D, islemleri p,,p,,..,p, ve bloklan1 B,,B,,..,B, (U >0,b> O) olarak indekslenmis

bir yap1 olsun. D i¢in vxb boyutlu “ isabet matrisi ” Az(a..) asagidaki gibi

y

tanimlanir:
a,=1; p,eB
a.=0; dh

7]
Boylece D yapisi hakkindaki tiim bilgiler 4 matrisi ile ifade edilmis olur.

D, v>0 islemleri olan bir yapt olsun. D’ nin ¢ islemli her alt kiimesi, A ortak
bloklar1 ile tam iligkili olacak sekilde A, t (0<A ve 0<t<wv) tam sayilar
mevcutsa, D’ ye bir t-yapisidir denir. k£ blok genisligine sahip diizgiin bir #-yapisina

“t- (U, k,/i) yapist” denir. Burada v, islemlerin sayist ve A, ¢ islemleri lizerindeki

ortak bloklarin sayisidir.
2.1. t- Tasariminin Ozellikleri

D=(X, A, I) isabet yapisi, asagidaki kosullar1 saglhyorsa #-(v,k, 4 ) tasarimi olarak
adlandirilir.

i) |X|=v

i1) B € A igin her blok £ islem ile iliskilidir.

ii1) Her farkli ¢ islem birlikte A blok ile iligkilidir (yani islemlerin her z-alt kiimesi A

blokta bulunuyorsa)



Negatif olmayan ¢,v,k,A,b,r tamsayilar1 “tasarimin parametreleri” olarak bilinir. r,

“tekrar sayis1 "dir ve bir islemin goriildiigii blok sayisini belirtir.

t-tasarimlarimin parametreleri birbirinden bagimsiz degildir. D bir #-(v, k, 4 ) tasarim
ise asagidaki esitlikler saglanir:

o, vo-1).(v-1+1)
b_ﬂo_ﬂk(k—l)...(k—;l)

Bu esitlik soyle de yazilabilir.
v k
t t

t>0 ise bk =vr
=2 ise r(k—1)=4,(v-1)
dir [Assmus ve Key, 1993, Hughes ve Piper, 1985].

t- tasarimlarinda ¢ degeri degistikge Ozel isimlerle anilan ve kendilerine has

Ozellikleri olan bir takim tasarimlara ulasilir.



3. DENGELi TAMAMLANMAMIS BLOK TASARIMLARI
3.1. Dengeli Tamamlanmamis Blok Tasarimlarin Kosullari1 ve Bazi Tanimlar

v,k ve A v>k=>2 olacak sekilde pozitif tam say1 olsun. (X, A) cifti asagidaki
kosullart saglarsa “Dengeli Tamamlanmamis Blok Tasarimlari” (v,k,A)-BIB
tasarimi olarak tanimlanir.

1) v, islemler olarak adlandirilan elemanlarin bir setidir

i1) X in alt serilerinin koleksiyonu olan 4, blok olarak adlandirilir

ii1) Her blok k iglem igerir

iv) Farkli islemlerin her ¢ifti 4 blokta bulunur

v) Her islem r blokta goziikiir, » > 0 [Hughes ve Piper, 1985].

Bu tasarimlarin adindaki tamamlanmamis ifadesi v >k kosulunu gostermektedir.
Burada, blok genisligi k islemlerin toplam sayisindan azdir. Boylece higbir blok
islemlerin tamamini icermez. Dengeli deyimi, 4 parametresinin degismezligini ifade

eder. BIB tasarimi, 2- (v, k,/i) tasarimidir. BIB tasarimlart genellikle (u,b,r,k,/l)-

tasarimlan seklinde ifade edilir.
BIB tasarimlarinin varliginin iki temel kosulu asagidaki teoremlerde verilmistir.
3.1. Teorem

Bir (U, k, /1) -BIB tasariminda her islem kesinlikle
/1(1) - 1)
k-1
blokta goziikiir [Colbourn ve Dinitz, 1996].

V=

3.2. Teorem

Bir (z), k, /1) -BIB tasarimi i¢in bloklarin sayisi



bzz_l(uz—u)

k k* —k

ile verilir [Colbourn ve Dinitz, 1996].

Bazi parametre setleri ile BIB tasarimlarin mevcut olmadigi bu iki teoremle goriintir.

Ciinkii b ve r tam say1 olmalidir.
3.3 Teorem (Fisher esitsizligi)

Bir (v,k,A)-BIB tasarimin var olmasi igin bir diger 6nemli ve gerekli kosul Fisher

esitsizligidir.
(u,b, rk, /1) -BIB tasariminin varligi i¢in b > v olmalidir [Street ve Street, 1987].

Eger BIB tasariminda v =b ve r =k elde edilirse BIB tasariminin simetrik oldugu

soylenir. Simetrik BIB tasarimlart her zaman (v, k, 1)-tasarimlari gibi tanimlanr.

3.2. Dengeli Tamamlanmams Blok Tasarimlarin isabet Matrisleri

Verilen (u,b,r,k,/l)—tasarlml isabet matrisi olarak isimlendirilen vxb boyutlu

matris ile gosterilir. Satirlar tasarimin islemleri ile siitunlar da bloklar ile
siniflandirilmistir. j. blokta i. islem goziikiiyor ise matrisin (7, j). hiicresine 1,
gdziikmiiyor ise 0 yazilir. Isabet matrisinin her bir satir1 7 tane 1° e, her bir blogu &

tane 1’ e sahiptir ve ayr1 satirlarin her ¢ifti ortak olarak A bloktadir.

(X, A), bir (u,k,/l)-BIBD olsun. (X, A)’ nin vxbboyutlu isabet matrisi M = (m)

y

asagidaki kural ile tanimlanir.

1, x, €4,
m. =
0, x, & A;



10

Ornek :

(7, 3, 1)-BIB tasarimi goz oniine alinsin.

Cizelge 3.1. (7, 3, 1)-BIB Tasarimi

Bloklar

Islemler | 1 | 2 | 3 | 4 | 5|6 | 7
1 X X | X
2 X X X
3 X X X
4 X X X
5 X X X
6 X X X
7 X | X | X

Cizelgede “X” isareti konan hiicrelerde gbzlem var, diger bos hiicrelerde gozlem yok

anlamindadir.

Cizelge 3.1° den islem ve blok sayist v ve b’ nin 7 oldugu, blok genisligi £* nin 3 ve
tekrar sayis1 1’ nin de 3 oldugu kolayca goriiliir. Islemlerin her cifti sadece bir blokta

birlikte goziikiir. Boylece A =1’ dir. Bu tasarimin 7x7 boyutlu isabet matrisi

asagidaki gibidir.

1 0 1 1 0 0 0]
1 000011
1 100100
01 01 001
0110010
001 01 01
00 01 1 1 0
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4. KISMi DENGELIi TAMAMLANMAMIS BLOK TASARIMLARI

4.1. Kismi Dengeli Tamamlanmamis Blok Tasarimlarinin Kosullar: ve Bazi

Tanmimlari

Dengeli tamamlanmamis blok tasarimlarda islem ciftlerinin birlikte gériinme sayis1 A
tim ciftleri i¢in aymidir. Ancak kismi dengeli tamamlanmamis blok (PBIB)

tasarimlar1 durumunda A tek olmamaktadir.

m tane farklt A olmasi durumunda (A4,,4,, ..., 4,) PBIB tasarim1 m — sinifl1 olarak

adlandirilir.
PBIB tasarimlari, v islemin b blokta verilen kosullarda diizenlenmesidir.

i) v islemin her biri » blokta goziikiir. Her bir blok k genisliktedir. Islemler

herhangi bir blokta 1 kez gdziikiir.

i1) v isleminin her bir ¢ifti asagidaki gibi bir birliktelik yapisina sahiptir.

a) Herhangi iki islem birinci veya ikinci birliktelik sinifindandir.

b) Her bir islem birinci birliktelikte n, elemana ikinci birliktelikte 7, elemana
sahiptir.

c) i. birliktelik sinifinda bulunan herhangi islem c¢ifti i¢in birinci islemin birinci

birliktelik sinifindaki ve ikinci islemin birinci birliktelik sinifindaki ortak

elemanlarin sayis1 B, (i=1,2) dir.
ii1) i. birliktelik sinifindaki islemlerin herhangi iki ¢ifti 4, (i = 1,2) blokta birlikte

gorundur.

Daima asagidaki esitlikler elde edilir.
})112:})211:’11_})111_17 })212:n2_n1+311+1
Pé:Pzzl:nl_Pjv P222=n2—n1+1:ﬁ—1

bk=rvo, v=mn+n,+1
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A+ A4n, = r(k_l) 5 nlplll = nzpﬁ
nlpzlz = nZPé
Burada v, b, r, k, Ai, nj (i=0, ..., m) sayilar1 birinci ¢esit parametreler, P/’k a4,j, =0, 1,

..., m) sayilar1 ikinci cesit parametrelerdir. (2m+4) tane birinci ¢esit, m*(m+1)/2 tane

ikinci ¢esit parametre vardir [Bose ve Shimamoto, 1952].

m-sinifli PBIB tasariminda parametreler arasinda asagidaki iligkiler vardir:

m m

_ i i _ pi i J k _
Eni—v, ij—nk, ij—PAj, nl.ij—anik—nk};., ny=1,
i=0 i=0

A n i=7jise Z " D
P=" I e, 2mA=rk. nn =3 P,
0 dd P =

m=2 i¢in 8 tane birinci ¢esit, 6 tane ikinci ¢esit parametre vardir.

Pl _{Pﬁl Pﬁz} 2 _{Pﬁ P}
Jk T pt 1|2 Jk | p2 2
By Py By B,

Tanim: Birliktelik semasi

Verilen 1,2,...,v islemleri i¢in m ortak smifli birliktelik semasi denilebilmesi igin

asagidaki kosullar1 saglamalidir.

1) @ ve p gibiiki islemin ya birinci, ikinci, ... veya m. birliktelikleri ve bu iligkileri
simetriktir. & ve g i. birliktelikte ise (a, ﬂ):i olarak gosterilir.

i1) her bir o islemi i. birliktelikte »,’ ye sahiptir ve n; sayisi « * dan bagimsizdir.

1i1) eger (a,,B):i ve ayni zamanl olarak (a,y)zj (,B,)/):j’ ise P/’/’ dir. Bu say1

= P’ dir [Raghavarao ve Padgett, 2005].

a ve B’ dan bagimsizdir. [laveten P/’/



m=2 i¢in PBIB tasarimlar asagidaki sekilde gruplanmistir.

1) Gruplarina boliinebilir (GD) tasarim
ii) Basit

iii) Uggensel

iv) Latin kare tipi

v) Dongtisel

m=3 i¢in PBIB tasarimlar1 ise soyle gruplandirilabilir;

1) Dikdortgensel (3) PBIB Tasarimi

i1) Kiibik (3) PBIB Tasarimi

iii) Genisletilmis Ucgensel (3) PBIB Tasarim1
iv) Genisletilmis GD (3) PBIB Tasarim

13



14

5. DIKDORTGENSEL TASARIMLAR

Dikdortgensel tasarimlar, ii¢ birliktelik sinifina sahip kismi dengeli tamamlanmamis
blok (PBIB) tasarimlarini temel alir. Dikdortgensel tasarimlar yardimi ile tasarim

teorisinde sikca kullanilan diger yapilar tiiretilebilir.
5.1. Tanim

Dikdortgensel tasarimda v = mn islemin b blokta bulunusunda asagidaki 6zellikler
saglanir.

i) her bir blok £ < v olmak lizere k£ farkli islemleri igerir.

i1) her bir iglem r blokta goziikkmelidir.

iii) mn iglem, m satir ve n siitunda bulunarak dikdortgen olusturur ve ayni

satir/siitundaki herhangi iki islem A,(4,) bloklarinda birlikte, aksi halde A,

blokta gdziikiir.

Tasarimin parametreleri asagidaki gibidir.
U:mn,b,r,k,ni,/li,pj.u (i,ju=I,23) (5.1

Bu parametreler birbirinden bagimsiz degildir, aralarinda bazi iliskiler vardir.
3 3
bk =ur, Zni:U—l, Zn,ﬂi:r(k—l)
i=1 i=1
Pou=Pys WPy =Py =n,D; (52)

3

> pl,=n,-6, (i,j,u=I 2 3)

u=l1

Burada i # j veya i = j olma durumuna gore sirasiyla 6, =0 veya 1’ dir.

m,n>2 olmak tlizere v=mn islem, mxn dikdortgensel birliktelik semasini

asagidaki gibi olusturur.



1 2 n
n+1 nt+2 . 2n
(m-1)n+1 (m-I)n+2 . . . mn

15

(5.3)

Birinci birliktelik ayni satirdaki diger n, =n—1 islemle, ikinci birliktelik ayni

situndaki diger n, =m—1 islemle ve arta kalan n, = (m—1)(n—1) islemle de

ticlincii birlikteligi olusturur.

pl, (i=1, 2, 3) matrisleri ise soyledir;

n-2 0 0
= 0 0 m-1
0 m-1 (m-1)(n-2)

0 1 n—2
(P)=| 1 0 m=2
n-2 m-2 (m-2)(n-2)

Ek olarak parametreler arasinda asagidaki esitlikler vardir.

1 _ _ 2 _ _
py=n-l=n-2, p,=n-1=m-2, ny, =nn,

r(k=1)=n-DA+(m-1)A4,+(n-1)(m-1) 4,

(5.4)

(5.5)

(5.6)
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1<i<m, 1< j ve [ <v olmak iizere dikdortgensel tasarimm v xov boyutlu B, = (b;.])

birliktelik matrisi
b~ L j ve l i. birliktelikteler ise
"o, dh

olarak tanimlanir.

Her iglemin 0. birlikteligi i¢in B, =1, dir. 6, kronoker delta sdyle tammlanir;

Boylece P, =n,5; P/, =6, olur.

5.1. Yardimci teorem

Bir m ortak siniflh birliktelik semasi i¢in birliktelik matrisleri B, B,,..., B, olsun. Bu

matrisler

iy B =J,
i=0

i) BJ,=nJ,

iii) BB, = Z p,B,
o
iv) zzp;‘hpituBt :Bi(Bth):(BiB ) zzpupuh
u t
esitliklerini saglar.

5.2. Yardimci teorem.

N, bir m-PBIB tasariminin isabet matrisi ve B, B,,...,B,,’ de bu tasarimin birliktelik

matrisleri olsun. Bdylece

N" =rl + i/IMBu
u=1
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JL)A = k‘]uxb
dir.

Tanim: A serisi

v =mn olmak lizere Es. 5.2 kosuluna ek olarak Es. 5.4- Es.5.6 kosullarini1 saglayan
tasarimin serisi A serisi olarak adlandirilir. A serisine ait bir tasarim, v = b ve buna
bagli olarak da » =k kosulunu sagliyorsa tasarim simetriktir denir.

A serisi, iki BIB tasariminin kronoker carpimindan elde edilen tiim ii¢ birliktelik

sinifina sahip PBIB tasarimlari icerir [ Vartak, 1959].
5.1. Teorem ( Dikdortgensel birliktelik semasinin tekligi)

Eger 3-PBIB N tasarimi Es. 5.2 ve Es. 5.5 kosullarin1 sagliyor ve A serisine aitse
islemler i¢in birliktelik semas1 tektir denir ve bu sema dikddrtgenseldir [Vartak,
1959].

5.2. Teorem

A serisinin N tasarimmin NN’ matrisinin eigen degerleri ve bunlarin ¢arpanlari

asagidaki gibidir [Vartak, 1959].

0, =rk =r+(v, DA, + (v, =4, + (v, =1)v, —1)A,
6, =r—4 +(U1 _1)(/12 _/13)

0,=r-1, +(Uz _1)(/11 _13)

O, =r—A, -1, +4,
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5.3. Teorem

A serisindeki bir tasarimin varligi igin
0, =r—2 +(v, -1, = 1,)=0

0, =r—2, +(v,—1) 4 - 4)>0

O, =r—-A4, -4, +4,20

kosullarinin saglanmasi gereklidir [Vartak, 1959].

5.1. Ornek
A serisinden simetrik bir PBIB tasarimi alinsin. Tasarimin parametreleri

v=b=24,r=k=8,n=5n=3,n=15 4 =4, 4, =7, 4 =1

4 0 0 0 0 5 0 1 4
p}u=00 3,pJ2.u=O2 O,p;uzl 0 2
0 3 12 5 010 4 2 8

Bu tasarimin NN’ matrisinin eigen degerleri 6, =64, 0, =22, 6, =16, 6, =-2"

dir. 8, <0 oldugundan verilen PBIB tasarimi kurulamaz .

5.2. Tanim

Dikdortgensel birliktelik semasina sahip ii¢ smifli PBIB tasarimia dikdortgensel
tasarim denir [Bagchi, 2004].

Eger m=2 ise dikdortgensel tasarim dengelidir. Dengeli dikdortgensel tasarimda

eger,

() A =4 =4-1 isetipl
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(i) A, =4, —2=24,—1 isetip2

olarak tanimlanir [Bagchi, 2004].

Deney tasariminda matrislerin kronoker carpimi ilk defa Vartak (1955) tarafindan

kullanilmistir.
Tanim: Kronoker ¢arpim

Sirastyla mxn ve pxgq boyutlu A=(a;) ve B=(b,) matrisleri alinsin. Bu iki

matrisin kronoker ¢carpimi agagidaki gibidir.

a,B a,B .. a,B

n

{®B = a,B a,B .. a,B

a,B a,B .. a,B

A ® B matrisinin boyutu mp x ng’ dur.

5.3. Dikdértgensel Tasarimlara Iliskin Bazi Teoremler

5.3. Yardimci Teorem

Parametreleri v,b,r,k,n;, A, ply (i, j, k=1, 2, ..., s) ve isabet matrisi N;;),B olan s
birliktelik sinifina sahip bir PBIB tasarimi alinsin. 4, 4,,.., 4, lerden tiimii farkli

degilse en az ikisinin esit oldugu sdylenir. 4, = 4, oldugu varsayilirsa bu durumda
tasarimin birliktelik sinifi s’ den s-7° e indirgenebilir.

5.4. Teorem

a) Biri s, digeri ¢ birliktelik sinifina ait kismi dengeli tamamlanmamis blok (PBIB)

tasariminin parametreleri sirasiyla asagidaki gibi olsun.

i . P —
O, by nskmy S Ay iy s Jink =12,
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i2 . o . j—
Oy,by 15,k 1y, Ay D350, 5 s Jasky = 12,000

Bu iki PBIB tasariminin kronoker ¢arpimlarindan elde edilen N = N ,(;2,3 N ﬁfg,B en

fazla ¢ + s + ts birliktelik sinifina ait PBIB tasariminin isabet matrisi olur.

b) Yukarida tanimlanan N eger ¢+ s +ts tane farkli birliktelik yapisina sahipse;

1) N 1([;2,3 > nin s birliktelik sinifi ve N ﬁfg,B > nin ¢ birliktelik sinifinin tiimii farkhidir,
i1) /11[1 <, /12[2 <r, ve

iii) tiim i, =1,2,..,5 ve i, =1,2,..,¢ i¢in nA, #nA, ’ dir

¢) N’in parametreleri ile N,(fng ve Ng;m parametreleri arasinda asagidaki esitlikler

vardir.

r __ r __ r__ r __
v'=u0,, b'=bb,, r'=nr,, k'=kk,

r_ ! _ ’ _
n;, =ny,, R =Ny R CTRCTE

iy t+i 13, »

" ’ _
;’“t+il - rzﬁ“lil ’ ﬁ’zﬂ‘] +iys ;LZiz 2’11‘1

Al =nrl

iy 20, 0

d) Yukarida (b) sikkindaki sartlar saglanmadiginda Yardime1 Teorem 5.3
uygulanabilir [Vartak, 1955].

5.1. Sonucg

a) Parametreleri asagidaki gibi olan iki tane dengeli tamamlanmamis blok (BIB)

tasarimin isabet matrisleri N, g, ve N, g olsun.
v, ,b 1 Lk A

* * * * *
V,,b,,1, ,k,, A,
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Iki dengeli tamamlanmamis blok (BIB) tasarimlarinin kronoker c¢arpimlari olan

N =N, gz ® Ny en fazla tig-ortak simifli kismi dengeli tamamlanmamis blok

(PBIB) tasarimini verir.

*

b) Yukarida tanimlanan N, tiimii farkl {ig-ortak simifli tasarim ise 7, A, # r, 4,

olmalidir.
¢) NV’ in parametreleri asagidaki gibidir (y, z=1, 2, 3).

r k% r_ * o ok r_ * ok r_ EIY
v'=vv,, b'=bb,, r'=nr,, k'=kk,,

'_ * '_ * ’_ * *
n=0,-1, ny,=v -1, n; —(U1 —IXUZ—I),

* 4%k ¥ 4%k

A =1ty A=nk, M=k

v;-2 0 0
p.=| 0 0 v, —1
0 o -1 (v -1)o;-2)

0 0 v -1 |

pl=l 0 u-2 0
v,-1 0 (Ul —ZXl); —l)

0 1 v, —2
pi=| 1 0 v —2
v, =2 v =2 (01 —ZXl); —2)

d) Yukarida (b) sikkindaki sartlar saglanmadiginda Yardimei Teorem 5.3
uygulanabilir [Vartak, 1955].
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5.2. Ornek

Parametreleri v=6, b=8, r=4, k=3, 4, =4,=2, A, =1, n,=n,=2, n, =1
olan bir dikddrtgensel tasarim alinsin. Tasarimin bloklar1 {1, 2, 4}, {1, 2, 5}, {1, 3,
43, {1, 3, 6}, {2, 3,5}, {2,3,6}, {4, 5, 6}, {4, 5, 6} seklindedir. Bu tasarimin v =6

islemi 2x3 diizeninde yerlestirilir.

1 23
4 56

Diizen
Bu islemlerden herhangi biri i¢in; birinci birliktelik aymi satirdaki islemlerle, ikinci
birliktelik aynmi siitundaki islemlerle, iiglincii birliktelikte arta kalan islemlerle

olusturulur. Bunlar Cizelge 5.1° de goriilmektedir.

Cizelge 5.1. islemler ve birliktelik siniflari

Islemler Birinci Ikinci Ucgiincii
birliktelik birliktelik birliktelik
1 2,3 4 5,6
2 1,3 5 4,6
3 1,2 6 4,5
4 5,6 1 2,3
5 4,6 2 1,3
6 4,5 3 1,2

Bu birliktelik yapisini sekille gosterecek olursak;
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Sekil 5.2. Islemler ve ikinci birliktelikler

Sekil 5.3. Islemler ve iiciincii birliktelikleri

Burada A, =4, olmasina ragmen birinci ve ikinci simifin birlestirilmedigine dikkat

edilsin. Birlestirildigini varsayarsak; 1, 2 ve 4. islem i¢in sirasiyla 1. birliktelik {2, 3,
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4}, {1,3,5} ve {1, 5, 6} olurdu. Béylece 1 ve 2 igin birinci birliktelik p,, =1 ancak

1 ve4igin p,, =0 elde edilirdi.

Bu tasarimin isabet matrisi ve birliktelik matrisleri sdyledir;

1 1 11 0 0 0 O] 11 ]
1 1001100 1 1
001 11100 1 1
N = B, =
1 01 0001 1 11
01001011 1 1
0001 0 1 1 1] i 11 ]
[ 1 | i 1 1]
1 1 1
1 1 1
B.=ly B=l
1 1 1
i 1 | 11 |

5.4. Dikdortgensel Tasarimlarin Kuruluslar:

5.4.1. Dikdortgensel tasarimlarin kuruluslarina iliskin bazi teoremler

Iki BIB tasarimin isabet matrislerinin kronoker carpimlari dikdortgensel tasarimlar

olusturur.

5.3. Ornek

Parametreleri asagidaki gibi olan iki tane dengeli tamamlanmamis blok (BIB)

tasarimi alinsin.

*

Birinci tasarim parametreleri v, =b, =3, r, =k, =2, A, =1 olan Cizelge 5.2° de

verilen tasarimdir.



Cizelge 5.2. (3, 2, 1)-BIB tasarimi

Bloklar
Islemler 1 2 3
1 X X
2 X X
3 X X

Bu tasarimin isabet matrisi

NI(B[B) =

O = =
—_— = O

1
0| dir.
1

fkinci tasarim parametreleri v, =5, b, =10, r, =4, k, =2, A,

5.3’ de verilen tasarimdir.

Cizelge 5.3. (10, 2, 1)-BIB Tasarim1

Bloklar
Islemler | 1 2 3 4 5 6 7 8 10
1 X X X
2 X X X X
3 X X X X
4 X X X X
5 X X X
Bu tasarimin isabet matrisi ise
1001 0100 1 O]
1 01 00 01001
Nygsy=|0 1.0 1 0 0 1 1 0 0] dir.
01 001 100O0O01
001010011 0]
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=1 olan Cizelge



Bu iki isabet matrisinin kronoker ¢arpimi;

1001010010
1017 /10100071001
N=Np N,y =1 1 0[®0 1 01001 10 0|=
01 1/, /0100110001
001010011 0]
100101001000000000001001010°0
10100010010000000000101000°T1 0
01010011000000000000010100°1 1
0100110001000000000001001710°0
00101001100000000000001010°0 11
10010100101001010010000000°00
10100010011010001001000000°00
01010011000101001100000000°0°0
01001100010100110001000000°0°0
00101001100010100110000000°0°0
000000000010010100101001010°0
000000000010100010011010001°0
00000000000101001100010100°1 1
000000000001001100010100110°0
0000000000001 0100110001010°0°1

Elde edilen N matrisini kullanarak tasarimi Cizelge 5.4 de gosterildigi gibidir.

- 0 0O O - 0 0 0 0 o~ o o o —
O O 000000 O~ O~ O
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Cizelge 5.4. Dikdortgensel Tasarim

Bloklar
islem 1 2 13|45 6 | 7 8 1011 |12 | 13 (14 15|16 | 17 | 18 | 19 | 20 | 21 | 22 | 23 | 24 | 25 | 26 | 27 | 28 | 29 | 30
1 X X X X X X X
2 X X X X X X X X
3 X X X | X X X X X
4 X X | X X X X X X
5 X X X X X X X
6 X X X X X X X
7 X X X X X X X X
8 X X X | X X X X X X
9 X X | X X X X X X
10 X X X X X X
11 X X X X X X X X
12 X X X X X X X X
13 X X X X X X X X
14 X X X X X X X X
15 X X X X X X X X

LT
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Tasarimin parametreleri ise;

V' =15,b'=30, =8, k'=4, A/ =2, A, =4, Al =1" dir.

Cizelge 5.5° de iki islem igin birliktelik siniflart verilmistir. Buradan ikinci gesit

parametreler olan n,’ ler sOylenebilir ve ayrica iki islem iginde n,’ lerin ayni

oldugunu goriiliir.

Cizelge 5.5. Islemler ve birliktelik smiflart

Islem 1 6
Birinci birliktelik 2,3,4,5 7,8,9,10
Ikinci birliktelik 6,11 1,11
Ugﬁncﬁ birliktelik 7,8,9,10, 12, 13, 14, 15 2,3,4,5,12,13, 14, 15

r __ r _ r__
n=4,n,=2, n; =8



5.5 Teorem

o'=m,b",r' k' A’
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(5.7)

Parametreleri Es. 5.1 de verilen BIB tasarimindan elde edilen dikdortgensel

tasarimin parametreleri asagidaki gibidir [Kageyama ve Sinha, 2003].

U =mn

"
e (n—l)r’+(n2_1jb’

k=2k"+(n—-2)0'

! n_2 !
A, =(2n-3) +[ 5 jb

fspat.'

(5.8)

Parametreleri Es. 5.1 olan bir BIB tasariminin m x b" boyutlu isabet matrisi N alinsin

n
ve parametreleri 0" =n,b" = [2} r"=n-1Lk"=2,1"=1 olan indirgenmemis BIB

n
tasariminin 0" x 5" boyutlu Q isabet matrisi alinsin. Elde edilen mnx(zlb’ boyutlu

N* isabet matrisi dikdortgensel tasarimin isabet matrisidir.

N*:Q®N+(‘]nxb" _Q)®J

mxb'
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5.6. Teorem

Parametreleri Es. 5.7 olan BIB tasarimindan elde edilen dikdortgensel tasarimin

parametreleri agsagidaki gibi olur [Kageyama ve Sinha, 2003].

v =mn
b=nb'

r=(n-1)

k=(n—1)' (5.9)
A =(n-2)"

A, =(n=1)'

Ay =(n-2)1

Ispat:

Parametreleri Es. 5.7 olan bir BIB tasariminin m x b" boyutlu isabet matrisi N alinsin.
mnxnb' boyutlu N* isabet matrisi dikdortgensel tasarimin istenen parametrelerini

verir.

N*=(J, -1, )®N

n n

Teorem 5.6’ da A, = A, ve m=n oldugunda tasarim Latin Kare PBIB tasarimi halini

alir. 4, =4, oldugunda ise bir GD tasarimi elde edilir [Clatworthy, 1973].

5.4. Ornek

Parametreleri v'=m=5b"=4, r'=k"=3, 1'=2 olan Cizelge 5.6’ da verilen BIB

tasarimini alinsin. n=4 olsun.
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Cizelge 5.6. (4, 3, 2)-BIB Tasarimi

Bloklar

1

Islemler

} > dir.

—_—— O

—_— O - e

O e e

—_—— — O

{

Bu tasarimin isabet matrisi N

N*=(J, -1,)®N

_— e O v

_— O v v

O e - -

—_— o e O

S o O -~

S o —= O

S — O O

0

1
1
1

0 0 0 O
0 0 0 O
0 0 0 O

1

0 0 0 0 O

0

1
1
1

0 0 0 O

1
1

0 0 0 0

0

1

00 0 0 O

0

1
1

0 0 0 O

0 0 0 O

1
1

0

1
0 0 0 O
0 0 0 O

0 0 0 0 O

1

1
1

0

1

0 0 0 0 O

1

0 0 0 O

*

Elde edilen N matrisini kullanarak tasarimi Cizelge 5.7° de gosterirsek;
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Cizelge 5.7. Latin Kare PBIB Tasarimi

Bloklar

Islemler [ 1 [2 (3[4 |5[6|7[8|9[10[11[12]13]14][15]16
1 X X|X|X X |X|X X | X
2 X | X X|X|X X|X|[X X
3 X |X|X X|X|X X|X|[X

4 X|X|X X |X|X X |X|X
5 X X | X X X|X|[X X | X
6 X | X X X| X X|X|[X X
7 X|X|[X X|X|X X |X|X

8 X|X|X X|X|[X X|X|[X
9 X X |X|X X | X X X | X
10 |X|X X|X|X X X | X X
11 | X[X|X X|X|X X|X|[X

12 X|X|X X|X|X X|X|[X
13 |X X|X|X X|X|X X | X

14 |X|X X|X|[X X|X|X X

15 | X|X|X X |X|X X| X | X

16 X |X|X X |X|X X|X|[X

Cizelge 5.7’ deki tasarimin parametreleri soyledir;

v=mn=16, b=16, r=9,k=9, 4, =6, 1, =6, A, =4

A, = A, ve m = n oldugundan tasarim Latin kare PBIB tasarimidir.

Tamm: L, Tipi Birliktelik Semasi

v=s’ islemi sxs karede diizenlenir ve bu kare diizende (i—2) MOLS fist iiste

gelir. iki islem birinci birliktelikte ise aym satirda veya siitunda goziikiirler veya
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herhangi i—2 Latin karedeki ayn1 harflerle goziikiir. Diger islem ciftleri de ikinci

birlikteligi olusturur.

n =i(s—1), n,=(s—i+1)s—1)

[E-1)i-2)+s-2 (s—i+1)i-1)
Pl{ (s—i+1\i—1) (s—i+l)(s—i)}

e {fflj)) (s —i)(sifsi_—il))ﬂ —2}

NN' matrisinin farkli eigen degerleri vardir. Bu eigen degerler ve bunlarin

carpanlart;
0, =k, 0, =r+(s—i)4 —(s—i+1)4,, 0, =r—il +(i-1)4,
a, =1, alzi(s—l), azz(s—i+1)(s—1)

[Raghavarao ve Padgett, 2005].

5.7. Teorem

Parametreleri Es. 5.7 olan BIB tasarimindan elde edilen dikdortgensel tasarimin

parametreleri agsagidaki gibi olur [Kageyama ve Sinha, 2003].

L =mn
b=nb'
r:(n—l)r'+b'

=(n—1)k"+0’ (5.10)
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fspat:
Parametreleri Es. 5.7 olan bir BIB tasarimmin mxb' boyutlu isabet matrisi N
alinsin.mnxnb" boyutlu N* isabet matrisi dikdortgensel tasarimin istenen
parametrelerini verir.

N*=(J, -1, )QN+1,®J,,

Teorem 5.77 de A, =4, ve m=n oldugunda Latin Kare PBIB tasarimi elde

ederiz. 4, = A; oldugunda ise GD tasarim elde ederiz [Clatworthy, 1973].

5.8. Teorem

Parametreleri Es. 5.7 olan BIB tasarimindan elde edilen dikdortgensel tasarimin

parametreleri agsagidaki gibi olur [Kageyama ve Sinha, 2003].

v = mn
b=nb'

r=(n-2)"+b

k=(n-2)k"+0' (5.11)
A =(n=2)

Ay =b'=2r' +nl'

Ay =(n—4)A" +2r'
fspat:

Parametreleri Es. 5.7 olan bir BIB tasariminin mxb" boyutlu isabet matrisi N
alinsin.mnxnb' boyutlu N* isabet matrisi dikdortgensel tasarimin istenen
parametrelerini verir.

N*=(J, -I1,)®N+1,®(J,, —N)

'xb
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Burada A4, =4, ve m=n oldugunda Latin Kare PBIB tasarimi elde edilir.

A, = A, oldugunda ise GD tasarim elde edilir [Clatworthy, 1973].

5.9. Teorem

Parametreleri v,b,r,k,A olan BIB tasarmminin isabet matrisi N; N', N matrisinin

transpozu ve 0, v xb boyutlu sifir matrisi olmak tizere

N N 0,
N =|N 0, N
0 N N

vxb

matrisi parametreleri 0" =3v, b" =3b, r' =b, k' =v, /1? =b—2(r—/”t), A, =0,

2

A, =r—A olan bir dikdortgensel tasarim verir [Bhagwandas ve Kageyama, 1985].
5.10. Teorem

Parametreleri v,b,r,k, A olan BIB tasariminin isabet matrisi NV olmak iizere

v N N
N=N J, N
N N J

matrisi parametreleri v =3v, b =3b, r =b+2r, k =v+2k, /1T=b+2/”t,
X, =3r, A=2r+A, n =v-1, n,=2, n;=2(-1) olan bir dikdértgensel

tasarim verir [Bhagwandas ve Kageyama, 1985].

Burada J, vxb boyutlu tiim elemanlar1 1 olan matrisidir.
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5.11. Teorem

Parametreleri v,b,r,k, A olan BIB tasariminin isabet matrisi N olmak iizere

N N N
N'=|N N N
N N N’

*

matrisi parametreleri 0" =3v, b =3b, r' =b+r, k' =v+k, A =b-2r+31,

¥

Xy=r, &=2r—A,n =v-1,n, =2, n; =2(v-1) olan bir dikdértgensel tasarim

verir [Bhagwandas ve Kageyama, 1985].
5.5. Ornek

Isabet matrisi asagidaki gibi olan (7, 3, 1)-BIB tasarimini alalim.

S O = o= = O O
S = = O O O =
—_ o O = O O =
_—— 0 O = O O
—_ O = O O = O
S = o = O = O

S O O O = ==

Bu isabet matrisini kullanarak teorem 5.10° daki N* matrisini yazarsak
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1 1.0 00
0 00O
1

0

1
1
1

0 00

1

0 00 01

1

0

1

1

0 0

0 0

1

0 0

0

00
0

1
1

0 00O

1

1
1

0 01
1 00

1

0

1

0 0
0

1

1

1
1

1 0 0 1
1 0 00
1

0 00

0 00O

0 00

1

0 00O

1

0 0

1

1

1

0 01

0

1 00

0 0

0 0
0 0

0

1

1 00 01

0 00

1

0 00

1

1

I 01
1 00 0 01
1 1
1
1
0 01

0 00
0

1

0 00O

1

1

1

1

001 00
0

1

0 01 00
0

0 0

1

0 01

1

0

0 0
0

1

0 0

1

0

1

0 0

1

1

0 00@O

1

1

0 00

Elde edilen bu tasarim dikdortgensel tasarimdir ve teorem 5.10° da ki parametreleri

saglamaktadir soyle ki;

=13,

=13, r

v =21,b =21,k

=7,

*
3

9, 4,=9, A

2{:

*
1

=6,n,=2,n,=12

n

dir.



38

5.4.2. ic ice dengeli tamamlanmamis blok tasarimi kullanilarak dikdortgensel

tasarimlarin kurulusu
Tamim: I¢ ice dengeli tamamlanmamus blok tasarimi-i¢ ice BIB tasarimi

Parametreleri v,b,,r,k,,b,,k,,A,,4, olan blok tasarimi i¢ ice BIB tasarimi olarak
adlandirilir. Bu tasarim sirastyla BIB tasarimi (1), b,,r, kl,/ll) ve BIB tasarim
(u,b2 1.k, ,/12) nin i¢ i¢e bloklar (sliper blok) ve alt bloklar bi¢imidir (Preece, 1967;
Morgan, 1996). b, alt bloklarinin genisligi &, ve i¢ ice her bir b, siiper blogun
genisligi de k,’ dir. Burada dikkat edilmesi gereken sey i¢ i¢ce BIB tasarimindaki 4,
ve A, nin anlaminin kismi dengeli tamamlanmamis blok (PBIB) tasarimindan farkl

oldugudur.

Bir BIB tasariminin her bir blogu, her biri bir BIB tasarimi olacak sekilde esit
boyutlu alt bloklara béliiniir. Ornegin 10 bloklu bir BIB tasarimi, 5 alt-bloklu yeni bir

diizen verebilir.

I¢ ice BIB tasarimimin parametreleri arasinda asagidaki iliskiler vardir [Sinha ve
Mitra, 1999].
vr=bk, =b,k,, (0-1)4, =k, ~1)r, (-1, =(k, - 1)

5.12. Teorem

O'=m, ',k =2k, k,, b b, A, A (5.12)

Parametreleri yukarida verilen i¢ ige BIB tasarimi, parametreleri

! !

v=3m, b=3b, , r=2r, k=2k, ,
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olan dikddrtgensel tasarimin varligini gosterir [Kageyama ve Sinha, 2003].

4t+1 bir asal sayr veya asal kati olmak iizere mod (4r+1)’ e gore bir

(xo,x2,...,x‘”_z,x,x3,...,x4’_1) initial (baslangi¢) blogu, parametreleri v'=4¢+1,

r'=4t, k =4t, k, =2t, b, =4t+1, b, =2(4t+1), A, =4t—1, A, =2¢—1 olan bir
i¢ ice BIB tasarimi verir. Burada x, GF(4¢+1)’ in ilkel elemanidir [Sinha ve ark.,

1993].
5.2. Sonucg

4t+1 bir asal sayr veya asal kati olmak iizere parametreleri v = 3(4t+1),
b=6(4t+1), r=8t, k=4t, 2, =0, 4, =2(2t-1), A, =2t, n,=2, n,=4t, n, =8¢,

m=4t+1, n=3 olan bir dikdortgensel tasarim vardir.

Benzer olarak 47 —1 bir asal say1 veya asal kat1 olmak {lizere mod (4¢—1)’ e gore bir

4(t-1) 3

(xo,xz,...,x X, X ,...,x4’*3) initial blogu, parametreleri v’ =4¢-1, r'=2(2t-1),

K =20i-1), k, =2t-1, b =4t—1, b, =2(4t-1), 4 =4t—3, 2, =2(r—1) olan
bir i¢ ice BIB tasarimi verir. Burada x, GF(47—1)’ in asal elemanidir [Sinha ve ark.,
1993].

5.3. Sonug:

4t—1 bir asal sayr veya asal kati olmak {lizere parametreleri v = 3(4t—1),
b=6(4t-1), r=4(2t-1), k=2(2¢-1), 4, =0, A4, =4(t-1), 4, =2t-1, n =2,

n,=4t—2, ny =42t 1), m=4t—1, n=3 olan bir dikdértgensel tasarim vardur.
5.13. Teorem

Parametreleri Es. 5.12 olan i¢ i¢ce BIB tasarimi parametreleri



40

v=3m, b=06b/, r=2r'+2b, , k=2k, +m,
A =2r, A, =24, +2b,, A =2r"+ A -4, ,
n =2, n,=m-1, n3=2(m—1)

olan dikdortgensel tasarimin varligini gosterir [Kageyama ve Sinha, 2003].
5.4. Sonug:

4t+1 bir asal sayr veya asal kati olmak iizere parametreleri U=3(4t+1),
b=6(4t+1), r=2(8¢+1), k=8+1, 4, =8, A, =12t, A, =10t, n,=2, n,=4t,

n, =8, m=4t+1, n=3 olan bir dikdortgensel tasarim vardir.

5.5. Sonug:

4t—1 bir asal sayr veya asal katt olmak iizere parametreleri v = 3(4t - 1),
b=6(4t-1), r=2(8-3), k=83, 1, =4(2t-1), 2,=6(t-1), 4 =502¢-1),
n=2, n=4-2, n, = 4(2t — 1) , m=4t—1, n=3 olan bir dikdortgensel tasarim

vardir.
5.14. Teorem

Parametreleri
v=pk+1,r,b =v, k,=pk, 4, b,=pb,, k,, 1,

olan bir i¢ ice BIB tasariminin varligi, 4, — A4, ¢ift olmak tizere, parametreleri
i) p:3, U'=3U, b'=3b1, l’,, k':3k, ),1 :bl —2I’+/11 +,12, /12 =0,

2 =12(4-2,), n=v, m=3

i) p=2, v'=3v, b =b,r'=r+l, k'=v, A4 =4, 4, =0, ﬁ3l=l/2(ﬂ,l—ﬂ,2+2),
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m=3,n=v

olan dikdortgensel tasarimin varligini gosterir [Sinha ve Mitra, 1999].
5.15. Teorem

Parametreleri
v'=2k+1,r", b =0, k =2k,, A, b,=2b,, k,, 1,

olan bir i¢ ice BIB tasariminin varligi parametreleri

v=20", r=r", b=2b, k =20k, +1), A =A, 42, A, =2, A =A-A+2,
n=v, m=2

olan dikddrtgensel tasarimin varligini gosterir [Sinha ve Mitra, 1999]
5.5. Ornek:

0,1, 2, 3, 4 islemli ve (5, 5, 10, 4, 4, 2) parametreli i¢ ice BIB tasarimi1 goz Oniine
alinsin. Burada her bir blok yuvarlak parantez icindedir ve bir blok i¢indeki alt
bloklar diisey cubukla ayrilmistir:

(14123)(20|34)(31(40)(42]01)(031]12)

Bu tasarimdan elde edilen dikdortgensel tasarimin parametreleri v =10=5b, r =4,

k=6 A,=3,4,=2, A =4, m=2, n=>5"dir.

5.4.3. Yeniden coziilebilir ve hemen hemen yeniden c¢oziilebilir BIB tasarimm

kullanilarak dikdortgensel tasarimlarin kurulusu

Yeniden coziilebilir dengeli tamamlanmamis blok tasarimi

(X, A), bir (u,k,/l)-BIB tasarimi olsun. (X, A)’ da bir paralel simif A’ daki ayrik

bloklarin alt setidir. A’ nin » paralel siiflarina pargalanmasi yeniden ¢oziimlenme

olarak adlandirilir.
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Eger A’ nin en azindan bir yeniden ¢dziimlenmesi varsa (X, A)’ nin yeniden
¢cOziimlenebilir oldugu sdylenebilir.

Bir paralel sinif v/k blok igerir. Ayrica BIB tasarimlar yalnizca v =0 mod & ise bir

paralel sinifa sahip olabilir.

Biitiin ¢ift v’ ler yeniden ¢oziilebilir (u, k,/l) -BIB tasarimlarini olusturur ((U,k,/l)-

BIB tasarimi o setinin biitiin 2’ i alt setlerini igerir).

Bir ¢ozilebilir (U, k,/i) -BIB tasariminin var olmasi icin gerek ve yeter kosul, v ¢ift

sayl ve U >4 olmasidir [Bagchi, 2004].
5.6. Ornek

Cizelge 5.8’ de verilen tasarim o =15, k=3, A=l olan yeniden ¢dziilebilir BIB

tasarimidir.

Cizelge 5.8. YC (15, 3, 1)-BIB tasarimi

1 2 311 4 511 6 711 8 911 10 1111 12 13|11 14 15
4 8 1212 8§ 1012 9 112 12 1|2 13 14|12 4 o612 S5 7
5 10 1413 13 15903 12 14|13 5 6|13 4 713 9 10]3 8 11
6 11 1316 9 1414 10 1514 11 145 9 1215 11 1514 9 13
7 9 1517 11 12¢5 & 137 10 136 & 1517 8 1416 10 12

Hemen hemen yeniden coziilebilir tasarim

£=0, +1 veya -1 olsun. Bir BIB tasariminin blok setinin siniflara boliindiigi
varsayilsin. Her bir sinif i¢in, istisnai bir islem vardir ki bu islem, siniflarin 1+¢
blogunda goziikiir ve diger islemler kesinlikle bir blokta goziikiir. Boylece blok
siiflarina hemen hemen paralel ve tasarima da ¢ tipi hemen hemen yeniden
¢oziilebilir tasarim denir. Asagidaki yardimci teorem bir hemen hemen yeniden

c¢oziilebilir BIB tasarimini kolayca kanitlamaktadir.
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Yardimci teorem:

£=0, £1 olsun. Bdylece bir & tipi hemen hemen yeniden ¢d6ziilebilir tasarim
asagidaki kosullar saglar

1)k, v+¢&’ ubdler

i1) bir hemen hemen paralel sinif (U + g)/ k blok icerir

iii) hemen hemen paralel siiflarin sayist vor/(v+ &)’ dur

iv) eger £ ==1 ise her islem r/(v +¢) sinifta kesinlikle bir defa goziikiir.

Ortogonal Dizimler

OA(N, m, s, t) bir ortogonal dizim gdstermek iizere ortogonal dizim biiytkligi N, m
kisiti, s diizeyi ve ¢ kuvvetli ortogonal dizim s sembollerinin mxN boyutlu X
matrisidir, dyle ki X’ in herhangi #xN alt matrisinin siitun vektorleri ayni dereceli

siklikla goriiliir [Rao, 1947].
5.16. Teorem

Her bir hemen hemen paralel sinifinda ¢ blogu bulunan parametreleri v,b,r,k,A olan

bir hemen hemen yeniden c¢oziilebilir BIB tasarimi d ve OA(qz,m,q,Z) var ise

parametreleri 0" =mv, b =gb, ¥ =gqr, k" =mk, olan bir d" tasarimi vardir.

i) eger =0 ise d" diger parametreleri A, = g1 ve A, =r olan bir yari diizenli GD
tasarimidir.

ii) eger £=+1 ise d  diger parametreleri A, =ql, A,= r+(l+g)r/(v+g),

A =r+erf (U + 6‘) olan m satirli ve v siitunlu bir dikdortgensel tasarimdir [Bagchi,

2004].
5.17. Teorem

a) her t tamsay1 ve m < ¢(t) icin; 2¢+1 siitunu ve m satir1 bulunan parametreleri
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k=2m, A, =t, A, =2t, A, =2t —1 olan bir dikdortgensel tasarim vardir. m=2 ve

t=2 oldugunda, bu tasarim 10 islemi ve E-optimal 6zelligi bulunan bir tip 2 dengeli
dikdortgensel tasarimdir.

b) her t tamsay1 ve m < ¢(t) icin; 3¢+ siitunu ve m satir1 bulunan parametreleri

k=2m, A, =t, A, =3t, A, =3¢t —1 olan bir dikdortgensel tasarim vardir.

¢) n asal kat1 ve ¢, (n-1)’ in faktorii oldugu varsayilsin ve m = ¢(q) olsun.
Parametreleri m, n, b=gq’n, k = m(n—l)/q, r=q’k, A=r—q, A, =r,

A, =r —1 olan dikdortgensel tasarim vardir.

Ozellikle eger n tek ise, =2 ve m=2 alarak tip 2 dengeli dikdértgensel tasarim elde
edilir. =35 i¢in v >10" dur ve bundan dolay1 E-optimal 6zelligine sahiptir.

(d) n’ nin bir tek saymin kati oldugu varsayilsmm. n>35 icin tip 2 dengeli
dikdortgensel tasarim mevcuttur ve bu tasarim E-optimaldir. Bu tasarimin

parametreleri m=2, k=n+1,r=4k, A, =r, A, =r+2, A, =r+1" dir [Bagchi, 2004].

Buradaki ¢(t), ortogonal dizimin (OA) maksimum kisit sayisidir.

5.4.4. Yan-diizenli gruplarina boliinebilir (GD) tasarimi Kkullamlarak

dikdortgensel tasarimlarin kurulusu
Tanmim: Gruplarina Ayrilabiliv (GD) Tasarim
Gruplarina ayrilabilir tasarim 2-ortak sinifli kismi dengeli tamamlanmamis blok

(PBIB) tasariminin bir seklidir [Clatworthy, 1973]. mn islem seti n islemin m grubu

olarak ayrilabilir. Herhangi iki islem eger ayni gruba aitse A, blokta birlikte goziikiir,

farkl1 bloklarda ise A, blokta goziikiir. GD tasarimi i¢in {i¢ simif dikkate alinir.

Nr—-4,=0 ise tekil GD
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1) r=4,=0 rk=v4, =0 ise yari-diizenli GD
ii)r—-4,>0 rk-vd, >0 ise diizenli GD
5.18. Teorem

4t —1 asal veya asal kat1 olmak iizere parametreleri
v=8t,b=16t,r=8t,k=4t, 1, =0, A, =4¢ (5.13)

m=4t, n=2

ve 4t +1 asal veya asal kat1 olmak {izere parametreleri
v=4Q2t+1), b=8Q2t+1), r = 4(21¢t1) ,k=2Q2t+1) (5.14)
A,=0,4,=22t+1), m=2Q2t+1), n=2

olan ¢oziilebilir yari-diizenli GD vardir [Mitra ve ark., 2002].

Teorem 5.18° de parametreleri Es. 5.13 ve Es 5.14 olan tasarimlara sirasiyla

) (1,2 .., 4t)ve (4t+], 4t+2, ..., 8t)
i) (1,2, ..., 42t+1)) ve (4(2t+1)+1, ..., 8(2t+1))

bloklar1 eklenirse asagidaki teoreme ulasilir.

5.19. Teorem

4t —1 asal veya asal kat1 olmak iizere parametreleri

v=8t,b=208t+1), r=8t+1, k=4t, 1, =0,
A,y =4t+1, 4, =4, m=4t,n=2
ve 4¢+1 asal veya asal kat1 olmak {izere parametreleri

=42t +1), b=28t+5), r=8+5, k=22t +1), 4, =0,
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A, =4t+3, A, =22t +1), m=2(2t+1), n=2

olan yeniden ¢dziilebilir dikdortgensel tasarimlar vardir [Mitra ve ark., 2002].
5.4.5. Dikdortgensel tasarimlarin kurulusunda farklar metodunun kullanilmasi

M, m elemanl1 bir modul olsun. M’ nin her bir elemani i¢in tam olarak n islem olsun

ve islemlerin yerine M’ in u elemanlart u,,u,,...,u, seklinde gosterilsin. u,, islemin 7.
smifa ait olduunu gosterir. Iki islem u, ve v, birinci birliktelikteler ise u=v ve
i=j’ dir. Ikinci birliktelikteler ise u # v ve i=j dir. Ugiincii birliktelikteler ise u # v
ve i# j’ dir. iki islemin farki u, v, dy; ;1 olarak tammlanir ve d =u—v’ diir. Eger

i=j ise dj; ,; saf fark, i # j ise karigik fark olarak adlandirilir.

5.20. Teorem

Eger her biri £ islem igeren ¢ tane baslangi¢ blogu bulmak miimkiinse dyle ki
1) ¢ initial bloklardaki géziiken k7 islem i¢inde her biri # sinifa ait » islem vardir

i1) ¢ initial bloklardan ortaya ¢ikan tk(k-1) fark da her bir sifir karisik fark 4, defa,
her bir sifir olmayan saf fark A, defa ve her sifir olmayan karisik fark A, defa

tekrarlanir.

B, ={(v+u),/v, e B} olacak sekilde her bir initial blok B igin m tane blok
olusturabiliriz. tm bloktan parametreleri v =mn, b=tm,r,k, n,=n-1, n,=m-1,
n, = (n —1)(m—1), A, A,, A4, olan dikdortgensel tasarim elde edilir [Raghavarao ve

Aggarwal, 1974].

Teorem 5.20° yi kullanarak asagidaki dikdortgensel tasarim elde edilir.
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5.21. Teorem

s ve t tam say1 ve st+/ bir asal sayr veya asal kati olmak {izere parametreleri

asagidaki gibi olan bir dikddrtgensel tasarim kurulabilir [Suen, 1989].

v= (st + l)s , b= s(st + 1), r=st, k=st,

no=s-1,n,=st,n=(s-1)st, 4, =0, 4, =t-1, 4, =t.

5.22. Teorem

Eger t tam sayis1 ise asagidaki iki dikdortgensel tasarim kurulabilir [Suen, 1989].

i) v=202t+1), b=2t(2t+1), r=3t, k=3,
n=1,n=2t,n=2t,4,=0,4=1,4,=2;

i) v =4(2t +1), b=41(2t+1), r=3t, k=3,
n=3,n=2,n=06,1=0,4,=0, 4, =1

5.4.6. Dik latin kare tam seti kullanilarak dikdortgensel tasarim elde edilisi
Tanmim: Dik Latin kare tam seti -MOLS

n mertebeden s tane Latin kare seti olsun, buna L,,...,L densin. Eger 1<i< j<s
i¢in L, ve L, dik ise, bu karelere dik Latin kare tam setleri denir. Dik Latin kare tam

setlerine kisaca “MOLS” (mutually orthogonal Latin Squares) denir.
5.23. Teorem

Parametreleri v=mn, b= n(n —1), r=n-1, s=m olan bir en kii¢lik dikdortgensel
tasarim varsa ve m bir sabit olmak tlizere 2 <m <nkosulunu sagliyorsa ancak ve

ancak n-1 ortogonal mxn latin dikdortgenler seti vardir. Bir latin kareden son n-
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m+1 satir(lar) kaldirilarak latin dikdortgenler elde edilir. Ortogonal latin dikdortgen

tam setlerinin teorisi latin kareler ile paraleldir [Rempala ve ark., 2004].

5.6. Ornek

T={a, b, c, d} ve n=4=2° olsun. Boylece asagidaki gibi n=4 sirali n-1=3 MOLS

vardir.

a b ¢ d a b c a b c¢c d
d ¢ b a c d a b b a d c
b a d ¢ d ¢ b a c d a b
c d a b b a d c d ¢ b a

m=4 oldugu varsayilsin. Birinci latin kare tam seti asagidaki gibi 1’ den 16’ ya kadar

numaralandirilsin.

Boylece a isleminin birinci satirda karsilik geldigi “1” indeksi, ikinci satirda “8”
indeksi, tigiincii satirda “10” indeksi ve dordiincii satirda “15” indeksi, {1, 8, 10, 15}
blogunu verir. Benzer olarak b, ¢, d icinde ayni islemleri yaparsak parametreleri
v=mn=16, b= n(n —1)= 12, k=m=4, r=3 olan asagidaki gibi gosterilen
dikdortgensel tasarimi elde ederiz. Siitunlar tasarimin bloklarmi gostermektedir

[Rempala ve ark., 2004].

10 9 12 11 12 11 10 9 11 12 9 10
15 16 13 14 14 13 16 15 16 15 14 13
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Bu tasarimi daha kolay gorebilmek i¢in Cizelge 5.9° da gosterirsek ;

Cizelge 5.9. Dikdortgensel tasarim

Bloklar
Islemler | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 | 10 | 11 | 12
1 X X X
2 X X X
3 X X X
4 X X X
5 X X X
6 X X | X
7 X X X
8 X X X
9 X X X
10 X X X
11 X X X
12 X X X
13 X X X
14 X | X X
15 X X X
16 X X X

5.4.7. Iki faktorlii dengeli tasarimlar ile dikdortgensel tasarimlar arasindaki

iliski

Tamamlanmig blok tasariminda her blok islem sayist kadar parsele ayrilir ve her
islem bloklardaki parsele atanir. Cok fazla islem kombinasyonu denemek
istedigimizde faktoriyel denemeler kullanilir. Tamamlanmis blok tasarimi kullanmak
arzu edilen bir durum degildir. Ciinkii her blok ayni homojen verimlilikte
olmayabilir. Bunun i¢in genellikle faktoriyel denemelerde tamamlanmamis blok

tasarimi kullanilir.
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Dengeli faktoriyel tasarimlar esit blok sayisina ve esit tekrar sayisina sahip
tamamlanmamis blok tasarimidir. Bu tasarimlar, her bir ana etki ve etkilesimlerini
elde etmek i¢in kullanilir.

Iki faktorlii dengeli tasarimlar Vartak (1959) tarafindan dikdortgensel birliktelik

semasina sahip PBIB tasarimi olarak tanimlanmaistir.
Tanim: Iki faktorlii dengeli tasarim

Sirasiyla s, ve s, diizeylerindeki islemlerin iki faktorii F; ve F, olsun. s, s, islemi
(xl,xz) gibi faktorlerin diizeylerini gostersin. Burada x;; 0, I, ..., s, degerleri alan
i. faktoriin diizeyi ve iki islem (x,,x,) ve (y,,v,) (e,.,). birlikteliktedirler. o, =0
ise x, =y, veya a, =1 ise x, #,’ dir. (a,,@,). birliktelikte iki islem 4,, blokta

birlikte goziikiir.

Asagidaki 1ki durumda, bir dikdortgensel tasarim iki sinifli PBIB tasarima

indirgenebilir.

1) 5,=s, ve 4, =4,, oldugunda, dikdortgensel tasarim iki kisith Latin Kare tipi
tasarim veya L, tasarim halini alir.

i) 4, =4,, veya 4, =4, oldugunda, dikdértgensel tasarim GD tasarima indirgenir.

Bu nedenle tiim L, tasarimlar ve GD tasarimlar iki faktorlii dengeli tasarimlardir.

Iki faktorlii dengeli tasarimin isabet matrisi N ile gosterilsin. NN'’ niin eigen

degerleri Vartak (1959) asagidaki gibi vermistir.
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Tasarimin C matrisi 7/ —k ™' NN'’ nin eigen degeri 7—6,, /k’ dur. Birinci faktSriin
ana etkideki etkinligi E,,, ikinci faktoriin ana etkideki etkinligi £, ve iki faktoriin
etkilesiminin etkinligini E,, olarak elde edilmistir.

E,, =1-0,, Ik

Bundan dolay1 ana etkinin veya etkilesimlerin etkinligi 1 ise NN'’ niin eigen degeri

0’ dir.
Tanim: Dengeli dizim

BA(N, m, s, t) bir dengeli dizimi gostermek tlizere N, t kuvvetli dengeli dizim

biiylikliigiinii, m kisitlari, s sembolleri ve A(xl,...,x, ) > lerde indisleri gosterir.

Asagidaki teorem dengeli dizimler ile iki faktorlii dengeli tasarimlar arasindaki

iligkiyi verir.
5.24. Teorem

Blok genisligi s, olan bir s, xs, dengeli tasarimin da ancak ve ancak A, =0
olursa F;’ in ana etkilerinin etkinligi 1 olarak tahmin edilir. Bu tasarimin varlig

BA( 4,8, + 4,5, (s2 - 1), 81,8,,2; 449, 4;;)’ nin varligina esittir.
5.7. Ornek

Teorem 5.24 kullanilarak BA(6, 4, 2, 2;1, 2)’ den parametreleri b=6, k=4, r=3,

Ao =1, 4, =0, 4, =2 olan bir 4x2 dengeli tasarim kurulabilir. Birinci faktoriin,

ikinci faktoriin ve etkilesimin ana etkideki etkinligi asagidaki gibi hesaplanir.

o =1, Ao + (55 = 1A,
10 k (Sz - 1)/101 + (S1 - 1)ﬂvlo + (Sl - 1)(S2 B l)ﬂ“
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- _(4_1)4 1+(2-1)2 —1
0=y, (2_1)0+(4_1)1+(4—1)(2—1)2 -

E = (k=1)s, Ao+ (s =)y,
" k (Sz _1)2'01 +(S1 _1)210 +(S1 _1)(52 _1)/111
_(4-1p 0+(4-1)2

"4 2-10+(@d-1+(4-1)2-12

r—=Ag — Ao+ 4, =1_3—0—1+2=g

Ey =1~
rk 12 3

Cizelge 5.10. 4x2 dengeli tasarimi

Bloklar 1 2 3 4 5 6
F’ in diizeyleri F,’ nin diizeyleri

0 0 1 0 1 0 1

1 0 1 1 0 1 0

2 1 0 0 1 1 0

3 1 0 1 0 0 1

Bu iki faktorlii dengeli tasarim bir dikdortgensel tasarimdir ve tasarimin
parametreleri Sinha > nin verdigi (2002) Cizelge 1° deki 3 numarali tasarimin

parametreleri ile aynidir.
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6. SONUC VE ONERILER

Bu tez calismasinda dikdortgensel tasarimlar tanimlandi ve tasarimlara ait 6zellikler
belirtildi. Caligmada daha ¢ok tasarimlarin kurulus metotlari iizerinde duruldu. Bu
amac dogrultusunda ilgili diger tasarimlar tanimlandi. Dikdortgensel tasarimlarin
kurulus metotlarina iliskin teoremler verildi ve bunlarin daha anlasilir olmasi icin

orneklendirildi.

Dikdortgensel tasarimlar dikdortgensel birliktelik semasma sahip 3 simifli kismi
dengeli tamamlanmamis blok tasarimlaridir. Bazi durumlarda dikdortgensel
tasarimlar 2 sinifli kismi dengeli tamamlanmamig blok tasarimlarina indirgenir. Bu
Ozelligi nedeniyle tasarim teorisinde Onemli bazi tasarimlarin tiiretilmesinde

kullanilir.

Dikdortgensel tasarimlar gibi kompleks yapilarin 6zellikleri kullanilarak daha yalin
tasarimlara dontstiiriilmesi ve verilerin uygun hale getirilerek arastirmanin bu
dogrultuda devam ettirilmesi Onerilmektedir. Yapilan tez caligmasinin bu konuda

calisan aragtirmacilar i¢in temel olacag diistiniilmektedir.
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