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1. GIRIS

Klasik mekanigin gii¢lii araclarindan biri olan kanonik doniistimlerin, kuantum
mekanigindeki etkisi heniiz tam olarak irdelenememistir. Dirac ve Weyl tarafindan
vurgulandigi gibi, biitlin liniter doniistimler kanonik doniisiimler oldugundan, kuantum
kanonik doniisimler, en azindan kapali olarak, halihazirda biiylik Olglide
kullanilmaktadir. Kuantum mekaniginde, lineer kanonik doniisiimlerin uzun yillardan
beri ¢ok iyi bilinmesine ve konu ile ilgili pek ¢ok calisma yapilmasina karsin, lineer-
olmayan kanonik doniisiimler {izerine olan ilgi nispeten daha az olmustur. Bunun en
onemli nedeni, yanlis bir inanig olan kuantum kanonik doniisiimlerin {initer olmasi

zorunlulugudur.

Bilindigi  tizere klasik  mekanikte (g, p) = (9'(q, p), p'(Q9, p))  doniisimii
{q, p} =1= {q', p’} ile Poisson parantezini koruyorsa, doniisiim kanoniktir denir. (Bu tez

boyunca hem klasik hem de kuantum mekaniksel nicelikler i¢in ayni gosterim
kullanilacaktir. Operator olan ve olmayan niceliklerin ayrimi, metin igerisinde agik bir
sekilde ortaya cikacaktir. Ayrica Planck sabiti de birim olarak ele alinmistir.) Benzer
sekilde, Born, Heisenberg ve Jordan kuantum mekanigindeki kanonik doniisiimlerin

dogal bir tanimin1 dnermislerdir:

q9—49q,p), p— P, p), (1.1)
ile verilen kuantum faz uzay1 degiskenleri {izerine yapilan doniigiim,

[q, p] =1=1[q'(q, p), P'(q, P)] (1.2)

ile Dirac(1958), parantezini koruyorsa doniisiime kanoniktir denir. Boyle bir doniigiim,

dogurucu fonksiyon denilen C(q,p) ile asagidaki sekilde iiretilebilir;

q'(q, p)=CqC', p’(q, p) =CpC ' (1.3)



Dikkat edilirse bu tanim tamamen cebirseldir ve ne Hilbert uzayia ne de herhangi bir i¢
carpima gerek yoktur. Sonug¢ olarak, kuantum kanonik doéniisiimler iiniter de olabilir
initer-olmayan da olabilir. Kuantum kanonik doniisiimlerin {initer olmayabilecegi,

Dirac (1958) ve Weyl (1950) ’in yaklasimlarinin 6tesinde olan bir genellemedir.

Kanonik doniisiimler baslica iic amaca hizmet ederler: ilk olarak sistemin herhangi bir
parametreye bagli degisimine karsi gelebilirler, iki sistemin 6zdes olduklarini géstermek
icin kullanilabilirler ve son olarak ¢oziilmesi oldukca gii¢ olan bir problemi ¢6zmek i¢in
kullanilabilirler. Klasik mekaniksel olarak bu ayrisim ¢ok net olmasa da kuantum
mekaniksel olarak oldukga belirgindir. Soyleki, sistemlerin parametrik degisimi liniter
dontisiimler ile karakterize edilirken, fiziksel esdegerlikleri metrigi koruyan farkli
Hilbert uzaylar1 arasindaki izometrik dontigiimlere karst gelir ki bu doniisiim {niter
dontigiimlerden daha geneldir. U {initer doniistimii i¢in gegerli olan UTU = 1 bagintis1
izometrik doniisiimler i¢in gecerli degildir. Problem basitlestirme teknigi ise {niter-
olmayan doniigiimleri de icerecek sekilde en genel sinifa kars1 gelir. Boylece kuantum
mekaniksel kanonik doniisiimlerin kullanim amaclari, {initer olanlar, olmayanlar ve her

ikisini de igerenler seklinde ii¢ ana sinifa belirgin bir sekilde ayrilmis olur.

Mello and Moshinsky (1995), (1.1) ile verilen kuantum kanonik doniisiimlerin
tanimlar1 hakkinda ii¢ mesele ileri siirmektedir. Birincisi, q'(q, p) ve p'(q, p) nicelikleri
sirali olmaldir, yani bdylece iyi-tanimli olmahdirlar. Ikinci olarak, doniisiimler
operatorler tarafindan gosterildiginde, operatorlerin ters ve kesirli kuvvetleri goriinebilir
dolayisiyla bunlar tanimli olmalidir. Ugiinciisii, déniisiimler {initer olmayabilir ve bu
nokta C(q,p) verildiginde vurgulanmalidir. Bu tez, bahsedilen bu meselelere aciklik

getirmektedir.

Kuantum faz uzayi, degismeli-olmayan U cebrinin kanonik elemanlar1 olan q,p
ciftlerinden olusur. q ve p’nin muhtelif sirali kombinasyonlarini igeren Hamilton
fonksiyonu gibi nicelikler U’nin elemanidirlar. U'nun her bir elemani bir kanonik
donilistim tanimlar, dolayisiyla U, kuantum kanonik grup ile ozdeslestirilebilir. U
kanonik grubu, kendi ilizerinde tanimlanan eslenik gonderim altinda gecisme 6zelligi

saglayan bir topolojik doniisiim grubu olarak kabul edilir. Bu kabul altinda, U'nun



elemanlar olarak, p™ gibi ifadeler (o keyfi bir karmasik say1) iyi-tanimlidirlar. Kanonik
sira-degisme bagintilar1 U’nun iizerinde tanimlanmis olan bagimtilar oldugundan,
cebirdeki her bir fonksiyon iyi-tanimli bir siralamaya sahiptir. Dolayisiyla, kuantum faz
uzay1 herhangi bir i¢ carpim veya Hilbert uzay1 yapisi belirtilmeksizin tiimiiyle cebirsel
olarak tanimlanabilir. Kanonik doniisiimler ise, kanonik sira-degisme bagintilarinin
kuantum yapilarinin korunmasi ile olusturulur, fakat bu doniisiimler ne iiniter ne de

initer-olmayan olmak zorunda degildir.

(q, p) faz uzay1 degiskenleri, yine herhangi bir Hilbert uzay1 yapisi belirtmeksizin,
sekillenim uzayindaki y(q) fonksiyonlarina etki eden (q, p) = (q,—10q) operatorleri ile
gosterilir. Ters ve kesirli kuvvetler ise sdzde-diferensiyel operatorlerininkine benzer bir
sekilde ele alinir. U’nun elemanlarindaki kapali formdaki siralama bu elemanlara karsi
gelen operatorlerin siralamasini iyi-tanimli yapar. Operatorler Hilbert uzayinin disinda
tanimlandigindan, normalize olmayanlar1 da igerecek sekilde, Schrodinger denkleminin

biitiin ¢oziimleri iizerinde bir doniisiim tanimlarlar.

Kanonik dontigiimlere Hilbert uzay1 cergevesinden bakildiginda, doniisim g¢ekirdegi
Hilbert uzayinda kalabilir veya kuantum durumlarinin normalizasyon sabitleri doniistim
sonunda degisebilir. Bu gibi durumlarda doniisiim {initer degildir fakat yine de

Schrodinger denkleminin agik ¢éziimlerini bulmada kullanilabilir.

Klasik olarak, zor bir problem, Hamilton fonksiyonu kanonik doniisiimler aracilif ile
hareket denklemleri ¢oziilebilecek baska bir probleme déniistiiriilerek ¢oziilebilir. Ayni
islemlerin kuantum mekaniksel olarak yiriitilmesi tanimlanan kuantum kanonik
doniigiimlerin en 6nemli uygulamasidir ve bundan sonraki hedefimiz de bu dogrultuda

olacaktir.

Levyraz and Seligman (1989), tarafindan one siiriildiigii gibi, genel bir kuantum
kanonik doniisiimiin, davraniglar1 bilinen bazi temel kanonik doniigiimlerin c¢arpimi
seklinde olusturubilecegini gorecegiz. Bu temel kanonik doniistimler, diferensiyel
denklem c¢oziimiinden asina oldugumuz, degisken degistirme, bagimhi degiskenden

bagimsiz degiskenleri ¢cekme ve Fourier doniisiimiidiir. Diferensiyel denklem ¢dzme



islemi bu temel doniisiimler kullanilarak sistematik bir hale getirilmistir. Ayni zamanda,
diferensiyel denklem ¢6zmede kullanilan algaltic1 ve yiikseltici operatorler tanimlama,
slipersimetri, intertwining yontemi ve Lie cebirsel metodu gibi daha karmasik teknikler

de kanonik doniistimler dahilinde incelenebilir.

Kuantum kanonik doniisiimler, kuantum sistemlerinin integre edilebilirligi i¢in de
birlestirilmis bir yaklasim saglar. Bu durumda, genel ¢dziimii, sonlu sayida temel
kanonik doniisiimiin uygulanmasi ile olusturulabilen sistemler kuantum integre

edilebilir sistemler olarak tanimlanabilir.

Bu tezde zamandan bagimsiz kanonik déniisiimler dikkate alinmistir.



2. KLASIK MEKANIKTE KANONIK DONUSUMLER

Bir genellestirilmis koordinat ve momentum takimindan bir baska genellestirilmis
koordinat ve momentum takimina ge¢cmek faz uzayinda bir doniisiime karsilik gelir. Faz
uzayinda yapilan doniigsiimler genellikle Hamilton fonksiyonunu ve sonugta Hamilton
denklemlerinin seklini degistirir. Kanonik doniisiimler ise Hamilton denklemlerini sekil

olarak degismez birakirlar. n-boyutlu faz uzayinda

Qi = (050255 0> Prs Pas--os P) = Qi (0, P)

(2.1)
P =(0;,0;,---,95, Py» Poseeos Py) = B(Q, P)
ile tanimlanan doniisiim 6zdes olarak
(i) dF (g, p) = p,dg, - PdQ, (2.2)
(i) dg; Adp, =dQ, AdP, (2.3)
(i) {Q.P}qp =1 (Poisson parantezi sart1) (2.4)
(iv) {q, p}QP =1 (Lagrange parantezi sart1) (2.5)

sartlarindan herhangi birini sagliyorsa (2.1) donilisimii kanoniktir denir. (2.2)

denklemindeki F(q, p) fonksiyonuna dogurucu fonksiyon denir. (2.2) denkleminden



oF &g  oQ, oQ, oQ,
=P : -PR 0 :pié‘ij_Pii_pj_Pig
o oq; - oa, aq; 0q;
2.6)
F el 0
ap; p; p;

seklinde faydalanirsak, verilen bir kanonik doniisiim i¢in F(q,p) dogurucu

fonksiyonunu bulabilecegimiz denklem takimina ulasmis oluruz.

Kononik bir dontisim, H(Q,p) Hamilton fonksiyonunu K(q,p) “Kamilton”

fonksiyonuna doniistiiriir ve yukarida belirtildigi gibi

g =K p__K
P, Q

denklemleri ile de Hamilton hareket denklemlerini sekil degismez birakir.
2.1 Kanonik Doniisiimlerin Simflandirilmasi

Her ne kadar F(q,p) fonksiyonu (g,p) bagimsiz ¢ifti ile tanimlanmis olsa da
(9, p,Q, P ) degiskenlerinden bagimsiz herhangi bir ¢ift icin de tanimlanabilir. Simdi

strast ile olasi biitliin durumlari inceleyelim.

2.1.1 Bagimsiz degisken olarak qve Q (TIP 1)

Bu durumda dogurucu fonksiyon F[q, p(q,Q)]: f,(9,Q) haline gelir. (2.2) denklemi

yeni degiskenler cinsinden

dfl(qu) :g_fl_dqi + afl

dQ = pdg - PdQ 2.7
ql aQI QI pl ql 1 QI ( )



seklinde yazilir ve ilgili katsayilar esitlenirse

Siop , ho-p
o Q

1. tipten olan doniisiim denklemlerini elde etmis oluruz, burada f,(q,Q) = F,(q, p)

tanimi kullanilmastir.

2.1.2 Bagimsiz degisken olarak qve P (TIiP 2)

Bu kez dogurucu fonksiyon F[qg, p(q,P)]=f,(q,P) bigiminde yazilabilir. (2.2)

denklemini yeni degiskenler cinsinden tekrar olusturursak

of of Q; Q;
df,(q,P)=—*dg, + —=dP. = p,dq, — P Ldg, + —dP 2.8
Z(q ) aql q| 6P| i pl q| ]( 6q| q| 6P| |) ( )
esitligi elde edilir. Tekrar katsayilarin estligi
Q. 0.
Ay p QA 09)
els] aq;  OR R

verir. P;, q; cinsinden yazilamadig1 i¢in f,(q,P)+Q;(q,P)P; = F,(q,P) tanimu ile,

(2.9) denklemi 2. Tip doniisiim denklemlerine



oF,

oq;
oF, _of, aj 5 QX Q,
=—P. +P.— . 2.10
® o Q ip iR %Q P 7 =Q (2.10)

ile dontisiir. Dogurucu fonksiyon i¢in alternatif bir tannm F =F,(q,P)-Q,P. ile

verilebilir.

2.1.3 Bagimsiz degisken olarak pve Q (TiP 3)
F[q(p,Q), p] = f,(p,Q) alalim, yani bagimsiz degiskenler olarak (p;,Q,)

koordinatlarin1 se¢cmis olalim ve benzer sekilde (2.2) denklemindeki her seyi yeni

degiskenler cinsinden yazalim:

df = 3d 3d d jd.—Pd. 2.11
;(p,Q) = o p; + 20, Q = ( p; + o) Q) —PRdQ, (2.11)

Katsayilarin esitligine bakarsak,

_p (2.12)

denklemini elde ederiz. Bu durumda yeni degiskenlerin bagimsizligindan faydalanilirsa

f,—p;q; = F(p,Q) tammu yapilabilir ve bu tanimla



oF,

aQ, !
oF, of, 8qj 6pj dqj dqj
— 2 =— - D.—-d. =D. _ o '5"=_ '
op, op, Op, P; =4, op; P; dp, dp, P; —q;05 q;

(2.13)

3. Tip kanonik doniisiimler i¢in doniisiim denklemleri elde edilmis olur. Dogurucu

fonksiyon i¢in daha yalin olan tanim F(q, p) = F,(p,Q) +q; p, ’dir.

2.1.4 Bagimsiz degisken olarak pve P (TiP 4)

Benzer islemlerle F[q(p, P), p]: f,(p,P) ve

of, of oq; aq. Q.
df,(p,P)=—"dp, + —+dP, = p,(—>dp, + —=dP,) — P.(—>dp, +
4(p ) apl p| 8P| i pj(apl p| 8P, |) ](api p|

olur. Katsay1 esitligi ise
RN )
o op o
aq.; Q.
%: pji_Pj&
oP, oP, oP,

Q;
P

dP) (2.14)

(2.15)

verir. Bu ifadeler i¢in degiskenlerin bagimsizlig1 kullanilirsa (2.15) denklemi



a_ o

P op,

Q.
P, Q
op

0
(quj)_qi > _a_R(Qij)_Qi

haline getirilebilir. Bu kez F,(p,P) = f,(p,Q)—q;p, + Q,P, tanimi ile

oF, __ ok, _
p, > oP Q

doniisiim denklemleri elde edilir. Doniisiimiin dogurucu fonksiyonu i¢in diger tanim ise

F, =F,(p,Q)+q,p, —Q,P, formundadir.

2.2 Sonsuz Kii¢iik Kanonik Doniisiimler
Klasik mekanikte bir kanonik doniisiim altinda doniisiimden Onceki koordinatlarla
dontisiimden sonraki kanonik koordinatlar arasindaki fark sonsuz kiiglik kaliyorsa,

doniisiime sonsuz kiigiik kanonik doniisiim denir. Matematiksel olarak ifade edersek,

sonsuz kii¢iik kanonik donstimler
Q =0, +X;, P=p+& ,i=L.,n (2.16)

ile verilebilir. Sonsuz kiigiik kanonik bir doniisiim Q; = q;, P, = p; ile verilen 6zdeslik

doniistimiinden sonsuz kiiciik kadar fark edeceginden doniisiimiin dogurucu fonksiyonu

dogal olarak , & sonsuz kiigiik bir parametre ve G keyfi bir fonksiyon olmak tizere,

F,(0.P)=0q,P, +¢G(q,P)

10



ile verilecektir, burada Q;P,, 6zdeslik doniisiimiiniin dogurucu fonksiyonudur. 2. Tip

doniisiim denklemlerinin uygulanmasi ile

aq; aq; aq; aq; aq;

(2.17)
oF, oP, oG oG oG
—=Q,=0—+&_——=0%; +te_—=0;,+t&6_—
oP oP oP oP: oP,

i i j i

elde edilir. Bunun sonucunda ise faz uzayr koordinatlarinin sonsuz kiigiik kanonik

doniistimler altindaki degisim miktarlari

oG 0. g = (2.18)

ile verilir, burada son esitlikte d(dp;) =0 oldugundan dP, =dp, olmasi gerektigi

gercegini kullandik.

Diger taraftan, sonsuz kiiciik kanonik bir doniisiim altinda bir u(q, p) fonksiyonundaki

degisim,

du =u(Q.P)—-u(a, p)

=u(qQ+aq, p+dp)-u(g, p)

ou ou
=u(q, p)+5q6—+5p—+---—U(q, P)
q op

11



_&)_ 5p_
_, G G
op oq  oq op
_,Ga G
op oq oq op
= &{u,G} (2.19)

hesaplamasi dikkate alindiginda rahatlikla goriilebilir. (Bu hesaplamada ikinci ve daha
yiiksek mertebeden katkilar, dogal olarak, ihmal edilmistir). (2.19) denklemi, «

parametreli egri lizerindeki u(g, p,«) gibi bir fonksiyonun sonsuz kii¢iik degisimine

bagintis1 ile kars1 gelir. Bu ifade temel alindiginda diger biitiin tiirev dereceleri

rahatlikla hesaplanabilir, 6rnegin ikinci dereceden tiirev Poisson parantezleri cinsinden

{u.G},G}

d’u d du du
STaT
da do da da

bi¢gimindedir. Bu durumda u(q, p, «) fonksiyonunun « = 0 civarindaki kuvvet agilimi
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a’ 0%

ou
u =u — O + — + —(—— + ...
() =u(a =0) a(aa)o o (aaz)o
Poisson parantezleri cinsinden;
a2
u(e) =u, +a{u,Gj, +7{{u,e},e}+..- (2.20)

halini alir. (2.20) bagintisi, herhangi bir faz uzay1 fonksiyonunun (buna faz uzayi
koordinatlar1 da dahildir) sonsuz kiigiik bir kanonik doniisiim altinda nasil degistigini

belirlemek i¢in oldukga kullaniglidir. Dahasi

Vi :@ﬂ_ﬁi 2.21)

tanimi altinda (2.20) bagintis1 dogrudan, daha basit olan

U(a)=e“U, (2.22)

operatdr formuna indirgenir, burada V operatdriiniin sonsuz kiiclik kanonik doniisiimiin

tireticisi oldugu aciktir.
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3. KUANTUM KANONIK DONUSUMLER
(Bu noktadan itibaren, aksi belirtilmedik¢e sadece tek boyutlu kanonik doniisiimler

dikkate alinacaktir.) Giris boliimiinde de belirtildigi gibi kuantum faz uzay1 degiskenleri

arasindaki

(q,p)—>@'@,p)p(@,p)

Gonderimi;

[0, p]=i=[a'(q, p). p'(a, p)] 3.1)

ile Dirac parantezini degismez birakiyor ise, bu gonderime kanonik bir doniisiimdiir

denir. Bu doniisiimler

CqgC™'=q'(@,p) ,» CpC'=p'(g,p) (3.2)

olmak tizere keyfi bir kompleks C(q, p) fonksiyonu tarafindan {iretilirler. Verilen bir
(q', p')¢iftini tireten C(q, p) fonksiyonunun tek oldugunu gostermek igin ayni

doniistimii saglayan iki tane C, ve C, dogurucu fonksiyonunun varligini kabul edelim:

C,aC ' =q'=C,qC;",
(3.3)
C,pC,' =p'=C,pC,".

(3.3) denklemleri soldan C,”" ve sagdan C, ile ¢arpilirsaC,”'C, ’nin ayni anda hem q
hem de p ile sira degistirdigi goriiliir ve dolayisiyla birim opertdriin bir sabit ¢arpani
olmalidir. Bu durumda C, ve C,birbirlerinin sabit katidirlar. Bu tespit ise iddianin

ispatin1 bitirmektedir.
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C kanonik doniistimii bir sistemin Hamilton fonksiyonunu, dogaldir ki

H'(g,p)=CH(g, p)C™' =H(CqC™",CpC™) (3.4

ifadesi ile donistiirtir. Diger taraftan H'’niin 6zfonksiyonunun ' oldugunu kabul

edelim:
H'y'=Ey' (3.5

(3.5) Schrodinger denklemini yazarken kanonik doniislimlerin  6zdegerleri

degistirmedigi ger¢egini kullandigimiz1 belirtmekte fayda goriiyoruz. (3.5) denkleminde

(3.4) esitligini kullanirsak ve denklemi soldan C ™ ile carparsak

H(C y")=E(Cy") (3.6)

esitligi bize

y=(Cy") (.7)

oldugunu ve dolayistyla kanonik dontigiimler altinda 6zfonksiyonlarin

y'=(C y) (3-8)

seklinde doniismesi gerektigini sOyler.

Bu asamada onemli bir noktay1 belirtmekte fayda vardir: Her ne kadar verilen bir

C kanonik doniisiimii i¢in (3.8) ile elde edilen ' 6zfonksiyonlari her zaman H'’niin

6zfonksiyonlar1 olsa da bunu tersi her zaman dogru degildir. Yani C ~' aracihigi ile
(3.7)’den elde edilen  fonksiyonlar1 her zaman H ’nin 6zfonksiyonlar1 olmayabilir.

Bu sorunu daha basit bir yoldan gdstermek i¢in H = p’,H’ = p’ diisiinelim. H ve H',
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C = p dogurucu fonksiyonu araciligi ile CHC ™' = H' sartin1 yerine getirirler. Diger
tarftan ' =q° fonksiyonu H'’niin sifir 6zdegerli bir 6zfonksiyonudur: H'y'=0.
c =i J dg oldugundan (3.7) ile y ‘ye cok rahat ulasabiliriz: v = p~'v'=iq’ /3
fakat Hy = -2 oldugundan w, H ’nin bir 6zfonksiyonu degildir. Bu sorunun kaynagi

tiimiiyle cebirseldir ve bu tezin kapsami disindadir.
3.1 U¢ Temel Kanonik Déniisiim

Kuantum kanonik doniisiimlerin genel 6zelliklerini inceledikten sonra simdi de onlarin

klasik kanonik doniisiimlerle olan iliskisi {izerinde durmak istiyoruz. Oncelikle
CqC™'=q', CpC™'=p’ donisim bagmntlarmda [q,C]=i0,Cve [p,C]=-i5,C

esitliklerini kullanirsak
q':q—i(apC)C_‘, p'= p+i(8qC)C_l (3.9)

bagitilari1 elde ederiz ki bunlar bize, her kuantum kanonik doniisiimiin bir sonsuz
kiigiik kanonik doniisim formunda yazilabilecegini soOyler. Aslinda kuantum
mekaniginin yapisi hatirlandiginda bu sonug hi¢ de sasirtict degildir. Bu sonuca paralel
olarak, bir (sonsuz kii¢iik) kuantum doniisiim, klasik mekanikteki gibi {istel formdaki bir

dogurucu fonksiyon aracilig ile

expiaPexptiaR) = icfF, o+ "2 [F [F. ]+ =g

(3.10)
(i)’

expiaf)pexpiaf) = p+ialF, pl+——[F.[F, p[l+--=p

seklinde tanimlidir.

Diger taraftan ilging¢ olarak, klasik mekanikte biitiin kanonik dontigiimlerin iki temel

kanonik doniisiim ile elde edilebilecegi iddia edilmistir. Bunlar lineer ve nokta (point)
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kanonik doniisiimlerdir. Daha sonralar1 bu temel kanonik doniisiim sayist tige
genisletilerek ayni iddia kuantum mekani8i i¢in de One siiriilmiistiir. Bunlar ayar
(gauge), nokta ve son olarak konum ve momentumlarin degis-tokus kanonik
dontigiimleridir. Bu tglii klasik kanonik doniisiimler i¢in de kullanilabilmektedir.
Dolayistyla bu dontisiim kiimesi tim kanonik doniistimleri iireten temel malzemeler
olarak kabul edilebilir. Bu iddianin bir sonucu olarak, herhangi bir kanonik doniigiim,
tipki bir tamsayinin asal ¢arpanlarina ayrilmasi gibi, bu ii¢ temel doniisiimiin sonlu veya
sonsuz sayidaki c¢arpimlari olarak ayristirilabilir. Gosterilecegi iizere bu, kuantum
mekaniginde problem ¢6zmek i¢in kullanilacak ¢ok giiclii bir aragtir. iddia edilenin su
olmadigimi vurgulamak onemlidir; bir klasik kanonik doniisiim asal doniistimlerine
ayristirtlip daha sonra her biri kuantum karsiliklar1 ile degitirilirse, doniisiimiim
kuantum karsiligini bulmus oluruz. Bu dogru degildir. Yani bu islem kanonik
doniistimlerin kuantumlanmasi1 anlamina gelmemektedir. Acik olarak bu farklilik
kuantum degiskenlerinin sira degismemesinden kaynaklanmaktadir, ya da daha teknik
bir ifadeyle; bu bir operatdr siralama problemidir. Basit bir 6rnek ile bu noktaya aciklik

getirebiliriz.

p—>p-0a’, q—q (3.11)

gonderimi hem klasik hem de kuantum mekaniksel olarak kanoniktir. Eger bu génderim

p” fonksiyonuna uygulanirsa, fonksiyon klasik olarak

p? > p’-29°p+q* (3.12)

seklinde doniistirken, kuantum mekaniksel olarak

p>—> p>-20°p+q* +2iq (3.13)

seklinde doniisiir. Siiphesiz bunlar ayn1 degildirler.

Simdi, temel olarak kabul edilen klasik kanonik dontisiimlere geri donelim. Yukaridaki

iddiada bahsedilen temel ayar doniisiimii
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G: g—q, p— p—aaf%qq) (3.14)

ile verilen sonsuz kiigiik bir donlisiimdiir ve F; = f(q) keyfi dogurucu fonksiyonu

tarafindan

2

q-g+afe f@} + - @l f@}p+-

(3.15)

2

p— p+aip, f()f +%{{p, f(@}, f(a)}+-

denklemleriyle tiretilirler.
Nokta doniisiimler ise; F, = f(q)p dogurucu fonksiyonu tarafindan yine (3.15)
denklemiyle

P: g AQ). P »(%)1 p (3.16)

ile tamimlanirlar, burada

2 3
o g a0, (3.17)
q  oq

8
A(Q) = exp(off —)q =q+of +2— f <
(q) = exp( aq)q q TR R

seklinde f(q) ile belirlenen bir fonksiyondur. Degis-tokus doniisiimii isc;
l: g—->p, p——q (3.18)
ile verilen lineer kanonik doniistimlerin 6zel bir hali olan, sonlu bir doniisiimdiir ve

F, =qp dogurucu fonksiyonu tarafindan iiretilirler. Dogurucu fonksiyon ve tipleri 2.

Boliim’de verilen bagintilarla rahatlikla tiiretilebilir. Burada dikkat edilmesi gereken bir

nokta sudur. Degis- tokus doniigiimii:

18



- f(g,p)—> f(p.-0) (3.19)

ozelligine sahip oldugundan, degis-tokus doniisiimiinii kullanarak ayar ne nokta
doniisiim tanimlarin1 g degiskeni yerine p degiskeni iizerine yiikleyebiliriz. Bu
durumda ayar ve nokta doniisiim {ireticileri sirasi ile Fy = f(p) ve F, = f(p)q olur.

Fakat bu tiiretici fonksiyonlar | araciligi ile elde edildiginden bagimsiz doniisiimler

olarak kabul edilemezler. Bu bir tercih meselesi olup, bizim tercihimiz ¢ degiskeni

olacaktir.

3.2 Temel Klasik Doniisiimlerin Kuantum Karsihklar:

Bu kesimde, daha 6nce klasik olarak tanimlanan ti¢ temel kanonik doniisiimiin kuantum

karsiliklar1 verilecektir. 3.1. kesiminde verilen agilim yardimiyla F; = f(q) ve

F. = f(q)p dogurucu fonksiyonlar: sirasi ile klasik mekanikteki ayn1 ayar ve nokta

doniistimlerini verirler:

G: gq—q, p— p—ocM (3.20)
aq
oA _

P: a—-A), p%(a) 'p (3.21)

(3.21) ile verilen nokta déniisiimde, dogurucu fonksiyonda yapilacak olan sira degisimi
momentum donilisiimiinde de bir sira degisimine neden olur. Ayar doniisiimlerinin

Ozfonksiyonlara olan etkisi ise, daha dnce verilen baginti ile

v (q) =" @y O (q) (3.22)

olarak verilir. Nokta dontistimler i¢in 6zfonksiyonlarin degisimi

v (@) =e“" "y () =y O [A@)] (3.23)

19



Seklideki basit bir formla verilebilir.

Kuantum dogurucu fonksiyonlarin tanimindaki asil farklilik degis-tokus dontisiimiinde

ortaya ¢ikmaktadir:
q— gl =p, p—lpl~ =—q (3.24)
ile verilen koordinat ve momentumun degisimi

__
27"

1

I -
27)"

[“dgre, 1 [ e 629

Fourier doniisiim operatorleri ile gerceklestirilir ve bu operatorler
Iq'=—-i—1, Ip'=—ql (3.26)

esitliklerini saglarlar. Degis-tokus doniistimleri, lineer doniisiimlerin 6zel bir hali olarak

da asagidaki gibi ayar doniisiimlerinin ¢arpimi olarak da yazilabilirler;

F, = exp(%j exp(%} exp{g] (3.27)

fakat ortanca terim, degis-tokus operatorii

lu(g, p)I ™" =u(p,—q) (3.28)

ozelligi tasidigindan diger terimlerden tiiretilebilir, bu nedenle (3.27) ifadesi bagimsiz

bir tanim olarak kullanilamaz. Ozfonksiyonlar ise asikar olarak:
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y (@ =1y (@)= [ dge™y (@) (3.29)

1
(2”)1/2

seklinde doniisiir.
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4. UYYGULAMALAR

Bu béliimde, su ana kadar sdylenenlerin iyi bir uygulamasi olarak bir takim 6rnekler

verecegiz. Ilk iki drnegimiz biitiinliigii korumas: agisindan klasik mekanikten olacaktir.
4.1 Eylem-a¢1 Doniisiimii

Klasik mekanikte ¢ok iyi bilinen eylem-aci degiskenlerine karsi gelen kanonik

koordinat doniistimi

q%%(qzﬂoz), p—tan~'(p/q) (4.1)

gonderimi ile verilir. Bilindigi gibi boyle bir déniisim H = p*> + > harmonik salinict
Hamilton fonksiyonunu, H = p basit formuna indirger. Tiim doniisiimii asagidaki gibi

dort adima ayristirabiliriz:

1. degis-tokus: q——-p, p—q

2. nokta: qg—otan'q, p—>1+g>)p,
3. degis-tokus: q— p, p—-q,

4. nokta: qg—9°/2, p-—p/q,

burada 1. adim, ard arda ii¢ degis-dogus isleminin uygulanmasina karst gelir ve tek

basina, degis-tokus operatoriiniin alternatif bir tanimi1 olarak kabul edilebilir.

4.2 Lineer Potansiyel — Serbest Parcacik Doniisiimii

H=p>+q lineer potansiyelli sistemi H = p’serbest pargacik basit formuna

indirgeyen doniisiim
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2

N

4p*’ 2p

q—p’-

(4.2)

gonderimi ile verilir. Bu kez toplam doniisiimii bes adimda gerceklestirebiliriz:

1. degis-tokus: q— p, p—>-q,

2. ayar: q—q, p—>p-9°,

3. degis-tokus: gq—o>-p, p—(Q,

4. nokta: q—9>, p—p/2q,

5. degis-tokus: gq—>-p, p—>(.

4.3 Lineer Potansiyel — Serbest Parcacik Doniisiimii (Kuantum Mekaniksel

inceleme)

Serbest parcacik ve momentum operatdrii ortak Ozfonksiyona sahip olduklarindan

H = p> Hamilton fonksiyonu ile H = p &zdestirler. Bu durumda

degisimine neden olan

qg—o>p-q°, p——(

kanonik doniisiimiin iki adimli ayrigimi

1. degis-tokus: gq—>p, p—>-Q,

2. ayar: qg—9q, p—>p-9°,

dontistimlerini igerir ve toplam dogurucu fonksiyon

23
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F= exp(gjl (4.4)

seklindedir.
4.4 Lineer Kanonik Doniisiimler
Literatiirde lineer kanonik doniisiimler genellikle
q'=aq+bp, p'=cq+dp, (ad —bc=1) (4.5)

formunda verilirler ve iyi huylu olmalarindan dolay biiyiik ilgiye sahiptirler. iddiamiz

sudur ki, bes adimdan olusan
F, = expli(ln /1)qp]exp(i,3q2 )I exp(i aq’ )I - (4.6)
ayrisimi
q'= FLqFL71 > p'=F p|:|_71 (4.7)
ile (4.5) doniigsimiinii verir. (4.6) ayrisimi ayar, nokta ve degis-tokus operatorlerinin
carpimu olarak su sekilde gosterilebilir:
F_=PG,IG, 1", (4.8)
burada dogal olarak déniisiimlerin uygulanma sirasi1 sagdan sola dogrudur. ilk iic

doniisiim G, ayar doniisii lizerine bir degis-tokus operasyonu oldugundan (4.6) ayrisimi

daha kisa olarak su sekilde yazilabilir:

F. = exp[i (ln l)qp]exp(iﬂq 2 )exp(i ap’ ) (4.9)
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Artik ifade iki ayar ve bir nokta déniisiimiinii icermektedir. Ilk operasyon
g—>qQ+2ap, p—p (4.10)
doniisiimiinii verir. ikinci operasyon
g+2ap > q+2a(p—-2aq), p— p—2cq (4.11)

ve son olarak {igiincii operasyon bir skala diizeltmesi operasyonudur ve
q+2a(p - 2aq) — Aq + 2a(§ - 2a/1q] . p-2aq— g ~2aq (4.12)
doniisiimiine neden olur. Ug adim sonunda toplam déniisiim ise
2 20 1
(2-4a /’t)q+7p=aq+bp, (—2a/1)q+zp=cq+dp (4.13)

istenen lineer donilisiimii verir. Diger taraftan ilgili 6zfonksiyonlarin degisimi ise sudur:

w ™ = expli(In ﬂ)qp]exp(i,é’q2 )exp(i ap’ )y(o) (4.14)

Degis-tokus operatorleri lineer doniisiimlerin 6zel bir hali olmasina ragmen, degis-tokus

operatoriiniin daha 6nce

=2 = 2 =2
F = exp[%] exp(%} exp(%j

ile verilen dogurucu fonksiyonunu, F, ’ nin 6zel bir haline kars1 gelmemektedir. Bunun
nedeni F_ ’deki ayrisimin tek olmamasidir, yani pekala sonucta ayni doniisiimii veren
pek cok degisik ayrisim yapilabilir. Diger taraftan bu gercek, biitlin kanonik

doniistimlerin temel dontisiimlere ayristirilabilecegi iddasinin ispatini gliglestirmektedir.
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4.5 Eylem-a¢1 Déniisiimii (Kuantum Mekaniksel Inceleme)
Harmonik salinict kuantum mekaniginde model bir problemdir ve herhangi bir

hesaplama tekniginin ya da yaklasimin test edilmesinde bir nevi deneme sahasi olarak

kullanilir. Asagidaki
I 1 .
q—>eq+5eqp, p—>5eqp+|eq (4.15)

doniisiimii, H = p°>+q> Hamilton fonksiyonunu H =2ip+1 eylem-a¢1 formuna

dontistiirtir. Doniistimiin ayristirilmis bigimi ii¢ adim igerir:
1. ayar: qg—q, p— p+iq,

2.ayar:  q—>Qq+ip/2, p-op,

3.nokta: gq—e‘, p—>ep.

Toplam bileske dogurucu fonksiyon ise

F. = exp(q2 /2)exp(— p’ /4)FA(q) (4.16)

formundadir, burada F A(g) =e® nokta doniisiimiine karsi gelen dogurucu

A(Q) >

fonksiyonun sembolik gdsterimidir.
4.6 Darboux Doniisiimii (Intertwining) Metodu

Bu metod, potensiyel formundaki H, = p* +V, ve H,=p>+V, gibi iki

Hamiltoniyen arasindaki iligkiyi

LH, =H,L (4.17)
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bagintis1 ile saglayan bir L(Q, p) operatoriiniin varligin1 gerektirir. Baglangi¢ sistemi
Ho,w, = Ey, Schrodinger denklemini saglarken donilismiis sistem ayni Ozdegerli
H,w, = Ey, denklemini saglar. (4.17) denklemi sagdan vy, ile carpilirsa w, =Ly,
oldugu rahatlikla goriilebilir. Dolayistyla, intertwining metodu, y, ¢Oziimlerini y,

cinsinden elde etme olanagi sagladigindan kuantum mekaniginde kullanilan oldukca
etkili bir metoddur. Buradaki asil mesele L operatoriiniin belirlenebilmesidir. Bu

metodu uygularken (V,,y,) ciftinden arzu edilen herhangi bir (V,,y,) ¢iftine

ulagilamayacagini, bu keyfiyetin (4.17) denklemi tarafindan sinirlandirildigini
hatirlatmakta fayda goriiyoruz. Bu alt kesimde intertwining metodunun da aslinda bir
kanonik doniisiim oldugunu ve dolayisila da ayristirilabilecegini gosterecegiz. Daha

once bu metodu kisaca 6zetlemekte fayda vardir.

(4.17) denkleminde intertwining operatorii i¢in

L(g, p) = p—ig(q) (4.18)

Onerisini ortaya atalim. Bu Oneri ile (4.17) denklemini keyfi bir ¢(q) fonksiyonuna

uygulayip agalim. ¢(q) ve @ ‘nun katsayilar
q

2c+V, +V, =2g°
(4.19)

0
V, =V, - %

sartlarina neden olur. (4.19)’deki denklemleri taraf tarafa ¢ikarirsak lineer olmayan

V0+c:gz+2—3 (4.20)
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Riccati denklemini elde ederiz. Bu denklem g = _99/a Darboux doniisiimii ile

lineer hale getirilebilir ve sonu¢ ¢’yi ¢Oziim kabul eden ¢ o6zdegerli Schrodinger
denklemidir. Bu denklem ise dogrudan H,’m enerji 6zdeger denklemine ozdestir.
Boylece H, ’1n 6zfonksiyonlar: cinsinden hem L operatdrii, hem V, potansiyeli hem de

y, belirlenmis olur.
Temel amacimiza donelim, (4.17) denklemini yeniden yazalim:

LH,L" =H, (4.21)
sliphesiz bu bir kanonik doniisiim denklemidir ve L dogurucu fonksiyonunu bulmak
icin  (4.18) denklemine geri donelim. Bu agikca p’ye uygulanmis bir ayar

doniistimiidiir:

L(g. p) = expl- [ g(@da)pexpl[ 9(g)dg) (4.22)

(4.22)’daki p’yi tekrar kanonik bir donilisiim olarak yazarsak L operatoriinii temel

kanonik doniisiimler cinsinden tiimiiyle ayristirmis oluruz:

L(q. p) = exp(- [ g(@da)l exp(ing)l ' exp([ g(g)da) (4.23)
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5. KLASIK VE KUANTUM KANONIK DONUSUMLERININ KIYASLANMASI

Daha once 3.1 kesiminde klasik ve kuantum kanonik doniisiimler arasindaki farklilig:
vurgulamig ve kuantum kanonik doniisiimlerin, klasik olanlarin kuantumlanmis halleri
olmadigint vurgulamistik. Bu boliimde bu konuyu biraz daha genis olarak
inceleyecegiz. Farkli bir bakis agis1 olarak, her birinin klasik ve kuantum karsiliklar

0zdes olan H, ve H, gibi iki Hamilton fonksiyonu arasindaki kanonik doniistimleri ve

ayrisimlarini kiyaslayacagiz. Bu inceleme sonucunda, kanonik doniisiimleri olusturan
temel doniisiimlerin klasik ve kuantum durumlart i¢in farkli siralamalara sahip
oldugunu gorecegiz. Dahasi, toplam doniisiimler dikkate alindiginda, klasik dontisiime
kars1 gelen kuantum toplam doniisiimiiniin olduk¢a karmasik bir operator siralamasina
sahip olabilecegini de gorecegiz. Bu iki sonug¢ bize, kuantum mekaniksel kanonik bir
dontisiimii klasik olan1 kuantumlayarak olusturmanin bosuna bir ugras oldugunu soyler.
Ancak, basit polinomlart iceren doniisiimler gibi cok 0zel durumlarda bu yontem
denenebilir. Dolayisiyla, kuantum bir doniisiimii klasik karsiligin1 g6z 6niine almaksizin

dogrudan kurmaya ¢alismak daha etkili bir yol olacaktir.

Ornegimiz

H,=p>+e* > H, =p’ (5.1)

dontisiimii  olacaktir. Bu Hamiltoniyenler klasik ve kuantum mekaniksel olarak

0zdestirler. Problemi 6nce klasik olarak inceleyelim:

1. nokta: q—Inq, p—>agp

H,=p’+e™ >qg’p’ +q°

2. degis-tokus: g—>p, p—>-q

q°p*+q* > p’q’ + p’
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3. nokta: g — sinhq, p— p

cosh(q

p’a’ +p* - p’ =H,

Boylece doniisiim tamamlanmis olur. Toplam dontistim

q—>ln( pj, p»_Sinhd

cosh(q cosh(q

gonderimleri ile verilirse, bu gonderim

q=1n 1 D p__sinhq' D
coshq' ' )’ coshq'

(5.2)

(5.3)

anlamma gelir. Bu durumda koordinatlarin toplam doniismiis formlar1 daha aliskin

oldugumuz hali ile yazilabilir:

q'=sinh“(—e‘q p), p'=(p2 +e2q)”2

(5.4)

Simdi de problemi kuantum mekaniksel olarak inceleyelim. Ilk iki déniisiim,

oncekilerle ayn1 olacaktir.

1. nokta: qg—Inq, p—>qp

H,=p*+e* >q’p’ —igp+q°

2. degis-tokus:  q—p, p—-q

q’p’ —igp+09®> —> p’>(1+09*)+ipq
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3. ayar: q—>q+ip”, p-op

p’(+09*)+ipg > (1+09°)p* —igp

4. nokta: gq — sinhq, p—

cosh(q P

(+g*)p* —igp > p* = H,

Gortildiigi gibi, kuantum mekaniksel olarak fazladan bir doniisiime (ayar) daha ihtiyag

duyulmustur. Toplam déniigiim ise

—e, p'=ef [1 + (e“‘ p)z]”2 (5.5)
1+(e’q p)2

q'=sinh™ (— e d p)—

ile verilir, fakat bunlarin (5.4) deklemlerinin kuantumlanmig hali olduklarin1 gérmek
cok zordur. Dolayisiyla klasik ve kuantum kanonik dontigiimler arasinda basit bir iligki

yoktur ve her birini kendi formalizmi i¢inde incelemek daha saglikli bir yoldur.
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EK 1 A: OPERATORLERIN OZDESLIiGi

Bu ek kesimde kuantum kanonik doniisiimlerde veya daha genel olarak kuantum
mekaniginde sik¢a karsilasilan polinom formundaki bazi basit operatorlere esdeger
bagintilar verilecektir. Dikkat edilirse operatorlerin esdeger ifadelerindeki momentum
operatorleri her bir terimde en sag tarafta bulunmaktadir. Bu ise hesaplamalarda biiytik

kolaylik saglar.
1. pg=0p-i

pay =—id, qy =—i(y +qow)=—i(1+qd )y =qp-i
1 .
2. 5(qp+ pg) =qp—i/2

—i :
Ly e By =By B0 — @p-ir2y

~(ap+ payy =
2qp pqlﬂ-2 > 5 >

3. p’g=qp* -2ip

P’qy = Ppay =p(-id,qy)=—ip(y +00,y) =—(20,p +9d, y)
== (20, +90, )y =(ap’ - 2ip)y

4. pap=qp’ —ip

papy = p(-igd w) = —ad(4dw) = — (Ow + 00, w) = (ap” —ip)y
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EK 1 B: BAZI TEMEL OPERATORLERIN CEBIRSEL TERSLERI

g

p‘lzij.dq

ed

(gp)"'=i jé dg

b

(pq)‘l=% [.dg

. (1+q0,)" :%j.dq

9]

a

1 _1_ /2 172
(Tq@qj =g [.q"dg

=1/2 -1

L I
(ap+pa)' =—q"* [a"*da=_q""p"g

-1/2

>
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EK 2 A: KUANTUM KANONIK DONUSUM ORNEKLERI

Bu ek kisimda, metin i¢inde kuantum kanonik doniistimleri tanimlayan

CqC'=g'=Q, CpC'=p'=P
denklemlerinin kullanilmasini gostermek amaci ile degisik C dogurucu fonksiyonlari
icin kanonik doniistimler lretecegiz. Bu islemleri yaparken operatorlerin cebirsel
terslerinin nasil isleme konuldugunu gostermek de amaglanmaktadir.

1. C=qp

p = —idq oldugundan dogurucu fonksiyonun agik ifadesi C = —-iqdq seklindedir. C *nin

tersini kurabilmek i¢in p ’nin cebirsel tersine ihtiyacimiz vardir. p ’nin cebirsel tersi
EK1 B, 2. maddede p~' :i'[.dq ile verilir. Asagidaki iki satir gergekten bdyle

oldugunu dogrular.

pp™y = p(p~'w) = pi[yda =-id, (i [yda) =0, [ydg =y
ppy =p (i) = ij(—i%—"”)dq —y
q

Bu durumda artik C™"’yi
_ _ g .1
C'=(@p’=pq” =Ij-adq
olarak elde ederiz. Gergekten

CC ™y =iad, (" dd) =a’- =
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_ . ¢, . dy 1
CCy = C(-iadyy) = if (Hig- ) —dg =y .

dgq

Artik doniisiimiin {iretimine gecersek,

CqC™' =Q(qg,p)=qpap'q""
CpC™' =P(q,p)=qpq™

Daha agik olmak gerekirse,

CaC 'y = qpq(ij%dq) = id(—iﬁq)(qj%dq) =(q-igp™q ™)y

CpC ™y = q(—iaq>%=—iaqw+i%=(p+iq1)«//

Bu doéniistimiin [Q, P] =1 ifadesini dogruladig1 biraz uzunca ama basit bir hesaplamayla
gortilebilir.
2. C=pq

Bu ornekte bu kez, klasik mekanik ile farklilig1 vurgulamak icin bir 6nceki ornekteki

siralama ters gevrilmistir. Dogurucu fonksiyonun agik hali C =-id,.q iken, cebirsel

tersi

C'=q'p’ :L'[..dq
q

ile verilir. Gergekten

- [ : [
CC™y =C(; [y da)=-id, (a  fv da) =2, [y da=y
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cicy=c[ - y) ] I[ ~io,@y) | =—j—(qw)dq——<qw> v

Doniisiimler ise asagidaki hesaplamalar sonucu verilmektedir:

CqC 'y = pap 'y =i, (qi [ yda) = 0, (a[ yda)

= [ da +a0, [w da=([.da+aw =@-ip"w.

_ g . 1. 1 1
CpC 'y = papg ' p'y = pa(-ia, )| aljl/f dg = pq(—q—zjt// dg +aaqfw da)
! ! ! 1
= pa(——5 [w da+—y) = p(—— [y dg+y) =-id,(-— [y dg+y)
q q q q
1 I I 1
:—I(q—zjy/ dq—aéqj.t// dgq+0,w) Z—?lj.lﬂ dq +az//—|8qz//

1. ([ 2
=(—q—zlj- da+ =iy =(p=a’p’ +ia )y
Dontistimiin yine kanonik oldugu rahatlikla goriilebilir.
1
C= E(qp +pa)

Klasik olarak gp ifadesinin kuantumlanmis hali olan bu 6rnegi vermek ilging olabilir.

EK1 B’nin 7. maddesinin kullanilmastyla, rahatlikla

Q=qg+2q(1+igp), P= p+2i(2ip+ pzq)

oldugu goriilebilir.
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EK 2 B: SONSUZ KUSUK KUANTUM KANONIK DONUSUM ORNEKLERI

Bu kesimde yine metin i¢inde verilen
q'=Q = exp(ieG)aexp(~isG), p'=P =exp(isG)pexp(-isG)

bagintisin1 esas alarak , degisik G fonksiyonlar1 icin iiretilen doniistimleri

Ozetleyecegiz.

1. G = f(q)
Q:q9 P: p_‘("aqf

2. G=q(p)
Q=q+e,9, P=p

3.6=f(@p

Q =explefo, Ja=u(g), P=(@qu )'p

4. G =qg(p)
Q=exp(-298, Jp=w(p), P=q(@,w)"
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