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Calismamiz ti¢ béliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde [20]’de verilen strongly 6-pre-siirekli fonksiyonlar1 ayrintili

bir sekilde ele aldik.

Ikinci boliimde ideal topolojik uzay kavramini géz 6niine alarak ¢alismamizda
kullanacagimiz sonuglar1 aktardik. Ayrica lokal fonksiyonun tanimini ve 6zelliklerini

Uciincii  boliimde ise ideal topolojik uzaylarda strongly ©-pre-1 siirekli
fonksiyonlar admi verdigimiz yeni bir siireklilik ¢esidini tanimladik ve bilinen diger
sireklilik cesitleriyle karsilastirmasini yaparak yerini tespit ettik. Ayrica ideal
topolojik uzaylarda p-l-regiiler uzay, pre-1-T,-uzay, pre-l1-Urysohn uzay, p-l-kapali



uzay, p-1-Lindel6f uzay, sayilabilir p-I-kapali uzay gibi yeni kavramlar verdik. Bu
kavramlar: kullanarak tanimladigimiz yeni siireklilik ¢esitinin 6zelliklerini inceledik
ve yeni karakterizasyonlar elde ettik. Ayrica konuyla ilgili ornekler bularak
kavramlarin daha iyi anlagilmasini sagladik.

Anahtar Kelimeler: Strongly 0-pre-I siirekli fonksiyon, P-I-regiiler uzay, Pre-1-T.
uzay, Pre-1-Urysohn uzay, P-l-kapali uzay, P-1-Lindel6f uzay, Sayilabilir p-1-kapali
uzay
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This study consists of three sections.

In first section we study strongly 6-precontinuous functions which has defined

In second section we consider the concept of ideal topological space and we
present some proporties of it which we use in our study. Also, we give the definition

of local function and investigate its properties.

In third section we define a new kind of continuity; called strongly 6-pre-I
continuous functions and compare it with the other kinds of known continuity and
we obtain its place. Moreover we give new definitions in ideal topological spaces as
p-1-regular space, pre-1-T,-space, pre-1-Urysohn space, p-1-closed space, p-1-Lindelo f
space and countably p-1-closed space. By using these definitions we provide some

....iv....



proporties and new charactarizations of strongly 6-pre-1 continuous functions. And
also we give examples about the concept.

Key Words: Strongly 6-pre-l1 continuous functions, P-l-regular space, Pre-I-T,-
space, Pre-1-Urysohn space, P-l-closed space, P-lI-Lindelof space, Countably p-I-
closed space
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1.GIRIS

Lokal fonksiyon kavrami ilk defa 1933 yilinda Kuratowski tarafindan
tanimland1 ve 6zellikleri incelendi [14]. 1945 yilinda Vaidyanathaswamy [29] lokal
fonksiyon kavramindan yararlanarak yeni bir kapanis islemi tanimladi ve bu
islemden faydalanarak ideal topolojik uzaylar olusturdu ve bu topolojinin bir tabanini
elde etti. 1964 yilinda Hayashi kendi adin1 verdigi Hayashi uzaymi tanimladi. Daha
sonra Samuels [28] 1975 yilinda idealleri degistirerek lokal fonksiyonun bazi
ideallerde genel topolojide bilinen kapanis noktasi, yogunlagsma noktasi, yigilma
noktast ve Il.kategoriden nokta kavramlariyla c¢akistigini gosterdi. 1990 yilinda
Jankovic ve Hamlett [13] geg¢miste yapilmis tiim bu ¢alismalar1 inceleyerek ideal

topolojilerin temelini olusturan kapsamli bir ¢caligma yaptilar.

Biz bu galismada; 2001 yilinda Noiri [20] tarafindan tanimlanmis strongly 6-
pre siirekli fonksiyonlar1 ele aldik ve bu siireklilik ¢esidini ideal topolojik uzaylara
tastyarak strongly 0-pre-l siireklilik adin1 verdigimiz yeni bir siireklilik ¢esidi elde
ettik. Elde ettigimiz siireklilik ¢esidini bilinen diger siireklilik ¢esitleriyle
karsilastirdik ve daha kuvvetlisi ile daha zayifin1 bularak yerini tespit ettik. Karsit
orneklerle de yeni tanimladigimiz kavramin daha iyi anlagilmasini hedefledik. Ayrica
yeni kavramlarin tanimin1 vererek strongly 0-pre-I siirekliligin bazi 6zelliklerini elde

ettik.

Bu calismada (X,7) topolojik uzayr ve (X,z,l1) ideal topolojik uzayi,
tizerinde hi¢bir ayirma aksiyomu olmayan uzay olarak alinacaktir. (X,7) ve (Y,v)
topolojik uzaylar1 kisaca X ve Y ile gosterilecektir. (X,7) veya (X,z,l)
uzaylarindan alinan herhangi bir A alt kiimesinin i¢ini ve kapanisini sirasiyla int(A)
ve CI(A) ile gosterecegiz. Ayrica (X,7,1) uzayindaki herhangi bir A alt kiimesinin
lokal fonksiyonunu kisaca A" olarak ve yildiz kapamisgim da CI(A) olarak

gosterecegiz.



2. STRONGLY 0-PRE SUREKLI FONKSIiYON

A kiimesi, (X,7) topolojik uzaymin bir alt kiimesi olmak tizere eger A c int
(cl(A)) ise A kiimesine pre-acik [16] ya da nearly agik [25] denir. f:X —Y
fonksiyon olmak tizere (Y,v) uzaymin her agik V kiimesi igin f‘l(V) kiimesi X

uzayinda pre-agik oluyorsa fonksiyona pre siirekli fonksiyon [16] denir. Pre-
streklilik kavrami Ptak [25] tarafindan near-siireklilik, Frolik [9] ve Husain [11]
tarafindan almost-siireklilik olarak adlandirilmistir. Jankovic [12] almost weak
strekliligi pre-siirekliligin zayif bir hali olarak tanimlamistir. Popa ve Noiri [24]
weak-pre-siirekliligi tanimlamis ve almost weak siirekliligin weak pre-siireklilige
denk oldugunu gostermislerdir. Bu boliimde [20] de verilen, pre siirekliligin daha

kuvvetli bir ¢esidi olan, strongly 6-pre stirekli fonksiyonlar1 ele alacagiz.

2.1. On Bilgiler

(X,7) topolojik uzay ve Ac X olsun. Eger A cint(CI(A))(A < Cl(int(A)))

ise A kiimesine pre-acik [16], (semi-acik [15] ) denir. Pre-agik bir kiimenin
timleyeni pre-kapalidir. A kiimesini i¢eren tiim pre-kapali kiimelerin kesisimi A

kiimesinin pre-kapanisi olarak adlandirilir ve pCl(A) ile gdsterilir [8]. A kiimesinin
pre-i¢i, A kiimesinde kapsanan tiim pre-agik kiimelerin birlesimi olarak tanimlanir
ve pint(A) ile gosterilir. (X,7) uzaymm tiim pre-acik kiimelerinin ailesi PO(X)
ile gosterilir. PO(X : X) ={U: xeUveUe PO(X)} ile tanimlanir. (X,7) uzaymin
bir X noktasmi iceren her U a¢ik kiimesi igin, CI(U)mAi@ oluyorsa bu x
noktasina A kiimesinin 0-kapanis noktasi denir [30]. A kiimesinin biitiin 6-kapanis
noktalarinin kiimesi A kiimesinin 0-kapamsi olarak adlandirilir ve Cl,(A) ile
gosterilir. A=Cl,(A) ise kiime 0-kapalidir [30]. 6-kapal1 bir kiimenin tiimleyenine
0-acik kiime denir. (X,7) uzaymnn bir X noktasini alalim, bu noktay1 igeren her

pre-agik U kiimesi i¢cin, pCl(U) "N A # O oluyorsa X noktasmma A kiimesinin pre-
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0-kapams noktasi denir. A kiimesinin biitiin pre-0-kapali noktalarinin kiimesine
A kiimesinin pre-6-kapanisi denir ve pCl, (A) ile gosterilir. A= pCl, (A) oluyorsa

kiime pre-0-kapalidir. Pre-0-kapali kiimenin tiimleyeni pre-0-acik kiimedir [22] .

Tanmm 2.1.1. f:X —Y bir fonksiyon; her xe X noktasi ve Y uzaymin
f(x) noktasm igeren her V acik kiimesi igin, f(U)cV (f(U)cCI(V)) olacak
sekilde bir U € PO(X,x) kiimesi varsa f fonksiyonuna pre siirekli [16] ya da
almost siirekli [11] (weakly pre-siirekli [24] ya da almost weakly siirekli [12] )

denir.

Tamm 2.1.2. f:X —Y bir fonksiyon; her xe X noktasi ve Y uzayinin
f(x) noktasm iceren her V acik kiimesi icin, f(pCl(U))cV olacak sekilde bir
U € PO(X,x) kiimesi varsa f fonksiyonuna strongly ©-pre-siirekli ( st.0.p.c. )
fonksiyon denir [20].

Tamm 2.1.3. f:X —Y bir fonksiyon, her xe X noktasi ve Y uzaymin
f(x) noktasmi igeren her V acik kiimesi icin, f(CI(U))cV olacak sekilde x
noktasmin agik bir U komsulugu varsa f fonksiyonuna strongly ©-siirekli

foksiyon [19] denir.

Uyan 2.1.1. Strongly 0-pre-siireklilik pre-siireklilikten daha kuvvetli ve
strongly ©O-stireklilikten daha zayiftir. Strongly ©6-pre-siireklilik ve siireklilik

asagidaki orneklerde de gosterildigi gibi birbirinden bagimsiz kavramlardir [20]:

Ornek2.1.1. X ={a, b, c}, 1={D, X, {a b}} ve o={D, X, {c}}olsun.
f:(X,7)—> (Y,o) fonksiyonunu f(a)=a, f(b)= f(c)=c seklinde tanimlayalim.
f fonksiyonu st.0.p.c. dir fakat siirekli degildir.

Ornek 2.1.2. X ={a, b, c}, 1={D, X, {a}, {b}, {a.b}}, o ={T, X, {a}, {a,b}}
olsun. f: (X,7)>(X,0) uzayma tanimli birim fonksiyonu siireklidir fakat a

noktasinda st.0.p.c. degildir



2.2. Karakterizasyon

Teorem 2.2.1. [20] f : X — Y fonksiyonu i¢in, asagidaki 6zellikler denktir:

(1) f fonksiyonu st.0.p.c. dir;

(2) Y uzayinm her V agik kiimesi i¢in, f’l(V) kiimesi X uzayinda pre-0-
agiktir;

(3) Y uzaymnmn her F kapali kiimesi i¢in, f‘l(F) kiimesi X uzayinda pre-0-
kapalidir;

(4) X uzaymm her A alt kiimesi igin, f(pCl,(A)) < CI(f(A)) dir;

(5) Y uzaymin her B alt kiimesi igin, pCIe(f ’l(B))c f(CI(B)) dur.

ispat (1)=>(2) : V kiimesi Y uzaymm bir agik kiimesi olsun. x e f*(V)
almsm. f fonksiyonu st.0.p.c. fonksiyon oldugundan, f (pCI(U)) <V olacak
sekilde bir U e PO(X, x) kiimesi vardir. Boylece;

x eU c pClU)c (V)

dir. O halde f *(V) kiimesi X uzaymnda pre-6-acik kiime olur.

(2)=(3) : Timleme isleminden sonug agiktir.

(3)=(4) : A kiimesi X uzaymmn herhangi bir alt kiimesi olsun. CI(f(A))
kiimesi Y uzaymda kapali oldugundan, (3) ifadesi geregi, f*(CI(f(A))) kiimesi pre-
0-kapalhdir. O halde;

pCl,(A) = pel, (f(f(A)) < pCl, (£ 2(CI(f(A))) = F (CI(f(A))
dir. Buradan; f(pCl,(A)) < CI (f(A)) olur.

(4) = (5) : B kiimesi Y uzaymnimn herhangi bir alt kiimesi olsun. (4) ifadesinden
f(pcl,(f%(B)) < cI(f(f*(B)) dr ve boylece pCl, (f(B))c f*(CI(B))
sonucu elde edilir.

(5) = (1) xe X noktast ve V kiimesi f (X) noktasinin herhangi bir agik

komsulugu olsun. Y —V kiimesi Y uzaymnda kapali oldugundan,



oCl, (f (Y =V)) < £ (CI(¥ =V))= (¥ -V)
olur. Buradan f(Y —V) kiimesi X uzaymda pre-0-kapahdir. Tiimleme islemine
gore, ffl(V) kiimesi de X noktasini igeren bir pre-0-agik kiime olur. Pre-0-acik
kiime tanimimdan, pCl(U)c f (V) olacak sekilde bir Ue PO (X,x) kiimesi vardir.
Her iki tarafin goriintiisii alindiginda, f (pCI(U)) <V olur. Buda f fonksiyonunun

st.0.p.c. fonksiyon oldugunu gosterir.

Teorem 2.2.2. [20] Y uzay1 bir regular uzay olsun. Bir f: X —Y fonksiyonu

icin, asagidaki ozellikler denktir:

(1) f fonksiyonu weakly pre-siireklidir;
(2) f fonksiyonu pre-siireklidir;
(3) f fonksiyonu st.6.p.c. dir.

Ispat (1) = (2) : xe X noktas1 ve V kiimesi Y uzaymmn f (X) noktasini
iceren bir acik kiimesi olsun. Y uzay1 regular uzay oldugundan,
f (x)eW cCl(W)cV
olacak sckilde bir W agik kiimesi vardwr. f fonksiyonu weakly-pre-siirekli
oldugundan f (U)c Cl (W) olacak sekilde bir U e PO (X,x) kiimesi vardur.

Buradan; f (U) <V sonucu cikar.

(2) = (3) : xe X noktasive V kiimesi Y uzaymnm f (X) noktasini igeren bir
acik kiimesi olsun. Y uzayi regular uzay oldugundan,
f(x)eWcClW)cv
olacak sekilde bir W acik kiimesi vardir. f fonksiyonu pre-siirekli oldugundan
dolaytr f (U)cW olacak sekilde bir U e PO (X,x) kiimesi vardir. Simdi ise
f (pCI(U)) = Cl (W) oldugu gosterilecektir. y ¢ Cl (W) olsun. O halde G "W =&
olacak sekilde y noktasmim agik bir G komsulugu vardir. f fonksiyonu pre-siirekli

oldugundan, f*G) e PO (X) ve f*G)nU =@ ve f*G)npCIU)= &
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ifadesi elde edilir. O halde, G N f (pCI(U)) = & olur. Boylece y ¢ f (pCI(U))
olur. Sonug olarak, f (pCI(U))<=Cl (W)cV bulunur.

(3) = (1) : Uyar12.1.1.geregi agiktir.

Tamm 2.2.1. Bir X uzay1 eger F pre-kapali (kapali) kiimesi ve xe X — F
noktasi icin, XeU ve F <V olacak sekilde U ve V gibi iki ayrik pre-agik

kiimeye sahipse bu uzaya pre-regular [22] (p-regular [8] ) uzay denir.

Teorem 2.2.3. [20] f:X —Y siirekli fonksiyonunun st.0.p.c. olmasi igin

gerek ve yeter sart X uzaymin p-regular uzay olmasidir.

Ispat = : f:X — X birim fonksiyon olsun. Hipotezden f siirekli ve
st.0.p.c. bir fonksiyondur. X uzaymin herhangi bir U agik kiimesi ve U kiimesinin
herhangi bir x noktast icin, f (x) = x e U dur ve f fonksiyonu st.0.p.c.
fonksiyon oldugundan f (pCI(G)) < U olacak sekilde G € PO (X, x) kiimesi vardur.

Buradan X uzayi p-regular uzay olur. ([8] Teorem 3.2).

< f: X — X siirekli fonksiyon ve X uzayi p-regular uzay olsun. Herhangi

bir x € X noktasi ve f (x) noktasmm herhangi bir V agik komsulugu igin, f (V)
kiimesi X uzaymm X noktasini igeren bir agik kiimesidir. X uzayi p-regular uzay
oldugundan, x €U < pCl (U)c f*(V) olacak sekilde bir U € PO (X) kiimesi
vardir ([8] Teorem 3.2). Buradan f (pCI(U ))CV olur. Boylece f fonksiyonu

st.0.p.c. dir.

St.6.p.c. fonksiyon pre-siireklidir, karsit1 ise genellikle dogru degildir. Ancak X

X uzayma pre-regularlik sart1 eklendiginde asagidaki sonug elde edilir:

Teorem 2.2.4. [20] X wuzayr bir pre-regular uzay olsun. f:X —>Y
fonksiyonunun st.0.p.c. olmasi igin gerek ve yeter sart f fonksiyonunun pre-siirekli

olmasidir.

ispat. < : f fonksiyonu pre-siirekli olsun. X € X noktasi ve V kiimesi Y

uzaymimn f (X) noktasmi igeren bir agik kiimesi olsun. f fonksiyonunun pre-



siirekliligi geregi f (V) e PO (X,x) olur ve X uzay: pre-regular uzay oldugundan
pCl (U)c f*(V) olacak sekilde bir U e PO (X,x) kiimesi vardir. Buradan

f (pCl(U)) <V ifadesini elde ederiz. Boylece f fonksiyonu st.6.p.c. fonksiyondur.

X uzayinda her yogun kiime agiksa bu uzaya submaximal uzay [27] denir.
[27] de “ X uzaymm submaximal olmasi igin gerek ve yeter sart X uzaymdaki her

pre-acik kiimenin agik olmasidir” oldugu gosterilmistir.

Strongly O-stirekli fonksiyon st.0.p.c. dir, karsit1 ise genellikle dogru degildir.

Ancak X uzayina submaximal sart1 eklendiginde asagidaki sonug elde edilir:

Teorem 2.25. [20] X uzayr submaximal wuzay olsun. f:X —>Y
fonksiyonunun st.0.p.c. olmasi igin gerek ve yeter sart f fonksiyonunun strongly 6-

surekli olmasidir.

Ispat. « :f fonksiyonu st.0.p.c. fonksiyon olsun.x € X noktas: ve V
kiimesi Y uzaymm f (X) noktasmi igeren bir acik kiimesiolsun. f fonksiyonu
st.0.p.c. oldugundan  f (pCIU))cV olacak sekilde bir U € PO (X,x) kiimesi
vardir. X uzayr submaximal uzay oldugundan, U kiimesi aciktir ve pCl (U):CI

(U) esitligi vardir. Buradan f (CI(U))cV olur. Bu sonug f fonksiyonunun

strongly 6-siirekli oldugunu gosterir.



2.3. Baz1 Ozellikler

f: X —Y bir fonksiyon ve g: X — X xY fonksiyonu da f fonksiyonunun
grafik fonksiyonu olsun. Bilinir ki; f fonksiyonunun siirekli olmasi igin gerek ve

yeter sart g fonksiyonunun siirekli olmasidir. Fonksiyonun st.6.p.c. olmasi

durumunda sonug asagidaki bi¢imdedir:

Teorem 2.3.1. [20] f: X —Y bir fonksiyon ve g: X — X xY fonksiyonu da
f fonksiyonunun grafik fonksiyonu olsun. O halde asagidaki ozellikler saglanir:

(1) g fonksiyonu st.0.p.c. ise f fonksiyonu da st.6.p.c. dir ve X uzay1 p-

regular uzaydir.

(2) f fonksiyonu st.0.p.c. ve X uzayi pre-regular uzay ise g fonksiyonu da

st.0.p.c. dir.

Ispat (1) g fonksiyonu st.0.p.c. olsun. Once f fonksiyonunun st.0.p.c. oldugu
gosterilecektir. X € X noktas: ve V kiimesi f (x) noktasmm agik bir komsulugu
olsun. O halde X xV kiimesi X xY uzaymmn g (X) noktasmi igeren bir acik
kiimesidir. g fonksiyonu st.6.p.c. fonksiyon oldugundan, g (pCIU))c X xV
olacak sekilde bir U e PO (X,x) kiimesi vardir. Buradan; f (pCI(U)) <V sonucu
elde edilir. Bu sonu¢ ta f fonksiyonunun st.6.p.c. fonksiyon oldugunu gosterir.

Simdi X uzaymim p-regular oldugu gosterilecek. U kiimesi X uzaymim bir agik

kiimesi ve xeU olsun. g (x)eU xY ve UxY kiimesi de X xY uzaymnda bir agik
oldugundan, g (pCl(G))c U xY olacak sekilde bir G € PO (X,x) kiimesi vardir.

Buradan; x € G — pCl (G) cU ifadesi elde edilir ve bu sonug¢ X uzaymm p-

regular oldugunu gosterir ([8] Teorem 3.2).

(2) x e X noktast ve W kiimesi X xY uzaymin ¢ (X) noktasini i¢eren bir
acik kiimesi olsun. g (x)=(x, f(x)) e U;xV W olacak sekilde U, « X ve V <Y
acik kiimeleri vardir. f fonksiyonu st.6.p.c. oldugundan, f (pCl(U,))cV olacak
sekilde bir U, € PO (X, x) kiimesi vardir. U, WU, € PO (X,Xx) ve X uzayi pre -
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regular  uzay oldugundan, x € U < pCl(U) < U, N"U, olacak sekilde bir
U e PO (X,x) kiimesi vardir ([22] Lemma 4.2). Buradan
g (pCIU))c U, xV cW

ifadesi elde edilir. Bu sonu¢ g fonksiyonunun st.0.p.c. oldugunu gosterir.

Sonu¢ 2.3.1. [20] X wuzay1 pre-regular uzay olsun. f: X —Y foksiyonunun
st.0.p.c. olmasi igin gerek ve yeter sart g : X — X xY grafik fonksiyonunun st.0.p.c.

olmasidir.

Lemma 2.3.1. [18] A ve X, kiimeleri X uzaymin alt kiimeleri olsun.

(1)Ae PO (X) ve X, X kiimesi semi-agik ise AN X, e PO (X) dur.
(2)A € PO (X,) ve X, e PO (X)ise A e PO (X) dir.

Lemma 2.3.2. [7] A ve X, kiimeleri X uzaymin A c X, c X olacak sekilde
alt kiimeleri olsun. pCl,, (A) simgesi A kiimesinin X, alt uzayinda pre-kapanisini

gostersin.

(1) X, kiimesi X uzaymda semi-agiksa pCl, (A) < pClI (A) dur.

(2) AePO(X,)ve X, PO (X)ise pCl (A)= pCl, (A) dr.

Siirekli bir fonksiyonun kisitlanmasi da siireklidir. Fonksiyonun st.0.p.c. olmasi

durumunda sonug asagidaki gibidir:

Teorem 2.3.2. [20] f: X —Y st.0.p.c. fonksiyon ve X, kiimesi X uzayinin

semi- acik bir alt kiimesi ise f /X, : X, =Y kisitlanmis fonksiyonu da st.6.p.c. dir.

Ispat. Herhangi bir x e X, noktas1 ve f (X) noktasmin bir V ag¢ik komsulugu
igin, f fonksiyonu st.0.p.c. fonksiyon oldugundan, f (pCKU))cV olacak
sekilde bir U € PO(X,x) kiimesi vardir. Uy =U N X, almirsa, Lemma 2.3.1. ve
2.3.2. geregi U, € PO(X,,x) ve pCl,,(U,) = pCI(U,) olur. Buradan
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(f/%)(pCly, (Uy))=f(pCly, (Us)) < f(pCI(U,)) <= f(pCI(U)) =V
olur. Bu sonug f /X, kisitlanmis fonksiyonunun st.0.p.c. oldugunu gosterir.

Teorem 2.3.3. [20] Her xeX ve X,ePO(X,x) kiimesi igin,
f/X,:X,—>Y kisitlanmis fonksiyonu st.6.p.c. ise f:X —Y fonksiyonu da

st.6.p.c. dir.

ispat. X € X noktasi ve V kiimesi f (X) noktasmm agik bir komsulugu olsun.

X, € PO(X,X) kiimesi i¢in, f/X,:X,—Y kisitlanmig fonksiyonu st.6.p.c.
fonksiyon oldugundan; (f/X,)(pCly, (U)) =V olacak sekilde bir U e PO(X,x)

kiimesi vardir. Lemma 2.3.1 ve 2.3.2 den U € PO(X,x) ve pCI(U)c< pCl, (U)
dur. Buradan

F(pCIU))=(F /X, XpCIU)) = (F /X, XpClyo(U)) =V
sonucu elde edilir. Bu sonug¢ f fonksiyonunun st.0.p.c. fonksiyon oldugunu gosterir.

St.0.p.c. foksiyonun ayrigimlarmin bazi 6zelliklerini elde etmek i¢in asagida

bazi tanimlar verilmistir.

Tamm 2.3.1. f : X —Y fonksiyonu verilsin.

(1) Her x € X noktas1 ve her V e PO(Y, f(x)) kiimesi i¢in, f(U)cV olacak

sekilde bir U e PO(X,x) kiimesi varsa f fonksiyonuna pre-irresolute
fonksiyon [26] denir.

(2) Her U e PO(X ) kiimesi igin, f(U)e PO(Y) ise f fonksiyonuna M-preagik
fonksiyon [17] denir.

Lemma 2.3.3. [20] f:X —Y pre-irresolute fonksiyon ve V kiimesi Y

uzaymnin pre-0-agik kiimesi ise f ‘1(V) kiimesi de X uzayinda pre-0-a¢ik kiimedir.
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ispat x € f (V) olsun. f (x)eW < pCIW)cV olacak sekilde W € PO(Y)
kiimesi vardir. f fonksiyonu pre-irresolute fonksiyon oldugundan, f*(W)e PO(X)
ve pCl(f*(W))< f*(pCl(W)) dir. Bu nedenle;
xe £ W) pCl(f*Ww))c (V)

olur. Bu ise ffl(V) kiimesinin X uzayimnda pre-0-a¢ik kiime oldugunu gosterir.

f:X —>Y ve g:Y — Z fonksiyonlar olsunlar. Eger bu iki fonksiyon siirekli

ise bileskeleri de siireklidir. Fonksiyonlar st.0.p.c. oldugunda bileskeleri bu 6zelligi

saglamaz. Ancak asagidaki 6zellikler vardir:

Teorem 2.3.4.[20] f: X —>Y ve g:Y — Z fonksiyonlar olsunlar. Asagidaki

ozellikler saglanir.

(1) f fonksiyonu st.0.p.c. fonksiyon ve g fonksiyonu siirekli fonksiyon ise
go f : X — Z bileske fonksiyonu st.0.p.c. fonksiyondur.

(2) f fonksiyonu pre-irresolute fonksiyon ve g fonksiyonu st.0.p.c. fonksiyon
ise go f bileske fonksiyonu st.0.p.c. fonksiyondur.

(3) f:X —>Y M-pre-acik ve birebir fonksiyon ve go f: X — Z bilegske

fonksiyonu st.6.p.c. fonksiyon ise g fonksiyonu st.6.p.c. fonksiyondur.

Ispat. (1) Teorem 2.2.1 den agiktir.
(2) Teorem 2.2.1. ve Lemma 2.3.3. den ¢ikarilir.

(3) W kiimesi Z uzaymin herhangi bir agik kiimesi olsun. go f bileske
fonksiyonu st.0.p.c. fonksiyon oldugundan (go f)™ (W) kiimesi X uzayinda pre-0-

acik kiimedir. f fonksiyonu M-pre-acik ve birebir fonksiyon oldugundan f*
fonksiyonu pre-irresolute fonksiyondur. Lemma 2.3.3. geregi ;

g W)= t(g- )W)
fonksiyonu Y uzayinda pre-0-agik kiimedir. Teorem 2.2.1. geregi g fonksiyonu

st.0.p.c. fonksiyon olur.



-12 -

{X,:a €A} topolojik uzaylarm bir ailesi, her €A i¢in A ailesi X,
uzaymin bostan farkli bir alt kiimesi olsun ve A bostan farkli olmak {iizere

X =I{X,, : a € A} ailesi carpim uzayini gostersin.
Lemma 2.3.4. [8] n pozitif bir tamsay1 ve A=T1] A, xII,., X, olsun.

(1) Ae PO(X) olmasi i¢in gerek ve yeter sart Vj=12,...,n igin, Amj € PO(XaJ )
olmasidir.

(2) pCl (H A )CHaEA pCI(Aa) dir.

aeA” «

Teorem 2.3.5. [20] Her e € A igin, f, : X, —Y,_  fonksiyonu st.0.p.c. ise her
x={x,} noktasi icin, f{x })={f, (x,)} ile tanimlanmis f :TTX, —TIY, carpim

fonksiyonu da st.6.p.c. fonksiyondur.

Ispat. x={x }eIIX_, noktast ve W kiimesi ITY uzaymnm bir acik kiimesi
olsun. O halde;

f(X)z{fa(xa)}eH?ZIVO[j xIT, Y, cW

a#ai a

olacak sckilde Y, uzaymmn bir V, agik kiimesi vardwr. Her o noktasi i¢in f,
fonksiyonu st.0.p.c. fonksiyon oldugundan j=12,..,n igin, faj (pCI(UaJ_ ))cVcrj
olacak sekilde bir U, < PO(XD(J_ Xy, ) kiimesi vardir. $imdi U =H';:1Uaj X0 X,

alalim. Lemma 2.3.4. ten U € PO(ITX, x) olur. Ayrica,
f(pCl(U)) < f (H’;zlpCI (u,,)xm,., xa)

I, f, ( pCl (Uwj ))XHa¢ana
Iy, I, Y, cW

0!-750!1- a

dir. Buradan f fonksiyonu st.0.p.c. fonksiyondur.



-13-
2.4. St.0.p.c. Fonksiyonlar ve Ayirma Aksiyomlari

Tamim 2.4.1. X uzaymm birbirinden farkli her x ve y nokta cifti igin,
UV =@ (pCIU)n pCI(V)=2 ) olacak sekilde U € PO(X,x) ve V € PO(X,y)

kiimeleri varsa X uzayma pre—T, ( pre—Uryshon) uzay [21] denir.

f : X —Y siirekli, birebir fonksiyon ve Y uzayr Hausdorff uzayiise X uzayi

da Hausdorff uzayidir. Fonksiyon st.0.p.c. ise asagidaki durum vardir:

Teorem 2.4.1. [20] f: X —Y fonksiyonu birebir ve st.0.p.c. fonksiyon ve Y

uzay1 T, (Hausdorff) uzayiise X uzay1 pre—T, (pre-Urysohn) uzayidir.

Ispat. (1) x,y noktalar1 X uzaymda farkli noktalar olsunlar. f birebir
fonksiyon oldugundan f(x)= f(y) dir. Y uzay1 T,-uzay oldugundan ya f(x)
noktasinin f(y) noktasini igermeyen bir V ag¢ik komsulugu ya da f(y) noktasmin
f(X) noktasini icermeyen bir W ac¢ik komsulugu vardir. Eger birinci durum varsa
f(pCIU))cV olacak sekilde bir U € PO(X,x) kiimesi vardir ve y ¢ f(pCl(U))
dur. Boylece X —pCl{U)ePO(X,y) olur. ikinci durumda da aymi islemler

yapilarak benzer bir sonug elde edilir. Bu sonugtan da X uzaymm pre—T, uzayi

oldugu anlagilir.

(2) x,y noktalar1 X uzaymnda farkh noktalar olsunlar. f(x)= f(y) dir. Y
uzay1 Hausdorff uzayi oldugundan sirastyla f (X) noktasini ve f (y) noktasini iceren
ayrik, acik V. ve W kiimeleri vardir. f fonksiyonu st.0.p.c. fonksiyon oldugundan,
sirastyla X,y noktalarmi iceren f(pCI(G))cV ve f(pCI(H))cW olacak sekilde
pre-agik G ve H kiimeleri vardir. Buradan; pCl(G) pCl(H )= olur. Bu sonugcta

X uzayimnin pre-Urysohn oldugunu gosterir.
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Biliyoruz ki; f:X —Y siirekli fonksiyon ve Y uzayr Hausdorff uzay ise

A= {(X, y): f(x)=f (y)} alt kiimesi X x X uzayimnda kapalidir. Fonksiyon st.0.p.c.

oldugunda ise durum asagidaki gibidir:

Teorem 2.4.2. [20] f:X —Y st.6.p.c. fonksiyon ve Y uzayi Hausdorff ise

A= {(X, y): f(x)="f (y)} alt kiimesi X x X uzaymda pre-0-kapalidir.

ispat. (x,y)e A olsun. O halde f(x)= f(y) dir. Y uzayr Hausdorff uzay
oldugundan, Y uzaymnda sirasiyla f(x) ve f(y) noktalarmi iceren ayrik, agik V ve
W kiimeleri vardir. f fonksiyonu st.f.p.c. fonksiyon oldugundan f(pCl(U))cV
ve f(pCl(G))cW olacak sekilde U e PO(X,x) ve G € PO(X,y) kiimeleri vardir.
D=U xG alnirsa ;
(x,y)eDePO(XxX,xy) ve pCl(UxG)nAc| pCl(U)xpCl(G)]|nA=4

olur. Sonug olarak A kiimesi X x X uzayimda pre-0-kapahdir.

f:X —>Y fonksiyonu icin, X xY uzaymm {(x, f(x)):xe X} alt kiimesi f

fonksiyonunun grafigi olarak adlandirilir ve G(f) ille gosterilir. Her

(X, y)e (X xY)—G(f) icin, (U xV)mG( f ) =¢ olacak sekilde X ve Y uzayinda

X, y noktalarini i¢eren sirasiyla U,V agik kiimeleri varsa f : X — Y fonksiyonunun

G(f) grafigine kapali grafik denir.

Tanmm 2.4.2. [20] Her (x,y)e(X xY)-=G(f) igin, (pCI(U)xV)NG(f)=¢
olacak sekilde U e PO(X,X) ve Y uzayinda y noktasmi igeren bir V acik kiimesi

varsa, f:X —Y fonksiyonunun G(f) grafigine strongly pre-kapali grafik denir.

Lemma 2.4.1. [20] f:X —Y fonksiyonunun G(f) grafiginin X xY

uzaymda strongly pre-kapali olmasi i¢in gerek ve yeter sart her
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(x.y)e (X xY)-G(f)igin, f(pCl(U))NV =4 olacak sekilde U  PO(X,x) ve Y

uzaymda y noktasini iceren bir V agik kiimesinin olmasidir.

f : X —>Y fonksiyonu siirekli fonksiyon ve Y uzayi1 Hausdorff uzayi ise G(f)

grafiginin X xY uzaymda kapali oldugunu biliyoruz. Fonksiyon st.0.p.c. fonksiyon

oldugunda ise durum asagidaki gibidir.

Teorem 2.4.3. [20] f:X —Y fonksiyonu st.0.p.c. fonksiyon ve Y wuzayi

Hausdorff uzayi ise G(f ) grafigi X xY uzaymda strongly pre-kapalidir.

ispat. (x,y)e(X xY)-G(f) olsun. Buradan; f(x)=y dir. Y uzay
Hausdorff oldugundan Y uzaymnda sirastyla f(x) ve f(y) noktalarmi igeren ayrik,
actk V. ve W kiimeleri vardir. f fonksiyonu st.0.p.c. fonksiyon oldugundan
f(pCl(U))cV  olacak sekilde U ePO(X,x) kiimesi vardir. Bu nedenle
f(pCI(U ))mW =¢ Ve G(f) grafigi X xY uzaymda strongly pre-kapalidir.
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2. 5. Korunan ozellikler

Tanim 2.5.1.

(1) X wuzaymin her pre-agik Ortiisiiniin pre-kapanislarinin, X uzaymi orten,
sonlu ( sayilabilir ) bir alt ortiisii varsa uzaya p-kapah [7] ( p-Lindeléf) uzay [20]
denir.

(2) X wuzaymm her sayilabilir pre-acik Ortiisiiniin pre kapaniglarinin, X

uzayini Orten, sonlu bir alt Ortiisii varsa uzaya sayilabilir p-kapah uzay denir [20].

K < X olsun. X wuzaymnin pre-agik kiimeleriyle ortiilmiis K kiimesinin her
{V, 1 e A} ortiisii igin, K < u{ pCl(V,):a e A*} olacak sekilde A ailesinin sonlu

bir A, alt ailesi varsa K alt kiimesine, X uzaymna gore, p-kapahdir [7] denir.

Bilinir ki; f:X —Y siirekli fonksiyon ve X uzay: kompakt ise f (X) kiimesi

de Y wuzayinda kompakt bir kiimedir. Yani kompaktlik siireklilikle korunan bir

ozelliktir. Fonksiyon st.0.p.c. fonksiyon oldugunda ise durum asagidaki gibidir:

Teorem 2.5.1. [20] f:X —Y st.0.p.c. fonksiyon ve K kiimesi, X uzayina

gore, p-kapali ise f (K) kiimesi de Y uzaymin bir kompakt kiimesidir.

Ispat. f:X Y st.0.p.c. fonksiyon ve K kiimesi, X uzaymna gore, p-kapali
olsun. {V, :a €A} ailesi f(K) kiimesinin agik bir ortiisii olsun. Her X € K noktasi
i¢in, f(X)eVa(X) olacak sekilde a(X)eA noktast vardir. f fonksiyonu st.6.p.c.
oldugundan f(pCI(UX))CVa(X) olacak sekilde U, e PO(X,x) kiimesi vardur.
{UX X e K} ailesi, K kiimesinin, X uzaymin pre-agik kiimelerinden olusmus bir
ortlistdir ve boylece K cu, pCl(U, ) olacak sekilde K kiimesinin sonlu bir K,

alt kiimesi vardir. Bu sonu¢ f(K) kiimesinin kompakt oldugunu gosterir.

Sonu¢ 2.5.1. [20] f:X —Y st.0.p.c. ve orten fonksiyon olsun. Asagidaki

ozellikler saglanir:

(1) X uzayip-kapaliise Y uzayr kompakttir.



-17 -

(2) X uzayip-Lindelofuzayiise Y uzayr Lindelof uzayidir.
(3) X uzay1 sayilabilir p-kapali uzay ise Y uzayi sayilabilir kompakttir.

Teorem 2.5.2. [20] f:X —Y fonksiyonunun strongly pre-kapali bir grafigi
varsa X uzayina gore p-kapali olan her K alt kiimesi igin f(K) kiimesi de Y

uzayinda kapalidir.

Ispat. K kiimesi, X uzaymna gore, p-kapali ve yeY — f(K) olsun. O halde
her xeK icin, (x,y)&G(f) olur. Lemma 2.4.1. geregince, f(pCIU,))NV, =4¢
olacak sekilde U, PO(X,X) kiimesi ve Y uzaymm Yy noktasini igeren agik bir V,
kiimesi vardir. {UX ‘Xe K} ailesi K kiimesinin X uzayindaki pre-a¢ik kiimelerden

olusmus bir Ortiisiidiir. K kiimesi, X wuzayma gore, p-kapali oldugundan

Kcu,«. pCl({U, ) olacak sekilde K kiimesinin sonlu bir K, alt kiimesi vardir.

V= {\/X ‘Xe K*} almirsa; V kiimesi y noktasinin agik bir komsulugu olur ve

F(K)AV <[ U F(PCHU,)) ]V cu [ F(pCHU,))AY, | =4

dir. Bu nedenle y ¢ CI(f(K)) dir. Boylece f(K) kiimesi Y uzaymnda kapahdir.

Teorem 25.3. [20] X wuzayr submaximal uzay olsun. f:X —>Y
fonksiyonunun strongly pre-kapali bir grafigi varsa Y uzaymnin her kompakt K

kiimesi igcin f *(K) kiimesi X uzaymda 6-kapaldir.

Ispat. K kiimesi Y uzaymnm kompakt bir kiimesi ve X ¢ f‘l(K) olsun. O
halde her yeK noktasi igin (x,y)¢G(f) olur. Lemma 2.4.1. geregince,
f(pCI(Uy))mVy=¢ olacak sekilde UyePO(X,X) kiimesi ve Y uzaymin Yy
noktasini igeren agik bir V, kiimesi vardr. {\/y ye K} ailesi K kiimesinin bir agik
ortisidiir ve K kiimesi kompakt oldugundan, Kcu, , V, olacak sekilde K
kiimesinin sonlu bir K, alt kiimesi vardir. X uzay1 submaximal uzay oldugundan,
X uzaymdaki her U, kiimesi agiktir ve pCI(Uy)=CI(Uy) dir. U=, U, ahirsa;

U kiimesi X noktasmin acik bir komsulugu olur ve
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f(ClU))nK cuyeK*[f(CI(U))mVy]cuyeK*[f (pci (uy))mvy}qﬁ
dir. Bu nedenle CI(U)n f™(K)=¢ bulunur. Boylece ngIg(f’l(K)) sonucu elde

edilir. Bu sonugta f‘l(K) kiimesinin X uzaymda 6-kapali oldugunu gosterir.

Sonu¢ 2.5.2. [20] X wuzayr bir submaximal uzay ve Y uzayr kompakt

Hausdorffuzayi olsun. f : X —Y fonksiyonu i¢in asagidaki 6zellikler denktir:
(1) f fonksiyonu st.6.p.c. dir;
(2) G(f) grafigi X xY uzaymda strongly pre-kapalidir;
(3) f fonksiyonu strongly 0-siireklidir;
(4) f fonksiyonu siireklidir;
(5) f fonksiyonu pre-siireklidir;
(6) f fonksiyonu weakly pre-siireklidir.
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3. IDEAL TOPOLOJIK UZAY

Bu boliimii iki baglik altinda inceleyecegiz.

Ik bolimde ideal topolojik uzaylardaki temel tanimlar ve kavramlar:

verecegiz.

Ikinci béliimde ise ideal topolojik uzaylarda ¢ok kullandigimiz lokal fonksiyon
kavraminm tanimi ve bu fonksiyondan faydalanarak elde edilen bazi ozellikleri
verecegiz. Yine lokal fonksiyon yardimiyla Kuratowski kapanis isleminin tanimini
ve bulunan 6zelliklerini verecegiz. Bu sayede tezimizin son kisminda kullanacagimiz

kavramlar1 bu boliimde ayrmtili bir sekilde incelemis olacagiz

3.1. Temel Kavramlar

Tamm 3.1.1 [14]. Bos olmayan bir X kiimesinin alt kiimelerinin bos olmayan

bir Ic P(X) ailesi verilsin. Eger | ailesi,
(1) Her A/B el kiimeleri icin, AU B € | (sonlu toplamsallik)
(n) Her Ael kiimesi ve B < A alt kiimesi i¢in, B € | (kalitimsallik)

Ozelliklerini saglarsa bu taktirde, | ailesine X Kkiimesi iizerinde bir ideal denir.

Tammm 3.1.2 [14]. P(X) kiimesi, X kiimesinin gii¢ kiimesi olmak {izere,

a: P(X)— P(X)fonksiyonu,
M a(g)=¢
() AeP(X)=Aca(A
(m) A BeP(X)=a(AuUB)=a(A)va(B)

av) AeP(X) = a(a(A) =a(A)
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sartlarin1 saglarsa bu taktirde, a kiime fonksiyonuna Kuratowski kapanis islemi
denir. K={AeP(X):A=a(A)} ailesine, X kiimesi iizerindeki topolojiye gore

kapallar ailesi denir.

Uyann 3.1.1 [13]. P(X) kiimesi, X kiimesinin gii¢ kiimesi olmak iizere,
d : P(X)— P(X) fonksiyonu,

(W d(¢)=¢

() Acd(A)

(m) d(AUB)=d(A)wd(B)
(1v) d(d(A)) =d(A)

sartlarin1 saglasin.

Bu taktirde, «(A) = Aud(A) seklinde tanimlanan o:P(X)— P(X)
fonksiyonu, P(X) gii¢ kiimesi tizerinde bir Kuratowski kapanis islemidir.

Ispat. (1) a(A)=Aud(A) ifadesinde A=¢ alirsak a(p)=¢ud(g) olur,
Uyar1 3.1.1 (1) den, d(¢)=¢ olup a(g)=¢ bulunur.

(n) Herhangi bir A e P(X)alt kiimesi i¢in, & kiime fonksiyonu tanimindan
a(A)=Aud(A) bagmtist bulunur. Birlesim islemi geregi, Ac Aud(A)=a(A)
ifadesi elde edilir. Boylece Ac a(A) olur.

(m) Herhangi bir A, B e P(X) alt kiimeleri i¢in, a kiime fonksiyonu tanimi ve

Uyar1 3.1.1 (11) geregi,

a(AUB) = (AUB)Ud(AUB) = (AUB) U (d(A) L d(B)) = (Aud(A) U(BUA(B))
= a(A) Ua(B)

ifadesi bulunur. Boylece a(AuwB) =a(A)wa(B) sonucunu elde ederiz.

(1v) Herhangi bir A e P(X) alt kiimesi i¢in, a kiime fonksiyonu tanimindan

a(A)=Aud(A) olur. Buradan 3.1.1. (1) ifadesi geregince,
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a(a(A)) =a(AUd(A) =a(A)wa(d(A) =(Avd(A) v (d(A)wd(d(A))

bagintis1 bulunur. Uyar1 3.1.1 (m) ifadesinden, d(d(A)) cd(A) olur. Boylece
a(a(A)) = Aud(A) =a(A) oldugu goriiliir.

Sonug olarak, «a:P(X)— P(X)kime fonksiyonu Tanim 3.1.2° de verilen

Kuratowski kapanis iglemi sartlarini saglar.

Tanmmm 3.1.3 [5]. X kiimesi iizerinde ¢={¢,X} seklinde tanimlanan t

topolojisine ayrik olmayan topoloji, (X, ) ikilisine de ayrik olmayan uzay denir.

Tanmmm 3.1.4 [5]. X kiimesi iizerinde tanimlanan P(X) topolojisine ayrik

topoloji, (X,P(X)) ikisine de ayrik uzay denir.

Tamm 3.1.5 [14]. (X,7) topolojik uzayi, Ac X alt kiimesi ve X € X noktasi
verilsin. Her V ev  komsulugu igin, ANV #¢ ise, xe X noktasma A

kiimesinin bir kapams noktasi denir.

Tamm 3.1.6 [14]. (X,7) topolojik uzayi, Ac X alt kiimesi ve X € X noktasi

verilsin. Her V ev() komsulugu icin, ANV kiimesinde sayilamayan sonsuz sayida

eleman varsa, X € X noktasma A Kkiimesinin bir yogunlasma noktasi denir.

Tamim 3.1.7 [14]. (X,7) topolojik uzayi, Ac X alt kiimesi ve bir xe X
noktas1 verilsin. Her V evy komsulugu icin, An(V —{X})¢¢ ise, xeX

noktasina A kiimesinin bir yigilma noktasi denir.
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3.2. Lokal Fonksiyon

Tamim 3.2.1 [14]. (X,7) topolojik uzay1 ve bir Ac X alt kiimesi verilsin. |
ailesi X kuimesi tizerinde bir ideal olsun. Bu taktirde,

A(l,7)={xeX:VU Gy, UnAgl|

kiimesine A kiimesinin | idealine ve t topolojisine bagl lokal fonksiyonu denir.
A"(l,7) gosterimi i¢in [13]° de gosterildigi gibi A"(l) veya kisaca A" sembolii

kullanilir ve buna A kiimesinin lokal fonksiyonu denir.

X =¢ bir kilme olmak lizere X kiimesindeki en basit idealler minimal ideal
(1 =¢) ve maksimal ideal (1 =P(X)) olup A" kiimesi bu ideallere gore [13]" de

asagidaki gibi bulunmustur.

A ({g}.7)={xeX VU eG,UnAg g}

:{XEX VU eG,,U ﬁA¢¢}

=CI(A)
Buradan,
A ({g}.0)=CI(A)
sonucu elde edilir.
A'(P(X),7)={xe X :VU eG,,UnAgP(X)|=¢
Buradan,
A" (P(X),1)=0

sonucu elde edilir.
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(X,7) uzaymda |, (sonlu alt kiimeler ideali), |, (sayilabilir alt kiimeler

ideali) idealleri igin [13]” de A" kiimesi asagidaki gibi elde edilmistir.

A(l;,7)={xeX:VUeG,, UnAgl,|

{x eX:YUeG,, UNA kimesi sonsuz}

Buradan,

sonucu elde edilir.

A(l,7)={xeX:VU Gy, UnAgl|

={xeX:VU eG UnA  kiimesi sayi/amaz}

OF
= yog(4)
Buradan,
A'(1,,7) = yog(4)
sonucu elde edilir.

[28]’ de, A kiimesinin A"(l,7) lokal fonksiyonunun, A kiimesinin kapanis

noktasi, yigilma noktast ve kapanis noktasmnin bir genellestirilmesi oldugu

verilmistir.

Teorem 3.2.1 [13]. (X,7) uzayi, X kiimesiiizerinde I,,1, idealleri ile birlikte

verilen bir topolojik uzay ve A, B < X olsun. Bu taktirde,
() AcB=>A cB’

(b) Lcel,= A*(Iz) - A*(Il)
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(c) A"=CI(A") cCI(A) (A" kiimesi kapal1 bir kiimedir)
(d) (A) cA

(e)(AUB) =A"UB’

(H(ANB) cA'NB

(@) (A" -B")=(A-B) -B c(A-B)

MUet =2UNA =UnUNA cUnNA)

(k) Sel = (AUS) =A =(A-S)

Ispat. (a) xe A" noktast olsun. O halde Tamim 3.2.1 den her U €G,, ack

komsulugu i¢cin, AnNU ¢l dir. AcB ise, AU cBNU olur. Eger BNU el
olsaydi | idealinin kalitimsallik 6zelliginden, ANU €1 olurdu. Bu da, bir geliski

yaratir. O halde her U €G,, acik komsulugu i¢in, BAU ¢ | dir. Buradan Tanim

3.2.1 geregi, x € B olur. Boylece alt kiime tanimi geregi A" < B™ bagmntisi bulunur.

(b) 1,1, ise L' clfolur. .......... (1)
A(l)={xeX:VUeG,, UnAgl,}
A(l,)={xeX:VUeG,, UnAel'}...... (2)
(1), (2) ifadeleri ve Tanim 3.2.1 kullanilarak,
A(l,)={xeX:VUeG,, UnAel,|

={xeX:VUeG,, UnAgl,|
= A(1)

sonucu elde edilir. Buradan,
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A(L)c A (L)
oldugu goriiliir.

(c) Oncelikle A" =CI(A") esitligini gosterelim. Her Ac X alt kiimesi igin,
AcCI(A) oldugunu biliyoruz. Bu sonu¢ A kiimesinin lokal fonksiyonu iginde

saglanacagindan;
A cCI(A) .......... 3)

bagmtisni elde ederiz.  A'({¢},7)=CI(A), A (P(X),r)=¢ oldugu [13]" de
gosterilmistir. Teorem 3.2.1 (b) den goriiliir ki kiimenin lokal fonksiyonu en biiyilik
degerini | ={¢} minimal ideali i¢in, en kiigiik degerini de | = P(X) maksimal ideali
icin alir. O halde (X,7) uzayindaki her | ideali i¢in ¢ | < P(X) ifadesi

saglandigindan,
p A (1, 1) cCHA) .............. 4)
olur.

Simdi de CI(A)c A" oldugunu gosterelim. Herhangi bir XxeCI(A")
noktasini alalm. Varsayalim ki x & A" olsun. CI(A")=N{F < X :F kapali kiime
ve A cF} ifadesinden ve xeCI(A") oldugundan A" F olan her F kapah

kiimesi i¢in, XeF olur. A"cF ve F kapali kiime ise X —Fc X—-A" olup

X —F acik kiimedir. Buradan X -F A =¢ bulunur. xe A" ifadesinden

x e (X —A") elde edilir ve x e F oldugundan F N (X —A") = ¢ olur.

X-FNA =¢ ve FN(X-A")#¢ olmas1t F < A oldugunu gosterir. Bu ise
bir ¢eliskidir. O halde,

CIA)YCA oo, (5)

bulunur.
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(3), (4) ve (5) ifadelerinden A" =CI(A") = CI(A) bagntisi elde edilir.

(d) Herhangi bir xe(A"(1))" (1) noktasmi alalm. Varsayalim ki xe A'(l)
olsun.Tanim 3.2.1 geregince, x € (A'(1)) (1) ={xe X : VU €G,,, i¢in, UNA) 1}
olur. Her U € G,,, acik komsulugu igin, (U N A) ¢ | ifadesi ve idealin kalitimsallik

ozelligi geregince, (U NA)#¢ oldugu bulunur. Kapams noktas: tanimindan
xeCI(A") elde edilir. (e) sikk1 geregince, CI(A)=A" olmasi Xxe A" oldugunu
gosterir. Bu ise, bir geliskidir. O halde X e (A") noktasi i¢in, xe€ A" oldugundan

(A < A" bagmtisi elde edilir.
(e) Tanim 3.2.1 geregince A ve B kiimelerinin lokal fonksiyonlari,

A(l)={xeX:VUeG,, UnAgl}...... (6)

B'(I)={xeX:VUeG,, UnBgl}. ... (7)

olur.

(6) ve (7) ifadelerinde birlesim iglemi alirsak,
A()UB()={xeX:VUeG,, UnAgl veya UnBegl}
A(UB()={xeX:VUeG,, [UnAUUNB)¢I}
A()UB()={xeX:VUeG,, [Un(AUB)#l}
elde edilir. Tanim 3.2.1°den,

A (UB (1) =(AUB) (1)

bulunur.

) (AnB)'(I)={xeX:VU eG,, [Un(AnB)el}
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(ANB)'(I)={xeX:VU €G,, [(AnU)N(BNU)]¢I}

(ANB)(I)={xeX:VUeG,, [(AnU)gl ve (BnU)el}....... (8)
(8) ifadesi geregi,
(AnB)(I)c{xeX:VUeG,, (AnU)el}............ (9)
(ANB)(l)c{xeX:VUeG,, (BnU)el}........... (10)

elde edilir. (9) ve (10) ifadelerinin kesisimlerini alirsak,
(AnB) (N A (NNB(1)
oldugu bulunur.

(9) AuB=(A—B)UB esitligi her zaman dogrudur. Bu esitlikte (*) islemi

uygulanirsa, Teorem 3.2.1 (e) geregince,
(AUB) =[(A-B)UBJ =(A-B) UB’

esitligi elde edilir. Bu esitligin her iki tarafinn B™ kiimesi ile kesisimi alinirsa,

(AUB) N"B" =[(A-B)"UB]nB"

(A" UB)NB" =[(A-B) UB']nB"

(A"UB"YU(B NB")=[(A-B)" nB"]JU(B"nB™)
olur. B'"nB™ =¢ oldugundan,
A" nB"=(A-B) nB"

esitligi elde edilir. Fark islemi tanim1 geregi, A" —B =(A—B) —B" esitligi yazilir.

Bu son esitlikten

A —B =(A-B) —-B c(A-B)
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bulunur.

(h) Herhangi bir xeU A" noktasin1 alalim. Kesisim islemi tanimindan
xeU ve xeA dir. Tamm 3.2.1 geregi her V €G agik komsulugu igin,
VNAgl olur. xeU ve U er oldugundan komsuluk tanimi geregi U €Gy olur.
Bir noktanin komsular1 kesisimi yine o noktanin komsulugu oldugundan V nU

eGy olur. xe A" olup, [(V "U)NAI=[V n(U N A)]g | ifadesi elde edilir. Tanim
3.2.1 geregi, xe(UNA) bulunur. xeUn A noktas1 icin, XxeU NA)

oldugundan

UNA cUnA ... (11)
bulunur. (11) ifadesinde her iki tarafin U kiimesi ile kesisimi alinirsa,
UnUNA)clUnUNA)]
UnNA)YclUNUNAT............ (12)

U nAc A bagintis1 ve Teorem 3.2.1 (a) geregince;

olur. (13) ifadesinin her iki tarafinin U kiimesi ile kesisimi alinirsa,
[UNUNATcUNA ... (14)

bulunur. (12) ve (14) ifadelerinden,

UNA cUNUNA) ... (15)
esitligi yazilir. O halde (11) ve (15) ifadeleri geregi,

UnNnA =UnNnUnNA) cUnA

bulunur.
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(k) AuS=(A-S)US esitligi her zaman dogrudur. Bu esitlikte her iki tarafin

(*) islemi alinirsa,
(AUS) =[(A-S)uUST
olur. Teorem 3.2.1 (e) geregince,
(AUS) =A US =(A-S)"US .............. (16)
elde edilir. Tanim 3.2.1 ve S €| oldugundan,

S'={xeX:VU eG UnS)el} =4 olur. (16) ifadesinde S =¢ yazilirsa

(x)?

(AUS) = A" =(A-S)" elde edilir.

[13]” de, bir CI” islemi tanimlanmis ve bu islemin aslinda bir Kuratowski

kapanis islemi oldugu asagidaki gibi gosterilmistir.

Lokal fonksiyon olarak tanimlanan (*) : P(X)— P(X) fonksiyonu Teorem
3.2.1’in (d) ve (e) siklart ile,

#(1)={xeX:VUeG,, Ungpel|

#(1)={xeX:VUeG,, ¢el}

bulunur. Bu ise, | ideal oldugundan kalitimsallik ozelligi geregi imkansizdir.
Dolayisiyla ¢el olur. Dolayisiyla ¢ (1)=¢ olup, (*) :P(X)—P(X) lokal
fonksiyonu, Uyar1 3.1.1 de verilen d: P(X)— P(X) fonksiyonu ile gakisir. Her
Ac X alt kiimesi igin, CI"(A)= AUA’ seklinde tanimlanan CI” : P(X)— P(X)

fonksiyonu Kuratowski Kapanis islemidir.

[13] referansinda , X kiimesindeki minimal ideal olan | ={¢} ve maksimal

ideal olan 1 = P(X) idealleri igin, ClI"(A) kiimesi asagidaki gibi bulunmustur.
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| ={¢} minimal ideali icin, A ({g})=CI(A) olup bu ifade CI'(A)=AUA
esitliginde yazilirsa CI'(A)= AUCI(A) olur. Kapanis isleminin A CI(A)

dzelliginden, C1"(A) = CI(A) olur.

| =P(X) maksimal ideali icin, A"(P(X))=¢ olup CI"(A) = AU A’esitliginde
yazilirsa, CI"(A) = A olur.

Cl" fonksiyonu yardimiyla iiretilen T topolojisi [13] de asagidaki bicimde

tanimlanmaistir.

Tamm 3.2.2 [14]. 7 topolojisi X kiimesindeki ilk topoloji olmak iizere, CI”

fonksiyonu tarafindan iiretilen topoloji t (1,t) ya da t (I) (kisaca ") ile gosterilir. Bu

topoloji,
r(1)=fU c X:CI'(X-U)=X-U}
seklindedir.
| ={¢} minimal ideali igin, T (1) = t elde edilir. 1=P(X) maksimal ideali
i¢in,

()= P(X)olup X kiimesi iizerindeki her | ideali igin, ¢ = | = P(X)oldugundan
1t () P(X) bagmtist Teorem 3.2.1%in (b) sikkindan elde edilir.
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4. STRONGLY 0-PRE-I SUREKLIi FONKSiYON

Bu boliimde ideal topolojik uzaylarda strongly 0-pre-l siirekli fonksiyon
kavramini tanimladik ve bu siireklilik ¢esidinin bazi karakterizasyonlarmni verdik.
Ayrica daha 6nce tanimlanmis bazi siireklilik ¢esitleriyle de karsilastirmasini yaptik.

Pre-I-stireklilik kavrami ilk kez 1996 yilinda Dontchev [6] tarafindan
tanimlandi. Bizim burada tanimladigimiz strongly 0-pre-| siirekli fonksiyon kavrami
pre-I-siireklilikten daha kuvvetli bir siireklilik ¢esitidir. Amacimiz bu siirekliligin

ozelliklerini ayrintili bir sekilde incelemektir.

4.1. On Bilgiler

(X,z,1) ideal topolojik uzay ve Ac X alt kiimesi igin, Ac Int(CI'(A))
(AcCI'(Int(A))) ise; A kiimesine pre-l-agik kiime ([6] Dontchev) (semi-l-acik
([10] Hatrr ve ark.)) denir. A kiimesi pre-l-acik kiimeyse X —A pre-I-kapal
kiimedir.([6] Dontchev). A kiimesini kapsayan tiim pre-l-kapali kiimelerin
kesisimine A kiimesinin pre-I-kapamsi denir ve piCI(A) ile gosterilir ([32] Yiiksel
ve ark.). A kiimesinin kapsadigi tiim pre-l-a¢ik kiimelerin birlesimine A kiimesinin
pre-l-igi denir ve pulnt(A) ile gosterilir. X uzayinin bir X noktasini igeren tiim pre-

I-agik kiimelerin ailesi PIO(X, x) ile gosterilir.

Tamm 4.1.1. (X,7z,1) ideal topolojik uzayr ve Ac X olsun. Her xe X

noktast ve X noktasimn her actk U komsulugu icin, CI'(U)nA=¢ ise X
noktasina A kiimesinin 0-1-kapanis noktas1 denir. A kiimesinin tim 60-1-kapanis

noktalarmm kiimesine A kiimesinin 0-1-kapamsi denir ve Cl,, (A) ile gosterilir. A

kiimesinin 6-I-kapali kiime olmasi igin gerek ve yeter sart Cl, (A) = A olmasidir.

Tamim 4.1.2. (X,z,1) ideal topolojik uzay ve Ac X olsun. Her xe X
noktasi ve her U € PIO(X, x) kiimesi i¢in, U "A#= ¢ ise X noktasma A kiimesinin

pre-1-kapanis noktasi denir. A kiimesinin tiim pre-l-kapanig noktalarinin kiimesine
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A kiimesinin pre-l-kapamsi denir ve p:C/ (A) ile gosterilir. A kiimesi pre-1-kapali
kiimeyse piCl (A)zA dir. Pre-l-kapali kiimenin tiimleyeni ise pre-l-agiktir
([32],Yiiksel ve ark.) .

Tanmmm 4.1.3. (X,7,1) ideal topolojik uzay ve Ac X olsun. Her xe X
noktast ve her U e PIO(X,x) kiimesi i¢in piCI(U)NA#¢ ise X noktasina A
kiimesinin pre-0-l1-kapams noktas1 denir. A kiimesinin tiim pre-6-I-kapanis

noktalarmin kiimesine A kiimesinin pre-0-l-kapams1 denir ve polg(A) ile
gosterilir. A= piCl,(A) ise A kiimesi pre-6-I-kapali kiimedir ve tiimleyeni pre-6-I-

acik kiimedir ([4], Acikgoz ve ark.) .

Tamm 4.1.4. f:(X,z,1)—(Y,v) fonksiyon olsun. Her x e X noktasi ve Y
uzaymimn f (X) noktasini i¢eren her V acgik kiimesi igin, f(U)cV olacak sekilde bir

Ue PIO(X , X) kiimesi varsa fonksiyona pre-I-siirekli denir ([6], Dontchev).

Tamm 4.1.5. f:(X,7,1)—(Y,0,1) bir fonksiyon olsun. Her x e X noktas

ve Y uzaymm f(X) noktasini iceren her V ac¢ik kiimesi i¢in, f(CI*(U )) cV
olacak sekilde X noktasinin agik bir U komsulugu varsa fonksiyona strongly 6-1
siirekli foksiyon denir ([31], Yiiksel ve ark.).

Tamm 4.1.6. f :(X,7)—(Y,v,1) bir fonksiyon olsun. Her x e X noktasi ve

Y uzaymmn f(x) noktasmni igeren her V acik kiimesi igin, f(U)cCI"(V)olacak

sekilde X noktasinin agik bir U komsulugu varsa fonksiyona weakly I-siirekli
foksiyon denir ([1], A¢ikgoz ve ark.).

Tamm 4.1.7. f:(X,z,1)—(Y,0,1,) bir fonksiyon olsun. Her x € X noktas
ve Y uzayinin f(X) noktasim igeren her V acik kiimesi i¢in, f(U)CCI*(V)

olacak sekilde bir U € PIO(X , X) kiimesi varsa bu weakly I-pre siirekli denir.
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Lemma 4.1.1. (X,z,l) ideal topolojik uzaymin regular-1-uzay olmasi igin

gerek ve yeter sart X noktasmnn her agik U komsulugu icin xeV < CI'(V) cU

olacak sekilde acik bir V' komsulugunun olmasidir ([1], A¢ikgoz ve ark.).

Tanmm 4.1.8. (X,7) bir topolojik uzay olsun. Eger X wuzaymin her acik

oOrtlisiiniin sayilabilir bir alt ortiisii varsa bu uzaya Lindelof Uzayi denir ([35],Genel
Topoloji).

Lemma 4.1.2. (X,z,1) bir ideal topolojik uzay ve UcX olsun. U

kiimesinin X uzayinda pre-6-l-agik kiime olmasi i¢in gerek ve yeter sart her x eU
noktasi igin, pPiCI(W)cU olacak sekilde X noktasinin pre-l-agk bir W

komsulugunun olmasidir.

Ispat. = xeU olsun. U kiimesi X uzaymda pre-6-l-acik kiime

oldugundan X —-U kiumesi pre-0-l1-kapalidir. Buradan xgX-U ve
x¢ piCl, (X —U) dir. Tanim 4.1.3. geregi, prCI( W) ( X— U) =¢ olacak sekilde

bir W e PIO( X, x) kiimesi vardir. Boylece piCI(W)cU olur.

< Varsayalim ki, U kiimesi pre-0-l-acik kiime olmasin. O halde X —U

kiimesi  pre-0-l-kapali kiime degildir. Buradan; Tanm 4.1.3. geregi,

plClg(X—U);tX—U olur. Boylece X e polg(X—U) ve Xxg X—-U dir. xeU

oldugundan yeter sart geregi p:Cl/ (W) cU olacak sekilde X noktasinin pre-l-acik

bir W komsulugu vardir. Boylece,

pCl (W) (X -U)=¢
olur ve buradan da,

x¢ piCl, (X -U)

dir ve bu ise bir ¢eligkidir. O halde U kiimesi pre-0-l-agik bir kiimedir.
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Lemma 4.1.3. [34] (X,z,1) bir ideal topolojik uzay ve A Bc X olsun ve

Int"(A) sembolii A kiimesinin 7~ topolojisine gore icini gdstersin. O halde

asagidaki 6zellikler saglanir:

(1) AcB ise Int"(A) c Int"(B).

2) Int"(A) < A.

3) Int(A) < Int" (A).

(4) Eger A kiimesi (X,7,1) ideal topolojik uzayinda agik kiimeyse Int” (A) = A
dir.

(5) Int"(ANB)=Int"(A)nInt"(B).

(6) Int"(A)u Int"(B) < Int" (AU B)

(7) Eger F kiimesi (X,7,1) ideal topolojik uzaymnda kapali bir kiimeyse

It (AUF)  Int" (A)UF dir.
Lemma 4.1.4. (X,z,1) bir ideal topolojik uzay ve Ac X olsun. O halde
piCl(A)=AUCI(int" (4))
esitligi vardir.
Ispat. Ac X alalim.
CI(Int" (AUCI(Int" (A))) < Cl(Int"(A) LCI(Int" (A))
= CI(Int" (A))

dir. Buradan CI(Int"(AUCI(Int"(A)))) = AUCI(Int"(A)) bagmtisin1 elde ederiz.
Boylece AUCI(Int"(A)) kiimesi pre-I-kapali bir kiimedir. Ac AUCI(Int"(A))

oldugundan,

piCI(A) < piCI(A U Cl(Int (A))) = AU Cl(Int" (A))
bagmtisini elde ederiz. Simdi Lemma da verilen esitligi gostermek i¢in, yukarida
buldugumuz bagmtinin ters yonliisiinii elde etmeliyiz. Ac piCI(4) oldugunu

biliyoruz. O halde;
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Cl(Int”(A)) < CI(Int" (p:CI(A))) = piCI(A)
olur. Buradan,
AUCI(Int"(A)) ¢ AU piCI(A) = piCI(A)

bagmtisini elde ederiz ki bu sonug bize piCl(A4)=AUCI (int*(A)) oldugunu

gosterir.
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4.2. Tamim ve Karsilastirmalar

Tamm 4.2.1. f:(X,7,1)—(Y,v) bir fonksiyon olsun. Her x e X noktasi ve
Y uzayinin f(X) noktasini i¢eren her V agik kiimesi igin, f (plCl (U )) c V olacak

sekilde bir U € PIO( X, x) kiimesi varsa f fonksiyonuna strongly 8-pre-1 siirekli
fonksiyon denir. Kisaca str.0.pre.I.c. fonksiyon olarak gosterilir.

Uyan 4.2.1. Bir ideal topolojik uzaydaki her strongly 6-siirekli fonksiyon
strongly 6-pre-1 stireklidir fakat karsit1 asagidaki ornekte de goriildiigi gibi dogru
degildir.

Ornek 4.2.1.

X ={a,b,c},z={g X, {b,c}}.Y ={b,c},u={a.Y {c}},1 ={g.{a}}
f:(X,r,I)—)(Y,u) f(a)=f(c)=b, f(b)=c seklinde tanimli bir fonksiyon

olsun. f fonksiyonu strongly 0-pre-1 siireklidir fakat strongly 6-siirekli degildir.

Uyan 4.2.2. Bir ideal topolojik uzaydaki her strongly 6-pre-I siirekli fonksiyon
pre-1 stireklidir fakat karsit1 asagidaki 6rnekte de goriildiigii gibi dogru degildir.

Yani strongly 0-pre-1 siireklilik kavrami strongly 0-siireklilik kavramindan
daha zayif, pre-I-siireklilik dolayisiyla da pre siireklilik ve weakly I-pre siireklilik
kavramlarindan da daha kuvvetli bir siireklilik ¢esididir.

Ornek 4.2.2.

X ={a,b,c},z={¢, X {b}.{a,b}},Y ={b.c},o={gY {b}}.1 ={4.{a}}
f: (X 71 ) - (Y,U) f(a)=f(c)=c, f(b)=b seklinde taniml bir fonksiyon

olsun. f fonksiyonu pre-I-siireklidir fakat strongly 6-pre-I siirekli degildir.

Uyan 4.2.3. Bir ideal topolojik uzaydaki her strongly 0-pre-I siirekli fonksiyon
strongly 0-pre siireklidir fakat karsiti asagidaki Ornekte de gorildigii gibi dogru
degildir.
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Ornek 4.2.3.
X ={ab,c},7={¢g, X {a,b}},v={g X {a.c}},1 ={g,{b}}ve f:(X,7,1)>(X,0)
birim fonksiyon olsun. f fonksiyonu strongly 0-pre siireklidir fakat strongly 6-pre-I
stirekli degildir

Uyan 4.2.4. Bir ideal topolojik uzaydaki strongly 6-pre-I siireklilik ve

stireklilik kavramlar1 tamamen birbirinden bagimsiz kavramlardir:

Ornek 4.2.4. 4.2.1. Ornekte verilen fonksiyon strongly 6-pre-I siireklidir fakat
stirekli degildir.
Ornek 4.2.5. 4.2.2. Ornekte verilen fonksiyon siireklidir fakat strongly 0-pre-I

stirekli degildir.

Uyan 4.2.5. Bir ideal topolojik uzaydaki strongly 6-1 siirekli fonksiyon ve
strongly 6-pre-l siirekli fonksiyon kavramlari tamamen birbirinden bagimsiz

kavramlardir:
Ornek 4.26. X ={a,b,c},z={¢, X.{b}},Y ={a,c},v={g.Y {}} .1 ={¢.{b}}
f:(X,7,1)>(Y,v) f(@=f(c)=a, f(b)=c seklinde tanimhi bir fonksiyon

olsun. f fonksiyonu strongly 0 -1 siireklidir fakat strongly 0-pre-I siirekli degildir.

Ornek 4.2.7. 4.2.1. Ornekte verilen fonksiyon strongly 8-pre-I siireklidir fakat
strongly 0 -1 siirekli degildir.

Uyan 4.2.7. Bir ideal topolojik uzaydaki weakly I siirekli fonksiyon ve
strongly 0-pre-1 siirekli fonksiyon kavramlari tamamen birbirinden bagimsiz

kavramlardir:

Ornek 4.2.8. X ={a,b,c},z={g, X {c}},v={¢, X {a}}.1 ={4.{c}}
f :(X,T, |)—)(X,U, I ) f(a)=Db, f(b)=c, f(c)=a, seklinde tanimli bir fonksiyon

olsun. f fonksiyonu weakly I-siireklidir fakat strongly 0-pre-I siirekli degildir.
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Ornek 4.29. X ={a,b,c},7={4 X {a,b}},v={¢ X {b}.{a,c}},1 ={4.{c}}
f:(X,z,1)—>(X,0,1) birim fonksiyon olsun. f fonksiyonu strongly 6-pre-I

stirekli fakat weakly |- siirekli degildir.

Teorem 4.2.1. f:(X,r,I)—)(Y,u) fonksiyonu i¢in, asagidaki ozellikler

esdegerdir:

(1) f fonksiyonu strongly 6-pre-1 siireklidir;
(2) Y uzaymin her agik kiimesinin ters goriintiisii pre-0-1-agik kiimedir;
(3) Y uzaymin her kapali kiimesinin ters goriintiisii pre-0-1-kapali kiimedir;

(4) X uzaymm her A alt kiimesi i¢in, f (pole (A)) c Cl(f(A));

(5) Y uzaymin her A alt kiimesi i¢in, p:Cl, (f‘l(B)) c f‘l(CZ(B)).

Ispat. (1)=(2): V kiimesi Y uzaymin agik bir alt kiimesi ve xe f™ (V)
noktasi olsun. f fonksiyonu str.6.pre.l.c. oldugundan, f(p:CI(U))<=V olacak

sekilde X noktasinin pre-l-agik bir U komsulugu vardir. Yani;
xeU c pol(U)Cf_l(V)
dir. O halde, Lemma 4.1.2. geregi, f (V) kiimesi pre-0-l-agik kiimedir.
(2) = (3): Tiimleme isleminden agiktir.

(3)=(4): Ac X olsun. CI( (A)) kiimesi Y uzaymnin kapali bir alt

kiimesidir. (3) ifadesinden f~ ( )) kiimesi pre-0-1-kapalidir. Boylece;
piCl, (4) = piCl, (17 £ (4))) = pCly (£ (CU( £ (4))))= £ (CE( £ (4)))
olur. Buradan,

f(pCl,(4))=CI(f(4))

ifadesini elde ederiz.
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()= (5): BcY olsun.(4) ifadesinden;

f (peCly(f(B)) = CI(f (f(B)) = CI(B)
dir. Buradan,
p:Cl,(f 7 (B)) < f(CU(B))
sonucunu elde ederiz.

(5)= (@) : xe X noktas1 ve f(x)eV ev olsun. Y -V kiimesi Y uzayinda
kapali bir kiimedir. (5) ifadesinden piCL,(f (Y V))<= f(CI(Y =V)) = f (Y =V)
olur. Buradan f*(Y —V)kiimesi pre-0-l-kapalidir. O halde f (V) kiimesi pre-6-I-

agiktir.

Teorem 4.2.2. f:(X,z,1)—(Y,v) bir fonksiyon ve Y uzay regular uzay

olsun. f fonksiyonu igin, asagidaki 6zellikler denktir:
(1) f fonksiyonu weakly I-pre siireklidir;
(2) f fonksiyonu pre-I-siireklidir;
(3) f fonksiyonu strongly 6-pre-I siireklidir.

Ispat. xe X noktas1 ve f(x)eV ev kiimesi olsun. Y uzayr regular uzay
oldugundan, f(x)eW < CI(W)c<V olacak sekilde W agik kiimesi vardmwr. f
fonksiyonu weakly pre-I-siirekli fonksiyon oldugundan, f(U) < Cl (W) olacak
sekilde U € PIO(X,x) kiimesi vardir. Buradan, f (U) cV olur. Bu sonug¢ bize f

fonksiyonunun pre-I-siirekli fonksiyon oldugunu gdsterir.

(2)= (3): xe X noktasive f(x)eV ev kiimesi olsun. Y uzay1 regular uzay
oldugundan, f(x)eW cCI(W)cV olacak sekilde W agik kiimesi vardir. f
fonksiyonu pre-I-siirekli  fonksiyon oldugundan f(U)cW olacak sekilde
U e PIO(X, X) kiimesi vardir. Simdi f (p:CI(U)) < CI(W) oldugunu gostermeliyiz.
y¢CI(W) olsun. Kapanis noktasi tanimindan, GNW =¢ olacak sekilde y
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noktasmim acik bir G komsulugu vardir. f fonksiyonu pre-I-siirekli oldugundan
f(G)ePIO(X) ve f(G)nU =¢ dir. Béylece f(G)n piCI({U)=¢ olur. O
halde G f(piCI(U))=¢ dir. Buradan, y¢ f(p:CI(U)) olur ki bu da bize
f(p:CI(U)) c CI(W) <V oldugunu gosterir.

(3)= (1): Uyar14.2.2. den agiktir.

Sonu¢ 4.2.1. f :(X,T, I ) —)(Y,z), |1) bir fonksiyon ve Y uzayi regular-I-uzay

ve | ={¢} olsun. f fonksiyonu i¢in asagidaki 6zellikler denktir:
(1) f fonksiyonu weakly I-pre siireklidir;
(2) f fonksiyonu pre-I-siireklidir;
(3) f fonksiyonu strongly 0-pre-I siireklidir.

Tamm 4.2.2. (X,7,1) ideal topolojik uzay olsun. F < X kapal kiimesi ve

x¢F noktasi i¢in, ayrik, pre-l-agk U,V komsuluklari varsa (X,z,1) ideal

topolojik uzayina p-I-regular uzay denir.

Lemma 4.2.1. (X,7,1) ideal topolojik uzaymm p-l-regiiler uzay olmasi i¢in

gerek ve yeter sart her X e X noktasi ve X noktasinin her agik U komsulugu icin,
xeW c piCI(W) c U olacak sekilde W € PIO(X, Xx) kiimesinin olmasidir.

Ispat. =:xe X noktas1 ve U kiimesi de X noktasiin acik bir komsulugu

olsun. U kiimesi ag¢ik kiime oldugundan X —U kiimesi kapali ve x¢ X —U olur.
(X,7,1) uzayi p-I-regular uzay oldugundan x €W, X —U <V olacak sekilde ayrik,

pre-l-acik W,V kiimeleri vardir.
VAW =@ =V c X-W =V =pnt(V) < punt(X —W) =X — piCI(W)
O halde,

piICIW)yc X -V cU
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dir. Buradan, p:CI(W) < U sonucunu elde ederiz.

< F kapali ve x¢ F alalim. O halde, X —F kiimesi a¢ik ve xe X —F dir.
Hipotezden, xeV < piCI(V) < X — F olacak sekilde V € PIO(X,x) kiimesi vardir.

Buradan, F < X — piCI(V) dir ve boylece X uzayi p-l-regular uzaydir.

Teorem 4.2.3. f :(X,r,l)—)(Y,u) stirekli fonksiyonunun strongly 6-pre-I

stirekli fonksiyon olmasi igin gerek ve yeter sart X uzaymm p-l-regular uzay

olmasidir.

= f : X — X fonksiyonu birim fonksiyon olsun. x € X noktasi ve U kiimesi
de X noktasmnimn agik bir komsulugu olsun. Bu durumda x= f(x)eU olur ve f
fonksiyonu strongly 6-pre-I siirekli fonksiyon oldugundan f(p:CI(G)) cU olacak
sekilde G € PIO(X, x) kiimesi vardir. Buradan; x € G < piCI(G) c U ifadesini elde

ederiz. Boylece X uzayi p-1-regular uzaydir.

<. Xe X noktasi ve V kiimesi f(x) noktasinm agik bir komsulugu olsun. f
fonksiyonu siirekli oldugundan xe f (V) ve f*(V)er dur. X uzay: p-l-regular
uzay oldugundan, piCI(U)c f(V) olacak sekilde bir U e PIO(X,x) kiimesi
vardir. Buradan, f(p:CI(U)) <V olur ki bu sonugta bize f fonksiyonunun strongly

0-pre-1I siirekli fonksiyon oldugunu gosterir.

Tamm 4.2.3. (X,7,1) ideal topolojik uzay olsun. F < X pre-I-kapali kiimesi

ve Xx¢F noktasi i¢in, ayrik, pre-l-acik U,V komsuluklar1 varsa (X,T,') ideal

topolojik uzayina pre-l-regular uzay denir ( [4], Acikgoz ve ark.).

Lemma. 4.2.2. (X VTl ) ideal topolojik uzayinin pre-l-regiiler uzay olmasi i¢in

gerek ve yeter sart her X € X noktasi ve X noktasmin her pre-l-agik U komsulugu
icin XxeV < piCI(V) cU olacak sekilde V € PIO(X, x) kiimesinin olmasidir ( [4],
Acikgoz ve ark.) .
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Teorem 4.2.4. (X,7,1) uzay: pre-I-regiiler uzay olsun. f:(X,z,1)—>(Y,0)
fonksiyonunun strongly 6-pre-1 siirekli olmasi igin, gerek ve yeter sart f

fonksiyonunun pre-I-siirekli olmasidir.
Ispat. =: Uyar14.2.2. den agiktur.

< Xe X noktasi ve V kiimesi f(x) noktasinin agik bir komsulugu olsun. f
fonksiyonu pre-I-siirekli fonksiyon oldugundan f (V) e PIO(X,X) dir. X uzay1
pre-1-regular uzay oldugundan p:CI(U) < £ (V) olacak sekilde bir U € PIO(X,X)
kiimesi vardir. Buradan f (p:CI(U)) <V olur ki bu sonugta bize f fonksiyonunun

strongly 0-pre-I siirekli fonksiyon oldugunu gosterir.

Tanim 4.2.4. (X,Z’, I) ideal topolojik uzay olsun. X uzaymin her alt kiimesi I-

lokal kapali kiime ise (X,T, I) uzayma I-submaximal uzay denir ([32], Yiiksel ve

ark.) .

Lemma 4.2.3. [32] (X,z,1) ideal topolojik uzayr I-submaximal uzay ise

PIO(X) =7 esitligi vardur.

Teorem 4.2.5. (X,7,1) uzay: I-submaximal uzay olsun. f:(X,z,1)—(Y,0)

fonksiyonu strongly 6-pre-I siirekli fonksiyon ise strongly 6-I-stirekli fonksiyondur.

Ispat. =: xe X noktasi ve V kiimesi f(x) noktasmin acik bir komsulugu

olsun. f  fonksiyonu strongly ©6-pre-I siirekli fonksiyon oldugundan,
f (peCI(U)) <V olacak sekilde bir U € PIO(X, x) kiimesi vardir. (X,Z’, I) uzay1 I-

submaximal oldugundan U ez dur ve
piCI({U) =U U Cl(int (U)) =U U CI(U) = CI(U)

oldugundan, f(CI"(U))< f(CI(U)) <V olur ki buradan f fonksiyonu strongly 6-

I-siirekli fonksiyondur.
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Teorem  426. (X,z,1) uzayt  I-submaximal uzay  olsun.

f :(X,r,l)—)(Y,U,I) fonksiyonu strongly 6-pre-1 siirekli fonksiyon ise weak |

stirekli fonksiyondur.

Ispat. Ispat agiktur.
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4.3. Ozellikler

Teorem 4.3.1. f:(X,7,1)>(Y,0,1;) ve g:(X,7,1) > X xY fonksiyonlar1
verilsin. g(x) =(x, f(x)) ile tanimlanmig ve f fonksiyonunun grafik fonksiyonu

olsun.

(1) g fonksiyonu strongly 0-pre-1 siirekli fonksiyon ise f fonksiyonu strongly

0-pre-I siirekli fonksiyon ve X uzay1 p-I-regular uzaydir.

(2) f fonksiyonu strongly 0-pre-I siirekli fonksiyon ve X uzayi pre-I-regular

uzay ise g fonksiyonu strongly 8-pre-1 siirekli fonksiyondur.

Ispat. (1) xe X noktas1 ve V kiimesi f(x) noktasinm agik bir komsulugu
olsun. O halde XxV kiimesi g(x) noktasmin agik bir komsulugu olur. ¢
fonksiyonu strongly 6-pre-I siirekli oldugundan g(p:CI(U)) = X xV olacak sekilde
bir U ePIO(X,x) kiimesi vardir. Buradan, f(pCI(U))<V olur. Simdi X

uzaymin p-l-regular oldugunu goésterelim. U kiimesi X noktasmin agik bir

komsulugu olsun. Bu durumda UxY kiimesi ¢(x) noktasinin agik bir
komsulugudur. g fonksiyonu strongly ©-pre-1 siirekli fonksiyon oldugundan
g(piCI(W)) cUxY olacak sekilde bir W € PIO(X,x) kiimesi vardir. Buradan,

p:CI(W) < U olur ki buda X uzaymnm p-I-regular uzay oldugunu gdosterir.

(2) xe X noktast ve W kiimesi X xY wuzaymda ¢(x) noktasinin agik bir
komsulugu olsun. O halde; U xV cW olacak sekilde xeU, f(x) eV agik kiimeleri
vardr. f  fonksiyonu strongly ©O-pre-1 siirekli fonksiyon oldugundan,

f (ptCI(G)) <V olacak sekilde bir G € PIO(X,x) kiimesi vardir. Buradan, U NG

kiimesi X noktasmimn pre-l-a¢ik bir komsulugu olur. X uzay1 pre-l-regular uzay
oldugundan XxeT < piCI(T) cU NG olacak sekilde bir T € PIO(X,x) kiimesi

vardir. Boylece

g(pCI(T)) cUx f(piCI(G)) cUxV =W
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olur ki bu da bize g fonksiyonunun strongly 6-pre-1 siirekli fonksiyon oldugunu

gosterir.

Sonu¢ 4.3.1. (X,7,1) uzayr pre-l-regiller uzay olsun. f:(X,z,1)—>(Y,0)

fonksiyonunun strongly 0-pre-1 siirekli olmasi igin gerek ve yeter sart
g(x) =(x, f(x)) ile tanimlanmis g:(X,z,1) —> X xY grafik fonksiyonunun strongly

0-pre-I siirekli olmasidir.

Teorem 4.3.2. ([32],Yiiksel ve ark.) (X,z,1) ideal topolojik uzay ve

A, X, < X olsun.

(1) AePIO(X), X, € SIO(X) ise An X, ePIO(X,).
(2) AcPIO(X,) Ve X, ePIO(X) ise AcPIO(X).

Teorem 4.3.3. ([32],Yiiksel ve ark.) (X,z,1) ideal topolojik uzay ve
Ac X, X olsun ve pCly (A4) sembolii A kiimesinin X, altuzaymnda pre-I-

kapanigini gostersin.

(1) Eger X, kiimesi X uzaymnda semi-l-agiksa piCly (4) = piCI(A) dir.

(2) AePIO(X,) ve X, ePIO(X) ise piCI(4) = pCly (A)-.

Teorem 4.3.4. f:(X,z,1)—>(Y,v) strongly 0-pre-1 siirekli fonksiyon ve
X, < X'semi-l-acik bir kiime ise f/X,:(X,, 7/ X,,1/X,)—(Y,v) fonksiyonu

strongly 6-pre-1 siirekli fonksiyondur.

Ispat. xe X, noktas1 ve V  kiimesi f(x) noktasmin agik bir komsulugu
olsun. f  fonksiyonu strongly 6-pre-l1 siirekli fonksiyon oldugundan,
f(pCl(U)) <V olacak sekilde bir U € PIO(X,x) kiimesi vardir. U, =U N X,
olsun. Teorem 4.3.2 geregince, U, € PIO(X,) ve Teorem 4.3.3 geregince,

piCly (U,) < piCI(U,)
olur. O halde,
(f 1 X)(PeCly, (Uy)) = f (piCly (Uy)) = f (piCLU,)) < T (peCIU)) =V
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olur ki, bu da f /X, kisitlanmasmnin strongly 6-pre-l siirekli fonksiyon oldugunu

gosterir.

Teorem 4.3.5. f:(X,z,1)—(Y,v) fonksiyon olsun. Her x e X noktasi igin,
X, € PIO(X,x) kiimesi varsa ve f/X,:(X,,7/X,,1/X,)—(Y,0) kisitlanmis
fonksiyonu strongly-6-pre-I-siirekli ise f fonksiyonu da strongly 0-pre-lI siirekli

fonksiyondur.

Ispat. xe X noktas1 ve V kiimesi de f (x) noktasmin agik bir komsulugu
olsun. f /X, kisitlanmis fonksiyonu strongly 6-pre-I siirekli fonksiyon oldugundan;
(f I X)(peCly (U)) = f (piCly (U)) =V
olacak sekilde U € PIO(X,, X) kiimesi vardir. Teorem 4.3.3. geregi,
f(pCIU)) = f(pCL (U)) =V

olur ki buradan f fonksiyonu, strongly 8-pre-1 siirekli fonksiyondur.

Tamm 4.3.1. ([3], A¢cikgoz ve ark.) f:(X,z,1)—(Y,v) fonksiyon olsun. Y

uzaymin her pre-l-agik kiimesinin ters goriintiisi X uzayinda pre-l-agik kiime

oluyorsa f fonksiyonuna pre-l-irresolute fonksiyon denir.

Teorem 4.3.6. f:(X,z,1)—>(Y,0,1,) fonksiyonu i¢cin asagidaki O6zellikler

esdegerdir:

(1) f fonksiyonu pre-I-irresolute fonksiyondur;
(2) YACY icin, f(punt(A4)) < punt(f(A));

(3) VACY icin, piCI(f1(A4)) = fH(piCI(A)).

Ispat. (1)=(2): AcY olsun. punt(A4) kiimesi pre-l-acik kiimedir. f
fonksiyonu pre-1-irresolute oldugundan, f*(punt(A)) kiimesi pre-l-agiktir. Buradan

f *(punt(A)) = punt(f(piint(A))) < punt(f(A4))

olur.
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(2)=(3): AcY olsun. Y — A kiimesini géz Oniine alalim. (2) ifadesinden
f (punt(Y — A)) < pulnt(f (Y — A)) dir. [31] de punt(Y — A) =Y — piCI(A4) ve
piCI(Y — A) =Y — pilnt(A) oldugu gosterilmistir. Bu ifadelerden faydalanarak;

f Y (punt(Y — A)) = (Y — prCI(A))
= X — f (piCI(A))
< punt(fH(Y - A))
= punt(X - f7(4))
= X = peCI(f7(4))

ifadesini elde ederiz. Buradan da tiimleme islemi yardimiyla

peCI(f () < f T (pCl(A))
bagintismi buluruz.

(3) =(1): F <Y pre-l-kapali kiimesi verilsin. (3) ifadesinden;
pCI(f T (F) < f 7 (peCU(F)) = f7H(F)

ifadesini elde ederiz. Boylece f fonksiyonu pre-l-irresolute fonksiyondur.

Lemma 4.3.1. f:(X,7,1)>(Y,0,l;) fonksiyonu pre-l-irresolute ise Y
uzayindaki her pre-0-l-acik kiimenin ters goriintiisii X uzaymda pre-6-l-agik

kiimedir.
Ispat. f(X)eV <Y pre-6-l-agik kiime ve xe f (V) olsun. V kiimesi pre-6-

I-agik kiime oldugundan, f(x) eW < piCI(W) <V olacak sekilde bir W € PIO(Y)
kiimesi vardr. f  fonksiyonu pre-l-wresolute  fonksiyon  oldugundan,
f (W) e PIO(X) ve Teorem 4.3.6 geregince, piCI(f (W) < f(pCI(W)) dur.
Buradan;

xe f2W) e pCI(f W) < fH(pCl) < £ (V)
olur. O halde f (V) kiimesi pre-0-l-agiktir.

Teorem 4.3.7. f : (X, 7, 1) > (Y,u, 1) ve g:(Y,0,1,) > (Z,9,1,) fonksiyonlar1

verilsin.
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(1) f fonksiyonu strongly 6-pre-l siirekli ve g fonksiyonu siirekli ise

gof : (X,z,1) > (Z,¢,1,) bileske fonksiyonu strongly 8-pre-1 siireklidir.

(2) f fonksiyonu pre-l-irresolute fonksiyon ve g fonksiyonu strongly 6-pre-I
siirekli fonksiyon ise gof : (X,z,1) —>(Z,¢,1,) bileske fonksiyonu strongly 6-pre-I

stirekli fonksiyondur.

Ispat. (1) V kiimesi Z uzaymda acgik kiime olsun. g fonksiyonu siirekli
fonksiyon oldugundan, g™*(V) kiimesi Y uzaynda agiktir. f fonksiyonu strongly
0-pre-1 siirekli fonksiyon oldugundan, f*(g™(V)) kiimesi X uzayinda pre-0-l-agik
kiimedir. O halde, gof bileske fonksiyonu strongly 0-pre-I siirekli fonksiyondur.

(2) V kiimesi Z uzayinda acik kiime olsun. g fonksiyonu strongly 6-pre-I
siirekli fonksiyon oldugundan, g (V) kiimesi Y uzayinda pre-0-l-agik kiimedir. f
fonksiyonu pre-l-irresolute fonksiyon oldugundan, f*(g™*(V)) kiimesi X uzayinda

pre-0-l-a¢ik kiimedir. O halde, gof bileske fonksiyonu strongly 6-pre-I siireklidir.
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4.4. Str.0.pre.l.c Fonksiyon ve Yeni Ayirma Aksiyomlariyla Tliskisi

Tanmm 4.4.1. (X,z,1) ideal topolojik uzay olsun. X uzaymnmn birbirinden
farkli her X,y nokta ¢ifti igin, sirastyla X ve y noktalarmi igeren U,V ayrik ve pre-

I-agik komsuluklar1 varsa bu uzaya pre-1-T,- uzay denir.

Tamm 4.4.2. (X,z,1) ideal topolojik uzay olsun. X uzaymin birbirinden
farkli her x,y nokta cifti icin, piCI(U) N piCI(V) = ¢ olacak sekilde sirasiyla X ve
y noktalarint igeren U,V pre-l-acik komsuluklar1 varsa bu uzaya pre-1-Urysohn

uzay denir.

Teorem 4.4.1. f:(X,7,1)—(Y,v) fonksiyonu strongly 6-pre-l siirekli ve

birebir fonksiyon ve Y uzay1 To-uzay1 ise X uzay1 pre-1-T,-uzayidir.

Ispat. x,y noktalar1 X uzaymm birbirinden farkh iki noktasi olsun. f
fonksiyonu birebir fonksiyon oldugundan f(x)= f(y) dir. Y uzay1 To-uzay
oldugundan f(x)eU, f(y)gU veya f(y)eV, f(x)gV olacak sekilde U,V agik
komsuluklar1 vardir. 1.durum varsa, f fonksiyonu strongly 6-pre-I-siirekli fonksiyon
oldugundan, f(p:CI(W))cU olacak sekilde W ePIO(X,x) kiimesi vardir.
f(y) g f(p:CI(W)) oldugundan, y ¢ p:CI/(W) olur. Buradan; X — peCI(W) kiimesi
y noktasinin pre-l-acik bir komsulugu olur. O halde; X uzay1 pre-I-T-uzaydir.

2.durum varsa da benzer islemleri yaparak ayni sonuca ulasiriz.

Teorem 4.4.2. f:(X,z,1)—(Y,v) fonksiyonu strongly 0-pre-1 siirekli ve

birebir fonksiyon ve Y uzayi T,-uzay ise X uzayi pre-1-Urysohn uzayidir.

Ispat. X,y noktalar1 X uzaymm birbirinden farkh iki noktasi olsun. f
fonksiyonu birebir fonksiyon oldugundan, f(x)= f(y) dir. Y uzay1 T,-uzay
oldugundan, sirastyla f(x), f (y) noktalarini igeren ayrik, agik U,V kiimeleri vardir.
f fonksiyonu strongly 6-pre-I-siirekli fonksiyon oldugundan, f(p:CI(G))cU
olacak sekilde GePIO(X,x) kimesi ve f(piCI(H))<V olacak sekilde
H e PIO(X,y) kiimesi vardir. O halde f(p:CI(G)) f(ptCI(H))=¢ olur ki bu da

X uzaymin pre-1-Urysohn uzay oldugunu gosterir.
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Lemma 4.4.1. ([33], Yiiksel ve ark.)) (X,z,1) ideal topolojik uzay ve
Ac X,BcY olsun. O halde; CI"(A)xCl"(B) = ClI"(AxB) dr.

Lemma 4.4.2. (X,z,1) ideal topolojik uzay ve A< X,B Y olsun. Eger

ispat. AxB c Int, (CI", (A))x Int, (CI", (B)) = Int,_, (CI", (A)xCI", (B))

cInt, ., (CI', , (AxB)) oldugundan AxB e PIO(X xY) dur.

Lemma 4.4.3. (X,z,1) ideal topolojik uzay ve A,Bc X olsun. O halde;
piCl(Ax B) < piCI(A)x piCI(B) dir.

Ispat. (x,y)e X xX olsun ve (x,y)e piCl(AxB) alalim. Pre-l-kapanis

noktasi tammmindan;

JU e PIO(X, ),V € PIO(X,Y) 3(x,Y) €U xV e PIO(X x X)
ve (AnU)x(BNV)=(AxB)n(UxV)#¢ dir. Buradan, AnU ¢ ve BNV =¢
olur.Buradan, x € piCI(A4) ve y e ptCI(B) dir ve boylece (X,Y) e piCI(A)x piCI(B)
olur ki bu da bize piCl(Ax B) < piCI(A)x prCI(B) oldugunu gosterir.

Teorem 4.4.3. f:(X,z,1)— (Y,0) fonksiyonu strongly 0-pre-1 siirekli ve Y
uzay1 Tp-uzay olsun. Az{(x, y): f(x)= f(y)} kiimesi X x X uzaymmda pre-6-I-

kapali kiimedir.

Ispat. (x,y)¢ A olsun. Bu durumda f(x)= f(y) dir. Y uzayr Tr-uzay
oldugundan, f(x), f(y) noktalarmin sirastyla V,W ayrik, agik komsuluklar1 vardir.
f fonksiyonu strongly 6-pre-1 siirekli fonksiyon oldugundan, f(p:CI(U)) <V
olacak sekilde U ePIO(X,x) kiimesi ve f(pCI(G))cW olacak sekilde
G e PIO(X,y) kiimesi vardir. Lemma 4.4.2 geregince, (X,Y) €U xG e PIO(X x X)
dir ve ayrica,
(prClU)x piCI(G)) N A=¢
dir. Yani (ptCI(U)x piCI(G)) < (X x X)— A4 dir. Lemma 4.4.3. geregince,
p:CI(U xG) < piCI(U) x piCI(G)
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oldugundan, (X,y)eUxGc piCI(UxG)c(XxX)—A4 olur ki bu da bize
(X x X)—A kiimesinin pre-0-l-agik oldugunu gosterir. Tiimleme isleminden de A

kiimesinin pre-0-1-kapali oldugu goriiliir.

Tamm 4.43. f:(X,7,1)—>(Y,v) fonksiyon ve G(f) grafigi f
fonksiyonunun  grafigi olsun. Her (X,y)e(XxY)-G(f) noktast igin,
(piCI(U)xV)NG(f) =¢ olacak sekilde X noktasinin pre-l-acik bir komsulugu ve

y noktasmin agik bir komsulugu varsa G(f) grafigine strongly pre-I1-kapah denir.

Lemma 4.44. f:(X,z,1)—>(Y,v) fonksiyonunun G(f) grafiginin X xY

uzayinda strongly pre-l-kapali kiime olmasi i¢in gerek ve yeter sart
V(X Y) e (XxY)-G(f) i¢in, f(p:CI(U))NV =¢ olacak sekilde x noktasinin pre-

I-acik bir komsulugu ve y noktasinin agik bir komsulugunun olmasidir.

Ispat. Tanimm direkt sonucudur.

Teorem 4.4.4. f:(X,z,1)—(Y,v) fonksiyonu strongly 0-pre-1 siirekli ve Y
uzay1 To-uzay ise G(f) grafigi X xY uzaymnda strongly pre-l-kapalidir.

Ispat. (x,y) e(X xY)=G(f) olsun. Bu durumda f(x)= f(y) dir. Y uzay
To-uzay oldugundan, f(x), f(y) noktalarmin swrastyla V,W ayrik, agik
komsuluklar1 vardir. f fonksiyonu strongly 6-pre-1 siirekli fonksiyon oldugundan
f(pCI(U)) V'  olacak sekilde U ePIO(X,x) kiimesi vardir. O halde;
f(pCI(U)) "W =¢ olur. Boylece Lemma 4.4.4. geregince, G(f) grafigi X xY
uzayinda strongly pre-1-kapalidir.
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4.5. Str.0.pre.I.c Fonksiyonlarin Korunan Ozellikleri

Tanmim 4.5.1. (1) X uzaymin her pre-l-agik ortiisiiniin pre-1-kapaniglarinin , X
uzaymi oOrten, sonlu ( sayilabilir ) bir alt Ortiisii varsa uzaya p-l-kapah ( p-I-
Lindel6f) uzay denir.

(2) X wuzaymin her sayilabilir pre-l-agik Ortiistiniin pre-I1-kapaniglarinin, X

uzayini orten, sonlu bir alt ortiisii varsa uzaya sayilabilir p-1-kapah uzay denir.

Teorem 45.1. f:(X,z,1)—(Y,v) fonksiyonu o6rten, strongly 0-pre-1 siirekli

fonksiyon ve X uzay1 p-l-kapali uzay ise Y uzayi kompakt uzaydir.

Ispat. (A)., ailesi Y uzaymm acik bir ortiisii olsun. X e X noktasi igin, A
kiimesi de f (x) noktasinin agik bir komsulugu olsun. f fonksiyonu strongly 0-pre-I

sirekli oldugundan her iel igin, f(pCI(U;))c A olacak sekilde bir

U. € PIO(X, x) kiimesi vardir. X uzayi p-l-kapali oldugundan,

X =(_J{U; :U, e PIO(X,x)} iken X :LanzCl(Ui)

iel i=1
dir. Buradan Y = f(X)=Jf(pCI(U)))=|J4 dir ki bu da bize Y uzaymm
i=1 i=1
kompakt oldugunu gosterir.

Teorem 4.5.2. f:(X,7,1)—>(Y,v) fonksiyonu orten ve strongly 0-pre-I-

stirekli olsun. Eger X uzay1 p-l-Lindel6fise Y uzay1 Lindelof uzayidir.

Ispat. (A),, ailesi Y uzaymin agik bir értiisii olsun. X e X noktas igin, A
kiimesi de f (x) noktasmin agik bir komsulugu olsun. f fonksiyonu strongly 6-pre-
| siirekli oldugundan, her iel icin, f(p:CI(U;))c A olacak sekilde bir

U, € PIO(X,x) kiimesi vardir. X uzay1 p-l-Lindel6f oldugundan;

X = J{U;:U, e PIO(X, x)}iken X = Jp:CI(U,)

iel neN

dir. O halde; Y = f(X)=Jf(p:CI(U,)) = | J4, olur ki bu da bize Y uzaymn

neN neN

Lindelof uzay oldugunu gosterir.
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Teorem 4.5.3. f:(X,z,1)—>(Y,v) fonksiyonu strongly 6-pre-lI-siirekli ve

orten olsun. Eger X wuzayi sayilabilir p-l-kapali ise Y uzayi sayilabilir kompakttir.

Ispat. (A),., ailesi Y uzaymin sayilabilir bir agik ortiisii olsun. xe X
noktasi icin A, kiimesi de f(X) noktasinn agik bir komsulugu olsun. f fonksiyonu
strongly 0-pre-I-siirekli oldugundan her neN igin, f(p:CI(U,)) < A, olacak
sekilde bir U, ePIO(X,x) kiimesi vardir. X uzayr sayilabilir p-I-kapali

oldugundan,

X =[Ju, iken X :LnJ p:CI(U;)

neN i=1
dir. Buradan; Y = f(X)=J f(p:CI(U})) =| J4 olur ki bu da bize Y uzaymnm
i=1 i=1
sayilabilir kompakt oldugunu gosterir.

Teorem 4.5.4. f:(X,z,1)—>(Y,v) fonksiyon olsun. K< X kiimesi p-I-
kapali ve G(f) grafigi X xY uzaymnda strongly pre-l-kapali ise f(K) kiimesi Y

uzayinda kapalidir.

Ispat. yeY—-f(K) ve xeK olsun. O halde, (x,y)eG(f) olur. G(f)
grafigi strongly pre-l-kapali oldugundan, f(p:CI(U;))NV,=¢ olacak sekilde x

noktasinin pre-l-agik bir U, komsulugu ve y noktasinin agik bir V. komsulugu

vardir. V; kiimesi y noktasinin agik komsulugu oldugundan V = Wi kiimesi de y

i=1

noktasinin agik bir komsulugu olur. K kiimesi p-I-kapali oldugundan,

K < U, :U; e PIO(X, )} iken K UpoI(Ui)

iel i=1

dir. Boylece;
f(K)nV anJf (pol(Ui))mVCLnJ(f(pol(Ui)mVi) =¢

olur. Buradan; y ¢ CI(f (K)) dir. O halde f(K) kiimesi kapalidir.
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Teorem 4.5.5. (X,z,1) uzay:1 I-submaximal uzay olsun. f :(X,z,1)—(Y,0)
fonksiyonu strongly pre-l-kapali grafikliyse Y uzayindaki her kompakt K kiimesi
icin, f*(K) kiimesi 0- kapalidir.

Ispat. xe X noktas;, K kiimesi Y uzaymm kompakt bir alt kiimesi ve

x¢ f(K) olsun. yeK noktast igin, (X,y)&G, oldugundan, Lemma 4.4.4.
geregince f(pCI(U;)) NV, =¢ olacak sekilde x noktasmin bir U, pre-l-acik

komsulugu ve y noktasmm agik bir V, komsulugu vardir. UViy kiimesi K
yeK

n
kiimesinin acik ortiisii oldugundan, UVi kiimesi K kiimesinin sonlu bir ortiistidiir.
i=1

X uzay1 I-submaximal oldugundan; U, kiimesi agiktir ve piCI(U,)=CI(U;) dur.

U= ﬂUi alalim. Bu bilgilerden faydalanarak;

fe1U) K ULt 1w vl U ) vl=¢

bagmtisin1 elde ederiz. Buradan; CIU) f ' (K)=¢ oldugunu gériiriiz. Yani;

x & Cl,(f (K)) olur ki bu da bize f*(K) kiimesinin 0-kapali oldugunu gdsterir.
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SONUC VE ONERILER

(X,7) topolojik uzayinda tanimlanan strongly 0-pre siirekli fonksiyonlar1 ele
aldik. Bu siireklilik ¢esidini ideal topolojik uzaylarda tanimlayarak ideal topolojik
uzay ve topolojik uzaylarda daha Onceden tanimlanan siireklilik ¢esitleriyle
karsilastirdik ve tanmmladigimiz bu siireklilik ¢esidine ait bir¢cok ozellik ve

karakterizasyon elde ettik.

Incelemis oldugumuz bu siireklilik ¢esidinden yola cikilarak daha zayifi

tanimlanabilir ve yeni 6zellikler elde edilebilir.
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