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         Çalışmamız üç bölümden oluşmaktadır.  

         Birinci bölümde [20]’de verilen strongly θ-pre-sürekli fonksiyonları ayrıntılı 

bir şekilde ele aldık.  

         İkinci bölümde ideal topolojik uzay kavramını göz önüne alarak çalışmamızda 

kullanacağımız sonuçları aktardık. Ayrıca lokal fonksiyonun tanımını ve özelliklerini 

inceledik. 

         Üçüncü bölümde ise ideal topolojik uzaylarda strongly θ-pre-I sürekli 

fonksiyonlar adını verdiğimiz yeni bir süreklilik çeşidini tanımladık ve bilinen diğer 

süreklilik çeşitleriyle karşılaştırmasını yaparak yerini tespit ettik. Ayrıca ideal 

topolojik uzaylarda p-I-regüler uzay, pre-I-T2-uzay, pre-I-Urysohn uzay, p-I-kapalı 
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uzay, p-I-Lindelöf uzay, sayılabilir p-I-kapalı uzay gibi yeni kavramlar verdik. Bu 

kavramları kullanarak tanımladığımız yeni süreklilik çeşitinin özelliklerini inceledik 

ve yeni karakterizasyonlar elde ettik. Ayrıca konuyla ilgili örnekler bularak 

kavramların daha iyi anlaşılmasını sağladık. 

 

 

Anahtar Kelimeler: Strongly θ-pre-I sürekli fonksiyon, P-I-regüler uzay, Pre-I-T2- 

uzay, Pre-I-Urysohn uzay, P-I-kapalı uzay, P-I-Lindelöf uzay, Sayılabilir p-I-kapalı 

uzay 
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         This study consists of three sections. 

         In first section we study strongly θ-precontinuous functions which has defined 

in [20].  

         In second section we consider the concept of ideal topological space and we 

present some proporties of it which we use in our study. Also, we give the definition 

of local function and investigate its properties. 

          In third section we define a new kind of continuity; called strongly θ-pre-I 

continuous functions and compare it with the other kinds of  known continuity and 

we obtain its place. Moreover we give new definitions in ideal topological spaces as 

p-I-regular space, pre-I-T2-space, pre-I-Urysohn space, p-I-closed space, p-I-Lindelöf 

space and countably p-I-closed space. By using these definitions we provide some 
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proporties and new charactarizations of strongly θ-pre-I continuous functions. And 

also we give examples about the concept. 

 

 

Key Words: Strongly θ-pre-I continuous functions, P-I-regular space, Pre-I-T2- 

space, Pre-I-Urysohn space, P-I-closed space, P-I-Lindelof space, Countably p-I-

closed space 
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                                 : Ait 

                                  : Ait değil 

         A B                 : A kesişim B 

         A B                 : A birleşim B 

         A B                  : A fark B 

         tA                       : A kümesinin tümleyeni 

         A                       : A X olmak üzere X kümesi üzerinde alt uzay topolojisi 

         ( , )AX                : Alt topolojik uzay 

                                 : Boş küme   

      A B                   : B kümesi A kümesini kapsar         

      AB                   : B kümesi A kümesini kapsamaz 

         =                        : Eşit 

                                 : Eşit değil      

        X                         : Evrensel küme    

                                : Gerek şart  

         ( )P X                  : Güç kümesi 

                                 : Her 

         ( , , )X I              : Ideal topolojik uzay 

                                  : Topolojik yapı 

         ( , )X                  : Topolojik uzay  

                                : Yeter şart 

          I                        : X kümesi üzerindeki herhangi bir ideal 

         cI                        : X kümesinin sayılabilir alt kümelerinden oluşan ideali 
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fI                       : X kümesinin sonlu alt kümelerinden oluşan ideali 

         
( )xG                    : ( , )X   topolojik uzayındaki x noktasının açık komşuluklar                

                                    ailesi 

         
( )x                     : ( , )X   topolojik uzayındaki x noktasının komşuluklar ailesi               

       
~

A                         : ( , )X   topolojik uzayındaki A X  kümesinin yığılma nokta  

                                    ları kümesi 

         yoğ(A)               : ( , )X   topolojik uzayındaki A X  kümesinin yoğunlaşma 

                                    noktaları kümesi 
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1.GİRİŞ

 

         Lokal fonksiyon kavramı ilk defa 1933 yılında Kuratowski tarafından 

tanımlandı ve özellikleri incelendi [14]. 1945 yılında Vaidyanathaswamy [29] lokal 

fonksiyon kavramından yararlanarak yeni bir kapanış işlemi tanımladı ve bu 

işlemden faydalanarak ideal topolojik uzaylar oluşturdu ve bu topolojinin bir tabanını 

elde etti. 1964 yılında Hayashi kendi adını verdiği Hayashi uzayını tanımladı. Daha 

sonra Samuels [28] 1975 yılında idealleri değiştirerek lokal fonksiyonun bazı 

ideallerde genel topolojide bilinen kapanış noktası, yoğunlaşma noktası, yığılma 

noktası ve II.kategoriden nokta kavramlarıyla çakıştığını gösterdi. 1990 yılında 

Jankovic ve Hamlett [13] geçmişte yapılmış tüm bu çalışmaları inceleyerek ideal 

topolojilerin temelini oluşturan kapsamlı bir çalışma yaptılar. 

         Biz bu çalışmada; 2001 yılında Noiri [20] tarafından tanımlanmış strongly θ-

pre sürekli fonksiyonları ele aldık ve bu süreklilik çeşidini ideal topolojik uzaylara 

taşıyarak strongly θ-pre-I süreklilik adını verdiğimiz yeni bir süreklilik çeşidi elde 

ettik. Elde ettiğimiz süreklilik çeşidini bilinen diğer süreklilik çeşitleriyle 

karşılaştırdık ve daha kuvvetlisi ile daha zayıfını bularak yerini tespit ettik. Karşıt 

örneklerle de yeni tanımladığımız kavramın daha iyi anlaşılmasını hedefledik. Ayrıca 

yeni kavramların tanımını vererek strongly θ-pre-I sürekliliğin bazı özelliklerini elde 

ettik. 

          Bu çalışmada ( , )X   topolojik uzayı ve ( , , )X I  ideal topolojik uzayı, 

üzerinde hiçbir ayırma aksiyomu olmayan uzay olarak alınacaktır. ( , )X   ve ( , )Y    

topolojik uzayları kısaca X  ve Y  ile gösterilecektir. ( , )X   veya ( , , )X I  

uzaylarından alınan herhangi bir A  alt kümesinin içini ve kapanışını sırasıyla int( )A  

ve ( )Cl A  ile göstereceğiz. Ayrıca ( , , )X I  uzayındaki herhangi bir A  alt kümesinin 

lokal fonksiyonunu kısaca *A  olarak ve yıldız kapanışını da *( )Cl A  olarak 

göstereceğiz. 
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2. STRONGLY θ-PRE SÜREKLİ FONKSİYON 

         A  kümesi, ( , )X   topolojik uzayının bir alt kümesi olmak üzere eğer A  int

  Acl  ise A  kümesine pre-açık [16] ya da nearly açık [25] denir. :f X Y  

fonksiyon olmak üzere ( , )Y   uzayının her açık V  kümesi için  Vf 1  kümesi X  

uzayında pre-açık oluyorsa fonksiyona pre sürekli fonksiyon [16] denir. Pre-

süreklilik kavramı Ptak [25] tarafından near-süreklilik, Frolik [9] ve Husain [11] 

tarafından almost-süreklilik olarak adlandırılmıştır. Jankovic [12] almost weak 

sürekliliği pre-sürekliliğin zayıf bir hali olarak tanımlamıştır. Popa ve Noiri [24] 

weak-pre-sürekliliği tanımlamış ve almost weak sürekliliğin weak pre-sürekliliğe 

denk olduğunu göstermişlerdir. Bu bölümde [20] de verilen, pre sürekliliğin daha 

kuvvetli bir çeşidi olan, strongly θ-pre sürekli fonksiyonları ele alacağız. 

 

2.1. Ön Bilgiler 

         ( , )X   topolojik uzay ve A X olsun. Eğer A  int   Cl A ( A    intCl A ) 

ise A  kümesine pre-açık [16], (semi-açık [15] ) denir. Pre-açık bir kümenin 

tümleyeni pre-kapalıdır. A  kümesini içeren tüm pre-kapalı kümelerin kesişimi A  

kümesinin pre-kapanışı olarak adlandırılır ve  pCl A  ile gösterilir [8]. A  kümesinin 

pre-içi, A  kümesinde kapsanan tüm pre-açık kümelerin birleşimi olarak tanımlanır 

ve  pInt A  ile gösterilir. ( , )X   uzayının tüm pre-açık kümelerinin ailesi  XPO  

ile gösterilir.  xXPO ,   { U : xU ve U  XPO } ile tanımlanır. ( , )X   uzayının 

bir x  noktasını içeren her U  açık kümesi için,  Cl U A  oluyorsa bu x  

noktasına A  kümesinin -kapanış noktası denir [30]. A  kümesinin bütün -kapanış 

noktalarının kümesi A  kümesinin -kapanışı olarak adlandırılır ve  Cl A  ile 

gösterilir.  A Cl A  ise küme -kapalıdır [30]. -kapalı bir kümenin tümleyenine 

-açık küme denir. ( , )X   uzayının bir  x  noktasını alalım, bu noktayı içeren her 

pre-açık U  kümesi için, ( )pCl U A  oluyorsa x  noktasına A  kümesinin pre-
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-kapanış noktası denir. A   kümesinin bütün  pre--kapalı  noktalarının kümesine 

A  kümesinin pre--kapanışı denir ve  pCl A  ile gösterilir.  A pCl A  oluyorsa 

küme pre--kapalıdır. Pre--kapalı kümenin tümleyeni pre--açık kümedir [22] . 

         Tanım 2.1.1. YXf :  bir fonksiyon; her Xx  noktası ve Y  uzayının 

 xf  noktasını içeren her V  açık kümesi için,   VUf   (    VClUf  ) olacak 

şekilde bir  xXPOU ,  kümesi varsa f  fonksiyonuna pre sürekli [16] ya da 

almost sürekli [11] (weakly pre-sürekli [24] ya da almost weakly sürekli [12] ) 

denir. 

          Tanım 2.1.2. YXf :  bir fonksiyon; her Xx  noktası ve Y  uzayının 

 xf  noktasını içeren her V  açık kümesi için,    VUpClf  olacak şekilde bir 

 xXPOU ,  kümesi varsa f  fonksiyonuna strongly -pre-sürekli ( st..p.c. ) 

fonksiyon denir [20]. 

         Tanım 2.1.3. YXf :  bir fonksiyon, her Xx  noktası ve Y  uzayının 

 xf  noktasını içeren her V  açık kümesi için,    VUClf  olacak şekilde x  

noktasının açık bir U  komşuluğu varsa f  fonksiyonuna strongly -sürekli 

foksiyon [19] denir. 

         Uyarı 2.1.1. Strongly -pre-süreklilik pre-süreklilikten daha kuvvetli ve 

strongly -süreklilikten daha zayıftır. Strongly -pre-süreklilik ve süreklilik 

aşağıdaki örneklerde de gösterildiği gibi birbirinden bağımsız kavramlardır [20]: 

        Örnek 2.1.1.     X   {a, b, c},      {, X, {a, b}}   ve    {, X, {c}} olsun.  

:f  ,X   ,Y  fonksiyonunu  af  a ,     ccfbf   şeklinde tanımlayalım. 

f  fonksiyonu st..p.c. dir fakat sürekli değildir. 

         Örnek 2.1.2. X   {a, b, c},  {, X, {a}, {b}, {a,b}},  {, X, {a}, {a,b}} 

olsun. :f   ,X  ,X  uzayına tanımlı birim fonksiyonu süreklidir fakat a  

noktasında st..p.c. değildir 
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2.2. Karakterizasyon 

         Teorem 2.2.1. [20] YXf :  fonksiyonu için, aşağıdaki özellikler denktir: 

         (1) f  fonksiyonu st..p.c. dir; 

         (2) Y  uzayının her V  açık kümesi için,  Vf 1  kümesi X  uzayında pre-- 

               açıktır; 

   (3) Y  uzayının her F  kapalı kümesi için,  Ff 1  kümesi X  uzayında pre--  

              kapalıdır; 

   (4) X  uzayının her A  alt kümesi için,   ApClf     AfCl  dır; 

   (5) Y  uzayının her B  alt kümesi için,      BClfBfpCl 11    dır. 

         İspat (1)(2) : V  kümesi Y  uzayının bir açık kümesi olsun. x   Vf 1  

alınsın. f  fonksiyonu st..p.c. fonksiyon olduğundan, f   UpCl V olacak 

şekilde bir  U  xXPO ,  kümesi vardır. Böylece;  

x   UpClU  Vf 1

 

dir. O halde  Vf 1  kümesi X  uzayında pre--açık küme olur. 

         (2)(3)  : Tümleme işleminden sonuç açıktır. 

         (3)(4) : A  kümesi X  uzayının herhangi bir alt kümesi olsun. Cl   Af  

kümesi Y  uzayında kapalı olduğundan, (3) ifadesi gereği,    AfClf 1  kümesi pre-

-kapalıdır. O halde;  

       
 ApCl  pCl    Aff 1  pCl     AfClf 1

  1f    AfCl  

 dır. Buradan;   ApClf   Cl   Af  olur. 

         (4)  (5) : B  kümesi Y uzayının herhangi bir alt kümesi olsun. (4) ifadesinden 

   BfpClf 1

    Cl    Bff 1  dır ve böylece pCl   Bf 1   BClf 1  

sonucu elde edilir. 

         (5)  (1) Xx  noktası ve V  kümesi f  x  noktasının herhangi bir açık 

komşuluğu olsun. VY   kümesi Y  uzayında kapalı olduğundan, 
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pCl   VYf 1   1f   VYCl    VYf 1  

olur. Buradan  VYf 1  kümesi X  uzayında pre--kapalıdır. Tümleme işlemine 

göre,  Vf 1  kümesi de x  noktasını içeren bir pre--açık küme olur. Pre--açık 

küme tanımından,    VfUpCl 1  olacak şekilde bir U PO  xX ,  kümesi vardır. 

Her iki tarafın görüntüsü alındığında, f   UpCl  V  olur. Bu da f  fonksiyonunun 

st..p.c. fonksiyon olduğunu gösterir. 

         Teorem 2.2.2. [20] Y  uzayı bir regular uzay olsun. Bir YXf :  fonksiyonu 

için, aşağıdaki özellikler denktir: 

(1) f  fonksiyonu weakly pre-süreklidir; 

(2) f  fonksiyonu pre-süreklidir;  

(3) f  fonksiyonu st..p.c. dir. 

         İspat (1)  (2) : Xx  noktası ve V  kümesi Y  uzayının f  x  noktasını 

içeren bir açık kümesi olsun. Y  uzayı regular uzay olduğundan,  

f  x W Cl  W  V  

 olacak şekilde bir W  açık kümesi vardır. f  fonksiyonu weakly-pre-sürekli 

olduğundan f  U  Cl  W  olacak şekilde bir U  PO  xX ,  kümesi vardır. 

Buradan; f  U V sonucu çıkar. 

         (2)  (3) : Xx  noktası ve V  kümesi Y  uzayının f  x  noktasını içeren bir 

açık kümesi olsun. Y  uzayı regular uzay olduğundan, 

f  x W  Cl  W  V  

olacak şekilde bir W  açık kümesi vardır. f  fonksiyonu pre-sürekli olduğundan 

dolayı  f  U W    olacak   şekilde  bir U   PO  xX ,  kümesi vardır.   Şimdi  ise  

f   UpCl  Cl  W  olduğu gösterilecektir. y  Cl  W  olsun. O halde WG  

olacak şekilde y  noktasının açık bir G  komşuluğu vardır. f  fonksiyonu pre-sürekli 

olduğundan,  Gf 1   PO  X  ve  Gf 1  U    ve    UpClGf 1    
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ifadesi elde edilir. O halde, G  f   UpCl    olur. Böylece y  f   UpCl  

olur. Sonuç olarak, f   UpCl  Cl  W  V  bulunur. 

         (3)  (1) : Uyarı 2.1.1.gereği açıktır. 

         Tanım 2.2.1. Bir X  uzayı eğer F  pre-kapalı (kapalı) kümesi ve FXx   

noktası için, Ux  ve F  V  olacak şekilde U  ve V  gibi iki ayrık pre-açık 

kümeye sahipse bu uzaya pre-regular [22]  (p-regular [8] ) uzay denir. 

         Teorem 2.2.3. [20] YXf :  sürekli fonksiyonunun st..p.c. olması  için 

gerek ve yeter şart X  uzayının p-regular uzay olmasıdır. 

          İspat   : XXf :  birim fonksiyon olsun. Hipotezden f  sürekli ve 

st..p.c. bir fonksiyondur. X  uzayının herhangi bir U  açık kümesi ve U  kümesinin 

herhangi bir x  noktası için, f  x   x    U  dur ve f  fonksiyonu st..p.c. 

fonksiyon olduğundan f   GpCl U olacak şekilde G  PO  xX ,  kümesi vardır. 

Buradan X  uzayı p-regular uzay olur. ([8] Teorem 3.2). 

          : XXf :  sürekli fonksiyon ve X  uzayı p-regular uzay olsun. Herhangi 

bir x  X  noktası ve f  x  noktasının herhangi bir V  açık komşuluğu için,  Vf 1  

kümesi X   uzayının x  noktasını içeren bir açık kümesidir. X  uzayı p-regular uzay 

olduğundan, x U  pCl  U   Vf 1  olacak şekilde bir U  PO  X  kümesi 

vardır ([8] Teorem 3.2). Buradan f   UpCl  V  olur. Böylece f  fonksiyonu 

st..p.c. dir. 

         St..p.c. fonksiyon pre-süreklidir, karşıtı ise genellikle doğru değildir. Ancak X

X  uzayına pre-regularlik şartı eklendiğinde aşağıdaki sonuç elde edilir: 

         Teorem 2.2.4. [20] X  uzayı bir pre-regular uzay olsun. YXf :  

fonksiyonunun st..p.c. olması için gerek ve yeter şart  f  fonksiyonunun pre-sürekli 

olmasıdır. 

         İspat.   : f  fonksiyonu pre-sürekli olsun. x  X  noktası ve V  kümesi Y  

uzayının f  x  noktasını içeren bir açık kümesi olsun. f  fonksiyonunun pre-
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sürekliliği gereği  Vf 1  PO  xX ,  olur ve X  uzayı pre-regular uzay olduğundan 

pCl  U   Vf 1      olacak şekilde bir    U    PO  xX ,  kümesi  vardır.   Buradan 

f   UpCl  V  ifadesini elde ederiz. Böylece f  fonksiyonu st..p.c. fonksiyondur. 

        X  uzayında her yoğun küme açıksa bu uzaya submaximal uzay [27] denir. 

[27] de “ X  uzayının submaximal olması için  gerek ve yeter şart  X  uzayındaki her 

pre-açık kümenin açık olmasıdır” olduğu gösterilmiştir. 

         Strongly -sürekli fonksiyon st..p.c. dir, karşıtı ise genellikle doğru değildir. 

Ancak X  uzayına submaximal şartı eklendiğinde aşağıdaki sonuç elde edilir: 

         Teorem 2.2.5. [20] X  uzayı submaximal uzay olsun. YXf :  

fonksiyonunun st..p.c. olması için gerek ve yeter şart  f  fonksiyonunun strongly -

sürekli olmasıdır. 

         İspat.   : f  fonksiyonu st..p.c. fonksiyon olsun. x  X  noktası ve V  

kümesi Y   uzayının  f  x   noktasını  içeren  bir  açık kümesi olsun.  f  fonksiyonu 

st..p.c. olduğundan   f   UpCl  V  olacak  şekilde  bir U  PO  xX ,  kümesi 

vardır. X  uzayı submaximal uzay olduğundan, U  kümesi açıktır ve pCl  U Cl

 U  eşitliği vardır. Buradan f   UCl V olur. Bu sonuç f  fonksiyonunun 

strongly -sürekli olduğunu gösterir. 
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2.3. Bazı Özellikler 

         YXf :  bir fonksiyon ve YXXg :  fonksiyonu da f  fonksiyonunun 

grafik fonksiyonu olsun. Bilinir ki; f  fonksiyonunun sürekli olması için gerek ve 

yeter şart g fonksiyonunun sürekli olmasıdır. Fonksiyonun st..p.c. olması 

durumunda sonuç aşağıdaki biçimdedir: 

         Teorem 2.3.1. [20] YXf :  bir fonksiyon ve YXXg :  fonksiyonu da 

f  fonksiyonunun grafik fonksiyonu olsun. O halde aşağıdaki özellikler sağlanır: 

(1) g  fonksiyonu st..p.c. ise f  fonksiyonu da st..p.c. dir ve X  uzayı p-

regular uzaydır. 

(2) f  fonksiyonu st..p.c. ve X  uzayı pre-regular uzay ise g  fonksiyonu da 

st..p.c. dir. 

         İspat (1) g  fonksiyonu st..p.c. olsun. Önce f  fonksiyonunun st..p.c. olduğu 

gösterilecektir. x  X  noktası ve V  kümesi f  x  noktasının açık bir komşuluğu 

olsun. O halde VX   kümesi YX   uzayının g  x  noktasını içeren bir açık 

kümesidir. g  fonksiyonu st..p.c. fonksiyon olduğundan, g   UpCl  VX   

olacak şekilde bir U  PO  xX ,  kümesi vardır. Buradan; f   UpCl  V sonucu 

elde edilir. Bu sonuç ta f  fonksiyonunun st..p.c. fonksiyon olduğunu gösterir. 

Şimdi X  uzayının p-regular olduğu gösterilecek. U  kümesi X  uzayının bir açık 

kümesi ve Ux  olsun. g  x  YU   ve YU   kümesi de YX   uzayında bir açık 

olduğundan, g   GpCl  YU   olacak şekilde bir G  PO  xX ,   kümesi vardır. 

Buradan; x G  pCl  G U   ifadesi elde edilir ve bu sonuç  X  uzayının p-

regular olduğunu gösterir ([8] Teorem 3.2). 

         (2) x  X  noktası ve W  kümesi YX   uzayının g  x  noktasını içeren bir 

açık kümesi olsun. g  x    xfx,  VU 1 W  olacak şekilde 1U  X  ve V  Y  

açık kümeleri vardır. f  fonksiyonu st..p.c. olduğundan, f    VUpCl 2  olacak 

şekilde bir 2U  PO  xX ,  kümesi vardır.  1U 
2U  PO  xX ,    ve X  uzayı pre -
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regular     uzay   olduğundan, x   U    pCl  U    1U 
2U  olacak  şekilde  bir  

U  PO  xX ,  kümesi vardır ([22] Lemma 4.2). Buradan  

g   UpCl   VU 1 W  

ifadesi elde edilir. Bu sonuç g  fonksiyonunun st..p.c. olduğunu gösterir.  

         Sonuç 2.3.1. [20] X  uzayı pre-regular uzay olsun. YXf :  foksiyonunun 

st..p.c. olması için gerek ve yeter şart YXXg :  grafik fonksiyonunun st..p.c. 

olmasıdır. 

         Lemma 2.3.1. [18] A  ve 0X  kümeleri X  uzayının alt kümeleri olsun.  

   (1) A PO  X  ve 0X X  kümesi semi-açık ise A 
0X   PO  X  dır. 

   (2) A   PO  0X  ve 0X  PO  X  ise A PO  X  dir. 

         Lemma 2.3.2. [7] A  ve 0X  kümeleri X  uzayının A  0X  X olacak şekilde 

alt kümeleri olsun. 0XpCl  A  simgesi A  kümesinin 0X
 
alt uzayında pre-kapanışını 

göstersin.  

(1) 0X  kümesi X  uzayında semi-açıksa 
0XpCl  A  pCl  A  dır. 

(2) A PO  0X  ve 0X  PO  X  ise pCl  A 
0XpCl  A  dır. 

         Sürekli bir fonksiyonun kısıtlanması da süreklidir. Fonksiyonun st..p.c. olması 

durumunda sonuç aşağıdaki gibidir:  

         Teorem 2.3.2. [20] YXf :  st..p.c. fonksiyon ve 0X  kümesi X  uzayının 

semi- açık bir alt kümesi ise 0 0/ :f X X Y  kısıtlanmış fonksiyonu da st..p.c. dir. 

 

         İspat. Herhangi bir 0Xx  noktası ve f  x  noktasının bir V  açık komşuluğu   

için ,  f   fonksiyonu   st..p.c. fonksiyon olduğundan,    f   UpCl  V   olacak 

şekilde bir U  xXPO ,  kümesi vardır. 0U 0XU   alınırsa,  Lemma 2.3.1. ve 

2.3.2. gereği 0U   xXPO ,0  
 ve   00 UpClX     0UpCl olur. Buradan  
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                     
0 00 0 0 0/ X Xf X pCl U f pCl U f pCl U f pCl U V      

olur. Bu sonuç 0/ Xf  kısıtlanmış fonksiyonunun st..p.c. olduğunu gösterir.  

         Teorem 2.3.3. [20] Her x  X  ve 0X   xXPO ,  kümesi için, 

YXXf 00 :/  kısıtlanmış fonksiyonu st..p.c. ise YXf :  fonksiyonu da 

st..p.c. dır. 

         İspat. x  X  noktası ve V  kümesi f  x  noktasının açık bir komşuluğu olsun. 

0X   xXPO ,  kümesi için, YXXf 00 :/  kısıtlanmış fonksiyonu st..p.c. 

fonksiyon olduğundan;     
00/ Xf X pCl U V  olacak şekilde bir U  xXPO ,  

kümesi vardır. Lemma 2.3.1 ve 2.3.2 den U  xXPO ,   ve    
0XpCl U pCl U  

dur. Buradan  

                         UpClf     UpClXf 0/      UpClXf X 00/ V  

sonucu elde edilir. Bu sonuç f  fonksiyonunun st..p.c. fonksiyon olduğunu gösterir.  

         St..p.c. foksiyonun ayrışımlarının bazı özelliklerini elde etmek için aşağıda 

bazı tanımlar verilmiştir. 

         Tanım 2.3.1. YXf : fonksiyonu verilsin.  

(1) Her x  X  noktası ve her   xfYPOV ,  kümesi için,   VUf   olacak 

şekilde bir U  xXPO ,  kümesi varsa f  fonksiyonuna pre-ırresolute 

fonksiyon [26] denir. 

(2) Her  XPOU   kümesi için,    YPOUf   ise f  fonksiyonuna M-preaçık 

fonksiyon [17] denir. 

 

         Lemma 2.3.3. [20] YXf :  pre-ırresolute fonksiyon ve V  kümesi Y  

uzayının pre--açık kümesi ise  Vf 1  kümesi de X  uzayında pre--açık kümedir. 
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         İspat x   Vf 1  olsun. f  x  WpClW  V  olacak şekilde  YPOW   

kümesi vardır. f  fonksiyonu pre-ırresolute fonksiyon olduğundan,    XPOWf 1  

ve      1 1pCl f W f pCl W   dır. Bu nedenle; 

                                         Wfx 1     VfWfpCl 11     

olur. Bu ise  Vf 1  kümesinin X  uzayında pre--açık küme olduğunu gösterir. 

         YXf :  ve ZYg :  fonksiyonlar olsunlar. Eğer bu iki fonksiyon sürekli 

ise bileşkeleri de süreklidir. Fonksiyonlar st..p.c. olduğunda  bileşkeleri bu özelliği 

sağlamaz. Ancak aşağıdaki özellikler vardır:  

         Teorem 2.3.4. [20] YXf :  ve ZYg :  fonksiyonlar olsunlar. Aşağıdaki 

özellikler sağlanır.  

         (1) f  fonksiyonu st..p.c. fonksiyon ve g  fonksiyonu sürekli fonksiyon ise 

ZXfg : bileşke fonksiyonu st..p.c. fonksiyondur. 

         (2) f  fonksiyonu pre-ırresolute fonksiyon ve g  fonksiyonu st..p.c. fonksiyon 

ise fg   bileşke fonksiyonu st..p.c. fonksiyondur. 

         (3) YXf :  M-pre-açık ve birebir fonksiyon ve ZXfg : bileşke 

fonksiyonu st..p.c. fonksiyon ise g  fonksiyonu st..p.c. fonksiyondur. 

         İspat. (1) Teorem 2.2.1 den açıktır. 

         (2) Teorem 2.2.1. ve Lemma 2.3.3. den çıkarılır. 

         (3) W  kümesi Z  uzayının herhangi bir açık kümesi olsun. fg   bileşke 

fonksiyonu st..p.c. fonksiyon olduğundan  1( )g f W  kümesi X  uzayında pre--

açık kümedir. f  fonksiyonu M-pre-açık ve birebir fonksiyon olduğundan 1f  

fonksiyonu pre-ırresolute fonksiyondur. Lemma 2.3.3. gereği ; 

 Wg 1     Wfgf
1

   

fonksiyonu Y  uzayında pre--açık kümedir. Teorem 2.2.1. gereği g  fonksiyonu 

st..p.c. fonksiyon olur. 
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          { : }X   topolojik uzayların bir ailesi, her   için  ailesi X  

uzayının boştan farklı bir alt kümesi olsun ve   boştan farklı olmak üzere 

{ : }X X    ailesi çarpım uzayını göstersin. 

         Lemma 2.3.4. [8]  n pozitif bir tamsayı ve A  XA
jj

n

j   1  olsun. 

        (1)  A PO X  olması için gerek ve yeter şart nj ,...,2,1  için,  
jj

XPOA  
  

olmasıdır.  

         (2)    pCl A pCl A       dır. 

         Teorem 2.3.5. [20] Her    için,  YXf :  fonksiyonu st..p.c. ise her 

}{ xx   noktası
 
için,    fxf {}{   }x  ile tanımlanmış  YXf :  çarpım 

fonksiyonu da st..p.c. fonksiyondur. 

         İspat.  Xxx  }{  noktası ve W  kümesi Y uzayının bir acık kümesi 

olsun. O halde;  

    WYVxfxf
jj

n

j    1}{  

olacak şekilde 
j

Y uzayının bir 
j

V açık kümesi vardır. Her   noktası için f  

fonksiyonu st..p.c. fonksiyon olduğundan nj ,...,2,1  için,   
jjj

VUpClf    

olacak şekilde bir  
jjj

xXPOU  ,  kümesi vardır. Şimdi  XUU
jj

n

j   1  

alalım. Lemma 2.3.4. ten  xXPOU ,  olur. Ayrıca, 

                    
     1 j j

n

jf pCl U f pCl U X      
         

                                        

  1

1

j j j

j j

n

j

n

j

f pCl U Y

V Y W

    

   

 

 

 

  
 

dir. Buradan f  fonksiyonu st..p.c. fonksiyondur. 
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2.4. St..p.c. Fonksiyonlar ve Ayırma Aksiyomları 

         Tanım 2.4.1. X   uzayının  birbirinden   farklı  her  x   ve  y  nokta  çifti   için, 

VU  (     VpClUpCl  ) olacak şekilde  xXPOU ,  ve  yXPOV ,

kümeleri  varsa X   uzayına 2Tpre  ( Uryshonpre ) uzay [21] denir. 

         YXf :  sürekli, birebir fonksiyon ve Y  uzayı  Hausdorff uzayı ise X  uzayı 

da Hausdorff uzayıdır. Fonksiyon st..p.c. ise aşağıdaki durum vardır: 

 

          Teorem 2.4.1. [20]  YXf :  fonksiyonu birebir ve st..p.c. fonksiyon ve Y  

uzayı 0T  (Hausdorff) uzayı ise X  uzayı 2Tpre  (pre-Urysohn) uzayıdır. 

         İspat. (1) ,x y  noktaları X  uzayında farklı noktalar olsunlar. f  birebir 

fonksiyon olduğundan    yfxf   dir. Y  uzayı  0T -uzay olduğundan ya  xf  

noktasının  yf  noktasını içermeyen bir V  açık komşuluğu ya da  yf  noktasının 

 xf  noktasını içermeyen bir W  açık komşuluğu vardır. Eğer birinci durum varsa 

   VUpClf   olacak şekilde bir  xXPOU ,  kümesi vardır ve   UpClfy  

dur. Böylece    yXPOUpClX ,  olur. İkinci durumda da aynı işlemler 

yapılarak benzer bir sonuç elde edilir. Bu sonuçtan da X  uzayının 2Tpre  uzayı 

olduğu anlaşılır. 

         (2) ,x y  noktaları X  uzayında farklı noktalar olsunlar.    yfxf   dir. Y  

uzayı Hausdorff uzayı olduğundan sırasıyla  xf  noktasını ve  yf  noktasını içeren 

ayrık, açık V  ve W  kümeleri vardır. f  fonksiyonu st..p.c. fonksiyon olduğundan, 

sırasıyla ,x y  noktalarını içeren    VGpClf   ve    WHpClf   olacak şekilde 

pre-açık G  ve H  kümeleri vardır. Buradan;     HpClGpCl  olur. Bu sonuçta 

X  uzayının pre-Urysohn olduğunu gösterir. 
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        Biliyoruz ki; YXf :  sürekli fonksiyon ve Y  uzayı Hausdorff uzay ise 

      , :A x y f x f y   alt kümesi XX   uzayında kapalıdır. Fonksiyon st..p.c. 

olduğunda ise durum aşağıdaki gibidir: 

         Teorem 2.4.2. [20] YXf :  st..p.c. fonksiyon ve Y  uzayı Hausdorff ise 

      , :A x y f x f y   alt kümesi XX   uzayında pre--kapalıdır. 

         İspat.  ,x y A  olsun. O halde    yfxf   dir. Y  uzayı Hausdorff uzay 

olduğundan, Y  uzayında sırasıyla  xf  ve  yf  noktalarını içeren ayrık, açık V  ve 

W  kümeleri vardır. f  fonksiyonu st..p.c. fonksiyon olduğundan    VUpClf   

ve    WGpClf   olacak şekilde  xXPOU ,  ve  yXPOG ,  kümeleri vardır. 

GUD   alınırsa ; 

    , , ,x y D PO X X x y    ve      pCl U G A pCl U pCl G A          

 olur. Sonuç olarak A  kümesi XX   uzayında pre--kapalıdır.  

 

         YXf :  fonksiyonu için, YX   uzayının    Xxxfx :,  alt kümesi f  

fonksiyonunun grafiği olarak adlandırılır ve  fG  ile gösterilir. Her 

     fGYXyx ,  için,    U V G f     olacak şekilde X  ve Y  uzayında 

,x y  noktalarını içeren sırasıyla ,U V  açık kümeleri varsa YXf :  fonksiyonunun 

 fG  grafiğine kapalı grafik denir. 

 

         Tanım 2.4.2. [20] Her      fGYXyx ,  için,       fGVUpCl  

olacak şekilde  xXPOU ,  ve Y  uzayında y  noktasını içeren bir V  açık kümesi 

varsa, YXf :  fonksiyonunun  fG  grafiğine strongly pre-kapalı grafik denir. 

 

         Lemma 2.4.1. [20] YXf :  fonksiyonunun  fG  grafiğinin YX   

uzayında strongly pre-kapalı olması için gerek ve yeter şart her 
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     fGYXyx ,  için,   f pCl U V    olacak şekilde  xXPOU ,  ve Y  

uzayında y  noktasını içeren bir V  açık kümesinin olmasıdır.  

         YXf :  fonksiyonu sürekli fonksiyon ve Y  uzayı Hausdorff uzayı ise  fG  

grafiğinin YX   uzayında kapalı olduğunu biliyoruz. Fonksiyon st..p.c. fonksiyon 

olduğunda ise durum aşağıdaki gibidir. 

 

         Teorem 2.4.3. [20] YXf :  fonksiyonu st..p.c. fonksiyon ve Y  uzayı 

Hausdorff uzayı ise  fG  grafiği YX   uzayında strongly pre-kapalıdır. 

          İspat.      fGYXyx ,  olsun. Buradan;   yxf   dir. Y  uzayı 

Hausdorff  olduğundan Y  uzayında sırasıyla  xf  ve  yf  noktalarını  içeren ayrık, 

açık V  ve W  kümeleri vardır. f  fonksiyonu st..p.c. fonksiyon olduğundan 

   VUpClf   olacak şekilde  xXPOU ,  kümesi vardır. Bu nedenle 

   WUpClf   ve  fG  grafiği YX   uzayında strongly pre-kapalıdır. 
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2. 5. Korunan özellikler 

         Tanım 2.5.1. 

         (1) X  uzayının her pre-açık örtüsünün pre-kapanışlarının, X  uzayını örten, 

sonlu ( sayılabilir ) bir alt örtüsü varsa uzaya p-kapalı  [7] ( p-Lindelöf) uzay [20] 

denir. 

         (2) X  uzayının her sayılabilir pre-açık örtüsünün pre kapanışlarının, X  

uzayını örten, sonlu bir alt örtüsü varsa uzaya sayılabilir p-kapalı uzay denir [20]. 

        K X olsun. X  uzayının pre-açık kümeleriyle örtülmüş K  kümesinin her 

 :V   örtüsü için,   :K pCl V     olacak şekilde   ailesinin sonlu 

bir   alt ailesi varsa K  alt kümesine, X  uzayına göre, p-kapalıdır [7] denir. 

        Bilinir ki; YXf :  sürekli fonksiyon ve X  uzayı kompakt ise  f X  kümesi 

de Y  uzayında kompakt bir kümedir. Yani kompaktlık süreklilikle korunan bir 

özelliktir. Fonksiyon st..p.c. fonksiyon olduğunda ise durum aşağıdaki gibidir: 

         Teorem 2.5.1. [20] YXf :   st..p.c. fonksiyon ve K  kümesi, X  uzayına 

göre, p-kapalı ise  Kf  kümesi de Y  uzayının bir kompakt kümesidir. 

         İspat. YXf :   st..p.c. fonksiyon ve K  kümesi, X  uzayına göre, p-kapalı 

olsun.  :V   ailesi  Kf  kümesinin açık bir örtüsü olsun. Her Kx  noktası 

için,    xVxf   olacak şekilde  x   noktası vardır. f  fonksiyonu st..p.c. 

olduğundan     xx VUpClf   olacak şekilde  xXPOUx ,  kümesi vardır. 

 KxUx :  ailesi, K  kümesinin, X  uzayının pre-açık kümelerinden oluşmuş bir 

örtüsüdür ve böylece  xKx UpClK
  olacak şekilde K  kümesinin sonlu bir K  

alt kümesi vardır. Bu sonuç  Kf  kümesinin kompakt olduğunu gösterir.  

         Sonuç 2.5.1. [20] YXf :  st..p.c. ve örten fonksiyon olsun. Aşağıdaki 

özellikler sağlanır: 

      (1) X  uzayı p-kapalı ise Y  uzayı kompakttır. 
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      (2) X  uzayı p-Lindelöf uzayı ise Y  uzayı Lindelöf uzayıdır. 

      (3) X  uzayı sayılabilir p-kapalı uzay ise Y  uzayı sayılabilir kompakttır. 

 

         Teorem 2.5.2. [20] YXf :  fonksiyonunun strongly pre-kapalı bir grafiği 

varsa X  uzayına göre p-kapalı olan her K  alt kümesi için  Kf  kümesi de Y  

uzayında kapalıdır. 

         İspat. K  kümesi, X  uzayına göre, p-kapalı ve  KfYy   olsun. O halde 

her Kx  için,    fGyx ,  olur. Lemma 2.4.1. gereğince,     xx VUpClf  

olacak şekilde  xXPOUx ,  kümesi ve Y  uzayının y  noktasını içeren açık bir xV  

kümesi vardır.  KxUx :  ailesi K  kümesinin X  uzayındaki pre-açık kümelerden 

oluşmuş bir örtüsüdür. K  kümesi, X  uzayına göre, p-kapalı olduğundan 

 xKx UpClK
  olacak şekilde K  kümesinin sonlu bir K  alt kümesi vardır. 

  KxVV x :  alınırsa; V  kümesi y  noktasının açık bir komşuluğu olur ve  

       x K x x K x xf K V f pCl U V f pCl U V 
  

              

dır. Bu nedenle   KfCly  dır. Böylece  Kf  kümesi Y  uzayında kapalıdır. 

 

         Teorem 2.5.3. [20] X  uzayı submaximal uzay olsun. YXf :  

fonksiyonunun strongly pre-kapalı bir grafiği varsa Y  uzayının her kompakt K  

kümesi için  Kf 1  kümesi X  uzayında -kapalıdır. 

 

         İspat. K  kümesi Y  uzayının kompakt bir kümesi ve  Kfx 1  olsun. O 

halde her Ky  noktası için    fGyx ,  olur. Lemma 2.4.1. gereğince,  

    yy VUpClf  olacak şekilde  xXPOU y ,  kümesi ve Y  uzayının y  

noktasını içeren açık bir yV  kümesi vardır.  KyVy :  ailesi K  kümesinin bir açık 

örtüsüdür ve K  kümesi kompakt olduğundan,
 yKy VK

  olacak şekilde K  

kümesinin sonlu bir K  alt kümesi vardır. X  uzayı submaximal uzay olduğundan, 

X  uzayındaki her yU  kümesi açıktır ve    
yy UClUpCl   dır. yKy UU

  alnırsa; 

U  kümesi x  noktasının açık bir komşuluğu olur ve  
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     ( ( ))y K y y K y yf Cl U K f Cl U V f pCl U V 

  
          

 

dır. Bu nedenle       KfUCl 1  bulunur. Böylece   KfClx 1   sonucu elde 

edilir. Bu sonuçta   Kf 1  kümesinin X  uzayında -kapalı olduğunu gösterir. 

 

         Sonuç 2.5.2. [20] X  uzayı bir submaximal uzay ve Y  uzayı kompakt 

Hausdorff uzayı olsun. YXf :  fonksiyonu için aşağıdaki özellikler denktir: 

      (1) f  fonksiyonu st..p.c. dir; 

      (2)  fG  grafiği YX   uzayında strongly pre-kapalıdır; 

      (3) f  fonksiyonu strongly -süreklidir; 

      (4) f  fonksiyonu süreklidir; 

      (5) f  fonksiyonu pre-süreklidir; 

      (6) f  fonksiyonu weakly pre-süreklidir. 
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3. İDEAL TOPOLOJİK UZAY 

Bu bölümü iki başlık altında inceleyeceğiz.  

İlk bölümde ideal topolojik uzaylardaki temel tanımlar ve kavramları 

vereceğiz.  

İkinci bölümde ise ideal topolojik uzaylarda çok kullandığımız lokal fonksiyon 

kavramının tanımı ve bu fonksiyondan faydalanarak elde edilen bazı özellikleri 

vereceğiz. Yine lokal fonksiyon yardımıyla Kuratowski kapanış işleminin tanımını 

ve bulunan özelliklerini vereceğiz. Bu sayede tezimizin son kısmında kullanacağımız 

kavramları bu bölümde ayrıntılı bir şekilde incelemiş olacağız 

 

3.1. Temel Kavramlar 

Tanım 3.1.1 [14]. Boş olmayan bir X  kümesinin alt kümelerinin boş olmayan 

bir I ( )P X  ailesi verilsin. Eğer I  ailesi,  

(ı) Her ,A B I   kümeleri için, A B I  (sonlu toplamsallık)  

(ıı) Her A I  kümesi ve B A  alt kümesi için, B I  (kalıtımsallık)  

özelliklerini sağlarsa bu taktirde, I  ailesine X  kümesi üzerinde bir ideal denir.  

Tanım 3.1.2 [14]. ( )P X  kümesi, X  kümesinin güç kümesi olmak üzere,             

 : ( )P X  ( )P X fonksiyonu,  

(ı) ( )    

(ıı) ( ) ( )A P X A A    

(ııı) , ( ) ( ) ( ) ( )A B P X A B A B        

(ıv) ( ) ( ( )) ( )A P X A A      
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şartlarını sağlarsa bu taktirde,   küme fonksiyonuna Kuratowski kapanış işlemi 

denir.  ( ) : ( )K A P X A A    ailesine, X  kümesi üzerindeki topolojiye göre 

kapalılar ailesi denir. 

Uyarı 3.1.1 [13]. ( )P X  kümesi, X  kümesinin güç kümesi olmak üzere,              

d  : ( )P X  ( )P X  fonksiyonu,  

(ı) ( )d    

(ıı) ( )A d A  

(ııı) ( ) ( ) ( )d A B d A d B    

(ıv) ( ( )) ( )d d A d A   

şartlarını   sağlasın.    

         Bu taktirde, ( ) ( )A A d A    şeklinde tanımlanan : ( )P X  ( )P X

fonksiyonu, ( )P X  güç kümesi üzerinde bir Kuratowski kapanış işlemidir. 

İspat. (ı) ( ) ( )A A d A    ifadesinde A   alırsak ( ) ( )d      olur. 

Uyarı 3.1.1 (ı) den, ( )d    olup ( )     bulunur.  

(ıı) Herhangi bir A ( )P X alt kümesi için,   küme fonksiyonu tanımından 

( ) ( )A A d A    bağıntısı bulunur. Birleşim işlemi gereği, ( ) ( )A A d A A    

ifadesi elde edilir. Böylece  ( )A A  olur. 

(ııı) Herhangi bir , ( )A B P X  alt kümeleri için,   küme fonksiyonu tanımı ve 

Uyarı 3.1.1 (ıı) gereği, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ) ( )) ( ( )) ( ( ))A B A B d A B A B d A d B A d A B d B             

                                                    ( ) ( )A B    

ifadesi bulunur. Böylece ( ) ( ) ( )A B A B      sonucunu elde ederiz.  

(ıv) Herhangi bir A ( )P X alt kümesi için,   küme fonksiyonu tanımından 

( ) ( )A A d A     olur. Buradan 3.1.1. (ııı) ifadesi gereğince, 



 

 
 

- 21 - 

         ( ( )) ( ( )) ( ) ( ( )) ( ( )) ( ( ) ( ( )))A A d A A d A A d A d A d d A             

 bağıntısı bulunur. Uyarı 3.1.1 (ııı) ifadesinden, ( ( )) ( )d d A d A  olur. Böylece 

( ( )) ( ) ( )A A d A A     olduğu görülür. 

Sonuç olarak,  : ( )P X  ( )P X küme fonksiyonu Tanım 3.1.2’ de verilen 

Kuratowski kapanış işlemi şartlarını sağlar.  

Tanım 3.1.3 [5]. X  kümesi üzerinde  , X   şeklinde tanımlanan τ 

topolojisine ayrık olmayan topoloji, ( , )X  ikilisine de ayrık olmayan uzay denir.  

Tanım 3.1.4 [5]. X  kümesi üzerinde tanımlanan ( )P X  topolojisine ayrık 

topoloji, ( , ( ))X P X  ikisine de ayrık uzay denir.  

Tanım 3.1.5 [14]. ( , )X   topolojik uzayı, A X  alt kümesi ve x X  noktası 

verilsin. Her V (x)  komşuluğu için, A V    ise, x X  noktasına A  

kümesinin bir kapanış noktası denir.  

Tanım 3.1.6 [14]. ( , )X   topolojik uzayı, A X  alt kümesi ve x X  noktası 

verilsin. Her V (x)  komşuluğu için, A V  kümesinde sayılamayan sonsuz sayıda 

eleman varsa, x X  noktasına A   kümesinin bir yoğunlaşma noktası denir.  

Tanım 3.1.7 [14]. ( , )X   topolojik uzayı, A X  alt kümesi ve bir x X

noktası verilsin. Her V (x)  komşuluğu için,  ( )A V x     ise, x X  

noktasına A  kümesinin bir yığılma noktası denir. 
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3.2. Lokal Fonksiyon 

Tanım 3.2.1 [14]. ( , )X   topolojik uzayı ve bir A X  alt kümesi verilsin. I

ailesi X  kümesi üzerinde bir ideal olsun. Bu taktirde,  

 *

( )( , ) : ,xA I x X U G U A I                                

kümesine A  kümesinin I  idealine ve τ topolojisine bağlı lokal fonksiyonu denir. 

*( , )A I   gösterimi için [13]’ de gösterildiği gibi *( )A I  veya kısaca 
*A  

sembolü 

kullanılır ve buna A   kümesinin  lokal fonksiyonu denir. 

X   bir küme olmak üzere X  kümesindeki en basit idealler minimal ideal 

( I  ) ve maksimal ideal ( ( ))I P X  olup 
*A  kümesi bu ideallere göre [13]’ de 

aşağıdaki gibi bulunmuştur.  

   *

( )( , ) : ,xA x X U G U A         

                 ( ): ,xx X U G U A        

 

( )Cl A  

Buradan,  

                                                     *( , ) ( )A Cl A    

sonucu elde edilir.  

 *

( )( ( ), ) : , ( )xA P X x X U G U A P X         

Buradan,  

*A  ( ( )P X ,τ)= 

sonucu elde edilir.  
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 ( , )X   uzayında 
fI  (sonlu alt kümeler ideali), 

cI  (sayılabilir alt kümeler 

ideali) idealleri için [13]’ de *A  kümesi aşağıdaki gibi elde edilmiştir.  

                                *

( )( , ) : ,f x fA I x X U G U A I        

                                              =  ( ): ,xx X U G U A kümesi sonsuz     

                                              = A
~

 

Buradan,  

*( , )fA I     A
~

  

sonucu elde edilir.  

                    *

( )( , ) : ,c x cA I x X U G U A I        

                          = ( ): ,xx X U G U A kümesi sayılamaz     

                                            ( )yoğ A  

Buradan,   

*( , ) ( )cA I yoğ A     

sonucu elde edilir.  

 [28]’ de, A   kümesinin *( , )A I   lokal fonksiyonunun, A  kümesinin kapanış 

noktası, yığılma noktası ve kapanış noktasının bir genelleştirilmesi olduğu 

verilmiştir.  

Teorem 3.2.1 [13]. ( , )X   uzayı, X  kümesi üzerinde 1 2,I I  idealleri ile birlikte 

verilen bir topolojik uzay ve ,A B X  olsun. Bu taktirde,  

(a) 
* *A B A B    

 

(b) * *

1 2 2 1( ) ( )I I A I A I     
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(c) * *( ) ( )A Cl A Cl A   ( *A  kümesi kapalı bir kümedir)  

(d) * * *( )A A  

(e) * * *( )A B A B     

(f) * * *( )A B A B     

(g) * * * * *( ) ( ) ( )A B A B B A B       

(ı) U τ   * * *( ) ( )U A U U A U A        

(k) S I    * * *( ) ( )A S A A S     

İspat. (a) *x A  noktası olsun. O halde Tanım 3.2.1 den her 
( )xU G  açık 

komşuluğu için, A U I   dır. A B  ise, A U B U    olur. Eğer B U I   

olsaydı I  idealinin kalıtımsallık özelliğinden, A U I   olurdu. Bu da, bir çelişki 

yaratır. O halde her 
( )xU G   açık komşuluğu için, B U I   dır. Buradan Tanım 

3.2.1 gereği, *x B olur. Böylece alt küme tanımı gereği 
* *A B  bağıntısı bulunur.  

(b) 1 2I I   ise 
2 1

t tI I olur. ……….(1)  

                          *

2 ( ) 2( ) : ,xA I x X U G U A I       

                         *

2 ( ) 2( ) : , t

xA I x X U G U A I      ………. (2) 

 (1),  (2) ifadeleri ve Tanım 3.2.1 kullanılarak,  

                                  *

2 ( ) 1( ) : , t

xA I x X U G U A I       

                                             ( ) 1: ,xx X U G U A I       

                                              = *

1( )A I  

sonucu elde edilir. Buradan,  
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* *

2 1( ) ( )A I A I  

olduğu görülür. 

(c) Öncelikle * *( )A Cl A  eşitliğini gösterelim. Her A X  alt kümesi için, 

( )A Cl A  olduğunu biliyoruz. Bu sonuç A  kümesinin lokal fonksiyonu içinde 

sağlanacağından;  

* *( )A Cl A  ………. (3) 

bağıntısını elde ederiz.  *( , ) ( )A Cl A   , *( ( ), )A P X    olduğu [13]’ de 

gösterilmiştir. Teorem 3.2.1 (b) den görülür ki kümenin lokal fonksiyonu en büyük 

değerini  I   minimal ideali için, en küçük değerini de I  ( )P X  maksimal ideali 

için alır. O halde ( , )X   uzayındaki her I  ideali için ( )I P X    ifadesi 

sağlandığından, 

*( , ) ( )A I Cl A   …………..(4) 

olur.  

Şimdi de * *( )Cl A A
 

 olduğunu gösterelim. Herhangi bir *( )x Cl A  

noktasını alalım. Varsayalım ki *x A  olsun. *( )Cl A { F X : F  kapalı küme 

ve 
*A F } ifadesinden ve *( )x Cl A  olduğundan 

*A F  olan her F  kapalı 

kümesi için, x F  olur. 
*A F  ve F  kapalı küme ise 

*X F X A    olup 

X F  açık kümedir. Buradan X F  *A   bulunur. *x A  ifadesinden 

*( )x X A   elde edilir ve x F  olduğundan *( )F X A     olur.  

X F  *A   ve *( )F X A     olması 
*F A olduğunu gösterir. Bu ise 

bir çelişkidir. O halde,  

* *( )Cl A A  ……………. (5) 

bulunur.  
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(3), (4) ve (5) ifadelerinden * *( ) ( )A Cl A Cl A   bağıntısı elde edilir.  

(d) Herhangi bir * *( ( )) ( )x A I I  noktasını alalım. Varsayalım ki *( )x A I  

olsun.Tanım 3.2.1 gereğince, * *( ( )) ( )x A I I ={
( ): xx X U G    için, *( )U A I  } 

olur. Her 
( )xU G  açık komşuluğu için, *( )U A I   ifadesi ve idealin kalıtımsallık 

özelliği gereğince, *( )U A    olduğu bulunur. Kapanış noktası tanımından 

*( )x Cl A  elde edilir. (e) şıkkı gereğince, * *( )Cl A A  olması *x A  olduğunu 

gösterir. Bu ise, bir çelişkidir. O halde * *( )x A noktası için, *x A  olduğundan 

* * *( )A A   bağıntısı elde edilir.  

(e) Tanım 3.2.1 gereğince A ve B kümelerinin lokal fonksiyonları,  

 *

( )( ) : ,xA I x X U G U A I      ……….. (6) 

 *

( )( ) : ,xB I x X U G U B I      ……….. (7) 

olur.  

(6) ve (7) ifadelerinde birleşim işlemi alırsak,  

 * *

( )( ) ( ) : ,xA I B I x X U G U A I veya U B I          

 * *

( )( ) ( ) : , [( ) ( )]xA I B I x X U G U A U B I          

 * *

( )( ) ( ) : , [ ( )]xA I B I x X U G U A B I         

elde edilir. Tanım 3.2.1’den,  

* * *( ) ( ) ( ) ( )A I B I A B I    

bulunur.  

(f)             *

( )( ) ( ) : , [ ( )]xA B I x X U G U A B I           
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  *

( )( ) ( ) : , [( ) ( )]xA B I x X U G A U B U I        

 *

( )( ) ( ) : , [( ) ( )xA B I x X U G A U I ve B U I         ………. (8) 

 (8) ifadesi gereği,  

                    *

( )( ) ( ) : , ( )xA B I x X U G A U I       …………. (9) 

 *

( )( ) ( ) : , ( )xA B I x X U G B U I       …………. (10) 

elde edilir. (9) ve (10) ifadelerinin kesişimlerini alırsak,  

* * *( ) ( ) ( ) ( )A B I A I B I    

olduğu bulunur.  

(g) ( )A B A B B     eşitliği her zaman doğrudur. Bu eşitlikte (*) işlemi 

uygulanırsa,  Teorem 3.2.1 (e) gereğince,  

* * * *( ) [( ) ] ( )A B A B B A B B        

eşitliği elde edilir. Bu eşitliğin her iki tarafının 
*tB  

 
kümesi ile kesişimi alınırsa,  

* * * * *( ) [( ) ]t tA B B A B B B        

* * * * * *( ) [( ) ]t tA B B A B B B       

* * * * * * * *( ) ( ) [( ) ] ( )t t t tA B B B A B B B B          

olur. * *tB B     olduğundan,  

* * * *( )t tA B A B B     

eşitliği elde edilir. Fark işlemi tanımı gereği, * * * *( )A B A B B      eşitliği yazılır. 

Bu son eşitlikten 

* * * * *( ) ( )A B A B B A B       
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bulunur.  

(h) Herhangi bir *x U A    noktasını alalım. Kesişim işlemi tanımından 

x U  ve *x A  dır. Tanım 3.2.1 gereği her  V G(x) açık komşuluğu için, 

V A I   olur. x U  ve U   olduğundan komşuluk tanımı gereği U G(x) olur. 

Bir noktanın komşuları kesişimi yine o noktanın komşuluğu olduğundan V U

G(x) olur. *x A  olup, [ ( )V U A  ]=[ ( )V U A  ] I  ifadesi elde edilir. Tanım 

3.2.1 gereği, *( )x U A   bulunur. *x U A  noktası için, *( )x U A   

olduğundan  

* *( )U A U A   ………. (11) 

bulunur. (11) ifadesinde her iki tarafın U kümesi ile kesişimi alınırsa,  

* *[ ( )] [ ( ) ]U U A U U A      

* *( ) [ ( ) ]U A U U A    ………… (12) 

U A A   bağıntısı ve Teorem 3.2.1 (a) gereğince;  

* *( )U A A  …………… (13) 

olur. (13) ifadesinin her iki tarafının U kümesi ile kesişimi alınırsa,  

* *[ ( ) ]U U A U A    …………… (14) 

bulunur. (12) ve (14) ifadelerinden,  

* *( )U A U U A    …………… (15) 

eşitliği yazılır. O halde (11) ve (15) ifadeleri gereği,  

* * *( ) ( )U A U U A U A       

bulunur.  
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(k) ( )A S A S S     eşitliği her zaman doğrudur. Bu eşitlikte her iki tarafın 

(*) işlemi alınırsa,  

* *( ) [( ) ]A S A S S     

olur. Teorem 3.2.1 (e) gereğince,  

                                 * * * * *( ) ( )A S A S A S S      ………….. (16) 

elde edilir. Tanım 3.2.1 ve S I  olduğundan, 

  *

( ): , ( )xS x X U G U S I        olur. (16) ifadesinde *S   yazılırsa 

* * *( ) ( )A S A A S     elde edilir. 

 [13]’ de, bir *Cl  işlemi tanımlanmış ve bu işlemin aslında bir Kuratowski 

kapanış işlemi olduğu aşağıdaki gibi gösterilmiştir. 

Lokal fonksiyon olarak tanımlanan (*) : ( )P X  ( )P X fonksiyonu Teorem 

3.2.1’in (d) ve (e) şıkları ile,  

                              *

( )( ) : , ( )xI x X U G U I        

 *

( )( ) : ,xI x X U G I       

bulunur. Bu ise, I  ideal olduğundan kalıtımsallık özelliği gereği imkansızdır. 

Dolayısıyla I  olur. Dolayısıyla *( )I   olup, (*) : ( )P X  ( )P X  lokal 

fonksiyonu, Uyarı 3.1.1 de verilen d : ( )P X  ( )P X  fonksiyonu ile çakışır. Her 

A X  alt kümesi için, * *( )Cl A A A   şeklinde tanımlanan *Cl
  
: ( )P X  ( )P X

fonksiyonu Kuratowski Kapanış işlemidir.  

[13] referansında , X  kümesindeki minimal ideal olan { }I   ve maksimal 

ideal olan I  ( )P X idealleri için, *( )Cl A  kümesi aşağıdaki gibi bulunmuştur.  
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{ }I   minimal ideali için, *({ }) ( )A Cl A   olup bu ifade * *( )Cl A A A   

eşitliğinde yazılırsa *( ) ( )Cl A A Cl A   olur. Kapanış işleminin ( )A Cl A  

özelliğinden, *( ) ( )Cl A Cl A  olur.  

I = ( )P X maksimal ideali için, *( ( ))A P X   olup * *( )Cl A A A  eşitliğinde 

yazılırsa, *( )Cl A A  olur.  

         *Cl  fonksiyonu yardımıyla üretilen τ
*
 topolojisi [13] de aşağıdaki biçimde 

tanımlanmıştır.  

         Tanım 3.2.2 [14]. τ topolojisi X  kümesindeki ilk topoloji olmak üzere, *Cl

fonksiyonu tarafından üretilen topoloji 
*
(I,τ) ya da τ

 *
(I) (kısaca τ

 *
) ile gösterilir. Bu 

topoloji,  

* *( ) { : ( ) }I U X Cl X U X U       

şeklindedir. 

         { }I   minimal ideali için, τ
*
(I) = τ elde edilir.   I= ( )P X   maksimal ideali 

için,  

τ
 *

(I)= ( )P X olup X  kümesi üzerindeki her I  ideali için, ( )I P X   olduğundan 

ττ
*
(I) ( )P X bağıntısı Teorem 3.2.1’in (b) şıkkından elde edilir.  
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4. STRONGLY θ-PRE-I SÜREKLİ FONKSİYON  

         Bu bölümde ideal topolojik uzaylarda strongly θ-pre-I sürekli fonksiyon 

kavramını tanımladık ve bu süreklilik çeşidinin bazı karakterizasyonlarını verdik. 

Ayrıca daha önce tanımlanmış bazı süreklilik çeşitleriyle de karşılaştırmasını yaptık. 

         Pre-I-süreklilik kavramı ilk kez 1996 yılında Dontchev [6] tarafından 

tanımlandı. Bizim burada tanımladığımız strongly θ-pre-I sürekli fonksiyon kavramı 

pre-I-süreklilikten daha kuvvetli bir süreklilik çeşitidir. Amacımız bu sürekliliğin 

özelliklerini ayrıntılı bir şekilde incelemektir.  

 

4.1. Ön Bilgiler 

         ( , , )X I  ideal topolojik uzay ve A X   alt   kümesi    için,    *( ( ))A Int Cl A  

( *( ( ))A Cl Int A ) ise; A  kümesine pre-I-açık küme ([6] Dontchev) (semi-I-açık 

([10] Hatır ve ark.)) denir. A  kümesi pre-I-açık kümeyse X A  pre-I-kapalı 

kümedir.([6] Dontchev). A  kümesini kapsayan tüm pre-I-kapalı kümelerin 

kesişimine A  kümesinin pre-I-kapanışı denir ve ( )pıCl A  ile gösterilir ([32] Yüksel 

ve ark.). A  kümesinin kapsadığı tüm pre-I-açık kümelerin birleşimine A  kümesinin 

pre-I-içi denir ve ( )pıInt A  ile gösterilir. X  uzayının bir x  noktasını içeren tüm pre-

I-açık kümelerin ailesi ( , )PIO X x ile gösterilir. 

         Tanım 4.1.1.  ( , , )X I  ideal topolojik uzayı ve A X  olsun. Her x X  

noktası ve x  noktasının her açık U  komşuluğu için, *( )Cl U A    ise x   

noktasına A  kümesinin θ-I-kapanış noktası denir. A  kümesinin tüm θ-I-kapanış 

noktalarının kümesine A kümesinin θ-I-kapanışı denir ve  ICl A  ile gösterilir. A  

kümesinin θ-I-kapalı küme olması için gerek ve yeter şart ( )ıCl A A   olmasıdır.  

         Tanım 4.1.2. ( , , )X I  ideal topolojik uzay ve A X  olsun. Her x X  

noktası ve her ( , )U PIO X x  kümesi  için, U A    ise x  noktasına A  kümesinin 

pre-I-kapanış noktası denir. A  kümesinin tüm pre-I-kapanış noktalarının kümesine 
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A  kümesinin pre-I-kapanışı denir ve  pıCl A  ile gösterilir. A  kümesi pre-I-kapalı 

kümeyse  pıCl A A  dır. Pre-I-kapalı kümenin tümleyeni ise pre-I-açıktır 

([32],Yüksel ve ark.) . 

         Tanım 4.1.3. ( , , )X I  ideal topolojik uzay ve A X  olsun. Her x X  

noktası ve her ( , )U PIO X x  kümesi için ( )pıCl U A    ise x  noktasına A  

kümesinin pre-θ-I-kapanış noktası denir. A  kümesinin tüm pre-θ-I-kapanış 

noktalarının kümesine A  kümesinin pre-θ-I-kapanışı denir ve  pıCl A  ile 

gösterilir. A   pıCl A  ise A  kümesi pre-θ-I-kapalı kümedir ve tümleyeni pre-θ-I-

açık kümedir ([4], Açıkgöz ve ark.) . 

         Tanım 4.1.4.    : , , ,f X I Y 
 
fonksiyon olsun. Her Xx  noktası ve Y  

uzayının  xf  noktasını içeren her V  açık kümesi için,   VUf   olacak şekilde bir 

 ,U PIO X x  kümesi varsa fonksiyona pre-I-sürekli denir ([6], Dontchev). 

         Tanım 4.1.5.    : , , , ,f X I Y I   bir fonksiyon olsun. Her Xx  noktası 

ve Y  uzayının  xf  noktasını içeren her V  açık kümesi için,   *f Cl U V

olacak şekilde x  noktasının açık bir U  komşuluğu varsa fonksiyona strongly -I 

sürekli foksiyon denir ([31], Yüksel ve ark.). 

         Tanım 4.1.6.    : , , ,f X Y I   bir fonksiyon olsun. Her Xx  noktası ve 

Y  uzayının  xf  noktasını içeren her V  açık kümesi için,   *( )f U Cl V olacak 

şekilde x  noktasının açık bir U  komşuluğu varsa fonksiyona weakly I-sürekli 

foksiyon denir ([1], Açıkgöz ve ark.). 

         Tanım 4.1.7.    1: , , , ,f X I Y I   bir fonksiyon olsun. Her Xx  noktası 

ve Y  uzayının  xf  noktasını içeren her V  açık kümesi için,    *f U Cl V  

olacak şekilde bir  ,U PIO X x  kümesi varsa bu weakly I-pre sürekli denir. 
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       Lemma 4.1.1. ( , , )X I  ideal topolojik uzayının regular-I-uzay olması için 

gerek ve yeter şart x  noktasının her açık U  komşuluğu için *( )x V Cl V U    

olacak şekilde açık bir V   komşuluğunun olmasıdır ([1], Açıkgöz ve ark.). 

         Tanım 4.1.8. ( , )X   bir topolojik uzay olsun. Eğer X  uzayının her açık 

örtüsünün sayılabilir bir alt örtüsü varsa bu uzaya Lindelöf Uzayı denir ([35],Genel 

Topoloji). 

         Lemma 4.1.2.  , ,X I  bir ideal topolojik uzay ve U X  olsun. U  

kümesinin X  uzayında pre-θ-I-açık küme olması için gerek ve yeter şart her x U  

noktası için,  pıCl W U  olacak şekilde x  noktasının pre-I-açık bir W  

komşuluğunun olmasıdır. 

          İspat. :  x U  olsun. U  kümesi X  uzayında pre-θ-I-açık küme 

olduğundan  X U  kümesi pre-θ-I-kapalıdır. Buradan  x X U   ve 

 x pıCl X U   dir. Tanım 4.1.3. gereği,     pıCl W X U   
 
olacak şekilde 

bir  ,W PIO X x  kümesi vardır. Böylece  pıCl W U  olur. 

         : Varsayalım ki, U  kümesi pre-θ-I-açık küme olmasın. O halde X U

kümesi pre-θ-I-kapalı küme değildir. Buradan; Tanım 4.1.3. gereği, 

 pıCl X U X U     olur. Böylece
 

 x pıCl X U   ve x X U   dır. x U  

olduğundan yeter şart gereği   pıCl W U  olacak şekilde x  noktasının pre-I-açık 

bir W  komşuluğu vardır. Böylece, 

                                                         pıCl W X U      

olur ve buradan da,                                                

                                                        x pıCl X U   

dır ve bu ise bir çelişkidir. O halde U   kümesi pre-θ-I-açık bir kümedir.      
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     Lemma 4.1.3. [34]  , ,X I  bir ideal topolojik uzay ve ,A B X  olsun  ve 

*( )Int A  sembolü A  kümesinin *  topolojisine göre içini göstersin. O halde 

aşağıdaki özellikler sağlanır: 

(1) A B  ise * *( ) ( )Int A Int B . 

(2) *( )Int A A . 

(3) *( ) ( )Int A Int A . 

(4) Eğer A  kümesi  , ,X I
 
ideal topolojik uzayında açık kümeyse *( )Int A A  

dır. 

(5) * * *( ) ( ) ( )Int A B Int A Int B   . 

(6) * * *( ) ( ) ( )Int A Int B Int A B    

(7) Eğer F  kümesi  , ,X I
 

ideal topolojik uzayında kapalı bir kümeyse 

* *( ) ( )Int A F Int A F    dir. 

     Lemma 4.1.4.  , ,X I  bir ideal topolojik uzay ve A X  olsun. O halde
                                               

                                       
    *intpıCl A A Cl A 

 

  eşitliği vardır. 

 
         

İspat. A X  alalım. 

* * * *

*

( ( ( ( )))) ( ( ) ( ( ))

( ( ))

Cl Int A Cl Int A Cl Int A Cl Int A

Cl Int A

  


 

dır. Buradan 
* * *( ( ( ( )))) ( ( ))Cl Int A Cl Int A A Cl Int A    bağıntısını elde ederiz.  

Böylece *( ( ))A Cl Int A  kümesi pre-I-kapalı bir kümedir. *( ( ))A A Cl Int A   

olduğundan, 

* *( ) ( ( ( ))) ( ( ))pıCl A pıCl A Cl Int A A Cl Int A       

bağıntısını elde ederiz. Şimdi Lemma da verilen eşitliği göstermek için, yukarıda 

bulduğumuz bağıntının ters yönlüsünü elde etmeliyiz. ( )A pıCl A  olduğunu 

biliyoruz. O halde; 
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* *( ( )) ( ( ( ))) ( )Cl Int A Cl Int pıCl A pıCl A   

olur. Buradan, 

*( ( )) ( ) ( )A Cl Int A A pıCl A pıCl A     

bağıntısını elde ederiz ki bu sonuç bize      *intpıCl A A Cl A 
 

olduğunu 

gösterir. 
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4.2. Tanım ve Karşılaştırmalar 

         Tanım 4.2.1.    : , , ,f X I Y   bir fonksiyon olsun. Her Xx  noktası ve 

Y  uzayının  xf  noktasını içeren her V  açık kümesi için,   f pıCl U V olacak 

şekilde bir  ,U PIO X x  kümesi varsa f  fonksiyonuna strongly -pre-I sürekli 

fonksiyon denir. Kısaca str.θ.pre.I.c. fonksiyon olarak gösterilir. 

         Uyarı 4.2.1. Bir ideal topolojik uzaydaki her strongly θ-sürekli fonksiyon 

strongly θ-pre-I süreklidir fakat karşıtı aşağıdaki örnekte de görüldüğü gibi doğru 

değildir. 

         Örnek 4.2.1. 

           , , , , , , , , , , ,{ } , ,X a b c X b c Y b c Y c I a        

   : , , ,f X I Y   ( ) ( )f a f c b  , ( )f b c  şeklinde tanımlı bir fonksiyon 

olsun. f  fonksiyonu strongly θ-pre-I süreklidir fakat strongly θ-sürekli değildir. 

         Uyarı 4.2.2. Bir ideal topolojik uzaydaki her strongly θ-pre-I sürekli fonksiyon 

pre-I süreklidir fakat  karşıtı aşağıdaki örnekte de görüldüğü gibi doğru değildir. 

         Yani strongly θ-pre-I süreklilik kavramı strongly θ-süreklilik kavramından 

daha zayıf, pre-I-süreklilik dolayısıyla da pre süreklilik ve weakly I-pre süreklilik 

kavramlarından da daha kuvvetli bir süreklilik çeşididir. 

         Örnek 4.2.2. 

           , , , , ,{ }, , , , , , ,{ } , ,X a b c X b a b Y b c Y b I a          

   : , , ,f X I Y   ( ) ( )f a f c c  , ( )f b b  şeklinde tanımlı bir fonksiyon 

olsun. f  fonksiyonu pre-I-süreklidir fakat strongly θ-pre-I sürekli değildir. 

 

         Uyarı 4.2.3. Bir ideal topolojik uzaydaki her strongly θ-pre-I sürekli fonksiyon 

strongly θ-pre süreklidir fakat karşıtı aşağıdaki örnekte de görüldüğü gibi doğru 

değildir. 
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  Örnek 4.2.3.
  

        , , , , ,{ , } , , ,{ , } , ,X a b c X a b X a c I b        ve    : , , ,f X I X   

birim fonksiyon olsun. f  fonksiyonu strongly θ-pre süreklidir fakat strongly θ-pre-I 

sürekli değildir 

         Uyarı 4.2.4. Bir ideal topolojik uzaydaki strongly θ-pre-I süreklilik ve 

süreklilik kavramları tamamen birbirinden bağımsız kavramlardır: 

         Örnek 4.2.4. 4.2.1. Örnekte verilen fonksiyon strongly θ-pre-I süreklidir fakat 

sürekli değildir. 

         Örnek 4.2.5. 4.2.2. Örnekte verilen fonksiyon süreklidir fakat strongly θ-pre-I 

sürekli değildir. 

         Uyarı 4.2.5. Bir ideal topolojik uzaydaki strongly θ-I sürekli fonksiyon ve 

strongly θ-pre-I sürekli fonksiyon kavramları tamamen birbirinden bağımsız 

kavramlardır: 

         Örnek 4.2.6.           , , , , ,{ } , , , , ,{ } , ,X a b c X b Y a c Y c I b          

   : , , ,f X I Y   ( ) ( )f a f c a  , ( )f b c  şeklinde tanımlı bir fonksiyon 

olsun. f  fonksiyonu strongly θ -I süreklidir fakat strongly θ-pre-I sürekli değildir.          

         Örnek 4.2.7. 4.2.1. Örnekte verilen fonksiyon strongly θ-pre-I süreklidir fakat 

strongly θ -I sürekli değildir. 

         Uyarı 4.2.7. Bir ideal topolojik uzaydaki weakly I sürekli fonksiyon ve 

strongly θ-pre-I sürekli fonksiyon kavramları tamamen birbirinden bağımsız 

kavramlardır: 

         Örnek 4.2.8.
 

        , , , , ,{ } , , ,{ } , ,X a b c X c X a I c       

   : , , , ,f X I X I   ( ) , ( ) , ( )f a b f b c f c a   , şeklinde tanımlı bir fonksiyon 

olsun. f  fonksiyonu weakly I-süreklidir fakat strongly θ-pre-I sürekli değildir. 
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         Örnek 4.2.9.         , , , , ,{ , } , , ,{ },{ , } , ,X a b c X a b X b a c I c       

   : , , , ,f X I X I   birim fonksiyon olsun. f  fonksiyonu strongly θ-pre-I 

sürekli fakat weakly I- sürekli değildir. 

         Teorem 4.2.1.    : , , ,f X I Y   fonksiyonu için, aşağıdaki özellikler 

eşdeğerdir: 

         (1)  f  fonksiyonu strongly θ-pre-I süreklidir; 

         (2)  Y   uzayının her açık kümesinin ters görüntüsü pre-θ-I-açık kümedir; 

         (3)  Y   uzayının her kapalı kümesinin ters görüntüsü pre-θ-I-kapalı kümedir; 

         (4)  X  uzayının her A  alt kümesi için,      f pıCl A Cl f A  ; 

         (5)  Y  uzayının her A  alt kümesi için,      1 1pıCl f B f Cl B

  . 

         İspat. (1) (2) :  V  kümesi Y  uzayının açık bir alt kümesi ve  1x f V  

noktası olsun. f  fonksiyonu str.θ.pre.I.c.  olduğundan,   ( )f pıCl U V  olacak 

şekilde x  noktasının pre-I-açık bir U   komşuluğu vardır.  Yani; 

                                                1x U pıCl U f V      

dir. O halde, Lemma 4.1.2. gereği,  1f V
 kümesi pre-θ-I-açık  kümedir. 

         (2) (3) : Tümleme işleminden açıktır. 

         (3) (4) : A X  olsun.   Cl f A  kümesi Y  uzayının kapalı bir alt 

kümesidir. (3) ifadesinden    1f Cl f A  kümesi pre-θ-I-kapalıdır.  Böylece; 

              1 1 1pıCl A pıCl f f A pıCl f Cl f A f Cl f A  

    
 

olur. Buradan,
 

                                                      f pıCl A Cl f A 
 

ifadesini elde ederiz.
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         (4) (5) : B Y  olsun.(4)  ifadesinden ; 

                                   1 1( ( ( )) ( ( ( )) ( )f pıCl f B Cl f f B Cl B

    

 dır.  Buradan,  

                                                1 1( ( )) ( ( ))pıCl f B f Cl B

     

sonucunu elde ederiz. 

         (5) (1) : x X  noktası ve ( )f x V    olsun. Y V  kümesi Y  uzayında 

kapalı bir kümedir. (5) ifadesinden 1 1 1( ( )) ( ( )) ( )pıCl f Y V f Cl Y V f Y V

        

olur. Buradan 1( )f Y V  kümesi pre-θ-I-kapalıdır. O halde 1( )f V  kümesi pre-θ-I-

açıktır. 

          Teorem 4.2.2.     : , , ,f X I Y   bir fonksiyon ve Y  uzayı regular uzay 

olsun. f  fonksiyonu için, aşağıdaki özellikler denktir: 

         (1) f fonksiyonu weakly I-pre süreklidir; 

         (2) f  fonksiyonu pre-I-süreklidir; 

         (3)  f  fonksiyonu strongly θ-pre-I süreklidir. 

         İspat. x X  noktası ve ( )f x V    kümesi olsun. Y  uzayı regular uzay 

olduğundan, ( ) ( )f x W Cl W V    olacak şekilde W  açık kümesi vardır. f

fonksiyonu weakly pre-I-sürekli fonksiyon olduğundan, *( ) ( )f U Cl W olacak 

şekilde ( , )U PIO X x  kümesi vardır. Buradan, ( )f U V olur. Bu sonuç bize f

fonksiyonunun pre-I-sürekli fonksiyon olduğunu gösterir. 

         (2) (3) : x X  noktası ve ( )f x V    kümesi olsun. Y  uzayı regular uzay 

olduğundan, ( ) ( )f x W Cl W V    olacak şekilde W  açık kümesi vardır. f

fonksiyonu pre-I-sürekli fonksiyon olduğundan ( )f U W  olacak şekilde 

( , )U PIO X x  kümesi vardır. Şimdi ( ( )) ( )f pıCl U Cl W  olduğunu göstermeliyiz. 

( )y Cl W  olsun. Kapanış noktası tanımından, G W    olacak şekilde y
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noktasının açık bir G  komşuluğu vardır. f  fonksiyonu pre-I-sürekli olduğundan 

1( ) ( )f G PIO X   ve 1( )f G U     dır. Böylece 1( ) ( )f G pıCl U     olur. O 

halde ( ( ))G f pıCl U    dır. Buradan, ( ( ))y f pıCl U  olur ki bu da bize 

( ( )) ( )f pıCl U Cl W V   olduğunu gösterir. 

         (3) (1) :   Uyarı 4.2.2. den açıktır. 

         Sonuç 4.2.1.
 

   1: , , , ,f X I Y I   bir fonksiyon ve Y  uzayı regular-I-uzay 

ve  I 
 
olsun. f  fonksiyonu için aşağıdaki özellikler denktir: 

         (1) f  fonksiyonu weakly I-pre süreklidir; 

         (2) f  fonksiyonu pre-I-süreklidir; 

         (3) f  fonksiyonu strongly θ-pre-I süreklidir. 

         Tanım 4.2.2.  , ,X I  ideal topolojik uzay olsun. F X  kapalı kümesi ve 

x F  noktası için, ayrık, pre-I-açık ,U V  komşulukları varsa  , ,X I  ideal 

topolojik uzayına p-I-regular uzay denir. 

         Lemma 4.2.1.  , ,X I
 
ideal topolojik uzayının p-I-regüler uzay olması için 

gerek ve yeter şart her x X  noktası ve x  noktasının her açık U  komşuluğu için, 

( )x W pıCl W U    olacak şekilde ( , )W PIO X x  kümesinin olmasıdır.  

         İspat. : x X   noktası ve U  kümesi de x  noktasının açık bir komşuluğu 

olsun. U  kümesi açık küme olduğundan X U  kümesi kapalı ve x X U   olur.
 

 , ,X I
 
 uzayı p-I-regular uzay olduğundan ,x W X U V    olacak şekilde ayrık, 

pre-I-açık ,W V  kümeleri vardır. 

V W  V X W   ( ) ( ) ( )V pıInt V pıInt X W X pıCl W       

O halde, 

                                           ( )pıCl W X V U     
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dır. Buradan, ( )pıCl W U  sonucunu elde ederiz. 

         :  F kapalı ve x F  alalım. O halde,  X F  kümesi açık ve x X F   dir. 

Hipotezden, ( )x V pıCl V X F    olacak şekilde ( , )V PIO X x   kümesi vardır. 

Buradan, ( )F X pıCl V   dır ve böylece X  uzayı p-I-regular uzaydır. 

         Teorem 4.2.3.    : , , ,f X I Y 
 
sürekli fonksiyonunun strongly θ-pre-I 

sürekli fonksiyon olması için gerek ve yeter şart X  uzayının p-I-regular uzay 

olmasıdır. 

         : :f X X  fonksiyonu birim fonksiyon olsun. x X  noktası ve U  kümesi 

de x  noktasının açık bir komşuluğu olsun.  Bu durumda ( )x f x U   olur ve f

fonksiyonu strongly θ-pre-I sürekli fonksiyon olduğundan ( ( ))f pıCl G U  olacak 

şekilde ( , )G PIO X x  kümesi vardır. Buradan; ( )x G pıCl G U    ifadesini elde 

ederiz. Böylece X  uzayı p-I-regular uzaydır. 

         :  x X  noktası ve V  kümesi ( )f x  noktasının açık bir komşuluğu olsun. f  

fonksiyonu sürekli olduğundan  1( )x f V  ve 1( )f V    dur. X  uzayı p-I-regular 

uzay olduğundan, 1( ) ( )pıCl U f V  olacak şekilde bir ( , )U PIO X x  kümesi 

vardır. Buradan, ( ( ))f pıCl U V olur ki bu sonuçta bize f  fonksiyonunun strongly 

θ-pre-I sürekli fonksiyon olduğunu gösterir. 

         Tanım 4.2.3.  , ,X I  ideal topolojik uzay olsun. F X  pre-I-kapalı kümesi 

ve x F  noktası için, ayrık, pre-I-açık ,U V  komşulukları varsa  , ,X I  ideal 

topolojik uzayına pre-I-regular uzay denir ( [4], Açıkgöz ve ark.). 

         Lemma. 4.2.2.  , ,X I
 
ideal topolojik uzayının pre-I-regüler uzay olması için 

gerek ve yeter şart her x X  noktası ve x  noktasının her pre-I-açık U  komşuluğu 

için ( )x V pıCl V U    olacak şekilde ( , )V PIO X x  kümesinin olmasıdır ( [4], 

Açıkgöz ve ark.) . 
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         Teorem 4.2.4.  , ,X I  uzayı pre-I-regüler uzay olsun.
 

   : , , ,f X I Y 

fonksiyonunun strongly θ-pre-I sürekli olması için, gerek ve yeter şart f

fonksiyonunun pre-I-sürekli olmasıdır. 

         İspat. :  Uyarı 4.2.2. den açıktır. 

         :  x X  noktası ve V  kümesi ( )f x  noktasının açık bir komşuluğu olsun. f

fonksiyonu pre-I-sürekli fonksiyon olduğundan 1( ) ( , )f V PIO X x   dir. X  uzayı 

pre-I-regular uzay olduğundan 1( ) ( )pıCl U f V olacak şekilde bir ( , )U PIO X x  

kümesi vardır. Buradan  ( ( ))f pıCl U V olur ki bu sonuçta bize f  fonksiyonunun 

strongly θ-pre-I sürekli fonksiyon olduğunu gösterir. 

         Tanım 4.2.4.  , ,X I
 
ideal topolojik uzay olsun. X  uzayının her alt kümesi I-

lokal kapalı küme ise  , ,X I  uzayına I-submaximal uzay denir ([32], Yüksel ve 

ark.) . 

         Lemma 4.2.3. [32]  , ,X I  ideal topolojik uzayı I-submaximal uzay ise 

( )PIO X   eşitliği vardır. 

         Teorem 4.2.5.
 
 , ,X I  uzayı I-submaximal uzay olsun.    : , , ,f X I Y 

fonksiyonu strongly θ-pre-I sürekli fonksiyon ise strongly θ-I-sürekli fonksiyondur. 

         İspat. :  x X  noktası ve V  kümesi ( )f x  noktasının açık bir komşuluğu 

olsun. f  fonksiyonu strongly θ-pre-I sürekli fonksiyon olduğundan, 

( ( ))f pıCl U V olacak şekilde bir ( , )U PIO X x  kümesi vardır.  , ,X I
 
uzayı I-

submaximal olduğundan U   dur ve  

*( ) (int ( )) ( ) ( )pıCl U U Cl U U Cl U Cl U      

olduğundan, *( ( )) ( ( ))f Cl U f Cl U V   olur ki  buradan f  fonksiyonu strongly θ-

I-sürekli fonksiyondur. 
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         Teorem 4.2.6.
 

 , ,X I  uzayı I-submaximal uzay olsun. 

   : , , , ,f X I Y I 
 

fonksiyonu strongly θ-pre-I sürekli fonksiyon ise weak I 

sürekli fonksiyondur. 

         İspat. İspat açıktır. 
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4.3. Özellikler 

 

         Teorem 4.3.1. 1: ( , , ) ( , , )f X I Y I   ve : ( , , )g X I X Y    fonksiyonları 

verilsin. ( ) ( , ( ))g x x f x  ile tanımlanmış ve f  fonksiyonunun grafik fonksiyonu 

olsun. 

         (1) g  fonksiyonu strongly θ-pre-I sürekli fonksiyon ise f  fonksiyonu strongly 

θ-pre-I sürekli fonksiyon ve X  uzayı p-I-regular uzaydır. 

         (2) f  fonksiyonu strongly θ-pre-I sürekli fonksiyon ve X  uzayı pre-I-regular 

uzay ise g  fonksiyonu strongly θ-pre-I sürekli fonksiyondur. 

         İspat. (1)  x X  noktası ve V  kümesi ( )f x  noktasının açık bir komşuluğu 

olsun. O halde X V  kümesi ( )g x  noktasının açık bir komşuluğu olur. g  

fonksiyonu strongly θ-pre-I sürekli olduğundan ( ( ))g pıCl U X V  olacak şekilde 

bir ( , )U PIO X x  kümesi vardır. Buradan,  ( ( ))f pıCl U V  olur. Şimdi X  

uzayının p-I-regular olduğunu gösterelim. U  kümesi x  noktasının açık bir 

komşuluğu olsun. Bu durumda U Y  kümesi ( )g x  noktasının açık bir 

komşuluğudur. g  fonksiyonu strongly θ-pre-I sürekli fonksiyon olduğundan 

( ( ))g pıCl W U Y   olacak şekilde bir ( , )W PIO X x  kümesi vardır. Buradan, 

( )pıCl W U  olur ki bu da X  uzayının p-I-regular uzay olduğunu gösterir. 

         (2) x X  noktası ve W  kümesi X Y  uzayında ( )g x  noktasının açık bir 

komşuluğu olsun. O halde; U V W   olacak şekilde , ( )x U f x V    açık kümeleri 

vardır. f  fonksiyonu strongly θ-pre-I sürekli fonksiyon olduğundan,

( ( ))f pıCl G V  olacak şekilde bir ( , )G PIO X x  kümesi vardır. Buradan, U G  

kümesi x  noktasının pre-I-açık bir komşuluğu olur. X  uzayı pre-I-regular uzay 

olduğundan ( )x T pıCl T U G     olacak şekilde bir ( , )T PIO X x  kümesi 

vardır. Böylece  

                               ( ( )) ( ( ))g pıCl T U f pıCl G U V W       
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olur ki bu da bize g  fonksiyonunun strongly θ-pre-I sürekli fonksiyon olduğunu 

gösterir. 

         Sonuç 4.3.1.  , ,X I  uzayı
 

pre-I-regüler uzay olsun. : ( , , ) ( , )f X I Y   

fonksiyonunun strongly θ-pre-I sürekli olması için gerek ve yeter şart 

( ) ( , ( ))g x x f x  ile tanımlanmış : ( , , )g X I X Y    grafik fonksiyonunun strongly 

θ-pre-I sürekli olmasıdır. 

         Teorem 4.3.2. ([32],Yüksel ve ark.)  , ,X I  ideal topolojik uzay ve 

0,A X X  olsun. 

         (1) 0( ), ( )A PIO X X SIO X   ise 0 0( )A X PIO X  . 

         (2) 0( )A PIO X  ve 0 ( )X PIO X  ise ( )A PIO X . 

         Teorem 4.3.3. ([32],Yüksel ve ark.)  , ,X I  ideal topolojik uzay ve 

0A X X   olsun ve 
0
( )XpıCl A  sembolü A  kümesinin 0X  altuzayında pre-I-

kapanışını göstersin.  

         (1) Eğer 0X  kümesi X  uzayında semi-I-açıksa 
0
( )XpıCl A ( )pıCl A  dır. 

         (2) 0( )A PIO X  ve 0 ( )X PIO X  ise ( )pıCl A 
0
( )XpıCl A . 

         Teorem 4.3.4. : ( , , ) ( , )f X I Y   strongly θ-pre-I sürekli fonksiyon ve 

0X X semi-I-açık bir küme ise 0 0 0 0/ : ( , / , / ) ( , )f X X X I X Y 
 

fonksiyonu 

strongly θ-pre-I sürekli fonksiyondur. 

         İspat. 0x X  noktası ve V   kümesi ( )f x  noktasının açık bir komşuluğu 

olsun. f  fonksiyonu strongly θ-pre-I sürekli fonksiyon olduğundan, 

( ( ))f pıCl U V  olacak şekilde bir ( , )U PIO X x  kümesi vardır. 0 0U U X   

olsun. Teorem 4.3.2 gereğince, 0 0( )U PIO X  ve Teorem 4.3.3 gereğince,  

0 0( )XpıCl U 0( )pıCl U  

olur. O halde,  

0 00 0 0 0( / )( ( )) ( ( )) ( ( ))X Xf X pıCl U f pıCl U f pıCl U  ( ( ))f pıCl U V   
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 olur ki, bu da / of X  kısıtlanmasının strongly θ-pre-I sürekli fonksiyon olduğunu 

gösterir. 

         Teorem 4.3.5. : ( , , ) ( , )f X I Y   fonksiyon olsun. Her x X  noktası için, 

0 ( , )X PIO X x  kümesi varsa ve
 0 0 0 0/ : ( , / , / ) ( , )f X X X I X Y 

 
kısıtlanmış 

fonksiyonu strongly-θ-pre-I-sürekli ise f  fonksiyonu da strongly θ-pre-I sürekli 

fonksiyondur.  

         İspat. x X  noktası ve V  kümesi de f (x) noktasının açık bir komşuluğu 

olsun. / of X  kısıtlanmış fonksiyonu strongly θ-pre-I sürekli fonksiyon olduğundan;  

                          0 00( / )( ( )) ( ( ))X Xf X pıCl U f pıCl U V   

olacak şekilde 0( , )U PIO X x  kümesi vardır. Teorem 4.3.3.  gereği,   

0
( ( )) ( ( ))Xf pıCl U f pıCl U V 

 

olur ki buradan f  fonksiyonu, strongly θ-pre-I sürekli fonksiyondur. 

         Tanım 4.3.1. ([3], Açıkgöz ve ark.) : ( , , ) ( , )f X I Y   fonksiyon olsun. Y

uzayının her pre-I-açık kümesinin ters görüntüsü X  uzayında pre-I-açık küme 

oluyorsa f  fonksiyonuna pre-I-ırresolute fonksiyon denir. 

         Teorem 4.3.6. 1: ( , , ) ( , , )f X I Y I   fonksiyonu için aşağıdaki özellikler 

eşdeğerdir: 

         (1) f  fonksiyonu pre-I-ırresolute fonksiyondur; 

         (2) A Y   için, 1 1( ( )) ( ( ))f pıInt A pıInt f A  ; 

         (3) A Y   için, 1 1( ( )) ( ( ))pıCl f A f pıCl A  . 

         İspat. (1) (2): A Y  olsun. ( )pıInt A  kümesi pre-I-açık kümedir. f

fonksiyonu pre-I-ırresolute olduğundan, 1( ( ))f pıInt A  kümesi pre-I-açıktır. Buradan 

1 1 1( ( )) ( ( ( ))) ( ( ))f pıInt A pıInt f pıInt A pıInt f A     

olur. 
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(2) (3): A Y  olsun. Y A  kümesini göz  önüne  alalım. (2)  ifadesinden 

1 1( ( )) ( ( ))f pıInt Y A pıInt f Y A     dır. [31] de ( ) ( )pıInt Y A Y pıCl A    ve 

( ) ( )pıCl Y A Y pıInt A    olduğu gösterilmiştir. Bu ifadelerden faydalanarak;        

1 1

1

1

1

1

( ( )) ( ( ))

( ( ))

( ( ))

( ( ))

( ( ))

f pıInt Y A f Y pıCl A

X f pıCl A

pıInt f Y A

pıInt X f A

X pıCl f A

 









  

 

 

 

 

 

ifadesini elde ederiz. Buradan da tümleme işlemi yardımıyla  

1 1( ( )) ( ( ))pıCl f A f pıCl A   

bağıntısını buluruz. 

         (3)  (1): F Y  pre-I-kapalı kümesi verilsin. (3) ifadesinden;  

1 1 1( ( )) ( ( )) ( )pıCl f F f pıCl F f F     

ifadesini elde ederiz. Böylece f  fonksiyonu pre-I-ırresolute fonksiyondur. 

         Lemma 4.3.1. 1: ( , , ) ( , , )f X I Y I   fonksiyonu pre-I-ırresolute ise Y

uzayındaki her pre-θ-I-açık kümenin ters görüntüsü X  uzayında pre-θ-I-açık 

kümedir. 

         İspat. ( )f x V Y   pre-θ-I-açık küme ve 1( )x f V  olsun. V  kümesi pre-θ-

I-açık küme olduğundan, ( ) ( )f x W pıCl W V    olacak şekilde bir ( )W PIO Y  

kümesi vardır. f  fonksiyonu pre-I-ırresolute fonksiyon olduğundan, 

1( ) ( )f W PIO X   ve Teorem 4.3.6  gereğince, 1 1( ( )) ( ( ))pıCl f W f pıCl W   dır. 

Buradan;  

                     1 1 1 1( ) ( ( ) ( ( )) ( )x f W pıCl f W f pıCl W f V         

olur. O halde 1( )f V  kümesi pre-θ-I-açıktır. 

         Teorem 4.3.7. 1: ( , , ) ( , , )f X I Y I   ve 1 2: ( , , ) ( , , )g Y I Z I  fonksiyonları 

verilsin. 
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         (1) f  fonksiyonu strongly θ-pre-I sürekli ve g  fonksiyonu sürekli ise 

2: ( , , ) ( , , )gof X I Z I   bileşke fonksiyonu strongly θ-pre-I süreklidir. 

         (2) f  fonksiyonu pre-I-ırresolute fonksiyon ve g  fonksiyonu strongly θ-pre-I 

sürekli fonksiyon ise 
2: ( , , ) ( , , )gof X I Z I   bileşke fonksiyonu strongly θ-pre-I 

sürekli fonksiyondur. 

         İspat. (1) V  kümesi Z  uzayında açık küme olsun. g  fonksiyonu sürekli 

fonksiyon olduğundan, 1( )g V  kümesi Y  uzayında açıktır. f  fonksiyonu strongly 

θ-pre-I sürekli fonksiyon olduğundan, 1 1( ( ))f g V   kümesi X  uzayında pre-θ-I-açık 

kümedir. O halde, gof  bileşke fonksiyonu strongly θ-pre-I sürekli fonksiyondur. 

         (2) V  kümesi Z  uzayında açık küme olsun. g  fonksiyonu strongly θ-pre-I 

sürekli fonksiyon olduğundan, 1( )g V  kümesi Y  uzayında pre-θ-I-açık kümedir. f  

fonksiyonu pre-I-ırresolute fonksiyon olduğundan, 1 1( ( ))f g V   kümesi X  uzayında 

pre-θ-I-açık kümedir. O halde, gof  bileşke fonksiyonu strongly θ-pre-I süreklidir. 
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4.4.  Str.θ.pre.I.c Fonksiyon ve Yeni Ayırma Aksiyomlarıyla İlişkisi    

         Tanım 4.4.1.  ( , , )X I  ideal topolojik uzay olsun. X  uzayının birbirinden 

farklı her ,x y  nokta çifti için, sırasıyla x  ve y  noktalarını içeren ,U V  ayrık ve pre-

I-açık komşulukları varsa bu uzaya pre-I-T2- uzay denir. 

         Tanım 4.4.2. ( , , )X I  ideal topolojik uzay olsun. X  uzayının birbirinden 

farklı her ,x y  nokta çifti için, ( ) ( )pıCl U pıCl V    olacak şekilde sırasıyla x  ve 

y  noktalarını içeren ,U V  pre-I-açık komşulukları varsa bu uzaya pre-I-Urysohn 

uzay denir. 

         Teorem 4.4.1. : ( , , ) ( , )f X I Y   fonksiyonu strongly θ-pre-I sürekli ve 

birebir fonksiyon ve  Y   uzayı T0-uzayı ise X  uzayı pre-I-T2-uzayıdır. 

         İspat. ,x y  noktaları X  uzayının birbirinden farklı iki noktası olsun. f

fonksiyonu birebir fonksiyon olduğundan ( ) ( )f x f y  dir. Y  uzayı T0-uzay 

olduğundan ( ) , ( )f x U f y U   veya ( ) , ( )f y V f x V   olacak şekilde ,U V  açık 

komşulukları vardır. 1.durum varsa, f  fonksiyonu strongly θ-pre-I-sürekli fonksiyon 

olduğundan, ( ( ))f pıCl W U  olacak şekilde ( , )W PIO X x  kümesi vardır. 

( ) ( ( ))f y f pıCl W  olduğundan, ( )y pıCl W  olur. Buradan; ( )X pıCl W  kümesi 

y  noktasının pre-I-açık bir komşuluğu olur. O halde; X  uzayı pre-I-T2-uzaydır. 

2.durum varsa da benzer işlemleri yaparak aynı sonuca ulaşırız. 

         Teorem 4.4.2. : ( , , ) ( , )f X I Y   fonksiyonu strongly θ-pre-I sürekli ve 

birebir fonksiyon ve Y  uzayı T2-uzay ise X  uzayı pre-I-Urysohn uzayıdır. 

         İspat. ,x y  noktaları X  uzayının birbirinden farklı iki noktası olsun. f

fonksiyonu birebir fonksiyon olduğundan, ( ) ( )f x f y  dir. Y  uzayı T2-uzay 

olduğundan, sırasıyla ( ), ( )f x f y  noktalarını içeren ayrık, açık ,U V  kümeleri vardır. 

f  fonksiyonu strongly θ-pre-I-sürekli fonksiyon olduğundan, ( ( ))f pıCl G U  

olacak şekilde ( , )G PIO X x  kümesi ve ( ( ))f pıCl H V  olacak şekilde 

( , )H PIO X y  kümesi vardır. O halde ( ( )) ( ( ))f pıCl G f pıCl H    olur ki bu da 

X   uzayının pre-I-Urysohn uzay olduğunu gösterir. 



 

 
 

- 50 - 

         Lemma 4.4.1. ([33], Yüksel ve ark.)  ( , , )X I  ideal topolojik uzay ve 

,A X B Y  olsun. O halde; * * *( ) ( ) ( )Cl A Cl B Cl A B    dır. 

         Lemma 4.4.2. ( , , )X I  ideal topolojik uzay ve ,A X B Y  olsun. Eğer   

         İspat. * *( ( )) ( ( ))X X Y YA B Int Cl A Int Cl B   * *( ( ) ( ))X Y X YInt Cl A Cl B 

*( ( ))X Y X YInt Cl A B    olduğundan ( )A B PIO X Y    dır.
 

         Lemma 4.4.3. ( , , )X I  ideal topolojik uzay ve ,A B X  olsun. O halde; 

( ) ( ) ( )pıCl A B pıCl A pıCl B    dır. 

         İspat. ( , )x y X X   olsun ve ( , ) ( )x y pıCl A B   alalım. Pre-I-kapanış 

noktası tanımından;  

( , ), ( , )U PIO X x V PIO X y    ( , ) ( )x y U V PIO X X      

ve ( ) ( )A U B V    ( ) ( )A B U V      dır. Buradan, A U    ve  B V    

olur.Buradan, ( )x pıCl A  ve ( )y pıCl B  dır ve böylece ( , ) ( ) ( )x y pıCl A pıCl B   

olur ki bu da bize ( ) ( ) ( )pıCl A B pıCl A pıCl B    olduğunu gösterir. 

         Teorem 4.4.3. : ( , , ) ( , )f X I Y   fonksiyonu strongly θ-pre-I sürekli ve Y

uzayı T2-uzay olsun.  ( , ) : ( ) ( )A x y f x f y   kümesi X X  uzayında  pre-θ-I-

kapalı kümedir. 

         İspat. ( , )x y A   olsun. Bu durumda ( ) ( )f x f y  dir. Y  uzayı T2-uzay 

olduğundan, ( ), ( )f x f y  noktalarının sırasıyla ,V W  ayrık, açık komşulukları vardır. 

 fonksiyonu strongly θ-pre-I sürekli fonksiyon olduğundan, ( ( ))f pıCl U V  

olacak şekilde ( , )U PIO X x  kümesi ve ( ( ))f pıCl G W  olacak şekilde 

( , )G PIO X y  kümesi vardır. Lemma 4.4.2 gereğince, ( , ) ( )x y U G PIO X X     

dir ve ayrıca,  

( ( ) ( ))pıCl U pıCl G A     

dir. Yani ( ( ) ( )) ( )pıCl U pıCl G X X A     dir. Lemma 4.4.3.  gereğince,  

( ) ( ) ( )pıCl U G pıCl U pıCl G    

f
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olduğundan, ( , ) ( ) ( )x y U G pıCl U G X X A        olur ki bu da bize 

( )X X A   kümesinin pre-θ-I-açık olduğunu gösterir. Tümleme işleminden de A

kümesinin pre-θ-I-kapalı olduğu görülür. 

         Tanım 4.4.3. : ( , , ) ( , )f X I Y   fonksiyon ve ( )G f  grafiği f  

fonksiyonunun grafiği olsun. Her ( , ) ( ) ( )x y X Y G f    noktası için, 

( ( ) ) ( )pıCl U V G f     olacak şekilde x  noktasının pre-I-açık bir komşuluğu ve 

y  noktasının açık bir komşuluğu varsa ( )G f  grafiğine strongly  pre-I-kapalı denir. 

         Lemma 4.4.4.  : ( , , ) ( , )f X I Y   fonksiyonunun ( )G f  grafiğinin X Y  

uzayında strongly pre-I-kapalı küme olması için gerek ve yeter şart 

( , ) ( ) ( )x y X Y G f     için, ( ( ))f pıCl U V    olacak şekilde x  noktasının pre-

I-açık bir komşuluğu ve y   noktasının açık bir komşuluğunun olmasıdır. 

         İspat.  Tanımın direkt sonucudur. 

         Teorem 4.4.4. : ( , , ) ( , )f X I Y   fonksiyonu strongly θ-pre-I sürekli ve Y

uzayı T2-uzay ise ( )G f  grafiği X Y  uzayında  strongly pre-I-kapalıdır. 

         İspat. ( , ) ( ) ( )x y X Y G f    olsun. Bu durumda ( ) ( )f x f y  dir.  uzayı 

T2-uzay olduğundan, ( ), ( )f x f y  noktalarının sırasıyla ,V W  ayrık, açık 

komşulukları vardır. f  fonksiyonu strongly θ-pre-I sürekli fonksiyon olduğundan 

( ( ))f pıCl U V  olacak şekilde ( , )U PIO X x  kümesi vardır. O halde; 

( ( ))f pıCl U W    olur. Böylece Lemma 4.4.4.  gereğince, ( )G f  grafiği X Y  

uzayında strongly pre-I-kapalıdır. 
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4.5. Str.θ.pre.I.c Fonksiyonların Korunan Özellikleri 

         Tanım 4.5.1.  (1) X  uzayının her pre-I-açık örtüsünün pre-I-kapanışlarının , X  

uzayını örten, sonlu ( sayılabilir ) bir alt örtüsü varsa uzaya p-I-kapalı ( p-I-

Lindelöf)  uzay denir. 

         (2) X  uzayının her sayılabilir pre-I-açık örtüsünün pre-I-kapanışlarının, X  

uzayını örten, sonlu bir alt örtüsü varsa uzaya sayılabilir p-I-kapalı uzay denir. 

         Teorem 4.5.1. : ( , , ) ( , )f X I Y   fonksiyonu örten, strongly θ-pre-I sürekli 

fonksiyon ve X  uzayı p-I-kapalı uzay ise Y  uzayı kompakt uzaydır. 

         İspat. ( )i i IA   ailesi Y  uzayının açık bir örtüsü olsun. x X  noktası için, iA

kümesi de ( )f x  noktasının açık bir komşuluğu olsun. f  fonksiyonu strongly θ-pre-I 

sürekli olduğundan her i I  için, ( ( ))i if pıCl U A  olacak şekilde bir 

( , )iU PIO X x  kümesi vardır. X  uzayı p-I-kapalı olduğundan,  

{ : ( , )}i i

i I

X U U PIO X x


   iken 
1

( )
n

i

i

X pıCl U


  

dir. Buradan 
1 1

( ) ( ( ))
n n

i i

i i

Y f X f pıCl U A
 

     dir ki bu da bize Y  uzayının 

kompakt olduğunu gösterir.        

         Teorem 4.5.2. : ( , , ) ( , )f X I Y   fonksiyonu örten ve strongly θ-pre-I-

sürekli olsun. Eğer X   uzayı p-I-Lindelöf ise  Y  uzayı Lindelöf uzayıdır. 

          İspat. ( )i i IA   ailesi Y  uzayının açık bir örtüsü olsun. x X  noktası için, iA  

kümesi de ( )f x  noktasının açık bir komşuluğu olsun. f   fonksiyonu strongly θ-pre-

I sürekli olduğundan, her i I  için, ( ( ))i if pıCl U A  olacak şekilde bir 

( , )iU PIO X x  kümesi vardır. X  uzayı p-I-Lindelöf olduğundan;  

{ : ( , )}i i

i I

X U U PIO X x


  iken ( )n

n N

X pıCl U


  

dir. O halde; ( ) ( ( ))n n

n N n N

Y f X f pıCl U A
 

     olur ki bu da bize Y  uzayının 

Lindelöf  uzay olduğunu gösterir. 
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         Teorem 4.5.3. : ( , , ) ( , )f X I Y   fonksiyonu strongly θ-pre-I-sürekli ve 

örten olsun. Eğer X   uzayı sayılabilir p-I-kapalı ise Y  uzayı sayılabilir kompakttır. 

         İspat. ( )n n NA 
 ailesi Y  uzayının sayılabilir bir açık örtüsü olsun. x X  

noktası için 
nA
 
kümesi de ( )f x  noktasının açık bir komşuluğu olsun. f  fonksiyonu 

strongly θ-pre-I-sürekli olduğundan her n N  için, ( ( ))n nf pıCl U A  olacak 

şekilde bir ( , )nU PIO X x  kümesi vardır. X  uzayı sayılabilir p-I-kapalı 

olduğundan, 

n

n N

X U


  iken 
1

( )
n

i

i

X pıCl U


  

dir. Buradan;

 1 1

( ) ( ( ))
n n

i i

i i

Y f X f pıCl U A
 

     olur ki bu da bize Y  uzayının 

sayılabilir kompakt olduğunu gösterir. 

        Teorem 4.5.4.  : ( , , ) ( , )f X I Y   fonksiyon olsun. K X  kümesi p-I-

kapalı ve ( )G f  grafiği X Y  uzayında strongly pre-I-kapalı ise ( )f K  kümesi 

uzayında kapalıdır. 

         İspat. ( )y Y f K   ve x K  olsun. O halde, ( , ) ( )x y G f  olur. ( )G f  

grafiği strongly pre-I-kapalı olduğundan, ( ( ))i if pıCl U V    olacak şekilde x  

noktasının pre-I-açık bir iU  komşuluğu ve y  noktasının açık bir iV  komşuluğu 

vardır. iV  kümesi y  noktasının açık komşuluğu olduğundan 
1

n

i

i

V V


  kümesi de y  

noktasının açık bir komşuluğu olur. K  kümesi p-I-kapalı olduğundan, 

{ : ( , )}i i

i I

K U U PIO X x


   iken 
1

( )
n

i

i

K pıCl U


  

dir. Böylece;    

               
1 1

( ) ( ( )) ( ( ( ) )
n n

i i i

i i

f K V f pıCl U V f pıCl U V 
 

         

olur. Buradan; ( ( ))y Cl f K  dır. O halde ( )f K  kümesi kapalıdır. 

Y
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          Teorem 4.5.5. ( , , )X I  uzayı I-submaximal uzay olsun. : ( , , ) ( , )f X I Y   

fonksiyonu strongly pre-I-kapalı grafikliyse Y  uzayındaki her kompakt K  kümesi 

için, 1( )f K  kümesi θ- kapalıdır. 

         İspat. x X  noktası, K  kümesi Y  uzayının kompakt bir alt kümesi ve 

1( )x f K  olsun. y K  noktası için, ( , ) fx y G  olduğundan, Lemma 4.4.4.  

gereğince ( ( ))i if pıCl U V    olacak şekilde x  noktasının bir 
iU  pre-I-açık 

komşuluğu ve y  noktasının açık bir 
iV  komşuluğu vardır. 

yi

y K

V


  kümesi K

kümesinin açık örtüsü olduğundan, 
1

n

i

i

V


  kümesi K  kümesinin sonlu bir örtüsüdür. 

X  uzayı I-submaximal olduğundan; iU  kümesi açıktır ve ( ) ( )i ipıCl U Cl U  dır. 

1

n

i

i

U U



  

alalım. Bu bilgilerden faydalanarak; 

1 1

( ( )) [ ( ( )) ] [ ( ( )) ]
n n

i i i

i i

f Cl U K f Cl U V f Cl U V 
 

        

bağıntısını elde ederiz. Buradan; 1( ) ( )Cl U f K    olduğunu görürüz. Yani;

1( ( ))x Cl f K

  olur ki bu da bize 1( )f K   kümesinin  θ-kapalı olduğunu gösterir. 
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SONUÇ VE ÖNERİLER 

 

         (X,τ) topolojik uzayında tanımlanan strongly θ-pre sürekli fonksiyonları ele 

aldık. Bu süreklilik çeşidini ideal topolojik uzaylarda tanımlayarak ideal topolojik 

uzay ve topolojik uzaylarda daha önceden tanımlanan süreklilik çeşitleriyle 

karşılaştırdık ve tanımladığımız bu süreklilik çeşidine ait birçok özellik ve 

karakterizasyon elde ettik.  

         İncelemiş olduğumuz bu süreklilik çeşidinden yola çıkılarak daha zayıfı 

tanımlanabilir ve yeni özellikler elde edilebilir. 
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