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1. GIiRIS

Tabiat olaylar1 ¢ogunlukla lineer tiirden degildir. Bu tiir olaylar cogunlukla uygun
baslangic veya sinir kosullar1 ile birlikte lineer olmayan diferensiyel denklem ya da
kismi tiirevli denklem (ya da sistemleri) ile tanimlanirlar. Lineer olmayan denklemleri
analitik olarak (kapali form) ¢ozebilmenin genel yontemleri olmadigindan, s6z konusu
denklemlerin incelenmesi olduk¢a zorluk arz etmektedir. Bununla beraber lineer
olmayan denklemler ¢ok zengin bir yapiya ve ¢ozlimlere sahiptir. Cesitli acilardan bu
denklemlere yaklasarak, bu denklemlerin ¢oziimlerine iliskin bilgiler elde etmenin

yollart aranmaktadir.

Lineer olmayan denklemlerin énemli bir sinifi, ondokuzuncu asrin sonlarinda yirminci
asrin baglarinda Paul Painlevé (1863-1933, Fransiz) ve arkadaslar1 E. Picard, L. Fuchs,
R. Fuchs, J. Chazy, B. Gambier, S. Kowalevski, R. Garnier tarafindan ele alinmistir. Bu
matematikg¢iler sozii edilen denklem sinifini, denklemlerin aykirt (tekil) noktalar:

acisindan ele alarak incelediler (Ince 1956, Steeb and Euler 1988).

Verilen bir diferensiyel denkleme gore z-diizlemindeki noktalari iki sinifa ayirmak
miimkiindiir. Bu noktalar ya adi noktalar ya da aykiri noktalar’ dir. Aykir1 noktalarin
diferensiyel denklemler ile iligkisi hakkinda temel bilgiler bu konuda daha 6nce yapilan
bir ¢alismada verilmektedir (Yildiz 1998). Bir lineer diferensiyel denklem icin aykiri
nokta denildiginde denklemin katsayilarinin, lineer olmayan diferensiyel denklem i¢in
aykir1 nokta denildiginde denklemin ¢oziimlerinin aykirt noktalar1 kastedilmektedir.
Aykiart noktalar sabit ya da hareketli olabilir. Sabit aykir1 noktalar, baslangi¢ ya da sinir
kosullarindan etkilenmezler ve lineer diferensiyel denklemlerin aykir1 noktalarinin tiimii
sabittir. Hareketli aykir1 noktalar ise, lineer olmayan denklemler ile ilgilidir ve bu tiir
noktalarin yerleri kosullara gore degisir. Lineer olmayan diferensiyel denklemlerin
aykiriliklart ¢ogunlukla hareketli olmak {izere sabit de olabilir. Aykir1 noktalar;
kaldirilabilir aykir1 nokta, kutup, dallanma noktas1 (cebirsel, logaritmik) ve esas aykiri

nokta olarak karsimiza ¢ikarlar.



Bir diferensiyel denklemin ¢oziimii ¢esitli tiirdeki aykiriliklara sahip olabilir. Kutup
disinda herhangi bir aykir1 nokta bir kritik nokta olarak adlandirilir. Bir kritik nokta, bir
dallanma noktas1 veya esas aykir1 nokta olabilir. Dallanma noktalari, sonlu sayida dala

(cebirsel dallanma) ya da sonsuz sayida dala (logaritmik dallanma) sahip olabilir.

F, w ve w’ ye gore rasyonel, z ye gore analitik bir fonksiyon olmak lizere,

2
”;ZZV = F(z,w,w) (1.1)

denklemini gbéz Oniine alalim. 1893 yilinda E. Picard, Mittag-Leffler'e yazdig:1 bir
mektupta su soruyu soruyor: Acaba (1.1) bi¢imindeki hangi tiir denklemlerin ¢éziimleri
hareketli aykiriliklar olarak sadece kutuplara sahiptir ya da baska bir anlatimla (1.1)
bi¢cimindeki hangi tiir denklemlerin ¢oziimleri sabit kritik noktalara sahiptir? Bu soruyu
sordu ancak yaklasimi pek olumlu degildi. Buna ragmen Painlevé ve arkadaslar1 yogun
sekilde bu problemin iizerine egildiler. Yorucu ve hassas islemlerden sonra hareketli

aykiriliklar1 sadece kutuplar olan bir denklem smifi ortaya koydular (Ablowitz and

Clarkson 1992).

Kismi tiirevli denklem (KTD) ler i¢in Painlevé 6zelligi ise ilk defa 1983 yilinda Weiss,
Tabor ve Carnevale (WTC) tarafindan ortaya konmustur (Weiss et al. 1983). Bir KTD
in Painlevé ozelligine sahip olmasi, onun genel ¢oziimiiniin karakteristik olmayan
hareketli dallanma aykiriliklarindan bagimsiz olmasidir. Bagka bir anlatimla bir KTD in
Painlevé 6zelligine sahip olmasi, KTD in ¢éziimlerinin karakteristik olmayan hareketli
aykir1 manifold komsulugunda tek degerli olmasidir. Yine aynmi calismada Painleve
Ozelligine sahip bazi 6nemli evrim denklemleri ile Bécklund dontisiimleri, Schwarz
tirevi ve Lax ciftleri gibi ¢ok Onemli kavramlar arasindaki carpici baglar ortaya

konmustur (Weiss 1983, 1984, 1986).

Bu tezde Painlevé 06zelligine sahip lineer olmayan bazi 6nemli evrim denklemleri
incelenmistir. Bu denklemlerin, denklemlere iliskin Béacklund doniisiimleri yardimiyla
bazi analitik ¢oziimleri elde edilmistir. Daha sonra degisken katsayili Fisher ve
Genellestirilmis Fisher denklemlerinin kesik Painlevé acilimlar1 yardimiyla tam

¢oziimleri elde edilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu béliimde, oncelikle diferensiyel denklemler icin ARS ve kismi tiirevli denklemler
icin de WTC algoritmalar1 verilecek ve daha sonra da Béclund doniisiimii, Schwarz
tiirevi ve Lax ¢iftleri gibi, kismi tiirevli denklemlerin Painlevé 6zeligine sahip olmasiyla

dogrudan baglantili 6nemli kavramlara deginilecektir.

2.1 Diferensiyel Denklemler icin ARS Algoritmasi

Tanim 2.1 Bir diferensiyel denklemin ya da diferensiyel denklem sisteminin ¢6ztimleri
sadece sabit kritik noktalara sahip ise, bu durumda denklem ya da sistem Painlevé

ozelligine sahiptir ya da P-tiiriindendir denir.
Bu tanim 1978’de Ablowitz, Ramani ve Segur (ARS) tarafindan verilmistir.

Bir denklem ya da sistemin ¢oziimii bulunarak, ¢6éziimlerin ayirt edici nitelikleri ortaya
konabilir. Ancak bu ¢ogunlukla miimkiin degildir. C6ziim hi¢ bulunamayabilir, bazen
de bulunsa bile, o kadar karisik olabilir ki ¢6ziimlerin ayirt edici nitelikleri ortaya

konamayabilir.

(n-1)

F fonksiyonu w, w’,w”,...,w e gore rasyonel, z ye gore analitik olmak tizere

d"w
dz"

ile belirtilen n-yinci basamaktan denklem i¢in Ablowitz, Ramani, Segur tarafindan 1980

=F(z,w,w,...w"™") (2.1.1)

yilinda bir algoritma gelistirildi. Algoritma ile 6zel tiirde bir problemi ¢6zmek icin,
standardize edilmis herhangi bir yontem kastedilmektedir. Bu yontem ayrica aykir
(tekil) nokta analizi ya da Painlevé testi ad1 ile de anilmaktadir (Ablowitz et al. 1978,

1980, Sachdev 1991). Sozii edilen algoritmada ti¢ adim vardir:
a) Etkin Davramisi Bulmak

(2.1.1) denkleminin
w~o(z—z,)” (2.1.2)



seklinde ¢6ziimiinii arayalim. Burada z, keyfi olmak iizere Re(p)<0 olsun. p nin

degerlerini belirlemek igin (2.1.2), (2.1.1) denkleminde yerine konur. iki veya daha
fazla terim arasinda dengeleme yapilir. Incelemeler sirasinda daha az etkin terimler ya
da dengelemeye imkan vermeyen terimler ithmal edilir. p nin her bir se¢imi i¢in
dengelenen terimlere etkin terimler denir. Genel olarak bu dengeleme sonucunda o
katsayist ( birden ¢ok olabilir ) bulunabilir. Ancak ayricalikli durumlarda o keyfi
kalabilir. p nin olurlu se¢imlerinden herhangi birisi kesir ise, denklem etkin davranig
olarak p yinci basamaktan bir hareketli cebirsel dallanma gosterir. Boyle bir dallanma
noktasinin varligi denklemin P-tiirinden olmadigini ifade eder.

Miimkiin olan tiim p degerleri tamsayi ise, bu durumda her bir p i¢in (2.1.2), hareketli
kutbun delinmis komsulugunda gecgerli Laurent serisinde ilk terimi gdsteriyor olabilir.

Bu durumda (2.1.1) in ¢6ztiimii
w(z)=(z—zo)p2aj(z—zo)j , O<|Z—ZO|<R (2.1.3)
j=0

seklindedir. Burada z, keyfi bir sabittir. (2.1.3) aciliminda {a j} katsayilarinin (n —1)

tanesi keyfi ise, bunlar z, da dahil olmak f{izere verilen diferensiyel denklemin
cOziimiine iliskin » tane integrasyon sabitleridir, bu durumda (2.1.3) delinmis

komgulukta denklemin genel (parametreli) ¢oziimiidiir. Katsayilarinda keyfi a;

sabitlerinin bulundugu kuvvetler rezonanslar adin1 alir.
b) Rezonanslar1 Bulmak

Birinci adimda elde edilen her bir (p, o) icin sadece etkin terimler alinarak orijinal

diferensiyel denklem basitlestirilir ya da kesilmeye tabi tutulur. Basitlestirilmis
denklemde

w=o(z—z))" +B(z—z,)"" (2.1.4)

ifadesi yerine konur ve 3 ya gore lineer terimler alinirsa,
O(rB(z-2,)"=0 ; q=2p+r-n (2.1.5)
elde edilir. Q(r) polinomunun koékleri rezonanslar't belirtir. Burada belirtelim ki
O(r)=0, diizgiin aykir1 nokta komsulugunda bir lineer diferensiyel denklemin

¢oziimlerinin bulunmasinda kullanilan Frobenius yontemindeki indisel denklem’e



benzer bir nitelik gostermektedir. Koklerden biri her zaman —1 dir. Bu durum z,

aykir1 noktasinin yerinin keyfiligini yani hareketli oldugunu gosterir. Birinci adimda o

keyfi ise, » = 0 bir diger koktiir.
¢) integrasyon Sabitlerini Bulmak

Birinci adimda elde edilen her bir (p,o) i¢in s<n—-1 olmak lizere Q(r)=0
denkleminin pozitif tamsay1 kokleri , <7, <...<r, seklinde olsun. Buna gore
w=o(z—z0)" +Ya,(z-2,)"" (2.1.6)
j=1
ifadesini (2.1.1) denkleminin tiimiinde yerine koyalim. Analizin bu kismi, (p,o ) nin

baskin terimlerin dengelenmesi sonucu elde edilmesi disinda, lineer diferensiyel
denklemler i¢in Frobenius yontemine benzerdir. (2.1.6) nin ikinci yanindaki ikinci

terim, Q(r) =0 denkleminin en biiyiik kokii », olmak iizere, r, tane terim igerir. Lineer

olmayan problemler i¢in birkag¢ terim disinda islem yapmak ¢ogunlukla zor oldugundan

indirgeme bagintis1 genel olarak ¢ok karigiktir.
Bu algoritmayi irdeleyen iki 6rnek ele alalim;

Ornek 2.1.1.

, 2ww’?
W =

2.1.7)

w’ =1
denklemini g6z Oniine alalim. (2.1.7) denkleminin diizenlenmesi sonucunda etkin
terimler olarak w’w” ve —2ww’> alinirsa (olurlu tek secim) ve bu terimlerde (2.1.2)
ifadesi yerine yazilirsa p =—1 ve o = keyfi olarak bulunur. Rezonanslar1 bulmak i¢in

w=o(z—z,)" +B(z—z,)""
seklinde elde edilen bu ifade yine etkin terimlerde yerine yazilirsa ve bu ifadeden B ya
gore lineer terimler alinirsa,
Blr —)(r=2)+4+4(r-1)-2](z—z,)" =0

bulunur ve buradan rezonanslari belirten



r-+r=0
denklemine varilir. Béylece rezonanslarin », =—1 ve r, =0 seklinde oldugu goriiliir.
Burada 7, =—1 rezonans1 z, i keyfiligine, », =0 rezonanst da o katsayisinin
keyfiligine karsilik gelmektedir. Yani diferensiyel denklemin ¢6ziimii iki keyfi sabit ( z,

ve o) icermektedir. Boylece verilen diferensiyel denklem algoritmada belirtilen
gereklilik kosullarim1 saglamaktadir. Baska bir deyisle denklem Painlevé testini kabul
eder. Gergekten diferensiyel denklem kolayca integre edilebilirdir ve ¢6ziimii de

w=tanh(A4z + B)

seklindedir. Burada A ve B integrasyon sabitleridir. Bu ¢6ziimiin aykiriliklar1 hareketli

basit kutuplardir. (C6ziim hareketli kritik noktalardan bagimsizdir.)

Bu incelemeden bilinmektedir ki algoritma birinci, ikinci ya da tgiincii adimda sona

erebilir;

Ornek 2.1.2.
w =10w* =0 (2.1.8)

denklemini goz ontine alalim. (2.1.8) denklemindeki biitiin terimler dikkate alinirsa,

1

p=—§ ve aziéT seklinde elde edilir. Buna gore (2.1.8) denklemi P-tiirtinden

degildir. (2.1.8) denkleminde
w=v’ (2.1.9)

dontlistimii yapilirsa,
3 4
gvv =y~ -9 (2.1.10)
denklemi elde edilir. (2.1.10) denkleminin bir ¢6ziimiiniin kolayca bulunabilmesi i¢in
vz,)=0, Vi(z,)=%3, (V(z,)=sonlu)
kosullarin1 yiikleyelim. Bu kosullara gére denklemin ¢éziimii v=1%3(z-z,) seklinde

elde edilir. Buna gore (2.1.8) denkleminin ¢6ziimii

-2/3 -2/3
w=3""(z-z,)



seklindedir. z =z, noktasinin (2.1.8) denkleminin hareketli dallanma noktas: oldugu

acikca goriilmektedir. Sonug olarak denklem P-tiiriinden degildir.

Sunu da belirtelim ki, Painlevé testi, denklem ya da sistemi ¢6zmeden ya da ¢6zemeden,
¢Oziimlerin ayirt edici nitelikleri hakkinda bilgi veren son derece énemli ve ¢agdas bir
yontemdir. Ancak bu yontem esas aykiriliklar karakterize etmez ve bu yiizden verilen

bir diferensiyel denklemin P-tiiriinde olmasi i¢in sadece gerek sartlar: verir.
2.2 Kismi Tiirevli Denklemler icin WTC Algoritmasi

Kismi tlirevli denklem (KTD) ler i¢in Painlevé ozelligi ilk defa 1983 yilinda Weiss,
Tabor ve Carnevale (WTC) tarafindan ortaya konmustur. Bu inceleme tek degiskenli
denklemler icin verilen ARS algoritmasinin ya da Painlevé ODE testinin KTD ler i¢in
genellestirilmis durumu olarak verilmektedir. Yukarida sozii edilen yontem WTC
algoritmasi ya da Painlevé PDE testi adini alir ve bu yontemde ifade edilen kosullar

gerek kosullar’ dir. KTD ler i¢cin Painlevé 6zelligi asagidaki gibi verilebilir:

Tanmm 2.2.1. Bir KTD in Painlevé 6zelligine sahip olmasi, onun genel ¢oziimiiniin
karakteristik olmayan hareketli dallanma aykiriliklarindan bagimsiz olmasidir. Baska
bir anlatimla bir KTD in Painlevé 6zelligine sahip olmasi, KTD in ¢6ziimlerinin
karakteristik olmayan hareketli aykir1 manifold komsulugunda tek degerli olmasidir.
Yani karakteristik olmayan keyfi yiizeyler tizerinde KTD in genel ¢oziimiiniin tek

aykiriliklarinin kutuplar olmasi halinde KTD Painlevé 6zelligine sahiptir.

Hareketli aykirt manifold
0(z,,25,00,2,)=0 (2.2.1)
ile verilsin ve u =u(z,,z,,...,z,) de KTD in bir ¢dziimii olsun. Bu durumda

u =¢“iuj¢f (2.2.2)

oldugunu varsayalim. (2.2.2) acilimi kutup benzeri Laurent serisi agilimi ya da Painlevé

agilimi olarak adlandirihir. Burada u, #0, ¢=0(z,z2,,...,z,) ve u; =u,(z,,2,,...,2,)



(2.2.1) manifoldu komsulugunda (z,,z,,...,z,) nin analitik fonksiyonlaridir ve o bir

tamsay1dir. Diferensiyel denklemlerdekine benzer bir tarzda algoritma asagidaki sekilde

verilebilir:
1. Adim: Etkin Davramsin Bulunmasi

Incelemeye bu asamada
U~ uoq)a (223)
ifadesinin KTD deki etkin terimlerde yerine konularak miimkiin olan o ve u,

degerlerinin belirlenmesi ile baglanir. Algoritmanin devam etmesi i¢in o nin bir

tamsay1 olmasi gerekir. o ve u, degerleri belirlendikten sonra rezonanslarin bulunmasi

i¢in ikinci adima gegilir.
2. Adim: Rezonanslarim Bulunmasi

Birinci adimdan elde edilen o ve u,, degerleri kullanilarak KTD in etkin terimlerinde

u~1uod* +u 0%t/ (2.2.4)
yerine yazildiktan sonra u; i¢in uygun bagintilar elde edilerek ¢/~ teriminin
0(j)=0()u, (2.2.5)
seklindeki katsayisindan rezonanslari belirleyen
0(j)=0 (2.2.6)

denklemine varilir. Burada N, KTD in basamagidir. j=-1, O(j)=0 denkleminin her
zaman bir koktdiir ve ¢ nin keyfi olmasina karsilik gelir. Hareketli kritik manifoldlarin

olmamast i¢in, —1 hari¢ diger koklerin negatif olmayan tamsayilar olmasi

gerekmektedir.
3. Adim: Keyfi Fonksiyonlarin Bulunmasi

Ikinci adimda bulunan rezonanslarin en biiytigii j, olsun. Bu durumda

Js A
u=y u " (2.2.7)
Jj=0



sonlu toplami1 KTD de yerine konur ve ¢**/~"

nin katsayisinin bulunmasi ile

O()u; +R; =0 (2.2.8)
elde edilir. Burada R,, k=0,1,...,j—1 olmak lizere ¢ ve u, nin kismi tiirevlerine
gore bir polinomdur. j rezonansi i¢in O(j)=0 oldufundan, R; &zdes olarak sifirsa
(2.2.8) den u; keyfidir. Eger boyle degilse seriye a, +b;In¢ seklinde logaritmik
terimler eklenmelidir. Ancak bu ekleme ile logaritmik aykiriliklar ¢6ziim manifoldunda

goziikecektir. Boylece R, =0 olmasi durumu ¢6ziimiin j rezonansinda hareketli kritik

manifolddan bagimsiz olmasi i¢in bir kosuldur. Bu yolla genel ¢oziimiin hareketli kritik

manifoldlardan bagimsiz olup olmadig1 kontrol edilebilir.

2.3 Biacklund Doniisiimii

Backlund doniistimleri 1880 lerde diferensiyel geometri ve diferensiyel denklemler
teorileri arasindaki iligkilerde kullanilmasi sonucunda ortaya konmus ve Bdcklund
doniisiimii, i1k kez A. V. Backlund tarafindan

u, =sinu

ile belirtilen sine-Gordon denklemi ile ilgili olarak ortaya ¢ikarilmistir.

Bir Bécklund doéniistimii, kisaca verilen bir denklemin ¢6ziimii ile ya ayni1 denklemin bir
¢Oziimii ya da baska bir denklemin ¢6zlimii arasinda iliski kuran bir denklemler sistemi

olarak ifade edilebilir.

Simdi Backlund dontistimiiniin daha agik bir tanimini verelim:

Tamm 2.3.1. x ve ¢ bagimsiz degiskenler olmak iizere, u ve v fonksiyonlar i¢in iki
kismi tiirevli denklemin

Pu)=0 , 0ov)=0 (2.3.1)
seklinde ifade edildigini kabul edelim. Burada P ve Q genel olarak lineer olmayan

operatorlerdir. R, =0, u ve v fonksiyonlar: arasinda



R.(u,vyu_,v_,u,,v,.,x,t)=0 i=12 (2.3.2)

seklindeki bagintilarin bir ciimlesi olsun. Eger P(u)=0 oldugunda, v i¢in (2.3.2)
integre edilebilir ve elde edilen v, Q(v)=0 denkleminin bir ¢6ziimii ise, bu durumda
(2.3.2) ile verilen R, =0 bagintis1 bir Bdcklund doniigiimii’diir. Benzer ifade u igin de
gecerlidir. P=Q ise, bu durumda wu, v ayn1 denklemi saglar ve R, =0 bir auto-
Bdicklund doniisiimii adin1 alir. Burada integre edilebilir olma su anlamdadir: v i¢in,
v, = f(x,t) ve v, =g(x,t) nin integre edilebilir olmas1 v, =v, olmasina esdegerdir;

yani f ve g uyumludur (Drazin and Johnson 1996). (2.3.2) ile belirtilen Bécklund
dontisiimii, (2.3.1) ile verilen orijinal denklemlerden daha basit ise, bu durumda (2.3.1)

denklemlerinin ¢6ziimlerine bu tiir bir yaklasim son derece yarar saglamaktadir.

Ornek 2.3.1. Kompleks fonksiyonlar teorisinde

u,=v , u,=-v, (2.3.3)
ile verilen Cauchy-Riemann kosullar1 Laplace denklemini kendisine doniistiiren bir
Bécklund doniistimiidiir. Bunu gérmek icin (2.3.3) den u yok edilirse

Ve tv, =0 (2.3.4)

Laplace denklemi elde edilir. Benzer ifade u icin de gecerlidir.

Ornek 2.3.2. Bicklund 1880°deki calismasinda
u,=sinu (2.3.5)

sine-Gordon denklemini kendisine doniistiiren

(LH_VJ =asin(u_vj , (u—vj =lsin(u+vj (2.3.6)
2, 2 2 ), a 2

seklindeki doniistimii vermistir. Burada a # 0 keyfi reel bir sabittir

2.4 Lax Ciftleri

Lineer olmayan kismi tiirevli denklemler smifinin ¢oziilebilecegi genel bir yontem

yoktur ve ¢oziimler cogunlukla 6zel yontemlerle elde edilebilmektedir. 1967 yilinda
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Gardner, Greene, Kruskal ve Miura verilen baslangi¢ kosulu i¢in KdV denklemini Ters
Sacilim Yontemi (IST) ile ¢ozerek onemli bir metod gelistirdiler. Daha sonra P. D.
Lax, 1968 de KdV denklemini lineer denklemler yardimi ile ¢6zmekle ters sacilim
yontemini daha genel bir ¢at1 igerisine yerlestirmistir ve bu ¢at1 daha sonra diger kismi
tirevli denklemleri ¢6zmede bir yontem olarak teknigi genellestirmenin yolunu

acmistir. Simdi kisaca temel diislincenin Lax’a ait oldugu bu yaklasimi agiklayalim:

L, spektral problemin operatérii ve M de zaman evrim denkleminin operatorii olmak

tizere agsagida belirtilen L ve M operatorlerini géz 6niine alalim:

Lv=»A\v (2.4.1)
v, =Mv (24.2)

t

(2.4.1) denkleminin her iki yanina ai uygulanirsa
t

Lv+Lv, =X, v+Ay, (2.4.3)
bulunur. (2.4.3) esitliginde, (2.4.2) kullanilirsa

Lv+ LMyv=Ayv+AMy
=A, v+ Mly
=A,v+ MLy
yazilabilir. Buna gére
[L, +(LM —ML)lv=A\v (2.4.4)
elde edilir. Buradan agikar olmayan v(x,#) 6zfonksiyonlarinin bulunmasi A, =0 kabulii
altinda
L +[L,M]=0 (2.4.5)
olmasi ile esdegerdir. Burada [L, M ] gosterimi
[L,M]=LM — ML (2.4.6)
anlamindadir. L ve M operatorlerinin uyumluluk kosulu olarak lineer olmayan bir
kismi tiirevli denklem ortaya cikiyorsa, bu durumda (2.4.5) ile verilen baginti Lax

denklemi ve ayn1 zamanda KTD nin Lax gdsterimi adini alir. L ve M operatorleri de Lax

¢ifti olarak adlandirilir (Ablowitz and Clarkson 1992).

11



Uygun secilen (2.4.5) Lax denklemi, lineer olmayan bir evrim denklemini ifade eder.

Ornegin,
2
L=——+u 24.7a
0 ( )
d
M =(y+ ux)—(4k+2u)a— (2.4.7b)
X
olarak alinirsa, bu durumda u
u, +6uu _+u_ =0 (2.4.8)

ile verilen KdV denklemini ve L, M operatorleri de (2.4.5) denklemini saglar. Buna gore

KdV denklemi, (2.4.7a-b) ile verilen iki /ineer operatoriin uyumluluk kosuludur.

Lax, L verildiginde (2.4.5) Lax denklemini saglayan M operatoriiniin nasil
olusturulacagini asikar olmayacak sekilde gostermistir. Bu yontemde karsilasilan iki
temel zorluk vardir. Birincisi (2.4.1) ve (2.4.2) yi saglayacak sekilde L operatoriiniin
secilmesi ve sonra da ona bagli olarak M operatdriiniin bulunmasidir. Ikincisi ise verilen
bir KTD i¢in onun bir Lax gosterimine sahip olup olmadigmin sistematik bir

yonteminin olmamasidir.

2.5 Schwarz Tiirevi

dzy
dx?

+p(x)%+q(x)y=0 (2.5.1)

denkleminin bagimsiz iki 6zel ¢oztimii y,ve y, olsun. (2.5.1) denkleminin

d*v
+Iv=0 2.5.2
e (2.5.2)
seklindeki kanonik formunu gozoéniine alalim. Burada
1 , 1ldp
I=qg——p ——— 253
1 4 P 2 dx ( )

seklindedir. (2.5.2) denkleminin bagimsiz iki 6zel ¢oziimii v,ve v, olmak {iizere, bu

¢Oztimler arasinda
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BANERE (2.5.4)
Yo Vs
iligkisi vardir. Coziimlerin bu oranini s ile gosterilirse

AT (2.5.5)
Yo M
bu durumda s nin sagladig: diferensiyel denklem
4 4 2
s _E(S,J Y (2.5.6)
s" 2\s

seklinde elde edilir. (2.5.6) denkleminin birinci yaninda bulunan s nin x e gore

diferensiyel katsayilar fonksiyonu Schwarz tiirevi olarak adlandirilir ve {s,x} ile
gosterilir (Forsyth 1951). Schwarz tiirevi

’

S A e

bi¢iminde ifade edilebilir.

Schwarz tiirevinin bir ¢ok Onemli 06zelikleri vardir. Bunlardan bazilar1 asagida
verilmektedir:

{as th s x} = {S, x} , a,b,c,d sabitlerdir.
cs+d

fort={ %] 4o

iii. as+b’0cx+[3 (pr+9)° {x} ad —bc#0 ve od —PBy#0 dir.
cs+d yx+d) (ad-By)’

v, sl {“’”” }:0

cx+d

Yukaridaki 6zeliklerden ikisinin ispatin1 verelim
Ispat i.

_astb (2.5.8)
cs+d
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olsun. Buna gore
, ad—-bc |,
W=———s

et ay (2.5.92)

» ad—bc o 2c(ad — bc) 2

w =
(cs+d)* (cs+d)’

(2.5.9b)

yazilabilir. (2.5.9a-b) ile verilen degerler kullanilarak (2.5.8) ifadesine iliskin Schwarz

tiirevi

’

bt (37) 3000

(7)) o

seklinde elde edilerek ispat tamamlanmus olur.

(2.5.10)

ispat iv. Bu 6zelligin varligmin gosterilmesi {s, x}=0 ya da

4

m 2
{s,x}=s—,—§(s—,j =0 (2.5.11)
s© 2\s

diferensiyel denkleminin ¢6ziimiiniin bulunmasina esdegerdir. (2.5.11) denkleminin her

1
iki yan1 (s”) 2 ile carpilirsa,

(s')_zs”'—%(s')_z(s”)z =0 (2.5.12)

denklemine varilir. (2.5.12) total diferensiyel denklemdir ve bu denkleme iliskin bir

A(ﬁj :(dzf] (2.5.13)
dx dx

seklinde elde edilir. Burada A keyfi bir sabittir. (2.5.13) denklemi s bagiml degiskenini

ara integral

icermemektedir. Buna gore

2
a_, ds_d (2.5.14)
dx
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konumu yardimiyla (2.5.13) denkleminin ¢6ziimii

1

p2=Cx+C, (2.5.15)
biciminde ve buna bagli olarak (2.5.11) denkleminin ¢6ziimii dort keyfi sabit
igermek tizere

ax+b
s =
ex+d

(2.5.16)

seklinde bulunur. Ancak (2.5.11) denklemi ii¢lincii basamaktan oldugundan, ¢éziimiin
tic keyfi sabit kapsama kurali gecerlidir. Elde edilen (2.5.16) ¢6ziimii, Schwarz

tiirevinde kullanilirsa

{s,x}={ax+b,x} 2.5.17)

yazilabilir. Ik 6zelik nedeniyle
{s,x}={“x+b }={x,x}=0 (2.5.18)

X
cx+d

oldugu goriilebilir. Boylece ispat tamamlanir.

2.6 Verilen Kavramlarin Painlevé Analizi ile iliskisi

Onceki kesimlerde verilen yontem ve kavramlar, Painlevé analizi ile yakindan

iligkilidir. Simdi bunlar tizerinde duralim:

Kesim 2.4 de sozii edilen ters sacilim yontemi, Painlevé analizinden bagimsiz olarak
gelismistir. Ancak daha sonraki yillarda bu iki alan arasindaki iliskiler ve 6zellikle
Painlevé analizinin IST ile ¢o6ziilebilen KTD leri karakterize eden 6zellikleri ortaya
konmustur. Ablowitz, Ramani ve Segur 1978 ve 1980 de yaptiklari1 ¢calismalarda bu iki

konu arasinda 6nemli bir bag teskil eden asagidaki tahmini ( Painlevé tahmini) yaptilar:

Bir IST ile ¢oziilebilen lineer olmayan bir KTD den bir tam indirgeme yolu ile elde
edilen her lineer olmayan diferensiyel denklem Painlevé ozelligine sahiptir. Baska bir

anlatim ile, lineer olmayan bir KTD den tam benzerlik indirgemesi ile elde edilen her
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lineer olmayan diferensiyel denklem P-tiiriinde ise, bu durumda lineer olmayan KTD,

IST ile ¢oziilebilir.

Bu tahmin ile KTD ler ve Painlevé analizi arasinda 6nemli bir iligki kurulmus
bulunmaktadir. Daha 6nce de belirtildigi gibi IST ile ¢oziim yontemi ancak Lax’in 1968
de yaptig1 calisma ile daha genel bir durum arz eder hale gelmistir. Bu yontemin esasi
da Lax ¢iftlerinin elde edilmesine dayanir ve bir KTD nin IST ile ¢o6ziilmesindeki en
ciddi adimlardan birisini teskil eder. Verilen bir KTD nin IST ile c¢ozilip
coziilemeyecegine karar vermede ve eger c¢oziilebiliyorsa onun Lax ¢iftinin
bulunmasinda Painlevé analizi devreye girer. Yine aykiri manifold analizinin gézoniine
alimmasi bizleri bu denklemlerin Schwarz tiirevi cinsinden ifade edilmesine gotiiriir.
Painlevé analizine sahip lineer olmayan KTD lerin genis bir sinifi Schwarz tiirevi
cinsinden ifade edilmesi ile karakterize edilebilir (Weiss 1983, 1986). Verilen
denklemin bu tiir ifadesinden faydalanarak denkleme iliskin Lax ciftinin elde edilmesi
de mimkiindiir. Ayrica IST ile Biacklund doniisiimii arasinda da yakin bir iliski vardir:
IST ile ¢oziilebilen her evrim denklemi bir Backlund doniisiimiine sahiptir. Zaten IST
de bir Biacklund doniisiimiidiir (Ablowitz and Segur 1985). Bir KTD Painlevé 6zelligine
sahip oldugunda onun Bicklund doniisiimii, aykir1 manifold analizinde kullanilan

Painlevé agilimi sabit teriminde kesilerek kolayca elde edilebilir.

Goriildigl tizere Painlevé analizi hem verilen bu araclarin varliginin belirlenmesinde,
hem bunlar yardimi ile KTD lerin ayirt edici niteliklerinin ortaya ¢ikarilmasinda, hem

de bu aracglarin elde edilmesinde 6nemli rol oynar.

Simdi yukaridaki bu baglari agiklayan érnekler verelim:

Ornek 2.6.1. Korteweg-de Vries (KdV) Denklemi
u, +uu, +ou_ =0 (2.6.1)

seklindeki KdV denklemini g6z 6niine alalim (Weiss 1983). Coziimiin (2.2.2) seklinde

bir agilima sahip oldugunu varsayalim.

u~u,”
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ifadesi (2.6.1) KdV denkleminin etkin terimlerinde yerine yazilir ve dengeleme yapilirsa
o==2 ., u,=-128p (2.6.2)
olarak bulunur. Rezonanslari bulmak i¢in (2.6.2) ile verilen degerler (2.2.4) de
kullanilarak
u~u,d” + ujcl)j_2
seklinde elde edilen bu ifade etkin terimlerde yerine yazilir. Gerekli islemlerden sonra

rezonanslar1 belirleyen
0N =0 +DU =D -6)=0
denklemine varilir. j=-1 rezonans1 ¢ nin keyfiligine karsilik gelir. Diger keyfi

fonksiyonlar1 bulmak ig¢in,
u= Z u j(bj 2
=0

toplami, (2.6.1) KdV denkleminde yerine yazildiktan sonra elde edilen indirgeme
bagintist kullanilarak asagidaki esitlikler elde edilir:

j=0: u, =-126p.° (2.6.3a)
j=1 u, =125¢, (2.6.3b)
j=2: 0.0 +u,p.’ +400.p_ 369 =0 (2.6.3¢)
j=3 ¢, vup, —u,p” +6p_ =0 (2.6.3d)
J=4 (P, rud, —ug” +80,,), =0 (2.6.3¢)

J=50 Uy, Fuyuy  + Oy U@ Uy Ul T gy U Uy
UgUus@, +uu, @, +u,usf + 6(3u3,,vx¢x + 6”4,x¢x2 +3u, @+ (2.6.31)
6usp,” +6u,0,9,, +1,0,,)=0

J=6: [uy, +uyu,  +0u,  +us@, Fugus Fuguy Fuguy, g g+

Uugus@, +uu, @ +uu P + 5(3u3,xx¢x + 6”4,x¢x2 + 3”3,x¢xx + (2.6.3g)
6u5¢x2 + 6u4¢x¢xx + u3¢xxx )]x = O

(2.6.3d) nedeni ile (2.6.3¢) 6zdes olarak saglanir ve u, keyfi kalir. (2.6.3f) nedeni ile
(2.6.3g) 0zdes olarak saglanir ve u, keyfi kalir. Boylece (2.6.1) KdV denkleminin

(2.2.2) seklindeki ¢oziimii ti¢ tane keyfi fonksiyon igcermektedir. Buradan (2.6.1) KdV
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denklemi WTC anlaminda Painlevé 6zelligine sahiptir.
KdV Denklemi icin Bicklund Doniisiimii

u, =u, =0 almak genelligi bozmaz. Bu durumda u; =0 olmasi gerekliligi altinda
u, =0 ; j=23 (2.6.4)
ve buna bagli olarak

Uy, +uyu,  +0u, . =0 (2.6.5)

2, vur
oldugu goriilebilir. (2.6.5) den u, nin (2.6.1) KdV denklemini sagladig: agiktir. Boylece
(2.6.4) den dolay1 (2.2.2) Painlevé agilimi

u=0"(uy +u,0+u,0>) (2.6.6)
seklini alir. (2.6.3a,b,c) de elde edilen degerler (2.6.6) ifadesinde kullanilirsa, KdV

denklemi i¢in Backlund doniistimii

2

u=12§a

o (Ing)+u, (2.6.7)
bi¢iminde elde edilir.
KdV Denklemi i¢cin Schwarz Tiirevi:
Simdi (2.6.3d) de u, =0 alimursa
¢xt + ¢xxu2 + 5¢xxxx = O (268)

esitligine varilir. (2.6.3¢) ile (2.6.8) arasindan u, yok edilirse

ARt
axb +5{¢,x}} 0 (2.6.9)

X

bulunur ve buradan bir kez integral alinarak (2.6.1) KdV denkleminin Schwarz tiirevi

cinsinden ifadesi

Z_t+ 5lpix}= 2 (2.6.10)

X

seklinde elde edilir. Burada,
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) Puy_1 P

2
Xf=— -
b= 05050
dir.
KdV Denklemi i¢cin Lax Ciftleri:
Schwarz tiirevinin daha 6nce verilen 6zelikleri g6z oniinde tutularak ¢ = YL alinabilir.
Va

v, ve v, Lax giftlerini olusturmada kullanacagimiz lineer denklem sistemini saglamak

tizere, ¢ = s degeri (2.6.10) denkleminde yerine yazilirsa

Va
l//t V2 XX 9 V2 X
Ly 5l {f,x} -2 2 g 20 1= g (2.6.11)
0, Va 0, v,
bulunur. Burada kisalik agisindan
0, =vv, —vv,, (2.6.12a)
Y, =V, v, — vy, (2.6.12b)
gosterimi kullanilmistir. v, ve v,
v, =av (2.6.13a)
v, =bv_+cv (2.6.13b)
denklemlerini sagliyorsa, bu durumda
6. =0 , v, =00, (2.6.14)

elde edilir. (2.6.14) ile wverilen degerler (2.6.11) denkleminde yerine yazilir ve
(2.6.13) i¢in
V=V

XXt XX

uyumluluk kosulu kullanilarak a, b, c katsayilar1 u, ye bagli olarak bulunur. Buna gore

(2.6.1) KdV denklemi i¢in Lax ¢ifti asagidaki sekilde verilebilir:

v =_6L5(u2+/1)v (2.6.152)
SO U BT LI (2.6.15b)
303 6 >
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Burada u,, KdV denkleminin bir ¢6ziimiidiir.

Ornek 2.6.2. Burgers Denklemi

u, +uu =0u, (2.6.16)

seklindeki Burgers denklemini goézoniine alalim (Weiss 1983). Cozimiin (2.2.2)

seklinde bir acilima sahip oldugunu varsayalim.
u~u,0”
ifadesini (2.6.16) Burgers denkleminin etkin terimlerinde (burada ikinci ve {giincii

terimlerdir) yerine yazilirsa
2 2 20-1 -1 -1 2 -2
ugu, O +ou, 9 .07 =ofu, 0" + 20, 0 .0“ + oy, 0 + oo —Du,0, 0]

elde edilir. Birinci yandaki birinci terim ile ikinci yandaki ikinci terim ya da birinci
yandaki ikinci terim ile ikinci yandaki dordiincti terim dikkate alinarak dengeleme

yapilirsa
o=-1 , u, =-20¢_ (2.6.17)

olarak bulunur. Rezonanslar1 bulmak icin, (2.6.17) ile verilen degerler (2.2.4) de

kullanilarak elde edilen
u~uyd + ujq)j_1
bu ifade etkin terimlerde yerine yazilir ve u; ye gore lineer terimler gruplandirilirsa,
®’~ terimlerinin katsayilaridan
S+ D0 =20, 1, = F s 0,0 en)
esitligine varilir. Buradan rezonanslari belirleyen
O(NH=0+D(j=-2)=0
denklemi elde edilir. j=-1 rezonanst ¢ nin keyfiligine karsiik gelir. ;=2

rezonansindaki keyfi fonksiyonu bulmak i¢in su sekilde hareket edilir:
u=>y u;0’" (2.6.18)
j=0

toplami (2.6.16) Burgers denkleminde yerine yazilarak indirgeme bagintist
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J
Uy, + (= 2u, 0, + D u,  lu,,, +(m=Du, ¢, 1=
m=0

(2.6.19)
Ol + 207 = Duty 0, + (=20, + (=D =20,
seklinde bulunur. (2.6.19) indirgeme bagintisindan
J=0: uy =-209, (2.6.20a)
Jj=l ¢, +ug =09, (2.6.20b)
Jj=2: (4 +ug. -09,), =0 (2.6.20c¢)

yazilabilir. (2.6.20b) nedeni ile (2.6.20c) 6zdes olarak saglanir ve buradan u, keyfi
kalir. (2.6.19) indirgeme bagintisi kullanilarak, j>2 i¢in u,katsayilari u,, u, ve u,

cinsinden tek olarak belirlenebilir. Boylece (2.6.16) Burgers denkleminin (2.6.18)
seklindeki ¢oziimii, ¢ ve u, seklinde iki tane keyfi fonksiyon icermektedir. Buradan

(2.6.16) Burgers denklemi WTC anlaminda Painlevé 6zelligine sahiptir.
Burgers Denklemi icin Bicklund Doéniisiimii:

u, keyfi oldugu i¢in, u, =0 almak genelligi bozmaz. Bu durumda

u,=0 , j=22 (2.6.21a)
ve buna bagli olarak

u, +uu,  =0ou, . (2.6.21b)
oldugu goriilebilir. (2.6.21b) den u, in (2.6.16) Burgers denklemini sagladig: agiktir. Bu
durumda (2.6.21a) dan dolay1 (2.2.2) Painlevé agilimi

u=0"(u, +u,d) (2.6.22)
seklini alir. (2.6.20a) ile verilen u, degeri (2.6.22) de kullanilirsa, Burgers denklemi

icin Backlund doniistimii
u =—2ciln(|)+ u, (2.6.23)
ox

bi¢iminde elde edilir.
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Burgers Denklemi icin Schwarz Tiirevi:

(2.6.20b) ile (2.6.21b) arasindan u, yok edilirse, (2.6.16) Burgers denkleminin Schwarz

tiirevi cinsinden ifadesi

2 2
AT P RN VI YOS (720 USSR /Y (2.6.24)
ald,. ) 20, 10, x> o, ox
seklinde elde edilir.

Burgers Denklemi icin Lax Ciftleri:

Bir 6nceki 6rnekte oldugu gibi ¢ = S degeri (2.6.24) de yerine yazilirsa

V)
o(w) 13 (v, , 3 (v
|- _20-_ LA
a6 ) 20,16, ox’ | 6,
' (2.6.25)
+a2i({9;x}—2v2—’”+2$v2—=“j=o
ox v, 6. v,

esitligine varilir. Burada (2.6.12a-b) gosterimleri kullanilmustir. v, v,

v =av (2.6.26a)

XX

v, =bv_+cv (2.6.26b)

denklemlerini saglamak {izere, (2.6.25) denklemi kullanilarak Ornek 2.6.1 de oldugu
gibi benzer islemler sonucu a ve c¢ katsayilar1 b ye bagl olarak belirlenir. Bu degerlerin
(2.6.26a-b) de kullanilmasi ile Burgers denklemi i¢in Lax cifti asagidaki sekilde elde

edilir:

v, =|——=b +—=b|v (2.6.27a)
)

v, =bv_——b v (2.6.27Db)

Burada
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a=——b, +—b’ ; c=

V2 2

seklinde alinmustir.

Ornek 2.6.3 Fisher Denklemi
Simdi daha 6nce Fisher tarafindan ele alinan
u, =k’u, +au(l—u) (2.6.28)
seklindeki denklemi g6z Oniine alalim (Ugurlu and Kart 2003). (2.6.28) Fisher
denkleminin ¢6zlimiiniin
u=0"> u¢’ (2.6.29)
=0
seklinde bir agilima sahip oldugunu varsayalim.
u~uy”
ifadesi, (2.6.28) Fisher denkleminin etkin terimlerinde (burada etkin terimler k’u_ ve

—au’ olarak alinmistir) yerine yazilirsa

6k’

o=-2 , U, 0.’ (2.6.30)
olarak bulunur. Rezonanslar1 bulmak i¢in
u~uyd” +u 0" (2.6.31)
ifadesinde o =-2 degeri kullanilarak elde edilen
u~u,d” +uj(1)j_2 (2.6.32)
ifadesi, etkin terimlerde yerine yazilirsa, gerekli islemlerden sonra rezonanslar
belirleyen
O(N=0U+D(j-6)=0 (2.6.33)
denklemi elde edilir. (2.6.33) esitliginden rezonanslar
j=-1 ve j=6 (2.6.34)

olarak bulunur.

j=-—1 rezonans1 ¢ nin keyfiligine karsilik gelir. j =6 rezonansina karsilik gelen keyfi

fonksiyonu bulmak i¢in su sekilde hareket edilir:
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u=>y u,0""’ (2.6.35)
j=0

toplami (2.6.28) Fisher denkleminde yerine yazilarak indirgeme bagintis1 j =0 olmak

lizere
U,y +(G=3)u, =k [ u,y +2(=3)u, 0, +(=3u, 0,

J
+( =2 -3u,p,” |-au, , +ad u, u, =0

m=0

(2.6.36)

seklinde bulunur. (2.6.36) indirgeme bagintisi kullanilarak asagidakiler elde edilir:

2
Jj=0: u, =i¢x2 (2.6.37a)
a
: 6 2
j=ltu =—(, -5k%0,) (2.6.37b)
Sa
9. 12k2¢¢ ¢2 6k2¢¢ F30. 7 —ak g
J=2 b , x K (2.6.37¢)
—ak’¢,’u, =0
2
j:3: §¢t 36k ¢mx +6k ¢xxx‘c __¢t +6 k ¢
5 . (2.6.37d)
+—“(¢f =5k, i +12ak%9,*uy = 0
J=4: uy, +0,u, —kz(uz’xx + 20,5, + 005 + 2¢x2“4)_a”2
(2.6.37¢)
+a(2u0u4 + 2u,u, +u22)=0
J=5uy, +20,u, - ( Uy o T4 u,  +20 u, +6¢x2“5)_a“3
(2.6.37f)
+ 2a(ugus +uu, +uyuy)=0
J=60 y, + 30,1, — k2, + 60,1 +30 s +120 2u, ) - au,
(2.6.37g)

2
+ a(2u0u6 +2uus +2u,u, +u,y )=0

(2.6.37a,b,c,d) de verilen u,u,,u,,u, ifadeleri goz oniinde bulundurularak u, ve u, in

acik ifadeleri (2.6.37e) ve (2.6.37f) den elde edilebilir.Ancak s6z konusu bu ifadeler

olduk¢a uzun oldugu i¢in burada verilmemistir. (2.6.37g) nedeni ile u, fonksiyonu

keyfi kalir. Boylece (2.6.28) Fisher denkleminin (2.6.29) seklindeki ¢6ziimii iki tane
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keyfi fonksiyon icermektedir. Buradan (2.6.28) Fisher denklemi WTC anlaminda

Painlevé 6zelligine sahiptir.

Fisher Denklemi icin Bicklund Doéniisiimii

u, keyfi oldugu i¢in u, =0 almak genelligi bozmaz. (2.6.37¢) den dolay1 u,, (2.6.28)
Fisher denklemin sagliyorsa, bu durumda u, =0 olmasi gerekliligi altinda
u,=0 ; j=3 (2.6.38)
elde edilir. (2.6.37e) esitliginden

u,, =k2u2,xx +au,(1-u,) (2.6.39)

oldugu kolayca goriilebilir. Buna goére (2.6.35) ile verilen acilim
=07y +u,0+1,0°) (2.6.40)
seklini alir. (2.6.37a-b) ile verilen degerler (2.6.40) ifadesinde kullanilirsa

6k> 9, 6
H= s (q 5k¢)¢+u2 (2.6.41)

bulunur. (2.6.41) ifadesi diizenlenirse (2.6.28) Fisher denklemi i¢in Bécklund dontistimii

6k* 9
a ox’

u=-—

J
9 o+ %o+ 2.6.42
no+—— no+u, ( )

bi¢iminde elde edilir.
Fisher Denklemi icin Schwarz Tiirevi

(2.6.37d) esitliginde u, =0 alinirsa

6 36k2 12a

2
gq)tt (l)txx + 6k (l)xxxx (I)t +6a k q)xx +?(¢t — Sk (I)xx )u2 =0 (2-6-43)

elde edilir. (2.6.37¢) ve (2.6.43) arasindan u, yok edilirse, Fisher denkleminin Schwarz

tiirevi cinsinden ifadesi asagidaki sekilde elde edilir:
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3
_ 29 0, L (9 ) _ 1L 0(0) 7 ¢ 09
R m U Ay (¢J 52 at{¢x]+ 5k2 0y ax{quj

* (¢ ), 01y,
+6a—2[$j+2${¢,x}=0

X
o0 (o) 1(on)
{q”X}_ax{mj 2{%]

ile tanimli ¢ nin Schwarz tiirevidir. Schwarz tiirevi ve —- terimi

X

(2.6.44)

Burada

_adp+b
ch+d

seklinde tanimli Moebius grubu altinda invaryant oldugundan (2.6.44) ile verilen

denklem de ayni1 doniisiim altinda invaryanttir.

Ornek 2.6.4 Genellestirilmis Fisher Denklemi

u, =u_ +u—u* (2.6.45)
seklinde verilen genellestirilmis Fisher denklemini g6zoniine alalim (Ugurlu and Kart

2003). Benzer sekilde (2.6.45) genellestirilmis Fisher denkleminin ¢6ziimiiniin
u=9"> u,¢’ (2.6.46)
=0

seklinde bir acilima sahip oldugunu varsayalim. WTC algoritmasimin ilk adimini
uygulamak icin, (2.6.45) denkleminin etkin terimlerinde (burada u_ ve —u* terimleri
alinmistir)
u~u,0p* (2.6.47)
ifadesi yerine yazilirsa
Uy 0% + 20, 0.0%" +0u0 0 + oo —Duyd J0%7 —u, 9" =0 (2.6.48)
elde edilir. (2.6.48) esitligindeki dordiinci ve besinci terimler dikkate alinarak

dengeleme yapilirsa

o=——" (2.6.49)
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olarak bulunur. WTC algoritmasinda o nin bir tam say1 olmasi gerekliligi altinda

asagidaki dort durum karsimiza ¢ikar:

i) k=-1 = o=l
ii) £k=0 = oa=2

iii) k=2 = oa=-2
iv) k=3 = a=-1

Simdi her bir durumu tek tek inceleyelim:

i) k =—1 degeri i¢in (2.6.45) denklemi

u,=u, +u-u" (2.6.50)
seklini alir. (2.6.47) ile verilen ifade denklemde yerine yazilir ve miimkiin olan
dengelemeler yapilirsa ya u,, belirlenemez ya da o nimn tam say1 olmadigi durumlar

karsimiza ¢ikar. Boylece algoritma ilk adimda sona erer. Dolayisiyla (2.6.50) denklemi

WTC anlaminda Painlevé 6zelligine sahip degildir.
ii) £ =0 degeri i¢in (3.2.39) denklemi

u, =u,_ +u-—1 (2.6.51)
seklini alir. Bu durumda ise —1 den farkli baska bir negatif rezonans degeri elde edildigi

icin algoritma ikinci adimda sona erer ve dolayisiyla (2.6.51) denklemi WTC anlaminda

Painlevé 6zelligine sahip degildir.

iii) k=2 degeri icin (2.6.45) denklemi, (2.6.28) ile verilen Fisher denkleminin

k=1,a=1 olmas1 6zel durumudur. Birinci boliimde incelendigi iizere bu halde

denklem WTC anlaminda Painlevé 6zelligine sahiptir.

iv) k=3 degeri i¢in (2.6.45) denklemi
u, =u,_ +u—u’ (2.6.52)

seklini alir. (2.6.52) denkleminin ¢dziimiiniin
u=0"> u¢’ (2.6.53)
=0

seklinde bir acilima sahip oldugunu varsayalim.
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u~u,0p® (2.6.54)

ifadesini (2.6.52) denkleminin etkin terimlerinde (burada etkin terimler u  ve —u’
olarak alinmistir) yerine yazilirsa

a=-1 , u,=+20, (2.6.55)

olarak bulunur.

Rezonanslar1 bulmak i¢in (2.6.55) ile verilen degerler (2.2.4) de kullanilarak
u~u,d” +I/tj(1)j—1 (2.6.56)
seklinde elde edilen bu ifade etkin terimlerde yerine yazilir. Gerekli islemlerden sonra

rezonanslari belirleyen

0(N)=0+D(j-4=0 (2.6.57)
denklemi elde edilir. (2.6.57) esitliginden rezonanslar
j =—1 ve ] =4 (2658)

seklinde bulunur. j=-1 rezonanst ¢ nin keyfiligine karsihik gelir. =4

rezonansina karsilik gelen keyfi fonksiyonu bulmak i¢in su sekilde hareket edilir:
u=>y u,0"" (2.6.59)
j=0

toplami (2.6.52) denkleminde yerine yazilarak indirgeme bagimntist j =0 olmak tizere
Uj_n¢ (J- Z)Mj—lq)t UG D xx T 2(j - Z)Mj—l,xq)x -(- 2)“j—lq)xx

5 Jj n (2.6.60)
_(j_l)(j_z)ujq)x —uj_p+t z zuj—nun—m”m =0

n=0m=0

seklinde bulunur. (2.6.60) indirgeme bagintisi kullanilarak asagidakiler elde edilir:

j=0:u, =20, (2.6.61a)

j=1:u =£(¢—f—3¢—”j (2.6.61b)
610, 0,

J=2:20, —~20. —v20. +3J20 u’ + 60 u, =0 (2.6.61¢)

J=3uy, +30u, —u, —20.u,  — T u, —u, +u’ +4¢ u; =0 (2.6.61d)

J=4 uy, +40,u, —80 uy —40 uy —u,  —u, +3320 4,7 +3u’u, =0 (2.6.61e)

28



u, ve u, in (2.6.6la-b) ile verilen ifadeleri géz 6niinde bulundurularak u, ve u, iin

acik ifadeleri (2.6.61c-d) den elde edilebilir. (2.6.61¢) nedeni ile u, fonksiyonu keyfi

kalir. Boylece (2.6.52) denkleminin (2.6.53) seklindeki ¢6ztimii iki tane keyfi fonksiyon

icermektedir. Buradan (2.6.52) denklemi WTC anlaminda Painlevé 6zeligine sahiptir.
Genellestirilmis Fisher Denklemi i¢in Bicklund Déniisiimii

u, keyfi oldugu i¢cin u, =0 almak genelligi bozmaz. (2.6.61d) den dolay1 u, (2.6.52)
denklemini sagliyorsa, bu durumda u, =0 olmasi gerekliligi altinda
u, =0 ;=22 (2.6.62)
elde edilir. (2.6.61d) esitliginden
U, =u . +u — u, (2.6.63)
oldugu kolayca goriilebilir. Buna goére (2.6.53) ile verilen a¢ilim
u=0"(u, +u,d) (2.6.64)

seklini alir. (2.6.61a) ile verilen u,, degeri (2.6.64) ifadesinde kullanilirsa

u=+2 q’q; +u, (2.6.65)
bulunur. (2.6.65) ifadesi diizenlenirse (2.6.52) denklemi i¢in Bécklund déniistimii
u =ﬁailn¢+ul (2.6.66)
X

bi¢iminde elde edilir.
Genellestirilmis Fisher Denklemi I¢cin Schwarz Tiirevi
(2.6.61c¢) esitliginde u, =0 alinirsa

V20, =20, V20, +3J20,u> =0 (2.6.67)

elde edilir. (2.6.61b) ve (2.6.67) arasindan u, yok edilirse, genellestirilmis Fisher

denkleminin Schwarz tiirevi cinsinden ifadesi asagidaki sekilde elde edilir:

_i@_f} o)+ _l[ﬂj ~0 (2.6.68)

ox 6l o,

X
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(2.6.68) denklemi Moebius grubu altinda invaryanttir.

Yukarida verilen 6rneklerde oldugu gibi benzer sonuclarn elde edildigi matematik
fizigin 6nemli evrim denklemleri vardir. Modifiye KdV (mKdV) denklemi, Yiiksek
basamaktan KdV denklemi, Katomtsev-Petviasvili (KP) ya da iki boyutlu KdV

denklemi, Bousinesq denklemi bunlara birer 6rnektir.
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3. SABIT KATSAYILI BAZI EVRIM DENKLEMLERININ TAM COZUMLERI

Bu boéliimde, daha onceki béliimde irdelenmis olan Painlevé analizi ve Backlund
dontisiimii arasindaki baglar1 ortaya koyan carpict bazi sonuglar verilecektir. Bazi
onemli evrim denklemlerinin, Backlund dontisiimleri yardimiyla analitik ¢oztimleri elde

edilebilmistir. Simdi, sirasiyla bu ¢oziimler tizerinde duralim.

3.1 Korteweg de-Vries Denkleminin Bir Analitik Coziimii

u,+uu, +ou_ =0 (3.1.1)

KdV denklemi i¢in Painlevé agilimi u, sabit teriminde kesilirse Bécklund doniisiimii;

U=——+—+u (3.1.2)
o9
seklinde elde edilir. Ornek (2.6.1) den
u, = 1280
u, =126¢_

dir ve u, de KdV denkleminin bir ¢éziimiidiir. Simdi 6zel olarak u, =0 alinirsa (3.1.2)

den

0. 9’
1) =128] B L 3.13
u(x,1) ((,75 p j (3.1.3)

elde edilir. (3.1.3) ifadesinin (3.1.1) KdV denkleminde yerine konmasiyla, ¢ nin

kuvvetlerinin katsayilar sifira esitlenerek

¢xxt + 5¢xxxxx = 0

¢t ¢xx + 2 ¢x¢xt - 25¢xx¢xxx + 55¢x¢xxxx = 0

209, -630,9,” +864°¢,, =0
(3.1.4)

denklem sistemine varilir. (3.1.4) de 6zel olarak

P(x,1) =1+ (3.1.5)
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seklinde ¢6ziim aranirsa
a=0 veya B+c’ =0 (3.1.6)
elde edilir. @ =0 durumu (3.1.3) den u(x,t) =0 ¢6ziimiinii vereceginden géz Gniine
almmayacaktir. (3.1.6) da & = k olarak alinirsa = —d olup
d(x,t) =1+ "2 (3.1.7)
dir. (3.1.7), (3.1.3) de yerine yazilirsa

kzekx—H& kzez(/q—ﬁa)

u(x,t) =124

(3.1.8)

1+ekx—k3& (1+ekx—k36t)2

elde edilir. (3.1.8) ifadesinde gerekli diizenlemelerden sonra KdV denkleminin bir
analitik ¢6ziimi

_ 3
u(x,t) = 39 sechz(kka&) (3.1.9)

seklinde elde edilmis olur. Burada k keyfi reel bir sabittir.

3.2 Burgers Denkleminin bir Analitik C6ziim Ailesi

Ornek 2.6.2 de
u,fuu, =ou, (3.2.1)

Burgers denklemi i¢in Béacklund doniistimiiniin

u= —20‘%+ u, (3.2.2)

seklinde oldugu gosterilmisti. Burada u,, Burgers denkleminin bir ¢oziimiidiir. u, =0
alinir ve

¢
=20~ 323
u o p ( )

ifadesi (3.2.1) de yerine yazilirsa, ¢ nin kuvvetlerine gore katsayilar sifira esitlenerek

¢z _O-¢xx =0
(3.2.4)

{¢xt - 0¢xxx =0
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ax+ Bt

denklemleri elde edilir. Buna gore, (3.2.4) sisteminde ¢=e seklinde ¢6ziim

aranirsa, ¢_# 0 kabulii altinda sistemin bir ¢oziimii

x,t) = Ae"F 4 BeEe 4 325
@(x,1)

olarak elde edilir. Burada A4,B,C integrasyon sabitleri, k da keyfi reel bir sabittir.

(3.2.5) ifadesi (3.2.3) de yerine yazilirsa (3.2.1) Burgers denkleminin bir analitik ¢6ziim

ailesi

ke+k’ot —kx+k’ot
Ae — Be

u(x,t)=-20k 5 > (3.2.6)
Aekx+k ot + Be—kx+k ot + C
seklinde elde edilir. Simdi 6zel olarak A=0 alinirsa;
B —kxt+k*ot
u(x,t)=20k ———— (3.2.7)
Be—kx+k ot + C
dir. Burada g =e”” olarak secilirse;
—kx+klot+2y
M(.x,t)=20_km (328)
dir ve buradan da (3.2.1) Burgers denkleminin
2
u(x,0) = ok {1 + tanh (W+ yﬂ (3.2.9)

seklinde dalga ¢6zlimii elde edilmis olur. Burada y = %lng seklindedir. Benzer olarak

u, =*1 i¢in de bir diger ¢6ziim ailesi elde edilebilir.

3.3 Fisher Denkleminin Bir Analitik Co6ziimii
u, =k’u_ +au(l-u) (3.3.1)

Ornek (2.6.3) de (3.3.1) Fisher denklemi i¢in Bicklund déniisiimiiniin,

6K ¢%+i[ﬁ_%}% (332)
a ¢ Sa\ ¢ 1
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seklinde oldugu gosterilmisti. u,, Fisher denkleminin bir ¢6ziimii olmak iizere

u, = 0almir ve (3.3.2) ifadesi (3.3.1) denkleminde yerine yazilirsa,

2 4

_36k ¢xxt +£¢tt +&¢xxxx +6k2¢xx _§¢t :O
5a S5a a 5

(3.3.32)
72k* 6 ., 36k° 18k*  , 24k* 2.2

¢)C ¢xt + ¢t - ¢t ¢xx + ¢xx - ¢X ¢XXX - 6k ¢X = 0

S5a 25a S5a a a

(3.3.3b)

denklemleri elde edilir. KdV denklemindekine benzer olarak
P(x,t) =1+ " (3.3.4)

seklinde ¢oziim aranirsa

2 4
_ 36k a2ﬂ+£ﬂ2 FLLAPVIRPTERE —§ﬂ=0
5a S5a a 5
(3.3.5a)
2 2 4 4
72k a2ﬁ+ 6 ﬁ2—36k 0{2,8+18k a4—24k o — 6k =0
5a 25a 5a a a
(3.3.5b)

Burada o ve [ daha sonra belirlenecek olan keyfi reel sabitlerdir. Gerekli

diizenlemelerden sonra (3.3.5a) ifadesi asagidaki bi¢imde yazilabilir;

(B-s5ka*\B-ka>—a)=0 (3.3.6)

(3.3.6) dan
B, =5k*a’ (3.3.7a)
py=ka’+a (3.3.7b)

dir. ilk olarak B, = 5k*¢* (3.3.5b) de yerine yazilirsa
Sk*a* (6k*a® —a)=0

elde edilir. a > 0 olmak tizere
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al
a, = i\/g; (3.3.8)

B =2 (3.3.9)

ve (3.3.7a) dan

olarak elde edilir. Diger taraftan 8, = k’«* + a (3.3.5b) de yerine yazilarak
(6k°c* +a)k*a® +a)=0 (3.3.10)

esitligine varilir. a<0 olmak tiizere ilk ¢arpandan,

a, =i,/%’% (3.3.11)

dir. Yine (3.3.11) in (3.3.7b) de yerine konmasiyla

B, = >a (3.3.12)
6
oldugu kolayca goriilebilir. (3.3.8)-(3.3.9) ve (3.3.11)-(3.3.12) ifadelerinin bir sonucu
olarak kisaca
la] 1 5a
o ., =t,—— ve =— 3.3.13
1,2 \/;k 181,2 6 ( )
yazilabilir. Buradan,
+ Mlx-%—sl
d(x, ) =1+e e (3.3.14)

dir ve (3.3.2) den u(x,t),

2(1\/Elx+5—at)
e 6k 6

+\/Wl 5a
A I
(I+e'°F ¢

u(x,t) =

seklinde elde edilir. Yukaridaki ifadenin diizenlenmesiyle Fisher denkleminin bir tam

¢Ozimii

2
u(x,t)=%{l+tanh£i %ix+f—;tﬂ (3.3.15)
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bi¢iminde ifade edilebilir.

Bunlara ek olarak (3.3.10) ifadesinde yine a <0 olmak {izere, ikinci ¢arpanin sifira

esitlenmesiyle

a,=t ve B,=0 (3.3.16)

\-a
k
olarak elde edilirler. Bu degerlerin (3.3.4) de ve sonrasinda (3.3.4) iin de (3.3.2) de

yerine konmastyla Fisher denkleminin bir diger ¢6ziimii

a

t——x

M()C,f) = 66—\/5

(I+e * )

(3.3.17)

bi¢giminde elde edilir.

3.4 Genellestirilmis Fisher Denkleminin Bir Analitik Coziim Ailesi
u, =u, +u—u"
Genellestirilmis Fisher denkleminin k=3 i¢in Painlevé 6zeligine sahip oldugu ve
u, =u_ +u—u (3.4.1)

denklemine iliskin Backlund doniistimiiniin
u(x,r) =2 %‘+u1 (3.4.2)

seklinde oldugu daha once yapilan bir ¢alismada gosterilmisti (C. Kart, S. Yildiz

Ugurlu). Burada u,, (3.4.1) denkleminin bir ¢éziimiidiir. {1k olarak u, =0 alinirsa,
u(x,t) =2 % (3.4.3)

dir. Onceki béliimlerdekine benzer olarak (3.4.3) Bicklund déniisimii (3.4.1)

genellestirilmis Fisher denkleminde yerine yazilir ve ¢ nin kuvvetlerine gore katsayilar
diizenlenirse,
D = P T 0, (3.4.4a)
9, =30 (3.4.4b)

ox+ ft

lineer denklem sistemi elde edilir. @¢(x,t) =e seklinde ¢6zlim aranirsa, sistemin bir

¢Ozimii
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3 1 3

1
—=x+=t ——=x+=t
P(x,t)=Ae'? * +Be 2 2 +C (3.4.5)

seklinde elde edilir ve (3.4.5) in (3.4.3) de yerine yazilmasiyla (3.4.1) genellestirilmis

Fisher denkleminin bir analitik ¢6ziim ailesi;

1 3 1 3
Aeﬁﬁit _ Be—ﬁﬁgt
%H%t —%X%z
AeV? + Be V? +C

w(x, 1) = (3.4.6)

seklinde elde edilmis olur. Burada A, B ve C integrasyon sabitleridir. Genellestirilmis
Fisher denkleminin dalga tipi ¢6ziimlerini gorebilmek icin (3.4.6) da 6zel olarak B=0

alinirsa

u(x,t) =%{l+tanh[2\1/5x+%t+ Jﬂ (3.4.7)

elde edilir. Burada o =%ln% dir. Diger taraftan, u, ==x1 olarak alinirsa benzer

islemlerle (3.4.1) denkleminin bir baska analitik ¢6ziim ailesi,

Ae’* —C
V2 3

u(x,t) = (3.4.8)

bi¢imindedir.
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4.DEGISKEN KATSAYILI BAZI EVRIM DENKLEMLERININ TAM
COZUMLERI

Bu béliimde, oncelikle Burgers ve KdV denklemlerinin bazi degisken katsayili formlari
ile ilgili olarak yapilan iki ¢calisma ele alinacaktir. Daha sonra bu caligmalara paralel
olarak ele alinan ve tezin orijinal sonuglarini olusturan, degisken katsayili Fisher ve

Genellestirilmis Fisher denklemlerinin analitik ¢6ziimleri elde edilecektir.

4.1 Degisken Katsayih Bir Burgers Denklemi icin Bécklund Déniisiimii ve
Analitik Coéziimler

Bu boliimde oncelikle Burgers denklemi biraz daha genellestirilerek, degisken katsayili
u, +b(t)uu, +a(t)u, =0 (4.1.1)
seklindeki denklem g6z 6niine alinacaktir (Hong 2000). Lineer olmayan b(t) ve sagilma
terimi a(t) yi igeren genellestirilmis Burgers denklemi, ¢ift katmanl s1g akiskanda, bir
uzun sok dalganin yayilmasini modelleyebilir. (4.1.1) denkleminin auto-Backlund
dontistimiinii ve a(t) ile b(t) arasinda bazi sartlarla, net soliton tipi ¢ézlimleri bulabilmek
icin kesik-Painlevé acilim1 ve sembolik hesaplama metodu kullanilacaktir. Buna gore

(2.2.2) Painlevé acilimu sabit terimde kesilir,
P
u(x,t) =Y u, ¢’ (4.1.2)
j=0

ve (4.1.2) ifadesi, (4.1.1) denklemindeki en yiiksek basamaktan tiirevli terim u_ ile

lineer olmayan wuu_ teriminde yerine yazilip dengeleme yapilirsa p=1 bulunur ve

boylece
u(x,t) = @(x, )" leuj (x,0)¢” (x,1) (4.1.3)
acilimi elde edilir. Buradan
)= u,(X,t)+u, (X, )d(x,t) 414
u(x,t) (5.0) (4.1.4)

Genel bir kabul olarak ¢ # 0 alinacaktir, ancak a(t) ve b(t) model parametrelerine

baslangic olarak herhangi bir kosul yiiklenmeyecektir. (4.1.2) ifadesi, (4.1.1)
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denkleminde yerine kondugunda ¢ nin kuvvetleri parantezinde katsayilar sifira

esitlenerek asagidaki Painlevé-Backlund (PB) denklemleri elde edilir;

07: —b(thu, 0, +2a(t)u,d,’ =0 (4.1.3a)
071 b(t)ugu,, —b(t)uu,0, —2a(t)o.u,  —a(t)u,d,, —u.d, =0 (4.1.3b)
07 g, +b(t)ugu,  +b(tyuu,, +a(t)u,,, =0 (4.1.3¢c)
0°: u, +b(Huu, +at)u, =0 (4.1.3d)

(4.1.2) ve (4.13a-d) denklemleri, eger @(x,1),u,(x,t) ve u(x,t)ye gore

coziilebilirlerse, bir auto-Backlund dontisiimii belirtirler. (4.1.3a) denklemi ig¢in iki

¢Oziim s6z konusudur;

=299 . 4a 1y (x,)=0 (4.1.4)

uy(x b(t)

Ozdes sifir olmayan ¢oziimiin (4.1.3b) denkleminde yerine yazilmasiyla,

_a®)g, +9¢,
b(®)¢,

elde edilir. (4.1.3¢) denkleminden, degisken a(t) ve b(t) katsayilari i¢in

u,(x,t)= (4.1.5)

d d
9, {—b(t)ga(t) + a(t)Eb(t)} =0
yardimci denklemi elde edilir. Buradan,
b(t)=ca(t) (4.1.6)
dir. Burada ¢, keyfi bir sabittir. Boylece (4.1.1) denkleminin bir tam analitik ¢oziimler
ailesi asagidaki gibi elde edilir;

_a0. +9, , (2 a(t)g,
b(1)9, b(1)

(4.1.1) denklemi, ¢(x,1) ve a(t) ye gore diizenlenirse;
20°(09.9,, + a9, ~4a* (19,9, ~2a(09 4,
2 a0920, 40’ (09.0.9,..+ 30" (09, +40* (099, (4.1.8)
24 (P4 +A)020, + @99, =0

u(x,t)= ]¢(x, )" (4.1.7)
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elde edilir. (4.1.8) denkleminde

d(x,1) =1+ 1O (4.1.9)

seklinde ¢6ziim aranir ve elde edilen denklem x in kuvvetlerine gore diizenlenirse;

d d dA.,

Z A =a(t) (=)
1.odt dt —dzA(t)+2L=0 (4.1.10)

a(t) dt A()

d, .d d, d
LB T at) “ B %A@
oo dtCdt T A gy gdtdr 4.1.11)

a(t) dr* A(t)
denklemleri elde edilir. (4.1.10) denkleminde A(¢) =e™ seklinde bir ¢6ziim aranirsa;
a, ia(t) +a’a(t)=0
dt
diferensiyel denklemi elde edilir ve buradan da
a(t)=c,e™ (4.1.12)
olarak elde edilir. Yine (4.1.11) denkleminden de B(t);
B(t)=c,+c,e™ (4.1.13)
seklinde elde edilir. Burada c, ler sifirdan farkli keyfi sabitlerdir. Sonug olarak biitiin bu

terimlerin diizenlenmesiyle (4.1.1) denkleminin bir analitik ¢6ztimler ailesi;

ot
e c,+tox+c,Q,
u(x,t)=— (¢ 1 4 0)

66

[alt+e"‘1’x+c3 +c4e"‘1’] (4 L. 14)

+2 e (1 + eealfx+c3+c4e“1[ )—1
G

seklinde elde edilmis olur.

Ozel olarak kink-tipi solitonik ¢dziimlerin varh@min biiyiik 6lgiide ¢, in segimine bagh

oldugu asagidaki limit degerlerinden goriilmektedir;

cytxtey—l1

lim u(x, 0; ) = —— =c¢, " tanh[(c, + x+¢;)/2]

-0 Cl (1 + ec4+x+c3—l)

lim u(x,0;0,) =o0

0 —>o0

40



Sonug olarak, (4.1.1) denklemi, (4.1.9) da kabul edilen ¢(x,?) i¢in, a(¢),b(t) =e ™' ve
o, <<1 kosullar1 altinda kink tipi solitonik ¢6ziimlere sahiptir. Bu durumda (4.1.1)

denklemi;
u, +(1-ot)(cicouu, +cu, )=0

seklinde bir zayif zaman bagimli Burgers denklemine indirgenebilir.

4.2 Degisken Katsayih Bir Kdv Denklemi icin Auto-Biicklund Déniisiimii ve
Analitik Coziimler

Bu kisimda degisken katsayili bir KdV denklemi, f(#) ve g(¢) keyfi analitik
fonksiyonlar olmak {izere

u, + fuu, +gtu,_ =0 (4.2.1)
biciminde ele alinacaktir (Hong and Jung 1999). Bu denklemin dalga tipi ¢oziimlerini

bulabilmek i¢in (2.2.2) Painlevé acilimi sabit terimde kesilir,
p .
u(x,t)=> u,¢’" (4.2.2)
=0

ve en yliksek basamaktan tiirevli terim u_  ile lineer olmayan wuu  terimi arasinda

dengeleme yapilirsa p=2 bulunur ve boylece

u(x,t) = g(x,t)"> Z u, (x,0)p’ (x,1)

4.2.3)
_ Uy (e, ) +u, (x,0)@(x,t) +u,(x, t)¢2 (x,1)

@* (x,1)
acilimi elde edilir. Genel bir kabul olarak ¢ # 0 almacaktir. (4.2.3) acilim1 (4.2.1)

denkleminde yerine yazilir ve ¢ nin kuvvetlerinin katsayilari sifira esitlenirse, Painlevé-
Backlund (PB) denklemleri asagidaki gibi elde edilir;
07 2fu,p. —24gu, .’ =0 = u,=-12g¢.°/f (4.2.4a)

¢~ 1 —6g 9 u, +18g¢ u,  +18g9 P 1y =3 f.uou, + fugu,, =0
= u =12g¢xx/f

07 9.0+ [0, u, +4g0.0,. —3g0, =0 (4.2.4c)

(4.2.4b)
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07 2/2° 0.0 — 52D — 1200, - [2'0.

~2/20.0., + [0, - f7g0. u,, ~3/20.9, =0 (4.2.4d)
¢‘1 :f2g¢xxxu2 + f2g¢xxu2,x -gfp.+ f2'0.. +fg2¢xxxxx + fgp., =0 (4.2.4¢)
¢0 : uZ,t + fu2u2,x + guZ,xxx = O (4.2.4f)

Bu sistem uyumluysa bagka bir deyisle @, u,(x,1), u,(x,t), u,(x,t) ye gore ¢oziilebilirse

bir auto-Backlund doniisiimii olarak ifade edilebilir. Soliton tipi c¢oziimleri elde
edebilmek i¢in

#(x,1) =1+ explif(x,1)] (4.2.5)

(4.2.4a-f) denklemlerinde yerine yazilir. Burada 6(x,7) kompleks degiskenli bir

fonksiyondur. Buradan reel ve imajiner terimli katsayilarin sifira esitlenmesi sonucunda,

¢ O(x,t), =0
= O0(x,t)=F,(t)x+ F,(¢t) (4.2.6)
olarak bulunur. Bundan sonraki adimda (4.2.6) PB denklemlerinde yerine yazilir ve X in

katsayist sifira esitlenerek asagidaki kosul elde edilir;
9 F (=0
= F,(t) = F, = sabit (4.2.7)

¢~ in reel teriminin sifira esitlenmesiyle, u, (x,?) i¢in asagidaki sekilde bir ¢oziim elde
edilir;
¢ &reel: gf'u, +gf—-gf’ =0
=, (x,1) = M +e (4.2.8)
g
u, nin PB denklemlerinde yerine yazilmasiyla f(?) ve g(t) fonksiyonlar i¢in kosullar;

¢° &reel: gf ' —gf=0= f(t)=c,g(t) (4.2.9)

Son olarak ¢~ katsayisindan F, (¢);

—gF + e, gl +F =0
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F()=(F -¢,F)|[ gt +c, (4.2.10)

biciminde elde edilir. Biitlin bu elde edilen ifadelerin diizenlenmesiyle (4.2.1) degisken
katsayili KdV denkleminin analitik ¢6ztimleri;
2
u(x,t)=- 125
)

sech*[i0(x,1)/ 2]+ ¢,

O(x.t) = Fx+(F =, F)[ g()dr’ + c,

bi¢iminde elde edilmis olur. Burada ¢, c,,c; ve F,, kompleks sabitler ve
f(#)=c,g(t) dir. Son olarak, keyfi sabitlerin F; =i,¢c, =1,c, =3, c; =i seklindeki
secimini g6z oniine alalim. Ozel olarak g(7) =1 icin sabit katsayili KdV denkleminin
bilinen soliton ¢oziimii elde edilir ve g(¢) =cos2t icin de elde edilen ¢6ziim yalniz
dalga (solitary wave) oOzeligini saglamaktadir. (|x| sonsuza giderken u(x,¢) limiti

sifirdir.)

4.3 Degisken Katsayih Genellestirilmis Bir Fisher Denkleminin Analitik Coéziimleri

Bu bolimde, kesim 2 deki (2.6.52) genellestirilmis Fisher denklemi biraz
daha genellestirilerek,

u =a’(u, +u—u (4.3.1)

seklindeki degisken katsayili genellestirilmis Fisher denklemi ele alinacaktir. Bu
denklemin dalga tipi ¢6zlimlerini bulabilmek i¢in , (2.2.2) Painlevé agilim1 sabit terimde

kesilir,
p
u(x,t)=Y u,¢’" (4.3.2)
j=0

ve en yiiksek basamaktan tiirevli terim u_ ile lineer olmayan u’ terimi arasinda

dengeleme yapilirsa p=1 bulunur ve boylece
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u(x,fy =20 L (4.3.3)

agilimi elde edilir. Genel bir kabul olarak ¢ #0 alinacaktir ve baslangigta a(z)

katsayisina herhangi bir kosul yiiklenmeyecektir. (4.3.3) agilimi (4.3.1) denkleminde

yerine kondugunda

2
u, u u u u u
—;’——;?’+u“=a2(t) ;""—2 Zf)‘— (Z;"+2 0;; +ulxx}
3 2
u u u, u
2y -2 3213

¢ A ¢

2
Uy ;
e

ifadesi elde edilir. Burada ¢nin kuvvetleri parantezindeki katsayilar sifira esitlenerek

asagidaki Painlevé-Backlund denklemleri bulunur;

97 =2a°(Oup,” +u,’ =0 (4.3.4a)
7 —uyd +2a’ (O, @, +a’ (P, +3u,’u, =0 (4.3.4b)
o7 uy, —a’(Ou,,, —uy+3uu’ =0 (4.3.4¢)
¢ u, —a(u,, —u +u’ =0 (4.3.4)

(4.3.4d) ifadesi u, in (4.3.1) denkleminin bir ¢6ziimii oldugunu gosterir. (4.3.4a) dan

u, (x,1) =~2a(1)g, (4.3.5)

bulunur. (4.3.5) in, (4.3.4b) de yerine konmasiyla
~2a(9,9, +324* (19,9, + 6’ ()9, u, = 0
dir ve buradan da u,,

Lo N2 4 20,
L o6a(n g, 2 g,

bi¢iminde elde edilir. (4.3.5) ve (4.3.6) da elde edilen u, ve u, ifadeleri (4.3.4c) de

(4.3.6)

yerine yazilarak
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ba g 2 9,

V249, +~2ap, ~\2a',., ~2ag, +342a9, {ﬁﬂ—@@} =0

denklemine varilir. Bu denklem de gerekli sadelestirmelerden sonra,
6aa,p’ +6a’9. 9, ~6a'¢ 9. —6a’9’ +9 ' —6a’¢,¢. +9a’¢ . =0 (4.3.7)
ifadesine dontisiir. Simdi ilk olarak (4.3.7) de

¢ — 1 + eD{X+ﬂl
bi¢ciminde ¢6zlim aranirsa,

6c’aa, +3c'a’ —6a’a’ + B7 =0 (4.3.8)

denklemine varilir. (4.3.8) denklemi, (4.3.7) nin ¢ =1+¢“""" bigiminde bir ¢6ziime

sahip olabilmesi i¢in a(t) katsayisinin saglamasi gereken denklemdir ve burada o # 0 ve

B keyfi reel sabitlerdir.
a’(t)=b(t) (4.3.9)

dontistimiiyle (4.3.8) denkleminden
3a°b +3a'h> —60°b+ B2 =0 (4.3.10)
Riccati denklemi elde edilir. Bu denklemde b(¢) = k£ (k sbt) seklinde ¢6ziim aranirsa;

3k =6’k + B2 =0

elde edilir. Bu denklemde
A=36a"-12a" B’

43.11
=12a'(3- %) ( )

dir.

(1) Kolaylik olmas1 bakimindan
B> =3(1-7°) (4.3.12)

secilir ve bu ifade (4.3.11) de yerine yazilirsa

A =360y
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dir. (4.3.11) den reel koklerin gelebilmesi i¢in | p | <3 kosulu altinda, (0 < |7/| <1)

. 6a’ 60’y
b2 6a’

olup buradan (4.3.10) Riccati denkleminin iki 6zel ¢oziimi

1+ 1-
b()=—L ve b)="—L
o o

bigiminde elde edilirler. Tki 6zel ¢6ziimii bilinen Riccati denkleminin ¢oziimii boylece

1 e +c
b(1) =?(1+ye2ﬂ _C]

bi¢ciminde elde edilir. (4.3.9) dan

2yt
a(t)=i-l‘/1+}/ezﬂ—+c (4.3.13)
o e —C

seklindedir. Buna gore (4.3.5) den

2n
4o =\2a(0)g, =21+ 75 Cemh (4.3.14)
e —C

ve (4.3.6) dan

L N2 4 N2a0) g,
L ota(nyg, 2 g,

2 (4.3.15)

EY R S S Py T

6 1 627t+c 2 e’ —cC

+7e27’—c
olup (4.3.3) den (4.3.1),

1 e +c 3

u=—A+y———u_ +u-u
t 0(2( 7ezyt_c) xx

denkleminin dalga tipi ¢ozlimleri,

e re e 2B 1 V2 e’ +c¢
u(x,1) = /2. ]1+ + Y2 1+ T 436
(1) yez”—cl+e“‘+ﬁ’ 6 e 2 762”—0( )
4

e

—C
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bi¢iminde elde edilirler. Burada f°=3(1-7%), o<|y|<1, a, B,y keyfi reel

sabitler, c de integral sabitidir.

Ozel olarak ar=1, B =0, c =1 segilirse,

u, =(1+cotht)u, +u—u’ (4.3.17)
denkleminin ¢éziimii
u(x,t) = ig\/l+cotht tanh% (4.3.18)

bigimindedir.
Belirtelim ki (4.3.1) denkleminde a’(¢)=1 durumu bizi (3.4.1) genellestirilmis Fisher

denklemine gotiiriir. Dolayisiyla yukaridaki islemler a”(f) =1 icin hesaplanir ve &zel

olarak o = 1 , B =% secilirse (4.3.1) denkleminin ¢oziimii

NG

_1 L3
u(x,t) = 2{1+tanh(2\/§x+ 4t)}

bi¢iminde elde edilir ki bu ¢6ziim de (3.4.7) de 6 =0 durumuna karsilik gelmektedir.

(i1) (4.3.11) de S ==%+/3 olmasi durumunda A =0 dir ve bu durumda (4.3.10) Riccati

denkleminin sabit ¢ozimii, b(t)=i2 biciminde elde edilir. Buna gore (4.3.10)
o

denkleminin parametreli ¢6ziimd,

1 t+c+1
b(t)=—
o t+c

(4.3.19)

biciminde elde edilir. Burada « # 0 keyfi reel bir sabit ve ¢ de integral sabitidir. Yine

(4.3.9) dan
a(t)=ié L ::1 (4.3.20)

olarak elde edilir ve bu durumda da

1 t+c+l
u =— < W, +u—u’ (4.3.21)
o r+c

denkleminin bir analitik ¢oziim ailest,
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u(x,t)==+ ”C”tanh(““ﬁt)iﬁ fre (4.3.22)
2(t+c¢) 2 6 Vt+c+1

seklinde elde edilir.

(i11) Son olarak | ,6’| >+/3 olmasi durumunda ise (4.3.10) Riccati denklemi kompleks
ozel ¢oziimlere sahiptir. ()= p,+ p,y+ p,y’ Riccati diferensiyel denkleminin bir
¢coziimii, y, =a+if seklinde ise denklemin genel ¢oziimii y =+ tan(j p,Bdx+c)

bi¢imindedir.) Buna goére (4.3.11) de J#0 keyfi reel bir sabit olmak iizere,
3— % =367 olarak segilirse A =-36a"6" olup Riccati denkleminin bir 6zel ¢oziimii
1 J.
bl = ? + ?l

olup buradan genel ¢6ziim

b(t) = L[1 +dtan(—St+¢)|

aZ

biciminde elde edilir. Buna gore

a(t) = il\/l+ otan(—9dt +¢)
o

olup, burada, §° = % B> —1, ve c, integral sabitidir. Béylece a(t) yukarida tanimlandig1

gibi olmak tizere (4.3.1) denkleminin bir tam dalga ¢oziimleri ailesi

ax+ﬂt)+\/5ﬂ 1
2 7 6 \f1+Stan(=d +c)

1
u(x,t) = ia\/2 + 24 tan(—ot + ¢) tanh(
bi¢iminde elde edilmis olur.
4.4 Degisken Katsayih Bir Fisher Denkleminin Analitik Coziimleri

Bu boliimde de Kesim 2 deki (2.6.28) Fisher denkleminin biraz daha geneli olan
degisken katsayili
u, =b(tu  +au(l—u) 4.4.1)
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Fisher denklemi ele alinacaktir. Yine 6nceki 6rnekte oldugu gibi bu denkleme iliskin

kesik Painlevé agilimi
p .
u(x,t)= Zuj¢-’_”
j=0

(4.4.1) denkleminde yerine konur ve u_ ile u” terimleri arasinda dengeleme yapilacak

olursa, p=2 bulunur ve buradan (4.4.1) denkleminde

u(x,?) =%+%+ u, (4.4.2)
seklinde ¢6ztiim aranir. (4.4.1) denklemindeki terimler (4.4.2) den asagidaki sekilde
hesaplanir;

= M—(Z—Z—uof)f +ﬁ—u1—?’+u2t
¢ o 9 ¢
2 2
uxx — uO)zcx _4 u0x3¢x _ 2 u0¢;xx + 6 u0¢4x + ulxx _ 2 u1x2¢x _ ul zxx + 2 ul¢3x + ”2xx
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
2 2
wr=to oy u,’ +2 Uothy | o Moths | o Hiths

¢ 9 ¢ ¢ ¢

ve bu terimler (4.4.1) denkleminde yerine yazilir ve ¢ nin kuvvetleri parantezindeki

katsayilar sifira esitlenirse, asagidaki Painlevé-Bicklund denklemleri elde edilir;

¢~ —6b(t)uyp,” +au,” =0 (4.4.3a)
@7 1 =2u,p, +4b()P.u,, + 2b()u, P, —2b()u,@,” + 2auu, =0 (4.4.3b)
7 s uy, —u, @, —b(t)u,,, +2b)u, P, + b, —au, +au’ +2aug, =0 (4.4.3¢c)
¢~ tuy, —b(t)u,, —au, +2auu, =0 (4.4.3d)
¢°: u,, —b(t)u,, —au, +au,” =0 (4.4.3¢)

(4.4.3¢) den u,nin (4.4.1) denkleminin bir ¢dziimii oldugu aciktir. (4.4.3a) dan

Uy = éb(t)ciﬁf (4.4.4)
a
dir. (4.4.4) ve (4.4.3b) den
u =9, -2y, (4.45)
5a a
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biciminde elde edilir. Yukarida elde edilen ifadelerin (4.4.3c) ve (4.4.3d) de yerlerine

yazilmasiyla sirasiyla asagidaki denklemler elde edilir;

(b =ab)p +2b0.9, + <07 O, + 300 ~Ab0 g +2abglu =0 (446)

¢tt _S(bt _ab)¢xx _6b¢xxt +5b2¢

XXXX

—ag, +2a(¢, —5b¢_)u, =0 (4.4.7)

(4.4.6) ve (4.4.7) denklemleri arasindan u, yok edilirse;

b, 12 11
¢x2¢tt - 6b¢x2¢xxt + 5b2¢x2¢xxxx _Z¢x2¢t _?¢t¢x¢xt _Eg ¢t3

(4.4.8)
+ % 0’0 —9bg,p.> +4bg,d @ +12bp ¢ ¢, +15b°¢ > —20b9 4 ¢ . =0
denklemi elde edilir. (4.4.8) denkleminde
P(x,1) =1+
seklinde ¢6ziim aranirsa;
o’b,—a'b’ + %5,32 =0 (4.4.9)

denklemi elde edilir. Bu Riccati denkleminde de b(t)=k (k, sbt) bi¢iminde ¢6ziim

aranacak olursa,

seklindeki 6zel ¢oziimler elde edilir ve iki 6zel ¢6ziimii bilinen Riccati denkleminin bir

parametreli ¢oziimii,

z/it EH—2c
’,5 5
b(t) = ,6’21+cez - ﬁz“em =— ﬂz coth(£t+c) (4.4.10)
1—ces S J—es ¢ S >

bi¢iminde elde edilir. Burada c, integral sabitidir. Simdi sirasiyla u,,u, ve u, yi
belirleyelim;

P(x,t) =1+ den ¢ =ae™ ", ¢ = B, ¢, =cfe™ " ... (4.4.11)

Gosterimlerde kolaylik olmasi agisindan (4.4.10) da, w=%t+20, (4.4.11) de de

z =aox+ Bt olarak alinirsa
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w 2 w
_p e AP e (4.4.12)

TsaP1-e" 2507 (1-¢")
biciminde ifade edilebilir. ilk olarak (4.4.4) den
Uy = SBLxey (4.4.13)
Sa 1-¢€"
(4.4.5) den
u =L S 1re (4.4.14)
Sa S5a 1-¢€"

(4.4.6) dan u, cekilirse;

2 2
ol h 600 101 308 3,00 2,00 1
2a b Sa ¢, 50abg° Sa ¢ 2a ¢ a @, 2

dir. (4.4.11) ve (4.4.12) yerlerine yazilirsa,

_Zﬂ e—w)_%_i(ﬂ)+£_i(l+_ew)+£(l+ew)+l

= Sq 1= 5a 10a 1+e” 5a 10a 1—-e*  5a 1-e" 2
4"  1-e" 1+e" | 3 1
=_1§a{1—e”+1+ew_1—e“l_£+5
ve buradan
=—£+l (4.4.15)

u
S V)
bi¢ciminde elde edilir. (Ayni sonuca (4.4.7) ifadesinden de ulasilabilir ). Simdi (4.4.3¢)

den, bagka bir ifadeyle u,, (4.4.1) denkleminin bir ¢6ziimii oldugundan,

au,(u, —1)=0
3 1 3 1
-4+ )(-——-)=0
a S5a 2)( Sa 2)
ve buradan da
,Bzi% (4.4.16)

olmas1 gerektigi goriilebilir. Simdi sirasiyla (4.4.13), (4.4.14) ve (4.4.15) de elde

edilenler, (4.4.2) aciliminda yerlerine yazilirlarsa;
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u=204M 1y
9 9
_ 68 1+e" € 68 1+e". € 6 e’ 3 1
'B w)( )2__ﬁ( w) z.,._'B Z__'B+_
" 5q 5a 1-€" " 1+e S5a l+e 5a 2
68 1+e" ez e’ 6 e’ 3 1

=_’H W)( Z)( 2_1)+_’B_2__ﬂ+_
S5a 1-e" 1+e" 1+e S5a 1+e S5a 2

_ 6,3(1+e e % e —£+1

S5a 1-e"" (1+€°) 5al+e Sa 2

dir. Buna gore,
a a
b(t) =F—=-coth(x—t+c
() P ( 6 )

bi¢ciminde olmak iizere, (4.4.1) denkleminin dalga tipi ¢oziimleri;

1 S5a 1 S5a
u(x,t) =—-coth —t+c sech’ (= +—t +— tanh— +—1)+—; =— (44.17
(x,1) 2 ( ) ( T ) 5 ( T ) 5 B 6 ( )
1 a o Sa 1 o S5a 1 S5a
u(x,t) =—coth(—z —c)sech’(—x ——t)——tanh(—x ——1) + —; =—— (44.18
(x0) 4 (6 ) (2 12) 2 (2 12) 2 p 6 ( )

seklinde elde edilirler. Burada a,a keyfi reel sabitler, ¢ de integral sabitidir.

Son olarak (4.4.1) denkleminde b(¢)=k> alinmasi halinde bilinen (3.3.1) Fisher
denklemi elde edilir. Buna gore (4.4.2) ifadesi, b(¢) = k* ve (3.3.13) deki

1
o, =% | | 1812__

degerlerine gore diizenlenirse, (3.3.1) Fisher denkleminin 6nceki kesimdeki (3.3.15)

bi¢cimindeki ¢6ziimii yeniden elde edilir.
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