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OZET

YUKSEK BOYUTLU MODEL GOSTERILIM YONTEMLERI VE
CESITLi AGIRLIK FONKSiYONLARININ ETKIiLERI

Bu ¢alismada ¢ok degiskenli fonksiyonlarin yaklastirim ile ilgilenilmektedir. Bu amacla
literatlirde gelistirilmis olan ve bu tezin ana konusunu olusturan Yiiksek Boyutlu Model
Gosterilim Yonteminin (YBMG) temel 6zellikleri ve gesitli versiyonlari incelenmektedir. Bu
tezin esas amaci, basliktan da anlasilacag iizere toplamsal yapidaki YBMG tiirii i¢in agirlik
fonksiyonlariin etkilerinin incelenmesidir. Bu tezde dort farkli yapida cok degiskenli
fonksiyon ele alinmis ve her bir fonksiyon i¢in alti farkli agirlik fonksiyonu ile YBMG
yaklagtirnmlar1 olusturularak sonuglarin ne denli iyi oldugu toplamsallik Slgenleri vasitasiyla
belirlenmeye calisilmistir. Sonug olarak, fonksiyonun tepe noktasi ile agirlik fonksiyonunun

tepe noktasi uyustugunda YBMG ig¢in 1yi sayilabilecek yaklastirimlara yol a¢tig1 gézlenmistir.
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Pmar TIRYAKI



ABSTRACT

HIGH DIMENSIONAL MODEL REPRESENTATION METHODS AND THE EFFECT
OF VARIOUS WEIGHT FUNCTIONS

In this work approximation of multivariable functions are dealt with. To this end, the
fundamental properties of High Dimensional Model Representation Method, which is the main
subject of this thesis, and its various versions are analysed. The main aim of this thesis is, to
analyze the effect of weight functions on the additive HDMR. Four multivariate functions, each
having a different structure, are expanded with HDMR utilizing six different weight functions
for each case. Additivity measurers are used to evaluate the results. It has been observed that
when the peaks of the function and the weight function roughly agree, reasonably good results

are obtained.

March, 2008 Pmar TIRYAKI
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BOLUM I

GIRIiS

Cesitli dogal olaylarin fiziksel yapisi ve matematiksel modellemeleri genellikle
cok sayida degisken icerir. Oyle ki bu say1 kimi zaman yiiz binlere ulasabilir. Bu da
bize problemlerin ¢oziimii i¢in ¢ok biiyilik yiikler getirir ve hesaplamalar1 zorlastirir.
Yani ¢ogu kez degisken sayisi arttikca hesaplamanin maliyeti de artar. Bu ise bizi
fonksiyonlar yerine onlar i¢in yaklagimlar kullanmaya iter. Yaklasim teknikleri kimi
zaman tek degiskenli fonksiyonlar i¢in bile epeyce sorunludur. Lagrange interpolasyon
metodu veya boliinen farklar metodunda islemlere dahil edilen her diigiim noktas,
yaklagtinm polinomunun derecesini bir artiracaktir. Ayn1 zamanda interpolasyon
polinomunun derecesinin artmasi kontrol edilemez salinimlara neden olur. Dolayisiyla
binlerce nokta ile islem yapmaya calismak zaman ve teknik donanim olarak biiyiik
maliyet getirir. Diiglim sayisin azaltmak ise, yaklastinmin kalitesini diisiiriir. Bu
sebeple fonksiyonlarin yaklastirimi igin ¢esitli interpolasyon tiirleri uygulanabilir.
Cebirsel polinomlarla interpolasyon, rasyonel fonksiyonlarla interpolasyon,
trigonometrik polinomlarla interpolasyon vs. Fakat bunlarin iginde pratik ac¢idan en
cazip olanlar1 cebirsel polinomlarla interpolasyon ve splain interpolasyon (parcali
polinomlarla interpolasyon) dur. Buradan yola ¢ikarak interpolasyon tiirlerine kisaca
deginelim.

Lagrange interpolasyon polinomunu tanimlamak ig¢in, [a,b] araliginin

XX seees X » (Xi #X,1# j) noktalarinda bir ger¢ek degerli f(x) fonksiyonunun
f(x,),f(x,),...,f(x) degerleri belli olsun.

P (x;)=f(x;), 1=0,1,..,N (I.1)
sartin1 saglayan P (x) polinomuna f(x) fonksiyonu i¢in x,,X;,...,Xy digim

noktalarina gdre interpolasyon polinomu denir.



[a,b]' de siirekli keyfi f(x) fonksiyonu i¢in derecesi N'den biiyiikk olmayan ve

(I.1) kosulunu saglayan interpolasyon polinomu vardir ve tektir. Gergekten,
P (x)=a,+aXx+..+ax"
ile derecesi N'den biiylik olmayan keyfi bir polinomu belirtir bunun f(x) icin
interpolasyon polinomu olmasi, (I.1)'e gore
a,+aX, +a,X; +...+a.x) =f(x;), i=0,,..,N (1.2)

sartin1 saglamasi ile miimkiindiir.

Interpolasyon polinomlari i¢in ¢esitli yazilis bigimleri kullanilmaktadir. Bunlarin
icinde en fazla kullanilanlar1 Lagrange ve Newton formlaridir. Buna gore (1.1) sartin1

saglayan Py (x) interpolasyon polinomunu

N
Py(x) =D e, (0f (x,) (1.3)
k=0
bi¢iminde ifade edebiliriz, dyle ki ¢, (x) ' ler n dereceli ve
(x)= 0, izk (1.4)
O FT '

sartin1 saglayan polinomlar olmakla birlikte (I.4)' e gore c, (x) polinomlari
C,(X)=A, (X=X )(X=X)e(Xx =X, X=X, ) (X —Xy)

seklinde gosterilebilir. ¢, (x,) =1 sartindan A, ¢arpan: bulunur:

xkl (X) = (X, =X )X = X))o (X = X DXy =X )ee(Xy =X )

boylece

o (%)= H (15)

elde edilir. (I.3) ile verilen polinoma Lagrange Interpolasyon Polinomu denir.

Lagrange interpolasyon polinomunun hatas1 asagida ifade edildigi gibidir.

(n+1)

Burada &(x), X, ile X arasinda bir degerdir.



Ayni interpolasyon polinomu Newton Boéliinen Farklar yontemi ile de ifade

edilir. Herhangi f(x) fonksiyonunu ve x,,X,,...,Xy €[a,b] (xi ;txj,i;éj) diglim

noktalarini ele alalim. Birinci mertebeden boliinen farklar,

) £ £

X —X;

f(x‘x

2]

. L,j=0L..,N,i#]j

biciminde belirlenmis oranlara denir. Bunlardan yararlanarak (m+1). boliinen fark, m.

bdliinen farklarla soyle tanimlanir:

f(X X)) — F (X Xney)
f(XN—25XN_1;XN): N-1 N N-2 N-1

XN T XN22

Benzer olarak daha yiiksek mertebeden boliinen farklar tanimlanabilir. Ayrica m.
boliinen farkin fonksiyon degerleri ile ilgili formiilii s6yledir:
i+m f(Xj)

= H(Xj —X,)

é%j

f(xi;xm;...'x )z (1.6)

> “Fi+m

Bununla beraber a, =1{[x,,X,,X,,....,X;] olmak iizere boliinen farklarla Py

asagidaki sekilde ifade olunmaktadir.

Py (x) = X, ]+ (x = x ) [xg, X, ]+ (X = X ) (X = x )I[X(, X}, X, ]+

e (X=X )X =X ) (X=X OF[X 5 X5 X g 5oy Xy

Lagrange ve Newton polinomlar1 sadece yazilis bicimlerine goére farkl
olduklarindan, onlarin her ikisi dogal olarak ayni hataya sahip olacaklardir. Fakat bu
hatay1 degisik bicimde de gostermek miimkiindiir. (I.6) formundan uygun islemler

yapilarak

N
Ry(x)= f(X,XN,XN_l,...,XO)H (X=X;)
=0

seklinde interpolasyon formiiliiniin hatas1 elde edilmektedir.



Interpolasyon problemlerinin ¢oziimiinde en ¢ok kullanilan ydntem splayn
interpolasyondur. Kiibik Spline'lar da en sik kullanilan splinelardir. [a,b]'de

a=X,<X, <..<X, =b kabul edelim.

1) Her bir [xi,xm], i = 0,1,..,n-1 ararh@ tiizerinde S(x)ii¢iincii derece
polinomdur;
i1)  S(x) ve bunun birinci ve ikinci tlirevleri [a,b]'de stireklidir;
i) S(x,)=f(x;) i=0,L...,n
sartlarin1 saglayan S(x) fonksiyonuna f(x) fonksiyonu i¢in {x}in:O diigiimleri iizerinde

kiibik spline-interpolant denir.

Digerleri kadar sik olmamasina karsin yine de soz etmeye deyecek kadar ¢ok
kullanilan bir interpolasyon polinom tiiri ise Hermit polinomlardir. Hermit

interpolasyon polinomunu ifade etmek igin,
f(x)f (X).. k=0L..,N

degerleri verilmis olsun. Boylece toplam bilinen sayist o, + o, +...+ o, olur. Derecesi

(2N+1) olan ve

HY  (x)=TP(x), k=0,..,N, i=0,1,. (1.10)

sartlarmi saglayan H_(x) polinomunun kurulmasi istensin. (I.10) sartin1 saglayan

H_ (x) polinomuna Hermite interpolasyon polinomu denir.

Cebirsel polinomlarla interpolasyon pratik agidan en ¢ok kullanilan interpolasyon
kuralidir. Fakat, keyfi fonksiyon i¢in bu metot her zaman verimli olmayabilir.
Dolayistyla baska interpolasyon tiplerine de ihtiyag duyulur. Bu sebeple bazi diger
interpolasyon tipleri de kullanilmaktadir. Eger f(x) fonksiyonu 2m periyotlu bir
fonksiyon ise, bu durumda dogal olarak f(x)'e yaklasim



¢;(x)=a, cosix + b, sinix, 1=0,L...,N

fonksiyonlar1 kullanilarak kurulabilir. Boylece, trigonometrik interpolasyon problemi,

f(x)'e karsilik
Ty (x,) =1(x,), k=0,...2N

olacak sekilde

N
Ty(x)=a,+ Z (a; cosix + b, sinix)

i=1
trigonometrik polinomunun kurulmasidir. Burada 0 <x, <X, <...<X,y <2m dir.

Eger f(x) fonksiyonu herhangi ¢ periyoduna sahip ve [0,/ ] aralig1 esas aralik ise,

bu durumda t=2% (0<x</) doniislimii ile problemi her zaman [0,2m] ye

tasimanin mimkiin oldugunu belirtelim. Bir diger interpolasyon yoOntemi ise

Genellestirilmis Polinomlarla Interpolasyondur. [a,b]'de lineer bagimsiz
9y (X), Py (X),..., Oy (X)
sistemi verilmis ve a <X, < X, <...< X, < b bi¢giminde tanimlanmis olsun.
Q(X) = ¢y, (X) +¢,0,(X) +...+ c Oy (X), (ci = sabitler,1=0,1,..., N)
bicimindeki ifadeye {(pi (X)}TI sistemine gore genellestirilmis polinom denir.

(p(Xk)zf(xk), kIO,l,...,N

sartlarm1 saglayan@(x) fonksiyonuna f(x) i¢in X,,X,,...,X, diiglimlerine gore

genellesmis interpolasyon polinomu denir.



Bu anlatilanlarin disinda 6zellikle istatistikte sik¢a kullanilan en kiiclik kareler
yontemlerinin  ¢esitli  slirimleri de mevcuttur. Cok degiskenli fonksiyonlarin
yaklagtinminda bu yaklasim yoOntemlerinin kullanilabildigi goriilmektedir. Fakat
karsilagilan zorluklar sebebiyle bu yaklasimlardan istenildigi kadar kolay sonuglar

allmamamaktadir.

Yiiksek Boyutlu Model Gosterilimi (YBMG) kullanildiginda YBMG’nin uygun
cesitleri i¢in sadece ikinci veya tiglincii mertebeden yaklastirim yapmakla yeterince iyi
sonuclar elde edilebildigi acgikca goriilmektedir. Bu islem maliyetini oldukca
azaltmaktadir. Diger bir avantaji da YBMG yardimiyla yaklastinm hesaplanirken
integral operatdriiniin kullanilmasidir. Bu yontemle yaklastirnm fonksiyonlarinin diger
yontemlerdekilere gore daha diizgiin fonksiyonlar olmasi beklenir. Problemlerin
¢Oziimiinde ortaya ¢ikan sorunlarin farkliligt YBMG nin c¢esitliligine sebep olmustur.
Incelenen ¢ok degiskenli fonksiyonun yapisma uygun olarak YBMG gesidi
secildiginde etkin ¢dziimler elde edilebilmektedir. Ornegin GYBMG kullamldiginda,
igslemlere dahil edilen diiglim sayist ile yaklastirimdaki degisken sayist birbirinden
bagimsizdir. Diiglim sayisinin artirilmasi islemlere ¢ok biiyiik bir ylik getirmedigi gibi
yukaridaki yontemler kullanilarak elde edilen yaklasiklik, YBMG ile ¢ok daha az
diigiimle islem yapilarak elde edilemektedir. Ayrica model gercek hayatta mevcut
olabilecegi gibi laboratuar gozlemlerine de dayanabilir. Bu tip problemler de
degiskenler tizerine etki edilebilmesi biiyiik Onem tasimaktadir. Cilinkii Spline
interpolasyonu veya Taylor serileri gibi yontemlerin kullanilabilmesi i¢in, verilerin
diizgiin bir ag iizerine sacilmis olmas1 gerekmektedir. Eger veriler rastgele secilmis ise
bu, yukaridaki yontemleri ve bilinen ¢gogu yontemi gegersiz kilacaktir ki GYBMG, her
iki tip probleme de uygulanabilmektedir.

Bu ¢alisma da YBMG ¢esitleri tanimlanarak, segilen fonksiyonlara ¢esitli agirlik

fonksiyonlarmin etkisini YBMG i¢in inceleyecegiz.



BOLUM II

YUKSEK BOYUTLU MODEL GOSTERILIM YONTEMLERI

Cok sayida bagimsiz degiskeni olan bir fonksiyonun bagimsiz degisken sayisinin
cok biliyiimesi durumunda, incelenmesi ve isleme sokulmasi fonksiyon yapisinda
kolaylik saglayic1 bir takim o6zellikler olmadig1 taktirde bir kistm zorluklar ortaya
cikarmaktadir. Glinlimiiziin etkin bilgisayarlarina ragmen bu giicliikler ¢ogu kez, kaba
hesaplamalar icin bile, uygulamalarda ciddi sikintilara yol agar. Burada sorunun
kaynaginin ¢ok sayida bagimsiz degiskenin devrede olmasi seklinde diisiiniilebilecegi
gbzoniine alinirsa sorunu “bol ve yonet” goriisii ¢ercevesinde ¢ozmeye calismanin
akilc1 bir yaklagim oldugu goriiliir. Bu dogrultuda ilk ¢aba I. M. Sobol [1-4] adli bir
Rus istatistik¢i tarafindan Kolmogorov’un [5] bir ¢caligmasina dayanarak ortaya atilan
bir agilim yontemiyle ortaya c¢ikmaktadir. Metodun temel felsefesi asagida c¢ok

degiskenli f(x,,X,,...,xy) fonksiyonu i¢in yazilan genel bagintida verilmektedir.

N N
FOx Xy ) = + D B () + D6 (X L%, )+
i=1 1

@142:

ns (IL1)

N

foi.i5=1
i (1,13

Bu denklemde, denklemin sol tarafinda bulunan ve f(x,,x,,...,Xy) seklinde
gosterilen ve x,,X,,...,Xy ile simgelenen N bagimsiz degiskene bagli ¢cok degiskenli
bir fonksiyon, denklemin sag tarafinda bulunan dik bilesenlerine ayrilnustir. Tlk bilesen
fo ile simgelenen bir sabittir. Daha sonraki ilk N bilesen f,(x,),f,(X,),....f\(Xy)
seklinde simgelenen ve her biri tek bir bagimsiz degiskene bagli fonksiyonlardir.
Bunlarin ardindan da her biri iki bagimsiz degiskene bagl N(N — 1)/ 2 adet fonksiyon
gelmektedir. Diger bilesenler de bu sekilde, gittikce artan sayida bagimsiz degisken



iceren fonksiyonlardan olusmaktadir. En son bilesen ise agilimi yapilan fonksiyonun
bagli oldugu bagimsiz degisken kadar bagimsiz degiskene sahip fonksiyondur. Sag
taraftaki terimlerin toplam adedi 2~ dir. Dolayisiyla sonlu sayida bagimsiz degiskene
bagli bir fonksiyon i¢in acilimda yaratilabilecek terim sayist sonludur. Bu sonlu sayida
terimin hepsini almak yerine, yalnizca sabit terimin ya da sabit terimle birlikte tek
degiskenli bilesenlerin veya bunlarla beraber iki degiskenli bilesenlerin alinacagi
bicimde kesmeler yapmak ve bu olusan yapilar1 gercek fonksiyona bir yaklastirim
olarak diistinmek miimkiindiir. Kag¢ degiskenli bilesenlere kadar ilerlemek gerektigini
fonksiyonun yapisi tayin eder. Ancak sabit terim, bir degiskenli ve iki degiskenli
bilesenlerden fazla sayida terim alindiginda hesaplama maliyeti artacagindan, ¢cok fazla

bilesen ile ilgilenmek yontemin gerisindeki ger¢ek amaca uygun olmayacaktir.

YBMG bilesenleri ve ozellikleri ilk defa 1993 yilinda I.M. Sobol tarafindan
"Sensitivity Estimates for Nonlineer Mathematical Models" isimli makalede birim
agirhk ve [0,1] aralig1 kullanilarak ortaya atilmistir ve yontem, A.B.D. Princeton
Universitesinden H. Rabitz tarafindan gelistirilerek ortogonalite 6zelligine agirlik
fonksiyonu ve [ai,bi] kavramlar1 da eklenerek High Dimensional Model
Representation (Yiiksek Boyutlu Model Gosterilim) adi verilmistir [1]. Rabitz’in asil
amac1 Fiziko-Kimyasal uygulamalardir. Gerek Rabitz gerekse Demiralp yOntemin
cesitli versiyonlarini gelistirmistir [6]. YBMG nin tanimlanan en genel hali ile

bilesenleri ve agirlik fonksiyonlart ile ilgili bilgiler asagida verilmektedir.

YBMG yonteminde (II.1) denkleminin sag tarafindaki biitiin bilesenler birbirine
dik segilir. Burada diklik kosulu bir i¢ ¢arpim iizerinden tanimlanmakta ve gerek
f(x,,x,,...,Xy) fonksiyonunun gerekse bilesen fonksiyonlarin karesi integre edilebilen
fonksiyonlar oldugu varsayilmaktadir. x, € [al,bl],x2 € [az,bz],...,XN € [aN,bN] olarak
tanimlanan aralikta kare integrallerin ve igcarpim bagimsiz degiskenlerin her biri i¢in o
degiskene bagli olan bir agirhik fonksiyonu kullanilmaktadir. Dolayisiyla,
u(X;,X,,..,Xy) V€ V(X,,X,,...,Xy) seklinde simgelenen karesi integre edilebilen
herhangi iki fonksiyon i¢in i¢ ¢arpim, w,(X;)ler agirlik fonksiyonlari olmak iizere

sOyle tanimlanmaktadir.



b, by
(u,v)= jdxlwl(xl)...J‘deWN (X UK 5 X g ey X V(X5 X g5 X)) (I12)

a ay

Ayrica, s6zii edilen bilesenlerin kolayca saptanabilmesi i¢in, agirlik fonksiyonlarmin
her birinin ilgili aralik iizerindeki integralinin 1 oldugu, yani normalize oldugu

varsayilir
b
Wi (x)dx; =1 1<i<N (IL3)

(I.1) denkleminin sag yanindaki bilesenlerin diklik kosuluna uymalari
gerekmektedir. Bu durumda bu bilesenler, asagida belirtilen (I1.4), (IL5) ve (I1.6)

denklemlerini saglarlar.

b;
J.dxifi(xi)wi(xi) =0 I<i<N (11.4)
b; by
J.dxifik (XX )Wi(x,) =0 J.dxkfik (XX ) Wi (%) =0 (IL5)
b;
Jaxify 5 (550X, X OWi(X) =0 i <i<j.l<k<N (1L6)

a;

(IL.1) esitliginin sag tarafindaki biiyiikliiklerin her birinin belirlenmesi i¢in bir takim

izdlisiim operatdrlerinden yararlanabiliriz. Bu baglamda,

b, by
TP (X X ) = A W (X)) [ X Wi (X OF(X s X ) (1L.7)

a ay

operatoriinii tanimlayalim ve (II.1) denkleminin her iki yanina bu tanimladigimiz I,

operatdriinii uygulayalim [7].



I,f(X,,X,,..X N)—If+IZf(x)+I Zf (X, ,X;,)+

i, =1
i (i,

(IL.4) ve (I1.6) arasinda tanimlanan Diklik kosulu geregi, yukaridaki esitlikte I,

operatori, sabit terimin disindaki terimleri sifirlayacaktir. Bu durumda,
[f(x,,X,p,0..Xy) =1 (11.8)

esitligi elde edilir. Tek bagimsiz degiskenli bilesenleri belirleyebilmek icin asagida

gosterilen operatorii tammlayalim. j=1,2,...,N i¢in

LF(X,nXy) = jdxw(x> de“ W)

. o (IL.9)
[ Wi (%) j i Wi (X )F(X, 500Xy
I operatord, (I1.1) denkleminin her iki yanina uygulanarak,
LE(X,,.o xy) = LT, +ZI (x)+ ZIJ fi (X%, (I1.10)

ipiy=
i (i,

ifadesi elde edilir ve buradan da (I1.4), (IL.5) ve (I1.6) denklemleriyle verilen diklik

kosulu da gézoniine alinarak

LE(X 5 xy) = £, +15(X5)

ifadesi elde edilir ve f;(x;) asagidaki gibi yazilabilir.

fi(x;) =1f(x,,Xp,...,Xx ) — 1

Bu anlatilanlar1 farkli notasyonla da tanimlayabilmekteyiz. Buna gore tek

degiskenli f,(x,) bilesenleri benzer sekilde (II.1) denkleminin, agirlik fonksiyonunun

10



w.(x;) disindaki bilesenleri ile carpilip, esitligin her iki yaninin x; bilesenleri

disindaki biitiin degiskenlere gore integre edilmesiyle elde edilir. Burada da

dx' = dx,dx,..dx, ,dx;,,..dx ,dx

olmak tizere, (I1.2) ve (I1.3) kosullar1 kullanilarak

bb, bb, by N biby biyby by N

BTy R S O y CO

4dy A 3y aN 4y djg Ay aN
k¢1 kvtl

byb, bby by N

3 ] [ TTmonfoc .

=l aja, a;a;, aN
k¢1

bb, b by, by N

+J‘J. .[.[ ,[Hwk(xk)fu N(Xlaxza XN)dX

ajay aa, ay K
k¢1

bb, biyby by N bb, b by by

.” J. I IHwk(xk)f(xl,xz,...,xN)dxi :fo.”...J. J-...J.Wl(xl)...Wi_l(xi_l)wm( 1+1) WN(XN)dX

aay A ay ay Kl

4 dy  dig Ay
k=

N bb, bby by N

+f(x)+zjj I ﬂ_[wk(xk)f( Jax

J1a|a2 aa, ayk
k;tl

=1, +fi(x))

ifadeleri elde edilir. Dolayisiyla tek degiskenli bilesenler 1 <i < N olmak iizere

bib, biiby by N

fx)=][- jj “‘[wk(xk)f XXy Xy X' —F, (IL11)

apay  ajgagy aN
k#l

olarak elde edilmis olur.

Genellestirirsek I; ; F(X,,X,,....,Xy) operatorii F(x,,X,,...,Xy) fonksiyonunun
X »X; ;.. X; degiskenlerini dislayarak ilgili integral araliklari ve agirhklar gézoniine

alinarak carparak integre etmeyi temsil etsin.

11



bi1+l

b, birl
L FXpxy) = J-dxl“[l (X))-. jdxil—lwl—l(xil—l) J’dxil-#lwl-#l(xiﬁ—l)"'

a a1 i+l

biy-y b,
f dx;, Wi, (x,0) Id&2+lwz+l(xiz+l)--- (IL.12)

bik+

blk—l 1 bN
[, (W05 ) [ W) [ dx W (O F(.)

Ay 41 ay

Bu durumda iki bagimsiz degiskenli bilesenleri bulmak i¢in I;; operatSriinii

(IL.1)’e uygularsak;

Ijljz f(xl""XN) = fO + fjl (Xj1 ) + sz (ij ) + fjljz (le ? ij )

esitligini elde ederiz. Bu denklemde f;, (x;,x;) sol tarafa almr ve denklem

diizenlenirse,

f.

Jia

(x;,%;) =1, f(x,..x ) —f, - f, (x; ) - f, (x,) (IL.13)

ifadesi bulunur. Tek terimlilerin tayinindeki ikinci gosterilime benzer sekilde iki

terimliler de ifade edilebilir. iki degiskenli f;;(x;,x;) bilesenleri elde etmek i¢in (II.1)

1

N

denkleminin her iki yanim Hwk(xk) ile carpip, x; ve x; disindaki degiskenlere
k=1
k=i,

gore,

dx? = dx,dx,..dx_dx,,;...dx, dx,..dxdxy I<i<j<N

i+1° j+l

alarak, integre ederiz. Boylece iki terimliler genel bir ifade ile,

byb, biyby by N

fij(xi,xj)=”...j jj Wi (XOF(X s X X X (%) = £(x ), (IL14)

a1y a5 34, aN]]:i j
,

olarak bulunur. Diger terimler de ayn sekilde bulunabilmektedir.

12



Yapilan incelemelerle (II.1) bagintisi ile verilen toplamsal agilimdaki terimlerin
toplam boya katkilarinin 6l¢iimiiyle, toplamsal yapidan nasil bir yaklagim iiretebilecegi
hakkinda fikir alinir. Daha once de sdylendigi gibi (II.1) a¢ilimi, her ne kadar dik
acilim olsada, sonsuz olmayip sonlu sayida terim i¢cermektedir. Ancak bu sonlu terim
sayist N degiskeninin ¢ok ¢ok biiyiikk olmasi durumunda uygulama ve kullanim
kolayligr 6zelligini ciddi anlamda yitirebilmektedir. Dolayisiyla, bastan bagslayarak
sirastyla yalnizca belli kesimin ele alinmasi geri kalan kesimin ise gozardi edilerek bir
yaklastirim {iretilmesi yani toplamsal agilimdan kesme yapilmasi uygulama agisindan
biiylik 6nem kazanmaktadir. Bu 6nemin bir bagka nedeni de, agilimdaki ilk terimin
sabit olmas1 ve incelemelerde son derece biiyiik kolaylik getirmesidir. Daha duyarl bir

yaklastirmm i¢in f; ile birlikte f;(x;) (1<1<N) seklinde bir bagimsiz degiskenli

fonksiyonlar da alinarak baska bir yaklastirnm elde edilebilir. Bu katilimda tek
bagimsiz degiskenli fonksiyonlar {izerinde yapilacak islemler de analitik olarak ger
ceklesmeyen durumlarda sayisal yaklastirim yapilabileceginden c¢ok biiylik zorluklar
getirmemektedir. Dolayisiyla benzer durum gittikce azalan diizeydeki iki ve ii¢
bagimsiz degiskenli fonksiyon igeren terimler i¢in de gecerli olmaktadir. Bu
yapilanlarla beraber M. Demiralp (II.1) denkleminin sag yaninda uygun kesmeler
yapmistir. Bunu takiben, olusturulan toplamsal yaklagtirrmin normunun karesinin,

f(x,,X,,...,Xy) 'In normunun karesine oranim elde etmistir. Toplamsallik dl¢eni adi

verilen bu ifade i¢in asagidaki tanimlar yapilmistir [8].

Degismezlik 6lgeni:
f 2
= ||”;”||2 (IL15.2)
Birinci basamaktan toplamsallik 6lgeni:
N 2
2 [t
G, =0, +—— (IL.15.b)

2
]
fkinci basamaktan toplamsallik dlgeni:

13



N

ZHf

ip,iy

2

iy
— 1 <1

G, =0, +W (II.15.¢)

Bu tanimlardan kolayca goriilebilecegi lizere o, sabit teriminin yani f
biiytikliigliniin tiim ac¢ilimdaki katki diizeyini belirlemektedir. Gerek o, ve gerekse
diger o biiyiikliikleri O ile 1 arasinda deger alabilmektedir. 6, =1 durumu ancak ve
ancak f(x,,X,,...,X,) fonksiyonunun bir sabit olmasi ile miimkiindiir. Dolayisiyla, &,

biiyiikliigiinii "Degismezlik Olgeni" olarak adlandirilmistir. Benzer bir gdzlem diger o
biiytikliiklerinin de benzer bigimde adlandirilabilecegini gosterir. Yani sdzgelimi, o,
her biri en ¢ok k bagimsiz degiskenden olusan fonksiyonlar1 igerecek bicimde
yapilacak bir toplamsal kesmenin tiim ac¢ilimdaki paymi simgeler. Dolasiyla, en genel
bigimiyle, o, biiyiikligiinii "k. Basamaktan Toplamsalik Olgeni" olarak

adlandiriimaktadir ve asagidaki gibi gosterilebilir.

2

Gk = Gk 1 + i) <1, <.<iy (Hl6)

Ifade edilen o, ler [0,1] arasinda deger alirlar ve asagidaki iligkileri saglarlar.

0<o6,<0,<0,<..<o,=1 (IL.17)

Dolayisiyla, o, 'lar 1'e ne kadar yakinsa yaklastirmmmiz gergek sonuca o kadar
yakindir. o,'in 1'e esit olmasi halinde, f(x,,X,,...,Xy) fonksiyonumuzun "Toplamsal

Acilabilir" bir fonksiyon oldugunu soyleyebiliriz. Ancak bazi fonksiyonlar icin
toplamsal agilimin son terimine kadar gidilmedikge yeterli duyarlilik elde etmek

mumkiin olmamaktadir.

Yiiksek Boyutlu Model Gosteriliminin uygulama alanlar1 ¢ok genistir. Yiiksek
Boyutlu Model Gosterilim ¢ok degiskenli fonksiyonlara ihtiya¢ duyulan her alanda

14



kullamilabilir. Ik kullanim alami ise duyarlilik analizidir. YBMG ag¢ilimindan ayrica
kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin ¢oziimii aranirken faydalanilabilinir ya da
diizgiin veya seckisiz sacilmis cok degiskenli verilere dayanan problemlerde
kullanilabilir. YBMG uygulamasi son yillarda 6nemli ilgi toplayan ¢ok degiskenli
difiizyon denkleminde kullanilmaktadir [9-12]. Yiiksek boyutlu iletim denkleminin
¢Oziimii icin yontem olarak YBMG ele alinabilmektedir. Cok degiskenli bir
fonksiyon, bagimsiz degisken sayist indirgenmis birden fazla fonksiyon ile, konum
degismezlerine gore sabit terimin, tek terimlilerin, ikililerin ve bu tiirden diger
terimlerin toplami olarak, yaklasik ifade olunabilmesi durumuna dayanarak iletim
denkleminin  kesin  analitik  ¢6ziimii  yerine  yaklasik  fonksiyonlar

kullanilabilmektedir.

II.1 CARPIMSAL YBMG (FACTORIZED HDMR)

Incelenen ¢ok degiskenli f(x,,X,,...,x,) fonksiyonda garpimsal yapmin baskin

oldugu durumlarda YBMG tatminkar sonuglar vermemektedir. iste boyle durumlarda
kullanilmak iizere M. Demiralp CYBMG'yi ortaya atmustir [13-15]. ifade edilen
CYBMG (Carpimsal Yiiksek Boyutlu Model Gosterilim) gergek c¢oziime c¢ok daha
yakin sonuglar vermektedir. Eger f(x,,X,,...,X) tamamen carpimsal yapida ise ilk
adimda kesin ¢6ziim elde edilebilmektedir. CYBMG yaklastiranlarinin tayini YBMG

bilesenlerinin belirlenmesini gerektirir. Buna gore

N N
f(x,X,,.,Xy) =1, +Zfi(xi)+ Zfi1i2 (xil ,xi2)+
i=1

ip,i,=1
i(i,

N

ioi.i5=1
i (i (13

acilimindan yararlanarak f(x,,x,,...,xy) fonksiyonu icin ¢arpimsal bir gosterilim ve

buna dayali bir yaklagtinm semast olusturulur. Bu amacgla (I.1) yerine, bir ¢

degiskeninin icealimiyla, f (xl,xz,...,xN|a) seklinde simgelenen ve yapay bir bicimde

olusturulan daha genel bir fonksiyonun asagidaki agilimi1 gbz oniine alinir.
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— N N
(X XyfE) = £ + 8D F(x) +87 D F L (X ,X, )+
i=1 1

e (IL.18)

N

e iz o X K ) T E s
ECPIRE

Burada sag yandaki dik bilesenlerin her birinin (IL.1) esitligindeki f(x,,X,,...,Xy)

fonksiyonunda karsilik gelen dik bilesenlerine 6zdes oldugu varsayilmaktadir. (I1.18)

bagintisinin sol yanindaki toplamsal anlatim ¢arpimsal duruma getirilerek asagidaki

esitlik yazilabilmektedir.

N N
fore) fitx)+e” 2L (x %)+
i=1 ip,i, =1
i1 (i
(11.19)

N

N
3 —
€ Zﬂ,,im (xil XX, )+....= foHE(Xsza~-~aXN|3)
i=1

i,ip,13=1
iy (i, (13

Burada, carpim anlatimi iginde goziiken Fi(xl,xz,...,xN|8), FO(X,,X,,.,Xy) ile

gosterilen biiyiikliik € degiskeninden bagimsiz olmak {izere, € 'un asagidaki bicimde

kuvvet serisine acilabilmektedir.

N
E (X}, Xp s Xy f€) =14+ Y FV (%), X500, X )€ (I1.20)

j=1
Dolayisiyla, (I1.18)’de verilen toplamsal acilima karsilik gelen carpimsal gosterilimi
acik olarak elde edebilmek igin FY(x,,X,,...,x)ile simgelenen biiyiikliiklerin

saptanmasi gerekmektedir. Bu amagla izlenmesi gereken yolun ilk adimi (I1.20)'deki
acilimi (I1.19) te kullanmasi ile elde edilecek olan € *un kuvvetleri tiiriinden iki serisel
acilimin her birindeki aym1 € kuvveti igeren terimlerdeki katsayilarin esitlenmesi

olarak diistiniilebilir. Buna gore € ’un birinci kuvveti igin,

£ 00 =Y, (x,) (11.21)
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denklemi yazilabilir. Bu denklemin ¢6ziimii en genel bi¢imiyle asagidaki sekilde ifade

edilebilir.

F(x,)= % +C!" I<i<N (I1.22)
0
Burada C!” ile simgelenen biiyiikliik i indisi {izerinde 1°de baslayip N’de son bulacak

bigimde toplandiginda sifir iiretebilen keyfi bir sabiti gostermektedir. (I1.22)’da verilen
yapi kullanilarak asagidaki esitlik yazilabilir.

foﬁ[f +eFO(x)|=f, + sifi(xi) +g ifmz (%, X)) Ry (X, X X J0)
i=1 i=1 1

ilai_2=
iy (i,

2 N

R3(X17X2""’XN|8) :?_ Z(fil (Xil)+f0Ci(f)Xfiz(Xiz)+ fOCi(f))_ ifil,iz (x;, inz)+O(83)
1

0 iy,ip=1 ijip)=
i iy iy (iy

Bu esitlikten, ¢arpimsal gosterilimdeki her bir ¢arpanin € *un kuvvetleri tiirlinden
ikinci ve daha yiiksek basamaktan terimlerin gz ardi edilmesi durumunda, C!”

biiytikliiklerin varliginin etkisi ancak ikinci basamak terimlerde ortaya ¢ikmaktadir.

Dolayistyla, fonksiyon c¢arpimsal yapidan ne kadar az uzaklasirsa buradaki ikinci
basamaktaki terimlerin C!” degismezlerini igermeyenler de o kadar yok olmaya yiiz
tutarlar. Bu durumda garpimsallastirmayi yaklasik olarak da olsa saglamak adina C!"

sabitleri sifir alinabilir. Dolayisiyla, (I1.22) esitligi asagidaki bicimde yeniden

yazilabilir.

R (x) =1 I<i<N (11.23)
0

Simdi (11.20)’deki agihmm (11.19)’te kullanilmasi serisel acilimin her birindeki €’
iceren terimlerdeki katsayilarin esitlenmesi agagidaki denklemin yazilmasina imkan

saglar.
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N N
fOZE(z)(Xi)+f0 ZFi(ll)(Xi] )Fi<21>(xi2)_ Z L (X6X,) (I1.24)

il= ip,ip=1 i,i,=
i (i, 1|<12

Buradaki ikili yani iki indis lizerinden yapilan toplamlarda indis degiskenleri, bir
cipida ayirmaya olanak vermeyecek bicimde goriildiigiinden uygun o6zdeslikler
gozoniine alinarak daha onceden belirlenmis olan degerler yerlerine yerlestirilecek

olursa

N
D F 0 et) =5 B[00 0)8 0] 129

ij,ip=l 0 ipip=
i<i, 1|<12
ij=lvi, =1

bagintist yazilabilir. Buradaki incelemeler benzer sekilde F(x,,X,,...xy) Ve

yiikksek basamaktan ag¢ilim fonksiyonlarma da uygulanip belirlenmelerine olanak

saglar.

Kolayca goriilecegi iizere, buraya kadar yapilan inceleme sonuglarina dayanarak

N )
£(X,, X, Xy ) = fon[uZE“)(XI,XZ,...,XN)@} (11.26)
i=1 j=1

seklinde bir carpimsal gdsterilim yazilabilecegini ileri siirmek miimkiindiir. Ayrica,
buradaki sonsuz terimli serilerde kesme yaparak "k. Basamaktan Carpimsal

Yaklastirim" olarak adlandirilabilecek olan

i=1

T (X5 X gy Xy ) = fH[l—i—ZF(J)(xl,xz, N)SJ} k=1,2,.. (I1.27)

tanimlamasin1 yapmak da kuskusuz miimkiindiir. w, (x,,X,,...,Xy) fonksiyonunun
boyunun, k degeri arttik¢a, f(x,,X,,...,Xy) fonksiyonun boyuna yaklasacagini
beklemek, her ne kadar bu yaklasma f(x,,X,,...,xy)fonksiyonunun ve agilim

biiyiikliiklerinin yapisina bagl bir davranis olsa da, en azindan ¢arpimsalliktan ¢ok az

bir sapma gdosteren fonksiyonlar i¢in ¢ok imkansiz bir davranig degildir. Bunun tam
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tersi bir dislince ile mw, (X,,X,,..,Xy) fonksiyonunun boyunun karesinin
f(x,,X,,...,Xy) boyunun karesine oranmi bir tiir ¢arpimsallik Slgeni olarak kabul
etmek ve bu Olgenin 1'e yakinhigma bakarak f(x,,x,,...,Xy) fonksiyonu i¢in

carpimsallik diizeyi tanimlamak miimkiindiir. Buna gore, "k. Basamaktan Carpimsallik

Olgeni" asagidaki sekilde tanimlanmaktadir.

2
_Imd

- k=0,12,.. (11.28)
e[

P«

Fakat burada Toplamsallik Olgenleri'nin [0,1] araliginda deger almalarina karsin,

carpimsallik dl¢enleri igin ayn1 yaklagimlari yapmak her zaman miimkiin olmayabilir.

Toplamsallik niteligi tasiyan ve toplamsal yapilarda ¢ok hizli yakinsama
gosteren YBMG yoOnteminin ¢arpimsal nitelikli sorunlarin ¢éziimiinde yetersiz kalan
yapisinin etkinlestirilmesine yonelik olarak tasarlanan ve YBMG' taban alan bir
yontem olarak gelistirilen CYBMG'nin parca tiirevli denklemlere nasil
uygulanabileceginin ve etkinligin sinir kosullar ile ilgili arastirilmasini hedef alan
calismalar bulunmaktadir. Bu T. Civelek ile M. Demiralp'in "An HDMR Application
to the Scrodinger's Equation for Free Particles Under an External Field With Dipole
Polarization and Vanishing Flux Boundry Conditions" isimli makalesinde ve
Schrédinger denkleminin ¢oziimiinde kullanilmistir [16]. Bu tip problemlerde N tane
lineer bagimsiz x. konum degiskeninin yaninda bir de t zaman degiskeni vardir. Fakat
t degiskeni, bir degisken gibi degil de bir parametre gibi islem goriir, yani YBMG
acilimmi olustururken sadece konum degiskenleri YBMG degiskeni olarak ele
almmustir. Secilecek agirlik fonksiyonu da t degiskenini parametre olarak i¢ermelidir.
Bu makalede Schrodinger denklemi hem Carpimsal YBMG kullanilarak hem de heniiz
literatiirde tam olarak oturmamis bir yontem olan Evrimsel YBMG (EYBMG)

kullanilarak ¢Oziilmiistiir.

A. Kursunlu ile M. Demiralp'in "Additive and Factorized HDMR Applications
to the Multivariate Diffusion Equation Under Vanishing Derivate Boundary

Conditions" isimli makalesinde diflizyon denkleminin ¢6ziimiiniin bulunmasi i¢in
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Toplamsal ve Carpimsal YBMG'den faydalanilmaktadir [17]. Makalede t zaman
degiskeni ve ¢ 6nce nonnegatif sonra pozitif oldugu kabul edilen bir sabit olmak {izere

bilinmeyen bir U(x,,X,,...,Xy,t) ¢ok degiskenli fonksiyonun

ou
— =

ot

(aZU o’U aZU]
.t
ox>  Ox’ ox2,

diflizyon denklemi incelenmistir. [a,b]N hiperprizmas: iizerinde incelenen problemin

sinir kosullari

0
—U(XI,XZ,...,XN,t)x_:a =0 A _U(X19X29"'9XN’t)X.=b -
) j X j
]

veya

=0

x;j=b

U(X, X550 X x5 t) =0 ve U(X, X550 Xn»t)

Xj=a

ya da her iki kosul birden olabilir. Sinir kosullar1 problemin ¢6ziimiinde énemli bir yer
tutar, fakat hangi YBMG c¢esidinin uygulanacagina baslangic kosulu incelenerek karar

verilmektedir. f(x,,X,,...,X,) bilinen bir fonksiyon olmak iizere t = 0'daki baslangi¢

kosulu
U(X, X5, Xx,0) = (X[, X550, Xy )

olarak kabul edilirse, kullanilacak YBMG c¢esidine yani toplamsalmi yoksa

carpimsalmi YBMG kullanilacagina f(x,,X,,...,Xy) fonksiyonun yapist incelenerek

karar verilir.
I1.2 MELEZ YBMG (HYBRID HDMR)

Metin Demiralp’in ortaya attifi Melez YBMG’nin ortaya ¢ikisi, problemlerin
genellikle, tamamen toplamsal ya da tamamen carpimsal yapida olmamasindan

kaynaklanmakatadir [19]. Bunun ig¢in ara tipteki yani melez yapidaki ¢ok degiskenli
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fonksiyonlarin gosteriminde Melez YBMG gosterimi kullanilir. Cok degiskenli bir

fonksiyon bir o parametresi yardimiyla
f(X),X5m0Xy) =0 (X, X, 00Xy ) 1= (X, X5, X ) (I1.29)

seklinde yazilabilir. (I.30) esitliginin sag yanindaki ilk teriminde cok degiskenli
f(x,,X,,...,Xy) fonksiyonun Toplamsal-YBMG agilimi, ikincisinde ise fonksiyonun

CYBMG acilimi yerine yazilirsa Melez YBMG (MYBMG) acilimi asagidaki sekilde
elde edilir.

(X, X550, Xy ) = a[fo +§:fi(xi) +..}+(1—a)[r{ﬁ (I+r, (x; ))]...:l (I1.30)
=1 =l

Buradaki o katsayisina Melezlik Parametresi adi verilir ve gercel veya karmasik say1
olabilir. Eger c¢ok degiskenli f(x,,X,,...,X,) fonksiyonu gercel ise, gercel o
degerlerinin kullanilmast tercih edilir. Goriildiigli gibi o 'nin se¢cimine gore melezlikler
farkli sonuglar verir. Yani o parametresi Toplamsal YBMG’nin ve CYBMG’ nin
sonuca katkisini belirler. o ’y1 iyi tanimlamak optimizasyon problemidir ve o ’nin
biiytikliigii, fonksiyonun yapisinda toplamsalligin veya carpimsalligin baskin olusuna
bagli olarak degisir. Goriildigi gibi o bir alindiginda Toplamsal YBMG, sifir
alindiginda ise Carpimsal YBMG elde edilecektir. Dolayisiyla o’nin degeri
uygulamalarda genellikle sifir ile bir arasinda olacak sekilde secilmektedir. (I1.20)
denklemindeki ilk gosterime j. mertebeden ve ikinci gosterime k. mertebeden kesme

yapilirsa bu denklem, 0 < j, k <N olmak {izere
hy = as;(x,,X,,., X ) (L= 0)p (X}, X500, X ) (IL.31)

ile gosterilir. Burada h; ’ya f(x,,X,,...,Xxy) fonksiyonun (j, k). mertebeden Melez
YBMG Yaklagtirimi denir ve s, j. mertebeden Toplamsal YBMG agilimini, p, ise, k.

mertebeden Carpimsal YBMG ag¢ilimim temsil etmektedir. Goriildiigti gibi j’nin ve
k’nin farkli degerleri i¢in farkli yaklastirnmlar elde edilecektirr. MYBMG’ nin bir

avantaj1 da biitiin yaklagtirnmlarin, hesaplandiktan sonra
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yukaridaki  gibi matris  seklinde yazilip  depolanarak, gerektigi zaman

kullanilabilmesidir. Yaklastirim kalitesi ise

_[B
i

‘2

dj (I1.32)

ile dlgulebilir. q; nin degeri bire yaklastik¢a yaklastirimun kalitesi artmaktir.

M. Demiralp ile B. Tunga’nin “Hybrid YBMG Approximants and Their

Utilization in Applications ” isimli makalesinde bu anlatilanlara 6rnek olarak
£(X,,X g0 Xy ) =€ N 4 (X bx, X )"

fonksiyonu incelenmistir [19]. Goriildiigli gibi yukaridaki ¢ok degiskenli fonksiyonun
ilk kismi1 ¢arpimsal, ikinci kismi ise toplamsal yapidadir. Bu tipteki bir fonksiyon i¢in
Toplamsal YBMG’nin de CYBMG’nin de tek basmna kullanilmasi yeterince iyi
sonuglar vermeyecektir. Dolayisiyla bu tip bir fonksiyon i¢in Melez YBMG agiliminin
hesaplanmas1 daha uygun olacaktir. Fonksiyonun melezlik parametresi sifir
alimdiginda Carpimsal YBMG, bir alindiginda ise Toplamsal YBMG elde edilecektir.
Ayrica m’nin degeri arttikga fonksiyonun yapisi da daha da carpimsallasacaktir.
Buradaki m toplamsal yapi1 derecesidir. Makalede farkli m, N ve o degerleri igin
Melez YBMG agilimlart hesaplanmigs ve olusturulan tabloda verilmistir. Melez
YBMG'nin hem toplamsal hem de carpimsal 6zellikler gosteren fonksiyonlar i¢in daha

iyi sonuglar verdigi gézlenmektedir.
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I1.3 KESME YBMG (CUT HDMR)

Yiiksek boyutlu girdi-¢ikti sistemlerinin davranislarini 6grenebilmek ve analiz
edebilmek i¢cin de YBMG kullanilabilir. Sistem, matematik modeli kurularak
coziilebilecegi gibi girdi-ciktt verileri laboratuar gozlemlerine dayanabilir ya da
sistemin matematik modeli kurulamayabilir. Boyle sistemlerde ¢ikti tek degiskene
bagh olsa bile girdi genellikle yiiksek boyutlu bircok degiskene baghdir dolayisiyla
girdi, ¢ikt1 lizerinde etki etmeyebilir. Bu baglamda ele alinan sistemin ¢iktisi, N tane

girdi degigkeni cinsinden

N
F(X), X0 X ) = T+ D F(x )+ DL (XX )+t By (X, X500 %) (I133)
i=l

I<i<j<N

yazilabilir. Burada f,, f(x)'in tanim kiimesinde her yerde sabit olan sifirinci
mertebeden etkiyi gostermektedir. f,(x,) fonksiyonu, f iizerindeki genelinde nonlineer
olarak bagimsiz hareket eden x, degiskenine bagl etkiyi gostermektedir. Iki
degiskenli f(x;,x;) fonksiyonu ise x; ve x; degiskenlerinin birlikte etkilerini ve
daha yiliksek mertebeden terimler f iizerine birlikte etki eden artan sayidaki
degiskenlerin etkilerini gostermektedir. f,,  (X,,X,,...,X,) son terimlisi ise biitiin

degiskenlerin hepsine birden bagli f c¢iktisina olan etkiyi temsil etmektedir. Bu tip
problemler icin Kesme YBMG, Coklu Kesme ve Seckisiz Orneklemeli YBMG

yontemleri H. Rabitz ve grubu tarafindan ortaya atilmustir [20].

Kesme YBMG, girdi degisken uzayinin diizgiin bir sekilde dagildigi veya girdi
tizerine etki edilebilinen modelleri ¢6zmek i¢in uygun bir yontemdir. Bu yontemde

YBMG bilesenleri kesim merkezi (cut center) oldugu belirtilen girdi uzayindaki bir
X = (;1,;2,...,;11) referans noktasina bagli girdi-¢ikt1 tepkisi incelenerek belirlenir.
Kesme YBMG agilimi, f(x) fonksiyonunun kesim merkezinden gegen dogrular,

diizlemler ve daha yiiksek mertebeden hiperdiizlemlerdeki  degerlerinin

stiperpozisyonudur. Buna gore Kesik YBMG 'nin sabit bileseni
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f, = f(x) (11.34)
yani fonksiyonun referans noktasindaki degerine esittir. Tek degiskenli bilesenler
b )= (61 X2 Kot X, Kt o
f0x) = £(x,,%) =, (11.35)

seklindedir. Benzer sekilde iki degiskenli YBMG bilesenleri,

—ij — —

(xi,xj,x ): (Xl,XZ,...,Xi—l,Xi,XH-I,...,Xj—l,Xj,Xj+1,..‘,Xn)

fij(Xiexj) :f(XiexjaX )_fi(Xi)_fj(Xj)_fO (I1.36)
olarak yazilabilir. Diger yiiksek mertebeden bilesenler de benzer sekilde hesaplanir.
Bir Kesik YBMG bileseni, kendi degiskenlerinden birinin referans noktasindaki

degerine esit olmasi onu sifir yapar yani s € {i1 IS T (} olmak tizere

i (i Xy s X)) o =0 (11.37)

dir. Bu 6zellik aym1 zamanda iki farkli YBMG bileseni arasinda bir diklik bagintisi

yazilmasim1 da miimkiin kilar. Buna gore bu baginti se{il,iz,...,i[}u{jl,jz,...,jk}

olmak iizere soyledir.

fi i (XX e X0 (XX e X ) s = 0 (I1.38)
Goriildiagi gibi girdi degerleri kesikli oldugundan elde edilebilecek bilesenler de
referans noktasinin komsulugunda tanimli olmaktadir. Ayrica farkli referans noktalar

icin farkli acilimlar elde edilmekte ve sadece Kesme YBMG aciliminin yakinsak

oldugu durumlarda referans noktasinin farkli secilmesi f(x)'in a¢ilimim

degistirmemektedir. Uygulamalarda referans noktasi incelenilen girdi uzaymnin

komsulugunda secilmeli, bulunan YBMG bilesenleri optimal bilesenler olmalidir yani
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hata verilen tolerans araliginin disinda olmamalidir. Bunun i¢in uygun bir minimize
fonksiyoneli dahilinde tek bir optimal ayrisim bulunabilir dolayisiyla minimizasyon
prosediirii ile elde edilen optimal bilesenler diisiik mertebeden bilesenleri hesaplamak
yani tatmin edici bir yaklastirim elde etmek igin yeterli olmaktadir. Kesme YBMG
acilimi hesaplanirken ¢ok katl integrallerin hesaplanmasina gerek duyulmayip, sadece
¢iktinin referans noktasindan (kesim merkezinden) gegen dogrular, diizlemler ve daha
yiikksek boyutlu hiperdiizlemler {izerindeki dugiim degerleri kullanildigindan, bu
yontemin hesaplama maliyeti ¢ok az oldugu bilinmekle beraber, veriler istenildigi gibi
secilebiliniyorsa hesaplama maliyetinin ¢ok daha diisiikk oldugu goériildiigiinden bu
yontem tercih olmaktadir. Kesme YBMG'nin veriler diizgiin sagilmis olmak iizere
ayrik verilerin bulundugu problemlere uygulamasinda, Monte-Carlo integrasyonundan

faydalanilir.

"Efficient Input-Output Model Representation" isimli makalede 0-D Stratosferik
Kimyasal Kinetik modelle ¢alisilmistir [21]. 45° enlem ve 20 km yiikseklikteki hava
parselindeki veriler incelenmistir. Kurulan modelde 46 girdi degiskeninden, 39 tanesi
kimyasal madde, 5 tanesi fotoliz oranin1 belirlemekte kullanilan parametreler, 1s1 ve
giinisiZinin oldugu saat sayisidir. Bir y1l boyunca giinde yaklasik 2000 kere kimyasal
maddelerin miktarlar1 Ol¢lilmiis, elde edilen veriler Kesme YBMG verileri ile
karsilagtirllmistir. Uzun ve kisa zaman periyodlarinda yapilan Ol¢limlerle Kesme
YBMG ile elde edilenler arasinda en fazla ~%2 hata olusmustur. Ikinci 6rnek olarak
ise havanin sicaklik degisimi incelenmistir. Burada incelenen kisim 30 seviyeye
parcalamistir ve farkli seviyedeki su miktari, 30 seviyedeki hava sicakligi, yiizeydeki
sicaklik ve yiizeyin aklik derecesi olmak iizere toplam 62 tane parametre
kullamilmustir. Islemler sonucunda Kesme YBMG 'nin Two-Stream RadiationTransfer
Models'a gore yaklasik 1000 kat daha hizli yaklastigi gériilmiistiir. Ugiincii olarak ise

Kesme YBMG yari iletken materyallerin yapilarinin incelenmesinde kullanilmustir.
I1.4 COKLU-KESME YBMG (MULTiCUT HDMR)

Kesme YBMG aciliminin en biiylik dezavantajlarindan birisi sadece agilimin

hesaplandig1 referans noktasi civarinda iyi sonuglar vermesidir. Bolgenin tamami veya
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tek bir referans noktasi ile bilgi edinilemeyecek kadar biiyiik bir kismi1 hakkinda bilgi
isteniyorsa H. Rabitz’in ortaya att1g1 Coklu Kesme YBMG'in kullanilmas1 bu sorunu
ortadan kaldirmaktadir. "Multicut HDMR with an Application to an lonospheric
Model "isimli makalede Kesme YBMG ile Coklu Kesme YBMG'in karsilagtirilmasi
yapilmistir [22]. Bu YBMG ¢esidi Kesme YBMG aciliminin genellestirilmis halidir.
Coklu-kesme YBMG'nin probleme uygulanabilmesi i¢in Kesme YBMG de oldugu
gibi verilerin diizgiin sagilmis olmasi gerekmektedir. Burada girdi uzaymin tanim
kiimesi ¢ok yiiksek boyutlu oldugunda tek bir referans noktasina gore belirlenen
Kesme YBMG acilimi fonksiyona referans noktasi civarinda yakinsamaktadir. Bu
nedenle fonksiyonun bdlgenin tiimii ya da bilylik parcasi lizerindeki yaklagik
degerlerini elde edebilmek i¢in yeterince iyi yaklasik degerler vermeyecektir. Coklu-
Kesme YBMG tanim kiimesinin tek bir kesme noktasi ile ifade edilemeyecegi
problemler icin Kesme YBMG'ye alternatif olarak gelistirilmistir. Bu tip problemler,
tanim kiimesi, incelenen bolgelerin en az birini igeren alt bolgelere ayrildiktan sonra
Kesme YBMG kullanilarak da c¢oziilebilir. Burada her alt bolge icin YBMG agilimi
hesaplanarak istenen yaklasik degerler elde edilir. Coklu-Kesme YBMG agilimi ise
biitiin tanim bolgesi {izerinde, birden ¢ok referans noktasi kullanilarak hesaplanir.
Kesme YBMG'in kullanilan referans noktasmnin civar i¢in yeterli iyilikte sonuglar
vermesine ragmen Coklu-Kesme YBMG agilimi bolgenin tiimiinii inceleyebilme
imkan1 saglar. Ayrica referans noktalarinin civarinda da Kesme YBMG kadar iyi

sonuglar verebilmektedir.

Coklu-Kesme YBMG bilesenleri, degismeli ve idempotent olan bir izdiisiim

yardimiyla elde edilir. F lineer uzayinda tanimlanan p,, (i=12,...,s) izdiisiimii n-
degiskenli bir f(x) fonksiyonunu F'nin bir @, altuzayma doniistiiriir. Her p,
izdlistimii i¢in p,f(x)'in gorlintiisti f(x) fonksiyonun bir yaklastirmudir. I birim

izdlistimii p, izdiistimleri kullanilarak
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1=[ 1l +a-p)]

[T+ X a-p)[Ip+ Xa-p)-p)[[pu+. (@139

I<i<j<s
J#i k#i,j

+Yp[1a-p)+[T0-p)

J#i

saglamas1 durumunda gerceklemektedir. Bu esitlikteki her terim de ayni1 zamanda bir
izdlistimdiir ve p; 'nin idempotent ve degismeli olarak secilmesi esitlikteki her terimin

biriyle diklik kosulunu saglamasi durumunda ger¢eklemektedir.

Yukaridaki birim izdiistim ac¢ilimi kullanilarak n-degiskenli bir f(x) fonksiyonu

000 =] Ilp, +1-p)F ()

S

f0=[ TG0+ Y 0-p[ [pif )+ Y 1-p)-p) [puf )+

I<i<j<s k=1
i ki, j

+> [ T-p)t)+ ] [A-p)EC0)

J#l

f(x):fo(x)+zs:fi(x) + Y £ () +H 1, (X) (11.40)

I<i<j<s
olarak yazilabilir. Burada eger s = n ise terim terime eslesme yapilabilir.

Her bir p, doniisiimii n-degiskenli f(x) fonksiyonunu daha az degiskenli bir

fonksiyona doniistiiriir. K, pozitif bir tamsay1, (;,“ Lx! ) ise f(x) fonksiyonunun sabit

bir x,'deki degerini gostermek iizere

pf(x)=> 0, (x)F X))
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olarak yazilir. Burada ¢, (x;) bilinen bir fonksiyondur. Gorildigi gibi s=n ise
f(x) fonksiyonu K, tane (n-1) degiskenli f(;,'ui,xl,...,xi_l,Xm,...,xn)

fonksiyonlarinin toplami olarak yazilmaktadir. Eger ¢, (x;)

1 K, =1

Ki .
¢, (XD =TT 22 K, >1 (IL.41)

Lagrange interpolasyon fonksiyonu ile verilirse, Lagrange interpolasyon polinomu

Béliinen Farklar Newton interpolasyonuna esit oldugundan p.f(x) ifadesi

—»> . —1 .
—1 — i, x"—-fixi, x'
i, x; |= r ”iz) _(f‘ ) (11.42)
Xi — Xi
ve
f—z —3 f|—1 —2
-1 —2 =3 i, Xi |- Tfxi, Xi
in,Xi,Xi]: X ,X_? _VIX’X | (11.43)
Xi —Xi
olmak tizere
—1 —1 —2 1 . —2 —1 —2 —3
p.f(x)= f(xl,x +(x —Xl)f[x,,xl X —XIXX — X )f[Xi,Xi,XiJ
(11.44)

—1 . . —K;-1
+1x'=x; x! —x1 X' =X xl,xl,

olarak yazilabilir. K, =1 olursa (I1.44) denklemi tek bir referans noktasi ile verilen

Kesme YBMG'ye doniisiir. K. >1 oldugunda ise sabit terim

SO DI {ﬁ% (x; >f(X1 X2 X )}

=l p,=1 p,=l
(11.45)
K, K, K,
M THo T
:z Z | I | I_H — (X1 , X2 4eery Xn )
w=lopo=l pe=l =l | vi=l X — X

Vi #Hi
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olarak yazilir. Goriildiigli gibi sabit terim f(x) fonksiyonunun (x

noktalarmdaki degerinin

Benzer sekilde tek

Kl Ki—l Ki+l Kn
f0=2,2, 2.

=l =l =l p,=1

K, Ky Ky K,

W=l =l =l =1

olarak elde edilir. Tek

noktadaki f(x,,x') degerlerinin yani s=n

M TH2 “Ha
1 X2 4.0 Xn
lineer kombinasyonudur.
degiskenli terim
n
X i His T Hn
]i[(ppi (Xi)f(x Xl ll’X X1+ll’ "’Xn ) _fO
j=1
| J#i
- (I1.46)
X _X ; —u = —u —u
1 i-1 i+l n
H H_HJ _vj (xl yeees X0 X, X, X ) ~f,
= vyt Xy X
Fl v=r‘:uJ

degiskenli terimin, K = ZKi olmak iizere K tane sabit

i=1

olursa f,(x,) fonksiyonunun lineer

kombinasyonu oldugu agiktir.

Iki degiskenli terim ise

Kip Ky Koo Ky
IS 0 30 3 3 o
1](
w=l =l g =l pg =l g =l
Ky n — — — — — —
£ 1 Hicy Hin Mt Hijn Hn
Z | I(puk (XEWXD ey Xt 5 X, Xt ey X7, X 5 Xl 5ee, X
u,=1 | k=l
k#1,j
—f, —f, ~f,
K, KH KJ+1

i |+I

=3 3 33

w=lowig=l =l p =l g =1
K, n Ky < Vk
X —X
k <M 3 Hist T Hi Ko
z I | | I (xl e X X X X XX e, X ) (11.47)
ot L | v XXt
k#1,j\ vy #uy
—ﬂ—ﬂ—%

olarak yazilir. f;;(x) fonksiyonu ise f(x;,x J.,xij) fonksiyonlarmin lineer birlesimidir.
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s=n oldugunda f(x), fi(x) ve f(x)smasiyla f,, f(x)f;(x;,x;) ve
f;(x;,x;) fonksiyonlarinin lineer kombinasyonu olacaktir. Dolayisiyla (I1.40) agilimi

Coklu-Kesme YBMG acilimi olarak adlandirilir.

"Multicut HDMR with an Application to an Ionospheric Model" isimli
makalede Iyonosferic model, hem 3 alt tanim kiimesi kullanilarak Kesme YBMG ile,
hem de aymi 3 referans noktasi i¢in Coklu Kesme YBMG ile ¢oziilmiistiir [22].
Sonuglar karsilastirildiginda ikincisi biraz daha iyi olmak iizere hemen hemen esit
dogrulukta degerler vermistir. islem maliyeti de hemen hemen aym olmak iizere
Kesme YBMG sadece referans noktasinin civarinda iyi sonuglar verirken Coklu

Kesme YBMG boélgenin tamamu {izerinde daha iyi sonuglar vermektedir.

I1.5 SECKIiSiZ ORNEKLEMELIi YBMG (RS-HDMR)

H. Rabitz tarafindan ortaya atilan Seckisiz 6rneklemeli-YBMG (SO-YBMG),
Kesme YBMG'ye gore daha genel yapidadir [23]. Burada girdilerin 6rneklem uzayinin
diizgiin bir sekilde olmas1 gerekmemektedir. Rastgele dagilmis veriler olmasi yukarida
anlatilan formiilasyonlar1 kullanmayr da imkansiz kilar. SO-YBMG bilesenleri

bulunurken daha 6nceden bildigimiz

b, b, by
f, = I J.....[W(xl,xz,...XN)f(xl,xz,...,XN)dxldxz...dXN (IL.48)

a; a ay

b, bi by, by

f(x;)= j [-] - ijk(x )E(X)5 X peves X )X — (IL.49)

ay A pajy ay k¢1

byby  bibiy, b bjl by N

fxox) =[] ] jj JTTWe OFC; XX )X £ (x) = £(x)) =F,  (IL50)

ajay Ay ajyy A ajy aNlﬁ;l ¥

tanimlarindan yararlanilir.
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SO-YBMG bilesenlerinin elde edilmesi diigiim noktalarindaki girdi-¢ikt:
degerleri tarafindan YBMG aciliminin saglanmasi gerekliligine dayanmaktadir.
Dolayistyla niimerik veri tablolar1 olusturularak incelenen fonksiyonun keyfi bir
noktadaki degeri kolaylikla bulunabilir. Fakat burada ortaya ¢ikan problem diigiim
sayist arttikca integrallerin hesaplanmasinin zorlagsmasidir. Veri sayisi arttikca
hesaplanmas1 gereken integral sayisimn da istel olarak artmasina bagl islem
maliyetinin yiiksekligi bu ydntemin pratikte kullanilimini engeller. Iste Monte-Carlo
integrasyonu bu problemin ¢ézliimiinii olanakli kilar. Buna gére M diiglim sayisini ve

x® = (x%s),x(j),...,xgj)), 1<s<M,s. diigiim girdisini gdstermek iizere

byb, by

f, = J‘J...J-W(Xl,xz,...,xN)f(xl,xz,...,xN)dxldxz...de (IL.51)

a1, ay

integrali Monte-Carlo integrayonu kullanilarak
Lo
f, = E f(x"
Y &)

yaklasik iligkisi ile hesaplanir. Burada M sonsuza giderken f,'n degeri elde

edilecektir. Monte-Carlo integrasyonu genellikle ¢ok hizli yakinsama gosterdiginden
Mnin ¢ok biiyiik olmayan degerleri i¢in oldukga 1yi sonuglar elde edilir. Monte-Carlo
kullanilarak bir integralin yaklasik degerinin hesaplanmasi integraldeki lineer bagimsiz
degisken sayisindan bagimsizdir ve bu 6zellik biiyiik boyutlu sistemlerde caligirken
biiytiik kolayliklar getirmektedir.

Biitiin SO-YBMG bilesenlerinin dogrudan hesaplanabilmesi i¢in ¢ok fazla sayida
rastgele drnekleme ihtiyag duyulmaktadir. Ornegin tek degiskenli f,(x,) SO-YBMG

bilesenlerini elde etmeye ¢aligalim. Buna gore

i—12 i il

i\
(xi,xl) =(xis),x(;>,...,x(s) X ,x® .,Xﬁ)) (11.52)

olmak iizere tek degiskenli bilesenler
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£(x)~ ﬁZf((xi,xi)(s))—ﬁZf(xi) (IL.53)

ile belirlenir. Eger x; degiskeni ag ilizerinde m tane farkli deger aliyorsa, tek degiskenli
f.(x,) SO-YBMG bilesenlerinin niimerik tablosunu olusturmak igin mM tane
ornekleme ihtiya¢ duyulmaktadir. Benzer sekilde

ij \(*) (8) () (s) (s) (s) (s) (s)
(xi,xj,x”) :(xlS 3 X5 e X5 Xy 5 X T peees X X5 Xy peees Xy (IL.54)

FISERRLE

olmak tizere,

1 3 o 1 o
fij(xiaxj)zMzf((xiaXjaxu)(S))_MZf((XiaXl)(b))
> N > (IL.55)

—ﬁif((xj,xj)(s)FﬁZ“f(xi)

iki degiskenli SO-YBMG bileseninin niimerik tablosunu olusturmak icin x; ve x i ag

{izerinde m farkli deger aliyorsa m”M tane noktaya ihtiyag duyulur. Goriildiigii gibi
bilesen sayisi arttik¢a kullanilmasi gereken 6rneklem sayisi da {istel olarak artmaktadir.
Dolayisiyla RS-YBMG bilesenlerini dogrudan hesaplamak hala ¢ok maliyetlidir. Bunu
azaltmak i¢in RS-YBMG bilesenlerine ortonormal polinomlar, spline fonksiyonlar

gibi uygun fonksiyonlarla yaklasilabilir.

Buna gore {d)ik (Xi)}izl’ [0,1] birim aralifinda x, degiskenin ve tek degiskenli
fonksiyonlarmn, lineer bagimsiz yaklastirnm tabanimin ailesi olsun. Bu ailedeki her

fonksiyonun k =1,2,...,s olmak tizere
1
[ 04 (x)dx; =0 (IL56)
0

kosulunu sagladigini kabul edelim. Eger se¢ilen {q}.k (xi)};: taban fonksiyonlari bu

1

kosulu saglamiyorsa
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by (x;) = &)ik (x;)— J.&)ik (x;)dx; (IL57)
[0,1]

doniisiimii yardimiyla bu sorun ortadan kaldirilabilir. Ayrica v,

v; =Span{d; (x;), 05 (X, )serns 0y (%) (IL58)

ile tamimlanmak {iizere herhangi bir uev, elemani u:Zcik% (x;) seklinde

k=1
yazilabilir. Dolayistyla tek degiskenli SO-YBMG bilesenleri
f (X)) =D Cudu (x;) (I.59)
k=1

yardimiyla hesaplanir.

Benzer sekilde iki degiskenli SO-YBMG bilesenlerini elde etmek igin iki
degiskenli taban fonksiyonlar1 kullanilacaktir. Dolayistyla {d)ijk (x;,x j)}i:1 lineer
bagimsiz iki degiskenli fonksiyonlarin ailesi olsun. Bu ailenin elemanlan k =1,2....,s

olmak tizere

1
[ 63 (x;.x)dx, =0 (IL60)
0

Ve
1
[ b3 (x;x))dx; =0 (IL61)
0

kosullarini saglamasi gerekir. Burada eger secilen aile bu kosulu saglamiyorsa

33



i i 11
I(I)ijk(xi’xj)dxi EI¢ijk(Xi7Xj)dXi _j_[(l)ijk(xiaxj)dxidxi
0 0 00

O i (I1.62)
[ [y x)dx dx + [ [ [y (x; %, )dx, dx dx; .
00 000
doniistimii yapilarak istenilen saglanabilir. Burada v;; ise
Vi = span{q)ijl(Xi:Xj)o(l)ijz(xi:Xj)a'"’(l)ijs(xi’Xj)} (I1.63)

gostermektedir. Dolayistyla herhangi bir uev, elemam u=ZCijk¢ijk(xi,xj)
k=1

seklinde yazilabilmektedir. Benzer sekilde iki degiskenli SO-YBMG bileseni de
fij (x ’Xj): zcijkd)ijk(xi an) (I1.64)
k=1

yardimiyla hesaplanmaktadir.

Daha biiyiik boyutlu bilesenler i¢in ¢cok degiskenli baz elemanlar1 da yukaridaki
ifadeler genellestirilerek benzer sekilde olusturulabilir. Ancak bu baz fonksiyonlarinin

k=12,..,s ve m=12,...,¢ olmak iizere

Bii ik (Xi X s X )dX; =0 (1.65)

© — —

kosulunu saglamalar1 gerekmektedir. Burada k = (kl,kz,...,kl) olmak iizere

B i (XX s X ) = 0 (X)) (X)) (X)) (I1.66)
olacak seklide secilmelidir.

Benzer sekilde f, ; (X, ,X; ,....X; ) bileseni

It
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S

fi, sy (Xil PR STPRTER St )= z Cil,iz,..,,ilk(l)il,iz,..,,ilk (Xil s X, s Xy ) (IL67)

ile belirlenebilir. Buradaki ¢, ; ., katsayilari ise

J= j [f(x)—fo—zn:fi(xi)—..} dx (I1.68)

[0.1]"

fonksiyonelini minimize edilerek bulunabilir. Buna gore ¢ =2 igin

J= j {f(x)—co —Zn‘,iciktbik (x;) —iicijkd)ijk(xi ,xj)} dx (11.69)

[O,I]M i=l k=1 i=l k=1

seklinde yazilabilir. Burada ii¢ ve daha ¢ok degiskenli terimler ihmal edilmektedir ve

bilinmeyenler sadece ¢, ¢, , ¢, katsayilaridir. Bu katsayilarin ¢6ziimi ise tektir.

Yani minimizasyon probleminin ¢6ziimii SO-YBMG bilesenlerini tek tiirlii olarak elde

edilmesini saglayacaktir. Yukaridaki fonksiyonelin minimum olabilmesi i¢in ¢, ¢, ,

¢y bilinmeyen katsayilarina gore tirevinin sifir olmasi gerekmektedir.

[k olarak ¢, "1 belirleyebilmek igin ;—J =0 gerekliligini dikkate alarak,

Co

a_, [ {f(x) =3 ey () -3 e (%%, )}dx —0  (I.70)

ac, 01" i=1 k=1 i=1 k=1

ifadesi elde edilir. Taban fonksiyonlarinin integralinin sifir olmasit goz dniine alinarak

-2 [lf0-¢, Jix=0 (IL71)

[0.1]"

bulunur. Dolayisiyla
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¢, = j f(x)dx (11.72)

[o.1]*

elde edilir. Benzer sekilde birinci mertebeden {c, } bulmak igin de

= I {f(x) —Co— i icikq)ik (x;) _Zn:i Cij D (X5 X, )}qu(xp)dx =0 (1L73)
[0.1]"

8C[x] i1 kel i=1 k=1

ifadesi ele alinir ki burada yapilan diizenlemelerle

| £, (x,)dx - Y, [ & (X, Moy (x,)dx, =0 (IL74)
k=l (6]

[o.1]*

olarak bulunur. . Iki degiskenli katsayilar da benzer islemlerle hesaplandiginda,

j f(x)d)opm(xoﬂxp)dx_zcopk J. d)opk(Xoﬂxp)d)opm(XO’Xp)dXOpr =0 (1175)
k=1

[o.1]" [0.1]

elde edilir. ¢,, ¢, , ¢y katsayilarmin belirlenebilmesi i¢in yukarida elde edilen

ifadeler,
Ay=>b

seklinde bir denklem sistemine doOntistiiriilebilir. Bu sistemin tek tiirlii olarak

coziilebilmesi i¢in A katsayilar matrisinin tersinin almabilir olmas1 gerekmektedir.

¢, 'nin elde edilebilmesi i¢in olusturulan sistemin A = {Mi} katsayilar matrisi

Mid = _[d)ik () (x;)dx; (IL76)
[0,1]

elemanlarinindan olusacaktir. Burada b vektorii ise
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[£60,1(x,)dx
0.1

[ 160, (x,)dx
b=|pp (IL.77)

[ 160, (x,)dx
L [0.1]"

seklindedir. Benzer sekilde ¢, larm belirlenebilmesi i¢in elemanlari

M}, = J.(I)ijk (X, Xy (%, X )dx;dx, (IL.78)

[0.1F

olan A = {Mij} katsayilar matrisinin tersinir olmasi gerekmektedir. Burada taban

fonksiyonlar1 lineer bagimsiz oldugundan {Mi} ve {Mij} matrislerinin determinanti

sifirdan farkli olacaktir dolayisiyla her iki katsayilar matrisinin de tersi mevcuttur ve
matrislerin boyutu da tersi kolaylikla hesaplanacak kadar kiiciiktiir. Katsayilar
matrislerinin  tersleri hesaplamip  depolanabildiginden SO-YBMG iiretilirken
bilgisayara ek bir islemsel yiik getirmemektedir.

Buradaki matrisler hesaplanirken veriler keyfi olarak secilmis oldugundan
integrallerin hesaplanmasinda Monte-Carlo integrasyonu kullanilacaktir. Yukaridaki

integraller i¢in Monte-Carlo integrasyonu

M

¢ = [FO0dx r =3 (X0, x) (IL.79)
[0.1] M5

1 & r r T T

ey = [E000(x)dx = 3 Al x (1) (I1.80)
[o,1]" r=l

Cp = If(x)d) (x x)dxziif(x(r) x{ x(r))l) (x",x (IL.81)

ijk ik (X5 X M SR X R X .

[O,I]M r=
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Monte-Carlo toplamlarinin yakinsak bir davranig gdstermesi i¢in girdilerin bagimsiz

rastgele degiskenler olmasi gerekmektedir. Katsayilarin Monte-Carlo yaklastirnminda

yapilan hata N'den bagimsizdir ve M oOrneklem sayisi olmak iizere %/ﬁ ile

orantilidir.

"Correlation Method for Variance Reduction of Monte Carlo Integration in RS-
HDMR" isimli makalede bir fotokimyasal kutu modeli (photochemical box problem)
hem ortogonal taban fonksiyonlari hem de dogrudan Monte-Carlo integrasyonu
uygulanarak ¢oziilmiistiir [24]. Yukaridaki islemler "Practical Approaches to Construct
RS-HDMR Compenents" isimli makalede ortonormal polinomlar ve kiibik B-splinelar
kullanilarak yapilmistir [25]. Bu islemler sonucunda da Monte-Carlo metodunda
binlerce diiglim kullanilarak elde edilen yaklasiklik, ortonormal polinomlar
kullanildiginda sadece birkag¢ yiiz diiglimle islem yapildiginda elde edilebilmektedir.
Bu dort yaklasimdan en iyi sonucu ortonormal polinomlar, en kotii sonucu ise kiibik B-

spline vermistir.
I1.6 GENELLESTIRILMIS YBMG (GENERALIZED HDMR)

M. Demiralp tarafindan ortaya atilan GYBMG bilesenleri hesaplanirken YBMG
ve YBMG’nin simdiye kadar gordiiglimiiz cesitlerindekinden farkli olarak, genel bir

W(x,,X,,...,Xy) ¢ok degiskenli agirlik fonksiyonu kullanilmaktadir [19]. Agirlik
fonksiyonunun tek degiskenli fonksiyonlarin ¢arpimi olarak segimi gergek hayatta
ortaya c¢ikan daha genel problemler ciddi bir sinirlama olarak ortaya ¢ikmaktadir. Bu

simirlamay1 miimkiin oldugunca ortadan kaldirabilmek i¢in ¢arpimsal yapida yardimci

bir agirlik fonksiyonu kullanilarak W(x,,X,,...,Xy) agulik fonksiyonu YBMG’ye

acilir. Boylece bu sinirlama da ortadan kalkar. Bu yontemle ¢oziim yapilirken agirlik
fonksiyonu yerine, agirlik fonksiyonunun YBMG a¢ilimi kullanilarak incelenen agirlik

fonksiyonun YBMG bilesenleri hesaplanir. Buna gore ifade

N
W(X,, X5, Xy ) =W, + Zwi(xi)+ ZWij(xi,xj)+...+ Wi, N (X)X, Xy ) (I182)
i=1

I<i<j<N
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seklindedir ve hesaplama yapilirken yardimci agirlik fonksiyonu
N
Q(x,, X5, %) = [ [Q4(x)) (11.83)
j=1

halinde tamamen carpimsal bir yapida secilir. Yardimci agirlik fonksiyonu da benzer

olarak koseleri (a,,b,),(a,,b,),....,(ay,by) olan hiperprizma {izerinde normalize

edilir yani 1< j< N olmak lizere
b.i
[o,0dx; =1 (I1.84)

olmahdir. W(x,,X,,...,xy) agirhk fonksiyonunun YBMG bilesenleri 1< j<k <N

ve X; € (X;,X, ,..,X; ) olmak Uzere
b;
[, Wi (X0 Xy s X, )X =0 (I1.85)

integral altinda yok etme kosulunu saglarlar ve ayni1 zamanda ortoganaldirler. Bununla

birlikte agirlik fonksiyonun

bl bN
[ J WX X, (555X e X, )X X =0 (I1.86)

a;  ay

integral altinda yok etme kosulunu da saglamasi gerekmektedir. Bu kosul GYBMG

icin yeniden diizenlenirse

b, by
[ QX X O WK X s X OF, ()X X X =0 (IL87)

a4 ay

kosulu elde edilir.
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GYBMG bilesenleri ise Toplamsal YBMG’deki gibi ¢ok degiskenli fonksiyon
agirlikla carpilip integre edilerek bulunur. Fakat bu sefer integre edilecek ifade en

genel hali ile

N
WX 5 Xy e Xo ) (X5, X g 5oy Xy ) = |:WO +Zwi(xi)+ Zwij(xi,xj)#.}
i1 1<i<j<N

(11.88)

{fo +ifi(xi)+ Zfij(xi,xj)Jr..}

I<i<j<N

seklindedir. Burada ortaya ¢ikan ifadeler daha oncekiler gibi tamamen cebirsel yapida
olmayacaktir. Tek veya daha cok degisken iceren terimler integral denklemler
icerecektir. Bu integral denklemler ¢oziilebilir fakat GYBMG bilesenleri hesaplamanin
maliyeti agirlik fonksiyonunun se¢imine baglidir ve ¢ok biiylik olabilir. M. Demiralp
ve M.A Tunga tarafindan “Data Partitoning Via Generalized high Dimensional Model
Representation and Multivariate Interpolative Applications ” isimli makalesinde sonlu
hiperprizma tizerindeki diiglimlerdeki degerleri bilinen birgok degiskenli fonksiyon

incelenmistir [19].

Yukaridaki YBMG agiliminin sag yanindaki terimleri adim adim belirlenmelidir.

Burada islemlerde kolaylik saglanmasi agisindan oOncelikle I, operatorii
tanimlanmalidir. Bu operator keyfi, Q(x,,X,,...,Xy) agirlik fonksiyonu ile carpilan,
karesi integrallenebilir F(x,,X,,...,x) fonksiyonunun N katli integralinin hesabi

seklinde tanimlanmistir. Yani daha acik sekilde ifade edilirse

b, by
I F(x,, X550 Xy) = I....[Q(Xl,Xz,...,XN)F(XI,Xz,...,XN)dXIdxz...dXN (I1.89)
olarak tanimlanir. f, sabit bilesenini belirleyebilmek i¢in GYBMG agiliminin her iki

yani agirlikla ¢arpilip biitiin bagimsiz degiskenlere gore integre edilmelidir. Yani bu

islem I, operatoriinii kullanarak

40



IO{W(XI,xz,...,xN)f(xl,xz,...,XN)}=

IO{WO‘FiWi(Xi)*‘ ZWij(Xi,Xj)-i-..}[fo+ifi(xi)+ Zfij(xi,xj)_l_“}}(n-go)

I<i<j<N I<i<j<N

ile gosterilebilir.

b, by
[ J QX s X O W X s X OF, ()X X X =0 (IL91)

ozelliginden dolay1 yukaridaki ifade
I, [W(xl 3 Xy geer X OF (X5 X5 500, X )] =w,f, (IL.92)

esitligine O0zdestir. Agirlhigin, tanimlanan aralikta N-katli integralinin bire esit olmasi

gerektiginden w,,

b, by
[LW(X,,X,,e0, Xy) = J....J.Q(xl,Xz,...,XN)W(XI,xz,...,xN)dxldxz...de =0 (I1.93)

w, =1 (I1.94)
olarak bulunur. Dolayisiyla
£y = Ty [W(X,s X 0eeer X OF (X5 X5 e X )] (11.95)

olarak elde edilir. Benzer sekilde F(x,,x,,...,Xy) karesi integre edilebilir keyfi bir

fonksiyon olmak tizere

b, by N
TF(X) X550 X00) = [ [ T TR OF (X X500 X)X X diy (T196)
a, aNi1=1

i #i
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operatorii tanimlanir. Tek degiskenli GYBMG bilesenlerini bulmak i¢in ise tek bir

degisken digindaki biitiin degiskenlere gore integral almak gerekmektedir. Bu iglem I,

operatorii yardimiyla

N N
LIW(X,, X, X OF (X, XXy ) | = L W, +2Wil (x;)+ Zwiliz (XX )+

i=1 ip.iy=1
i;<i,

(11.97)

N N
fo+ D6 () + D (x.%)+...
ij=1 1

ipip=
11<12

olarak ifade edilir. Gerekli diizenlemeler yapildiktan sonra bu esitlik 6;; Kronecker

Deltas1 olmak tizere
L [W(xl, Xy, Xp (X, xz,...,xN)] = (l +Ww, (xi))fo +(1+Wi (xi))fi (x,)

+(1+w; (XJ)ZIQI o )(+w, () (x)dx, (1198)

i) #l

(18, +3,:b;, [(1 —8;)€), (x; )dx; +6,,€2 (x; )dx;, ]X
+ Z I [Wiliz (x;,%,)—w; (x; )W (x;, )]X

iLh=Li<iy (1-§..)a. +5..a;
(111221)\/(112:21)( ‘ll)all+ malz [(1 _8111 )fll (Xll )+81 f (Xlz )d)gll ]

i,

1

haline gelir. Gorildugi gibi GYBMG agilimmin tek degiskenli bilesenlerinin
hesaplanabilmesi icin Oncelikle agirlik fonksiyonunun YBMG aciliminin sabit, tek
degiskenli ve iki degiskenli bilesenlerinin hesaplanmasi gerekmektedir. GYBMG
metodunda uygun boyutta veri tablolar1 olusturularak, Lagrange, Hermite gibi

interpolasyon yontemleri yardimiyla istenilen degerler elde edilebilir.

GYBMG'de fonksiyonun bir ag iizerindeki diigiimlerde aldig1 degerler
kullanilarak fonksiyonun analitik yapisi belirlenmeye c¢alisilmaktadir. Buradaki
diigiimlar rasgele veya diizgiin sagilmig olabilir. Bu tip problemleri ¢ézmek igin
kullanilan Genellestirilmis YBMG'de bazi bilesenler ihmal edilerek yani bagimsiz
degisken sayisi azaltilarak iglemler yapilmaktadir. Buna 6rnek olarak M. Demiralp ile

M. A. Tunga'nin "Data Partitioning via GHDMR and Multivariate Interpolative
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Applications" isimli makalesi gosterilebilir. Geometrisi diizgiin olmayan bolgeler
izerinde tanimlanmis olan bir difiizyon denkleminin ¢dziimlerinin bulunmasinda daha

da etkin ve yeni bir yontem olan GYBMG kullanilmistir [27].
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BOLUM III

CESITLI AGIRLIK FONKSIYONLARI iLE YBMG

Bu bdliimde inceleyecegimiz fonksiyonlar i¢in [0,1] aralifini géz Oniinde
bulunduracagiz. Ele alacagimiz tiim fonksiyonlar i¢in amacimiza uygun diistiigline

inandigimiz asagidaki agirlik fonksiyonlarmin etkisini inceleyecegiz.

a) W (x)=1 I<i<N
b) w,(x;)=AX] 1<i<N
0 w (x)=A-x?) 1<i<N
d) w,(x;)=Ax! 1<i<N

Fonksiyonlara YBMG yontemini uygulayabilmemiz i¢in gerekli bazi kosullar vardir.
YBMG hesaplamasini kolaylastiran bu kosullardan biri agirlik fonksiyonlarinin her
birinin ilgili aralik {izerindeki integralinin 1 olmasi yani normalize oldugunun
varsayilmasidir. Buna gore (I1.1) denkleminin sag yanindaki terimlerin diklik kosuluna
(IL.4), (IL5) ve (I1.6) de verildigi sekilde uymalar1 gerekmektedir. Bu baglamda ele
alacagimiz orneklerde ilgilenecegimiz agirlik fonksiyonlarinin [0,1] integral araliginda

1 oldugunu gosterelim.

Ik olarak ele aldigimiz w, (x,) =1 agirlik fonksiyonunun [0,1] aralifinda,

j-Wi (x)dx; =1

oldugu acikca goriilmektedir.
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Simdi de ele aldigimiz diger agirlik fonksiyonlarmin [0,1] integral araliginda

normalize olmasi i¢in A, degerlerini 1<i<N icin belirleyelim. w,(x,)=A x’
agirlik fonksiyonu [0,1] araliginda (IL.3) 6zelligi geregince j.Aixfdxi =1 olmak lizere
0
A, =3 olarak belirlenir. w,(x;)= Ai(l - xf) agirlik fonksiyonu ise [0,1] araliginda
(IL3) ozelligi geregince j.Ai(l—xi2 )dxi =1 olmak lizere A, =% olarak belirlenir.
0
w.(x,)=Ax agirlik fonksiyonu [0,1] arahiginda (I1.3) &zelligi geregince

1
IAixidxi =1 olmak tlizere A, =(i+1) olarak belirlenir.
0

Sonu¢ olarak ilgilenecegimiz normalize agirlik fonksiyonlar1 [0,1] araligi igin

sOyle olur.

a) W (x)=1 I<i<N (IIL.1)
b) w,(x,)=3x] I<i<N (I11.2)

3 2 .
0) wi(xi)za(l—xi) 1<i<N (IIL.3)
d) w,(x,)=>G+1x] 1<i<N (I11.4)

Ilk olarak,

N

(X, Xgpeees Xy ) = ZXIn (II1.5)

fonksiyonunu [0,1] integral araliginda, bu boliimiin basinda verilen dort adet agirlik

fonksiyonu i¢in inceleyelim.

Verilere gore
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N

N N
F(X)o X Xy ) = F D B )+ D0 E (X )+ D (XXX, )+
i=1 1

: ibip,15=1
i (iy i (i, (13

o (X Xy Xy)

il Sy =

olarak verilen (II.1) formunu olusturan tiim terimleri genellestirilmis (I1.9) denklemi ile

elde edelim.
a) w,(x;)=1ve1<i1<N olmak iizere (II.9) genellestirilmis operator

yardimiyla (II.1) formunun terimlerini bulalim. Buna gére I, operatoriiniin tanimini

kullanarak
f, =L f(x,,X;....Xy)

elde edilir.

1

fy=]-

0

O ey —

N
dx dx,..dx () x)
i=1

f, = j.x{“dxlj.dxz..‘jde +_1[...jdxl...de(x;“ .+ XY)
0 0

0 0

(=1

N

f, = (111.6)

m+1
olarak bulunur. Tek terimliler igin,

fi(x;) =Tf(x), x5, x ) = 1 I<i<N
olarak ele almir. Bu ifadeden tek terimliler genel olarak

m 1 .
f.(x)=x"- , I<i<N (I11.7)
m+1

seklinde bulunur.
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Fonksiyonun iki terimlilerini agagida tanimlanan operator yardimiyla bulalim.

fo 6L ) =1 PO XX )= f () —f (x )—f,  1<i,ig <N, k<m

Agirlik fonksiyonlarinin her birinin ilgili aralik tizerindeki integralinin 1 olmasi

ve bilesenlerin diklik kosuluna gore ikililer O olarak bulunur.
Ug terimliler igin,

f" i (Xi1 7X12 7Xi3)

1113

Lo £ X0 xy ) = (%)) = £ (x)) = £ (%) —
=1, (x.x )6 (x %) - (x,x; ) — 1
operatoriinden faydalanalim. Denklemde bilinmeyenler onceki islemlerde elde
edilmisti. O halde bu bilinmeyenlerin yerine yazilmasi, agirlik fonksiyonlarinin her
birini ilgili aralik tizerindeki integralinin 1 olusu ve bilesenlerin diklik kosulu geregi,
fonksiyonun fiicliileri de 0 olarak bulunmaktadir. Diger terimler de “0” olarak elde

edilir.

N

f(X,,Xp50Xy ) = £, +Zf(x)+ Zf (x; X))+ DA

ip,i,=1 ip,is,i5=1
i (i, i (1,15

(xil XX )+,

15ip,13

ifadesinden,

N m 1 m 1 m 1
(X, X5 Xy ) = +| X" — +| x5 — +oF| Xy — +0+..
m+1 m+1 m+1 m+1

(II.6) denklemine doniigiir. Buradan (II.1) denkleminin saglandigr agik¢a

goriilmektedir.

Bu durumda degismezlik 6lgeni,

[

T
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ifadesi geregi,

2 N :
bl =) ve

N 2N(N-1I
Il = mal 2(r£1+ 1)2)

olmak tizere

N2

(m+1) ~ N(2m+1)
N N(N-D  (m+1)"+(N-1)(2m+1)
2m+1  (m+1)°

Gy =

(1IL.8)

olarak bulunur. Buldugumuz o, ifadesinin belli degerler i¢in karsiliklar1 asagidaki

tabloda gosterilmektedir.

m N 1 2 3 4
1 0,7500 0,8571 0,9000 0,9231
2 0,5556 0,7143 0,7895 0,8333
3 0,4375 0,6087 0,7000 0,7568
4 0,3600 0,5294 0,6279 0,6923

Tablo III.1: (IIL.5) fonksiyonu i¢in (IIL.1) agirlik fonksiyonu kullamlarak bulunan f lar i¢in G degerleri

Tablodan ¢ikarilan sonuglara f,, gore N’nin artan degerleri igin 1'e

yaklagmaktadir. m arttikga f, ’in fonksiyona katkis1 azalmaktadir.

o, '1 hesaplamak i¢in

1
m+1

— m _
£, (x;)=x§

olmak tizere f; (x; ) 'in normunun karesini bulmaliyiz.
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(w1 Y 1 1
i)l :I(XJ" ) m+1j = 2mel el

0

Buldugumuz degerleri (II.15.b) denkleminde yerine yazalim. Bu durumda o,

degismezlik dlceni

N( 11 J

o= N(@2m+1) 2m+1  (m+1)° .

Y (m+1)P +(N=D2m+1) N N(N-D)
2m+1  (m+1)?

(11.9)

olarak bulunur ki bu o, in beklenilen degeridir zira ele alinan fonksiyon tamamen

toplamsaldir.

b) w,(x,)=3x], 1<i<N olmak iizere (Il.1) formunu olusturan tiim

terimleri genellestirilmis (I1.9) denklemi ile elde edelim.

Buna gore (I1.8) ifadesindeki operatdriin tanimina gore f,

1 1 1
f, = I3xfdx1_[3x§dxz...j3xidxl\, (i X:")
0 0 0 i=l

1 1 1 1 1 1
f, = I3x{“+2dx1I3x§dx2...I3X§dXN +I3x12dx1I3x2“+2dx2...j3x§de +
0 0 0 0 0 0
1 1 1
...+j3xfdx1j3x§dx2...j3xﬁ+2de
0 0 0
3N
f = II1.10
* m+3 ( )
olarak bulunur.

Tek terimliler i¢in (II.10) ifadesindeki operatoér tanimina gore tek terimlileri

genel bir ifade ile asagidaki sekilde verebiliriz..
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3
m+3

f(x,)=x"— 1<i<N (IIL11)

Fonksiyonun iki terimlileri (II.13) ifadesindeki operatdr yardimiyla Onceden

buldugumuz degerler ve integrasyon sonucuna bagli olarak 0 olarak bulunmaktadir.

Ug terimliler igin,

fili2i3 (Xi1 s X, 5 X, )= Iil,iz,i3f(xl D SN o I fil (Xil )— fi2 (X12 )— fi3 (X13 )—
-1 (x %)) -6 (xLx ) —f ) (x L% ) -1
operatoriinden faydalandigimizda ikililerin bulunmasia benzer iglemler sonucunda

ticliiler de 0 olarak bulunmaktadir

Buna gore kolaylikla goriiliiyor ki bundan sonraki diger terimler “0” olarak

bulunmaktadir. Bulunan ifadeler (II.1) genel denkleminde yerine yazilirsa,

3N w3 m 3 m_ 3
f(X[,Xp5e0Xy) = +| x| — +| x5 — .| Xy — +0+..
m+3 m+3 m+3 m+3

(II.6) denklemine doniisiir. Dolayisiyla (II.1) denkleminin saglandig1 acikca

goriilmektedir.

Bu durumda degismezlik dlceni (I1.15.a) ifadesi geregi,

||f||2 _ 3N n 9N(N—21)
2m+3 (m+3)

olmak iizere o,
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9N’
(m +3)° ~ 3IN(2m +3)
3N IN(N-D)  (m+3)* +3(N-1)2m +3)
2m+3  (m+3)

(1IL.12)

G, =

olarak bulunur. Buldugumuz o, ifadesinin belli degerler i¢in karsiliklar1 asagidaki

tabloda gosterilmektedir.

m N 1 2 3 4
1 0,7895 0,9677 0,9783 0,9836
2 0,7635 0,9130 0,9403 0,9546
3 0,7500 0,8571 0,9000 0,9231
4 0,6735 0,8049 0,8609 0,8919

Tablo II1.2: (II1.5) fonksiyonu igin (II1.2) agirlik fonksiyonu kullanilarak bulunan f lar igin G, degerleri

N
Buna gore N’nin artan degerleri igin f;’in ZXI“ fonksiyonuna katkisi

i=1

artmaktadir. m artttkga N’nin artan degerlerine karsilk o, daha yavas 1’e

N
yaklasmaktadir. Agirlik fonksiyonu w =1’e karsilik w =3x'in ZX;’“ fonksiyonuna

i=1

katkis1 daha olumludur.
o, '1 hesaplamak i¢in 6nce

3
m+3

— m _
f, (x;)=x;

olmak tizeref; (x; ) normunun karesini bulmaliy1z.

2 m 3 Y 3 9 2
e =45 -535) |- sy M
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degerleri ile daha oOnce bulunan degismezlik OGlgenini (I1.15.b) formunda yerine

yazdigimizda birinci basamaktan toplamsallik Olceni asagidaki sekilde ifade

olmaktadir.
N( 3.9
3N(2m +3) 2m+3 (m+3)°
c, = + =1 I1.13
' (m+3)* +3(N-1)(2m+3) 3N ON(N-D) (L.13)
2m+ 3 (m+3)°

olarak elde edilmektedir. Yine bu o, ’in beklenilen degeridir zira ele alman fonksiyon

tamamen toplamsaldir.

c) Fonksiyonu w,(x;)= %(1 - xlz) agirhk  fonksiyonu  altinda

inceleyelim. Verilere gore asagidaki (II.1) formunu olusturan tiim terimleri (II.9)
genellestirilmis operator yardimiyla bulalim ve elde edilenlerle bu formun saglandigini

gorelim.

Buna gore (I1.8) ifadesindeki operatériin tanimina gore f,

(3 (3 (3 N
= |=(1-xHdx, [=(1-x2)dx,... =(1-x2%)dx X"
!2( 9 42( ) 2£2< D X))
(3 [ 3 (3
_ 1= m m+2 =~ _ 2 =~ _ 2
fo_£2(><1 )dxl_([ S xz)dxz...'([z(l x2)dxy +
1 1 1
3 3 o 3
J.E(l—xf)dxlj 3= ™) dx, .. JE(I—xf\])de+...+
0 0 0
1 1 1
3 > 3 2 3 K2
—(1=-x))dx, | =(1=x5)dx,...| =(xx )dx
f0=3_N( L1 jz 3N (I1L.14)
2 \m+1 m+3) (m+3)(m+1)

olarak bulunmaktadir.
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Tek terimliler i¢in (I1.10) ifadesindeki operator tanimina gore tek terimlileri

genel bir ifade ile asagidaki sekilde verebiliriz. 1 <1< N olmak {izere

fi(xi):x?—é(;— 1 j:x?—; (IIL.15)
2\m+1 m+3 (m+3)(m+1)

Fonksiyonun iki terimlileri (I.13) ifadesindeki operatér yardimiyla 6nceden

buldugumuz degerler ve integrasyon sonucuna bagli olarak 0 olarak bulunmaktadir.

Ug terimliler igin,

Xi X ) =1 T X X)) =6 (%)) = (%)) =1 (%) -

ijizis (Xil i P
—f, (L% -6 (L x ) = (x LX) — 1

L1y 11

operatoriinden faydalandigimizda ikililerin bulunmasia benzer islemler sonucunda

ticliiler de 0 olarak bulunmaktadir

Buna gore kolaylikla goriiliiyor ki bundan sonraki diger terimler “0” olarak

bulunmaktadir. Bulunan ifadeler (II.1) genel denkleminde yerine yazilirsa,

f(x,,x X)—3—N 1 +Xm—é o +
PERTEINT T ) I m+l m+3 " 2lm+1 m+3

m_ 3 1 1 m 3 1 1
Xy —=| ——-— ot Xy = ——— +0+..
{ 2(m+1 m+3ﬂ { 2(m+1 m+3ﬂ

(II.6) denklemine doniisiir. Dolayisiyla (I.1) denkleminin saglandig1 agikga

goriilmektedir.

Bu durumda degismezlik dlceni (II.15.a) ifadesi geregi,

et (2] )
° 2 m+1 m+3 (m+1)(m+3)
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» 3N( 1 1 ON(N-1)( 1 1Y
i -2 e )

2m+1 2m+3 m+1 m+3
~ 3N . IN(N-1)
Cm+1)(2m+3) (m+1)*(m+3)>

olmak iizere o,

3N( 1 1]
{2(m+l_m+3ﬂ
3N( 11 j+9N(N—1)( 11 jz
2 2m+1 2m+3 4 m+1 m+3

3N
©0 T m+ 1) (m+3) + 3(N=1)2m+1)(2m+3)

0

(IIL.16)

Buldugumuz o, ifadesinin belli degerler igin karsiliklari asagidaki tabloda

gosterilmektedir.
m N 1 2 3 4
1 0,0469 0,0550 0,0584 0,0603
2 0,0133 0,0182 0,0300 0,0222
3 0,0052 0,0078 0,0094 0,0105
4 0,0025 0,0039 0,0050 0,0056

Tablo II1.3: (IIL.5) fonksiyonu igin (IIL.3) agirlik fonksiyonu kullanilarak bulunan f) lar i¢in G, degerleri

olarak bulunur. Buna gére o degeri, N'nin artan degerleri i¢in artmaktadir. Bununla
beraber m’nin etkisi de goz Oniine almirsa f;’in fonksiyona katkisi azalmaktadir.

Agirlik fonksiyonlarinin degerleri 1’e ne kadar yakinsa, ele alinan fonksiyona olan

etkisi o kadar iyi olmaktadir. Buna gore bir onceki agirlik fonksiyonlarinin tablo

sonuglar ele alinirsa, w =1 kullanilarak bulunan f;’in katkisinin w :%(l—xi)2

kullanilarak bulunan f, ’n katkisina gére daha iyi oldugu goriilmekle beraber w = 3x;
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kullanilarak bulunan f,’in fonksiyona katkisinin en iyi oldugu kolaylikla

goriilmektedir.
o, '1 hesaplamak i¢in 6nce

3

fk(Xk)=ka—m

olmak iizere f, (x, ) normunun karesini bulmaliy1z.

> |3 1 1 9( 1 1Y
I <o) {E[zmﬂ_2m+3j_1(m+1_m+3j }

3 9
2m+1)(2m+3) (m+1)*(m+3)

”fk(xk)”2 =

ve ||f ||2 degerleri ile daha 6nce bulunan degismezlik 6l¢enini (I1.15.b) formunda yerine

yazdigimizda birinci basamaktan toplamsallik Olceni asagidaki sekilde ifade

olmaktadir

ON? —9N N 3N
_ (m+1)*(m+3)° 2m+1)2m+3)
= N : NN =1 (I11.17)

Cm+D2m+3) (m+1)°’(m+3)°

olarak bulunur. Bu o,’in beklenilen degeridir zira ele alman fonksiyon tamamen

toplamsaldir.
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d) w,(x,)=(@G+Dx. olmak {izere [0,1] integral araliginda (IL.9)
genellestirilmis operator yardimiyla (I.1) formu olusturan tiim terimleri bulalim ve

elde edilenlerle bu formun saglandigini gérelim.

Buna gore (I1.8) ifadesindeki operatériin tanimina gore f,

1 1 1
= J.le dx1I3X§dx2...I (N+ l)XEdXN(i X:")
0 0 0 i=1

1 1 1 1 1 1
f, = J‘2x1“+1dx1'[3xédxz...j(N+1)X§dXN +J‘2x1dx1.[3xlzn+2dx2...'|‘(N+1)x§de +

0 0 0 0

+I2X d)(lj3)<2d)<2 I(N+1)xm+Nde

N
= mli ;1“ (I1L.18)
k=1

olarak bulunur.

Tek terimliler i¢cin (II.10) ifadesindeki operatoér tanimina gore tek terimlileri

genel bir ifade ile asagidaki sekilde verebiliriz..

i+1

f(x,)=x"— 1<i<N (1IL.19)

m+i+1

Fonksiyonun iki terimlileri (I.13) ifadesindeki operatdr yardimiyla 6nceden

buldugumuz degerler ve integrasyon sonucuna bagli olarak 0 olarak bulunmaktadir.
Ug terimliler igin,

(XXX ) =1 T X0 X ) =6 (%) = (%)) -1 (X)) —

_filiz (x i X, )— f11i3 (Xil > X, )— f1213 (Xiz » X, )— 1,

1 1213

operatdriinden faydalandigimizda ikililerin bulunmasina benzer islemler sonucunda

ticliiler de 0 olarak bulunmaktadir
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Buna gore kolaylikla goriiliiyor ki bundan sonraki diger terimler “0” olarak

bulunmaktadir. Bulunan ifadeler (II.1) genel denkleminde yerine yazilirsa,

N k+1 2 3 N
(X, X550 — +| x5 — ot | Xy ——— [+0+...
(%1% X0) = Z:rn+k+1 (Xl m+2j [Xz m+3j (XN m+N+1j

haline dontigserek f fonksiyonu elde edilir. Dolayisiyla (II.1) denkleminin saglandigi
acikca goriilmektedir.

Bu durumda degismezlik dlceni (I1.15.a) ifadesi geregi,

N oktl T
WS

—m+k+1

LI A 23 24 NN +1)
el =2omaeat {(m+2)(m+3)+(m+2)(m+4)+m+(N+m)(N+m+l)}

olmak tizere o,

Hati)

“\m+k+1

0T k4 23 N(N+1)
> ot
o 2m+k+1 (m+2)(m+3) (N+m)(N+m+1)

(111.20)

olarak bulunur. Buldugumuz o, ifadesinin belli degerler i¢in karsiliklar1 asagidaki

tabloda gosterilmektedir.

m N 1 2 3 4
1 0,8890 0,4791 0,3264 0,2476
2 0,7501 0,4482 0,3168 0,2434
3 0,6403 0,4173 0,2438 0,2367
4 0,5562 0,3889 0,2412 0,2315

Tablo IIL.4: (II1.5) fonksiyonu i¢in (IIL.4) agirlik fonksiyonu kullamlarak bulunan f lar i¢in G degerleri
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N'nin artan degerleri i¢in o, degerleri kiigilmektedir. m arttikga N'nin artan
degerlerine karsilhik o, daha hizli kiigiilmektedir. Bu da bize m ve N’nin artan

degerlerine karsilik agirlik fonksiyonun etkisinin kdtiilestigini gostermektedir. Cilinkii
teorik olarak beklenen, agirlik fonksiyonunun ele alinan fonksiyona etkisinin iyi
olmasi i¢in tablo sonuclarinin 1 ya da 1’e yakin olmasidir.

o, '1 hesaplamak i¢in 6nce

k+1

b=

olmak tizere f, (x, ) normunun karesini bulmaliy1z.

2 k+1 k+1 Y
e e
2m+k+1 \m+k+1

2.3 N 2.4 N
”fnzzi k + (m+2)(m+3) (m+2)(m+4)
k:12m+k+1 . N(N+1)
(N+m)(N+m+1)

olmak {iizere buldugumuz degerleri ve degismezlik Ol¢eninin degerlerini (I1.15.b)

denkleminde yerine yazalim. Bu durumda birinci basamaktan toplamsallik 6lgeni

asagidaki sekilde ifade olmaktadir.

N k+l VX k+l k+1 Y o kHl o ko +l
+ - +2]]
S\m+k+1) &1 2m+k+1 \m+k+1 o= Mk +1mtk, +1
k <k,
i k+1 ﬁ k+1  k,+1
= 2m+k+1 oz Mtk +1m+k, +1
<k

ky
k

=1 (IL21)

G,

olarak bulunur. Bu o,’in beklenilen degeridir zira ele alinan fonksiyon tamamen

toplamsaldir ve beklenen de budur.
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N
Elde edilen sonuglarla ZXI'“ fonksiyonuna, basta belirtilen agirlik
i=1

fonksiyonlarimin etkileri belli degerler i¢in incelenmistir. Buna gore [0,1] araliginda

N
tepe noktasi (0,0) olmak iizere artan yapidaki f(x,,X,,...,Xy) = fo‘ fonksiyonuna
i=1

sabit W, (X;)=1 ve [0,1] araliginda tepe noktasi (0,0) olmak iizere artan yapidaki

w, (x,) =3x; agirlik fonksiyonlari ile bulunan f, larn katkisi olumludur. N ve m’nin

artan degerleri icin bu katki daha da iyi hale gelmektedir. [0,1] araliginda tepe noktasi
sirastyla (0,3/2) ve (0,0) olan w, (x;) :%(1—x§) ve w;(x)=(i+D)x agirlk
fonksiyonlarin katkist olumsuzdur. Dolayisiyla w, (x,)=1 ve w,(x,)=3x] agrilik
fonksiyonlar1 artan degerlerle 1’e yaklasan, w,(Xx;) :%(l—xf) ve w,(x,)=(+Dx]
agrilik fonksiyonlar1 azalan degerlerle 0’a yaklasan bir etki bulunmaktadir. Bununla
beraber w, (x,)=3x2, W, (x)=1"¢ gore, w,(x,)=({+Dx w,(x,) :%(l—xf)’e

gore daha iyi sonuglar verdigi gozlenmektedir.

Ikinci olarak
(X)X, Xy ) = [ %I (I11.22)

fonksiyonunu, [0,1] integral araliginda, bu boliimiin basinda verilen dort adet agirlik

fonksiyonu i¢in inceleyelim.

a) f(X;,X,,....,Xy)=X;'X;..Xy fonksiyonun 1<i<N integaral
araliginda (I1.9) genellestirilmis operator yardimiyla (II.1) formuna uygun terimlerini

bulalim. Buna gore (I1.8) ifadesindeki operatoriin tanimina gore f,,

1

fy=]..

0

N

dx,dx,..dx ([ [x™)

i=1

S S
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1 N
f, =( J (1I1.23)
m+1

olarak bulunur.

Tek terimliler i¢in (II.10) ifadesindeki operatoér tanimina gore tek terimlileri
genel bir ifade ile asagidaki sekilde verebiliriz..

i—1
! X" — ! . 1<i<N (I11.24)
m+1 m+1

fi(Xi):[

Verilen fonksiyonun,

£, (x.x ) =1 f(x L, x,,.x0) - f (x;)—-f (x,)-f,, 1<i,i, <N, k<m

operatorii yardimiyla iki terimlileri ifadeleri bulalim.
1 1 .
£, (53 5%) = o] B0 X0 X)X = ()= F, (%) =1,
0 0

ifadesine bagli yapilan islemlere, agirlik fonksiyonlarmin her birinin ilgili aralik

tizerindeki integralinin 1 olmasi ve bilesenlerin diklik kosuluna gore fonksiyonun

ikilileri genel olarak asagidaki sekilde ifade olmaktadir.

1\ s B,
£ (x.%,,)= X;nxin( j —(X;n +Xim{ j +(—) (IT1.25)
R Plm+] ‘ *Am+1 m+1

Fonksiyonun {i¢ terimlileri i¢in,

fi1i2i3 (Xi, s X, ’Xi3) =L

l,imf(xl,xz,...,xN) —fil (xil)—fi2 (Xiz)_fi3 (xi3 )—
_filiz (XiI ’Xiz)_fili3 (Xil > Xy, ) -1 (Xiz > X, )1,

I3
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operatdriinden faydalanalim. Ug terimlilerin bulunmasini saglayan denklemde
bilinmeyenler onceki islemlerde elde edilmisti. O halde bu bilinmeyenlerin yerine
yazilmast, agirlik fonksiyonlarmin her birini ilgili aralik tizerindeki integralinin 1 olusu
ve bilesenlerin diklik kosulu geregi fonksiyonun {i¢ terimlileri genel olarak asagidaki

sekilde ifade olmaktadir.

LV 1V
— m m m m m m m m m
fil,iz,i3 =X XiZXi3[ j _( i Xi, TX5 X, +X12Xi3{ j

m+1 m+1

(I11.26)
1 N-1 1 N
+ (le +X+ X -
1 ? Alm+1 m+1
Buna gore diger terimleri genellestirirsek,
1 0 1 N-1

£ =) — | XXX A DY — | XX

o =0 e 0 (S e
(II1.27)

+(=D)" (ﬁ]

elde edilir. Bulunan tiim bu terimler (II.1) genel ifadesinde yerine yazildiginda, (I11.30)
denklemine doniismektedir. Dolayisiyla (II.1) denkleminin saglandig1 agikca
goriilmektedir. Daha Once tanimlandigi tizere, fonksiyonun degismezlik Olcenini

hesaplayalim. Bunun i¢in dnce f ve f,'m norm kareleri hesaplanmalidir.

I, =[ ! j (I11.28)

m+1

PR om 1 N
6] =TT [xmdx; = (I11.29)

- 2m+1

olmak tizere (II.15.a) ifadesi geregi o,
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1 JZN
- =(m+1 :(2m+1j (11130

0 1 N (m+1)2
(2m+1]

olarak bulunur. Buldugumuz o, ifadesinin belli degerler i¢in karsiliklar1 asagidaki

tabloda gosterilmektedir.

m N 1 2 3 4
1 0,7500 0,5625 0,4198 0,3164
2 0,5555 0,3086 0,1754 0,0953
3 0,4375 0,1914 0,0837 0,0366
4 0,3600 0,1296 0,0501 0,0168

Tablo II1.5: (II1.22) fonksiyonu igin (III.1) agirlik fonksiyonu kullanilarak bulunan f lar i¢in G, degerleri

G,, m nin artan degerleri i¢in azalmaktadir. N nin artan degerlerine karsilik, m nin
etkisi de goz Oniine alindiginda o, daha hizl bir sekilde sifira yaklagsmaktadir. Bu da

m ve N’nin artan degerleri i¢in, W, (X;) =1 agirlik fonksiyonu kullanilarak bulunan

N
sabit fonksiyonun f(xl,xz,...,xN)21_[Xim yi temsil etmekten ¢ok uzak oldugunu
i=1

gostermektedir.

c,'1 hesaplamak i¢in (II1.24) gbz Oniine almak Uzere f; (x;)'in normunun

karesini bulmaliy1z. Buna gore tek terimlilerin normu,

1 N-1 2
Hfjl(le)uz - '!((ml—}— lj (XT - l’nl—l— lj} del

1 2N-2 1 1
an(le)uz B (m—i—lj (2m+1 - (m+ 1)2)
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olarak bulunur. Buldugumuz degerleri ve (II.15.b) denkleminde yerine yazalim. Bu

durumda o, toplamsallik dlcent;

O'lz(zm-i_lzj {H Nm’ } (II131)
(m+1) 2m+1)

olarak bulunur. Buldugumuz o, ifadesinin belli degerler i¢in karsiliklar1 asagidaki

tabloda gosterilmektedir.

m N 2 3 4 5
1 0,9402 0,8412 0,7383 0,6328
2 0,8012 0,5835 0,4001 0,2646
3 0,6823 0,4142 0,2251 0,1191
4 0,5904 0,2955 0,1362 0,0598

Tablo II1.6: (I11.22) fonksiyonu i¢in (III.1) agirlik fonksiyonu kullanilarak bulunan f; ler igin G, degerleri

N’nin artan degerleri i¢in o, 'in degeri azalmaktadir. m’nin artan degerleri de g6z

Oniine alinirsa &, ’in degeri daha da azalmaktadir.

c,'l hesaplamak i¢in (IIL.25) ifadesini g6z Oniine almak iizere fj(x;,x;)'n

1

normunun karesini bulmaliy1z.

2
) 1 N-2 - 1 N-1 i - 1
=1, XX |- (xi +X; )—
m+1 b m+1 ! > m+1

1YY (m+1f Y
oo (k) [

Buldugumuz degerleri (2.15.c) denkleminde yerine yazalim. Bu durumda o,

toplamsallik dl¢eni;
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G,

(2‘“”2] £1+ N’ +(N2_N)n;4j (I11.32)
(m+1) 2m+1  2(2m+1)

olarak bulunur. Buldugumuz o, ifadesinin belli degerler i¢in karsiliklar1 asagidaki

tabloda gosterilmektedir.

m N 3 4 5 6
1 0,9812 0,9492 0,8965 0,8305
2 0,9114 0,7662 0,6031 0,4528
3 0,8235 0,5878 0,3834 0,2345
4 0,7369 0,4548 0,2531 0,1299

Tablo I11.7: (I11.22) fonksiyonu igin (III.1) agirlik fonksiyonu kullanilarak bulunan f i ler igin G, degerleri

G,, N nin artan degerleri i¢in azalmaktadir. Artan m degerleri i¢in G, ’nin degeri
daha da azalmaktadir. Dolayistyla w =1 agirlik fonksiyonu kullanilarak bulunan

f; "lerin fonksiyona katkinin yetersiz oldugu gézlenmekedir.

b) w,(x,)=3x}, 1<i<N olmak iizere (IL.1) formunu olusturan tiim
terimleri genellestirilmis (I1.9) operatorii ile bulalim ve elde edilenlerle bu formun

saglandigini gérelim.

Buna gore (I1.8) ifadesindeki operatdriin tanimina gore f,

f, =

S ey —

1 1
3x12dx1I3X§dx2...I3xijdef(x1 3 X g geees Xy )
0 0

1 1 1
f, = J3XT+2dX1I3X?+2dx2...J3XE+2dXN
0 0 0

f0=( 3 j (111.33)
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olarak bulunur.

Tek terimliler i¢in (II.10) ifadesindeki operatoér tanimina gore tek terimlileri

genel bir ifade ile asagidaki sekilde verebiliriz..

fi(xi)=X§“( & ) —( & j 1<i<N (I11.34)

m+3 m+3

Fonksiyonun iki terimlileri (II.13) ifadesindeki operatdr yardimiyla Onceden

buldugumuz degerler ve integrasyon sonucuna bagli olarak

N-2 N-1 N
£o—xmxm 3 (e exm| 2 o3 (I11.35)
v " 2lm+3 ‘ *Am+3 m+3

seklinde ifade edilebilmektedir.

Ug terimliler igin,

fi1i2i3 (xil,xiz,xi3)=Iil,iz,i3f()(1,xz,...,xN)—fil (xil)—fi2 (xiz)—fi3 (Xi3)_
-1, (Xilaxiz)_f" (XiI:Xi3)_f" (Xizaxi3)_f0

L1 Lil3 I3

operatoriinden faydalanalim. Ifadenin ¢dziimii ile fonksiyonun ii¢ terimlileri genel

olarak asagidaki sekilde ifade olmaktadir.

3 N-3 3 N-2
_/om_m_m ~_(ymym m_m m_m
fil’izyis (Xil ’ Xiz ? Xi3) - (Xil Xiz Xis )(m ] (Xi1 Xiz + Xil Xiz + Xiz Xis { j

+3 m+3
3 N-1 3 N
—(X;“-i-xf‘-i-xim{ j —( j
‘ ? *Am+3 m+3

Kolaylikla goriilityor ki bundan sonraki diger terimler genel bir ifade ile

(111.36)

0
TN Z(—l)ZN(L] X XX, +...+(—1)N“(_3

m+3 m+3

" (_I)N(miﬁj

N-1
j (X:1 +Xi"21 +...+xi";)
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olarak bulunur. Bulunan ifadeler (II.1) genel denkleminde yerine yazildiginda (II.1)
denkleminin sagladigi agik¢a goOriilmektedir. Daha oOnce yapilan tanimlar
dogrultusunda fonksiyonun degismezlik dl¢enini hesaplayalim. Bunun i¢in 6nce f ve

f, ''!n norm kareleri hesaplanmalidur.

3 2N
£ = 111.37
I =(=2) a3
2 N 3 N
i =1 2m | 111.38
i =TT - (553) n3s)
olmak tizere (II.15.a) geregi o,
( 3 jZN
— N
o, =~m+3) _(3@2m+3) (I11.39)
(m+3)

0 ( 3 jN
2m+3

olarak bulunur. Buldugumuz o, ifadesinin belli degerler i¢in karsiliklar1 asagidaki

tabloda gosterilmektedir.

m N 1 2 3 4
1 0,9423 0,8821 0,8198 0,7781
2 0,8432 0,7122 0,5456 0,5072
3 0,7456 0,5635 0,4232 0,3175
4 0,6735 0,4535 0,3054 0,2057

Tablo IIL.8: (II1.22) fonksiyonu igin (II1.2) agirlik fonksiyonu kullanilarak bulunan f, lar i¢in O, degerleri

G,, m nin artan degerleri i¢in azalmaktadir. m arttikga N’nin artan degerlerine
karsihik ©,’in degeri azalmaktadir. Bu bize sabit terimin f (XI,XZ,...,XN)IHXim
i=1

fonksiyonuna katkisinin azaldigim sOylemektedir. Dolayisiyla
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N
f(X,Xg50Xy) = Hx}“ fonksiyonunu ele aldigimizda, W, (X,)=1 agulk

i=l
fonksiyonunun kullamlarak bulunan f, i katkismimn, w, (x,) =3x’ agirhk fonksiyonu

kullanilarak bulunan f;’in katkisina gore az oldugu tablo sonucglarna gore

gdzlenmektedir. Buna gére w, (x,) =3x agirlik fonksiyonun etkisi daha olumludur.

o, '1 hesaplamak igin,

3 N-1 3 N
f(x.)= m__
i) (m+3j % (m+3)

olmak tizere, f;(x;) 'iIn normunun karesini hesaplamaliy1z.

> (3 Y[ 3 9
) :(m+3j (2m+3_(m+3)2]

ve (II.15.b) denklemini kullanarak o, toplamsallik dlcent;

015[3(2”””)} [1+ Nm* J (I11.40)

(m+3)° 3(2m+3)

olarak bulunur. Buldugumuz o, ifadelerinin belli degerler i¢in karsiliklari asagida

gosterilmektedir.
m N 2 3 4 5
1 0,9961 0,9892 0,9785 0,9656
2 0,9742 0,9311 0,8773 0,8165
3 0,9384 0,8430 0,7383 0,6328
4 0,8935 0,7499 0,6047 0,4746

Tablo IIL.9: (II1.22) fonksiyonu igin (II1.2) agirlik fonksiyonu kullamilarak bulunan f; ler igin G, degerleri
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o,, N =1 olarak alindiginda m’nin tiim degerleri i¢in 1 olarak bulunmaktadir. Bu
zaten teorik olarak da beklenen bir sonuctur. Yukaridaki tabloda yapilan gézlem, m ve
N arttikca o, ’in degeri azalmakta oldugudur. Ayrica W=1 e gore daha iyi sonuglar

vermektedir.

G, '1 hesaplamak i¢in,

3 N-2 3 N-1 3 N
f . :ximxim( j —(x;n+xim{ j +( ]
v " 2lm+3 1 *Am+3 m+3

olmak tizere, f;(x;x;)'in normunun karesini hesaplamaliyiz.

> Lj
3 N-2 3 N-1 3 N2
=1, x"x —(xim+xf“ +
"2lm+3 ! *Am+3 m+3

32N 2

(m +3)*" (2m 3)?

Hfiliz (Xil » Xy, )

£, x,.x,, H _[32m + 3)(-2m* —14m - 21) + (m + 3)*

ve (II.15.c) denklemini kullanarak o, toplamsallik 6lgeni;

E[3(2m+3)JN£1+ NP N(N —1)((6m+9)(=2m” —14m—21)+ (m+3)°

2 5 ) (II1.41)
(m+3) 3(2m+3) 18(2m+3)

olarak bulunur. Buldugumuz o, ifadelerinin belli degerler i¢in karsiliklari asagida

gosterilmektedir.
m N 3 4 5 6
1 0,9997 0,9987 0,9899 0,9835
2 0,9921 0,9862 0,9634 0,9127
3 0,9871 0,9714 0,9072 0,8903
4 0,9720 0,9532 0,8803 0,8620

Tablo II1.10: (I11.22) fonksiyonu i¢in (I11.2) agirlik fonksiyonu kullanilarak bulunan fij ler i¢in G, degerleri
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o,, teorik olarak da beklenildigi gibi, N=1 ve N =2 alindiginda m’nin tiim
degerlerine karsilik 1 olarak bulunmaktadir. N’nin artan degerlerine karsilik o, degeri
azalmaktadir. N'nin artan degerleri i¢in m arttik¢a bu azalma daha fazla olmaktadir.
Ayrica o, tablo sonuglarina gore w, (x,)=3x; de W, (X;)=1 e gore daha iyi sonuglar
N

vermektedir. Sonu¢ olarak, f(Xx,,X,,....,Xy) :fo‘ fonksiyonuna w, (x,) =3x;
i-1

agirlik fonksiyonunun etkisi, W; (X;) =1 agirlik fonksiyonu etkisine gore ¢ok daha

iyidir.

¢) Fonksiyonu w, (x;)= %(1 — xf) agirlik fonksiyonu altinda [0,1] integral

araliginda inceleyelim. Verilere gore asagidaki (II.1) formunu olusturan tiim terimleri
(IL.9) genellestirilmis operatorii yardimiyla bulalim ve elde edilenler dogrultusunda bu

formun saglandigin gorelim.

Buna gore (11.8) ifadesindeki operatoriin tanimina gore f,,

1 1
3 3
f, :!E(l—xf)dxl'o[z(l—xi)dxz...

S S—_—
N | W

N
(1=xidx ([ Tx7)
i=1
(3 (3 (3
fo = [ 2O =X [ 07 x5 )b, [ 2 (6% = x v
0 0 0

(111.42)

olarak bulunur.

Tek terimliler i¢in (II.10) ifadesindeki operator tanimina gore tek terimlileri

genel bir ifade ile asagidaki sekilde verebiliriz. 1<i< N olmak lizere,

() (om0
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Fonksiyonun iki terimlileri (II.13) ifadesindeki operatér yardimiyla Onceden

buldugumuz degerler ve integrasyon sonucuna bagli olarak

3

N-2 N-1 N
3 3
fo=xmx"— 2 | —(x™4x" 111.44
i = % X'Z[(m+l)(m+3)j (X" +X12{(m+1)(m+3)] +[(m+l)(m+3)] ( )

seklinde ifade olmaktadir.

Uygun islemler dogrultusunda diger terimler genel bir ifade ile

- j _
fo+ 2 LE(x)+ DL FOx ,x, )+
i=l ip,i,=1

f1,2 j(Xl’Xz""Xj):II,Z AAAAA Jf— i (i, , ISJSN

seklinde gosterilebilmektedir. Bulunan ifadeler asagidaki genel denklemde yerine
yazilirsa, (II.1) denkleminin sagladigi agik¢a goriilmektedir. Daha Once yapilan
tanimlar dogrultusunda fonksiyonun degismezlik 6lgenini hesaplayalim. Bunun i¢in

once fve f;'1n norm kareleri hesaplanmalidir.
3 2N
£l =]
()

N N
-] (s
2 2m+1 2m+3

olmak tizere degismezlik 6lgeni (I1.15.a) ifadesi geregi,

3Nem+ DY 2m+3)N

o~ N (111.45)
(m+1)""(m+3)

O, =

olarak bulunur. Buldugumuz o, ifadesinin belli degerler i¢in karsiliklar1 asagidaki

tabloda gosterilmektedir.
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m N 1 2 3 4
1 0,7015 0,4946 0,3815 0,2444
2 0,4721 0,2214 0,1012 0,0474
3 0,3352 0,1135 0,0351 0,0116
4 0,2425 0,0588 0,0143 0,0035

Tablo II1.11: (I11.22) fonksiyonu i¢in (I11.3) agirlik fonksiyonu kullamlarak bulunan fj lar igin G, degerleri

G,, N’nin artan degerleri i¢in azalma gostermektedir. m arttikca w =%(1—Xi2)
agirlik fonksiyonu kullanilarak bulunan f,’in fonksiyonuna katkisi hizla azalma

gosterir.  Tablo  sonuglarma  gore  f(X,,X,,....Xy) = H x;"  fonksiyonuna
i=1

w. (X,) =§(1—x?) agirhik fonksiyonu kullanilarak bulunan f;’larin  katkisinin,
i i 2 i 0

W, (x;)=1 ve w, (x,)=3x] agirlik fonksiyonlarma gére daha olumsuz oldugu agiktir.

o, '1 hesaplamak i¢in 6nce

3 . 3
fk (Xk) = (m] (Xk - m] 1<k<N (III46)

olmak iizere f, (x, ) normunun karesini bulmaliy1z.

. 3 T((m+D*(m+3)’
||fk(Xk)|| _((m+1)(m+3)j (3(2m+1)(2m+3) lj
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ve ||f ||2 degerleri ile daha 6nce bulunan degismezlik 6l¢enini (II.15.b) formunda yerine

yazdigimizda birinci basamaktan toplamsallik oOlgeni asagidaki sekilde ifade

olmaktadir.

=[3(2m+l)(2m+3)]N{l_N+ N(m+1)2(m +3)?

e 5 > } (111.47)
(m+1)"(m+3) 32m+1)(2m+3)

Buldugumuz o, ifadesinin belli degerler icin karsiliklari asagidaki tabloda

gosterilmektedir.
m N 2 3 4 5
1 0,9118 0,7879 0,6572 0,5345
2 0,7157 0,4502 0,2647 0,1484
3 0,6563 0,3051 0,1298 0,0522
4 0,4851 0,1693 0,0542 0,0172

Tablo IIT.12: (T11.22) fonksiyonu igin (IT1.3) agirlik fonksiyonu kullanilarak bulunan f; ler igin G, degerleri

G,, N arttikca azalmaktadir. Bununla beraber m’nin artan degerleri i¢in N’nin

artisinin da etkisiyle bu azalma daha fazla goriilmektedir. Bu bize w, (x,) = %(1 - xf)

agirhk  fonksiyonu  kullanilarak ~ bulunan  f’lerin  f(Xx,,X,,....,Xy) = Hxim
fonksiyonuna katkisinin yetersiz oldugunu ifade etmektedir. Ayrica N’nin artan
degerleri i¢cin w, (X;) :%(l—xf) agirlik fonksiyonunun diger agirlik fonksiyonlarina
gore de katkist f, ler agisindan daha olumsuzdur.

Ikinci basamaktan toplamsallik 6lgeni o,'i hesaplamak igin (I11.44) ifadesini ele

almak tizere, f;; (X;,X; )'In normunun karesini hesaplamaliyiz.

> Ty
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3 3

I

2:(MJZN_4[<zm+1>f<zm+sf] (49

Buldugumuz degerler dogrultusunda (II.15.c) ifadesi geregi o,,

- _[3em+nem+3) :
2\ (m+1)*(m+3)°
N4+ N(m+1)’(m+3) +N(N—l) (m+1)*(m+3)* _2(m+1)2(m+3)2
32m+1)2m+3) 2 92m+1)’Cm+3)*  32m+1)(2m+3)

(111.49)

olarak bulunur.

Buldugumuz o, ifadelerinin belli degerler i¢in karsiliklari asagida

gosterilmektedir.
m N 3 4 5 6
1 0,9356 0,8967 0,7965 0,6535
2 0,8421 0,5662 0,3564 02317
3 0,7865 0,4955 0,3542 0,0803
4 0,4981 0,2693 0,0782 0,0562

Tablo I11.13: (I11.22) fonksiyonu i¢in (III.3) agirlik fonksiyonu kullanilarak bulunan fij lerigin G, degerleri

6, ve o,’in durumuna benzer sekilde o,’de m ve N artitk¢a azalma

gostermektedir. Ele alinan agirlik fonksiyonlart igin degismezlik Slgenlerinin

gosterdigi durumlar1 sonug olarak soyle ifade edebiliriz. o,, o,, ¢, N’nin artan

degerlerine gore azalarak sifira yaklagsmaktadir. m nin artan degerlerine karsilik
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N’ninde degeri arttikca azalma hizlanmaktadir. Bununla beraber w. (x;) :i(l—xf),

W, (%)=1 ve w,(x;) =3x] ’ye gore katkis1 daha azdir.

d) w,(x;)= (i+1)x§ 1<i< N olmak iizere (II.1) formunu olusturan tim
terimleri genellestirilmis (IL.9) operatdrii ile bulalim ve elde edilenlerle bu formun

saglandigini gorelim.

Buna gore (I1.8) ifadesindeki operatériin tanimina gore f,

1 1 1
f, = J.2X1dX1I3X§dx2...‘|.(N+1)X§dXNf(X1,X2,...,XN)
0 0 0

1 1 1
f, = I2X?’+1dxlj3x;n+2dx2...j (N+1)xTNdx
0 0 0

¢ _(@+D(m+D)!

0 (m+n+1)! (I1.50)

olarak bulunur.

Tek terimliler i¢cin (II.10) ifadesindeki operatoér tanimina gore tek terimlileri

genel bir ifade ile asagidaki sekilde verebiliriz..

fi(Xi)z(N+1)!(m+1)!{(m.+i+l)x?1_ } l<i<N (ILS1)
(m+N+1)! 1+1

Fonksiyonun iki terimlileri (II.13) ifadesindeki operatdr yardimiyla Onceden

buldugumuz degerler ve integrasyon sonucuna bagli olarak

_(N+l)!(m+1)!(m+i1+1)(m+i2+1)Xme_(N+l)!(m+1)!(m+i1+1)Xm_
T (m+N+1)! @i, + 1), +1) TR (maN+D)! G+
(N+1)!(m+1)!(m+i2+1)Xm+(N+l)!(m+l)!

Mm+N+D!  (,+]) ®  (m+N+])!

(1IL.52)
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seklinde ifade edilmektedir.
Ug terimliler igin,

fi1i2i3 (Xil » Xy, >X13) =1 T (XX Xy ) = fi] (Xi, )— fiz (Xiz )— fi3 (Xi3 )—

I1bl,13

-1, (Xi1 s Xy, )— f11i3 (Xil s X, )— fizi3 (Xiz s X, )— 1,

111y

operatdriinden faydalanalim. Ifadenin ¢dziimii ile fonksiyonun {i¢ terimlileri genel

olarak asagidaki sekilde ifade olmaktadir.

| |
fiii (Xi aXi 9Xi ):wx
BT TR (i N+
| (me+i, +1)m+i, + ) (m+k+1) (T (m-+i, +1)(m-+i, +1) mem_
(i, + 1), +1)(k+1) W G,+DG,+) " (ILS3)
(e D 4D g (e, H )@ 4D '
G+DG+D " GHDE+) T
_ (m+i, ‘+1) < (m.+i2 +1) < (m.+i3 +1) "1
| m+i L+l L+l ¢ i
Kolaylikla goriilityor ki bundan sonraki diger terimler genel bir ifade ile
- j _
fo + 2 LFC)+ DT f(x, L%, )+
i=1 ipi,=1 )
f1,z ’’’’ j(xl,xz...,xj) =1, . J.f— ' (i , 1<j<N
J
Y Lo f

olarak bulunur. Bulunan ifadeler asagidaki genel denklemde yerine yazilirsa, (IL.1)
denkleminin sagladigi agik¢a goriilmektedir. Daha oOnce yapilan tanimlar
dogrultusunda fonksiyonun degismezlik 6l¢enini hesaplayalim. Bunun i¢in 6nce f ve

f, 'm norm kareleri hesaplanmalidur.

s (o) (N+DI@m+1)!
Il _I{HXJ j_ (2m+N+1)!

=1
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I = (N+D!(m+1)Y)
0 (m+N +1)!

olmak tizere (I1.15.a) ifadesi geregi degismezlik dlgeni

((N+1)!(m+1)!}2

(m+N+1)! (m+DP 2m+N+1)!
2m+N+1)!

olarak bulunur. Buldugumuz o, ifadesinin belli degerler i¢in karsiliklar1 asagidaki

tabloda gosterilmektedir.

m N 1 2 3 4
1 0,8936 0,8323 0,8012 0,7778
2 0,7522 0,6323 0,5546 0,5143
3 0,6432 0,4854 0,3932 0,3367
4 0,5556 0,3742 0,2806 0,2251

Tablo III.14: (I11.22) fonksiyonu igin (III.4) agirlik fonksiyonu kullanilarak bulunan fj lar igin 0, degerleri

Buna gore o,’in degeri m’nin artan degerlerine karsilik N’nin de etkisi ile

N
azalmaktadir. f(xl,x2,...,xN):Hx;“ denklemine wi(xi):%(l—xf)’nin katkist

i=1

azalma yoniindedir. Ancak w, (x,)=(i+1)x! agurhk fonksiyonunun katkist

w.(X;)= %(l - xlz) agirlik fonksiyonuna gore daha iyidir.

o, '1 hesaplamak igin,

f(x)) (m+1)!(N+1)![(m+j+1) o

' - i -1, I1<j<N
(m+N+1)! (g+D
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olmak tizere, f;(x;) 'in normunun karesini hesaplamaliyiz.

I _(m+1)(N+1)!T( (m+j+1) _IJ

(m+N+1) ) G+D@2m+j+1)

ve (I1.15.b) denklemini kullanarak o, toplamsallik dlcent;

cylE[(N+1)!(m+1)!2(2m+N+1)!J( i( (m+j+1) n 1L55)

(m+N+D? (2m+1)! Y L G+D@2m+j+1)

olarak bulunur.

Buldugumuz o, ifadelerinin belli degerler i¢in karsiliklar1 asagida

gosterilmektedir.
m N 2 3 4 5
1 0,9901 0,9841 0,9730 0,9602
2 0,9632 0,8954 0,8814 0,8698
3 0,9110 0,8335 0,7691 0,7211
4 0,8549 0,7347 0,6450 0,5779

Tablo III.15: (I11.22) fonksiyonu igin (II1.4) agirlik fonksiyonu kullanilarak bulunan f; ler igin G, degerleri

o,, N’nin artan degerlerine karsilik azalma gostermektedir. Bununla beraber m
arttikca N’nin artan degerleri igin, w, (x,)=(i+1)x! aguhk fonksiyonu kullanilarak

bulunan f;lerin fonksiyona katkisi azalmaktadir. Ayrica w,(x,)=(i+1)x] agirhk

fonksiyonunun katkisi, w, (x;) = %(1 — xf) agirlik fonksiyonuna gore katkist ¢ok daha
tyidir.

G, '1 hesaplamak igin,
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_(N+1)!(m+1)!(m+i1+1)(m+i2+1)mem_(N+1)!(m+1)!(m+i1+l)xm_
" (m+ N+1)! (1, + 1), +1) TR (m+ N+ G +) T
(N+DI(m+ D! (m+i, +1) ,  (N+DI(m+1D)!

(m+N+D)!  @G,+1) 2 (m+N+1)!

olmak tizere, f,; (X, ,X; )'in normunun Karesini hesaplamaliyiz.

> T,

"fi,i2 (Xil > X, )

> ((N+D)!(m+D1Y’ (m+i, +1)>(m+i, +1)° "
- (m+N+1)! 1, +DG, +HC2Cm+1i, +H(2m+1, +1)

ve (IL.15.c) denklemini kullanarak o, toplamsallik Olceni (II1.64) ile gdsterilmek

lizere,

5, = (N+l)!(m+l)!22(2m+N+1)!(1—N+i | (m+j+1)‘2
(m+N+DF 2m+1)! G DEm+j+ 1)

J

(111.56)

i - (m+i, +1)*(m+i, +1)°
(1, +D(@, +D2m+1, +1)2m+1, +1)

i,i,=1
i)<i,

olarak bulunur. Buldugumuz o, ifadesinin belli degerler i¢in karsiliklar1 asagidaki

tabloda gosterilmektedir.

m N 3 4 5 6
1 0,9991 0,9987 0,9887 0,9824
2 0,9813 0,9520 0,9342 0,9005
3 0,9716 0,9322 0,8903 0,8540
4 0,9511 0,8873 0,8106 0,7907

Tablo II1.16: (I11.22) fonksiyonu i¢in (II1.4) agirlik fonksiyonu kullanilarak bulunan fij lar igin G, degerleri

0,, N'nin artan degerlerine karsilik azalma gdstermektedir. m’nin etkisi de goz

Oniine aliminca bu azalma hizlanmakta ve f;’nin fonksiyona katkisi kotiye
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gitmektedir. Bununla berbaer w,(x,)=(i+1)x!’nin fonksiyona katkis1 etkisi

w;(x;)= %(1 —~ xf) e gore daha iyidir.

f (xl,xz,...,xN):Hxim fonksiyonuna agirlik fonksiyonlarmin etkileri belli

i=1
degerler igin incelenmistir. Artan w, (x,) =3x’ agirlik fonksiyonunun [0,1] araliginda
tepe noktasi (0,0)dir. Bu agirhik fonksiyonu kullanilarak bulunan f;, f;, f; lerin, tepe
noktas1 (0,0) ve artan yapida olan f(x,,X,,...,Xy)= fon fonksiyonuna katkisi
i=1

olumludur. Ancak m ve N’nin artan degerleri i¢in katki yavaslayan bir azalma

gostermektedir. Azalan w, (Xx,) = %(1 - Xf) agirlik fonksiyonunun [0,1] araliginda tepe

noktas1 (0,3/2)dir. Bu agirlik fonksiyonu kullanilarak bulunan f, f, fij ’lerin,

N
f(xl,xz,...,xN)=1_[xim fonksiyonuna katkist olumsuzdur ve m ile N’nin artan
i=l1

degerleri igin katki daha da azalmaktadir. Artan w,(x,)=(@i+1)x agirlk

fonksiyonunun [0,1] araliginda tepe noktast (0,0)dir. Bu agirlik fonksiyonu

N
kullanilarak bulunan f,, f;, f;’lerin, f (x],xz,...,xN):fon fonksiyonuna katkisi
i=1
olumludur. Ayrica m ve N’nin artan degerleri i¢in o, ’larin degeri azalmaktadir.
Burada dikkat ¢eken bir husus vardir. Artan yapidaki agirlik fonksiyonlari ile bulunan
fy, f;, f;’lerin fonksiyona katkisi olumlu, azalan yapidaki agirhk fonksiyonlar ile

bulunan f;, f;, f;’lerin fonksiyona katkisi olumsuz olmaktadir. Agirlik fonksiyonlar

ile ele aliman fonksiyonun yapilar1 birbirine benzedikge, basta verilen agirlik

fonksiyonlar1 kullanilarak bulunan f;, f;, f;’lerinde katkisi ¢ok olumlu sonuglar

vermektedir. Buna gore  f(X,,X,,..,Xy) = H x;"  fonksiyonuna, sirasiyla
i=1

wo(x)=3x2, w,(x)=@(+Dx, w(x)=1 ve wi(xi):%(l—xiz) agirlik
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fonksiyonlarmin katkilar1 azalan bir etki gostermislerdir. Bunlarim icinde

N
f(X;, X, Xy) = [ [ X" *de en iyi katki saglayan w, (x;) = 3x; *dir.

i=1

Ucgiincii olarak
(X}, X0 Xy) = DX (111.57)

fonksiyonunu [0,1] integral araliginda, bu boliimiin basinda verilen dort adet agirlik

fonksiyonu i¢in inceleyelim.

a) w,(x;)=1, 1<i<N olmak iizere (II.9) genellestirilmis operator

yardimiyla (II.1) formunu terimlerini bulalim.
Buna gore (I1.8) ifadesindeki operatériin tanimina gore f,

1

£y=[.

0

o

N
dx,dx,..dx () x})
i=1

f, = jxldxljdxz...jde +j...jdx1...de(x§ +..+XY)
0 0 0

0 0
£,=) — (IIL.58)

olarak bulunur.

Tek terimliler i¢in (II.10) ifadesindeki operator tanimina gore tek terimlileri

genel bir ifade ile asagidaki sekilde verebiliriz..

. 1 .
fi(x)=xj-——, 1<j<N (I11.59)
j+1
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Fonksiyonun iki terimlileri (II.13) ifadesindeki operatér yardimiyla Onceden
buldugumuz degerler ve integrasyon sonucuna bagli olarak agirlik fonksiyonlariin her
birinin ilgili aralik tizerindeki integralinin 1 olmasi ve bilesenlerin diklik kosuluna goére

ikililer O olarak bulunur.
Ug terimliler igin,

f111213 (Xil s X, 5 X, )= Iil,iz,i3f(xl D SYRUS OO fi1 (Xil )— fiz (Xiz )— f13 (Xi3 )—

- filiz (Xi1 » X, )— fi1i3 (Xil s X, )— f1213 (Xiz s X, )—1,
operatoriinden faydalanalim. Denklemde bilinmeyenler onceki islemlerde elde
edilmisti. O halde bu bilinmeyenlerin yerine yazilmasi, agirlik fonksiyonlarinin her
birini ilgili aralik {izerindeki integralinin 1 olusu ve bilesenlerin diklik kosulu geregi,
fonksiyonun Tgliileri de 0 olarak bulunmaktadir. Dolayisiyla diger terimlerde “0”
olarak bulunur. Bulunan terimlilerin degerleri (II.1) de yani ifadesinde yerine

yazildiginda,

N
f(xl,xz,...,xN):Z%+(xf —%)+(x§ —%)+...+(x§ — N1+1j+0+'"

=1 )t
(II1.75) denklemini sagladig1 acikca goriilmektedir.

Bu durumda degismezlik dlceni (II.15.a) ifadesi geregi,

=3

T )+
I =1, ((x, + 2 +..+x2F)

| 131 131 1 &1 1 1
=S S S )

ol 251+l 3TFi+1 iSN-1

olmak iizere o,
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Gy =— S ~ S (II1.60)
1 1 I 1 1 1 1

+2l =) —+—

Z:2i+1 (ZZ 1 3§i+1 N- 1;11+1 NN+1]

i=1

1=

seklinde ifade olur.

Buldugumuz o, ifadesinin N’nin bazi degerleri i¢in karsiliklar1 asagidaki tabloda

gosterilmektedir.
1 2 3 4 5
0,7512 0,8032 0,8312 0,8623 0,8907

Tablo II1.17: (II1.57) fonksiyonu i¢in (IIL.1) agirlik fonksiyonu kullanilarak bulunan fy lar i¢in G, degerleri

Agirlik fonksiyonlar etkisiyle artan N degerleri i¢in, G, ’lar 1’e yaklagmaktadir.
o, '1 hesaplamak i¢in

fi(x))= XJ—L1 I<j<N
]+

olmak tizere f;(x;)'in normunun karesini bulmaliy1z.

2
1 1 1
HfJ(XJ)HZ :J-(X _J+1J de = 2j+1_(j+1)2

0

Buldugumuz degerleri (II.15.b) denkleminde yerine yazalim. Bu durumda o,

degismezlik dlceni

N( ) SRR I N ( jz
z ) +z
=\i+1 ='1+1 31_31+1 NN = 2i+1 \i+1

1 N N N 1 N 1
I ( N NN+J

1=

=1 (IIL61)
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o, N’nin tiim degerleri i¢in 1 olmaktadir ki bu teorik olarak beklenen bir sonugtur ve

kontrol amaci ile sonuca gidilmistir.

b) w,(x,)=3x, 1<i<N olmak iizere asagidaki (IL.1) formunu
olusturan tiim terimleri (I1.9) genellestirilmis operatér yardimiyla bularak elde

edilenlerle bu formun saglandigini gorelim.

Buna gore (I1.8) ifadesindeki operatdriin tanimina gore f,

1 1 1 N
f, = .([3x12dX1.([3X§dxz-~-'(|:3X12\1dXN(iZ_l‘,X;)

1 1 1 1 1
f, = 3dexlj3xidxz...j3xf\]de +J‘3X12dxljl3xgdxz...j3xf\]de +
0 0 0 0 0

S —

1 1 1
et .([3xfdx1-(|).3x§dx2...-(|). 3x) Pdxy
(I11.62)

olarak bulunur.

Tek terimliler i¢in (II.10) ifadesindeki operator tanimina gore tek terimlileri

genel bir ifade ile asagidaki sekilde verebiliriz..

f(x,)=x! _3 1<i<N (I11.63)

1+3

Fonksiyonun iki terimlileri (I.13) ifadesindeki operatdr yardimiyla 6nceden

buldugumuz degerler ve integrasyon sonucuna bagli olarak 0 olarak bulunmaktadir.

Ug terimliler igin,
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filizis (X119X129Xi3)21ili i3f(X19X27“'9XN)_f‘ (x; )_fiz (Xiz)_fi3 (Xi3)_
-1 (x %)) 6 (xg L% ) —f ) (x L% ) -1

ijiy ii3

operatoriinden faydalandigimizda ikililerin bulunmasma benzer iglemler sonucunda

ticliiler de 0 olarak bulunmaktadir

Buna gore kolaylikla goriiliiyor ki bundan sonraki diger terimler “0” olarak

bulunmaktadir. Bulunan ifadeler (II.1) genel denkleminde yerine yazilirsa,

1 3 3 3
f (X, X,y Xy ) =3 Y O U [ o (FEpY Vg j+0+..
(%, )= 1|+3(14j(25) (N N +3

(II.75) denklemine doniisiir. Dolayistyla (II.1) denkleminin saglandig1 agik¢a

goriilmektedir.

Bu durumda degismezlik dlceni (II.15.a) ifadesi geregi,
2
Jof =[5 ) v
I =1, (x, +x2+ .+ x2F)

5 N 1 1S 1 1 & 1 1
Il _3;2”3”8(412”3 523:1 300 N+2N+3j

1

olmak tizere

Ne)

(zJ

N1 S| N1 1 1
3D ———+18 Z—+ ST
= 21+3 =i+3 5T1+3 N+2N+3

G, = (111.64)

olarak bulunur. 6,,’1n N’nin degisen degerlerine gore tablosu asagida verildigi gibidir.
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1 2 3 4 5

0,9381 0,9452 0,9481 0,9629 0,9784

Tablo III.18: (II1.57) fonksiyonu i¢in (II.2) agirlik fonksiyonu kullanilarak bulunan f lar i¢in G, degerleri

Agurlik fonksiyonlari etkisiyle artan N degerleri i¢in o, ’lar 1’e yaklasmaktadir.
Bununla birlikte fonksiyon, w,(x,)=23x. agirlik fonksiyonu kullamlarak bulunan

f,larn katkist w; (X;) =1 agirlik fonksiyonu kullanilarak bulunan f;larmn katkisina

gore daha iyi sonuglar vermektedir.
6, '1 hesaplamak i¢in 6nce

fi(x;)= XJ—% 1<j<N
]+

olmak tizere f;(x;) normunun karesini bulmaliyiz.

3 Y 3 9
Hfj(xj)uz :IOKXj - m+3) :lz 2j+3 - (j+3)°

Ve

5 N 1 N 1 & 1 1
”f” _3;2i+3+18(4121+3 521 3 '"+N+2N+3]

1=

olmak iizere buldugumuz degerleri ve degismezlik Olceninin degerlerini (II.15.b)
denkleminde yerine yazalim. Bu durumda birinci basamaktan toplamsallik 6lgeni

asagidaki sekilde ifade olmaktadir.

< 9
o = (;1+3] ;2 +3 (1+3)

1 N
SRS L R
21+3 4 =i+3 551+3 N+2N+3

=1 (IIL65)
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olarak elde edilmektedir. o, N’nin tiim degerleri i¢in 1 olmaktadir.

¢) Fonksiyonu w,(x,) =%(1—Xi2) agirhik  fonksiyonu altinda
inceleyelim.

Verilere gore (II.1) formunu olusturan tiim terimleri bularak elde edecegimiz
ifadelerle formun saglandigini gorecegiz. Bunun i¢in (I1.9) genellestirilmis operator

yardimiyla (II.1) formunun terimlerini bulalim.

Buna gore (I1.8) ifadesindeki operatériin tanimina gore f,

IR N 0

ot

i3 (3
= J.E(l—xf)dxlja( —x3)dx,...
0 0

1

1 1

3 3

fo =[50 =xDdx [ 2 (=x3)dx,. Iz( —x})dxy +

0 0 0
1 1 1

3 3 3
jz(l—xf)dxlj S (x2 —x})dx,.. IE(I—Xi)de+...+
0 0 0
1 1 1

3 3 3 N
[5 A= xDdx, [ 0=x0)dx,.0 [ 08 =33y
0 0 0

it 1 (111.66)
2 3 N+2 N+3

3
fO :5(

olarak bulunur.

Tek terimliler i¢in (II.10) ifadesindeki operator tanimina gore tek terimlileri

genel bir ifade ile asagidaki sekilde verebiliriz..

f.(x,)=x; —é L—L 1<i<N (I11.67)
20i+1 1+3

Fonksiyonun iki terimlileri (II.13) ifadesindeki operatér yardimiyla Onceden

buldugumuz degerler ve integrasyon sonucuna bagli olarak 0 olarak bulunmaktadir.
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Ug terimliler igin,

filizi3 (Xi1 X, 9X13) = Iil,iz,i3f(X17X2""7XN )— fil (Xi1 )— fiz (Xiz )— f13 (Xi3 )—
- filiz (Xi1 Xy, )— fili3 (Xil » X, )— fi2i3 (Xiz s X, )— 1,

operatdriinden faydalandigimizda ikililerin bulunmasia benzer iglemler sonucunda

ticliiler de 0 olarak bulunmaktadir

Buna gore kolaylikla goriiliiyor ki bundan sonraki diger terimler “0” olarak

bulunmaktadir. Bulunan ifadeler (I1.1) genel denklemde yerine yazilirsa,

3(1 1 1 1 m 31 1
fF(X, X Xy)==| =+ = ———— +H X == === +
212 3 N+2 N+3 2\2 4

) 3[1 1) N 3( 1 1 j
Xy ——| ——— FoH [ Xy = ——— +0+..
2\3 5 2\N+1 N+3

(II.75) denklemine doniisiir. Dolayistyla (II.1) denkleminin saglandig1 agikca

goriilmektedir.

Bu durumda degismezlik dlgeni (II.15.a) ifadesi geregi,

> [3(1.1 1 1\
=B we)

N N N
=23 e B U )
275\ 2j+1 2j+3 2 4)5\j+1 j+3 3 5)50j+1 j+3

N
3[l—ljz L—L +...+3(i— ! j( o1 ]
4 6)5\j+1 j+3 N N+2AN+1 N+3

olmak tizere o,
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Hl 1_1_1ﬂ2
212 3 N+2 N+3 (IIL68)

1 1\ 1 1 1 1\ 1 1
2J+1 2J+3 2 4)=5\j+1 j+3 3 5)5\+1 j+3

1 1)\ 1 1 1 1 1 1
—— Z |+ - -
4 6)=Z\j+1 j+3 N N+2AN+1 N+3

olarak bulunur. 6,’1n N’nin degisen degerlerine gore tablosu asagida verildigi gibidir.

1 2 3 4 5
0,7031 0,7588 0,7814 0,7993 0,8013

Tablo II1.19: (IIL.57) fonksiyonu i¢in (IIL.3) agirlik fonksiyonu kullanilarak bulunan fj lar icin G, degerleri

Agirhik fonksiyonlari etkisiyle N’nin artan degerleri i¢in o,’lar 1’e
yaklagsmaktadir. Artan N degerleri i¢in, w,(x;)=— (1 X; ) agirhik fonksiyonu

kullanilarak bulunan f,larin fonksiyona katkisi, W, (X%)=1 ve w,(x,)=3x’

kullanilarak bulunan flarin katkisindan daha azdir.

6, '1 hesaplamak icin 6nce

f (x,)= xk—é[L— ! ) I<k<N
2\k+1 k+3

olmak iizere f, (x, ) normunun karesini bulmaliy1z.

> [3( 1 1 of 1 1Y
) —Hzm‘zmj‘z(m‘mj }
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N N
e Fe e e e e et
2j+1 2543 2 4)5\j+1 j+3 3 550+ j+3
N
3(l—ljz L—L +...+3[i— ! ]( 1 1 j
4 6=+l j+3 N N+2AN+I N+3

Buldugumuz degerleri ve degismezlik Olceninin degerlerini  (II.15.b)

denkleminde yerine yazalim. Bu durumda birinci basamaktan toplamsallik 6lgeni

asagidaki sekilde ifade olmaktadir.

311 1 1 d3( 1 1 Yof1 1Y
2123 N+2 N+3 =12 2k+1 2k+3) 4\k+1 k+3
61: N N
*Z L1 +3(1—1]Z 1 +3(1—1j2 IR
2J+1 2J+3 2 475\ g+l )43 3 55U+l j+3
N
UL SRR R AR (.
4 6)=\j+1 j+3 N N+2AN+1 N+3

olarak elde edilmektedir. o, N’nin tiim degerleri i¢in beklenildigi gibi 1 olmaktadir.

~1 (IIL.69)

d) Fonksiyonu w, (x;)= (i + l)xﬁ agirlik fonksiyonu altinda inceleyelim.
Verilere gore (II.1) formunu olusturan tiim terimleri bularak elde edecegimiz ifadelerle

formun saglandigin1 gorecegiz. Bunun icin (I1.9) genellestirilmis operatdr yardimiyla

(II.1) formunun terimlerini bulalim.

Buna gore (I1.8) ifadesindeki operatdriin tanimina gore f,

1 1 1
= J.2X1 dx1I3x§dx2...I (N+ l)xﬁde(i x!)
0 0 i=1

0

1 1 1 1 1 1
= I2dexlj3x§dxz...I(N+1)XEdXN +I2X1dxlj3xgdxz...j (N+Dxydx,y +
0 0 0 0

+J.2x dxl.[3)(2d)(2 I(N+l)x dxy
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N
£=> k+l (I11.70)

olarak bulunur.

Tek terimliler i¢in (II.10) ifadesindeki operator tanimina gore tek terimlileri

genel bir ifade ile asagidaki sekilde verebiliriz..

i+1

£ i
() =xi =

1<i<N (1IL.71)

Fonksiyonun iki terimlileri (I1.13) ifadesindeki operatdr yardimiyla Onceden

buldugumuz degerler ve integrasyon sonucuna bagli olarak 0 olarak bulunmaktadir.
Ug terimliler igin,

(XXX ) =1 F(X Xy X ) = £ (%)= (%) -1 (X)) —

=1 (xLx )~ 1 (x L% ) -1 (x,x;) — 1

L1 Lil3 I3

] 12]3

operatoriinden faydalandigimizda ikililerin bulunmasia benzer iglemler sonucunda

ticliiler de 0 olarak bulunmaktadir

Buna gore kolaylikla goriiliiyor ki bundan sonraki diger terimler “0” olarak

bulunmaktadir. Bulunan ifadeler (II.1) genel denkleminde yerine yazilirsa,

Nok+1 2 3 N+1
(X, Xg5e0s Xy ) = z2k+1 [1—§J+(x§—§j+...+[x§—2N+J+O+

(II1.75) denkelmine doniistir. Dolayisiyla (II.1) denkleminin saglandig1 agikca

goriilmektedir.

Bu durumda degismezlik 6lgeni (II.15.a) ifadesi geregi,

N il 2 k+1 k+1 N N+1
=25+ 2{322“1 _22k+1 '"+2N—12N+1}

k=1 k=2
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degeri de goz Oniine alinarak o,

[kZN: o j (I11.72)

2k

N N N
Zk+1+2gz +1 gz k+1 N N+1
3k+1 3 5% 2k+1 2N—12N+1

olarak bulunur.

o, ' N nin degisen degerlerine gore tablosu asagida verildigi gibidir.

1 2 3 4 5
0,8912 0,9323 0,9354 0,9479 0,9706

Tablo II1.20: (IIL.57) fonksiyonu i¢in (IIL.4) agirlik fonksiyonu kullanilarak bulunan fj lar i¢in G, degerleri

G,, N’nin artan degerleri igin artmaktadir. Dolayisyla w, (x,)=(i+1)x! agirlik

fonksiyonu kullanilarak bulunan flarin fonksiyona katkis1 olumlu yondedir.
6, '1 hesaplamak i¢in 6nce

k+1

fk(Xk):Xlli _2k+1

olmak iizere f, (x, ) normunun karesini bulmaliy1z. Buna goére

> k+1 k+1Y
I =[] ve
3k+1 \2k+1

N k41 2 k+1 k+1 N N+1
I =25+ 2[5221(“ _22k+1 '"+2N—12N+1}

k=1 k=2

olmak {iizere buldugumuz degerleri ve degismezlik O6l¢eninin degerlerini (I1.15.b)
denkleminde yerine yazalim. Bu durumda birinci basamaktan toplamsallik 6lgeni

asagidaki sekilde ifade olmaktadir.
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N+l )Y & k1 k+1)
2 +Z -
= 2k +1 =1 3k+1 \2k+1
G, = =1 (IL73)
Nok+1 29 k+1 k+1 N N+1
Sy krl o2y fz ot
o 3k +1 3 2k +1 72k +1 2N -12N+1

=1 k=2

olarak bulunur. o, N’nin tim degerleri i¢in 1 olmaktadir. Toplamsal

N
f(X[,Xp50Xy) = ZXI fonksiyonunun [0,1] araliginda tepe noktas1 (0,0)’dir ve artan

i=1
yapidadir. Bu fonksiyona en iyi katki tepe noktast (0,0) ve artan yapida olan

w, (x,)=3x] agirhk fonksiyonu kullamlarak bulunan f,’lardan gelmektedir daha

sonra sirastyla tepe noktast (0,0) olan w,(x,)=(i+1)x!, sabit fonksiyon olan

W, (X;)=1 ve tepe noktast (0,3/2) olan w,(x;)== (1 X; ) agirlik fonksiyonlari da

olumlu etkilere vesile olmaktadir. Burada en kotii sonuglarin w, (x;) =%(1—Xi2)

agirlik fonksiyonundan gelmesi onun azalan fonksiyon olmasi hasebiyle dogal
karsilanmaktadir. Zira daha 6nce de benzer yorumlara ulagsmistik. Ele alinan fonksiyon
ile agirlik fonksiyonunun tepe noktasi ve artan-azalan olma bakimindan benzer olmasi,

bu agirlik fonksiyonlart kullanilarak bulunan f;’larin fonksiyona katkisinin gayet

olumlu sonuglar vermesine sebep olmaktadir. o, ’lar 1’e yaklasmaktadir. Sonug olarak

N
tim agirlik fonksiyonlarinm f(x,,X,,...,Xy) = Zx} fonksiyonuna etkisi belli degerler
i=1

icin tablo sonuglart ile gdzlenmektedir. Buna goére N =1 i¢in fonksiyona en iyi etkiyi

w, (x,)=3x agirlik fonksiyonu vermistir. Bununla beraber w, (x,)=(i+1)x!,
W, (X%)=1 ve w,(x,)= 2(1 X; ) agirhik fonksiyonlart da sirastyla iyi bir sonuca
yaklagmaktadir. Ayrica N’nin bilyiik degerleri igin w, (x,) =3x;, w,(x;)= %(1 - xf)

ve wW.(x,)= (i+1)x§ birbirine yakin degerlerle iyi sonuglar vererek, teorik {ist sinir

olan 1 degerine epeyce yaklagmislardir.
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Dordiincii olarak
f(xl,xz,...,xN)=HX§ (I11.74)

fonksiyonunu [0,1] integral araliginda, bu boliimiin basinda verilen dort adet agirlik

fonksiyonu i¢in inceleyelim.

a) w,(x,)=1 olmak iizere [0,1] integral aralifinda (I1.9) genellestirilmis
operator yardimiyla (II.1) formu olusturan tiim terimleri bulalim ve elde edilenlerle
(IL.1) formunun saglandigin1 gorelim. Buna gore (II.8) ifadesindeki operatdriin

tanimina gore f,

1 1 N ]
f, = !...!dxldxz...de(l;llx})

1

f, = jxl dx, I xidxz...j xndx
0 0

(=}

£ = (IIL.75)

olarak bulunur.

Tek terimliler i¢in (I1.10) ifadesindeki operatoér tanimima gore tek terimlileri

genel bir ifade ile asagidaki sekilde verebiliriz..

£(x,) =m((i+1)x§ ~1) 1<i<N (IIL.76)

Verilen fonksiyonun,

f, (% x) =1 (X, xp,.x) - (%) _fiz (x;,)—f, 1<i,i, <N, k<m
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operatorii yardimiyla iki terimlileri ifadeleri bulalim.

f

1 1
b (%) = [ 00X dx = £ (x) =6, () = 1,

0 0
ifadesine bagli yapilan islemlere, agirlik fonksiyonlarmin her birinin ilgili aralik
izerindeki integralinin 1 olmasi ve bilesenlerin diklik kosuluna goére fonksiyonun

ikilileri genel olarak asagidaki sekilde ifade olmaktadir.

f

iy (Xi, > Xy, )= m [((il + 1)(i2 + 1)Xin:XZ1 )_ ((il + I)X?: )_ ((iz + I)X?; )+ 1]

Fonksiyonun {i¢ terimlileri i¢in,

filizi., (xil > S )= Iil,iz,i3 (X, X000 Xy ) — fil (xil )— fiz (Xiz )— fi3 (xi3 )—
| - filiz (Xil s X, )— fi1i3 (Xil s X, )— fi213 (X12 s X, )— 1,
operatdriinden faydalanalim. Ucg terimlilerin bulunmasini saglayan denklemde
bilinmeyenler onceki islemlerde elde edilmisti. O halde bu bilinmeyenlerin yerine
yazilmast, agirlik fonksiyonlarmin her birini ilgili aralik tizerindeki integralinin 1 olusu
ve bilesenlerin diklik kosulu geregi fonksiyonun {i¢ terimlileri genel olarak asagidaki

sekilde ifade olmaktadir.

o @Hﬂﬂﬁﬂﬂﬁﬁ%@”h”ﬁ%%@“h“ﬂﬁ)(mw)

fic m +((i2 +1)i; +1)x2x) )+(2(i1 +1)x; )+(2(i2 +1)x; )+(2(i3 +1)x )—4

Buna gore diger terimlerde benzer operatorler yardimiyla elde edilmektedir.

Bulunan tiim bu terimler (II.1) genel denkleminde yerine yazildiginda,
£(X,, X000y Xy ) = X, X500 XN

oldugu goriilmektedir. Dolayisiyla (I1.1) denkleminin saglandigi acik¢a goriilmektedir.
Daha 6nce tanimlandig {izere, fonksiyonun degismezlik dl¢enini hesaplayalim. Bunun

icin 6nce f ve f,'!n norm kareleri hesaplanmalidir.
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[E]° = ToF (X1, X0 X )

N
A 1
xHdx . = | I ve
P 2i+1

i=1

N
-1

S —_— —

o ()

olmak tizere (II.15.a) ifadesi geregi G,

| ]2
o =M (I11.78)

0 N 1

1_[2i+1

i=1

olarak bulunur. 6,’1n N’nin degisen degerlerine gore tablosu asagida verildigi gibidir.

1 2 3 4 5
0,7526 0,4203 0,1801 0,0656 0,0128

Tablo II1.21: (I11.74) fonksiyonu i¢in (IIL.1) agirlik fonksiyonu kullanilarak bulunan fj lar i¢in G, degerleri
o, N’nin artan degerleri i¢in azalmaktadir. Bu da bize w =1 agirlik fonksiyonu
kullanilarak bulunan f,’1n fonksiyona katkisinin yetersiz oldugunu gosterir.
o, '1 hesaplamak i¢in

£.(x) = (G +DxE—1), 1<k<N

(N+1)

olmak iizere f, (x,)'in normunun karesini bulmaliy1z.
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£ xOf = j[ ! ((j+1)x1;—1)j dx,

L (N+1)

O e (R NS [t | ]

N+1) ]| 2j+1

(=]

Buldugumuz degerleri ve (I1.15.b) denkleminde yerine yazalim. Bu durumda o,

toplamsallik Slgeni;

S
[szﬁl}
N
II2]+1

j=1

(111.79)

9
Il

olarak bulunur. o, ’m N’nin degisen degerlerine gore tablosu asagida verildigi gibidir.

2 3 4 5 6
0,8921 0,6232 0,3403 0,1496 0,0544

Tablo I11.22: (I11.74) fonksiyonu i¢in (II.1) agirlik fonksiyonu kullanilarak bulunan f; ler i¢in G, degerleri

N =1 i¢in o, 1 olarak bulunmaktadir ki bu beklenen bir sonugtur. w =1 agirlik

fonksiyonu kullanilarak bulunan f. lerin fonksiyona katkis1 yetersizdir.

G, '1 hesaplamak i¢in

£ (X ,X) =

11,15

(N1+1)! (G, + 0+ D)= G+ 0 )= (6, + ) 1]

olmak tizere f;; (x; ,X; )'In normunun karesini bulmaliy1z.

Lo+ G+t)  G+1) G+l
(N+1)2 | (21, +1)2i, +1)  2i,+1  2i,+1

2
Hfiliz (Xil s X, )| =
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Buldugumuz degerleri (II.15.c) denkleminde yerine yazalim. Bu durumda o,

toplamsallik 6lgeni;
S e S F G
2J+1 S Qi+1)2j+1) 2i+1  2j+1
5, = i< (I11.80)

N
H2]+1

j=1

olarak bulunur. 6,’1n N’nin degisen degerlerine gore tablosu asagida verildigi gibidir.

3 4 5 6
0,9402 0,7358 0,4621 0,2504

Tablo I11.23: (I11.74) fonksiyonu i¢in (III.1) agirlik fonksiyonu kullanilarak bulunan fij lerigin G, degerleri

N =1 ve N=2 i¢cin &, 1 olarak bulunmaktadir. Bu teorik olarak da beklenen

bir sonugtur. Bununla beraber N’nin artan degerleri i¢in o, 'nin degeri azalmaktadir.

b) w,(x,)=3x. olmak iizere [0,1] integral arah@mda (Il.1) formu
olusturan tiim terimleri (II.9) genellestirilmis operator yardimiyla bulalim ve elde

edilenlerle (II.1) formunun saglandigini gorelim.

Buna gore (11.8) ifadesindeki operatoriin tanimina gore f,,

f, = 2dle.3x dx,.. I3X dx f (X, X550 Xy)

o'—-.~

1 1 1
f, = I3dex1J3X3dxz...j3x§+2de
0 0 0

2'3N+1

f =
©(N+3)

(11L.81)
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olarak bulunur.

Tek terimliler i¢in (II.10) ifadesindeki operatoér tanimina gore tek terimlileri

genel bir ifade ile asagidaki sekilde verebiliriz..

N

2 )[(1+3)X§ -3] 1<i<N (I11.82)

L= 3

Fonksiyonun ikililerini bulmak i¢in asagidaki ifadeyi ele alalim.

(X|’ |)_I f(xli'XZ""XN)_fil(xil)_fi (Xiz)_fO’ (1<Ik’.m N k<m)

||2

onceden elde ettigimiz degerler dahilinde yukaridaki ifadenin ¢6zlimii ile fonksiyonun

ikilileri,

2373 3 —23% [l +3)x (i, +3)xh [+ 2.3%
(N+3)

seklinde genel olarak ifade edilmektedir.

Diger terimlerde benzer operatorler yardimiyla bulunmaktadir. Buna gore
bulunan ifadeler yerine yazildiginda (II.1) genel denkleminin saglandig1 agikg¢a
gorlilmektedir. Daha 6nce yapilan tanimlar dogrultusunda fonksiyonun degismezlik

Olgenini hesaplayalim. Bunun i¢in 6nce f ve f;'in norm kareleri hesaplanmalidir.

[E]7 = Tof(x,, X0 X )

I =1 T =TT
) A2j+3

432N+2
I =

olmak tizere (II.15.a) ifadesi geregi degismezlik dlgeni
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(111.83)

olarak bulunur. 6,’1n N nin degisen degerlerine gore tablosu asagida verildigi gibidir.

1 2 3 4 5
0,9445 0,7932 0,5921 0,3978 0,2424

Tablo I11.24: (I11.74) fonksiyonu i¢in (I11.2) agirlik fonksiyonu kullanilarak bulunan fj, lar i¢in G o degerleri

G,, N'nin artan degerleri igin azalmaktadir. Ancak w,(x,)=3x; agirlik
fonksiyonu kullanilarak bulunan f;’in fonksiyona katkisimin W, (X;)=1 agirlik
fonksiyonu kullanilarak bulunan f;’in fonksiyona olan katkisina gore daha iyi oldugu
kolayca goriilmeketdir. Zira o,’mn degeri w,(x;)=3x; agirhk fonksiyonu etkisi 1’e

daha yakindir.
o, '1 hesaplamak igin,

N

fo)= gl -3) 1sisN

olmak tizere, f;(x;) 'in normunun karesini hesaplamaliyiz.

Hfj (XJ)H2 = IO[% [(J +3)x - 3]}

Hfj(Xj)Hz _ (4.32N (3(j+3) _9J

N+3)2| 2j+3

ve (II.15.b) denklemini kullanarak o, toplamsallik dlgeni;
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432N+2 N 2N : 2 2N N :2

2+Z 43" 3(_]‘+3) 9 4.3 0+ 3

(N+3)* &S| (N+3)*| 2j+3 (N+3 S 2j+3

1= N3 N3
I1 I1

2j+3 2j+3

j=1 i=1

j (111.84)

olarak bulunur. ,’1n N’nin degisen degerlerine gore tablosu asagida verildigi gibidir.

2 3 4 5 6
0,9821 0,9441 0,8253 0,6582 0,4325

Tablo II1.25: (I11.74) fonksiyonu igin (II1.2) agirlik fonksiyonu kullanilarak bulunan f; ler igin G, degerleri

N =1 i¢in o,, teorik olarak da beklenildigi gibi 1’dir. Bununla beraber N’nin
artan degerleri i¢in o,’in degeri azalmaktadir. Fonksiyona w,(x;)=3x’nin etkisi

W, (X;) =1e gore daha olumlu goziikkmektedir.
o, '1 hesaplamak i¢in,

o230 3), + 3 ~ 238G, +3)x + (i, +3)x [+ 2.3%
- (N+3)

(11.85)

olmak tizere, f;; (X; X; )'in normunun karesini hesaplamaliy1z.

2
H ijiy (Xil ’ Xi2 )H = IO

236, 3), + 3 ~23%[G 3 1, + 3 23 Y
(N+3)

H 11'2 11’ 12

TN+ | (21, +3)2i, +3) 2i,+3 2i, +3

4.3 [(i1 #3060, +3) 126, +3) 120,43 6}

ve (II.15.c) denklemini kullanarak o, toplamsallik 6lgeni;
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4.3 i +i i+30(j+3)  12(i+3) 12(j+3)2+36
(N3P 5 (2i+3)2j+3) 2i+3 2j+3

N3
1_[2j+3

=1

J

(111.86)

NQ
1l

olarak bulunur. o,’nin N’nin degisen degerlerine gore tablosu asagida verildigi

gibidir.

3 4 5 6
0,9621 0,9004 0,8403 0,7621

Tablo I11.26: (I11.74) fonksiyonu i¢in (III.2) agirlik fonksiyonu kullanilarak bulunan fij lerigin G, degerleri

G,, N=1 ve N =2 icin 1’dir. Bu beklenen bir sonu¢ olmakla beraber N’nin
artan degerleri igin de &, nin azalmaktadir. Daha 6nce belirtildigi gibi w, (x,) =3x
agirlik fonksiyonu kullanilarak bulunan f;lerin fonksiyona katkist W, (x;) =1 agirhk
fonksiyonu kullanilarak bulunan f;lerin fonksiyona katkisina gore ¢ok daha iyi

sonugclar vermektedir.

c) Fonksiyonu w, (x;)= %(1 - xf) agirlik fonksiyonu altinda inceleyelim.

Verilere gore (II.1) genel formunu olusturan tiim terimleri (IL.9) genellestirilmis
operator yardimiyla bulalim ve elde edilenler dogrultusunda (II.1) formunu

saglandigini gérelim.

Buna gore (I1.8) ifadesindeki operatériin tanimina gore f,

(l—Xi)dXN(lﬁl X;)
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6.3"

olarak bulunur.

Tek terimliler i¢in (II.10) ifadesindeki operatoér tanimina gore tek terimlileri
genel bir ifade ile agsagidaki sekilde verebiliriz..
N

fi(x;)= W(z(jﬂ)(jw)xji —6) 1<j<N (111.88)

Iki terimliler,
fij(xi 7Xj): Ii,j f(X15X2>'-->XN)_ fi(xi)_ fj(xj)_ f0 (ISIJJS Na i< J)

operatorii yardimiyla, 6nceden buldugumuz degerler ve integrasyon sonucuna bagl

olarak

y X A Py P
£, :m[@l 1), 43, +1)i, 32 =3, +1)i, + 3 =3, +1)i, +3)x2 +9] (11L.89)

seklinde ifade olmaktadir.

Uygun islemler dogrultusunda diger terimler genel bir ifade ile

i i i
fo + 2 LFC)+ DT (X L%, )+
i=1 ip,i,=1

£, (XX, x) =1, - 1 , I<j<N

j

Y Lo f

g i =1

seklinde gosterilebilmektedir. Bulunan ifadeler asagidaki genel denklemde yerine
yazilirsa, (II.1) denkleminin sagladigi acikca goriilmektedir. Daha Once yapilan

tanimlar dogrultusunda fonksiyonun degismezlik Slgenini hesaplayalim. Bunun igin

once fve f;"in norm kareler1 hesaplanmalidir.
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6.3>"
i oy ey

Ve
[E]7 = ToF (X1, X0 X )

N
2 4N
=3 o) (2i+1) 21+3)

i=1

olmak tizere (II.15.a) ifadesini geregi o,,,

@ +1)6|23(N ey 6.3“H(2i +1)(2i+3)

o, = - El (111.90)
lﬂ[ (N+1)7 (N +3)
(2 +1)(2| +3)

olarak bulunur. 6,’1n N’ nin degisen degerlerine gore tablosu asagida verildigi gibidir.

1 2 3 4 5
0,1172 0,0547 0,0201 0,0174 0,0035

Tablo II1.27: (I11.74) fonksiyonu i¢in (II1.3) agirlik fonksiyonu kullanilarak bulunan f lar i¢in G, degerleri
N'nin artan degerlerine karsilik o,’m degeri azalmaktadir. w=1 ve w=3x’
agirlik fonksiyonlarina gore f, in fonksiyona katkis1 hayli kotiidiir.

o,'1 hesaplamak i¢in 6nce

N

fi(x,)= )(2(j+1)(j+3)x;i—6) 1<j<N

(N+1)(N+3)

olmak tizere f;(x;) normunun karesini bulmaliyiz.

Hfj(xj)u2 = IOI(WMQ(J?I)(J?QX} —6)j }
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O 11750

(NP (N+3) | (2j+1)2j+3)

1

N
2 AN
I => 1:1[(21+1)(2i+3)

olmak {iizere buldugumuz degerleri ve degismezlik Ol¢eninin degerlerini (I1.15.b)

denkleminde yerine yazalim. Bu durumda birinci basamaktan toplamsallik 6lgeni

2N+l N 2N+1 : 2(: 2
23 23 {(J-ﬁ-l) (+3F

—+
N+1)(N+3)° _N1'2N3 2j+1)2j+3 }
Cyl_( +P (N3P (N4 (N+3)7 | (2j+1)(2)+3) w1

N
H 21+1)(21+3)

olarak bulunmaktadir. o,’in N'nin degisen degerlerine goére tablosu asagida verildigi

gibidir.

2 3 4 5
0,8587 0,5364 0,4163 0,2076

Tablo I11.28: (II1.74) fonksiyonunu igin (II1.3) agirhk fonksiyonu kullanilarak bulunan f; ler i¢in G, degerleri

G,, teorik olarak da beklenildigi lizere, N =1 i¢in 1°dir. N'nin artan degerlerine
gore o,’in degeri azalmaktadir. Ayrica bu azalmanin fonksiyona etkisi diger agirlik

fonksiyonlaria gore daha kotiidiir.

Ikinci basamaktan toplamsallik dlgeni &, 'i hesaplamak igin,

N-1
£ =m (i, +1), 3, +1), + 3 =3(3, + 1), +3)x! =3(3, +1)i, +3)x> +9)]

olmak tizere, f,; (X, ,X; )'in normunun Karesini hesaplamaliyiz.

511
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H iy

2 I [ 23N Fil + 1)(i1 +3)(i2 + 1)(i2 + 3)X2X:§ _3(i1 + 1)“2
=1, (—

N+ DN +3)| (i, + 3)x 31, +1)i, +3)x7 +9

(i, + 1) G, +3) (i, +1)(i, +3) .\

2 432 (21, +1)(2i, +3)2i, +1)(2i, +3)
NP N3P (1263 (1) (,+3)
(21, +1)2i, +3) (21, +1)2i, +3)

I

+81

Buldugumuz degerler dogrultusunda (II.15.b) ifadesi geregi o,,

1+2N+Z i+1)G+3)
23N+11ﬁ[ (i 4121 +3) “ (21 +1)(2i+3)
. 1, + 1, +
= (i, + 1 +3) (1, +1)°(,+3) (111.92)
? (N+1)* (N+3)° i 4 | (20, +1)2i, +3)(2i, +1)2i, +3)
iy = =27 (11 )(11+3) +(12+1) (12+3) +81
| (21, +1)21,+3) (21, +1)2i, +3)

olarak bulunur. o,’nin N nin degisen degerlerine gore tablosu asagida verildigi

gibidir.

3 4 5 6
0,9103 0,7278 0,4528 0,2401

Tablo I11.29: (I11.74) fonksiyonu i¢in (III.3) agirlik fonksiyonu kullanilarak bulunan fij lerigin G, degerleri

G,, N’nin artan degerleri icin azalma gostermektedir. Bu azalmanin etkisi diger

agirlik fonksiyonlarina gére daha kotiidiir.

d) Fonksiyonu w,(x,)=(i+1)x! aguhk fonksiyonunu [0,1] integral
araliginda (I1.9) genellestirilmis operator yardimiyla inceleyerek. (II.1) genel formunu
olusturan tiim terimleri bulalim ve elde edilenlerle (II.1) formunun saglandigim

gorelim.
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Buna gore (11.8) ifadesindeki operatoriin tanimina gore f,,

1 1 1
£y = [2x,dx, [ 3x3dx, .. [ (N + DXNAX (X, X s X))
0 0

0

f0=1j x2dx j3x dx,.. j(N+1)x dx

0

f0=(N+1)1ﬁ !

1 21+1

(111.93)

olarak bulunur.

Tek terimliler i¢cin (II.10) ifadesindeki operatoér tanimina gore tek terimlileri

genel bir ifade ile asagidaki sekilde verebiliriz..

fi(xi)z(N-irl)!ﬁ ! [(2”1) X 1} 1<i<N (I11.94)

21+ 1+1
Fonksiyonun ikililerini bulmak i¢in agsagidaki ifadeden faydalanalim.

o, O6LX ) =1 PO X, X ) = f(x )= f(x)—f,  (I<i,i, <N, k<m)

onceden elde ettigimiz degerler dahilinde yukaridaki ifadenin ¢6ziimii ile fonksiyonun

ikilileri,

~ (@i +D@iy+D G @i+D Qi +D -
fi'iz_(Nﬂ)HzllﬂL (i, +1)(i, +1) XX G+D) G+ 1) (L93)

seklinde genel olarak ifade edilmektedir.

Kolaylikla goriiliiyor ki bundan sonraki terimler genel bir ifade ile
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f, +ZIf(X)+ ZIllf(x X, )+

fl,2 """" j(xl,xz...,xj):IL2 ,,,,, jf ' e , 3<j<N
J

Y Lo f

g i =1

olarak bulunur. Bulunan ifadeler yerine yazildiginda (II.1) denkleminin sagladigi

acikca goriilmektedir.

Daha 6nce yapilan tanimlar dogrultusunda fonksiyonun degismezlik 6lgenini

hesaplayalim. Bunun i¢in dnce f ve f,'in norm kareleri hesaplanmalidir.

[E]7 = ToF (X1, X500 X )

||f||2=10(ﬁ j (T e

i=1

o =007 T

i=1

olmak tizere (II.15.a) ifadesi geregi degismezlik dlceni o,

)

1=

N
(N+1)? H
2i+1

i=l

J =(N+1)

N N
N+1'11_1[31+1 1_[31+1

i=l

(11.96)

Gy =

olarak bulunmaktadir. ¢, i N’nin degisen degerlerine gore tablosu asagida verildigi

gibidir.

1 2 3 4 5
0,8889 0,7466 0,6087 0,4891 0,3880

Tablo I11.30: (I11.74) fonksiyonu i¢in (II1.4) agirlik fonksiyonu kullamlarak bulunan f lar igin G, degerleri
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G, 1 degeri, N’nin artan degerleri icin azalmaktadir. f(x,,X,,...,Xy) = ij
i=1
fonksiyonunu etkileyen diger agirlik fonksiyonlar1 da g6z oniine alinirsa, en iyi sonucu

w, (x,)=3x; sonra sirastyla W, (X;,)=1, w, (xJ:%(l—xf) ve w,(x,)=(>+Dx]

vermektedir.

o, '1 hesaplamak i¢in,

fk(xk)=(N+1)1ﬁ ! {(21‘“) X" —1}, 1<k<N (111.97)

olmak iizere, f, (x, ) 'in normunun karesini hesaplamaliyiz.

2 N1 [Ck+D ’
I =1 T T |

i=1

) N K2
IfCxol = ((NH '1_1[ 21+1j [(k+1)(3k N 1)]

ve (I1.15.b) denklemini kullanarak o, toplamsallik dlcent;

k2
(N+1) (]:[31+1I1+k 1(k+l)(3k+1)j
(lﬁ[ZiHj

(I1.98)

G, =

olarak bulunur. o,’nin N’nin degisen degerlerine gore tablosu asagida verildigi

gibidir.

2 3 4 5
0,9356 0,9088 0,8736 0,7941

Tablo II1.31: (I11.74) fonksiyonu igin (I11.4) agirlik fonksiyonu kullanilarak bulunan f; lar igin G, degerleri
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Teorik olarak da beklenildigi ,, N =1 i¢in 1 olarak bulunmustur. o, ’in degeri

N’nin artan degerleri i¢in azalmaktadir.

G, '1 hesaplamak igin,

. :(N+1)H [ @i, +1)(2i, +1) e QD QD
i Lo 20, +1L G,+D3G,+D) "0 G 4D " ([,+]) -

’11

olmak tizere, f;; (x;,X; )'In normunun karesini hesaplamaliyiz.

N Y Qi) +1)
£ 06.xpf [NH'HMJ ((i+1)(j+1)(3i+1)(3j+1)+1j

ve (I.15.c) denklemini kullanarak o, toplamsallik dl¢eni;

N

NV N @i+’ Rj+1y’
( (N+1) '1|_1[2I+1j kZzl((k+1)(3|<+1)}L§_=‘;((i+1)(j+1)(3i+1)(3j+1)+1J

o, = . '1<‘ (111.99)
N+ T
( +)1i:1[3i+1

olarak bulunur. o, ’mn N nin degisen degerlerine gore tablosu asagida verildigi gibidir.

3 4 5 6
0,9998 0,9937 0,9861 0,9701

Tablo I11.32: (I11.74) fonksiyonu i¢in (III.4) agirlik fonksiyonu kullanilarak bulunan fij lerigin G, degerleri

G,, N=1 ve N =2 i¢in 1 olarak bulunmustur. Bu zaten teorik olarak beklenen
bir sonuctur. Bununla beraber o,, N’nin artan degerleri i¢in 1’den itibaren o, ’e gore

daha yavas bir azalma gdstermektedir. Diger agirlik fonksiyonlarin1 da goz Oniine

alirsak f(xl,xz,...,xN):Hxi fonksiyonuna en iyi etkiyi w,(x,)=3x’ agirlk
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fonksiyonu kullanilarak bulunan f;ler vermektedir. W, (X;) =1, w;(x;) = %(1 - xf) ve

w, (x,) =(i+1)x! agirlik fonksiyonu kullanilarak bulunan f;; lerin fonksiyona katkisi

sirayla olumlu katkilar vermektedir.

Ele alman fonksiyonlara agirlik fonksiyonlarinin etkileri belli degerler igin

gozlenmistir. Agirlik fonksiyonlarinin sonuglar1 1’e ne kadar yakin ise sonug teorik

N
olarak o kadar iyi kabul edilir. Buna gore f(X,,X,,...,Xy)= Z x"" fonksiyonunda en

=)
iyi sonug, w,(x,)=3x;’nin etkisi ile elde edilmistir. Benzer sekilde

N N

N
f(xl,xz,...,XN):Hxim, f(xl,xz,...,xN)=in ve f(xl,xz,...,xN)zl_[x;
i1

i=1 i=1

fonksiyonunda da en iyi etki w, (x,)=3x; ile elde edilmistir.

Buna gore W, (X;)=1 agirlik fonksiyonunun etkisini ele alirsak; en iyi sonucu

N
F (X5 Xy s Xy ) = Z X" fonksiyonunda vermistir. Sonra sirastyla
i=l

N N
f(xl,Xz,...,xN)=Zx; , f(xl,xz,...,xN):Hx{n ve f(xl,xz,...,xN)=Hx;
i=1 i=1

i=1

fonksiyonlarinda gériilmektedir. Benzer sekilde, w,(x,)=3x; agirlik fonksiyonunun

etkisinde en iyi sonu¢ f (X, ,X,,....,Xy) = z x" fonksiyonunda elde edilmistir. Sonra
i=1

N

N

i m i

strastyla f(X,,X,,...,Xy) = E X, f(xl,xz,...,xN):l Ixi ve f(xl,xz,...,xN):I |xi
i=1

i=1 i=1

fonksiyonlarinda goériilmiistiir. w, (x;) :%(l—xf) agirlik fonksiyonunun etkisini ele

N

alirsak en 1yi sonu¢ f(X,,X,,...,Xy)= ZXI fonksiyonunda azalan yonde elde
i=1

edilmistir. Buna gore bu azalan etki ile beraber elde edilen sonuglar i¢gin, olumlu katki

N N

da  iyi olma  smast (XX, X) =2 X, T(X, Xl xy) =[x,

i=1 i=1
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N N
(X[, X500 Xy) = Zx:“ ve f(X;,X,50Xy)= HX: seklindedir. w, (x,)=(i+1)x|
i=1

i=1

agirlik fonksiyonunun etkisini ele alirsak en iyi sonu¢ f (xl,xz,...,xN):in

i=1

N N
fonksiyonunda elde edilmistir. f(xl,xz,...,xN):fo“, f(xl,xz,...,xN):Hx; ve
i=1

i=1
N
(X, X500 Xy ) = ZXI“ fonksiyonlar1 da sirasiyla azalan bir etki gostermistir. Buna
i=1

gore, [0,1] araliginda fonksiyon ile agirlik fonksiyonunun tepe noktalar1 ne kadar

yakinsa agirlik fonksiyonu kullanilarak elde edilen f,, f;, f;;"lerin fonksiyona katkilari

o kadar olumlu sonuglar vermektedir. Fonksiyon ile agirlik fonksiyonu artan fonksiyon
ya da yine her ikisi azalan ise fonksiyona katki yine olumlu olmaktadir. Aksi
durumlarin  katkiyr olumsuz hale getirdigi yaptigimiz incelemelerden kolayca
goriilmektedir. Ayrica N’nin artan degerleri i¢in katkinin olumlu ya da olumsuzlugu

katlanarak ilerleme gostermektedir.
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BOLUM IV

TRIGONOMETRIK AGIRLIK FONKSIYONU ILE YBMG

Bu boliimde, daha 6nce ele alinmis olan fonksiyonlar i¢in yine [0,1] integral

araliginda
w. (x,)=A,sin(Bx,) 1<i<N Iv.n
trigonmetrik agirlik fonksiyonunun etkisini inceleyecegiz.

Fonksiyonlara YBMG yontemini uygulayabilmemiz i¢in gereken bazi kosullar
vardir. YBMG hesaplamasini kolaylastiran bu kosullardan biri agirlik fonksiyonlarinin
her birinin ilgili aralik iizerindeki integralinin 1 olmasi yani normalize oldugunun
varsayilmasidir. Buna gore (II.1) denkleminin sag yanindaki terimlerin diklik kosuluna
(IL.4), (IL.5) ve (I11.6) de verildigi sekilde uymalar1 gerekmektedir. Bu baglamda ele
alacagimiz ornek icin agirlik fonksiyonunun [0,1] integral araliginda 1 olacak sekilde

A katsayilarin1 belirleyelim. w, (x;)=A,sin(Bx;) agirhk fonksiyonu, 1<i<N

araliginda,

1
[ A sin(Bx, )dx =1, A __B
0 l1-cosB
B )
W, (X, ) = ————sin(Bx; ) v .2)
1-cosB
olarak bulunur.
Ik olarak,
N
B0 X Xy) = DX (IV.3)
i=1
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fonksiyonunu [0,1] integral arali§inda,
B . .
W, (X;) = ——sin(BX; ) I<i1<N
osB

agirlik fonksiyonu igin inceleyelim. Simdi,

N

f(Xl’XZ’ o N) f +Zf(x )+ Zfl 12(X1 7X )+ Zfl iz,i3(X1 7X X )+

ip,iy= 11 Jp,i=1
i (i, i (i (s

,,,,,,

olarak verilen (II.1) formunu olusturan tiim terimleri genellestirilmis (I1.9) denklemi ile
bulalim ve elde edilenlerle bu formun saglandigmmi goérelim. Buna gore (I1.8)

ifadesindeki operatoriin tanimina gore f,,,

1 1

1
B B B
f, = | ———sin(Bx, )dx, | ————sin(Bx, )dx sm Bx )dx X;
o= | Taeem SR 0 [T sin(B ) T sin(Br NQ) ")

0 0

1 1 1

B B B

f = —Sil’l BX deX —sin BX dX —sin BX dX +
0 J.l—cosB (Bx,)x, 1~([1—cosB (Bx, )dx, -(|).1—cosB (Bxy)dxy

1

m B ,
- s1n(sz)x2 dxz...'[msm(BxN)de +..+

0

Lsm(Bx )dx,
1-cosB

1
s1n(Bx2)dx2...J$sin(BxN )xndxy

0

Lsm(Bx )dx,
1-cosB

Sl O~ @

I
fien

m’nin tek degerleri i¢in,

m+l
|
Z( 2?1 - cosB+
B (m—-2k+2)!

BN

= IV4.a
1-cosB ( )

m+1

k+1 !
Z = lzk m sin B
& B* (m-2k+D)l

m’nin ¢ift degerleri i¢in,
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(m+2
2, (-])* m!
ST coS
BN = B (m—-2k+2)!
® 1-cosB % [y |
Z (= zk m sin B
o B (m—2k+1)! |

B+

(IV.4.b)

olarak bulunur.

Tek terimliler i¢in,

fi(Xi)=Iif(X1’X25"'JXN)_f0 1<i<N

operatoriinii ele alalim. Buna gore tek terimlileri genel bir ifade ile asagidaki sekilde

verebiliriz.

m’nin tek degerleri i¢in,

[ m+1 7

< (-DF m!
B B™ (m-2k+2)! cosB+
_.m k=1 : .
fi(xi)_xi —ﬁ el 1<1<N (IVSa)
TRl L Cpet om

z o sinB

_k:1 B (m_2k+1)! B

m’nin ¢ift degerleri i¢in,

[(m+2
2 (_1)k !
( 221 il cosB+
m B = B (m -2k +2)! )
f(x)=x"——— I<i<N (IV.5b)
1-cosB % [y |
z(_ Zk m sinB
lio B (m-2k+1)!

Fonksiyonun iki terimlileri (I.13) ifadesindeki operatdr yardimiyla Onceden

buldugumuz degerler ve integrasyon sonucuna bagli olarak 0 olarak bulunmaktadir.

Ug terimliler igin,
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fi1i2i3 (Xil s X 5 X, )=

—f. (x

ijiy i Xi2 ) - fili3 (X11 H X ) f1213 (

Lo T X, xy) =6 (%) = (x;)) =1, (%)) =
Xi3)_f0

operatoriinden faydalandigimizda ikililerin bulunmasima benzer iglemler sonucunda

ticliiler de 0 olarak bulunmaktadir

Buna gore kolaylikla goriiliiyor ki bundan sonraki diger terimler “0” olarak

bulunmaktadir. Bulunan ifadeler (II.1) genel denkleminde yerine yazilirsa fonksiyonun

saglandig1 acgikca goriilmektedir.

||f0||2 ve ||f||2 asagidaki gibi tanimlanmak iizere, sirasiyla m’nin tek ve cift

degerleri i¢in,

m+1
2

b ()
l-cosB ) | mt

2.

| k=1

B 2
fl* = - —
” ” NN )(l—cosBj

m+l1 (_ l)k

m!

< (-D"
ZB2‘“(rn 2k +2)!

m+1

m!

2 (_1)k+1
>

| k=1

(2m)

sin B
(m—2k+1)! |

BN

1 cosB 1)k+1

(2m)

cosB+

&~ B> (2m -2k +2)!

(-
s

k=1

m+2

Z

m
(2m—2k +1)!

(D"

m!

B2k -1 (m

3 (_ 1)k+l

2k +2)!

m!

2k
| k=1 B
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(m —

(-D* m! B4
T _ k+1 |
( lzk m- sin B
B (m—-2k+1)! |

cosB+

cosB+

T

(IV.6.a)

(IV.7.a)

(IV .6.b)



cosB+

(IV.7.b)

m+2
& (- 1) m!
2 2k-1
B 2k +2)!
R ey |
1-cosB ‘;‘ 1y |
Z (= 2k m- sin B
o B (m—-2k+1)! |
m+1 |
Z ( 2?_1 (2m). osB+
N BN = B (2m -2k +2)!
I-cosB| & (-1 (2m)! B
&~ B*™ (2m-2k+1)!

olarak tanimlanmak tizere degismezlik dl¢eni (II.15) geregi m’nin tek ve ¢ift degerleri

icin
m+1 2
(-
+
( BN jz B (M—K+2)!
l-co8/|™
2 (-0 m
& B 2! e (IV.8.2)
o= — — . 8.
i(—l)k m Z( D (om)
N(N_D( B jz “B*! (m— 2k+2)' .\ =B*! 2m-2k+2)!
1-coB » l—coB| &(-D" (2
Z( ) " g B* am-2k+1)!
B (m-2k+)l | - '
me2 2
5 z(_Bl 7n1 coB+
( BN j SB*! (m-2k+2)!
1—cosB ol
D m i
2k
o = i B (m-2k+D! (IV.8.b)
( D m TED (2m)
coB+ co
N(N_l)[ B T ZBz“(m 2k+2)! BN ;Bz“(Zm 2k+2)!
1-co8B » e o)t (2m)
2 (1) m SinB =7 (2m—2k+1)'SI
& B* (m- K1) | ! '
olarak bulunmaktadir.
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G, ifadesinin B :g, m ve N'nin baz1 degerleri i¢in sonuclar1 asagidaki tabloda

gosterilmektedir.
m N 1 2 3 4
1 0,8770 0,9345 0,9605 0,9662
2 0,7251 0,8406 0,8878 0,9134
3 0,5601 0,7181 0,7926 0,8359
4 0,3471 0,4251 0,5624 0,6715

Tablo IV.1 (IV.3) fonksiyonunun B = 1t igin (IV.2) agirlik fonksiyonu kullanilarak elde edilen G, degerleri

o, ifadesinin B=m, m ve N'nin baz1 degerleri i¢in sonuglar1 asagidaki tabloda

gosterilmektedir.
m N 1 2 3 4
1 0,8412 0,9137 0,9408 0,9549
2 0,2768 0,3313 0,4547 0,05676
3 0,1835 0,3102 0,4027 0,4734
4 0,1597 0,2408 0,2743 0,3268

Tablo IV.2 (IV.3) fonksiyonunun B = g icin (IV.2) agirlik fonksiyonu kullanilarak elde edilen G, degerleri

o,'m degeri, N'nin artan degerleri i¢in artmaktadir. m arttikca f, 1n fonksiyona

olan katkis1 azalmaktadir. Bununla beraber o, lizerinde B = g , B=mn'"ye gore daha

1yi sonuglar vermektedir.

o, '1 hesaplamak i¢in once (I11.24.a) ve (I111.24.b) gdz 6niine alinarak

m’nin tek degerleri i¢in,
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[ m+1

i (_l)k m osB+

c
B ~ B*' (m-2k+2)!
f(x)=x"——0w| ( ) 1<k<N
l1-cosB mTH [y |
z = zk m sinB
_k=1 B (1’1’1—2k+1)! i
m’nin ¢ift degerleri i¢in,
o2 -
2, (-1 !
Z( Zk)fl o cosB+
m B k=1 B (m_2k+2)!
f(x)=x¢ - — I<k<N
l-cosB % e \
z = 3k o sin B
_k=1 B (1’1’1—2k+1)! B
olmak iizere f, (x, ) normunun karesini bulmaliy1z.
m’nin tek degerleri i¢in,
[[m+2 72
k
) y (_211()_1 m! cos B +
2 B k=1 B (m -2k + 2)'
I - g ) | 5
—cos B 3 (1) \
z ( 21( m: sin B
|~ B (m-2k+1)
m+l (_ k
( 21k)—1 (2m)! cos
N B 1 B 2m -2k + 2)!
1_ B m _ k+1
cos 3 ( 12k (2m) “in
~ B> (2m -2k +1)!

m’nin ¢ift degerleri i¢in,
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2

& (-D)F m!

B

]2 BT (m 2k 2y
m+1

LD mb IV.10.b

L g (m-—2k+D)! ( )

B
f | =-
”k” [l—cosB

k=1

m+l (1)K
( 211()4 (Zm)! cos B +
— B (2m -2k + 2)!

B
1_ B m _ k+1

oBle Ol Gmd
B>* (2m -2k +1)!

+

k=1

ve ||f ||2 nin degerlerini géz Oniine alarak bulunan degerleri (II.15.b) denkleminde
yerine yazalim. Buna gore islemler dogrultusunda birinci basamaktan toplamsallik

6l¢eni beklenildigi lizere 1 olarak bulunmaktadir.

Ikinci olarak,

N
f(Xl,xz,...,XN)=HX}“ (IV.11)

fonksiyonunu [0,1] integral arali§inda,

Wi(xi):Lsin(Bxi) I<i<N
l-cosB
agirlik fonksiyonu i¢in inceleyelim.
Verilenler dahilinde,
N N N
(X0 X X ) = B+ D B )+ D06 (X)) + D (XXX, )+
i=1 i ip,is,i5=1 ‘ ]

ip,ip=1
i (i, i (i, (13

.....

olarak verilen (IL.1) formunu olusturan tiim terimleri genellestirilmis (I1.9) denklemi ile

bulalim ve elde edilenlerle bu formun saglandigini gorelim. Buna gore (I1.8)

ifadesindeki operatoriin tanimina gore f,,
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1

1
- sin(Bx, )dx | 1
0

B . ( B
. Bsm(sz)dxz..._([ o sinx )X (XX %y)

J‘1 cosB

0

1 1

B B . N
f, = j o sin(Bx,)dx, j —sin(Bx,)dx, . j ——sin(Bx, )ax, (H x™)

0
integrasyonun ¢oziimiinden,
m’nin tek degerleri i¢in,

m+1 N

(=1)* m!
N ZBZkl ' cosB+
¢ _( B j P (m-2k +2)!
V= ————

T oosB ) | m (IV.12.a)
k+1 !

Z - lzk o sin B

k 1 B (m - 2k + 1)! i
m’nin ¢ift degerleri i¢in,

Lﬂ N

2, (-D)* m!
N Z 2k B+
B B™ (m-2k+ 2)'

olarak bulunur.

Tek terimliler i¢in (I1.10) ifadesindeki operator tanimina gore tek terimlileri

genel bir ifade ile asagidaki sekilde verebiliriz.

m’nin tek degerleri i¢in,
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[Mm+
=D ml
Nl z T cosB+
B o BT (m—-2k+2)! .
fix))=

X' 1<3<N IV.13.a
1—cosB ] ( )

mel i
2 (_1)k+1 n]!

o sinB
i BT (m—2k+])!

m’nin ¢ift degerleri i¢in,

[m+2 -
2 (K |
N ( 221 m cosB+
B o B (m—-2k+2)! o )
f(x)= x', 1<j<N  (IV.13.b)
7 (1-cosB = e | !
- zk m sinB
i B™ (m—2k+1)! |

Fonksiyonun iki terimlileri (II.13) ifadesindeki operator yardimiyla Onceden

buldugumuz degerler ve integrasyon sonucuna bagl olarak, 1<1,,1, <N olmak lizere

m’nin tek degerleri igin,

[ m+1 N2
2 (1) !
N2 ( 2}()_1 o cosB+
B o BT (m—-2k+2)! o
.= “cosB . X; X, (IV.14.a)
& (=D m! .
o sinB
_k=1 B (m_2k+1)!

m’nin ¢ift degerleri i¢in,

2 (_1\k 1
z( 2}()_1 m cosB+
k=1 B (m_2k+2)!

N-2
()
2 1-cosB

XX (IV.14.b)

ip iy

m! )
sinB
(m—-2k+1)! |

seklinde ifade edilmektedir.
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Uygun islemler dogrultusunda diger terimler genel bir ifade ile

_ ; ; -
fO+Z;Iif(xi)+'zllili2f(xi],xi2)+

1= 112 = .

fo (X, Xpnx) =1, f- ' (i , I<j<N

J

Y Lo f

11,12,...,1H:1

seklinde gosterilebilmektedir. Bulunan ifadeler asagidaki genel denklemde yerine
yazilirsa, (II.1) denkleminin sagladig1 acikg¢a goriilmektedir. Daha Once yapilan
tanimlar dogrultusunda fonksiyonun degismezlik Slgenini hesaplayalim. Bunun i¢in

once f ve f;'1n norm kareleri hesaplanmalidir.
2
I = Tof(x), %500 xy)?

m’nin tek degerleri i¢in,

wel (—1)* 2m)!
N N z ( zk)_l (_ ) cosB+
2 2m B k=1 B (21’11 2k + 2)!
I =1 T = | | ) (IV.15.2)
g Z B2k : ln
o (2m -2k +1)!

[m+1 2N

2 (_1\k !
N ( 2}()_1 m cosB+
2 B ~ B¥ (m—2k+2)!
I, = (IV.16.a)
1-cosB m+l o

SO m

& B* (m-2k+1) |

m’nin ¢ift degerleri i¢in,

S l)k (2m)! cosB+
N N 2k-1 _ |
I =1 T2 | = —2 i B (2m =2k +2) (IV.15.b)
- 1-cosB i (=D (2m)

ST BY Qm—2k+1)

=1
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Mm+2
2 (_1\k '
N ( 2?_1 m cosB+
2 B o B (m—-2k+2)!
Is]| = (IV.16.b)
1-cosB m
2, (- ! .
Z o sin B
o BT (m-2k+1)! |
olmak tizere (I.15.a) ifadesi geregi G,
m’nin tek degerleri i¢in,
M m+1 72N
2 (_1\k !
N Z ( 221 m cosB+
( B j ~ B (m-2k+2)!
1-cosB mTH [yt |
2 (_sz ( I;l;ﬂ)vsmB
- m-— !
G, = - kk-l = (IV.17.a)
m+l |
z ( 2}()_1 (Zm) cosB+
—~' B (2m-2k+2)!
i(—l)k” (m)
&~ B*™ (2m-2k+1)!
m’nin ¢ift degerleri i¢in,
M m+2 2N
2 (_1\k |
N ( 2?_1 m cosB+
B k=1 B (m - 2k + 2)!
1-cosB % [y ‘
(_sz (m —Iznk sy SnB
c, = —“:1 I (IV.17.b)
m+l o |
( 2?_1 (2m) cosB+
= B~ (2m-2k+2)!
m _ k+1 |
Z ( lzk (2m) sin B
~ B (2m-2k+1)!
olarak bulunur.
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o, ifadesinin B :g, m ve N'nin baz1 degerleri i¢in sonuglar1 agsagidaki tabloda

gosterilmektedir.
m N 1 2 3 4
1 0,8770 0,7691 0,6746 0,5915
2 0,7251 0,5258 0,3813 0,2764
3 0,5601 0,3137 0,1757 0,0984
4 0,4325 0,2865 0,1498 0,0899

Tablo IV.3 (IV.11) fonksiyonunun B = g icin (IV.2) agirlik fonksiyonu kullanilarak elde edilen G, degerleri

G, ifadesinin B=m, m ve N'nin baz1 degerleri i¢in sonuglar1 asagidaki tabloda

gosterilmektedir.
m N 1 2 3 4
1 0,8411 0,7076 0,5951 0,5007
2 0,7078 0,5010 0,3546 0,2509
3 0,4526 0,3452 0,2234 0,1752
4 0,1836 0,0337 0,0062 0,0015

Tablo IV.4 (IV.11) fonksiyonunun B = 7 igin (IV.2) agirlik fonksiyonu kullanilarak elde edilen G, degerleri

G,'In degeri, N'nin artan degerleri icin azalmaktadir. m'nin artan etkisi bu
azalmay1 hizlandirmaktadir. Bununla beraber o, degerleri B=g icin B=n i¢in

aldig1 degerlerden daha yiiksektir. Ayrica w,(x,)=3x’ agrhk fonksiyonu

N
kullanilarak bulunan f;’m f(x,,x,,...,Xy) =Zx.m

i
i=1

fonksiyonuna katkisi artmakta

N

iken, f(x,,X,,...,Xy\) = H x;" fonksiyonunda katki azalmaktadir.

i=1
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o, 'l hesaplamak igin, (IV.13.a) ve (IV.13.b) degerlerini goz 6niine alarak f;(x;) 'in

normunun karesini hesaplamaliyiz.
m’nin tek degerleri i¢in,

[(m+1 7PN-2

2, (-1 m!
> B Z;Bz“ (m—2k+2)!COSB+
e =( s

m+1

(=D m! .
> B (m_2k+n P V.18
= ! | (IV.18.a)
m+1 k

(-D*  (2m)
&~ B*™! (2m-2k+2)!
o (D (2m) o
~ B*™ (2m-2k+1)!

cosB+

m’nin ¢ift degerleri i¢in,

M m+2 72N-2
& (DX m!
NI ( Zk) ; cosB+
2 B = B (m—2k+2)!
Hfj (XJ)H =
1-cosB m
2 ( k+1 m| )
> sinB
=g (m—-2k+1)! | (IV.18.b)
m+1 |
Z D" 2m). cosB+

B**" (2m -2k +2)!

Z D' (2m)

7K Sin
~ B> (2m-2k+1)!

ve (II.15.b) denklemini kullanarak o, toplamsallik dlcent;

m’nin tek degerleri i¢in,
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[ [ m+1 2N N ]
g( D ml!cosB '“Z*i (-D* (2m)cosB |
( B jN ~ B! (m—-2k +2)! ~ B! (2m-2k +2)!
l-cosB) | mt ) n (=) (2m)sin B
2 (-1 misinB (sz (2( Hi)zslil :
= B (m—2k+l)‘ ] k=1 m ) (IV19a)
o= [m+1 J2N-2
S (D micosB | [®4(=D*_(2m)cosB o
+N( B jN‘l — B> (m -2k +2)! ~ B> (2m -2k +2)!
1-cosB m7+1(_1)k+1 s B i(—nk“ (2m)sin B
2 B% (m_2k+1) = B (2m-2k+1)!
L L =1 - .
m’nin ¢ift degerleri i¢in,
[ m+2 N ]
D" m 2 -D* (2m) -
B B
( B jN ZB“ Tm—2kr 2 T ZBZk Toam-—2k+2) 0T
1-cosB m (GRS (Zm)!
2 _1 k+1 ' .
£ ( sz (m_l;kﬂ)!smB kz; B (2m-2k+1)! " (IV.19.b)
6, = 7 2N-2
S (D mlcosB | [®4(-D"_(2m)cosB o
+N( B )N‘l ~ B (m—-2k+2)! ~ B*! 2m-2k +2)!
1-cosB o ) misinB o (-1 (2m)sin B
kZ T < B (2m-2k+1)!
olarak bulunur.
o, ifadesinin B :g, m ve N'nin bazi degerleri i¢in sonuglar1 agsagidaki tabloda
gosterilmektedir.
m N 1 2 3 4
1 0,9841 0,9580 0,9232 0,8832
2 0,9252 0,8157 0,6974 0,5909
3 0,8057 0,5927 0,4264 0,2975
4 0,7865 0,5507 0,3721 0,2451

o
Tablo IV.5 (IV.11) fonksiyonunun B = E i¢in (IV.2) agirlik fonksiyonu kullanilarak bulunan f; ’ler igin G, degerleri
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o, ifadesinin B=n, m ve N'nin baz1 degerleri i¢in sonuglar1 asagidaki tabloda

gosterilmektedir.
m N 1 2 3 4
1 0,9750 0,9326 0,8791 0,8261
2 0,4775 0,0975 0,0325 0,0228
3 0,3338 0,0885 0,0212 0,0051
4 0,2201 0,0621 0,0108 0,0024

Tablo IV.6 (IV.11) fonksiyonunun B = 1 i¢in (IV.2) agirlik fonksiyonu kullanilarak elde edilen G, degerleri

G,, N=1 i¢in 1 olarak bulunmustur. Daha 6nce de ifade edildigi gibi bu teorik
olarak da beklenen bir sonugtur zira hesaplanan degismezlik o6lgeni birinci
basamaktandir. Ayrica o,, N'nin artan degerleri i¢in azalmaktadir ve m'nin artan

degerleri bu azalmay1 daha da olumsuz hale getirmektedir. Bununla beraber

W (X;) = %sin(Bxi ) agirhk  fonksiyonunun  f(X,,X,,...,Xy) = fo“

fonksiyonu tizerindeki katkis1 B = g ile daha iyi sonuclar vermektedir.

c,'l hesaplamak i¢in (IV.14.a) ve (IV.14.b) goz Oniine almarak f;(x;,x;)"'in

normunun karesini hesaplamaliyiz.

m’nin tek degerleri i¢in,

12N-4

m+l 2
Z( ) mlcosB R (=D _(2m}icosB 4
[ TN—z < BT (m—2k+2)! B 2m-2k+2)!
v l—cosB) | m )" (2m)sinB
2 (-D)*'  misinB Z(sz 5 m)zsll{n ™
+
& B* (m-2k+D)! | M em :

m’nin ¢ift degerleri i¢in,
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m+l

1
z()

m!/cosB

2N—4

m+l (_l)k

(Zm)! cosB

B (m—2k+2)! ~B*! (2m—2k+2)!
2, (- mlsinB Z RSN
—2k+1)!
& B* (m-2k+1)! | (2m )
ve (II.15.c) denklemini kullanarak o, toplamsallik 6lgeni;
m’nin tek degerleri i¢in o,,
[mel PN
-N
Z( ¥ mlcosB L (-1  (2m)cosB
( B )N B*! (m -2k +2)! ~ B2 (2m -2k +2)!
c, = X
l-cosB) |m 2 (=D (2m)sinB
2 (-D*"  m!sinB Z( Zk ( m) S
> ~ B* (2m-2k+1)!
& B* (m-2k+1)! |
[ m+l 72 ]
Z (-1 m!cos B 2 (-1)*  (2m)cosB
Ls N LmcosB i 2“‘ (m -2k +2)! ~ B (2m-2k +2)!
o o (- (2m)sinB
i(_l)kﬂ misinB (sz (2( m)2511<H+ !
& B (m-2k+1) | W o ' Va0
[(m+1 1 ( ) 'a)
z( )*  mlcosB 2 (-1)* (2m)cosB
N(N—l)(l—cosBj B (m—-2k +2)! &~ B*! (2m -2k +2)!
2 B ml o (=D (2m)sinB
i(_l)w misinB (Bz“ (2( m)zslin+ !
— m — .
| & B* (m-2k+1) | - |

m’nin ¢ift degerleri i¢in ©,,
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(m+2 2N
2, (-D*  mlcosB @ (-1)* (2m)cosB N
( B jN ~ BX! (m -2k +2)! ~ B2 (2m -2k +2)!
G, =
1-cosB m (=D (2m)sin B
o (CD misinB 2 : BZk (2( m)zslli !
— m-— .
& B¥™ (m-2k+D)! | -
i M m+2 772
2, (-1)* ml!cosB e (-)* (2m)cosB
LN LocosB| B> (m-2k +2)! ~ B (2m -2k +2)!
m m (=)' (2m)sin B
3 (D™ misinB > sz (2( m)2511<H+ D!
— m— .
~ B¥* (m-2k+1)! k=
- - \ (IV.20.b)
m+2 -
ZZ: (-D*  mlcosB wl(-1)* (2m)cosB
N(N-1) (1 - cossz ~ BX ! (m -2k +2)! ~ B (2m -2k +2)!
2 B m m _1 k+1 2 ! . B
2 (- mlsinB > ) (2m}tsin
P < BX (2m-2k+1)!
i |5 B*! (m-2k+1)! |
olarak bulunur.

o, ifadesinin B zg, B=m m ve N'nin baz1 degerleri i¢in sonuglar1 asagidaki

tabloda gosterilmektedir.

m N 1 2 3 4
1 0,9987 0,9652 0,9253 0,8988
2 0,8852 0,8757 0,8574 0,8329
3 0,8567 0,6928 0,5265 0,4975
4 0,7565 0,6467 0,7456 0,3851

Tablo IV.7 (IV.11) fonksiyonunun B = g i¢in (IV.2) agirhik fonksiyonu kullanilarak elde edilen G, degerleri

m N 1 2 3 4
1 0,9877 0,9215 0,8820 0,8388
2 0,5752 0,1051 0,0542 0,0239
3 0,3357 0,0828 0,0255 0,0089
4 0,2855 0,0667 0,0178 0,0065

Tablo IV.8 (IV.11) fonksiyonunun B = 7 igin (IV.2) agirhik fonksiyonu kullanilarak elde edilen G, degerleri
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6,, N=1 ve N=2 i¢in teorik olarak da beklenildigi tlizere 1 olarak

bulunmustur. Ayrica o,, N'nin artan degerleri icin azalmaktadir. m'nin artan

degerleri bu azalmay1 hizlandirmaktadir. Bununla beraberw, (X;) = %sin( Bx; )
—cos

N
agirlik fonksiyonu kullamlarak bulunan f;’nin f(x,,X,,...,X\) = fo“ fonksiyonu
i=1

tizerindeki etkisi B =g icin B =m'ye gore daha iyidir.

Uciincii olarak,

N .

f(xl,xz,...,xN):in (Iv.zn
i=1

fonksiyonunu [0,1] integral arali§inda,
B : .
W, (X;) = ——sin(BX; ) I<1<N
—cosB

agirlik fonksiyonu i¢in inceleyelim.

Verilenler dahilinde,

N

N N
(X0 X X ) = B+ D B )+ D0E (X )+ D (XXX, )+
i=1

ij,ip=1 ij,iy,13=1
i (ip 1 (i5 (13

.....

olarak verilen (II.1) formunu olusturan tiim terimleri genellestirilmis (I1.9) denklemi ile
bulalim ve elde edilenlerle bu formun saglandigini gorelim. Buna gore (I1.8)

ifadesindeki operatdriin tanimina gore f,,,

1 1

1 N
B B B
f = —sin Bx dX —sin Bx dX —sin Bx X X»m
; '([l—cosB (Bx,) lgl_cosB (Bx,) 2{1_%53 (B )dxn (X

130



B 1
S sin(Bx, )xTdx, | -

0

1

B .
B sm(sz)dxz...J.l_

1

sin(Bx, )dx +
0 B (Bxy)dxy
1

1
B
sin(Bx, )dx sin(Bx,)x5 dx,... sin(Bx )dx +...+
!1-00513 (Bx,) 41_ = sin(Bx,)xS 2£1_ = sin(Bx )dx,
1 1 1
| sin(Bx, )dx, [ B in(Bx,)dx, .. | sin(Bx, )x"dx
v, I—cosB v, I—cosB o 1=
integrasyonun ¢dziimiinden,
m’nin tek degerleri i¢in,
m+1
Ty _ k+1 |
f, =L Z ( 21)_1 m cosB+( lzk m sin B (IV.22.a)
l-cosB&| &\ B (m-2k +2)! B (m-2k+1)!

m’nin ¢ift degerleri i¢in,
me2

B & & (DX m!
f =
’ 2 2 B (m—2k+2)!

1—cosB 55| i

olarak bulunur.

(IV.22.b)

% k+1 |
Z lzk m sin B
= B (m=2k +1)!

Tek terimliler i¢in (II.10) ifadesindeki operatoér tanimina gore tek terimlileri

1<k <N olmak ilizere genel bir ifade ile asagidaki sekilde verebiliriz.

k’nin tek degerleri i¢in,

m+

fk(xk)=xll<< -

k’nin ¢ift degerleri igin,
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B Z (21)—1 m cosB+
1—cosB & B! (m—2k+2)!

( )k+l m!
B*  (m-2k+1)!

sin B] (IV.23.2)



m

H+2
B | &(-DF m! (1)“l m!
f.(x)=x B| (IV.23.b
=X e8] 2B o2k 2 ; 8% m_akin e ¢ )

Fonksiyonun iki terimlileri (II.13) ifadesindeki operatér yardimiyla onceden

buldugumuz degerler ve integrasyon sonucuna bagli olarak 0 olarak bulunmaktadir.

Ug terimliler igin,

fi1i2i3(Xil’Xi2’Xi3) 111213f(X1aX25 HXy) — 1 (X ) f; (X ) f; (X )_
_filiz( ilaxiz)_fili3(X119X13)_f1213(Xizsxi3)_fo

operatdriinden faydalandigimizda ikililerin bulunmasia benzer islemler sonucunda

ticliiler de 0 olarak bulunmaktadir

Buna gore kolaylikla goriiliiyor ki bundan sonraki diger terimler “0” olarak

bulunmaktadir. Bulunan ifadeler (II.1) genel denkleminde yerine yazilirsa, fonksiyon

elde edilir.

Yapilanlar dogrultusunda degismezlik 6lceni (I1.15.a) ifadesi geregi,

6 =1,((p +x7 + .+ x2))

m’nin tek degerleri i¢in,

Il = CosBZ

m=l1

© D) @m)lcosB (1) (2m)lsinB
[;sz “2m-2k +2)! ZBz‘<(2m 2k+1)v}

m

_ : N | 2 ((_1\K 1 k-+1 |
o BcosB+s12nBz Z ( 2lk)1 m! cosB+ (- zk m! sinB
(I-cosB)* =115\ B™ (m—2k+2)! B* (m-2k+1)!

ve
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m+l1

B

f=—+—
° 1-cosB

m=1| k=1

m’nin ¢ift degerleri i¢in,

(=) m
2, Z(sz-‘ (m—2k 12 BT

( )k+1

m!

B2k (m_

kDl BJ

m!

m+1 k k+1
(-1)"(2m)!cosB (-1 (2m)'smB
Il = pY PR AC Z 2k
l-cosB | i B™ (2m—-2k +2)! B™(2m- 2k+2)'
m+2 m
—BcosB+sinB | & (<) m! 2 (-
2 Z z kZ: BZk

(I_COSB)z m=l| k=l

ve

m+2

N (-D* m!
Zl ZBZ'”(m 2k + 2)'

fo= 1-cosB

olmak iizere o,

m’nin tek degerleri i¢in,

m+1

B*' (m—2k +2)'

1)k+l

sinB
(m—=2k +1)!

m!

2
AT

N
m=

1-cosB

2.( (=D*(m)!cosB
DI C e

(=)' (m)!sin B
B2 (m—2k +1)!

sin B
2k +1)!

- 2

: (IV.24.2)

(-D)*(2m)!cos B

(-D*'(2m)!sin B

GO = m+l
1-cosB Z[Z

m=1| k=l

B~ 1(2m 2k +2)!
+1
—BcosB+sinB

Z

(=1)*(m)!cos B

B*(2m -2k +2)!

(1-cosB)?

m’nin ¢ift degerleri i¢in,
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m+2 m
B i ZZ: (=1)*(m)!cosB Jri:(—l)“%m)!sinB
l1-cosB%| &B™ '(m-2k+2)! < B™(m-2k+1)!

c, = (IV.24.b)
B N | m+l _lkz ! B m_1k+12 'B
osB | S e 2t 5 a2k 2 |
l-cosB4| &' B (2m—2k+2)! = B™(2m-2k+2)!
m+2 m
—BcosB+sinBh| & (-D)f(m)lcosB & (=)' (m)!sinB
2— S D D
(I-cosB)” 4= =B (m-2k+2)! = B*(m-2k+1)!
olarak bulunur.

o, ifadesinin B ve N'nin bazi degerleri i¢in sonuclar1 asagidaki tabloda

gosterilmektedir.
B N 1 2 3 4
/2 0,8770 0,8883 0,8989 0,9071
T 0,8411 0,8510 0,8612 0,8907

Tablo IV.9 (IV.21) fonksiyonunun (IV.2) agirlik fonksiyonu kullanilarak elde edilen G, degerleri

G,'n degeri, N'nin artan degerleri i¢in artmaktadir. Bu f(x,,x,,...,Xy) = ZX:
i=1

fonksiyonuna, W,(X;) =%sin(8xi) agirlik fonksiyonu kullanilarak bulunan
]

f,’larn  katkisinin  yiiksek oldugunu ifade etmektedir. Bununla beraber

W, (%) = sin(BX; ) agirhk  fonksiyonunun f(X), X500 Xy) = in

1-cosB

fonksiyonuna  katkist B =g'de B=n'ye gore daha iyidir. Ayrica

W (X)) =

" 5 sin(Bx; ) agirlik fonksiyonu kullanilarak bulunan f,’m katkis:
—cos

N N
(X}, X500 Xy ) = Zle fonksiyonunda f(x,,X,,....Xy) = ZXi fonksiyonuna gore
i=1 i=1

daha etkindir.
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o, '1 hesaplamak i¢in 6nce (IV.23.a) ve (IV.23.b) nin norm karesini bulmaliy1z.

m’nin tek degerleri i¢in

B LEY (—l)k(2m)!cos B N i (—l)k”(2m)!sin B
“cos B| = B (2m -2k +2)!  ~ B*(2m -2k +1)!
s (IV.25.a)

ol =

m+1

_( B )222: (-=1)*m!cos B Jr(—l)k”m!sinB
I—cosB) | = B™ (m—-2k+2)| B (m-2k+1)

m’nin ¢ift degerleri i¢in

B (% (-D*Cm)cosB & (=1)*"'(2m)sin B
£ =
.| 1-cos B LZ; B**'(2m — 2k + 2)! " ; B*(2m -2k +1)!
» (IV.25.b)

m+2 m
3 B ? Zzl (-1)*m!cos B N ZZ: (-1)*"'m!sin B
l-cosB) | & B* '(m-2k+2)! % B*(m-2k+1)!

olmak {izere buldugumuz degerler ve degismezlik Olgeninin degerlerini (II.15.b)

denkleminde yerine yazalim. Bu durumda birinci basamaktan toplamsallik dlgeni
o, =1 (IV.26)
olarak bulunur.
Doérdiincii olarak,

f(X), X, Xy) = [ [ % (IV.27)
fonksiyonunu [0,1] integral araliginda,

B ) .

W, (X;) = ———sin(BX; ) I<i<N
I-cosB

agirlik fonksiyonu i¢in inceleyelim.
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Verilenler dahilinde,

N

£(X,, Xy Xy ) =1, +Zf(x)+ Zf (X X))+ 2o f (XX )
ip,i,= ip,iy,i3=1
i (i, i (15 (i3
+1, XXy Xy)

.....

olarak verilen (II.1) formunu olusturan tiim terimleri genellestirilmis (I1.9) denklemi
ile bulalim ve elde edilenlerle bu formun saglandigini goérelim. Buna gore (IL.8)
ifadesindeki operatdriin tanimina gore f,

1 1 1

B B B N
= | ————sin(Bx, )dx, | ————sin(BXx, )dx,...| ————sin(Bx,, )dx X"
; ll_cosB (BX )dx, [ -———sin(BX, Jdx, .. [ -———sin(Bx,,) LD

0+ 0

f

N’nin tek degerleri i¢in,

3
£

f :( )Nﬁ 22: (-D*micosB  (=)"'misinB (IV.28.)
* U=cosB) wni |4 | B* ' (m=-2k+2)! B*(m-2k+1)!
N’nin ¢ift degerleri i¢in,
m+2 m N
NN |5 k 5 k+1 :
(—1)*m!cosB 2 (-)""'m!sinB
f + IV.28.b
0 [1 cosBj 1_[1 Z:BZk (m -2k +2)! kz::‘ B*(m -2k +1)! ( )
olarak bulunur.

Tek terimliler i¢cin (II.10) ifadesindeki operatoér tanimia gore tek terimlileri

genel bir ifade ile asagidaki sekilde verebiliriz.
m’nin tek degerleri i¢in,

m+l

B V& |& [ (<DmlcosB  (-1)*"misinB || . .
f.(x.)= + X, 1<j<N(IV.29.a
i) (l—cosBj lm:ll kZI: {Bz“(m—2k+2)! B*(m—2k+1)!|| ’ J=N( )

m#j
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m’nin ¢ift degerleri i¢in,

=

m+2
NN |2 L KH s A
)= —2— | THY-C 11) micosB - CD7misinB L - < j<N(v.29.b)
U7 U=cosB) oo | =B (m-2k+2)! S'B*(m-2k+1)!| ’

m#j
Fonksiyonun ikililerini bulmak i¢in asagidaki ifadeden faydalanalim.

£, (xx0) =1 f(x L, x,,.x ) =1, (x;)—-f (x;)-f,, 1<i,i, <N, k<m

ijiy

onceden elde ettigimiz degerler dahilinde yukaridaki ifadenin ¢6ziimii ile fonksiyonun

ikilileri, 1<1,j < N ve 1 <j olmak iizere

m’nin tek degerleri i¢in,

+1

8

M~\

—1)*m!cosB ~-D**'mlsinB | ;
2(k—1) (Zk) X X, (IV.30.a)
B™ (m—-2k+2)!  B*(m—2k+1)!

B )
f =—
ot (l—cosBj U

m#iy i,

~
Il

1

m’nin ¢ift degerleri i¢in,

m+2

N-2 = k+1 .
B (-1)*m!cosB 2, (-1)" "ml!sinB .
f. = | | + 'x.2 (IV.30.b
{l—cosBj o ZB2"‘ m-2k+2)! kZBZk(m kD[ ( )

m#ip,i,

seklinde genel olarak ifade edilmektedir.

Uygun islemler dogrultusunda diger terimler genel bir ifade ile

f, +ZIf(x)+ ZI“f(x X, )+

o j(xl,xz...,xj):IL2 """ jf ' W , I1<j<N
J

Y Lo f

idg penljg =1

137



seklinde gosterilebilmektedir. Bulunan ifadeler asagidaki genel denklemde yerine
yazilirsa, (II.1) denkleminin sagladigi agik¢a goriilmektedir. Daha oOnce yapilan
tanimlar dogrultusunda fonksiyonun degigmezlik dl¢enini hesaplayalim. Bunun igin

once fve f;'1n norm kareleri hesaplanmalidir. N’nin tek ve ¢ift degerleri igin,

: (o) (B Y (= (-D)f(2m)!cosB (1) (2m)!sin B
Il _I°[HXJ' ]_[1—cosBj lm_[] [ZB2k1(2m 2k +2)! Z132k(2rn 2k +1)!

j=1
olmak tizere (II.15.a) ifadesi geregi &),

m’nin tek degerleri i¢in,

m+l 2N
2N1ﬂ[ ZZ: (-D'mlcosB  (=)*"'mlsinB
l-cosB) 13|45 B*'(m-2k+2)! B*(m-2k+1)!
%0~ N o (C1)5(2m)lcos B (=1)**'(2m)!sin B (V31
I1|X Z
(1 cos Bj Lo [ B '(2m-2k+2)! % B™(2m- 2k+1)'}
m’nin ¢ift degerleri i¢in,
[[m+2 m 2N
( jmﬁ 22: (-1)*m!cos B 22: (-D)*"'m!sin B
l-cosB) 13 B*'(m-2k+2)! £ B*(m-2k+1)!
%0 = NN [ml k m K+l . (IV.31.b)
(-D)*(2m)!cos B (=D (2m)!sin B
11 3
l1-cosB) 41 | &= B*'(2m-2k+2)! = B*(2m-2k+1)!

olarak bulunur.

o, ifadesinin B ve N'nin bazi degerleri i¢in sonuglar1 asagidaki tabloda

gosterilmektedir.
B N 1 2 3 4
/2 0,8770 0,6360 0,3564 0,1920
T 0,8411 0,2328 0,1201 0,0532

Tablo IV.10 (IV.27) fonksiyonunun (IV.2) agirlik fonksiyonu kullanilarak elde edilen G, degerleri
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o, 'n degeri, N'nin artan degerleri i¢in azalmaktadir. Bu bize artan N degerleri igin

N
W, (X,) = % sin(BX ) agirlik fonksiyonunun (X, Xy Xy) = H x!

—Cos it

fonksiyonuna katkisinin azalmakta oldugunu ifade eder. Ayrica B :g icin

Wi(xi):LBsin(Bxi) agirhik fonksiyonu kullanilarak elde edilen o, degerleri

N
daha olumlu sonuglar vermektedir. Bu bize f (Xl,xz,...,XN)=HX: fonksiyonuna

i=1

katkinin B = g icin daha iyi oldugunu gostermektedir.

0,1 hesaplamak icin (IV.29.a) ve (IV.29.b) degerlerini géz 6niine almak iizere

f;(x;) 'in normunun karesi, sirastyla N'nin tek ve ¢ift degerleri igin,

2

g

+1

M~\

(-1)*m!cos B N (-1)*"'m!sin B
B> (m—2k+2)!  B™(m—2k+1)!

B 2N-1|
ool (2] |1
mj

1

~
Il

Z‘ (-1)*(2m)!cos B +i (-=1)*"'(2m)!sin B
~ B '(2m -2k +2)! £ B**(2m -2k +1)!

m+2 m
2N-1 E B
> B N & (-1 ml!cos B 2, (-1)""'m!sin B
f.(x)| =| ———= +
HJ( J)H (l_cosgj 1;[1;13“*‘(111_2“2)! ;BZk(m—2k+1)!
m#j
Z (-1)*(2m)!cos B Z( D**'(2m)!sin B
B**'(2m - 2k + 2)! " B*(2m - 2k +1)!

olarak bulunmaktadir. (II.15.b) denklemini kullanarak o, toplamsallik 6l¢eni sirasiyla

N’nin tek ve ¢ift degerleri i¢in,
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2N

m+1
2 (=1)*m!cos B . (-=1)*"'m!sin B
B2 (m — 2k + 2)! '~ B (m — 2k + 1!

B N m=1 k=1
o= (l—cos Bj i"“] (-D*(2m)!cos B N i (=D*""(2m)!sin B '
B (2m -2k +2)! | = B> (2m — 2k + 1)! V324
DZ.4a

2

m+1
RN (-D*m!cos B (=D**" ' m!sin B

2N-1 H 2k-1 T Lok
( B ) N wd o B (m = 2k + 2)! B (m - 2k + 1)

_f (~D)*(2m)!cos B L3 (—1)**'(2m)!sin B
B**'(2m -2k +2)! & B**(2m -2k +1)!

L k=1
! (=1)(2m)!cos B . Zm: (-D*'(2m)!sin B
~ B '(2m -2k +2) “~ B?*(2m -2k +1)!

I

m=1

m+2 2N

ﬁ E (-1)*m!cos B +Z7: (=D*"'m!sin B
B '(m-2k+2)! = B*(m-2k+1)!

k=1

B N m=l
o, = +
: (l—cos Bj N “‘Z":l (-D*(2m)!cos B +i(—1)k”(2m)!sinB
Xl (m — 2k +2)! | = B*(2m - 2k + 1)

' 2 7 (IV.32.b)

N2 (=1)*mlcos B & (-D)*'m!sin B
+
( B )2N1 N l l ZB2k—l(m_2k+2)' ;Bﬂ((m_zk_‘_l)'

34 (D" @m)leosB_ ¢ ()" (2m)tsin B
B*'(2m -2k +2)! = B**(2m -2k +1)!

| L=
ﬁ mi:l (-1)*(2m)!cos B . i (=D*"'(2m)!sin B
B2k—l(2m_2k+2)! k=1 B2k (2m—2k+1)'

m=1 k=1

olarak bulunur.

o, ifadesinin B ve N'nin bazi degerleri i¢in sonuglar1 asagidaki tabloda

gosterilmektedir.
B N 2 3 4 5
/2 0,9635 0,8210 0,7210 0,6304
T 0,8855 0,5735 0,2987 0,1201

Tablo IV.11 (IV.27) fonksiyonunun (IV.2) agirlik fonksiyonu kullanilarak elde edilen G degerleri
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G,, N =1 i¢cin teorik olarak da beklenildigi iizere 1 olarak bulunmustur. N'nin

artan degerleri i¢in o, azalmaktadir. Bununla beraber w,(X;)= sin(Bx; )

1-cosB

agirlik  fonksiyonunun kullanarak bulunan f’lerin  f(x,,X,,....Xy) = Hxi
i=l1

fonksiyonu tlizerindeki katkisis B = g 'de B =m'ye gore daha iyidir. Ayrica ele alinan

N

agirhk  fonksiyonu  kullanarak  bulunan  f;’lerin f(xl,xz,...,xN):Hxﬁ
i=1

N
fonksiyonuna katks1 f(x,,X,,...,Xy) = H x;" 'e gore daha kotidiir.

i=1

G,'1 hesaplamak i¢in (IV.30.a) ve (IV.30.b) degerlerini de gbz Oniine almak

tizere .. (X, ,X, )'In normunun karesi, N'nin tek ve ¢ift degerleri icin,
12 1 2

2

—

m+

2N-2 — .
2 B . (=1)*m!cos B (=)*"'m!sin B
Hfi,j(xi’xj)u :( j I | Z 2k-1 T
I-cosB el B (m-2k+2)! B (m-2k+1)!

k=1

m#ip,i,

% (-D)*(2m)!cos B _I_i(—l)k”@m)!sinB ’
~B* 1 2m-2k+2) 4 B*(2m-2k+1)!

(-D*mlcosB & (-D)*'m!sinB
T +Z Ty
“B*(m—2k+2)! = B*(m-2k+1)!

D2

B IN-2|
oo =( o] | 1T

m=l
m#iy i,

mz“ (=1)*(2m)!cos B +i(—l)k”(2m)!sinB ’
S BXT(om_2k+2)! “ B*(2m- 2k +1)!

~
1l

olarak bulunmaktadir. Bulunan ifadeler dogrultusunda (II.15.c) denklemini kullanarak

o, toplamsallik 6lgeni;

m’nin tek degerleri igin,
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m+

2N

o

N[ (-)fmicosB (-D*"'m!sinB
NS lm_! ;{szl(m 2k +2)! B”‘(m—Zk—i—l)!}
l—cosBj Nl (-1)*(2m)!cosB (l)k“(Zm)'sinB_Jr
g[sz“Qm 2k +2)! ZBZk(2m 2k +1)! |
M m+l 12
N & (-D¥mlcosB (-)*'misinB |
B YV H 1Laz“(m 2k +2)! B*(m-2k+1)! ] -
(I—COSBJ g " Z
2l (-1)*(2m)!cosB (=D "' (2m)!sinB
_kz_:‘BZk‘l(Zm—2k+2)' szk(Zm 2k +1)! | .
Nl (=1)*(2m)!cosB (=D*"(2m)!sinB
H{ YB™'(2m -2k +2)! ZBZk(2m 2k+1)'}
B m+1 2
N | (-D¥mlcosB (-1)*'m!sinB
B M mH kz; {BZk‘l(m—2k+2)! BZk(m—2k+l)!}
(l—cosBj i;:m#blz 5
o (=1)(2m)!cosB (=D)*"'(2m)!sinB
_kz_;‘BZk‘l(2m—2k+2)' ZBZk(2m 2k+1)'} (IV.33.2)
Noled (=) (2m)!cosB (=D*"'(2m)!sinB
H{szlem 2k +2)! Zsz(2m 2k+1)'}

m’nin ¢ift degerleri i¢in,

142



m+2 m N
ﬁ i (-)*mlcosB +i (=)' m!sinB
N il B (m-2k+2)! &' B*(m-2k+1)!

el B2k‘1(2m—2k+2)' “ B> (2m—2k +1)!
- . ) 5
ﬁi (-)*mlcosB "‘ZZ:( D*"'mlsinB
= B*'(m-2k+2)! &B*(m-2k+1)!

B
Gz_(l—cosBj H Z (~1)*(2m)!cosB Z( 1)“+‘(2m)'sinB}+

TN

ot

(@)

8 |

7]

o9)

N~
v}
Z
L

I Z

ﬂu

“‘i (=D (2m)!cosB z( )" (2m)!sinB
5B 2m-2k+2)! &B*(2m-2k+1)!

ﬁ {mzl (-)*(2m)!cosB Z( 1)k“(2m)vsmB}

i B*'(2m-2k+2)! & B*(2m-2k+1)!
m+2 m 2
AN N 5 k 2 (Rl
B j H Z i 1l) m!cosB +z (2kl) m!sinB
1-cosB i “B*'(m-2k+2)! <'B*(m-2k+1)!
mzl (1) (2m)!cosB +i(—1)k”(2m)!sinB ’
SB*'2m-2k+2)! F'B*(2m-2k+1)!
H ol (=1)*(2m)!cosB Z( 1) (2m)!sinB
SB™*'2m-2k+2)! S B*(2m-2k+1)!

(IV.33.b)

m=l

olarak bulunur.

o, ifadesinin B ve N'nin baz1 degerleri i¢in sonuglari asagidaki tabloda

gosterilmektedir.
B N 3 4 5 6
/2 0,9901 0,9807 0,9749 0,9658
T 0,9897 0,9695 0,9421 0,9104

Tablo IV.12 (IV.27) fonksiyonunun (IV.2) agirlik fonksiyonu kullanilarak elde edilen G, degerleri

c,, N=1 ve N=2 igin teorik olarak da beklenildigi {lizere 1 olarak

bulunmustur. Bununla beraber &,, N'nin artan degerleri i¢in azalmaktadir ve B=mn
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B :g'ye gore bu azalmay1 hizlandirmaktadir. Bu da agirlik fonksiyonu kullanilarak

N
bulunan f;’lerin f(x,,X,,...,Xy) = H x! fonksiyonuna katkisinin iyi oldugunu ifade

i=1

eder. Ayrica W, (X)) = % sin(BX; ) agirhik fonksiyonunun
S

N
f(x,,X550Xy) =Hxi fonksiyonuna katkist f(x,,X,,...,Xy) :fo’ 'e gore daha
i=1 i=1

kotiidiir.

Sonug olarak, W, (X,) = LB sin(BXx; ) agirlik fonksiyonun
S

N
f(xl,xz,...,xN):Zx;“, f(xl,xz,...,xN):Hx;“, f(xl,xz,...,XN):ZX; ve
i=l1

i=1 i=1

LI T
f(x,Xp50Xy) = Hxi fonksiyonlarina etkileri m, N, B'nin baz1 degerleri > ve 7

i=1
icin  gozlenmistir. Agirhik fonksiyonlarmin etkileri g6z Oniine alindiginda
degismezlik Olcenlerinin sonuglar1 1'e yakinsa bu agirlik fonksiyonlar1 kullanilarak
bulunan f,, f;, fj lerin, ele alinan fonksiyona katksi o derece iyidir. Buna gore m,

N'min artan degerleri i¢in Wi(xi):%sin(Bxi) agirhk fonksiyonunun
S

N N
f(xl,xz,...,xN)=Zx?“ f(xl,xz,...,xN)=Zx; fonksiyonlarma olan etkisi iyi,
i=1

v i=1

N N
f(xl,xz,...,xN)zl—[x;“ ve f(xl,xz,...,xN):Hx: etkisi kotiidiir. Yani toplamsal

i<l i1
fonksiyonlarda fonksiyona katkist olumludur. Carpimsal fonksiyonlar da ise
fonksiyona katki artan N degerleri i¢in olumsuz sonuclar vermektedir. Ele alinan
fonksiyonlarin artan ve [0,1] aralifinda tepe noktalarinin (0,0) olmasi g6z Oniine
almarak toplamsal fonksiyonlarda olumlu sonuglar verecegi artik kolayca

goriilmektedir. Carpimsal fonksiyonlarda da, katki kotiidir ve m ile N’nin artan

degerleri icin bu katki daha da kotliye gitmektedir. w,(X;) = %sin( Bx; ) agirlik
]
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fonksiyonunun [0,1] araliginda B:g icin tepe noktasi (l,gj, B=n i¢in tepe

noktasi (%,g] olmaktadir. [0,1] araliginda agirlik fonksiyonu aldig1 degerler goz

Oonline alindiginda, fonksiyona katkinin tepe noktalarinda olumlu oldugu
goriilmektedir. Bzg’nin B=mn’ye gore daha iyi sonuglar vermesi birinci

boliimdeki gbzlemlerimizle uyusan bir sonugtur zira [0,1] araliginda artan yapisi ve
tepe noktasi ele alinan fonksiyonlar ile daha ¢ok Ortlismektedir. Yani tepe noktalari
yakinlagtik¢a ve agirlik fonksiyonu ile fonksiyon yapisi uyustuk¢a fonksiyona katki
daha iyi olmaktadir.
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BOLUM V

SONUC

Yiiksek Boyutlu Model Gosterilimi, ¢cok degiskenli fonksiyonlarin sayisal olarak
elde edilmesinde etkin bir yontem oldugu goriilmektedir. Fonksiyonun yapisina bagh
olarak, ikinci veya tliglincli mertebeden yaklastirnm yapmak sonucu yeterli iyilikte
kilmaktadir. Ele alinan agirligin yaklastirimi nasil etkiledigini gormek maksadiyla

dort farkli agirlik fonksiyonu kullanilarak YBMG acilimlar1 hesaplanmustir. ilk

N
olarak tamamen toplamsal yapida olan f(xl,xz,...,xN):ZXim fonksiyonunun
i=1

YBMG agilimi hesaplanmistir. Daha sonra ikinci olarak tamamen ¢arpimsal yapida

olan f(X,,X,,....,Xy) = fo“ fonksiyonu incelenmistir. Bu incelemelere toplamsal

i1
N N

f(X,,Xp5e0 Xy) = ZX1 ve carpimsal f(x,,X,,...,Xy) =Hx§ ile devam edilmektedir.
i1 i-1

Bu uygulamalar sonucunda elde edilen yaklastirimin nasil sonuglandigint anlamamiz

icin degismezlik 6l¢enlerinin artan m ve N degerlerine karsilik gelen sonuglar1 tablo

halinde verilmistir. Ele aldigimiz fonksiyonlar ve agirlik fonksiyonlarinin bazilar

artandir. Tablo sonuglarina gore agirlik fonksiyonu ile fonksiyon ayni yapiya sahip

oldugunda, yaklagim 1iyi sonuglar vermektedir. Azalan agirlik fonksiyonu

kullanilarak bulunan f,, f;, f’lerin ele alinan fonksiyona katkisi olumsuzdur.

Ayrica bu genellestirmeye tepe noktalarinin durumu da eklenebilir. Agirlik

fonksiyonlar1 ve basta belirlenen fonksiyonlarin tepe noktalari birbirine yakin ise f,

f;, f;’lerin ele alman fonksiyona katkist olumludur. Son olarak

1

W, (%) =

Bsin(BXi) agirlik fonksiyonu kullanilarak bulunan f,, f;, f;’ lerin
—cos

fonksiyona katkis1 da incelendi. Bunun i¢in &, ’larin, m ve N’nin artan bazi degerleri
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icin karsiliklar1 ele alindi. Agirlik fonksiyonunun [0,1] araliginda B - ve B=n

icin etkileri de goz Oniine alininca, agirlik fonksiyonu ile fonksiyonun tepe
noktalarinin birbirine yakin olmasi yaklasima olumlu etki yapmaktadir. Burada genel
ifade ile fonksiyonun yapisina da bagli olmakla beraber yaklagim [0,1] araliginda ug
noktalarda iyidir. Ele alinan fonksiyon ile agirlik fonksiyonunun yapisi yani artan,

azalan olusu ile tepe noktalariin yakinligi arasinda benzerlikler gozlenmektedir.
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