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OZET

KONVANSIYONEL KOZMOLOJININ TETRAD TEOREMLERI VE ZAR-
EVREN KOZMOLOJISINDEKI BENZERLERI

Konvansiyonel Kozmolojinin kovaryant kozmolojik evrim ve bag denklemleri zar-
evren kozmolojisinde géz Oniine alindi. Senovilla, Sopuerta ve Szekeres’in yaklasim
izlenerek bunlar; her kaymasiz ve geodezik milkemmel akiskanin ya genislemesiz ya da
donmesiz oldugunu ifade eden konvansiyonel kozmolojideki iddianin gegerliligini zar-
evren kozmolojisi ¢ergevesinde de arastirmak i¢in kullanildi. Zar iizerinde efektif
Einstein alan denklemlerinin kapanmasini 6nleyen bulkin serbest gravitasyon etkisini
gosteren S5-boyutlu Weyl tansoriiniin elektriksel kisminin varligindan dolayr analiz
karmasik ve sonugsuz olmaktadir. Buna karsilik eger analiz tamamen piir bir
Coulombsu durum ile kisitlanirsa ivmesiz bir miikemmel akiskan i¢in teoremin bu yeni
kozmolojide de gecerli oldugu agik bir bicimde gosterildi. Basing ve efektif toplam
basing sabit oldugunda sonug¢ bulktaki serbest gravitasyon alanindan kaynaklanan zar
tizerindeki efektif enerji yogunlugundan bagimsiz olmaktadir. Degisken basinglar
halinde ise teorem, s6z konusu efektif enerji yogunlugu pozitif tanimli olmadig siirece

gecerli olmaktadir.
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SUMMARY

TETRAD THEOREMS OF THE CONVENTIONAL COSMOLOGY AND
THEIR ANALOGUES IN BRANE-WORLD COSMOLOGY

Covariant cosmological evolutions and constraints equations of the conventional
cosmology are considered in brane-world cosmology. Following the approach of
Senovilla, Sopuerta and Szekeres they are used to investigate in the framework of the
brane-world cosmology the validity of the conjecture of the conventional cosmology
stating that every shear-free and geodesic perfect fluid must be either expansion-free or
rotation-free. Due to the presence of the electrical part of the 5-dimensional Weyl tensor
representing the free gravitational effect of the bulk making the effective Einstein Field
Equations on the brane not closed, the analysis is complicated and inconclusive. Instead,
when the analysis is restricted to a purely Coulomb-like case, it is shown explicitly that,
for a perfect fluid with vanishing acceleration the theorem holds equivalently in this
new cosmology too. When the pressure and the effective total pressure are constants the
result is independent of the effective energy density on the brane arising from the free
gravitational field in the bulk. The theorem is valid in the case of variable pressures
unless the aforesaid effective energy density is positive-definite.



1. GIRIS

Einstein Alan Denklemlerinin doértten daha biiyiik boyutlu uzay-zamanlarda ele alinmasi
1920’lerin baslarinda Kaluza ve Klein’in ¢aligmalartyla baglamigtir. Elektromagnetizma
ile gravitasyonu bir birlestirme girisimi olarak ileri siiriilen teorilerinin getirdigi ekstra
boyut kavrami 1980’lerin baglarinda yeniden canlandirilmis ve gravitasyonun
Kuvantum Mekanigi ile birlestirilmesi girisimlerinde ve 6zellikle Sicim teorisi ile M-
teori i¢in vazgeg¢ilmez bir unsur olmustur. Bu calismalar, gravitasyonun, diisiik
enerjilerde efektif olarak dort boyutlu olan yiiksek boyutlu bir teorinin limiti oldugu
diisiincesine sevketmistir. Bu ¢alismalarin ortak yoniinii ise, i¢inde yasadigimiz fiziksel
dort boyutlu uzay-zaman ile gozlemsel ve deneysel tutarliligin kosulu olarak, ekstra
boyut ya da boyutlara getirilen tikizlastirma (kompaktlastirma) mekanizmasi
olusturmaktadir. Ancak, Sicim teorisindeki yakin zamandaki gelismeler bazi ekstra
boyutlarin son derece kiigiik olmadiklar1 yoniinde bir takim sonuglar vermistir. Sicim
teorisinin bu sonuclarindan ve de M-teoriden esinlenen zar-evren denilen modeller,
ekstra boyutlarin iginde yasadigimiz dort boyutlu evreni nasil etkiledigini tasvir eden
basit ama akla yatkin bir yaklasim sunmuslardir. Buna gore, Parcacik Fiziginin Standart
Modelindeki temel etkilesimleri tasvir eden alanlar 3-zar denilen bir 1+3-boyutlu
hiperyiizeye hapsolmus iken gravitasyon alani bulk denilen (1+3+d) boyutlarda
yayilabilmektedir ve lstelik ekstra boyutlarin kiigiik ve hatta ¢ok kiigiik (kompakt)
olmasi da gerekmemektedir. Bu sinif modeller i¢inde en basitini olusturan d=1 hali i¢in,
1998’de Randall ve Sundrum tarafindan gosterilmistir ki besinci boyut evrenin

biiytlikliigii mertebesinde de olabilmektedir.

Evrenimizin, bulk diye anilan yiiksek boyutlu bir uzay-zamana yatirilmig topolojik bir
“ariza” olarak tasavvuru, kozmolojik evrim agisindan, Konvansiyonel (Standart)
Kozmoloji’dekilerden farkli bir takim Ozelliklerin ortaya ¢ikmasma olanak
tanimaktadir. Nitekim zar ilizerinde elde edilen efektif Einstein Alan Denklemlerinde
fazladan iki terim ortaya ¢ikmaktadir. Birincisi, zarin enerji momentum tansoriinde
kuvadratik bir diizeltme terimi bulunmakta; ikincisi ise, bes boyutlu bulk’in Weyl

tansOriiniin  elektriksel kismi diye anilan bir terim, bulk’in etkisi olarak alan



denklemlerine girmektedir. Ote yandan, bulk ile zar arasinda bir enerji alisverisi olanagi
bulunmasi da kozmolojik evrim bakimindan yeni olabilirlikler sunacak bir mekanizma
olarak goriilmektedir. Bu bakimdan, 4-boyutlu Konvansiyonel Kozmoloji’'nin pek ¢ok
meselesini zar-evren modelleri ¢ercevesinde yeniden ele almak yakin zamanlarin

baslica ugraslarindan biri olmustur.

Tez’imiz acisindan bizim ilgi alanimiz su kapsamda olacaktir: Cok iyi bilindigi {izere,
4-boyutlu uzay-zamanda yazilmis Einstein alan denklemlerine dayanan Konvansiyonel
ya da Standart Kozmoloji’de tekillik, esyonliilesme, Kayma, Kararlilik, vb... konularda
teorem ya da iddia olarak nitelendirilen birtakim sonuglar bulunmaktadir: Tekillik
Teoremleri, Birkoff teoremi, “Kozmik No Hair” teoremi, vb... Biz bu Tez’de, bunlar
arasindan yalnizca “Kaymasiz (shearfree) Akiskan Teoremi” denilenle ilgilenecegiz. Bu
teorem (veya iddia); evrendeki madde ve enerji igerigi bir akigkan gibi tasavvur
edildiginde, eger akiskan kaymasiz ise bu takdirde birtakim varsayimlar saglandiginda,
ya girdabinin (akiskanin donme hareketi) ya da genislemesinin sifir olacagini
sOylemektedir. Bu teorem, konvansiyonel kozmolojide ¢esitli varsayimlar altinda pek
cok arastirmaci tarafindan incelenmistir. Buna karsilik, s6z konusu mesele bildigimiz
kadariyla literatiirde zar-evren modelleri ¢ercevesinde ele alinmamustir. Biz bu Tez’de,
Senovilla, Sopuerta ve Szekeres’in konvansiyonel kozmolojide izledikleri kovaryant
yaklagimin bir benzerini zar-evren modellerinde gergeklestirerek séz konusu teoremin
gecerliligini ivmesiz mitkemmel akiskan ve 6zel bulk etkisi gibi bir takim kisitlamalar
altinda arastiracagiz. Bunun i¢in, zar-evren modellerinde kullanilan baglhica iki
yaklagimdan biri olan zar iizerinde indiiklenmig efektif Einstein denklemlerinden yola
cikacagiz ve de konvansiyonel kozmolojinin zar-evrene genellestirilmis kovaryant

evrim ve bag denklemlerini kullanacagiz.

Calisma planimiz sdyle olacaktir: Genel Kisimlar Boliimii’nde, zar-evren modeli
kavraminin ortaya c¢ikisinin tarihgesini kisaca oOzetledikten sonra Konvansiyonel
Kozmolojide Kaymasiz akiskan i¢in gergeklestirilen ¢aligsmalari tanitiyoruz. Malzeme
ve Yontem Bolimii’nde once Tez’in anlagilmasina yardimci olacak temel bazi
geometrik biiyiikliikler ile kavramlar1 veriyoruz. Isin i¢ine giren Kozmolojik kavramlar
ile zar tlizerinde indiiklenmis efektif Einstein denklemlerinin kisa bir ¢ikartilisindan

sonra evrim ve bag denklemlerinin dayandig1 1+3 kovaryant ayrigima iliskin bilgileri bu



boliimde sunuyoruz. Bulgular Boliimii’nde Standart Kozmolojinin evrim ve bag
denklemlerinin zar-evren modeli i¢in alacagi sekilleri tesis ediyoruz. Daha sonra da
denklemleri kaymasiz ve ivmesiz miikemmel akiskan haline 6zellestirerek ve de bulkin
etkisi i¢in Piir Coulombsu Durum varsayarak girdap ile genisleme arasindaki iligkiyi

arastirtyoruz. Sonu¢ Boliimii’nde ise, yapilanlarin kisa bir tartismasini sunuyoruz.



2. GENEL KISIMLAR

2.1. ZAR-EVREN MODELLERI

1921 ve 1926’da Kaluza ve Klein, elektromagnetizma ile gravitasyonu bir birlestirme
girisimi olarak, ekstra uzaysal boyutun yeteri kadar kii¢iik yarigapli bir cember iizerinde
tikizlastirildigi  (kompaktlagtirildigl) bes boyutlu bir uzay zaman teorisi ileri
sirmislerdir [1,2]. Her ne kadar teorileri basarisiz kalmis olsa da, ekstra boyut
diisiincesi ¢ekiciligini siirdiirmiis ve 6zellikle 1980 sonralari, Kaluza-Klein tipi denilen
bu tiirlii yliksek boyutlu teoriler yogun ilgi alani olusturmuslardir. Yakin zamanlarda
agirlik kazanan diisiince, hem Kuvantum Mekanigini hem de gravitasyonu tutarli bir
bicimde kapsayacak bir teorinin ancak dortten daha biiylik boyutlu bir uzay-zamanin
g0z Oniine alinmasiyla miimkiin olabilecegi yoniinde olmustur. Bu amagcla ileri siiriilen
Stipersicim teorileri, her iki disiplinin tutarliliginin ancak on boyutta saglanabilecegini
sdylemektedir. I¢inde yasadigimiz dort boyuta ise, ekstra uzaysal boyutlar Planck dlgegi

mertebesinde boyutlara sahip bir manifolda tikizlastirildig: takdirde inilebilmektedir.

Bir bagka yaklasimi ise, ¢ok yakin zamanlarda Horava ve Witten tarafindan ileri siiriilen
ve M-teori olarak adlandirilan teori olusturmaktadir [3,4]. Bu teori, birtakim limit
durumlarda bilinen bes sicim teorisine ya da siipergraviteye indirgenmektedir. Horava

ve Witten, E,xE; heterotik sicim teorisinin kuvvetli kuplaj limitine karsilik gelen
diisiik enerjideki efektif teoriyi tasvirinde, onbirinci boyutun Z, ayna simetrisine sahip

bir orbifold iizerinde tikizlastigi onbir boyutlu supergravite elde edilebilecegini
gostermigstir. Orbifold bir aralik olup sabit olan iki ucu, yani uzay-zamanin sinirlari, ayar
gruplarmin ( £y ) etkidigi 10-boyutlu diizlemler tanimlamaktadir. Boyle bir tasavvur su

lic tip uzaysal boyutu ortaya ¢ikarmaktadir: Orbifold boyutu, alisik oldugumuz uzaysal

boyutlar ve alt1 tane de Kaluza-Klein anlaminda tikizlastirilabilen boyutlar.



Witten, daha sonra, alti boyutun iizerinde tikizlastigi Calabi-Yau manifoldunun
bliyiikliigliniin s6z konusu iki smir diizlem arasindaki agikliktan ¢ok daha kiiclik
(Plancksal uzunluklarda) olabilecegini ileri slirmiistiir[5]. Baska bir deyisle, orbifold
boyutu s6z konusu alt1 ekstra boyuttan daha biiyiik olabilmektedir. Boyle bir durum,
sonugta, iki tane sinir 3-boyut (ki biri bizim evrenimiz olabilir) ve bir de “biiyiik” ekstra
boyut olmak {iizere bes boyutlu bir uzay-zaman goriintiisi vermektedir. Bu sinir
diizlemlerine “zar” adi verilmektedir. Aslinda zar kavrami 80’11 yillarda fenomenolojik
cergevede ortaya c¢ikmig ve sicim teorilerinin yakin gelismeleriyle yeniden ele
almmustir. Genel anlamiyla zar-evren, bulk denilen yiiksek boyutlu bir uzay-zamana
daldirilmis ii¢ boyutlu (+zaman) bir hiperyiizeydir. Standart Modelin pargaciklar1 zara
hapsolmus iken yalnizca gravitasyon ve muhtemel bagka tuhaf madde alanlar

(stipersicim dilaton alani gibi) bulkta yayilabilmektedir.

Bu {i¢ boyutlu zar kavrami, parcacik fiziginde hiyerarsi problemine bir ¢éziim getirmek
lizere tamamen fenomenolojik ¢ercevede Arkani-Hamed, Dimopoulos ve Dvali (ADD)
tarafindan da kullanilmistir[6]. Bu amacla son derece basit bir modelden yola
cikmiglardir. (4+d)- boyutlu bir diiz uzay-zaman gdz Oniine alip d ekstra boyutlar1 da
basitlik amaciyla R yarigapli bir simit {izerinde tikizlagtirmiglardir. Gravitasyonun
yalnizca ekstra d boyutlarda yayildigin1 varsayarak sonugta, R den daha biiylik
uzakliklarda, (4+d)-boyutlu gravitasyonun efektif olarak bildigimiz 4-boyutlu
gravitasyon gibi davrandiginm1 bulmuslardir. Newton Kanunu’nun deneysel olarak
milimetrenin onda biri uzakliklarda gecerliliginin saptandigi géz oniine alinacak olursa,
bu sonu¢ R nin ve dolayisiyla da ekstra boyutlarin milimetrenin kesri mertebesinde
olabilecegi anlamina gelmektedir. Ote yandan ADD, yiiksek boyutlu temel Planck

teme

kiitlesi M, , ile dort-boyutlu Planck kiitlesi M ,, arasinda

MPIZ =M2+d Rd

temel

bagintisin1 bulmakta ve buradan hareketle de zayif etkilesme 6lgegi olan 100 GeV ile
Planck 6lgegi olan 10" GeV arasindaki muazzam uyumsuzlugu gidermek iizere ekstra
boyutlu uzayin hacminin yeteri kadar biiylik alinmasi teklifinde bulunmaktadir. Bunun

gerceklenmesi ise ekstra boyutlarin birden fazla olmasini gerektirmektedir.



2.2. KAYMASIZ MUKEMMEL AKISKAN TEOREMI

Literatiirde x#+ p=0 kosuluna uyan p = p(u) barotropik hal denklemli kaymasiz bir

akigkanin, birtakim ek varsayimlar saglandiginda, ya girdabinin sifir ya da
genislemesinin sifir oldugunu bildiren epey ¢alisma bulunmaktadir. Bu yonde ilk sonug,
Godel tarafindan uzayca homojen modellerden olan Bianchi-tip IX kozmolojik modeli

cercevesinde toz ( p =0) hali icin verilmistir[7]. Bu sonu¢ daha sonra Ellis tarafindan

yine toz i¢in ama herhangi bir uzay-zaman simetrisine sahip olmasi gerekmeyen tiim
modellere genellestirilmistir[8]. Bir baska dogrultuda genellestirme de tiim uzayca
homojen uzay-zamanlar1 géz Oniine almak ama bu sefer, ¢cok 6zel hal denklemleri

varsaymak yoluyla olmustur. Bu kapsamda Schiicking p =0 modellerini[9], Banerji de
p=(—-Du lineer barotropik hal denkleminde 1<y # %O halini g6z Oniine

almiglardir[10]. King ve Ellis ¢ ve p degiskenlerine yalnizca u+ p >0 kisitlamasi

getirilmis olsa bile sonuglarin degismedigini gostermislerdir[11]. Daha sonra White ve
Collins, sonuglarin uzayca homojen uzay-zamanlar i¢in, daha genel bir kosul olan

1+ p #0 kosulu altinda da gecerli oldugunu gostermistir[12]. Yine Treciokas ve Ellis,
hal denklemi p = % 4 olan kaymasiz radyasyon modeli i¢in ya girdabin ya da dénmenin

sifir olmas1 gerektigini ispatlamiglardir[13]. Kaymasiz durumda ya girdabin ya da
dénmenin sifir oldugu, bagka 6zel varsayimlar i¢in de gosterilmistir. White ve Collins,
ivmenin girdaba paralel olmasi ve Collins de Weyl tansoriiniin magnetik kisminin sifir
olmast durumlarinda aym 6zelligi bulmuslardir[14]. Bu alandaki ¢alismalar1 baskalar1
da izlemistir (Bkz. [12] ve kaynaklar1). Tiim bu calismalar s6z konusu iddianin dogru
olabilecegi yolunda bir kanaat olusturmustur, yani: Rolativistik Kozmoloji’de,

L1+ p#0 olacak sekilde p= p(x) hal denklemine uyan kaymasiz bir miikemmel

akigskanin ya girdabr sifirdir ya da genislemesi. Bu iddianin kosullarin1 saglayan ekzakt
¢cOziimlerin bu iddiayr dogruladiklar1 bilinmekle birlikte, bu idianin yanlis oldugunu
gosteren herhangi bir ¢6ziime simdiye kadar rastlanmamustir. Bununla birlikte, suna
isaret etmekte yarar vardir. Yukaridaki sonuglarin hepsi ya 6zel bir tetrad ya da bir
koordinat sistemi kullanilarak ispatlanmistir. Dolayisiyla sonuglarin temelinde yatan

ogeleri kismen maskeler bir durum yaratmaktadir. Bunu gidermek i¢in, ¢ok yakin bir



zamanda Senovilla, Sopuerta ve Szekeres, en genel yaklasim olan Kovaryant
Formiilasyonu kullanarak, s6z konusu iddiayr ivmenin sifir oldugu ve de ivmenin

girdaba paralel oldugu iki durum i¢in ispatlamaya ¢alismiglardir[15].

Bu konudaki ¢alismalar bunun disinda da farkli kosullar kabul edilerek ve degisik
yontemler kullanilarak devam etmistir. Carminati[16] null(isik cinsinden) tetrad ile,

Lang ve Collins[17] #=6(x) hali icin ortonormal tetrad ile, Carminati ve
Cyganowski[18,19,20] null tetrad ile, Coley[21] killing vektdr alaninin hiza paralel
olmasi hali i¢in (& ||u®), Sopuerta[22] € =6(x) durumu icin, Van der Bergh[23]
u+3p=sabit, y—9p = sabit durumlari i¢in ve Cyganowski ve Carminati[24] £, =0

hali i¢in bu ispati yapmislardir. Biitiin bu ¢alismalar tarihsel sirayla Chrobok’inkine

benzer sekilde[25] Tablo 2.1 de toplu halde gosterilmistir.

Biz de bu Tezde, soz konusu iddiay1r Senovilla, Sopuerta ve Szekeres’in yOntemini

izleyerek, zar-evren modelleri ¢ercevesinde Kovaryant formiilasyon ile ele alacagiz.



Tablo 2.1: Kaymasiz mitkemmel akigkan ile ilgili caligmalar[25]

Yazar Yil Akiskanin Ozelligi Yontem
Godel [7] 1950 | p=0 Koordinat
Schiicking [9] 1957 | p=0 Koordinat
Ellis [8] 1967 | P=0 Ortonormal tetrad
= 1 1 10 Koordinat
Banerji [10] 1968 | P~ (7/— ),U , I<y i? oordina
1971 _1 Koordinat
Treciokas ve Ellis [13] pP= 5/,1 oordina
King ve Ellis [11] 1973 | HT P> 0 Ortonormal tetrad
White ve Collins [12] 1984 | H+p#O Ortonormal tetrad
Collins [14] 1984 | H, =0 Ortonormal tetrad
. Isik cinsinden(null)
Carminati [16] 1987 | Petrov Tip-N
tetrad
Lang ve Collins [17] 1988 | €=0(u) Ortonormal tetrad
) Isik cinsinden(null)
Carminati [18] 1990 | Petrov Tip III
tetrad
Coley [21] 1991 | & ||u” Koordinat
. Isik cinsinden(null)
Carminati ve Cyganowski[19] 1996 | Petrov Tip III
tetrad
Senovilla, Sopuerta, Szekeres [15] | 1997 L'ta =0, ﬂa I @, Kovaryant
. Isik cinsinden(null)
Carminati ve Cyganowski[20] 1997 | Petrov Tip III
tetrad
Sopuerta [22] 1998 | € =0(w) Kovaryant
Van den Bergh [23] 1999 | #+3p=sabit, u—9p =sabit | Ortonormal tetrad
_ Isik cinsinden(null)
Cyganowski ve Carminati [24] 2000 | E =0
tetrad
u, L @, durumu
Chorobok[25] 2004 | p=(y—1)u icin 6zel ¥ degerleri | Kovaryant

H, #0 durumu




3. MALZEME VE YONTEM

3.1.N-BOYUTLU UZAY-ZAMAN GEOMETRIiSi: TANIMLAR VE
KAVRAMLAR

3.1.1. Izdiisiirme Tansérleri

Genel olarak N-boyutlu bir M, manifoldu goz oniine alinsin ve bunun metrigi g ile

gosterilsin[26]. Her ne kadar yazilacak ifadeler koordinat-bagimsiz (kovaryant)

olacaklarsa da, baslangi¢ i¢in gegici olarak bir koordinat sistemi segmek iyi olacaktir.

{x" , a=0, 1,2,...} ile keyfi bir yerel koordinat sistemi gosterilsin. Bu sistemde metrigin

bilesenleri g, ile gosterilecek ve imzasinin da Lorentzsel, yani (-1,+1,+1,+1,...) oldugu

varsayilacaktir. Bu kabule gore n gibi bir vektor

3.1)

-1 ise zamansal
” = g =

+1 ise uzaysal

biciminde normlanip adlandirilacaktir. & parametresi ifadelerin genelligini bozmamak

tizere, 0zel durumlar disinda, ifadelerde tutulacaktir.

Simdilik n ye 6zel bir geometrik ya da fiziksel anlam baglamayip se¢ilmis ayricalikli bir

vektor goziiyle bakilsin. Bu takdirde M, (g,n) manifoldunda keyfi bir V vektorii; biri n

ye paralel; digeri de n ye dik olmak {izere
V=V, +V o V=V +V° (3.2)
biciminde iki bilesene ayristirilabilir. Eger ayricalikli n den hareketle

U’ =en’n, ve h' =0 —en‘n, (3.3)
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bagintilariyla iki tansoér tanimlanirsa, (3.2) nin

ve=usyt+ht,y

(3.4)

bigiminde ifade edilebilecegi kolaylikla goriilebilir. U, (veya U,,, U®) ile h°, (veya

h,,h") tansorlerine izdiisiirme tansérleri denilmekte olup, birincisi bir vektdrii n ye

paralel; ikincisi de n ye dik olarak izdiisiiriir. 4%, V’* ye dik izdisiiriilmiis uzaysal (eger n

zamansal ise) kisim denir. Tanimlarindan bu tansorlerin

Uy =U, hy, =h,

Ue, =+1 h',=N-1
U',n’ =n‘ hen" =0
veus,=U0" h® he, =h",
veut,=ut U, h o, =hen,

bagintilarin1 sagladiklar1 kolayca gosterilebilir.

Yukaridaki yaklagim, birinci mertebeden bir 7, € M, tansoriiniin
I =An,+B, , oyleki BLn , yani, Bn"=0

bi¢ciminde indirgenemez pargalanigina dayanmaktadir.

Simdi benzer bigimde bir 7, € M, tansoriiniin
T,=Ann,+Bn, +Cn, +D,

indirgenemez parcalanis1 géz 6niine alinsin, dyle ki,
Bn'=0, C,n°=0, D,n"=D_n"=0

olsun. (3.7) nin

T,=-UU,T,+U.T,+UT, +h}T

cd

(3.5)

(3.6)

(3.7)

(3.8)

(3.9)



11

bigiminde yazilabilecegini gérmek kolaydir. Son terim olan A‘A‘T,, T, nin dik

izdiisliriilmiis uzaysal kismi (eger n zamansal ise) olarak anilir.
Simdi, 6nemli bir uygulama olarak, 7, =V n, kovaryant tiirevin ayrigimi goz oniine
alinsin. (3.1) den hareketle elde edilebilecek

n‘V.n,=0 (3.10a)

nVan,=a, = n'a,=0 (a,ivme olup uzaysaldir.) (3.10b)
bagintilar1 (3.9) da kullanilirsa

V. n,=en,a, +hh'V.n, (3.11)
ayrisimi elde edilir. Son terim olan

D.n, =hh'V n, (3.12)

ifadesine: N-boyuttaki kovaryant tiirevin izdiisliriilmiis uzaysal kismi (eger n zamansal

ise) denir ve dolayisiyla,
Dn, =V n, —éena, (3.13)

bagintisiyla hesaplanir.

Yukarida goz oniine alinan ayricalikli n vektoriine herhangi bir geometrik ya da fiziksel

anlam  baglanmamusti.  Geometri kapsaminda, n, M, ’deki (N-1)-boyutlu

hiperyiizeylerin birim normali olarak diisiiniilecektir. Kozmoloji kapsaminda da, bir 4-li
vektor olarak, bir gbzlemcinin hizin1 ya da bir akigkanin akis hizim1 gosterecektir. Bu

takdirde ayricalikli n vektorii u semboliiyle gosterilecektir.

3.1.2. Hiperyiizey ve indiiklenmis Metrik

M, ye yatirllmis (N-1)-boyutlu bir X hiperyiizeyi géz Oniine alinsin ve n de bunun

birim normali olsun. Eger n zaman cinsinden ise, X ya uzaysal; n uzay cinsinden ise X
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ya zamansal hiperylizey denir. M, deki koordinatlar {x”, a=0,1,..N —1} ve X2
ylizeyinin ig¢sel (intrensek) koordinatlar { v, v=0,1,.,N —2} olmak flizere X

hiperyiizeyi

O (x") = Sabit (3.14)
kapali denklemiyle, ya da

x“=x(y") (3.15)

parametrik denklemleriyle tanimlanabilir. (3.15) denklemlerine X nin M, ye yatirilma
denklemleri de denir. (3.14) ten d® =0 ,®dx" =0 yazilabileceginden, buradan

0,® L X~ oldugu ve dolayisiyla birim normalin

0,®
— (3.16)
g“0,®0,D

biciminde tanimlanabilecegi goriilebilir. Eger n“ artan @® yoOniinde oldugunda

n“0,® >0 alinirsa, n nin normlanmasi
a —
n‘n,=¢& (3.17)

bi¢iminde olur.

Simdi, ¥ yilizeyinin M, ye yatirnlmasin tasvir eden (3.15) teki parametrik

denklemlerinden yazilabilecek

0 &0 (3.18)
oy’ oy ox”

bagintisi
0 =0, =¢e, , 0 =0,=e Ve Ox =ef (3.19)
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tanimlar1 kullanilarak
ey =eva €q (320)

bi¢iminde ifade edilebilir. e,, M, deki koordinatsal taban vektorlerini (N adet); e, de =
daki koordinatsal taban vektorlerini (N-1 adet) gostermektedir. e,“ fonksiyonlar: ise X
nin v incii taban vektoriiniin, M, nin e, taban vektorleri cinsinden lineer

kombinezonundaki a 1nc1 bilesenini géstermektedir. (3.15) kullanilarak
en =0 (3.21)

oldugu goriilebilir. Bu baginti, e, taban vektorlerinin n normaline dik oldugunu ve

dolayisiyla da X nin teget uzayinda olduklarini séylemektedir.

Yukaridaki yaklasima alternatif olarak, ¥ {izerinde bir dy” yer degistirmesi gbz Oniine

alinirsa, buna M ,, de karsilik gelen yerdegistirme, (3.15) ten

e = Oox

dy’ (3.22)

olur.

dx‘=e"=0" , dy=e'=0" (3.23)

o'=¢, o (3.24)

biciminde ifade edilebilir. @ ler M, deki koordinatsal taban 1-formlarin1 (N adet); "
ler de ¥ daki koordinatsal taban 1-formlarini (N-1 adet) gostermektedir. (3.24) ten, e,
fonksiyonlarma, M, deki a 1nci taban 1-formunun, ¥ daki @’ 1-form tabanindaki

bilesenleri goziiyle bakilabilecegini sdylemektedir.
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dx'= f bir M, vektéridir (1-formudur) ve X -invaryanttir, yani, eger )"
koordinatlar1 degisirse ( y — y ) bilesenleri degismez. Benzer sekilde, dy” =@’ bir X
vektoriidiir (1-formudur) ve M, -invaryanttir, yani x“ koordinatlar1 degisirse (x — X))
" ler degismez. Baska bir deyisle; M, deki koordinat doniisimii altinda e bir

kontravaryant M, vektoridir. X daki koordinat doniisiimii altinda e, kovaryant bir

> vektorudir.

2 daki sonsuz kiiciik yerdegistirmeler M, de ifade edildiginde:

ds® = g, (x)dx"dx" (3.25)
ve X da ifade edildiginde ise

ds* = g, (y)dy"dy" (3.26)
olacaktir. (3.22) kullanilarak, bunlardan

g =e'e"g, (3.27)

elde edilir. g, ye y koordinatlarinda ya da {eﬂ} koordinat tabaninda X iizerinde

indiiklenmis metrik denir ve ¢ogu kere
g = N’lgﬂv =h, (3.28)

yazilglariyla gosterilir. M deki x —x donistimleri altinda g, bir skaler; £ daki
y — ¥ donistimleri altinda ise bir 2. mertebeden kovaryant tansor oldugundan, g, ye

bir (N-1)-tansor denir.

(3.27) ifadesi, (N-1)-boyutlu T hiperyiizeyinin " "lgw metrigini, N-boyutlu A, nin
g, metriginden hareketle, ¥ nin »" igsel (intrensek) koordinatlar1 cinsinden ifade

etmektedir. Tersine "¢, verildiginde, M nin g, metrigi
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g = gwe*‘aevb +éen,n, (3.29)
ifadesiyle bulunur. Bunu gostermek i¢in (3.27) ifadesinin sol tarafinin

_ A o
g/,w - gﬂ.a5 y5 v
= gla (elae/ua )(eo-bevb)

= gﬂ,a (eiaeo-b )(eluaevb)
yazilabilecegi gbz Oniine alinirsa, (3.27) ifadesi
(gab - g/la (eiaeo—h)) e,uaevb = 0

olur. Buradan, X e ‘e,” =0 olmak iizere

A o _
Eab —8i6€ € b _Xab
veya
=g e e’ +X
gab _gﬂ.ae ae b ab

elde edilir. X, = en n, almarak (3.29) bagintis1 elde edilir. (3.29) un sag tarafindaki ilk

terim i¢in

gy =iy = g 330
yazilsm. Bu biiyiikliik yalnizca ¥ iizerinde tanimhidir ve (3.21) nedeniyle “ g n* =0
oldugundan tamamen X ya tegettir. (3.30) tanimin1 kullanilarak (3.29)

gy = hy =8 enn 631

(N-1) — :
gab = hab nin n ye

biciminde yazilabilir. Bu ifadenin (3.3) ile karsilastirilmasindan,
dik oldugu, yani, X hiperyiizeyi iizerine dik izdiisliren bir izdiislirme tansorii roliinii

oynadig goriilmektedir.
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O halde, mesela T € M, gibi herhangi bir uzay-zaman tansérii goz dniine alindiginda,

(3.31) araciligiyla bu

T =h h",T" (3.32)
bi¢iminde izdiisiiriilebilir. Izdiisim 7,

T ,=T“n,=0 = Tln = TeX (3.33)
ozelligini tasir, yani bir teget tansor alanidir. Bu izdiisiim tansérden hareketle de

T =e"e" T < T%= eﬂ“ev”T”” (3.34)

araciligiyla buna baglanan 7*" (N-1)-tansorii (yani x — X altinda skaler gibi; y —> y

altinda da tansor gibi doniisen) elde edilir. (3.34) bagintis1 bir 7 teget tansor ile bunun
esdegeri 7" (N-1)-tansorii arasinda birinden digerine gegisi ifade etmektedir. Nasil ki

uzay-zaman tansérlerinin indisleri g, ve g“ ile indirilip kaldirilmaktadir, (N-1)-

tansorlerin indisleri de g, ve g* ile indirilip kaldirilmaktadir. Burada, g, , (3.27) ve

v

(3.28) de tanimlandig gibidir ve g*” niin de tanimi

g =e e g” (3.35)
A\

g = Mgt = pt (3.36)
dir. O halde, mesela

T =" b, 7"
dir.

3.1.3. i¢sel Kovaryant Tiirev

Bir V uzay-zaman vektoriiniin V_JV, uzay-zaman kovaryant tiirevinin, onceki paragrafta

s0z edildigi gibi, ya da (3.12) de yazildig1 gibi, X {izerine izdiistiriilmesi
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DV,=h'h" V.V, (3.37)

bi¢imindedir. DV, ye igsel (intrensek) tiirev denilmekte olup bu bir teget tansor

alanidir, zira (D,V, )n° =(D,V,)n‘ =0 dur. (3.37) den hareketle de
D/II/V = e,ucevchVd (338)

elde edilir. Simdi acaba, DV, nigin bir kovaryant tiirevdir ve de nasil hesaplanabilir?

(3.37), (3.38) e tasinir ve (3.31) ve (3.21) bagintilar1 kullanilirsa

_ ¢ _dgpa 1.b
D,uK/ _e,u e, h ch dval/b
_ c_d a a b b
=eje, (5 .—é&n n(,)(5 J—EN nd)VaVb
_ c_dga ¢b ¢c_dga b c_dgh _a ¢ _d_a b
—(eﬂ e 06", —¢cee 6" n'n,—ge e 6" n"n +e e nnn nd)VaVb

= eﬂ“evaaVb (3.39)

elde edilir. Burada V _V, nin uzay-zaman kovaryant tiirev oldugu unutulmamalidir.

Bunun

o,

VV =
P o

a

ey (3.40)

ifadesi (3.39) a yerlestirilip, gerekli diizenlemeler yapilir ve
e’ (Vaevb)elb =—e, ¢ 'V, e, =T" (3.41)
denilirse

D,uK/ = a,uV:/ _F/I Vﬂv (342)

uv

elde edilir. O halde igsel kovaryant tirev de, tipki uzay-zaman tiirevi gibi
hesaplanmaktadir.  Yukaridaki hesaplar herhangi bir mertebeden tansorlere
genellestirilebilir. Mesela 2. mertebeden bir 7, i¢in

DT,=e'e’e,V,T, (3.43)

uva W
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dir. Ozel olarak T, = b, alinirsa

Dh,=0 (3.44)

Y72

bulunur ki, bu, D, niin bir kovaryant tiirev oldugunu gosterir.

3.1.4. Dissal Egrilik

Yukaridaki ifadelerde V, = n, alinirsa,

ch = Dcnd = hachbdvanb (345)
ve
K, =Dn, = eﬂ“’evchnd (3.46a)
=e, ¢V n, (3.46b)
= eﬂcevchd (3.46¢)

bulunur. K ye digsal(ekstrensek) egrilik ya da X hiperyiizeyinin ikinci temel formu
denir. K,, M, wuzay zaman koordinatlarinda; K,k ise X yiizeyinin igsel

koordinatlarinda ifade edilmistir.
K. n=Kn"=0 (3:47)

oldugundan, K, bir teget vektordir ve dolayisiyla K, bir (N-1)-tansér olur.

K, veya K, simetrik bir tansordiir, yani

K

ab

_K K =K (3.48)

ba b nv 177]

g0,®0,® " olmak iizere

Bunu gostermek i¢in (3.16) bagintis1 S =

n =p0.®=pV 0

biciminde yazilabilecegi gdz oniine alinirsa ve bu da (3.45) te kullanilirsa
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K= hachbdva (ﬂabq))
= hachhd [vaﬂqu) + ﬂva (Vbq))]
=" h, [ V,BV, @+ BV, (V,0)]
olur. Ote yandan
ch = hadhbc [vaﬂqu) + ﬂva (Vbq))]
yazilabileceginden taraf tarafa ¢ikartma ile
K=Ky =0 i [V, 9,0V fV,®+B[V,(V,0)-V,(V,d)]]
bulunur. Burulma sifir ise, parantez i¢indeki terim sifir olur ve dolayisiyla

ch - ch = hadhbc (abﬂaaq) - aaﬁabq))

=20 i 0, 30,® =0

yani

=K

dc

olur. K, digsal egrilik tansoriiniin izine skaler digsal egrilik denir ve su bagintilarla

ifade edilir:
K = Kﬂﬂ - hﬂvKuv
=h""D,n, =D, n" (D, h*"" =0 oldugu igin)
= eﬂ”e”bvanh (3.49)
— gtlbvanb
=V, n’
Son bir nokta olarak, digsal egrilik cinsinden (3.11) bagintisinin

V. n,=esno,+K, (3.50)
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biciminde yazilabilecegini kaydetmek gerekir.

3.1.5. Gauss-Codazzi Denklemleri

Yukarida (3.31) bagintistyla tanimlanmis 4, ="

g, dik izdiisiirme tansoriiniin,
verilmis bir M, uzay-zaman tansoriinii, (N-1)-boyutlu X hiperylizeyi {izerine
izdistrdiigii ve dolayisiyla elde edilen izdiisiim tansoriiniin ¥ nin teget uzayina ait

oldugu gosterilmisti. Ote yandan, £ ya, M, deki egrilmesinin bir dlgiisii olarak bir
K, dissal (ekstrensek) egrilik baglanmaktaydi. Simdi, bu iki uzaymn igsel (intrensek)

egriliklerine ve bunlar arasindaki iligkiye deginilecektir.

Bilindigi tizere, M, nin igsel R, , egriligi bir Xe M, vektorii i¢in, bunun ard arda V

abc

kovaryant tiirevlerinin yerdegistirici (komiitatif) olmamalarinin sonucu olup

VV,X-VV X = "R, X‘ (3.51)

abed

ozdesligiyle tamimlanir. “R, , ye N-boyutlu uzay zamanin Riemann egrilik tansorii
denir. £ nmin "R, , ile gosterilecek igsel egriligi de, benzer sekilde, X, bir teget
vektor (yani X n“ =0 bagmtisini saglayan vektor) olmak iizere, izdiisiimsel kovaryant

tiirevlerin yerdegistiricilikten sapmasi olarak
DanXc - DbDaXc = NilRabchd (352)
bagintisiyla tanimlanir. Bu iki igsel egrilik biribirlerine Gauss Denklemi denilen

YR, =h WK h, "R +e(K K, ~K_K,,) (3.53)

pars
bagintilar1 ile baghdirlar. Bunu gosterelim:
[zdiisiimsel kovaryant tiirevin (3.42) deki tanini kullamlarak
D,D,X,=D,(D,X,)
=h",h', 0"V ,(D,X,)

=h Y, (B KV X,
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t

=1 0 (V 0, )B4 0 (V) |V, X

+hpahth’chsqh[,VpVSX, (3.54)
yazalim.
Vphsq = Vp (é“'q —enan)
= —E(Vpns)nq —gnSVpnq

ve V I, igin de yazilacak benzer ifade (3.54) e tagmip (3.5) teki ozellikler de

kullanilirsa, gerekli sadelestirmelerden sonra

D,D,X, =—ch’ h'.h' 'V nV X,

phq Vs
- 8h"ah’chsbntvpnrvs}(t
FRP NV VX,

elde edilir. Ote yandan, X in bir teget vektor olmast nedeniyle

W'V, X, =V (n'X,)-X'Vn=-X'Vn,

dir. Bu yukaridaki ifadeye yerlestirilir ve X" igin de X' =A' X" yazilirsa ve de (3.46)

daki digsal egrilik tanimi kullanilirsa gerekli diizenlemeler sonucunda
D,D,X, =-eK, h'.n'V X, +eK K, X" +h" h' 'V VX, (3.55)
bulunur. a ve b nin degis tokus edilmesiyle bulunacak ifade (3.55) ten ¢ikarilirsa

b~ a bu be™au

(D,D,-D,D,) X, =2(K, K, —K, K, )X"+h" '} (V,V -VV,)X,

olur. Esitligin sag yanindaki X, vektorii £ nin teget uzayma ait oldugu gibi aym

zamanda M, nin de teget uzayma aittir. Dolayisiyla (3.51) ve (3.52) tanimlan

kullanilarak

“YR, X =e(K, K, —K, K, )X"+h" 'k "R X"

be™au pstu
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olur ve X" =h", X" yazarak da (3.53) denklemine varilir.

Simdi, her iki uzayin Ricci Tansorleri arasindaki baginti ile bunlarin izleri olan Ricci

Skaler Egrilikleri arasindaki bagintiy1 bulalim.

NR = Ngmn NR _ NRnanb , NR - Raa (3563)

manb —

(N—I)Rab = (N—l)gmn (N—l)R — N—an

manb anb >

(VDR = (N-DRa (3.56b)

tanimlar1 kullanilarak ve 4 = g® —en“n” olduguna dikkat edilerek, (3.51) den a =c

bilizmesiyle
NOR,, = h ', R, —en’ W'y "R, +e(K,, - K,K,) (3.57)
elde edilir. Tekrar, b =d bilizmesi yapilirsa, gerekli diizenlemelerden sonra
WOR="R-2en'n' "R +e(K* - K, K") (3.58)

bulunur. Simdi (3.51) de, X vektoriinii 6zel olarak X hiperylizeyin n normali olarak

alinirsa, indisler yeniden adlandirilarak

VV,-V.V)n =h" h*h" "R _n’
(ab ba)c a'’ bt ¢

pqrs

esitliginin sol yanindaki ilk terim agilirsa

W N (V) =h" W0V (K, +ena,)
=h" W0 N K, +eh? W0 (V n,)a, (3.59)

c’ phgr

+eh? W0 n (V,a,)
bulunur. (3.5) ve (3.37) kullanilarak bunun
W h'h'V V n =DK, +eK, o, (3.60)

cV plq'tr

biciminde yazilabilecegini gormek kolaydir. p <> g degis-tokusu yapilir ve taraf tarafa

cikartilirsa, sonugta
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DK, -DK,=h" h'h" "R n (3.61)

pars
ve b =c blizmesiyle de

D,K-DK" =-h’ "R n’ (3.62)
elde edilir. (3.61) ve (3.62) ye Codazzi Denklemleri denir.
3.1.6. Weyl Tansorii

R, ve R, R, , Riemann-Egrilik Tansorii’niin iz kisimlarimi olusturmaktadir. R, , yi
yalnizca bunlar cinsinden ifade etmek miimkiin olmayip, bir de C,, , ile gosterilen izsiz

kismina gerek bulunmaktadir. C,,, ye Weyl Tansorii denilmekte olup

2
NRabcd = NCabcd +m|:NRa[cgd]h - NRb[cgd]a:|
, (3.63)
—————"Rg, g
(N_l)(N_z) a[c d]b

bagintistyla tanimlanir. Bu tansér, R, , nin simetri 6zelliklerinin tiimiinii saglar ve

ayrica da tiim indislere gore izsiz olma 6zelligini tasir.

Rabcd = R[ab][cd] = Rcdab Cabcd = C[ah][cd] = Ccdab (3643)
R jpea = 0 (Birinci Bianchi Ozdesligi) CH[M] =0 (3.64b)

c',.=0ve C”, =0 (3.64c¢)
ViR =0 (Ikinci Bianchi Ozdesligi) ViCiae =0 (3.64d)

Verilmis bir n ayricalikli vektér alanimma gore, Weyl tansorii, “elektriksel kisim” ve

“magnetik kisim” olarak adlandirilan ve sirasiyla £, ve H , ile gosterilen iki bilesene

ayristirilabilir.

1

Eab = ueufc ab — 5

aebf >

H Mo Copttu” (3.65)
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Bunlarin:
E,=E, H,=H,  (simetrik) (3.66a)
E‘ =0 H* =0 (izsiz) (3.66b)
E,n"=0 H,n"=0 (n ye dik) (3.66¢)

ozelliklerini tagidiklar1 kolayca gosterilebilir.

3.2. ZAR UZERINDE EFEKTIF EINSTEIN ALAN DENKLEMLERI
3.2.1. Zar Uzerinde indiiklenmis Efektif Einstein Alan Denklemleri

4-boyutlu uzay-zamanda Einstein’in Genel Rolativite Teorisi’nin (kisaca GRT) alan

denklemleri
Gab = Rab _%gabR = _Agab +K27:1b (367)

dir. Burada; G, : Einstein tansorii, R ,: Ricci tansorii, R=R“, : Ricci egrilik skaleri,
A: kozmolojik sabit ve T,: enerji-momentum tansdriidiir. x° ise 4-boyutlu kuplaj

sabiti olup, 4-boyutlu Newton gravitasyon sabiti G cinsinden x° =87G/c* dir. Simdi
bulk olarak anilan 5-boyutlu bir uzay-zamana yatirilmis (1+3)-boyutlu bir hiperylizey
(3-zar) g6z Oniline alinsin. Bu Boliim’de biiylik Latin harfleriyle (A,B,...=0,1,2,3,4)
Bulka ait biiytikliikler; kiigiik Latin harfleriyle (a,b,...=0,1,2,3) zara ait olanlar
gosterilecektir. Ayrica, sembollere eslik ettirilecek 5 ve 4 rakamlariyla da sirasiyla

bulka ve zara aitlik kastedilecektir.
4-boyutlu standart Einstein Alan Denklemlerinin 5-boyuta genellestirilmesi

SGab = SRab _l Sgab SR :_AS Sgab +K52 ST

2 ab (368)

olup, burada: °g,, G, ve A, sirasiyla, 5-boyutlu bulk uzay-zamanimin metrigi,

a

Einstein tansorii ve kozmolojik sabitidir. x, 5-boyutlu kuplaj sabiti olup 5-boyutlu

Newton Gravitasyon Sabiti G e ve 5-boyutlu temel Planck kiitles1 M, e
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ks =87G, =T (3.69)

bagintis1 uyarinca baghdir. °7, toplam enerji-momentumu gostermekte olup
T, =8(0)(T" ~ 28, )+ 10" (3.70)

dir. Burada, Taﬁ””‘ , bulktaki muhtemel bir madde-enerji varligin; Tai‘” zar lizerinde

yerlesik enerji-momentumu ve A da zardaki gerilimi gostermektedir. 4-boyutlu
Konvansiyonel gravitasyonun zar iizerinde gecerliligini saglamak iizere A nin pozitif

alinmas1 gerekmektedir.

n'n, ==+l (3.71)
bagintisini saglayan uzay cinsinden birim normali zar {izerinde ,

8 =8 =hy = 8010, (3.72)
metrigini indiikler.

h, ayni1 zamanda normale dik izdiistirme tansorii olup §3.1 de anlatildig1 tarzda Bulkin

geometrik ve dinamik biiyiikliiklerini zarin bir noktasinin teget uzayina izdiisiirmeyi

saglar.

(3.70) bagmtisinda zarin enerji-momentumunun Dirac ¢ -distriblisyonu bi¢iminde ifade
edilmesi, zarm x*= y=Sabit=0 bulk koordinat degerinde bulundugu anlamina
gelmektedir. Buna gore, zara bagl bir gézlemci i¢in, zar hareketsiz fakat bulk hareketli
olmaktadir. Shiromizu ve dig. [27] bu yaklasimdan hareketle, izdiisiirme mekanizmasi

araciligryla, Gauss-Codazzi denklemlerini, Israel bagdastirma kosullarini ve de Z, ayna

simetrisi varsaymmini kullanarak zarif bir geometrik metodla bos bir bulk (72 =0)

ab
icin zar iizerinde indiiklenmis efektif Einstein alan denklemlerini tesis etmislerdir. Bu is
icin baslangi¢c noktast olarak (3.53) ile verilen Gauss denkleminin 5-boyutlu ifadesini

g0z Oniine alalim:

4Rabcd = haphthrthstqurs + Kachd _Kadec (373)
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Bu denklemde a ve c indisleri iizerinden biizme islemi yapilir ve indisler diizenlenirse

‘R, = SRqsh"ah“b - SR”qmnrnph"ath +KK,-K,K, (3.74)

ab —
elde edilir. Bir kez daha blizme islemiyle
4p _ 5 5 s 2 s
R="R-2"R n'n’+ K" - K"K (3.75)

elde edilir. Buradan
! Gab = 4Rab - % hab4R (376)
4-boyutlu alan denklemlerinde R ve R, ifadeleri yerine koyulursa

1 o
4Gab = |:5Rqs _qussR:| hqahsb - Sqursnrnphqahsb + SRqannshab

| 1 .
+KK , - K, K. — 3 gy (K —K“K,,) (3.77)

denklemi elde edilir. Burada her bir terimi tek tek hesaplamak i¢in

5 1 5 2
Ry, =58, R=KT, (3.78)

5-boyutlu Einstein Alan denklemlerini gdézoniine alalim. Bu denklemin bir kez

buziilmesi

2
‘R= —EKSZT (3.79)

esitligini verir. (3.78) den (3.77) denkleminin ilk teriminin
5 Tgs

[SRqS —% quSR:| Wk, =T K, (3.80)

oldugu agikca goriilmektedir. 3. terim (3.78) ve (3.79) denklemleri kullanilarak

hesaplanirsa
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R n'nh, = K‘527;annshab —%KszhabT (3.81)

olur. Simdi 2. terim i¢in (3.63) ile verilen Weyl tansoriiniin 5-boyutlu (N=5) ifadesi

kullanilarak
5Spp r q 1,8 1 5 q1, S 1 5 r._p 1 5 5
RY n'n b by =— "R h'h’+—h,’R n'n"——h, R+ ¢, (3.82)
3 3 12
elde edilir ve elde edilen bu denklem (3.78) ile diizenlenirse

5lepqrsnrnphqahsb :% haqhbSKSZZ—;q +%habnpnrk‘527—;’p _%KSZhabT-’- Sgab (383)

elde edilir. Burada ¢, , 5-boyutlu Weyl Tansériiniin elektrik kismi olarak adlandirilir

ve §3.1.6 da anlatildig1 gibi

E,=Cunn" , E,=0 , E' =0 , E,n" =0 (3.84)
ifadelerinden hareketle
£, = hqahstqs (3.85)

bagintisiyla tanimlanmig, bulkin Weyl tansoriiniin zar {izerine izdiislimiiniin zar
koordinatlarinda ifade edilmis sekli olan simetrik tansordiir. Bu tansor, bulktaki serbest

gravitasyon alaninin yerel olmayan etkisini yansitmaktadir.

Simdi bulunan biitiin ifadeler (3.77) denkleminde yerine yazilirsa, sonucta

2 2
= KS |:T¢Ishqahsb +(T;/anns _iT] hab:|

4
Gab

+KK, KK, —%hab (K*-K"K, )~ ¢, (3.86)

elde edilir.
Zar Evren Modellerinde Bagdastirma Kosullar:
Israel, bir uzay zamana daldirilmis ince bir kabuk 6rneginde oldugu gibi, bir alt uzay

durumundaki bir hiperylizeyi asan metrigin kendisinin siirekli oldugunu, fakat, ilk
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tiirevlerinde siireksizlikler olustugunu gostermistir[28]. Bu da digsal egrilikte bir

sicramaya yol agmaktadir. S6z konusu olan zar Orneginde ise S, ile zarmn yiizey

gerilim enerjisi gosterilmek tizere, Israel’in bagdastirma kosullari

1
=-—[K,, —Kh,] (3.87)

Ks

S

ab

biciminde ifade edilir. Baska bir deyisle, bagdastirma kosullar1 zar enerji

momentumunu ekstrensek egrilik cinsinden belirler. Burada [ ] sembolii ile bir X

tansori i¢in
[X]=x"-Xx" (3.88)

deger farklar kastedilmektedir. O halde Israel’in bagdastirma kosulu
(K= [Sab —%Shab] (3.89)

seklinde de ifade edilebilir. Eger bir X tansorii i¢in
X' =-X" (3.90)

seklinde tanimlanan Z, ayna simetrisi kabul edilirse ekstrinsik egrilik
1 1
Kab :_EKS Sab_g"ghab (391)

olur. Zar evren tasarimi uyarinca, zar lizerindeki enerji-momentumun bir kisminin

bilinen madde-enerjisi, bir kismmin da bosluk enerjisi oldugu varsayilir. 7, bilinen

madde enerjisini ve A zarm gerilimini gdstermek tizere
T:IZbar = Sab = z-ab - /lhab (392)

dir. Aslinda zar tizerinde madde-enerji distribiisyon yapisinda oldugundan, zarin y =0

koordinatinda oldugu varsayilirsa

Sop = (7 = Aty ) (%) (3.93)
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olur. Burada 7,

1 c 1 c 1 c c
Tab:ET cnb_ZEch+Zgab|:3];de_(T c)z]

ile verilir ve

b _
r,n =0

Ozelligine sahiptir. Zar Tlzerinde indiiklenmis alan denklemlerinde

(3.94)

_ mrzar
I, =1,

oldugundan (3.86) denkleminde T,, =S, ve K, ifadesi yerine yazilirsa, indiiklenmis

alan denklemleri

1 1 1
‘G, = —EK‘SZ (AS +g;<52,12jhab +gz<54/1ra,,

1 1 1 1
+K'54 (_Zrasrbs + Ez‘z'ab + gr”"rpqhab —ﬂrzhab j - Sgab

seklinde 7, ve A cinsinden bulunur.

1 1

E(AS +gK5212j = A4

4
B2 k= 87G,
1 1 1

K (_Zravrbs +—r17,, +§r’”’rpqhab _ﬂfzhabj =T,
denilirse,

4Gab = _A4hab + K54Tab + KSZ Tab - Sgab

(3.95)

(3.96)

(3.97)

(3.98)

(3.99)

zar iizerinde indiiklenmis efektif Einstein alan denklemleri elde edilir. Burada «,, A,

G, sirasiyla; dort boyutlu uzay zamanin gravitasyon sabiti, efektif kozmolojik sabit ve
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efektif Newton kiitlegekim sabiti olup bulktaki temel «, ve A, sabitleri cinsinden

verilmigtir.

3.3. ROLATIViIST KOZMOLOJININ EVRIM ve BAG DENKLEMLERI
3.3.1. Uzay-zamanin Kovaryant 1+3 Ayrisimi

Yontem, M, uzay-zamaninda u ile gosterilecek ayricalikli bir zamansal vektdriin
varhigr varsayimina dayanir. Kozmolojik kapsamda, evrenin 7, enerji-momentumuna

sahip bir akigkan ile dolu oldugu tasavvur edilir ve bu u vektorii de akiskanin akigini
tasvir eden 4-li hiz vektorii ya da onunla birlikte hareket eden (es-hareketli)
gozlemcinin 4-1i hiz vektorii olabilecegi gibi her hangi bir gézlemcinin de 4-lii hiz
vektori olabilir. Kovaryant sozcligli burada “goézlemciden bagimsiz” anlamini

tasimaktadir. Zamansal olmasi nedeniyle normlanmasi

u'u, =e=-1 (3.100)

a

olarak alman u vektorii yeni bir yap: olarak ortaya ¢ikan V,(g,u) manifoldu lizerinde,

onceki alt boliimde sozii edildigi gibi
U, =-uu, (3.101a)
Ry = &y + U,y (3.101b)

izdiisiim tansorlerini tanimlar. Bunlardan U

ab

, geometrik ve dinamik biiyiikliikleri u ya
paralel; 4, de u ya dik izdiistirtir. Baska bir deyisle, bunlar aracilifiyla s6z konusu

biiytlikliiklerin gozlemcinin anlik durgunluk uzayinda ifadelerinin neler olacagi
belirlenmis olur. Gozlemcinin anlik durgunluk uzaylari daima bir hiperyiizey (3-
boyutlu) olusturmazlar. Bunun bdyle olmast i¢gin uw nun yani akigskanin
donmesiz(girdapsiz) olmasi gerektigi gosterilebilir. Bu takdirde wu vektori ile

hiperyiizeyin n normali ¢akismus olur ve 4, de hiperyiizey iizerine indiiklenmis metrigi

gosterir. Yontem (N=4 i¢in):

e (3.51) ile verilen Ricci 6zdesligini;
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e Girdapsiz durum i¢in (3.52) ve (3.53) ile verilen Gauss denklemini;

e (3.64) ile verilen ikinci Bianchi 6zdesliginin iki kere biiziilmesinden elde edilen

1

ViRi=0 = VR, =—V.R = VTI"=0
2

[a

korunum denklemini;

¢ (3.63) ile tanimlanan Weyl tansoriinden hareketle elde edilebilecek
“ 1 ‘ 1
V.Ch = V[cRd]b +ggb[cvd]R = V.0 = V[ch]b +§gb[cvd]T

denklemlerini goz oniine alip bunlarm U, ve A, ile mimkiin tim izdiistimlerini
gerceklestirmeye dayanir. (3.67) deki Einstein denklemleri ise, R, ile R yi T, ve T

cinsinden ifade eden cebirsel denklemler olarak isin icine girer. Daha fazla bilgi ve
ayrintilar i¢in [26] ya bakilabilir. Bu denklemleri listelemeden once asagida akiskanin
dinamik ve kinematik biiytikliikleri hakkinda gerekli bir takim bilgiler vermek yerinde

olacaktir.
3.3.2. Enerji-Momentum Tansorii

Bir akigkanin, u 4-lii hiziyla hareket eden bir gozlemciye gore enerji-momentum

tansOrinin ifadesi

];lb =M uaub + phab + 2q(aub) + ﬂ-ab (3102)

olup burada:

A : madde-enerji yogunlugu
p : esyonlii basing
g, : momentum yogunlugu veya enerji akisi

7, - esyonsiiz basing tansorii

diir. 7, ve g, tansorleri uzaysal olup
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Qaua = 0 ’ ”ab = ﬂ.ba ’ ﬂabua = O ’ ﬂ'a = O (3103)

ozelliklerini tagirlar. Bu dort dinamik biiyiikliik

wu=uv'T, (3.104a)
1 ab
ngh T, (3.104b)
q,=—huT, (3.104c¢)
1

)7y (3.104d)

ab

7y = (k) =

bagintilartyla tanimlanir.

T, enerji-momentum tansorii
V.T"=0 (3.105)

korunum kanununa uyar. Bir akigkan i¢in (3.102) en genel enerji-momentum tansorii
ifadesidir. Akigkanin fizigini bu dort degisken arasindaki birtakim bagintilar belirler ve

bunlar “hal denklemi” olarak anilirlar. Cok 6zel olarak

q,=0 , =n,=0 (3.106)
haline Miikemmel Akiskan denir. Bu takdirde

T,=upuu, +ph, (3.107)

olur. Bunun da p=0 haline Basingsiz Akiskan (ya da Toz veya Soguk Karanlik
Madde) denir. Miikkemmel akiskanin hal denklemi olarak

p=pH) (3.108)

bicimindeki bir bagintiya barotropik hal denklemi ve bunun da

p=(-Du  (y=sabit , 0<y<2) (3.109)
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lineer bi¢imine lineer barotropik hal denklemi denir. Kozmoloji uygulamalarinda en ¢ok

kullanilan hal denklemi budur. y parametresinin sinirlarini nedensellik kosullar

belirler. (v, :(2_]?)1/ 2 ses hizi olmak iizere —c<v <+c olmaldwr.) y
w

sabit entropi

degerlerine gore akiskanin siiflandirilmasi Tablo 3.1 de gdsterilmistir.

Tablo 3.1: y degerlerine gore akiskanin siniflandirilmasi

Y degerleri Akiskanin cinsi

0<y<l Negatif basing durumu

y=0 Ustel sismeli model

O0<y<2/3 Kuvvet kanunlu sismeli model

y=2/3 Kozmik sicim durumu

I1<y<2 Fiziksel durum, yani, negatif olmayan basing
y=1 Basingsiz akiskan (toz) durumu

y=4/3 Radyasyon akigkani (rdlativist gaz) durumu
y=2 Kati akigkan durumu

Akiskanin fizikselligini tanimlayan hal denklemlerine ek olarak akla yatkin fiziksellik

icin bir de enerji kosullar1 denilen bir takim kisitlamalar bulunmaktadir. Bunlar, her

a L
uu® <0 1¢in:

e zayif enerji kosulu : T,u‘u”">0 = x>0 (enerji yogunlugunun

ai

pozitif definit olmasini ifade eder.)

e egemen enerji kosulu : Tabu"‘ <0 (yerel enerji akis1 vektoriiniin uzay cinsinden

olmamasini, yani, enerjinin 151k hizindan daha biiyiik

hizlarla iletilememesini ifade eder.)

a

e kuvvetli enerji kogulu :  T,u‘u” > —%T”a = u+3p=0
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3.3.3. Akiskanin Kinematik Degiskenleri

V u, kovaryant tiirevin, u-kongriiansina gore 1+3 ayrisimi §3.1.3 te deginildigi lizere

V. u, =-uu,+Du, (3.110)
dir. Burada
u, =uv_u, (3.111)

olup akigkanin ivmesidir. u°V_, operatorii, zamansal u“ vektorii dogrultusunda

[T

kovaryant tiirev olup ile gosterilecektir:

u'v f=f (3.112a)
uvVT =T (3.112b)

Ote yandan, D, sembolii ise (bazen *V ile de gosterilir) gdzlemcinin anlik durgunluk

uzayma dik izdiisiiriilmiis uzaysal kovaryant tiirevi gostermekte olup bir skaler, bir

vektor, vb... igin

Daf — hcavcf (3.1 12C)
D,T, =h",h‘ VT, (3.112d)
DT =0 b L hE Y T, (3.112¢)

dir.
D u, uzaysal kisim, simetrik ve antisimetrik kisimlarinin toplami olarak

Du,=6,+0, , 0,=0

a ba >

®, =—0, (3.113)

yazilabilir ve 8, de, izsiz simetrik ve iz kisimlarmin toplami olarak

6,=0, +§ha,,9 (3.114)
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alinirsa, V u,:

Vu,=-uu +6,+o,

a

1 (3.115)
=—uu,+0, +§hab6’ +w,
biciminde ifade edilebilir. Burada
u, =0 (3.116a)
0,=6, , Ou"=0 , 0 =0 (3.116b)
w,=-0, , o,u'=0 , o' =0 (3.116c)
ozelliklerini tagir ve s0yle adlandirilirlar:
6, : genisleme (hiz1) tansorii
6 : genisleme (hiz1) skaleri
o, : kayma (hiz1) tansorii
w,, : girdap (hiz1) tansorii
o,, antisimetrik oldugundan buna
o, =%770,,cduda)bc & w, =1,,0U" (3.117)

bagmntisiyla bir vektdr (girdap ya da donme vektdrii olarak anilir) baglanabilir. Ote

yandan

a a

c’==c,0" ve o :Ea)ba)”” = w,0" (3.118)

gibi iki skaler daha tanimlanabilir. Tanimlarindan

a

c=0 & o0,=0 ve 0=0 < 0,=0 & o= (3.119)
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oldugu goriilmektedir. o ve ® ya sirasiyla kayma ve donme skalerleri denir.
Geometrik olarak, genigleme sekil bozulmaksizin hacimdeki artmay1 gosterir. Kayma
ise hacim degismeksizin sekildeki degisikligi gosterir. Buna gore Sekil 3.1 de
gosterildigi gibi bir kiire genisleme sonucunda yine bir kiireye; kayma sonucunda ise bir

elipsoyide doniisecektir.

Genisgleme Kayma[29]
Sekil 3.1. Genisleme ve kaymanin geometrik gdsterimi

3.3.4. Kovaryant Evrim ve Bag Denklemleri

Uzay-zamanin kovaryant ayrisimi sonucunda: 6 , u, , @

a 2

o, kinematik biiyiikliikler
ile £, ve H, serbest gravitasyon alanlari vede u , g, ve 7, dinamik degiskenler

icin evrim (veya yayilim) ve bag denklemleri denilen su asagidaki denklemler elde

edilmektedir:
EVRIM DENKLEMLERI:

Genellestirilmis Raychaudhuri Denklemi (Genisleme Yayilimi):

6-Vv u”=—§6’2—20'2+2a)2—%(,u+3p)+A (3.120)

a

Kayma Yayilim:

¢ . c .1 . . .
W h' 6., —h ahde(cud) +§(ch )hab =u,u, —0,0,—0,0,

2 1, >
—3670'[117+§(20' +@’ )h, (3.121)

1
_(Eab _Eﬂab]
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Girdap Yayilim Denklemi:

) . : 2
heah®vir, —hh’nV i, + 0 e, —c 0, +§t9(0ab =0 (3.122a)

veya

. . : . : 2
o, + w0, —u,0, )i —hWh 0V i, + 0 0, — 0, +§6?a)ab =0 (3.122b)

veya

h, @’ —%n”b”d (Vi )u, =0 0" —%9@“ (3.122¢)

Madde Korunum Denklemi:

A+V,q° ==(u+p)

0-qu,-n"c, (3.123)

Momentum Korunum Denklemi:

Bt +h NV p+ bV " =—(u+p)it —o,q’ ‘%99“ +o'yq’ (3.124)

Gravito-elektrik Yayilhimi (Maxwell-Weyl E-nokta Denklemi):

. 1 . B . 1 1 .
hg(ahhb) (Egh +§”g}’j_hg(unb)cd€ (V Hdg)u +5hg(ahhb)v;,qg _gh \Y q

ab " ¢

1 1
_E(:u-’-p)o-ab _q(auh) _Eﬂc(ao- b) _ggﬂ-ab

1 T | . .
+572'C(a77 by @ U +ghab (q u,+7mw dacd)—QEab (3.125)

€] c c e f
_habEefo-f +3Ec(ao- b) +Ec(a,7 b)efa) u

c e f
-2H (oTTp)ees ¥ U
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Gravito-magnetik Yayilimi (Maxwell-Weyl H-nokta Denklemi) :

y c e 1 c e
BE B H g+ 1 0 (VE Ju —Ehg(ahhb)ngcde(v 7, u

cde

=-0H,+3H,,0° ~H, 0, +H o,

. a1 . (3.126)
+2E (aﬂb)cdeudu +EO- (anb)cdeqdu
| 3
_Eq a)chab +5a)(gqb)
BAG DENKLEMLERI:
Kayma Bag Kosulu:
c d b 2 b c b -b
ht ,h,V, o, _Eh NVO+h Vo’ +o,u =-q, (3.127)

Gravito-magnetik Bag Kosulu:

B s (VO Jut =0 1V 0, = (B V 0 )by, = Hoy + 200, (3.128)
Girdap Bag Kosulu:

V, 0! =2u,0" (3.129)

Gravito-elektrik Diverjans (Maxwell-Weyl div-E Denklemi):

V E, + % eV, x’, —éva u=E i +E" ocu,+3H o,
be yyc . d 1 . 1 c -
+1,,.,0 H u +§,u ua+§7r S (3.130)
1 3 :
+—0°.q.—=0q,—=n, 0" u'q
2 aqc 3 qa 2 nabcd q
Gravito-magnetik Diverjans (Maxwell-Weyl div-H Denklemi):
c 1 b _c. d c 1 ¢
VCH a +E77abcdv q u :_(ﬂ-‘rp)a)a _3 E a _gﬂ- a a)c
(3.131)

1
be c c d be -c
/e (Ee+57ze u'+H, c™u,+H, u
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4.BULGULAR

4.1. ZAR UZERINDE KOZMOLOJIK EVRIM VE BAG DENKLEMLERI
4.1.1. Zar Uzerinde Efektif Toplam Enerji
(3.99) ile verildigi tizere zar lizerinde indiiklenmis efektif Einstein alan denklemleri

1
G, =R, _E gs R=-Ag, + i’ Tab""(54 T — € 4.1)

idi. (Biiyiikliiklere “4” semboliinii artik eslik ettirmiyoruz.) Burada x”, 4-boyutlu uzay

zamanin kuplaj sabiti olup, 4-boyutlu uzay zamanin G Newton gravitasyon sabitine
k' =87G (c=I igin) (4.2)

bagintisiyla bagli ve A da, 4-boyutlu efektif kozmolojik sabit olup, zar gerilimi

2

1= 6K_4 4.3)

K

ile gosterilmek tizere
1 2
A :E(A5+K A) (4.4)

bagintisiyla tanimli idi. (4.1) denklemleri, Bulk’in madde-enerji icermesi durumunu goz
oniine almamaktadir (72" =0 almmistir). Bu durumda 4-boyutlu konvansiyonel

Einstein denklemlerine bulktan kaynaklanan yalnizca iki tiirlii katki bulunmaktadir.

Birincisi: zarin madde-enerjisini yansitan 7, yerel madde-enerji tansoriine kuvadratik

bir diizeltme terimi olarak simetrik bir
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1. 1 e 1 c ¢
Tab:ET cnb_ZEch+£gab|:3]1de_(T c)2:| (45)

r,, tansorii eklenmektedir. Ikincisi ise, ¢, simetrik tansoriidiir. Bu tansor, bulktaki

serbest gravitasyon alaninin yerel olmayan etkisini yansitmaktadir. Bu tansoriin
varligindan dolay1 (4.1) denklemleri kapali degildir. Bu bilinmezligin giderilmesi i¢in,

ya bulk Einstein denklemleri ¢oziiliip ¢, belirlenmelidir, ya da &, hakkinda birtakim

amaca uygun (ad hoc) varsayimlarda bulunmak gerekmektedir, ki biz de ileride bdyle

yapacagiz.

Simdi, (4.1) denklemlerini
1 ) K 1
Gy = Rab_E 8up R=-Ag, +x Tab"'FTab__zgah (4.6)

bi¢ciminde yazalim. Eger

Kt 1
top _ 5
Tab - Tab T Tw T3 (4-7)
K K

ile bir 7;” toplam enerji momentum tansorii tammlanirsa efektif Einstein denklemleri
alisilmis standart

G,=-Ag,+Kx'TY (4.8)
bi¢imine kavusmus olur.
Miikemmel olmayan bir akiskanin enerji momentumunu gosteren

T, = puu,+ ph, + 2q(auh) +7, (4.9)

icin, (4.5) ifadesinden

1 3. -
Tab = E{(/’lz _Eﬂcdﬂ' d)uaub + (/u2 +2/up_3ch +Eﬂcdﬂ- d)htlb

+2,u(qaub+qbua)—(,u+3p)7rab (4.10)

+ 3qaqb - 37Z.L'chﬂua - 3ﬂacqcub - 37Tacﬂ.cb}
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elde edilir. Ote yandan, ¢, simetrik tansorii de zar gozlemcisi u, ya gore

4
Ep = —[ﬁj [Uuaub + Ph, + 2Q(aub) + Pab}
K

biciminde indirgenemez ayrigim olarak yazilsin. Burada
uu'=-1, habub =0, Qu*=0 ,Pu"=0, P =0

a

dir. &, nin simetri dzelligini g6z Oniine alarak bu

4
gab == (ﬁj |:U (uaub + l hab ] + ZQ(aub) + Ijabj|
K 3

biciminde yazilabilir. Buna gore:

4.11)

(4.12)

(4.13)

U : zar lizerinde efektif yerel olmayan enerji yogunlugu (Weyl enerji yogunlugu)

Q, : zar lizerinde efektif yerel olmayan enerji akis1 (Weyl enerji akisi, Weyl momentum

yogunlugu)

P, : zar lizerinde efektif yerel olmayan esyonsiiz basing (Esyonsiiz Weyl basinci).

olarak anilirlar. Parantez i¢indeki ¢arpan, U yu enerji boyutunda kilmak i¢in yazilmstir.

Simdi, zar gézlemcisi u“ ya gore 7;” m da

top __ , top top top top
Ty = 1™ uuy + p™hy, + ZQ(a Uy + Ty

biciminde indirgenemez ayrigimini gz oniine alalim. Burada

b
uu'=-1,h,u" =0, q7”

olup:

' - toplam efektif enerji yogunlugu

_ top, a __ _top, b __ top\a __
u,=0 , zu" =xu" =0, (#x"), =0

(4.14)

(4.15)
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p'” - toplam efektif esyonlii basing
q.” : toplam efektif enerji akisi
7' - toplam efektif egydnsiiz basing

olarak anilir ve

1’ =T uy (4.16a)
top 1 ab rptop

p :§h T, (4.16b)

q. =—h" T2’ (4.16¢)

7' = (h;h,j’ —%h‘f"’ha,,chﬂjp (4.16d)

bi¢ciminde tanimlanirlar.

Simdi, (4.7) ifadesine (4.9), (4.10) ve (4.13) tasinirsa, (4.16) denklemlerinden

= g s K_4(2ﬂ2_3,,ab7,b)+y (4.17a)
x* | 24 ‘

= pe 5 oy s apps ¥, —dq.q*) e U (4.17b)
K| 24 ¢ ’ 3

g9’ =q +K—54 K—4(4,uq —67 hq”)+Q (4.17¢)

a a K6 24 a a a

op _ K54 K4 c
T =7y +_6 _I:_(,U+3p)7z.ab_3ﬂc<aﬂb> +3Q<aqb>:|+])ab (417d)
k|12

elde edilir. Ya da, (4.3) kullanilarak bu ifadeler

® u (4.18a)

)

u” = ,u+ﬁ(2,u2 —37zab7r”b)+
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1 2
P = p+—I(24° +4up+r, 7" -4q.q")+—=U 4.18b
P =pr (2 vaup e, 9.9")+ = (4.18b)
P =gq +L(4,uq -7 qb)+ 6 ) (4.18¢)
a a 41 a ab K‘4ﬂ, a .
= L 3 3 ¢ 2 P 4.18d
ﬂ-ab _ﬂ-ab+2l |:_(/u+ p)ﬂ-ab+ 7Z.c<a7z-b> +q<aqb>:|+l('4ﬂ, ab ( . )

bigiminde amacimiza yarayacak bir bicime getirilebilir. Bu ifadelerin A~ — 0 limitinde
4-boyutlu GRT’nin sonuglarim1 verdigi kolayca goriilmektedir. (4.17) veya (4.18)
bagintilari, zarin madde-enerji igerigi bir miikemmel akigskaninki gibi olsa bile bulkin
katkilar1 nedeniyle madde-enerjinin bir miikemmel olmayan akiskaninki gibi

davrandigini géstermektedir.

Bulkta bir madde-enerji olmamasi halinde (yani 7. =0 igin), zarin T, enerji-

momentum tansoru
VT, =0 (4.19)

korunum denklemine uyar. Bu bir yerel korunum denklemi olup, zar ile bulk arasinda

bir enerji aligverisi olmadigini ifade eder. Ote yandan, zar {izerinde biiziilmiis Bianchi

ozdesliklerinden de (V“G,, = 0) toplam enerji-momentumun
VT =0 (4.20)
korunum denklemine yol actig1 gosterilebilir. Bu ise, (4.7) ve (4.19) dan dolay1

2
Ve, =x'Vr, = 6; ., (4.21)

denklemine yol agar ki, buna “yerel olmayan korunum denklemi” goziiyle bakmak

gerekir.
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4.1.2. Zarda Evrim ve Bag Denklemleri

Zar lizerinde indiiklenen efektif Einstein denklemleri (4.8) deki gibi yazilabileceginden,

0, o,, ... gibi kinematik ve dinamik degiskenlerin uydugu evrim ve bag denklemleri
yapisal olarak § 3.2.5 te yazildig: gibidir. Ancak, bunlardaki «#, p, g, ve 7, dinamik
degiskenleri yerine (4.16) ile tammlanan g, p, ¢'¥ ve z'¥ yerlestirilmelidir. Ve

birim sistemini uyusturmak i¢in de bunlarin x* ile ¢arpimlar1 yazilmalidir. Ayrica da
denklemlere (4.20) den gelen iki denklem daha eklemek gerekmektedir. O halde, biitiin

bu uyarlamalar yapildiginda sonugta su denklemlere varilir:
EVRIM DENKLEMLERI:

Genellestirilmis Raychaudhuri Denklemi (Genisleme Yayilimi):

O-V i’ = —%02 -20% + 20" —%Kz(ymp +3p )+ A (4.22)

Kayma Yayilim:

c : c o1 e . .
h h' 6., —h ahd,,V(cud) +§(ch )hab =u,u, —0,0,—0,0,

2 Lo o 5
—5670'[117+§(20' +o )h, (4.23)

1 5
_(Eab _EKzﬂ-abpj
Girdap Yayilim Denklemi:
c d - c d . c c 2

hh® v, —hlh“nV i, +oc‘wo, — oo, +§¢9a)ab =0 (4.24a)
veya

. -c c d . c c 2

o+, 0, —u,0, )0 —hWh VY i, + 0 0, — 00, +§9a)ab =0 (4.24b)

veya
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) 1 . 2
h,@" _E"M (Vi )u, =0 0" —Eﬁa)“ (4.24¢)
Yerel Madde Korunum Denklemi:

L+v,q° :—[(,u+p)9—q“aa —ﬂ“"aah] (4.25)
Yerel Momentum Korunum Denklemi:
. : ) 4
h”bqb + h"bV/’p + h”bV(ﬁ/" = —(,u + p)u” — O'”bq” - g 0q° + a)”bqb (4.26)
Yerel Olmayan Madde Korunum Denklemi:

i +V,(q) = —[(ﬂ”” +p”)0-(q4) i, - (x )ab o'ab} (4.27)

Yerel Olmayan Momentum Korunum Denklemi:

b

hab (q-t()p )b + habvbpmp + habvc (ﬂ,top )bc _ _(ﬂmp + pmp )I;la _ O_ab (qmp)

R
Gravito-elektrik Yayilhimi (Maxwell-Weyl E-nokta Denklemi):
2
K’ K’ c
R T 1T g)
K’ K’
= o iy = T
_K_zg top K_2 op ¢ e S
c 'y + 5 Tl ) @°U (4.29)

Kz ¢ cd
(Y i () )
-0E, —h,E, 07 + 3E,,0°, + Ec(an"h)efa)euf

c e f
-2H (oTTpyees B U
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Gravito-magnetik Yayilim (Maxwell-Weyl H-nokta Denklemi) :

2
4 h 7] 4 crd e K 4 h ¢ op \¢ e
h&(ah b)th + h&(anh)ode (V E g)u _Thé(ah h)ngcde (v (ﬂ-t P) i )u

=-0H , +3H,,0°, - H_ oc“h, + H, 0,

. R N (4.30)
+2E (aﬂb)cdeudu +70- (aﬂb)cde (qtp) u

)

2 2

() o+ 2oy
BAG DENKLEMLERI:
Kayma Bag Kosulu:
he h'\V o’ —%hbav,ﬁ +h' V0" +o,i1" =—x’q” (4.31a)
veya
K h'V ot —%hbav,ﬁ+ Nupea (V00 )’ = =217, 41" 0u’ — K74 (4.31b)

Gravito-magnetik Bag Kosulu:

B I s (Voo Juf =0 1V 0, = (1Y 0 )by, = H 4+ 20,10, (4.32)
Girdap Bag Kosulu:
vV, 0! =2u,0° (4.33)

Gravito-elektrik Diverjans (Maxwell-Weyl div-E Denklemi):

2 2
c K c top b K top __ -c b c c
Vo, No(7) ~ VT =B E o, +3HE 0,
2 2
K. K ¢ .
+10,00 HC u” +— (' u, +—(7r”’”) u
3 3 a
2 2 2
K, K 3k
+—o0°, 4" ——0q9'" -
2 3 2

(4.34)

c

b d top ¢
Uabcda) u (q )
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Gravito-magnetik Diverjans (Maxwell-Weyl div-H Denklemi):

2

V.H, +%nabcdvb (qu )c u' =—x’ (/Uwp + pwp)wa
—3[ECQ —%2(7["’” )Caja)c

2
be c K top ¢ d
_nabcdo- LE e+7(ﬂ- ) eju

bc . c
+H,0%u,+H, u

(4.35)

4.2. KAYMASIZ MUKEMMEL AKISKAN

Yukaridaki denklemler, zar {izerinde yazilabilecek en genel evrim ve bag denklemleridir

(T""* =0 varsaymm altinda). Simdi bunlart

o, =0 (4.36)

ile taniml1 kaymasiz akiskan ve
q,=0 , =n,=0 (4.37)

ile tanmimhi miikemmel akiskan haline indirgeyecegiz. Ancak bundan 6nce su noktaya
dikkat cekmek gerekecektir. §4.1 de sdylenildigi lizere bulkun yerel olmayan etkisini

gosteren &, terimi yliziinden zar iizerinde indiiklenmis efektif Einstein denklemleri
kapal1 degildir. Bu terim hakkinda literatiirde sik¢a yapilan varsayimlardan biri ¢, =0

almaktir[31]. Ancak biz, bulkin da muhtemel bir etkisini arastirmak ic¢in bu terimi

sifirlamayacagiz, ama

4
0,=0=P, = ¢,= —(ﬁj Uu,u, (4.38)
K
varsayacagiz. Bu durum Roy Maartens tarafindan “tamamen Coulombsu (Coulomb-
benzeri) durum” olarak adlandirilmaktadir[30]. Bu takdirde, (4.17) bagintilari, (4.37) ile
(4.38) kisitlamalar1 altinda



48
e
P = = — g+ U
H H P 12;“
|t 1
P =p+=| — (g +2pu)+=U
P =p+ 12(# pu) 3

top __ (y _ top
q _O_ﬂab

a

ya da (4.18) deki gibi yazilisla

1 6
top: +— 2+ U
H a 2/1'u )

1 2
P =p+—oI(p’ +2up)+—=U
p”=p 21(# p) -

top __ (y _ top
qa =0= ﬂ.ab

(4.39)

(4.39b)

(4.39¢)

(4.40a)

(4.40b)

(4.40c)

bagintilarina indirgenir. Goriildigl iizere, (4.38) varsayimi, efektif enerji momentum

tansOriiniin bir miilkemmel akiskaninki gibi olmasini saglamaktadir. (4.36 — 4.37)

varsayimlari altinda, yerel olmayan Madde Korunum denklemi V‘T” =0 dan elde

edilmis (4.27) ve (4.28) denklemleri (4.25) ve (4.26) nin da kullanimiyla

U+§(9U:O

. 1
AU, +h "V, U + 5 K'(u+p)h"V,u=0

(4.41)

(4.42)

denklemlerine indirgenir. O halde bu ii¢ varsayim i¢in indirgenmis denklemleri tekrar

topluca gosterelim.
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4.2.1. Zar Uzerinde Kaymasiz Miikemmel Akiskan ve Piir Coulombsu Bulk Etkisi

i¢in Evrim ve Bag Denklemleri
EVRIM DENKLEMLERI:

Genellestirilmis Raychaudhuri Denklemi (Genisleme Yayilimi):

O-V i° :—%92+2a)2—%1<2(,u’°p+3pmp)+/\ (4.43)
Kayma Yayilim:
c 1d . 1 . c .- 1 2
—h hV i, +§(ch Vhyy =110, — 0,0, +30"hy (4.44)

Girdap Yayihm Denklemi:

H o, — IV +§9wa 0 (4.452)
veya
. . C c d . 2
@, + (4,0, —u,0,. )i = h 0",V it +§6’a)ab =0 (4.45b)
veya
a ;b 1 abcd . 2 a
h, o Y (V. )u, :—?9(0 (4.45¢)

Yerel Madde Korunum Denklemi:
p=—(u+p)o (4.46)

Yerel Momentum Korunum Denklemi:

h'V'p=—(u+p)i (4.47)
Yerel Olmayan Madde Korunum Denklemi:

/:ltop — _(/uwp +pwp)(9 (448)
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Yerel Olmayan Momentum Korunum Denklemi:
habvbptop — _(/Jtop +ptop)1/-la
Gravito-elektrik Yayilimi1 (Maxwell-Weyl E-nokta Denklemi):

hg(ahhb)Egh - hg(anh)cde (VcHdg )ue = _gEab + Ec(angb)efa)euf

_ 2Hc(a77b)cefa eu_f

Gravito-magnetik Yayilim (Maxwell-Weyl H-nokta Denklemi):

hoor] c e c ¢ vd e
hg(ah b)th + hg(anb)cde (V Edg )u = _eHab + Hc(aa) b) + 2E (anh)cdeudu

BAG DENKLEMLERI:
Kayma Bag Kosulu:

—Eh”av,ﬁ +h V0" +w,i" =0
3

veya
2 b b _.c d b _.c. d
_Eh avb0+77ahcd (V w )U = _277ahcdu ou

Gravito-magnetik Bag Kosulu:

i h )V @, = (0 0 )by, = H,, + 20,1,
Girdap Bag Kosulu:

V, o =2u,0’

Gravito-elektrik Diverjans (Maxwell-Weyl div-E Denklemi):

2 2
V E - ’%va [ =E i +3H o, + ’% [ u,

(4.49)

(4.50)

(4.51)

(4.52a)

(4.52b)

(4.53)

(4.54)

(4.55)
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Gravito-magnetik Diverjans (Maxwell-Weyl div-H Denklemi):

VH, ==k (4 + p” o, -3E 0, + H i’ (4.56)

4.2.2. ivmesiz durum (4 =0)

Simdi, Konvansiyonel (Standart) Kozmolojinin:
Her kaymasiz ve geodezik( ivmesiz) miikemmel akiskan ya genislemesizdir ya da

donmesizdir; yani, o,=0 , u,=0 = wf=0

biciminde ifade olunan Teoreminin (iddiasinin), zar-evren Kozmolojisinde de gecerli

olup olmayacagini arastiracagiz. Bunun i¢in yukaridaki evrim ve bag denklemlerini

i =0 (4.57)

haline 6zellestiriyoruz ve asagida yalnizca ispat i¢in gerekli olanlarini yaziyoruz.
EVRIM DENKLEMLERI:

Genellestirilmis Raychaudhuri Denklemi (Genisleme Yayilimi):
6’:—192+2a)2—lK2(y‘"p+3p’””)+A (4.58)
3 2
Girdap Yayilhm Denklemi:
c 1d - 2
h h', o, +§9a)a,7 =0 (4.59a)
veya
X 2 X 2 ) 2
o, +§0a)ah =0 < o, :_g‘%’ah = a):—gﬁa) (4.59b)
veya

6" :—%6@“ o o' = —%9@“ (4.59¢)
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Yerel Madde Korunum Denklemi:

p=—(u+p)o (4.60)
Yerel Momentum Korunum Denklemi:
W V'p=0 (4.61)

Yerel Olmayan Madde Korunum Denklemi:
- top top top ; 4
pH == +p")0 = U+§6?U=O (4.62)
Yerel Olmayan Momentum Korunum Denklemi:
1
VPP =0 < h'V,U +5K4 (u+p)h,'V, =0 (4.63)

BAG DENKLEMLERI:
Kayma Bag Kosulu:

—%hbavbm h V0, =0 (4.64)

Girdap Bag Kosulu:
V,o'=0 (4.65)

Simdi teoremin ispatina ge¢gmeden Once hesaplarin ayrintilarini yansitabilmeyi
kolaylastirmak icin kullanilan baginti ve 6zdeslikleri, bazilarimi tekrarliyor da olsak,

asagida topluca verelim.

e (3.115) teki

a

Vo, =i, +0,, +%6’th v, (4.66)
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bagintisiyla tanimlanan @, girdap tansorii ve buna baglanan o girdap (dénme)

vektori su 6zellikleri tasir:

c1.d b a _.a

o, =hnvVu, , o,=-0, , o,u =0, 0. /0 =0

a _l abed P _ c, d
o = 2 77 a)bcud a)ab - nabcda) u

2 1 ab a
O =—0 0, =0 0

2 ab a

w,=0 & 0'=0 < w=0

a __ b _
@,0" =aw,0 =0

a
c b _ b b 2
o0’ =00 —h’o

c d b _ 2 b
o0'n’=-0',
o,V o" =—oi, +i'w)o, +h "oV o, -h"oV,o
ab ¥ ¢ - a b a a b a b

w,=0 < 3 f ve g fonksiyonlan |u, =gV, f < u,V,u,=0

(4.59) dan
@, :—gﬁa)ab < o :—zﬁw” = a'):—EHa)
3 3 3

Bunlara ek olarak bir de su 6zdesliklere gereksinim bulunmaktadir:

o Keyfibir f skaleriigin #, =0 oldugunda

CANIEY A —éb"’hjvcf ~oV.f

dir.

(4.67)

(4.68)

(4.69)

(4.70)

4.71)

(4.72)

(4.73)

(4.74)

(4.75)

(4.76)

(4.77)
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e Bir f skaler fonksiyonu, bir V, vektorii ve bir ¥, 2-tansérii i¢in Ricci

Ozdeslikleri asagidaki gibidir:

V.V, f-V,V_ f=0 (Burulmasiz uzay igin) (4.78)
Vavac - vaal/c' = Rabchd (479)
VVFV =V VYV =R 4V +R 4V, (4.80a)

veya

vV yi-vvV:'=Rr' V' -R V' (4.80b)

sab cab

ozel olarak b =d biizmesi i¢in ve V. = @’ igin

VV,o'-VV.ao'=-R o -R o (4.80c)

sa~ ¢

Simdi yine sunumda kolaylik saglamak tiizere su yardimci teoremleri (lemmalar)

onceden verelim:

Lemma 1. Eger /4’V,f =0 olacak sekilde bir f fonksiyonu varsa, bu takdirde ya

f = sabit tir ya da donme sifirdir.
ispat: 'V, f=(8"+uu"V,f=V f+u,f=0
Burada iki olasilik vardir. Ya 7 =0 dir; bu takdirde f = sabittir. Yada f#0 dir. Bu

durumda u, = —%Va J secilebilir. (4.75) ten dolay1 bu @, =0 verir.

Lemma 2. Eger bir miikkemmel akigkan jeodezik ise (yani u, =0 ise), bu takdirde ya

p =sabit ve p'” = sabittir, ya da donme ya da genisleme sifirdir.
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Ispat: (4.61) den dolay1 2,"V,p=0 dir. Lemma 1 den dolay1 ya p=sabit ya da

u, = —l_Va p (a) secilebileceginden dénme sifirdir. Ote yandan, (4.63) ten dolay1
p
h"V,p'” =0 oldugundan ya p'” = sabit,yada u, =— .}op V. p” (B) dr.

Simdi, ilk once p #sabit, p'” #sabit varsayalim. («) ve (f) ile verilen u, larm

uyusmast i¢in

1 1
__.Vap =~ top Vap
p p

top

yani
PPV p=pv p” (4.81)
olmak zorundadir. (4.40b) den, (4.60) da kullanilarak

80
3x*A

cop e 1 .
P =p+z[—(,u+p)26’+,up}— U (4.82)

Ve

V. p” = Vap+%(ﬂvaﬂ+ MV p+ pV 1)+ 3 p V.U (4.83)
K
bulunur. Ote yandan (4.63) agilirsa, (4.60) ve (4.62) de kullanilarak
4 1, 1 4 2
VHU—§9U+§K (,u+p)Vmu—§K (u+p)y6=0 (4.84)

bulunur. Buradan V U c¢ekilip (4.83) e yerlestirilir ve (4.82) ile birlikte hepsi (4.81) e

tasinip diizenlenirse sonucta

(P+Vap){§%+(u+p)2}6’=0 (4.85)
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bagintisina ulasilir. p #0 oldugundan ve koseli parantez de p= p” =0 durumuna

karsilik geldiginden (bakiniz asagidaki durum) buradan € =0 olmas1 gerektigi ortaya
cikar. Bu, (4.60) t
i

Simdi ispatin ikinci kismin1 bir Lemma olarak ifade edelim.

Lemma 3. Eger bir miikemmel akigskan jeodezik ise ya =0 = u=sabit, ya da

4

8

U=- (,u+p)2£0 dir.

Ispat: Lemma 2 de, geriye kalan durum p=0 ve p*” =0 olasiliklaridir. Eger (4.40b)

zamana gore tiiretilir ve £ igin (4.60) ve de U igin (4.62) kullanilirsa

By+pf+§%}9=0 (4.86)
K

bulunur. Buradan, ya 8 =0 dir ki bu (4.60) dan x = sabit verir; ya da

4
U:—Eg{y+py£0 (4.87)

dir.
Lemma 4. Eger miikkemmel akigkan jeodezik ve

1’ =, ~)p” +c,@ (4.88)

olacak sekilde ¢, ve ¢, (c, #0) sabitleri varsa, bu takdirde ya donme ya da genisleme

sifirdir.

Ispat: Lemma 2 den dolay1 yalnizca p” = sabit durumunu incelemeliyiz. (4.86) nin

zaman tiirevi aliir (4.59) kullanilirsa

6(c,p"” —;—za)z) =0
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elde edilir. Bu durumda ya 6 =0 ya da ¢ p” —%za)z =0 dir. #=0 ise ispat tamam
olur. ¢, p” —%za)2 =0 durumunda ise @ = sabit olacagindan tiirevi sifir olur ve (4.59)
dan dolay1 daima 6w = 0 olur.

Sonug olarak, (4.2.2) deki Teoremin ispati i¢in yalnizca p = sabit, p'” = sabit halini

g6z Oniine almak ve bu hal icin 6w =0 bagmtisinin gerceklenip ger¢eklenmedigine
bakmak gerekmektedir. Asagida bu is i¢cin Senovilla ve dig.[15] nin yontemini zar-evren

icin yazilmis kozmolojik denklemlere uyguluyoruz.

ISPAT: Ivmesiz durumda herhangi bir f fonksiyonu igin

a. N a. / a. 0 a.
(h"V,f)=h"V,f+o bef—Eh "V, f (4.89)

ifadesi yazilabilir. (4.64) denkleminin zaman evrimi alinirsa, ilk terimin tlirevinden
gelecek olan (habeHj ifadesi icin (4.69) ve buradaki € icin de (4.58) Raychaudhuri

denklemi kullanir, ikinci terimin tiirevini hesaplamak i¢in ise #“ =0 hali i¢in (4.72) ve

(4.74) denklemleri kullanilarak
260"V, 1i'” =13h 0V 0, - 3h, oV 0, =0 (4.90)

elde edilir. (4.64) denklemi @, ile biiziilirse ivmesiz durum icin (4.74) 6zdesligi

kulanilarak
3h' 0V 0, =3h"oV,0, - 20" V,0 (4.91)
elde edilir. Bu ifade (4.90) a yerlestirilirse, (4.90) asagidaki gibi yeniden yazilabilir:
K'hV, ' —8wh"V,0+a,"V,0=0 (4.92)
Bu son denklem @ ile biiziilerek

KoV, 1" -800,'V,0-0, 0"V, ,0=0 (4.93)
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elde edilir.

Simdi (4.92) in zamansal evrimini gz Oniine alalim. Buradaki her terimin zamana gore

tiirevi tek tek hesaplandiginda karsilasilacak olan @, ve @ igin (4.76), 0 icin (4.58) ve

L' igin (4.60) denklemleri kullanilirsa

2
47; ehabvblutop +(_K2lutop —szmp +?(02]hahvbe

2
—%a) VU +?¢9@hﬂbvbw (4.94)

a

+400,"V 0 +§t9a)abvb0 +0,0,V,0=0

elde edilir. Ote yandan (4.92) den ww,"V,w ifadesi gekilip burada yerine yazilirsa
(4.77) ifadesi

g(—4xzhabvb 17 +400h"V 0+ Sa)a”V,,é’) + % 0,V 0=0 (4.95)

biciminde yazilabilir. Burada parantez ig¢indeki ikinci terim ig¢in (4.93) denklemi

kullanilirsa
(K,Z top 2 tup_16 2 h bV 9_ 1 c bV 0 6 Zh bv top 496
H +Kp ?a) ) a b _Ea)a a)c b +§K a b/’l ( . )

elde edilir. Tekrar bu esitligin de zamana gore tiirevini alalim. Bir 6nceki adimdaki gibi

ilk terimin tiirevinden gelecek olan o, ve o, 0, L' ifadeleri igin sirasiyla (4.76),
(4.58) ve (4.62) denklemleri, (h,"V,0) icin (4.77) ve wh'V,w igin de (4.92) ifadeleri

kullanilir ve terimler tek tek hesaplanirsa sonugta

2
%(K_Z’utop + K_Zptop _?a)2)wabvb9+ 9|:% (02 _%(ﬂtop +ptop)j|habvb9
top top
20 2t 2307 oy i Loy 0 (4.97)
9 3 6 a b 6 a ¢ b

—%a)adwd”a)cbvbﬁ =0
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denklemine ulagilir. (4.97) denklemini & ile carpip terimleri diizenleyerek (4.92) de

yerine koyarsak
16
g(iczlu"’p +xp' 7 — 3 @* j ,"V,0 —%a)ada)d“a)cbvbé?

2 top top
+[%+a)2 - K %J ' ‘0"V,0 (4.98)

top top
+ {%9%2 +(* W ” + i p'” —%wz)(lfz %— 2602)} h'V,0=0

bagintisini elde ederiz. Bu son esitlik @“ ile kontrakte edilirse

top top
[% 0*0* + (K‘z U+ K —?wzj[zé %— 2a)zﬂ ®'V,0=0  (4.99)

iligkisi elde edilir. Burada kolayca goriildiigii gibi »’V,0=0 ya da @"V,0#0
seklinde iki olasilik vardir.

1) ®"V,60 # 0 ise, bu takdirde
top top
%6’2@2 + (Kz,u””’ +x°p'” —?a)zj(zcz %—2(02} =0 (4.100)

Bu denklemin zamana gore tiirevi de, her bir terimden gelen tiirev ifadeleri icin yine

(4.76), (4.58) ve (4.60) denklemleri kullanilarak
2
|:%0)4 _2’(_2lutopa)2 _ 383’( ptopa)z + K_4ptop (ﬂwp + ptup)j|9 — 0 (4101)
elde edilir. Buradan ya 6 =0 dir. Bu durumda 6w =0 olacagindan ispat tamamlanmis

olur, yada

64 38k’

4 2 1o 2 to,
—w 25 U0 ——p'”*
9 H 3 P

@+ p (U + p”)=0 (4.102)

olur. Bu (4.102) iligkisinin bir kere daha tiirevi alinarak,
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2
—%0)4 _%Klﬂtopa)z _ 17(;’( K,Zptopa)Z _K_4ptop(lump + ptop) — 0 (4103)

denklemine ulasilir. Bu denklemde son terim (4.102) den cekilip yerine yazilirsa

sonucgta

14 , 2 , (170> 38) ., 64 (3 > |
— K = + -—— - — 8|0’ |0*=0 4.104
[( 3 K’ j,u { 9 3x? P 27k \ k° ( )

denklemini verir. Bu son denklemde ya @ =0 dir, ki bu durumda ispat tamamlanir, ya

da parantez i¢indeki terim sifirdir. Bu durumda da Lemma 4’ten dolay1 6w =0 olur. Bu

sekilde ispat tamamlanmis olur.

2) @"V,0=0 ise; bu durum igin (4.96) denklemi (4.72) ile birlikte

2(29502 —6i7 (1 + p)) @,V ,0 =

4.105
58 » 5 2 » 17 +3p™ 2 2/ 1op top b ( )
= ?Ha) +| 20" — Kk EE— (29(0 -6 (U +p )) h'V,0

esitligine yol acar. Buradaki @ 'V,0 ile h'V,0 vektorleri birbirlerine diktir. Bu
durumda (4.68) de kullanilarak elde edilebilecek
w,'V,0=0,h"V,0=n,0"uh"v,0 (4.106)

denkleminden dolay1, (4.103) denkleminin sol tarafinin sifir olmas1 gerektigi sonucu

¢ikar. Bu durumda 3 olasilik s6z konusudur:
(a) 8 =0 olur, ki bu durumda teorem ispatlanir.

(b) Parantez icindeki terim sifirdir. Bu durumda teorem Lemma 4’e indirgenir ve ispati

tamamlanmis olur.
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(c) a)abV,ﬁ =0 olur. Bu durumda ya habV,ﬁ =0 yada ®" =0olur. Eger »” =0 ise bu
takdirde @w=0 dir ve teorem kanitlanmis olur. habV ,0=0 1se (4.92) ve (4.90)

denklemlerinden dolay1
KhV, 1 =h'V,0=0 (4.107)

olur. Bu durumda @ =sabit olur ve Lemma 1 e gore f =@ almirsa, 6w =0olur.

Teorem bu durumda da saglanir.

Boylelikle verilen teoremin ispati tamamlanmis olur. Yani, Konvansiyonel
kozmolojinin “Her jeodezik kaymasiz miikemmel akigkan i¢in ya genisleme ya da
donme sifirdir.” seklindeki teoremi, piir Coulombsu durum kisitlamasi altinda, zar evren

kozmolojisinde de gegerlidir.
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu calismada Konvansiyonel Kozmolojide kaymasiz bir akigkan i¢in ya geniglemenin
ya da girdabin sifir oldugunu sdyleyen iddiay1 zar-evren modelleri ¢ergevesinde ele
aldik. Konvansiyonel Kozmolojide bu konu pek cok basitlestirici varsayim altinda
incelenmistir (Bakiniz Tablo 2.1). Dolayisiyla biz de, matematiksel giicliiklerle
karsilasmamak icin bu yoOnde hareket ettik. Varsayimlardan birincisini, akiskanin
milkemmel akiskan olarak alinmasi; ikincisini de jeodezik (ivmesiz) alinmasi;
olusturmaktadir. Bu iki varsayim altinda evrim ve bag denklemleri biiylik Olcilide
sadelesmektedir. Bu basitlestirici varsayimlara ragmen incelememiz kovaryant
kozmolojik denklemler ile is goriilmesi bakimindan literatiirde yapilan pek c¢ok
calismaya kiyasla daha genel bir ¢ercevede gerceklestirilmistir. Zira tetrad formalizmi
ya da metrik yaklasim c¢ok 0©zel yontemler olup bazen baz1 o6zellikleri
maskeleyebilmektedirler. Ote yandan, zar-evren modelleri konusunda ise ¢alismamiz su
iki basitlestirici varsayima dayandirilmigtir: birincisi Bulk’in enerji-momentum
tansorlinii sifir almaktir. Bu ¢ok biiyiik bir matematiksel sadelesmeye yol agmaktadir ki,
zaten literatlirde de bu tansor kullanimiyla ilgili calismalar yok denecek kadar azdir.
Ikinci varsayim ise, bulktaki serbest gravitasyon alanmi gosteren Weyl tansdriiniin zar
tizerinde indiiklenmis elektriksel kismi hakkinda yapilan varsayimdir. Aslinda bu
blytiklik i¢in bir varsayimda bulunmak bir zorunluluktur. Zira zar {izerinde
indiiklenmis alan denklemleri bu terimden dolay1 kapali degildir. Bu terim, 6nce, 5-
boyutlu bulk i¢in yazilmis Einstein alan denklemlerinin ¢6ziimiinden hareketle
belirlenmis olmalidir. Ancak bu is, yine de pek ¢ok varsayim gerektiren bir ugras olup

karmasik ve hatta ¢oziimsilizdiir. Bu konuda genel olarak yapilan, bu ¢, terimi

hakkinda bir takim varsayimlarda bulunmaktir. Cok kaba ¢alisma varsayimi olarak bu
terimin sifir alindig1 pek ¢ok caligma bulunmaktadir. Ancak biz, bu terimi sifirlamak
yerine (4.38) ile gosterilen kisitlamayi tercih ettik ve serbest gravitasyon alanlarinin
enerji yogunlugunun, kaymasiz ve ivmesiz miikemmel akiskanin genisleme ve girdap

ozelliklerine muhtemel etkisini gormek istedik. (4.38) deki se¢im bize efektif toplam
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enerji momentum tansoriiniin (4.39) veya (4.40) ta goriildiigli lizere bir miikemmel
akiskaninki gibi olmasini sagladi ki bu, matematiksel bakimdan ¢ok biiyiik bir kolaylik

getirmistir.

Calismamizda sonug olarak: p=sabit ve p'” =sabit durumu igin, U enerjisi ne

olursa olsun kaymasiz ve ivmesiz miitkemmel bir akiskan i¢in ya genislemesinin ya da

girdabinin sifir oldugu sonucunun zar-evren modellerinde de gecerliligini korudugunu
gosterdik. Buna karsilik p # sabit ve p'” # sabit durumunda ise ayn1 6zelligin gegerli
olmast i¢in U nun (4.87) ile verildigi tizere

K_4

8

U=-

(,u+p)2 <0

biciminde negatif veya sifir olmasi gerektigi sonucu ¢ikmaktadir. Her ne kadar negatif
bir enerji yogunlugu; zayif, kuvvetli ve egemen enerji kosullarini ihlal ediyorsa da
negatif enerji kavrami uzun zamandan beri bilinen bir kavramdir[32]. Bu kavram
kuvantum alanlar teorisinde yer buldugu gibi zar-evren senaryolarinda da yer

bulmaktadir[33,34,35]; dolayistyla da bu beklenmeyen bir sonug degildir.
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