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SIMGELER DiZIiNi

d(A) A kiimesinin ¢ap1

D(xo;r) x, merkezli ve r yarigapl agik yuvar
D'(xo;r) x, merkezli ve r yaricaph agik yuvar
B(xo;r) x, merkezli ve r yaricaph agik yuvar

E” E nin duali

F; T dontisiimiiniin sabit noktalariin kiimesi
1 (xo, a,,p,.T ) Ishikawa iterasyonu

K (x,,4,T) Krasnoselskij iterasyonu

M (x,,a,,T) Mann iterasyonu



TABLOLAR DiZiNi

Tablo 4.1.4.a. Picard, Mann, Krasnoselkij ve Ishikawa

Iterasyonlarinin yakinsamalari

vi



1. GIRIS

Tarihsel olarak sabit nokta teori caligmalar1 iki ana dalda gelismektedir. Birincisi,
normlu lineer uzaylarin kompakt, konveks alt kiimeleri iizerinde tanimli, siirekli
operatOrler i¢in sabit nokta teorisidir. Digeri ise, tam metrik uzaylar iizerinde biiziilme

ve bliziilme tipi doniisiimler i¢in sabit nokta teorisidir.

Normlu lineer uzaylarda sabit nokta teori ¢alismalar1,1909-1913 yillar1 arasinda L.E.J

Brouwer ile baglamistir. Analize giris derslerinden de ¢ok 1yi bilinen en basit sabit nokta
teoremi:”[a,b] c i olmak lizere f:[a,b] - [a,b] stirekli bir doniigiim ise, f nin [a,b]
araliginda bir sabit noktas1 vardir.”’seklindedir. Brouwer bu teoremi, 1912 yilinda, | "
lizerine su sekilde genisletmistir: “B, ;| " de kapali bir yuvar olsun. Bu durumda

f : B — B siirekli doniistimii bir sabit noktaya sahiptir.”

1922 de Banach, Banach sabit nokta teoeremi veya biiziilme ilkesi olarak bilinen

“f, bir (X ,d ) tam metrik uzayindan yine kendisi iizerine tanimlanan bir biiziilme
doniistimii ise, fnin X de bir tek sabit noktasi vardir ve ayrica her x€ X igin

( I (x)) Picard iterasyonu bu sabit noktaya yakinsar” teoremi verdi.

Banach’in bu ¢alismasi bundan sonraki yapilan ¢aligmalarin genellestirilmesinde temel
teskil eder. 1930 yilinda I. Schauder, X Banach uzaymin bostan farkli bir konveks alt
kiimesinden, bu konveks alt kiimenin bir kompakt alt kiimesine tanimli, siirekli herhangi
bir doniisiimiin sabit noktast oldugunu ispatladi. 1950 de F.E. Browder, 1965 de W.A.
Kirk, 1968 de R. Kanan, 1972 de Zamfirescu ve daha pek ¢ok kisi bu temel sonuglari
genellestirmis ve bazi yeni sonuclar elde etmislerdir. Aslinda bu teorem, bir integral
denkleminde ¢oziimiin varligim1 géstermek amaciyla kurulmustur. Banach sabit nokta
teoremi, doniislimiin sabit noktasinin varligin1 garanti ettigi gibi, Brouwer ve Schauder
sabit nokta teoremlerinden farkli olarak bu sabit noktanin tekligini ve nasil

bulunabilecegini géstermektedir.



Schauder ve Banach sabit nokta teoremleri ve daha sonraki yillarda verilen pek ¢ok
sabit nokta teoremleri, diferansiyel denklemler gibi denklemlerin ¢dziimlerinin varligt

ve tekliginin arastirilmasinda 6nemli bir ara¢ olarak kullanilmaktadir.

Yine, Banach sabit nokta teoremi belirli doniisiimlerin sabit noktalar1 i¢in bir varlik ve
teklik teoremi olup, ayrica (uygulamaya yonelik problemlerin ¢dziimiinde) sabit noktaya
en iyi yaklasimi elde etmek i¢in insa esasina dayanan bir islem yontemini verir. Bu

isleme “iterasyon” adi verilir.

Iterasyon islemleri, uygulamali matematigin hemen hemen tiim dallarinda kullanilir.
Yakinsaklik ispatlar1 ve hata tahminleri, biiylik bir ¢ogunlukla Banach sabit nokta

teoreminin bir uygulamasi1 yardimiyla elde edilir.

Iterasyonla iligili kisa bir tarihce vermek gerekirse; yaklasik iki bin yildan fazla tarihe
sahip olan Ardisik Yaklagimlar Iterasyonunu ilk kez bir italyan matematikgisi olan
Picard kullanarak adi diferansiyel denklemler i¢in Cauchy probleminin tahmini
¢Oziimiinli aragtirmistir. Bu saha da ilk teorik sonu¢ Polonyali matematik¢i S.Banach’a

ait olan “Daralma Doniistim Prensibi” veya “Banach Sabit Nokta Teoremi” dir.

Son kirk yilda, operatdrlerin bazi siniflart igin iterasyon yontemlerinin sabit noktaya
yakinsamasi ile ilgili pek ¢ok ¢alisma yapilmistir. Operatorlerin bazi siniflari i¢in birden
fazla iterasyon sabit noktaya yakinsayabilir. Bu durumda hangi iterasyonun kullanilmasi
gerektigini karar vermek ¢ok onemlidir. Bunun i¢in son yillarda bazi operatorlerin sinifi
icin, iterasyon yontemlerinin sabit noktaya yakinsama hizlar iizerine calismalar
yapilmistir. Bu tezde, Zamfirescu operatorlerinin sinifinda Picard, Krasnoseslkij, Mann

ve Ishikawa iterasyon metotlarinin yakinsama hizlari karsilastirildi.

Sunulan bu tezde metrik uzayda ve Banach uzayinda sabit nokta teoresi detayli olarak
incelenmistir. Bu amagla kuramsal temeller adin1 alan ikinci boliimde hem temel tanim

ve kavramlar hem de sabit nokta ile ilgili temel tanim, teorem ve kavramlara yer



verilmigtir. Doniislimlerin sabit noktalarinin hangi sartlar altinda var oldugu

incelenmistir.

Ucgiincii boliimde ilk olarak, Picard, Krasnoselskij, Mann ve Ishikawa gibi dnemli
iterasyon yontemleri tanitilmistir. Ikinci olarak, yakinsama hizi kavrami icin detayli
bilgi verilmistir. Ayrica Zamfirescu operatorlerinin sinifinda, bahsedilen iterasyon

yontemlerinin bu operatoriin sabit noktasina yakinsadigi gosterilmistir.

Doérdiincii boliimde, Zamfirescu operatorleri sinifinda Picard, Krasnoselskij, Mann ve

Ishikawa iterasyonlariin yakinsama hizlari mukayese edilmistir.

Besinci boliimde ise iterasyon yontemlerinin yakinsama hizlarinin karsilastirilmasinin

sonucu verilmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Genel Kavramlar

Bu kisimda, g¢alismamizda kullanacagimiz bazi temel tanim, teorem ve Ornekler

verilecektir.

2.1.1. Tammm (Metrik Uzay): X bos olmayan bir kiime ve d:XxX — | bir

fonksiyon olsun. Eger her x,y,ze X igin,

i.d(x,y)=0 < x=1y

ii. d(x,y) =d(y,x)

iii. d(x,y) < d(x,z) + d(z,y)

sartlar1 saglaniyorsa, d ye X {lizerinde bir metrik, d ile birlikte X e metrik uzay denir

ve (X ,d ) yada X ile gosterilir.

2.1.2. Tamm (Yakinsak Dizi): (X,d) bir metrik uzay ve {x,}, X de bir dizi olsun.
1171301 d(x,,x)=0
olacak sekilde bir x € X varsa , {xn} dizisine X de yakinsak ve x e de dizinin limiti
denir. {xn} dizisi yakinsak ve limiti x ise,
,{ii{lxn =x, limx, =x veya x, > x

sembollerinden biri ile gosterilir.

2.1.3. Tamim ( Cauchy Dizisi): ( X,d ) bir metrik uzay ve {xn} bu uzayda bir dizi
olsun. Her ¢ >0 i¢in m,n > n, oldugunda,
d(x,,x,)<é&

olacak sekilde bir n, = n, (5) say1s1 varsa, {xn} dizisine Cauchy dizisi denir.



2.1.4. Tamm (Tam Metrik Uzay): (X,d) bir metrik uzay olsun. X deki her {x,}

Cauchy dizisi yakinsak ise, (X ,d ) metrik uzayimna tam metrik uzay denir.

2.1.5. Tanim (Kompakt Metrik Uzay): (X ,d ) bir metrik uzay olsun. X deki her dizi

yakinsak bir alt diziye sahipse (X ,d ) uzayina kompakt metrik uzay denir (Bayraktar

2002).

2.1.6. Tamm (Siirekli Doniisiim): X =(X,d) ve Y=(Y,p) iki metrik uzay,
f:X =Y bir donlisim ve x, € X olsun. Her & >0 sayisi igin,
d(x,xo) < ¢ oldugunda p(f(x),f(xo)) <&
veya denk bir ifade ile,
f(D(xo;é)) QD(f(xo)5g)
olacak sekilde bir 6 >0 sayis1 varsa, f ye x, noktasinda stireklidir denir. f, X in

her noktasinda stirekli ise, f ye X de siireklidir denir(Bayraktar 2000).

2.1.7. Tanmm (Ag¢ik ve Kapah Kiime): X bir metrik uzay ve 4 < X olsun. Her x € 4
icin D(x;r)c A olacak sekilde bir »>0 saysi varsa, 4 ya X in agik alt kiimesi

denir. X in herhangi bir B alt kiimesinin X deki timleyeni olan B' =X —-B, X de
aciksa B ye kapali kiime denir.

2.1.8. Tamim (Topolojik Uzay): X bos olmayan bir kiime ve 7 , X in alt kiimelerinin
bir ailesi olsun. Eger, asagidaki sartlar saglaniyorsa 7 ya X ic¢in bir topoloji ve (X ,r)
ikilisine de bir topolojik uzay denir.

i. X, Jer dur,

ii. 7 ya ait sonlu sayida kiimenin kesisimi, 7 ya aittir,

iii. T ya ait sonsuz sayida kiimenin birlesimi, 7 ya aittir,



2.1.9. Tanim ( Lineer Uzay): L bos olmayan bir kiime ve F bir cisim olsun.
+:LxL— L ve -:FxL— L islemleri tanimlansin. Eger asagidaki sartlar saglaniyorsa
L ye F cismi lizerinde lineer uzay ( vektor uzayi) denir:

A) (L,+) degismeli bir gruptur. Yani,

G,. Her x,yeL i¢in x+ye L dir,

G,. Her x,y,zeL i¢in x+(y+z)=(x+y)+z dir,

G;. Her xe L igin x+60 =0+ x=x olacak sekilde & e L vardur,

G,. Her xeL igin x+(—x)=(—x)+x =20 olacak sekilde —x e L vardrr,
G,. Her x,yelLigin x+y=y+x dir.

B) x,yel ve «a,f € F olmak iizere asagidaki sartlar saglanir:
L. axel dir,

L.a(x+y)=ax+a.y di,

;. (a+p)x=ax+ fx dir,

L, (aff)x=a.(px) di,

L. 1.x =x dir (Burada 1, F nin birim elemandir).

F=; 1ise L ye reel linecer uzay, F =£ ise L ye kompleks lineer uzay uzay adi

verilir.

2.1.10. Tamim (Konveks Kiime): L bir lineer uzay , A< L ve x,ye€ A keyfi olmak
uzere,
B={zeL:z=ax+(1—a)y,OSaS1}gA

ise, A kiimesine konveks kiime denir.

2.1.11. Tammm (Normlu Uzay): N bir lineer uzay olsun. || || :N —; fonksiyonunun
x deki degerini ||x|| ile gosterelim. Bu fonksiyon ig¢in,

N,. ||x||:0<:>x=0



N o =lallx] (a<F)
Ny e <[ + 1

sartlar1 saglaniyorsa || || fonksiyonuna N iizerinde norm, (N ,

) ikilisine de normlu

uzay denir.

2.1.12. Tamm (Banach Uzay)): N normlu lineer uzay olsun. N, d(x,y)=|x-|

norm metrigine gore tam ise N ye Banach uzay1 denir.

N nin reel ve kompleks lineer uzay olusuna gére Banach uzay1 da reel veya kompleks

Banach uzayi olarak adlandirilir.

2.1.13. Tamim (i¢ Carpim Fonksiyonu ve i¢ Carpim Uzay1 ): L, F cismi iizerinde
bir lineer uzay olsun. ( ):LxL — F fonksiyonu,

L. {x+y,z)={x,z)+(p,z)

L. (ax,y)=a(x,y) (aeF)

L. (x,y)={yx)

I, (x,x)>0 ve (x,x) =0 x=0

sartlarini sagliyorsa bu fonksiyona i¢ carpim fonksiyonu ( veya i¢ ¢carpim ) denir.

Uzerinde i¢ ¢arpim fonksiyonunun tanimlandig1 vektdr uzayina i¢ ¢arpim uzayi (veya

on-Hilbert uzay ) denir. I¢ carpim uzay1 (L,< >) ile gosterilir.

2.1.14. Tammm (Hilbert Uzay1): X bir i¢ carpim uzayir ve || , 1¢ ¢arpim normu

olsun.d (x,y)=|jx-y|=+{x-»,x-») olarak tanimlamrsa (X,d) bir metrik uzay

olur. i¢ carpim normuyla tanimlanan bu d metrigine gére, X ic¢ ¢arpim uzayi tam ise

X e Hilbert uzay1 denir.



Bu tanimdan Hilbert uzaylarinin, 6zel bir normdan elde edilmis Banach uzaylari oldugu

sOylenebilir.

2.1.15. Tanim (Kuvvetli Yakinsakhik): X , bir normlu uzay ve {x,}, X de bir dizi

olsun. Eger,

limx, — x| =0
n—>0

olacak sekilde bir xe X varsa {xn}, x e kuvvetli yakinsaktir (veya norma gore

yakinsaktir) denir ve bu durum

limx =x

n—0

ya da kisaca x, ——>x ile gosterilir. Burada x e {xn} dizisinin kuvvetli limiti denir.

2.1.16. Tamim (Zayif Yakinsaklik): X normlu uzay ve {x,}, X de bir dizi olsun.
Eger, her f e X" igin,

limf(xn)=f(x)

olacak sekilde bir x € X varsa {xn} dizisi, x e zayif yakinsaktir denir ve bu durum ya
x,——x yada x, T x seklinde yazilir. Burada x e, {xn} dizisinin zay1f limiti adi

verilir.

2.1.17. Teorem (Kuvvetli ve Zayif Yakinsakhk): X normlu uzay ve{x,}, X de bir

dizi olsun. Bu durumda,
(a) Kuvvetli yakinsaklik, zayif yakinsaklig1 gerektirir.
(b) (a) nin tersi genel olarak dogru degildir.

(c) dim(X ) <o ise, zayif yakinsaklik kuvvetli yakinsaklig1 gerektirir.



2.2. Sabit Nokta Kavrami

2.2.1. Tamim (Sabit Nokta): X bos olmayan bir kiime ve 7 :X — X herhangi bir
dontisiim olsun. Eger 7x = x olacak sekilde bir x € X varsa, bu x noktasina 7 nin

sabit noktasi denir.

Yani 7x=x (xe€ X) fonksiyon denkleminin ¢dziimii, 7 nin bir sabit noktasidir. 7 nin
sabit noktalarinin kiimesi F, veya Fi ix(T ) ile gosterilir. Ornegin,

l.Eger X =i ve Tx=T(x)=x2+3x+1ise FT={—1};

2.Eger X=; ve Tx=x —3x ise FT={—2,0,2};

3.Eger X=; veTx=x+61ise F, = ve

4.Eger X=; veTx=ux1se F, =

olur.

X herhangi bir kiilme ve 7 :X — X bir donilistim olsun. Herhangi bir xe€ X icin
T (x)= T(T” (x)) olacak sekilde 7" (x) i tammlayabiliriz. 7" (x), T altindaki x in

n. iterasyonu olarak adlandirilir.

T:X — X bir doniisiim olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler yazilabilir.
1. Keyfibir ne¥ i¢in F,cF, dir.

2. Bir ne¥ i¢in F, ={x} ise F, ={x} dir. Ancak bunun tersi her zaman dogru
degildir.
Ornegin, T:{1,2,3} —>{1,2,3} bir dontisiim ve T(1)=3, T(2)=2 ve T(3)=1 olsun.

Bu durumda F, ={1,2,3} diir. Ancak F, ={2} dir.

2.2.1.1. Ornek: X:[0,2] olmak tizere 7:X — X, Tx=2-x seklinde tanimlanan

doniigiimiin sabit noktas1 x =1 dir.
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2.2.1.2. Ornek: X # @ olmak iizere I:X — X seklindeki 6zdes doniisiimii icin X

in her bir noktas1 sabit noktadir.

2.2.1.3.Ornek: X =; x; olmakiizere T:X - X, T(x,y)=(x,0) doniisiimiiniin

sabit noktalari, (x,0) seklindeki noktalardir.

2.2.1.4. Ornek: T: (0,1] - (O,l] , Ix =§ dontigiimiiniin sabit noktasi1 yoktur. Boyle bir

doniisiim i¢in tek sabit nokta, x = 0 noktasi olabilirdi. Fakat 0 ¢ (O,l] dir.

2.2.1.5. Ornek: T:; — , Tx=%+x—arctanx doniistimiiniin ;| de higbir sabit

noktas1 yoktur.

2.2.2. Tamm (Lipschitzian Déniisiim): (X,d) bir metrik uzay ve 7:X — X bir
doniisiim olsun. Her x,y e X icin,

d(Tx,Ty)Skd(x,y) (1)
olacak sekilde bir k£ >0 sabiti varsa, T ye Lipschitzian doniisiim denir. (1) esitsizligine

Lipschitz sart1 ve bu sart1 saglayan en kiiciik & degerine de Lipschitz sabiti denir.

Bu tanima gore her 7' Lipschitzian doniisiimii diizgiin stireklidir. Ciinkii, her & >0 igin

d(x,y)<5= % = kd (x,y) <& = & oldugundan

d(Tx,Ty)<kd(x,y) <k%=6‘

yazilir. Yani 7' diizgiin siireklidir.

2.23.a. Ornek: X = ,d(x,y)=|x—y|ve T:j — | , Tx=2x olsun. Bu halde,

d(Tx,Ty)=|2x-2y|=2|x-y|=2d(x,y), (k=2)
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k=2 i¢in T Lipschitz sartin1 saglar.

2.2.4. Tamm (Daraltan Déniisiim): (X,d) bir metrik uzay ve T:X —> X bir

Lipschitzian doniisiim olsun. Eger (1) esitsizligi 0 <k <1 olmasi1 halinde saglaniyorsa

T ye daraltan doniisiim veya bliziilme doniisiimii (contraction) denir.

Tam olmayan metrik uzaylarda tanimlanan daraltan doniisiimlerin sabit noktalara sahip
olmasi gerekmez. Ornegin, X =(0,1] olmak iizere 7: X - X ve TIx =§ doniistimiini

ele alalim. Burada 7 doniistimii daraltan doniisiimdiir fakat sabit noktas1 yoktur.

Lipschitz kosulunu saglayan her doniisiim, diizgiin siirekli oldugundan daraltan

doniistimler de diizgiin siireklidir. Dolayistyla T siirekli degilse, bir daraltan doniisiim

olamaz. Buna karsin, 7' daraltan doniisiim olmasa bile, herhangi bir nicin 7" bir

daraltan doniisiim olabilir.

0, xe0,1]

2.2.4.a. Ornek: T:[0,2] —[0,2] olmak iizere T'(x)=
L xe(12]

olarak tanimlansin. 7 fonksiyonu x =1 de siireksizdir ve dolayistyla daraltan doniisiim

olamaz. Diger taraftan, T :{0,1} > {0,1}, T?(x)=0 olup daraltan bir doniisiimdiir.

Ayrica x=0, T nin tek sabit noktasidir.

(X ,d ) tam metrik uzay1 ve 7: X — X daraltan bir doniisiim olarak tanimlanmis ise bu

doniistimiin ~ x, € X sabit noktas1 vardir ve bu sabit nokta tektir (Banach Daralma

Prensibi).

2.2.5. Tanim (Kesin Daraltan Doniisiim): (X ,d ) bir metrik uzay ve 7: X — X bir
dontigiim olsun. Her x,y e X ve x# y i¢in,

d(Tx,Ty)<d(x,y)
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ise, T ye kesin daraltan doniigiim (contractive) denir.

225.a.0rnek: X =i, d(x,y)=[x—ylve T:i >, Tx=1+ln(l+e") olsun. T

doniisiimii kesin daraltan olup daraltan degildir. Clinkii
. e
T (x)= <1
( ) l1+e*

dir. Ayrica Ortalama Deger Teoreminden

T,(C):T(x)—T(y)

X=y
oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla T (c)<1 olur. Yani,
. T'(x)-T
T (c):—( )z—y(y) <1:>|T(x)—T(y)|<|x—y|

olarak bulunur.

2.2.6. Tamm (Genislemeyen Doniisiim): (X,d) bir metrik uzay ve T7:X — X bir
dontigiim olsun. Her x,y € X igin,
d(Tx,Ty)<d(x,y)

ise, T' ye genislemeyen (nonexpansive) doniistim denir.

2.2.6.a.Ornek: X =i , d(x,y)=|x—y|ve T:j > , Tx=x+1 olsun. Bu durumda,
d(Tx,Ty)=|x+1-y—-1|Hx-yl=d(x,)
oldugundan her x,ye X i¢in d (Tx,T y) <d (x, y) sart1 saglanmis olur. Dolaysiyla T

genislemeyen bir doniisiimdiir. Fakat 7' ne daraltan ne de kesin daraltan doniisiimdiir.

Herhangi bir Banach uzayinda tanimli genislemeyen doniisiimler i¢in sabit noktalarin
var olmasi gerekmez. Bunun i¢in ya uzay ya da doniisiim iizerine baz1 ek kosullar

konulmasi gereklidir.
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2.2.7. Tanim (Diizgiin Konveks Uzay): X bir Banach uzayi olsun. Ve >0 ve ||x|| <1,

||y|| <1ve ||x—y|| > ¢ sartlarini saglayan Vx,y € X i¢in
1
E||x+ y” < 1—5(8)

olacak sekilde o (5)>O varsa, X ’e diizgiin (uniformly) konveks Banach uzay adi

verilir. (Aksoy 1990; Khamsi 1990)

2.2.7.a. Ornek: (x:(xl,xz,...,xn)e; ”) Euclidean normuna gore diizgiin konveks,

fakat ||x|| = Zn:| x, | normuna gore diizgiin konveks degildir.

i=l1

2.2.8. Tamim (Quasi-Genislemeyen Doniigsiim): X bir normlu uzay, K da X in bos

olmayan alt kiimesi ve 7:K — K bir doniisiim olsun. Eger peF, #J ve VxeK
i¢cin
|7 =Pl <]l

ise T ye quasi-genislemeyen doniisiim denir.
2.3. Sabit Nokta Teoremleri

2.3.1. Teorem: [a,b] , i de bir kapali aralik ve f: [a,b] - [a,b] siirekli bir doniisiim

olsun. Bu durumda f (c) = c olacak sekilde [a,b] araliginda bir ¢ sayis1 vardir.

Ispat: Her x [a,b] icin, T(x) = x—f(x) olacak sekilde bir 7 : [a,b] — ; dontigimii
tanimlayalim. Bu durumda, 7' siirekli bir donilisiimdiir. Eger [ (a) >a ise T (a) <0
olur. Benzer sekilde, f (b) <bise T (b) >0 olur. Ara deger teoremine gore 7T (c) =0

olacagindan, f(c)=c olacak sekilde bir ¢ €[a,b] vardir.
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2.3.2. Teorem (Banach Daralma Ilkesi): (X,d) tam metrik uzay ve T:X — X bir

daraltan doniisiim olsun. Bu durumda 7', bir tek sabit noktaya sahiptir.

ispat: x,, X de keyfi bir nokta ve
X, =Tx,, x,=Tx =T"x),c0,x,,, =Tx, =T""x,
olsun. {x,} dizisinin Cauchy dizisi oldugunu, dolayisiyla da x € X e yakmnsadigini ve
x in  Tx=x denkleminin bir tek ¢Sziimii oldugunu gésterecegiz. O halde n>1 ve
p>1icin
d(x,,,.x,)=d(T""x,,T"x, )

<kd(x,,,.%, ) =kd(T"""'x,, 7", ) < K2d(x,,, . %,,) <

<K (5,5 ) =K (5,5

<K’ (d(xp,xp,l)m(xp,l,xo))

<k (kd (x, 1%, 5 )+d (x, 0%, )+ d(x, %))

=k"(d(xp_2,xo)+d(xﬂ % )k (x, 0% )

Sk”[d(xp_z,xo)+kd(xp_2,x )+k d( Xp-2> pa)J
M

<k (d(xl,xo)+kd(x1,x0)+k2d(xl,x0)+...)
=k”d(xl,xo)(l+k+k2 +k° +)

e (x,x )(llkj

n

bulunur. Yani,

d(xn+p,xn)g k

1_kd(xl,xo)

elde edilir. 0<k <1 oldugundan »n — oo i¢in limit alinirsa d ( Xy psX )—) 0 olur. Bu

da {xﬂ} dizisinin Cauchy dizisi oldugunu gosterir. X tam oldugundan x, > xe X

dolayisiyla da x,,, = x dir. T doniislimii, siirekli oldugundan dizisel stireklidir. Yani

Tx, — Tx dir. x,,, =Tx, denkleminden 7 — oo igin limit alinirsa x = Tx elde edilir.
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Simdi bu sabit noktanin tek oldugunu gosterelim. y, T nin bagka bir sabit noktasi

olsun. Yani, 7y = y dir. O halde, y baska bir ¢oziim ise
d(x,y)=d(Tx,Ty)<kd(x,y)
olur. Buda d(x,y)=0 olmasmi gerektirir. Ciinkii,
d(x,y)<kd (x,y)= d(x,y)~kd (x,y) <0
= d(x.y)[1-k] <0
olur. k<loldugundan 1-k>0 dir. O halde hem 1-k>0 hem de d(x,y)>0
oldugundan  d(x,y)[1-k]<0 esitsizliginin saglanmasi i¢in d(x,y)=0 olmasi

gerekir. Buda x =y olmasin gerektirir.

. 1
2.33. Ornek: X =i, K=[0,2]cX, T:K—>K ve Tx=§ olsun. =7 olarak

secelim. Daraltan doniisiimden,

xl:TszE
x,=Tx, =T’x, = 1
2 1 0 50
2 3 1
x,=Tx,=T xl=Tx0=ﬁ
M
x,=Tx, , =T’x,,=..=T"x,

seklinde bir dizi elde ederiz. n — o i¢in limit alinirsa

limx =0

olur. Dolayisiyla 7 doniisiimiiniin sabit noktas1 0 e [0,2] dir. Eger bilinen sabit nokta

tanimini bu 6rnege uygularsak,
X
Tx:x:>§:x:>x:5x:x20

olur. Yani, sabit nokta 0 [O, 2] olarak elde edilir.
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n

2.3.4. Teorem (Brouwer Sabit Nokta Teoremi): B, | " de kapali bir kiire (yani i

nin bir kompakt konveks alt kiimesi ) olsun. Bu durumda, f: B — B siirekli doniisiimii

en az bir sabit noktaya sahiptir (Khamsi and Kirk 2001).

Brouwer Teoreminin herhangi bir Banach uzay1 (sonsuz boyutlu uzay ) igin

genisletilemez. Bunu asagidaki 6rnekle izah edelim.

2.3.5.  Ornek: B ,¢, Banach  uzaynda  bir  kapali  birim  kiire
olsun. x =(x,,x,,,...) € Bigin
T:B— B, T(x)=(1-|x1,x,x,,...)
seklinde tanimlansin. Vx, y € B igin
[7 ()= ()=l

oldugundan 7 siireklidir. Ancak, 7x =x denkleminin B de bir ¢ézlimii yoktur.

2.3.6. Teorem (Schauder Sabit Nokta Teoremi): X bir Banach uzayi, K da X in
bos olmayan kompakt konveks bir alt kiimesi ve f:K—K siirekli bir déniisiim olsun.

Bu durumda f* en az bir sabit noktaya sahiptir ( Khamsi and Kirk 2001).

Ispat: K kompakt oldugundan f (K ) on-kompaktir. Dolayisiyla da total sinirlidir. Bu

yizden, Vne¥ ve Vxe K i¢in

min | ()~ | <

I<i<N,

olacak sekilde {yl,yz,...,yNn } - f(K) vardir. Her bir i i¢in

.

olarak tanimlayalim. Bdylece her bir x € K igin al.(x);tO olacak sekilde en az bir

a,(x) = max {%—Hf(x)—yi

ie {1,2,...,Nﬂ} vardir. Schauder operatorii olarak adlandirilan, P : K — K
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n

iai (x)yl.
)

P (x)z’:—

N}’l

Zai(x

i=

operatdriinii goz Oniine alalim. Burada { Vs Vaseees yN} elemanlarimin bir konveks

kombinasyonu P, (x) oldugundan P,(x)eK dir. Ayrica, f siirekli oldugundan q,

fonksiyonlarinin her biri de siireklidir.

Simdi, K, :conv({yl,yz,...,ym}) olsun. Bu durumda, K, {yl,yz,...,y,\,n} vektorleri

tarafindan gerilen sonlu boyutlu Banach uzaymin smirli, kapali ve konveks bir alt

kiimesidir. Ustelik P :K, — K, dir. Brouwer teoremine gére P, doniisiimlerinin her

biri x, € K, c K sabit noktasina sahiptir. K kompakt oldugundan {xn} dizisi,

]lcim x, =x €K yayakinsayan {xnk } alt dizisine sahiptir. Herhangi » i¢in

olur. O halde

X, —f(x)” <

B )=/ (%)

oldugundan & — o icin esitsizligin sol tarafi Hx— f (x)H e giderken sag tarafi 0 a

[+ )=

gider. Yani,
Hx—f(x)”ﬁO: x:f(x)

olur. Dolayistyla x, f nin bir sabit noktasidir.



18

2.3.7. Teorem: (X ,d ) tam metrik uzay, n€¥ i¢in 7" bir daraltan donilisiim olmak

tizere 7:X — X doniisimi verilsin. Bu durumda 7 bir tek sabit noktaya sahiptir

(Khamsi and Kirk 2001).

Ispat: Banach sabit nokta teoremi geregince, T" bir tek x, sabit noktasma sahiptir.
Dolayisiyla,

T"'x, =T(T"x,) =Tx,
yazilir. Ayrica Tx,, T" nin bir sabit noktasidir. 7" nin sabit noktas: tek oldugu icin
Ix,=x, olur. Eger Ty=y ise, bu durumda 7"y=y olur. Bu ise y=x, olmasim

gerektirir.

2.3.8. Teorem: (X,d) bir kompakt metrik uzay ve 7:X — X kesin daraltan bir
déniisiim olsun. Bu durumda 7 bir tek x, sabit noktasina sahiptir. Ustelik her x € X
i¢in,

11_>n30 T"x =x,

dir (Khamsi and Kirk 2001).

2.3.9. Teorem: (X,d) bir tam metrik uzay ve x, € X olmak iizere T:D(x,,r)—> X
olmak tizere daraltan bir doniisiim olsun. Eger

d(Txy,x,) <(1-k)r
ise, bu durumda T doniisimii D(x,,r) diskinde bir tek sabit noktaya sahiptir

(Agarwal, Meehan and O’Regan 2001).

Ispat: d(Tx,,x,) <(1-k)r, olmak iizere 0<r, <r sartini saglayan bir 7, sayis1 vardr.

Gosterecegiz ki T': D(x,,%,) = D(x,,r,) dir. Eger i¢in, x € D(x,,7,) ise,
d(Tx,x,) <d(Tx,Tx, ) +d (Tx,, x,)

<kd(x,x,)+(1-k)r, <r,
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olur. Banach sabit nokta teoreminden dolaytr 7 nin D(xo,ro)c D(xo,r) da bir tek

sabit noktasi vardir.

2.3.10. Ornek: X =[a,b], d(x,y)=|x—y| ve T:X — X bir doniisiim olsun. Eger
T, [a,b] kapal1 araliginda siirekli , (a,b) acik araliginda tiirevlenebilir bir dontlistim ve
her x e (a,b) i¢in,

|ITx|<k<1
ise, T nin X de bir tek sabit noktas1 vardir. Gercekten de ortalama deger teoreminden
her x,y e [a,b] icin ¢ € (x,y) olmak tizere,

| Tx—Ty |=| T'(c)(x—y) I<k|x—y|

olur. Boylece Banach daralma ilkesi geregi 7 nin bir tek sabit noktas1 vardir.

2.3.11. Ornek: X=(O,2] ve T: X—>X, Tx=§ dontisiimii verilsin. Ayrica X
kiimesi tlizerinde alisilmis metrik tanimlansin. Bu durumda,

1 1
d(Tx,Ty):E—%‘:jx—ﬂ :Ed(xay)

olacagindan, 7 bir daraltan doniisiimdiir. Fakat 7 nin, X de bir sabit noktas: yoktur.

.. . . .- X
Ciinkii sabit noktanin tanim1 geregi 7x =x den 3 =x=5x=x=x=0 olur. Burada

x=0¢ (0, 2] = X oldugundan dolayr 7 nin X de bir sabit noktas1 yoktur.

Bu ornekte de goriildiigii gibi tam olmayan metrik uzaylarda tanimlanan daraltan

dontisiimlerin sabit noktas1 olmasi gerekmez.

2.3.12. Ornek: X=[1,oo) kiimesi lizerinde d =|x—y| metrigi verilsinve 7: X —> X,

dontisimii 7x = x+— olarak tanimlansin. x # y olmak lizere herx,y € X i¢in
x

1
X+t——y——
X

d(Tx,Ty):|Tx—Ty|:
Y
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:|x2y—x—xy2 +y|
N

:|xy(x—y)—x+y|

I
o

o
olur. Burada Vx,ye X = [l,oo) icin % <1 olacagindan dolay1
Xy
< ‘x y|xy 1” <|x—y|

o

olur ki bu da d (Tx, T y) <d (x, y) sartinin saglandigini1 gosterir. O halde, 7 bir daraltan

dontisiim degildir fakat kesin daraltan bir dontlistimdiir deriz. Burada 7' nin bir sabit

noktas1 olmadigini dikkat edelim.

2.3.13. Ornek: X ={x>0:xe; } kiimesi ve kiime iizerinde d(x,y)=|x—)| metrigi
verilsin. T: X — X, T(x) = (x* +1)"” doniisiimi herx, y € X icind (Tx,7y)<d (x, )
sartimi saglar. Ciinkii Vx, y € X igin

d(T(x),T())=|T(x)=T(»)
—Vx?+1 —\/y2 +1‘

- (W+1—Jy2+1)[Jx2+1+Jy2+1}

VP +14+4)y7 +1

_ ‘xz —yz‘ _ (x=y)(x+y)
‘\/x2+l+\/y2+l ‘\/x2+1+\/y2+1

_ |x+y| 5= 9]
VP 14y +1
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olur. Burada Vx,y € (x 20ve y2 0) icin |x+y| <1 olacagindan dolay1
‘\/x2+1+\/y2+1
xX+y
ATt -a()

olur ki bu da d (Tx,T y)Sd (x, y) sartinin saglandigint yani 7 nin genislemeyen

doniisiim oldugunu gosterir. Ayrica her xe€ X i¢in, T'(x)= (x2 +1)1/2 # x oldugundan

T nin sabit noktas1 yoktur.
Bu ornekte de tam metrik uzay iizerine tanimlanan genislemeyen bir doniisiimiin bir

sabit noktaya sahip olmas1 gerekmedigi gosterilmistir.
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3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. iterasyon Yontemleri

3.1.1. Picard iterasyon metodu: (X ,

) reel normlu uzay ve T': X — X bir déniisiim

olsun. Picard iterasyonu, x, € X olmak iizere

x,=Tx,,=T"x,, n=12,.. (2)

seklinde tanimlanir (Picard 1980). Picard iterasyonu, bazen ardisik yaklasikliklarin

dizisi ( sequence of successive approximations ) olarak da adlandirilir.

3.1.2. Krasnoselskij iterasyon metodu: (X , ||) reel normlu uzay ve 7: X — X bir

doniisiim olsun. Krasnoselskij iterasyonu , x, € X ve 4€[0,1] i¢in
X0 =(1-2)x, +ATx,, n=0,1,2,... (3)
seklinde tanimlamir (Krasnoselskij 1955). {x,} = Krsanoselskij itersayonunu kisaca

K (xo,/I,T ) ile gosterilir. Ayrica bu iterasyon A =1 i¢in Picard iterasyonuna indirgenir.

3.1.3. Mann iterasyon metodu: (X ,

|) reel normlu uzay, 7: X — X bir déniisiim ve
x, € X keyfi bir nokta olmak iizere, Mann iterasyonu

X, =(1—an)xn+anTxn, n=0 4)

seklinde tanimlanir. Burada lime, =0, Y a,=w ve VneN igin {a,}<(0,1) dir

n—o
n=1

(Mann1953). Mann iterasyonu kisaca M (x,,a,,T) ile gosterilir.

nd

(4) esitligi ile verilen Mann iterasyonunda «, =A (sabit) olarak aliirsa Mann

iterasyonu acik olarak Krasnoselskij iterasyonuna indirgenir (Berinde 2006).



23

3.1.4. Ishikawa iterasyon metodu: (X , ||) reel normlu uzay, 7:X —> X bir

doniisiim ve x, € X keyfi bir nokta olmak {izere Ishikawa iterasyonu,
xn+l = (l_an )xn + anTyn s

v, =(1-8)x,+BTx,, n=l (5)

seklinde tanimlanir. Burada limea, =0, lim 8, =0, Zan =w ve VneN i¢in {a,]
n—>x0 n—>x0 el

ve {B,}€(0,1) dir ( Ishikawa 1974). ishikawa iterasyonu kisaca 1(x,,a,,£,,T) ile
gosterilir. Ayrica (5) esitligi ile verilen iterasyonda S =0 alinmasi durumunda

Ishikawa iterasyonunun Mann iterasyonuna indirgendigi asikar olmasina ragmen Mann
ve Ishikawa iterasyonlar1 i¢in yakinsama sonuglar1 arasinda genel bir bag yoktur

(Berinde 2006).

3.1.5. Noor iterasyon metodu: (X ,

||) reel normlu uzay, 7:X — X bir doniisiim
olsun. u, € X keyfi bir nokta olmak iizere Noor iterasyonu,

u,, =(1-a,)u, +a,1v,,

v, =(1-8,)u,+B,Tw,, (6)

wn:(l—yn)un+7/nTun, nx1
seklinde tamimlanir. Burada limeg, =0, Ilmpg =0, Ilimy,6 =0, Z a, =0 Ve
n—0 n—»0 n=1

n—>0

Vne¥ i¢in (a,), (B,) ve (7,)e(0,1) dir (Noor 2000).

3.1.6. n-adim iterasyon (multistep iteration) metodu: (X ,

||) reel normlu uzay,

T:X — X bir doniisim ve k € X keyfi bir nokta olmak iizere n-adim iterasyonu,
p=2 icin

107 =(1- Bk, + BTk,

ty=(1-8))k,+ BT, i=12,.,p-2; (7)
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k., =(1-a,)k, +a,Tt,

n+l

seklinde tanimlanir. Burada Vn e N igin
{a,} =(0,1), lima, =0, > a, =0

Ve

{Bi}=[0.1), 1<i<p-1, limB, =0 dir (Rhoades and Soltuz 2004).

3.2. Baz1 doniisiimler icin yakinsama hizlari:

Bir sabit nokta teoremi;

a) Sabit noktaya yaklagsmak i¢in kullanilan iterasyon yontemleri i¢in bir hata degeri
verir.

b) Sabit noktaya bagli veriler ile kullanilan yontemin uygunlugu hakkinda somut

biligiler verir.

(X,d) metrik uzay ve {x,}  sabit nokta iterasyonu, 7:X — X operatdriiniin x"

sabit noktasina yakinsasin. Yani, n— oo i¢in x, & x~ olsun. Bu durumda, her & >0
ve n> N igin

d(x,.x")<e (8)
olacak sekilde pozitif bir N sayis1 vardir.
Eger N sayisi, x, baslangic noktasina, ¢-sayisina ve T operatoriine bagl ise, (8)

esitsizligi iterasyon yontemi i¢in bir durma kriteri olarak kullanilir.

Verilen herhangi bir 7' operatorii i¢cin uygulanan iterasyon metodunda kaginci adimda

durulmasi gerektigi ile ilgili asagida bir bagint1 verilecektir.

Eger T', tam metrik uzayinda k - daraltan bir operator ise hem 6nceki hem de sonraki

hata degeri;
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Nk
d(x x)Snd(xO,xl), n=0,1,2,.. )

d(x x*)SLkd(x x,), n=12,. (10)

seklindedir. Burada x, baslangi¢ noktas: olmak iizere, {xn }:;0 Picard iterasyonu ve x",
T nin bir tek sabit noktasidir.

0 <k <1 oldugundan, (9) dan eger d(x,,Tx,)#0 ise

n

d(xn,x*)s

kd(xo,xl)<.9

k'd (x,x ) <(1-k) &

k' <(1-k)e/d(x,,x,)
n<log, ((l—k)g/d(xo,xl))

ve N<n den
N =log, ((l—k)g/d(xo,xl))
elde edilir.

Bu ise, x, baslangi¢ noktas: ile baslanildiginda N. adimda, {xn }:):0 Picard iterasyonun

& den daha az bir hata ile x" e yaklasdigi anlamina gelir.

3.2.1. Tamm: {a,}”  ve {b,}  ,swasiyla a ve b ye yakinsayan pozitif sayilarn iki

dizisi ve

(11)

olsun.
1) I=0 ise, {an}io nin a ya yakinsamasi, {bn}jzo nin b ye yakinsamasindan daha
hizhidir.

2) 0</<w ise, {a,}"

o, Ve {bn}::() dizileri ayn1 yakinsaklik oranlarina sahiptir.

3) [ = ise, {bn}io dizisi {an}io dizisinden daha hizli yakinsar.
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Yukaridaki tanimda verilen yakinsama orani kavrami, iki dizinin yakinsama hizlarini

karsilastirmada yardimei olur.
Aslinda, (9) hata degeri {xn}::() dizisinin, sifira yakinsayan {0”} dizisinden x" e daha

hizl1 yakinsadigini gosterir (0 <8 < a).

Farzedelim ki {xn}:zo ve { v, }:zo iki sabit nokta iterasyonu ayni x° noktasina

yakinsasin. Bu taktirde 6nceki hata degerleri

d(xn,x*)ﬁan, n=0,1,2,...
d(yn,x*)sbn , n=0,12,...

seklinde olur. {a,}” ve {b,}"_ sifira yakinsayan pozitif reel sayilarm iki dizisidir.

Yukarda ki tanimdan dolay1 agagidaki tanimin ¢ok dogal oldugu goriiliir.

3.2.2. Tamm: Eger {a,}”  dizisi {b,}  dizisinden daha hizli yakinsarsa; {x,} sabit

n=0

nokta iterasyonu, {yn}

0
n=

, sabit nokta iterasyonundan x" e daha hizli yakinsar ya da

{x,} ", sabit nokta iterasyonu {y,} " sabit nokta iterasyonundan daha iyidir denir.

Rhoades, Vne N igin d(xn,x*)s d ( yn,x*) ise, {xn}: , sabit nokta iterasyonunun

{ Vv, }:o: o sabit nokta iterasyonundan daha iyi oldugunu vermistir.

3.2.3. Teorem : (X,d) kompakt bir metrik uzay ve 7: X — X kesin daraltan operator

olsun. Bu taktirde 7" kesin Picard operatordiir.

Ispat: {x }”

., Picard iterasyonu,x, € X', n20 i¢in x, =7"x, olsun. (X,d) kompakt

oldugundan, {x,}”

00
dizisinin x" € X e yakinsayan {x } alt dizisi vardir. T
n=0 e ) k=0

contractive oldugundan, 7 siirekli ve {d(xn,xnﬂ)}w:o dizisi kesin azalan pozitif

n

terimlidir. Dolayisiyla yakinsaktir. Metrigin siirekliliginden,
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’lli_r)gd(xnk ,Tx, ) = d(x*,Tx*)

yazilir. Buradan

d(x,* Tx*) =limd (x,,x,,,) = llqiglod(xw,xm): d(Tx*,sz*)

n—0

elde edilir.
Sayet x* # Tx" oldugu kabul edilirse, contractive sartindan dolay1
d(x*,Tx*) = d(Tx*,T(Tx*)) < d(x*,Tx*)
olur. Bu bir celiskidir. O halde x"=7x" dir. Yani F, = {x} dir. Bu ise, her x, € X

icin Picard iterasyonun X de yakinsak oldugunu ve limitinin de 7 nin tek sabit noktasi

oldugunu gosterir.

3.2.3.a. Sonugc: (X ,d ) tam metrik uzay ve 7 : X — X kesin daraltan operator olsun.

0
n=

Eger {T ”xo} . Picard iterasyonunun yakinsak bir alt diziye sahip olacak sekilde

X, € X varsa, bu taktirde F, = {x} ve x", bu alt dizinin limitidir.

3.2.4. Teorem:(X,d)tam metrik uzay ve 7:X — X doniisim olsun. Eger
Vx,y e X igin

d(Tx,Ty)Sa[d(x,Tx)+d(y,Ty):| (12)

1
olacak sekilde a € [O,EJ varsa T, Picard operatoriidiir.

Ispat: ik olarak, 7', (12) esitsizligini saglamasi durumunda cardF, <1 oldugunu
hatirlayalim.
x,€X olsun. x, =T"x,, n=0,1,2.. Picard iterasyonu olsun. Bu durumda (12)
esitsizliginden

d(x,,x,,)=d(Tx,,Tx,) < a[d(xn_l,xn)+ d(x,,x,,, )]

elde edilir. Buradan da



28

> i+l n=1°>"n

d(xn X )Slid(x x), n=12,...

(13)

yazilir. a €[0,1/2) igin, 0< 1L<1 oldugundan {x,}” = nin Cauchy dizisi oldugu ve
—a

bu nedenle de yakmnsak oldugu sonucu gikarihr. {x,}” nn limiti x" X olsun. Bu

taktirde

d(x*,Tx*)S d(x*,xn)+d(xn,Tx*)£ d(x*,xn)+a[d(x*,xn_l)+d(x*,Tx*)}

yazilir. Buradan

d(x*,Tx*)Séd(x*,xn)+£d(xn1,xn) Vne¥

ve (13) esitsizligi ile birlikte

RN | . !
d(x,Tx )Szd(x’x")+(lfaj d(xo,xl) n=12,..
elde edilir. (14) esitsizliginde n — oo,
d(x*,Tx*):0<:>x* =Tx"

olur. Yani F, = {x*} dir. Dolayistyla her bir x, € X i¢in x, — x* olur.

0, xe(-»,2] ise

3.25.0rnek: X=; veT: X > X, T(x)=
-, x>2 ise

olsun. Bu takirde

1) T sirekli degildir,

(14)

i) T, (12) esitsizligini saglar. Bu nedenle 3.2.4.Teoreminden 7 bir Picard

doniisiimdiir.

iii) T genislemeyen degildir.

3.2.6. Sonug¢: Yukardaki teoremin sartlar saglanmis olsun. Bu durumda Picard

iterasyonun hata tahminleri,



29

seklindedir. Burada « ZIL dir.
-a

Eger T* daraltan ( veya kesin daraltan ya da (12) esitsizligini sagliyorsa) olacak sekilde

ke¥” varsa, F, = {x*} dur.

Contractive operatdrler sinifi, genislemeyen operatorlerin simifinin i¢inde yer alir.

Ancak, genislemeyen 7 operatorii igin F, #J sonucu genelde dogru degildir.

Genislemeyen operatorlerin genellestirilmesi, en az bir sabit nokta olan quasi-

genislemeyen operatdrlerdir.

3.2.7. (Quasi nonexpansive operator): X tam metrik uzay ve 7:X — X doniisiimii

olsun. p bir sabit nokta ve Vx e X igin

d(Tx,p)Sd(x,p) (15)

oluyorsa T ye Quasi-nonexpansive operator denir.

Quasi-genislemeyen doniisiimler sinifinda icerilen bir contractive tanimi 1972 de
Zamfirescu tarafindan verilmistir. Zamfirescu’nun teoremi Banach, Kanan ve Chatterjea

sabit nokta teoremlerinin genellestirilmis seklidir.

3.2.8. Tamim (Zamfirescu operator): 7: X — X bir doniisiim olsun. Eger Vxe X
igin agagidaki (z)—(z,) sartlarmdan en az biri dogru olacak sekilde O<a<1,
0<f<0,5 ve 0<y<0,5 degerinde olan «,f ve y reel sayilar1 varsa T ye
Zamfirescu operator denir.

(zl) d(Tx,Ty) < ad(x,y);

(zz) d(Tx,Ty) Sﬂ[d(x,Tx)+d(y,Ty)];
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(z;) d(Tx.Ty)<y[d(x.Ty)+d(y.Tx)];

3.2.9. Teorem (Zamfirescu Operator):(X,d) tam bir metrik uzay, 7:X — X bir
donlisim ve o, ve y, 0<a<l, 0<4<0,5, 0<y<0,5 sartlarin saglayan reel
sayilar olsun.Vx,y€ X i¢in (zl)—(z3) sartlardan en az biri dogru ise 7, Picard

operatoridiir.

Ispat: x,y e X olsun. (z,), (Zz) veya (z,) den en az biri dogrudur.
Eger (Zz) dogru ise, bu taktirde
d(Tx,Ty) < ,B[d(x,Tx)+d(y,Ty)]

< ﬁ{d(x,Tx)+|:d(y,x)+d(x,Tx)+d(Tx,Ty)]} .
olur. Buradan
(l—ﬂ)d(Tx,Ty) < 2,Bd(x,Tx)+,Bd(x,y) ,

olup

elde edilir.
Eger (z;) dogru ise, benzer sekilde

d(Tx,Ty) < i—yyd(x,Tx)+%d(x,y)
elde edilir.

5=max{a,i,i} (16)
-8 1-y

almirsa, 0 <6 <1 olur. Budurumda V x,y € X icin,
d(Tx,Ty)325d(x,Tx)+5d(x,y) (17)
esitsizligi saglanir. Benzer sekilde V x,y e X igin,

d(Tx,Ty)S25d(x,Ty)+§d(x,y) (18)



31

yazilabilir.

(17) den card F, <1 oldugu goriiliir. $imdi, 7 nin tek bir sabit noktaya sahip oldugunu
gosterelim.
x, herhangi bir nokta ve {x, }:

0>
x,=T"x, n=0,L12,...
seklinde tanimlanan Picard iterasyonu olsun. Eger (18)de x:=x,, y:=x, , alinirsa

d(x,,.x,)<6d(x,,x,)
olur.
Buradan {xn }:l , n bir Cauchy dizisi ve bu yiizden yakinsak oldugu sonucu ¢ikarilr.
x" € X dizinin limiti olsun. O halde

li_{gd(xnﬂ,xn )=0
dir.
(17) ve liggen esitsizliginden

d(x*,Tx*)S d(x*,le)er(Txn,Tx*)

< d(x*,xn+1)+ é‘d(x*,xn)+ 26d (x,,Tx,)

elde edilir. Buradan n — o i¢in

d(x,,Tx,)=d(x,,x,,)—>0
olup,

d(x*,Tx*) =0 x =Tx"

elde edilir. Boylece Vx,€ X ve n— o igin x, > x" ve F, = {x*} dir.

3.2.10. Teorem: E keyfi bir Banach uzayi, K da E nin kapali konveks bir alt kiimesi

ve T:K — K Zamfirescu operatorii olsun. v, e K ve A€[0,1] olmak iizere {v,}”

Krasnoselskij iterasyonu, 7" nin bir tek sabit noktasina giiclii yakinsar.

Ispat: 7 nin K da bir tek sabit noktas1 var oldugu 3.2.9.Teoreminde ispatlandi. Bu

sabit nokta p olsun.
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0, (16) daki gibi olmak lizere Vx,y € K igin
||Tx—Ty||S§||x—y||+25||x—Tx|| (19)

olur. v, € K olmak tizere, {vn}:lo Krasnoselskij iterasyonu olsun. Bu taktirde

V0= 2| =[(1=2)v, + ATy, (1= 2+ 2) |

=[(1-2)(v, ~ p)+ A(1v, - p)|

<(1=2)|v, = p||+ 2|7V, - | (20)
yazilir. (19)da x:=p ve y:=v, alimrsa

|7, = pl|< 5], - £ (21)

elde edilir. (20) ve (21) den
vu—p|<(1-(1-6)2)
yazilir. indirgeme yontemiyle
v, p|<(1-(1-8)2)"

elde edilir. 0< 5 <1 ve 4€[0,1] oldugundan, n — o i¢in

vn—p” n=0,12...

[vo = pl

(1-(1-8)2)" -0

olur. Dolayisiyla

lim|v, ., —p|| =0
n—>x0

dir. Yani { v, }:;0 Krasnoselskij iterasyonu p sabit noktasina gii¢lii yakinsar.

3.2.11. Teorem: E keyfi bir Banach uzay, K da E nin kapali konveks bir alt kiimesi

ve T:K - K Zamfirescu sartlarin1 saglayan bir operator, y, € K, {an} C[O,l] ve

o e} .
> a, = olmak iizere {y,}”  Mann iterasyonu olsun.
n=0

Bu durumda {y,}” , T nin bir tek sabit noktasmna kuvvetli yakinsar.

Ispat: Tnin K da bir tek sabit noktaya sahip oldugunu 3.2.9.Teoremde gosterildi. Bu

sabit nokta p olsun.
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0, (16) daki gibi olmak ilizere Vx,y e K igin
||Tx — Ty” < §||x— y|| + 25||x — Tx” (22)

olur. Herhangi bir y, € K igin, {y,}  Mann iterasyonu olsun. Bu durumda

Voa—pl=|(1-2,)y, +a, 1y, - (1-a, +a,) p|
=|(1-a,)(», - p)+a,(Ty,- p)|
a,)|v,

<(1- -7l (23)

dir. (22) esitsizliginde x:=p ve y:=y alinirsa ||Tyn— p||£§ ||yn— p|| elde edilir.

(23) den
Vo= p|<[1-(1=-8)a, ||y, - p|. n=0,12,.. (24)
bulunur. Indirgeme yéntemiyle
V= P|<TI[1-(1-8) e lyo-p|-  n=0,12,.. (25)
k=0

olur. 0<o<1, ¢, € [0,1] ve Z(xk =oo oldugundan,
k=0

hmH[l (1- 5ak]

n—>x0

dir. Dolayisiyla (25) den

lim|y,., - p||=0

oldugu sonucu gikarihir. Yani {y,}” , p ye kuvvetli yakinsar.

3.2.12. Teorem: E keyfi bir Banach uzayi, K da E nin kapali konveks bir alt kiimesi ve

T:K—>K Zamfirescu operatori  olsun. {z,}” , z eK olmak iizere

{ } {ﬂn C[Ol Z:;a =0 icin

zm=(1-a,)z,+a,Ty, n=0,1,..

n+l

v, = (1 —,Bn)zn +p6,1z, n=0,1,.. (26)
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seklinde tanimlanan Ishikawa iterasyonu olsun. Bu durumda {zn }:;O Ishikawa

iterasyonu, T nin bir tek sabit noktasina giiclii yakinsar.

Ispat: T nin K da bir tek sabit noktas1 var oldugu 3.2.9.Teoremde ispatlandi. Bu sabit

nokta p olsun.

0, (16) daki gibi olmak ilizere Vx,y e K igin

|7x - 27)
olur. z, € K olmak iizere, {z,}  Ishikawa iterasyonu olsun. Bu taktirde
w—pl=|1-a,)z, +a, 1y, -(1-a,+a,) p|
=[(1-a,)(z, - p)+a,(Ty, - p)|
<(1-a,) p||+an -7 (28)
yazilir. (27) de x:= p ve y:=y, alinirsa
|7y, - pl|< 8|y, - p|
elde edilir. Ustelik
~p|=)|(1=8,)z,+ BTz, - (1- 5+ B) b
=[(1-8)(z~ )+ 5. (12, - p)|
<(1- =7l
yazilir. 27) de x:= p ve y:=z, almrsa
|72, = < 6]z, - £ (29)

elde edilir. (28)- (29) dan
2 =Pl <[1-(1-6) e, (1-38,)
yazihr. Ustelik

(1-(1-8)a, (1-88,)) <(1-(1-6) @,
esitsizliginden

Zyn —p”S[l—(l—é')2 a,,}”zn —p|| n=0,1,..

?|
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yazilir. Indirgeme yontemiyle

=Pl <T1[1-(1-6) & Jlzo -

elde edilir. 0<5<1, @,,8,€[0,1] ve Y a,=o den

n=0

limli[[l—(l—é')2 akJ =0 olur.
k=1

Dolayisiyla
lim|z,., - p| =0

dir. Yani {z,} =~ Ishikawa iterasyonu P sabit noktasina giiclii yakinsar.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1. Zamfirescu Operatorlerinin Sitmfinda Picard, Krasnoselkij, Mann ve Ishikawa

Iterasyonlarinin Karsilastirilmasi

Zamfirescu operatdrlerinin siifinda Picard iterasyonu, Krasnoselskij iterasyonu, Mann
iterasyonu ve Ishikawa iterasyonu gibi 6nemli sabit nokta iterasyon metotlari, boyle bir
operatoriin tek bir sabit noktasina yakinsadigi bilinmektedir.

Boyle durumlarda hangi metodun sabit noktaya daha hizli yakinsadigni bilmek
onemlidir. Bu sebeple, bu kisimda Picard, Krasnoselskij, Mann ve Ishikawa iterasyon

metotlarinin yakinsama hizlari mukayese edilecektir.

4.1.1. Teorem: E keyfi Banach uzay1, K da E nin kapali konveks bir alt kiimesi ve

T:K — K bir Zamfirescu operatdrii olsun. {x,}

n=0"

x, € K i¢in (2) ile verilen Picard

iterasyonu ve {y,}" ., y, €K, {a,} =[0,1] ve ian = olmak iizere (4) ile verilen
n=0

Mann iterasyonu olsun. Bu durumda, Picard iterasyonu, 7 operatoriiniin tek sabit

noktasina Mann iterasyonundan daha hizli yakinsar (Berinde 2004).

Ispat: 3.2.9.Teoreminden T operatoriiniin bir tek sabit noktaya sahip oldugunu ve
Picard iterasyonunun bu sabit noktaya yakinsadigi bilinmektedir. 3.2.11.Teoreminden
de Mann iterasyonunun ayni sabit noktaya yakinsadigini biliyoruz. Bu sabit nokta

polsun. Vx,yeK igin,
|Tx =Ty < S|x— v+ 25 |x - Tx| (30)
ve
|Tx =1y < S|]x - y||+ 25|y — x| (31)
esitsizliklerini saglandigim biliyoruz. Burada &, (16) daki gibidir. (30) da y:=x, ve
x:= p almarsa

... = pl<6]x, = pl



37

yazilir. Indirgeme yontemiyle

xn+l _p” < é‘"

x-p| . n=0 (32)

elde edilir.

. Lol . .
¥, € K olmak iizere { v, }n: , Mann iterasyonu olsun. Mann iterasyonun tanimindan

voi—pl=|(1-a,)y, +a,1y, - [(1-2,)+a,] |

<(1-a,)|v, - pl+a, |1y, - |
yazilabilir.
(30) da y:=y, ve x:= palmirsa
|7, = Pl <5y, - £l
elde edilir. Dolayisiyla
Voa—p|<[1-a, +6a,]|y,—p|. n=012,..

olur. Buradan

yn+,—p||SH[l—ak+5ak]||y,—p , n=0,1,2,.... (33)
k=1

elde edilir. 0<6 <1 ve Zan = oo oldugundan,

n=0

n— 00 i¢in ﬁ(l—ak+5ak)—>0

k=1

olmasini gerektirir.
Béylece {x,} ve {y,}dizilerini karsilastirmak igin, (32) ve (33) den a,=6" ve

b, =] [(1-a, +a,) dizileri karsilastirilir. ¢, = a, /b, olsun.

k=1

cn+l _ 5 <1

¢, 1-(1-8)a

n

n+l

olup ZCH yakinsaktir. Bu nedenle

n=0

. a )
lim—=limc, = - =0

n—» b n—o0
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olur. Bu ise, Picard iterasyonun, Mann iterasyonundan daha hizli yakinsadigini gosterir.

4.1.2. Teorem: E keyfi bir Banach uzayi, K da E nin kapali konveks bir alt kiimesi ve

T:K — K bir Zamfirescu operator olsun. {x,}” , x, €K igin (2) ile verilen Picard

iterasyonu, ve {vn}oc v,eK ve Ae (0,1) icin (3) ile verilen Krasnoselskij iterasyonu

n=0"
olsun. Bu taktirde 7 nin tek sabit noktasina, Picard iterasyonu Krasnoselskij

iterasyonundan daha hizli yakinsar.

Ispat: 3.2.9. ve 3.2.10. Teoremlerinden 7' operatoriiniin tek sabit noktaya sahip oldugu,
Picard ve Krasnoselskij iterasyonlarin bu sabit noktaya yakinsadigi biliniyor. Bu

sabit noktaya p diyelim. ¢, (16) daki gibi olmak iizere, Vx,y € K igin
|Tx=Ty| < 5 |x = y|| + 26| x— T (34)

olur. x, € K igin {x,}"  Picard iterasyonu olsun. (34) de y:=x, ve x:= p alirsa

Xn+|—p||S5 xn_p”

yazilir. Indirgeme ydntemiyle

X, —p” <0"||x, —p” n>0 (35)

elde edilir. v, € K olmak iizere {v,}”  Krasnoselskij iterasyonu olsun.

Vo —p|| < H(l—/i)vn +ATv, —(1—/1+/1)pH

=[[1=2)(v, = p)+ A(Tv, - p)|
<(1=2)|v, = p||+ 2|7V, - | (36)
yazilir. (34) de x:= p ve y:=v, alimrsa
|7, = pl|< 5], - £ (37)
elde edilir. (36) ve (37) esitsizliklerden
Vvu—p|<(1-2)

<(1-(1-5)4)

v, —p||+/15

v, = 1|

v, = 1|
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yazilir. §€[0,1) ve 2€[0,1] oldugundan, 6, = (1 -(1- 5)/1) <1 olur. Indirgeme
yontemiyle
v =< (1=(1-8)2)" vy~ pl

<|v, - Pl (38)

elde edilir. Boylece {x,} ve {v,} dizilerini karsilagtirmak i¢in (35) ve (38) den

a,=0" ve b =1

n

n

a .
alinirsa ¢, = b_ olmak tzere

n

ﬁ=5<1
C

n

olup ch yakinsaktir. O halde limc, = lim22 =0 olur. Dolayistyla Picard iterasyonu,

n—>0 n—»o
n=0 bn

Krasnoseslkij iterasyonundan daha hizli yakinsar.

4.1.3. Teorem: E keyfi bir Banach uzayi, K da E nin kapali konveks bir alt kiimesi ve

T:K — K bir Zamfirescu operatdr olsun. {xn }Oc

n=0"

x, € Kicin (2) ile verilen Picard

iterasyonu ve {Z’l}n=0 , z, € K olmak lizere, 0<¢,,[, <1 ve Zaﬂ =00 i¢in (5) ile
n=0

verilen Ishikawa iterasyonu olsun. Bu taktirde 7 nin tek sabit noktasina Picard

iterasyonu, Ishikawa iterasyonundan daha hizli yakinsar (Babu and Vara Prasad 2006).

Ispat: 3.2.9. ve 3.2.12.Teoremlerinden, Picard iterasyonun ve Ishikawa iterasyonun

T nin bir tek sabit noktasina yakinsadigini biliyoruz. Bu sabit nokta p olsun.
0, (16) daki gibi olmak iizere Vx,y € K i¢in
||Tx—Ty||S§||x—y||+2§||x—Tx|| (39)

olur. 39)da y:=x, ve x:=p alinirsa

X, = p|<6]x, - p

yazilir. Indirgeme yontemiyle
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X, —p|| <0"||x, —p|| n=0 (40)

elde edilir. z, € K olmak iizere {z,}” Ishikawa iterasyonu olsun.

z0-p|=|1-a,)z,+a,1y,-(1-a,+a,) p|

= H(l—an)(zn -p)+a,(Ty, —p)H

<(l-a,) Ty, - p| 41)

z,-p|+e,
yazilir. (39)da x:=p ve y:=y, alinirsa

|7y, = pl|< S|y, - p| (42)

elde edilir. Ayrica
vo=pl=(0=8)z,+ B2, - (1= 8,4 5,) b
=|(1=5,)(z,~ )+ B,(Tz, - p)|

<(1-8.)|z. - p|+ 8,7z - | 43)

yazilir. (39)da x:=p ve y:=z alinirsa

elde edilir. (41) ve (44) den

T2, - pl| <6z, - 1] (44)

z—p|<(1-a,)|z, - p|+ 62, |y, - p|
<(1-a,)|z, - ||+, [ (1- 8|z, - ||+ B, |z, - 1]
<(1-a,)|z, - pll+ 0, [(1- B,z ~ pl+ 38, ]2, - o]
=((1-a,)+5a,(1-8,)+ 3B, )|z, - |
=[1-(1-8)a, (1-88,) ]|}z, - £
yazilir, Ustelik
(1-(1-5)a, (1-08,)) <(1-(1-0) a,
esitsizliginden,
2 -pl<|1-(1-6)'a, ||z,-p|  n=0.1. (45)

yazilir. Indirgeme yontemiyle
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[1-0-5) & JJzy- “)

n
Zn+1 - p” <
k=1

elde edilir.

Béylece {x,} ve {z,} dizilerini karsilastirmak (40) ve (46) den a, =&" ve

n

b, = IIJ [l — (1 -0 )2 ak} dizilerini karsilastirmaliy1z. ¢, = % olsun. Boliim testinden

Cn+1 — 5 < 1

c, [1—(1—5)2 akﬂ}

olup, ZCn serisi yakinsaktir. Dolayisiyla limc, —lim% =0 olur. Bu ise, Picard

n—»om n—wo h

iterasyonun, Ishikawa iterasyonundan daha hizli yakinsadigini1 gosterir.

4.14. Ornek: X =i, K=[0,2]c X, T:K—>K ve szzx;rl olsun. T,%-

daraltan bir doniisiimdiir. Dolayisiyla 7', Zamfirescu operatorii olur. x* =1, T nin tek

. 1 q e g
sabit noktasidir. a, = ve B = olmak iizere {a,} ve {,} iki dizi ve
n+2 n+2

1 ) ) . ) .
X, =A= 5 olsun. Bu taktirde Picard, Krasnoselskij, Mann ve Ishikawa iterasyonlarinin

x" =1 sabit noktasina yakinsamalarinin ilk 100 adim1 asagidaki tabloda verilmistir.



Tablo 4.1.4.a.
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Picard iterasyonu Krasnoselskij iterasyonu Mann iterasyonu Ishikawa iterasyonu

1.

o ® Ny 0Nk wN

U].hzv—tr—tr—tr—tv—tr—tr—tr—tr—tr—t

99.
100.

n—» o0

0.6666667
0.7777778
0.8518519
0.9012346
0.9341564
0.9561042
0.9707361
0.9804907
0.9869938

. 0.9913293
. 0.9942195
. 0.9961463
. 0.9974309

0.9982873
0.9988582

. 0.9992388
. 0.9994925

0.9996617

. 0.9997745

1\

. 0.9999999

0.9999999
\

0. 9999999
0. 9999999
M

0.5833333
0.6527778
0.7106482
0.7588735
0.7990612
0.8325510
0.8604591
0.8837160
0.9030967
0.9192472
0.9327060
0.9439217
0.9532681
0.9610567
0.9675472
0.9729561
0.9774634
0.9812195
0.9843495
M
0.9999341
0.9999450
\

0.9999999
0.9999999
M

0.5555556
0.5925926
0.6197531
0.640878

0.6579790
0.6722299
0.6843695
0.6948905
0.7041363
0.7123547
0.7197303
0.7264034
0.7324833
0.7380565
0.7431927
0.7479483
0.7523703
0.7564974
0.7603626

M

0.8211657
0.8223121

M

0.8574387
0.8579046
1\

0.5679013
0.6099108
0.6393843
0.6616445
0.6792912
0.6937676
0.7059497
0.7164049
0.7255195
0.7335675
0.7407495
0.7472160
0.7530831
0.7584416
0.7633638
0.7679082
0.7721229
0.7760474
0.7797151
I\
0.8366055
0.8376663
I\

0.8700250
0.8704525
\
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5. SONUC

Keyfi bir Banach uzaymin kapali konveks alt kiimesinde tanimli Zamfirescu
operatorlerinin sabit noktalarini elde etmek i¢in kullanilan Picard, Mann, Krasnoselskij
ve Ishikawa iterasyon metotlarinin yakinsama hizlar1 karsilastirildi. 4.1.1. Teoreminde
Picard iterasyonun Mann iterasyonundan, 4.1.2. Teoreminde Picard iterasyonun
Krasnoselkij iterasyonundan ve 4.1.3. Teoreminde de Picard iterasyonun Ishikawa
iterasyonundan daha hizli yakinsadig1 gosterildi. Sonug olarak, Zamfirescu operatorlerin
sabit noktalarin1 elde etmek i¢in en uygun iterasyon metodunun Picard iterasyonu

oldugu sdylenir. Bununla ilgili bir uygulama 4.1.4. Ornekte verilmistir.
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