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TIMELIKE VEYA SPACELIKE INVOLUT-EVOLUT EGRIi CIiFTLERI
UZERINE

0z

Bu calisma temelde dort boliimden olugsmaktadir. Giris boliimiinde caligmanin
amac1 ve konunun ele alinma nedeni tartisildi. Genel bilgiler boliimiinde ise Lorentz

uzayi ile ilgili temel kavramlara yer verildi.

Materyal ve Yontem boliimiinde involiit-evoliit egri ¢ifti, E* ve IL? de Darboux
vektorleri ve bir egrinin kiiresel gosterge egrilerinin geodezik egriliklerinden bahsedildi.

Bulgular boliimii calismamizin orijinal kismimi olusturmaktadir. Bu bdliimde
IL? Lorentz uzayinda nonnull egrilerin involiitleri icin egrilik ve burulmalar, Frenet

vektorleri, Frenet vektorlerinin S7 birim Lorentz kiiresi veya Hy hiperbolik birim

kiiresi iizerindeki kiiresel gosterge egrilerinin yay uzunluklari, ayrica IL?, Sf veya H(Z)

a gore geodezik egrilikleri ve Darboux vektorlerinden bahsedilerek bazi ilging sonuglar

elde edildi.

Anahtar Kelimeler: Lorentz uzayi, Nonnull egri, Involiit-evoliit egri cifti,

Kiiresel gosterge egrileri
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ON THE TIMELIKE OR SPACELIKE INVOLUTE-EVOLUTE CURVE
COUPLES

ABSTRACT

This study consist of four basic chapters. In introduction, it is discussed aim of
the study and why this study is taken into consideration. In general information part,
basic consepts about Lorentz space has been examined.

In material and method part, involute-evolute curve couple, Darboux vectors and

the geodesic curvatures of the spherical indicatrices of a given curve in E® and IL’
have been presented.
The four chapter is the orijinal part of this study. In this chapter, curvatures and

torsions for the involutes of nonnull curves, Frenet vectors, arc lenghts of the spherical

indicatrices on the Lorentz sphere Sl2 or hyperbolic sphere H%, in addition to this

geodesic curvatures with respect to IL*, S or H{ and Frenet instantaneous rotation

vectors have been investigated and some new interesting results have been found.

Key Words: Lorentz space, Nonnull curve, Involute-evolute curve couple,

Spherical indicator curves
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1. GIRiS

Bu tezin amaci E’, 3-boyutlu Oklid uzayinda iyi bilinen involiit-evoliit egri
ciftleri ile ilgili kavramlarin IL}, 3-boyutlu Lorentz uzayindaki karsiliklarindan hareket
ederek yeni acilimlara ulagmaktir.

M, ve M, ayni aralik iizerinde taniml iki regiiler egri olarak verilsin. Sayet
B(s)e M, noktast M, egrisinin afs) noktasindaki teget dogrusu iizerinde yatiyorsa
ayrica M, ve M, nin oc(s) ve B(s) noktalarindaki tegetleri birbirine dikse M, egrisine
M, in involiitii denir. Bu durumda M, egrisine de M, nin evoliitii denir. Kabul
edelim ki M, birim hizli bir egri olsun. Eger M, egrisi M, in involiitii ise
B(s)=as)+(c—s)T(s) c=sabit T=o
dir. Bu ¢alisma boyunca M, egrisinin as) noktasindaki Frenet 3-ayaklis1 {T,N,B},
M, egrisinin B(s) noktasindaki Frenet 3-ayaklisi {T*,N*,B*} olmak {iizere involiit-
evoliit egri ¢iftleri (M,,M, ) ikilisi ile temsil edilecektir.

Millman ve Parker (1977) ve Hacisalihoglu (1983), klasik diferensiyel
geometride bu konu ile ilgili iyi bilinen temel teorem ve problemlere agiklik
getirmislerdir. Fenchel (1951)’e gore egri iizerindeki bir cs) noktas: egriyi cizerken
T,N,B vektorleri degisirler, dolayisiyla kiiresel gostergeler olusurlar. Egrinin Frenet 3-
ayaklisinin her s aninda, bir eksen etrafinda, bir ani helis hareketi yaptig1 kabul edilir.
Bu eksene egrinin bu s parametresine karsilik gelen os) noktasindaki Darboux (ani
donme) ekseni denir. Bu eksenin yon ve dogrultusunu veren vektore egrinin os)
noktasindaki Darboux vektorii ad1 verilir ve
W=1T+kB=NAN’
seklinde ifade edilir. Burada x ve 7T , sirastyla, egrinin egrilik ve burulmasidir.

Oklidyen anlamda bir egrinin kiiresel gostergeleri icin yay uzunluklari, E’ e

gore geodezik egrilikleri ve Gauss denkleminden faydalanarak S* birim kiiresine gore
geodezik egrilikleri hesaplanmistir (Fenchel, 1951),(Caliskan, 1980). Bu calismalar
isiginda E® Oklid uzayinda verilen bir egrinin kiiresel gostergeleri icin yapilan
hesaplamalar bu egrinin involiitii i¢inde gerceklestirilmistir (Bilici, 1999). Bu kapsamda
involiit-evoliit egrilerinin Frenet catilar1 arasindaki bagintilar evoliit egrisinin B

binormal vektorii ile W Darboux vektorii arasindaki a¢1 0 olmak iizere farkli bir



yaklagimla elde edilmis ve egri ciftine ait bazi karakterizasyonlar bulunmustur

(Caliskan ve Bilici, 2002). Egrilerin Frenet catilar1 arasindaki bu acisal iliskiye bagl

olarak involiit egrisinin kiiresel gostergeleri icin yay uzunluklari, E* ve S? ye gore
geodezik egrilikleri hesaplanmistir (Bilici ve Caliskan, 2001).

Lorentz uzayinda 151ks1 olmayan (nonnull) egriler, zamans: (timelike) egri ve
uzaysi (spacelike) egri olmak iizere ikiye ayrilirlar. Bu calismadaki hareket noktamiz
nonnull egrilerin involiitleridir. Bir timelike egriyi ele aldigimizda involiitii kesinlikle
spacelike olmalidir. Bir spacelike egri aldigimizda ise involiitii timelike veya spacelike
olabilir. Bu durumda nonnull egrilerin involiitleri i¢in li¢ durum s6z konusu olacaktir.
Dolayisiyla esas egri ve invlotiiniin karakterleri, sirasiyla, timelike-spacelike,
spacelike-timelike ve spacelike-spacelike olmalidir. Oncelikle elde ettigimiz bu
kombinasylar I. tip, I tip ve III. tip olarak adlandirip, her bir durum i¢in egri ciftlerinin
egrilik ve burulmalari, W Darboux vektoriiniin timelike veya spacelike olmasi

durumuna gore Frenet catilar1 arasindaki bagintilara yer verildi. Ikinci olarak bunlarin
kiiresel gostergelerinin yay uzunluklari, IL* 3-boyutlu Lorentz uzay, 512 birim Lorentz
kiiresi ve H% hiperbolik birim kiiresine gore geodezik egrilikleri hesaplanarak bazi yeni

acilimlara ulagildi.



2. GENEL BIiLGILER:

2.1. Lorentz Uzay1
Tamm 2.1.1: V bir reel vektor uzayi olsun.

g:VxV =1IR

doniisiimii Va,be IR ve Vu,v,we V icin;

@ glu.v)=glv.u),

(i) g(au+bv,w)=ag(u, w)+bg(v,w)

g(u,av+bw)=ag(u,v)+bg(u,w)

ozelliklerine sahip ise g doniigsiimiine V vektor uzayi iizerinde simetrik bilineer form
denir (O’neill, 1983).

Tanmm 2.1.2: V reel vektor uzayi lizerinde bir simetrik bilineer form g olsun.

(i) Yve V ve v#0 igin g(v,v)>0 ise g simetrik bilineer formuna pozitif tanimh,
(ii)Vve V ve v#0 icin g(v,v) <0 ise g simetrik bilineer formuna negatif taniml,
(iii) YveV ve v#0 icin g(v,v)>0 ise g simetrik bilineer formuna yari-pozitif
tanimli,

(iv) VveV ve v#0 icin g(v,v)<0 ise g simetrik bilineer formuna yari-negatif
tanimli,

(v) Vve V i¢in g(v,w) =0= w =0 ise g simetrik bilineer formuna non-dejeneredir
denir (O’neill, 1983).

Tanmm 2.1.3: V bir reel vektor uzayi

g:VxV = IR

doniisiimii simetrik, bilineer ve non-dejenere ise g ye V iizerinde bir skalar ¢carpim, bu
durumda V vektor uzayina da skalar carpim uzayi uzayi denir (O’neill, 1983).

Tamm 2.1.4: V bir reel vektor uzayr ve g: VXV — IR ; V iizerinde bir simetrik
bilineer form olsun.
gw  WXW = 1R
negatif tamiml olacak sekilde en biiyiik boyutlu W altuzayinin boyutuna g simetrik

bilineer formunun indeksi denir ve v ile gosterilir (O’neill, 1983).

g skalar carpiminin indeksi v ise 0 <v <boyV dir. Ayrica V skalar carpim

uzayimin indeksi, iizerinde taniml1 g skalar ¢carpiminin indeksi olarak tanimlanir.



Tanmm 2.1.5: V bir skalar carpim uzay1 olsun. V nin indeksi v olmak iizere v=1 ve

boyV =2 ise V skalar carpim uzayina bir Lorentz uzayi denir (O’neill, 1983).

Tanmm 2.1.6: IR"; n-boyutlu, satndart reel vektor uzayr olsun. IR" iizerinde
VX, YeIR" ve X = (Xl,Xz,...,Xn) , Y = (yl,y2,...,yn) olmak tizere,

g:IR"XIR" - 1R

(X, Y)>gX,Y)=-xy, Iy

fonksiyonu bir skalar carpim fonksiyonudur. Bu fonksiyona IR" iizerinde Lorentz

metrigi denir (O’neill, 1983).
Tamm 2.1.7: IR" iizerinde tanimli Lorentz metrigi ile birlikte {IR“, g} ikilisine n-

boyutlu Lorentz uzay1 veya kisaca Lorentz uzayi denir ve IL" ile gosterilir (O’ neill,

1983).

Tamm 2.1.8: IL", n-boyutlu bir Lorentz uzay1 olsun. Bir X € IL" vektorii i¢in;

(i) g(X,X)>0 veya X =0 ise X e uzaysi (spacelike) vektor,

(ii) g(X,X) < 0 ise X e zamansi (timelike) vektor,

(iii) g(X, X) =0 ise X e 1s1ksi (lightlike veya null) vektor denir (O’neill, 1983).

Tanmm 2.1.9: IL", n-boyutlu bir Lorentz uzay1 olsun. Bir X e IL" vektoriiniin normu
X[, =+le(x.x)

ile tanimlanir (O’neill, 1983).

Tanim 2.1.10: e=(L0,..,0,0) olmak iizere X=(x,,X,,...x,)eIL" timelike
vektoriiniin future pointing (past pointing) olmasi icin gerekli ve yeterli kosul
g(X,e)<0 (g(X,e)>0) olmasidir (O’neill, 1983).

Tammm 2.1.11: X, YeIL" i¢cin X#0 ve Y #0 olmak iizere; g(X,X)=0 ise, bu
durumda X ve Y vektorlerine ortogonal vektorler denir ve X LY seklinde gosterilir
(O’neill, 1983).

Teorem 2.1.1: X,Ye IL" icin X #0 ve Y #0 olmak iizere; g(X,Y)=0 olsun. Eger
X timelike vektor ise, bu durumda Y spacelike vektordiir (Ratcliffe, 1994).

Teorem 2.1.2: IL", n-boyutlu bir Lorentz uzay1 ve X € IL" olsun. Bu durumda,

@ [X],. >0.



(ii) [X], =0 < X bir null vektordiir.
(iii)) X bir timelike vektor ise |X], * =-g(X,X) dir.
(iv) X bir spacelike vektor ise [X], * = g(X.X) dir (O’neill, 1983).

Tamm 2.1.12: IL", n-boyutlu bir Lorentz uzayi, M c IL" bir egri olsun. M egrisinin
teget vektor alam1 T olmak iizere;

(i) g(T,T)>0 ise M egrisine uzaysi (spacelike) egri,

(i) g(T,T)<0 ise M egrisine zamansi (timelike) egri,

(i) g(T,T)=0 ise M egrisine 1s1ks1 (lightlike veya null) egri denir (O’neill, 1983).
Tamm 2.1.13: IL", n-boyutlu bir Lorentz uzay1 ve M cIL" de (I,a) koordinat
komsulugu ile verilen bir egri olsun. a,be I olmak iizere M egrisinin afa) ve o(b)

noktalar1 arasindaki yay-uzunlugu,
b
s =[]’ (1) dt

dir (O’neill, 1983).

Tamm 2.1.14: 1L°, 3-boyutlu bir Lorentz uzay1 ve McIl® de (I,oc) koordinat
komsulugu ile verilen diferensiyellenebilir bir egri olsun. Egrinin herhangi bir
noktasindaki Frenet vektorleri {T, N, B} olmak iizere Frenet vektorleri ile tiirev
vektorleri arasindaki iliski ve Darboux vektorleri asagidaki gibidir:

(i) a, IL? Lorentz uzayinda bir timelike egri olsun.

Bu durumda o nin Frenet vektor alanlari; T timelike vektor alani, N ve B spacelike
vektor alanlaridir. Bu vektorler alanlari i¢in
TXN=-B , NxB=T , BXT=-N,
yazilabilir. Burada ”Xx” Lorentz anlamindaki vektorel carpimdir. Buna gore Frenet
denklemleri
T =xN
N =xT-1B 2.1)
B =1N
seklindedir (Woestijne, 1990). Bu durumda Darboux vektorii de
W=1T-«xB
dir (Ugurlu, 1997).



(ii) a, IL* Lorentz uzayinda spacelike binormalli bir spacelike egri olsun.
o egrisinin vektor alanlar1; T spacelike vektor alani, N timelike vektor alan1 ve B de
spacelike vektor alanlaridir. Bu vektorler alanlari i¢in

TxN=-B , NxB=-T , BXT=N,

Buna gore Frenet denklemleri

T =«kN
N =«T+1B (2.2)
B =1N

seklindedir (Woestijne, 1990). Bu durumda Darboux vektorii de

W=-—T+xB

dir (Ugurlu, 1997).

(iii) o, I} Lorentz uzaymda timelike binormalli bir spacelike egri olsun.

o0 egrisinin vektor alanlari; T ve N spacelike vektor alanlari, B de timelike vektor
alanidir. Bu vektorler alanlari igin

TXN=B, NxB=-T , BXT=-N,

Bu durumda Frenet denklemleri

T =«kN
N =—«T+1B 2.3)
B =1N

seklindedir (Woestijne, 1990). Buna gore Darboux vektorii ise
W=1T-xB

dir (Ugurlu, 1997).

Teorem 2.1.3:

i) X, Y e IL" pozitif(negatif) timelike vektorler olsunlar. Bu durumda
(X, Y) < [X][[v]

esitsizligi vardir. Bu esitsizlikte esitlik olmasi icin gerek ve yeter sart X ve Y nin lineer

bagimli olmasidir. X ve Y pozitif(negatif) timelike vektorler ise

g(X,Y)=|X||[Y]|cosh o, ¢ =n(X,Y)

olacak sekilde bir tek @ >0 reel sayist vardir. Bu ¢ acisina X ve Y vektorleri
arasindaki Lorentzian timelike a1 denir.

ii) X,Y e IL" spacelike vektorler olsunlar. Bu durumda



e Y} < [x]Y]

esitsizligi vardir. Eger X ve Y nin gerdigi diizlem spacelike ise

g(X,Y)=|X][Y]cos @, ¢ =n(X,Y)

olacak sekilde bir tek 0 < @ <71 sayis1 vardir. Bu agiya X ve Y vektorleri arasindaki
Lorentzian spacelike a¢1 denir.

iii) X,Y e IL" spacelike vektorler olsunlar. Eger X ve Y nin gerdigi diizlem timelike ise
s Y) > [X]]Y]

esitsizligi vardir. Bu durumda

X Y) = [x][Y[cosh o, o =n(X.Y)

olacak sekilde bir tek @ >0 reel sayis1 vardir. Bu agiya X ve Y vektorleri arasindaki
Lorentzian timelike ac1 denir.

iv) X e IL" spacelike ve Y € IL" pozitif timelike vektorler olsunlar. Bu durumda

g, Y) =[x][Y]sinho. ¢ =n(X.Y)

olacak sekilde bir tek @ >0 reel sayis1 vardir. Bu ¢ acismma X ve Y vektorleri
arasindaki Lorentzian timelike a¢1 denir (Ratcliffe, 1994).

Tamm 2.1.15: IL", n-boyutlu bir Lorentz uzay1 ve M cIL" de (I,a) koordinat
komsulugu ile verilen bir egri olsun. M egrisinin birim teget vektor alan1 T ve U da sabit
bir birim vektor olmak iizere, Vsel i¢in T ile U arasindaki ag¢1 sabit ise M c IL"
egrisine bir egilim cizgisi(helis) denir (Ekmekg¢i, 1991).

Tamm 2.1.16: 1%, 3-boyutlu bir Lorentz uzayr olsun. M c I? de (I,oc) koordinat
komsulugu ile verilen, os)e M noktasindaki egriligi ve burulmasi, sirasiyla, k ve T

olan bir egri olsun.
M bir egilim ¢izgisidir & Vse I i¢in L sabit
T

dir (Ekmekei, 1991).

Tamm 2.1.17: IL°, 3-boyutlu Lorentz uzayinda iki vektésr X ve Y olsun.
X = (Xl,Xz,X3) ve Y = (yl,yz,y3) olmak iizere

(X3¥2 = X2¥35.X1¥5 = X3¥1.X,Y2 = X,¥1)

vektoriine X ve Y nin vektorel carpimi(dis carpimi) denir. XXY veya X AY seklinde
gosterilir (Akutagawa ve Nishikawa, 1990).



I,i=jise
5 — ve ¢ =(5,,5.,,..
1 {O,li]lse i ( il 2 3)

olmak iizere

—e;, —e, e
XXY =det| x; X, Xj

Yo Y2 Y3

olarak hesaplanabilir. Buna gore
e, Xe, =€5, €, Xe; =—€;,€3Xe =—€,
dir. Burada saat yoOniiniin tersi pozitif yon olarak alinmistir. Eger saat yoniiniin tersi
negatif yon olarak kabul edilirse,
e, Xe, =—€5, €8, X€; =€, e3Xe =¢€,
olur. Bu durumda

€1 € —€3
XXY =det| x; X, X;

Yi Y2 Y3
seklindedir.
Teorem 2.1.4: IL°, 3-boyutlu Lorentz wuzayinda ii¢ vektor X = (x1 X5, X35 ),
Y = (yl,yz,y3) ve Z=(z,,2,,2,) olsun. Bu durumda
() g(XXY,Z)=—-det(X,Y,Z),
(i) (XxY)xZ=-g(X,2)Y +2(Y,Z2)X,
(iii)) g(XxY,X)=0 ve g(XxXY,Y)=0,

(iv) g(XXY,XxY) = -g(X,X)g(Y, ) +(e(X, V)’

dir (Turgut, 1995).

Teorem 2.1.5: IL?, 3-boyutlu Lorentz uzayinda iki vektdr X ve Y olsun. Bu takdirde
(i) X ve Y spacelike vektor ise X XY bir timelike vektordiir.

(ii) X ve Y timelike vektor ise X XY bir spacelike vektordiir.

(iii) X spacelike ve Y timelike vektor ise X XY bir spacelike vektordiir.

(iv) X ve Y null vektor ise X XY bir spacelike vektordiir.

(v) X timelike ve Y null vektor ise X XY bir spacelike vektordiir.

(vi) X spacelike ve Y null vektor olmak iizere g(X,Y)=0 ise XX Y bir null vektor,

vektordiir. Eger g(X,Y) #0 ise XX Y bir spacelike vektordiir (Turgut, 1995).



2.2. Yari-Riemann Manifoldlari

Tanmm 2.2.1: M bir diferensiyellenebilir manifold olsun. M iizerinde simetrik non-
dejenere ve sabit indeksli bir
g:x(M)xx(M) - C*(M.IR)
fonksiyonuna bir metrik tensor denir (O’neill, 1983).

Diger bir deyisle M manifoldunun her p noktasindaki T, (M) tanjant uzayi iizerinde
gp : Tp(M)xTp (M) - IR
metrik tensoriinii alabiliriz.

Tammm 2.2.2: IR", n- boyutlu standart reel vektér uzayi iizerinde her pe IR" ve

X, = (Xl,Xz,...,Xn ),Y = (yl,yz,...,yrl )e Tp (IR“) icin

v n
g(X,,Y,) = —Elxiyi + igjiyi
esitligiyle verilen v -indeksli metrik tensorle birlikte elde edilen uzaya yar1-Oklidyen
uzay denir ve IR} ile gosterilir (O’neill, 1983).
Tamm 2.2.3: IR} yari- Oklidyen uzayinda v=1 ve n>2 ise IR] yari- Oklidyen
uzayma Minkowski n-uzay denir (O’neill, 1983).
Tamm 2.2.4: M bir diferensiyellenebilir manifold g de M {izerinde sabit indeksli bir
metrik tensor olsun. (M, g) ikilisine bir yari-Riemann manifoldu denir ve kisaca M ile
gosterilir (O’neill, 1983).
Tamm 2.2.5: M bir yari-Riemann manifoldu olsun. g nin sabit indeksine M bir yari-
Riemann manifoldunun indeksi denir (O’neill, 1983).
Tanmm 2.2.6: M bir yari-Riemann manifoldu olsun. boyM =2 ve M nin indeksi 1 ise
M ye bir Lorentz manifoldu denir (O’neill, 1983).
Tamm 2.2.7: M bir Lorentz manifoldu ve M de M nin bir Lorentz altmanifoldu olsun.
M iizerindeki konneksiyon D olmak iizere,
D :x(M)xx(M) - x(M)
fonksiyonuna M Lorentz alt manifoldu iizerine indirgenmis konneksiyon denir
(O’neill, 1983).
Tanmm 2.2.8: M, M nin bir Lorentz altmanifoldu ve M iizerindeki Levi-Civita

konneksiyonu D olsun. Her X,Y € X(M) icin
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D,Y =tanD, Y
seklinde tanimli D fonksiyonu M iizerinde bir Levi-Civita konneksiyonu denir
(O’neill, 1983).

Tanim 2.2.9: , M nin bir Lorentz altmanifoldu olsun.

()() x(M)”

(X,Y)— I(X,Y)=norDy Y
seklinde tanimli fonksiyona M nin ikinci temel form tensorii denir (O’neill, 1983).

Tamm 2.2.10: n-boyutlu bir M Lorentz manifoldunun (n-1)-boyutlu bir M Lorentz
altmanifolduna M nin Lorentz hiperyiizeyi denir.
Tamm 2.2.11: M nin bir Lorentz hiperyiizeyi M ve M nin birim normal vektor alant
N olsun. Her X,Y e x(ﬁ) icin
g(S(X).Y) = g(1(X, Y).N)
seklinde taniml1 S ye M nin N den elde edilen sekil operatorii denir.

Diger bir ifade ile, S sekil operatorii M nin her p noktasinda
Sp : Tp(M) > Tp(M)
bir lineer doniisiimdiir (O’neill, 1983).
Teorem 2.2.1: M nin bir Lorentz hiperyiizeyi M ve S, M nin birim normal vektor
alan1 olan N den elde edilen sekil operatorii olsun. Bu durumda Xe x(ﬁ) icin
S(X)=-DyN
dir ve ayrica S sekil operatorii self-adjointdir (O’neill, 1983).
Tamm 2.2.12: M bir Lorentz manifoldu, M de M nin Lorentz hiperyiizeyi olsun. M
nin N normalinden elde edilen sekil operatorii S, M iizerindeki konneksiyon D ve M
iizerindeki konneksiyon D olmak iizere, her X,Y e x(ﬁ) icin Gauss Denklemi:
D,Y =D, Y +eg(S(X).Y)N
seklindedir. Burada € = g(N,N) dir (O’neill, 1983).
Tamm 2.2.13: M nin bir Lorentz hiperyiizeyi M olsun. M nin N normalinden elde
edilen sekil operatérii S ve o :I — M egrisinin birim teget vektorii T olmak iizere
g(S(T).T)=0

ise o egrisine asimptotik ¢izgi denir (O’neill, 1983).
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Tanmim 2.2.14: M nin bir Lorentz hiperyiizeyi M olsun. M iizerindeki konneksiyon D
ve M iizerindeki konneksiyon D olsun. o:I — M egrisinin birim teget vektorii T
olmak lizere

D,;T=0

ise o egrisine M iizerinde geodezik egri,

D, T=0

ise a egrisine M {iizerinde geodezik egri denir.

Tamim 2.2.15: IR}, Minkowski n-uzayinda

S '(r)= {Xe IR]'|g(X,X)=1",re IR,r= sabit}

ile tanimlanan hiperkuadratige (n-1)-boyutlu Lorentz hiperkiiresi veya kisaca (n-1)
Lorentz hiperkiiresi denir.
n=3 i¢in
$2(r) =X e IRf‘g(X,X)zrz e IR, r = sabit}
nokta climlesine r-yaricaph Lorentz kiiresi denir.

H) '(r)= {Xe IR}|g(X,X)=-1",re IR,r= sabit}

ile tanimlanan hiperkuadratige (n-1)-boyutlu hiperbolik uzay denir.
n=3 i¢in
H2(r)={X e R}|g(X,X)=-1" ,re R,r= sabit |
nokta ctimlesine de r-yaricaph hiperbolik kiire denir.
Tammm 2.2.16: Mc IL? bir birim hizli egri olsun. M egrisinin o(s)€ M noktasindaki
birim teget vektorii T olmak tizere
k, =|DT]| 2.4)

ifadesine, M egrisinin oi(s) noktasmna karsilik gelen IL’ deki geodezik egriligi, D,

S in ve D, Hj 1n Gauss anlaminda kovaryant tiirev operatérleri olmak iizere,

D

ifadesine de M egrisinin o(s) noktasina karsilik gelen Sf (VeyaH%) deki geodezik

BTT

e :HBTTH (Yg :‘

(2.5)

egriligi denir.
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3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. E* Oklid Uzaynda involiit-Evoliit Egri Cifti
Tanim 3.1.1: MI,MZCE3 iki egri olsun.M, ve M, , swrasiyla, (L) ve (L)
koordinat komsuluklari ile verilsin. a(s) ve B(s) noktalarindaM, ve M, nin Frenet 3-
ayaklilari, sirasiyla, {T,N,B} ve {T*,N*,B*} olmak tizere
<T,T >=0
ise M, ye M, ininvoliitii, M, e de M, nin evoliitii denir (Hacisalihoglu, 1983).
Teorem 3.1.1: M 1,MzcE3 egrileri (I, ) ve (I,B) koordinat komsuluklari ile verilsin.
Eger M, , M, ininvoliitii ise
d(ous)B(s)) =|c—s
dir (Hacisalihoglu, 1983).

,Vse I, c=sbt.

Ispat:

Sekil 3.1
Involiit-evoliit egri cifti

Sekil 3.1 yardimi ile M, nin denklemi M, e bagl olarak yazilabilir;
B(s) =a(s) +AT(s) , AelR 3.1
M, in parametresi s ve M, nin parametresi s~ olmak iizere (3.1) bagimtisinin s ye gore

tirevi alinirsa,

dp _da  dA oo (3.2)
ds ds ds
ve

aB_apas_ds
ds ds” ds ds
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olur. Bu iki bagintidan

T Cli = (1+0)T + AN (3.3)
S

elde edilir. Buradan da

di<T*,T >=1+)\
ds

bulunur. M, nin M, in involiitii oldugu gozoniine alinirsa < T",T >=0 oldugundan
1+AM=0=>A=c—s,c=sbt.

elde edilir. Diger taraftan,

d(au(s), B(s)) = [B(s) — aus)|

d(a(s),B(s)) = |AT|
d(ou(s),B(s) =[c —s
dir.

,ce IR

Teorem 3.1.2: M, ,M,c E’ involiit-evoliit egrileri (LLa) ve (I,B) koordinat
komsuluklar ile verilsin. M, ve M, nin o(s)e M, ve PB(s)e M, noktalarindaki
Frenet 3-ayaklilari, sirasiyla, {T,N,B} ve {T*,N*,B*} olsun. M, ve M, nin egrilik ve
burulmalar1 K,T ve ¥ ,7T ise

2 K+t . xtU-x7

CK2(e-s)? K (c-s)klk® +12)

dir (Hacisalihoglu, 1983).

Teorem 3.1.3: Ml,MzcE3 involiit-evoliit egri cifti, sirasiyla, (I,a) ve (I,B) koordinat
komguluklari ile verilsin. M, egrisinin B binormal vektorii ile W Darboux vektorii
arasindaki a¢1 O olmak tlizere sel ya karsihk gelen a(s)e M, ve B(s)e M,

noktalarindaki Frenet vektorleri arasida

*

T 0 1 0 T
N |=|-cos® 0 sinO|| N
B sin@ O cosO|| B

bagintis1 vardir (Bilici, 1999).
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3.2. E* Oklid Uzaymnda Bir Egrinin Kiiresel Gostergeleri ve Pol Egrileri
Tamm 3.2.1: M, E* Oklid uzayinda bir egri olsun. M egrisinin bir o(s) noktasindaki

Frenet 3-ayaklisi {T,N,B} olsun. T, N, B Frenet vektorlerinin baglangic noktalar egriyi

cizerken u¢ noktalarmin ciimlesinin S birim kiiresi iizerinde meydana getirdigi
egrilere, sirasiyla, M egrisinin tegetler gostergesi (birinci kiiresel gostergesi), asli
normaller gostergesi (ikinci kiiresel gostergesi), binormaller gostergesi (iiciincii
kiiresel gostergesi) denir ve (T),(N),(B) ile gosterilir (Caliskan, 1980), (Hacisalihoglu,
1983).

Tamm 3.2.2: Bir M egrisinin iizerindeki bir ofs) noktasi egriyi cizerken T,N,B
vektorleri degisirler, dolayisiyla kiiresel gostergeler olusurlar. Egrinin Frenet 3-
ayaklisinin her s aninda, bir eksen etrafinda, bir ani helis hareketi yaptig1 kabul edilir.

Bu eksene egrinin bu s parametresine karsilik gelen os) noktasindaki Darboux ekseni
denir. Bu eksenin yon ve dogrultusunu veren vektore egrinin ofs) noktasindaki
Darboux vektorii adi verilir ve

W=1tT+kB=NAN’

seklinde ifade edilir. B ile W arasindaki ac1 0 ile gosterilirse,
{K = ||W|| cos 0

(3.4)
©=|W|sin®

olacag aciktir. (Sekil 3.2)

O 17T -
kB| 6 A%
Sekil 3.2

Darboux vektori

W Darboux vektorii yoniindeki birim vektor C ise
W)=+

olmak tizere

CZLT‘FLB

Wi Iwl

olur. Bu son denklem (3.4) denklemi ile birlikte kullanilirsa,
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C =5sin0OT +cos OB 3.5
oldugu goriiliir (Fenchel, 1951).

Tanim 3.2.3: O merkezli sabit bir kiire S* ve hareketli bir kiire S*2 olsun. {T,N,B } ii¢
ayaklisinin hareketinden bahsedecek oldugumuzdan {O;T, N,B } sistemi, S*2 kiiresini

temsil etsin. S? sabit kiiresini de {O;El,Ez,E3 } ortonormal koordinat sistemi temsil

. 2, .. . C e . ..
etsin. Bu durumda, S* nin S* ye gore bir parametreli kiiresel hareketi, M egrisinin

verilmesi ile belli olur. Bu hareket; A has ortogonal bir matris olmak iizere,

T E,
N|=A|E,
B E,

doniisiimii ile tanimlanir veya

T E,
X' =|N| ve X= E,

B E,
alinirsa,

X'=AX = X=A'X
olur. Burada, 3x3 tipindeki A has ortogonal matrisinin elemanlar1 t zaman

parametresinin siirekli ve diferensiyellenebilir fonksiyonlaridir. Su halde S*2 nin % ye

gore 1-parametreli kiiresel hareketi A = A(t) matrisi ile belirlenir ve 1- parametreli

kiiresel hareket adin1 alir ve kisaca S*2 /S? ile gosterilir.

Burada t zaman parametresi M egrisinin s yay parametresinin bir fonksiyonudur.

Tanim 3.2.4: S*Z/ S? hareketinin her t aninda, S*2 de sabit bir P” noktasi, S? de sabit
bir P noktas1 vardir, 6yle ki, bu noktalara, sirasiyla, hareketli pol ve sabit pol
noktalar denir.

Tammm 3.2.5: X'=AX doniisiimiindeki A matrisi t zaman parametresinin
A(t+2m)=A(t) seklinde bir periyodik fonksiyonu ise S™/S? hareketine 1-
parametreli kapah kiiresel hareket adi verilir.

Tamm 3.2.6: M egrisinin cizilebilmesi icin gerekli olan S*z/ S? hareketi boyunca, P’

ve P noktalarinin ait olduklar kiireler ilizerindeki geometrik yerlerine, sirasiyla,
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hareketli pol egrisi ve sabit pol egrisi adlar1 verilir. Bu egriler (P*) ve (P) ile
gosterilir. Hareket kapali ise (P*) ve (P) egrileri de kapali olurlar.

(P*) ve (P) egrileri arasinda su ilgi vardur:

1) (P*) ve (P) egrileri her t aninda birbirlerine tegettirler.

i1) (P*) ve (P) egrilerinin yay uzunluklari birbirine esittir.

Bu iki baginti, (P*) hareketli pol egrisi (P) sabit pol egrisi iizerinde kaymaksizin
yuvarlanir seklinde ifade edilebilir.

(P) sabit pol egrisi C=C(s) ile verilen (C) egrisi olmak iizere, (P*) hareketli pol
egrisi T ve B vektorleri ile belirtilen biiylik dairedir.
Sonu¢ 3.2.1: {T,N,B} ii¢ ayaklisinin hareketi, (P*) biiyiik dairesinin C sabit pol egrisi
tizerinde kaymaksizin yuvarlanmasindan ibarettir.
Tanim 3.2.7: Bir egrinin tegetlerine dik olan bir ydriingeye o egrinin bir involiitii denir.

Buna gore su teorem verilebilir:
Teorem 3.2.1: E° Oklid uzayinda bir M egrisinin (T) tegetler gostergesi ve (B)
binormaller gostergesi, (C) sabit pol egrisinin iki tane kiiresel involiitiidiir.
Ispat: (C) sabit pol egrisi W vektorii yoniindeki birim vektor ile verildiginden (C) nin
tegeti i¢in (3.5) denkleminden

c(ll_C =C’=(sin 9)/T +(cos 9),B +sin OkN — cos TN
S

yazilabilir. (3.4) denklemi ve bu son denklemden

c(ll_C =C"=(sin 9)/T +(cos 9),B
s

bulunur. Diger yandan (T) ve (B) gostergelerinin tegetleri, sirasiyla,

d—T:T’:KN ve d—B=B':—’EN
ds ds

oldugundan,

dC dT dC dB
—,—)=0ve(—,—)=0
ds ds ds ds

olur. Boylece (T) ve (B); (C) nin birer kiiresel involiitiidiir.



17

E* Oklid uzayinda bir M egrisinin (T) tegetler gostergesini, (N) asli normaller
gostergesini, (B) binormaller gostergesini ve (C) sabit pol egrisini bir kiire yiizeyi

tizerinde gosterebiliriz (Caligkan, 1980), (Hacisalihoglu, 1983).

(N)

Sekil 3.3

Bir egrinin S? deki Kiiresel Gosterge Egrilerinin Temsili

E* Oklid uzayinda bir M egrisinin (T), (N), (B) ve (C) kiiresel gostergelerinin
yay uzunluklari, E* ve S? deki geodezik egriliklerinin ifadeleri asagida verilmistir.

M egrisinin kiiresel gostergelerinin E* e gore yay uzunluklari:
sp=[xds, sy= ]”W”ds, s =[tds, sc=[0'ds=0(s)-6(0),
0 0 0 0

M egrisinin kiiresel gostergelerinin E* e gore geodezik egrilikleri:

2
D SIS (I /S~ D SN (O f L |
kT_cose’ kN—”W” 07 +|W|", kg ke = 1+[ g |

=,
sin ©

ve M egrisinin kiiresel gostergelerinin S? ye gore geodezik egrilikleri:

_ _o _Iv]
Yr=tan6, Yy ||W’ Yp =cotO, V¢ o

seklindedir (Fenchel, 1951), (Caliskan, 1980).
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3.3. IL? Lorentz Uzayinda Bir Nonnull Egrinin Kiiresel Gostergeleri ve Yay

Uzunluklar:

E* Oklid uzayinda bir egrinin Frenet 3-ayaklisinin birim vektorleri igin kiiresel
gostergeler S? birim kiiresi iizerinde olusurlar.

I’ Lorentz uzayinda bir spacelike veya timelike egrinin kiiresel gostereleri ise
S? birim Lorentz kiiresi veya H{ hiperbolik birim kiiresi iizerinde bulunurlar.

Tanmm 3.3.1: M egrisi IL’ Lorentz uzayinda bir nonnull egri olsun. M egrisinin bir

afs) noktasindaki Frenet 3-ayaklhist {T,N,B} olsun. T, N, B Frenet vektorlerinin
baslangic noktalar egriyi cizerken u¢ noktalarinin ctimlesinin Sl2 birim Lorentz kiiresi
veya HS hiperbolik birim kiiresi lizerinde meydana getirdigi egrilere, sirasiyla, M
egrisinin tegetler gostergesi (birinci kiiresel gostergesi), asli normaller gostergesi
(ikinci kiiresel gostergesi), binormaller gostergesi (iiciincii kiiresel gostergesi) denir ve

sirastyla (T),(N),(B) ile gosterilir.

Tammm 3.3.2: I’ Lorentz uzaymnda bir M egrisinin tegetleri future pointing ise M
egrisine future pointing timelike egri, past pointing ise past pointing timelike egri

denir.

Sekil 3.4
Bir Future Pointing Timelike Egrinin Tegetler Gostergesi
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Sekil 3.5

Bir Future Pointing Timelike Egrinin Binormaller Gostergesi

Tanim 3.3.3: Sf ve STZ ,sirastyla, O merkezli sabit ve hareketli Lorentz kiireleri

olsunlar. {T,N,B} iic ayaklissin hareketinden bahsedecek oldugumuzdan
{O;T,N,B} sistemi STZ kiiresini temsil etsin. Sf sabit kiiresini de {O;EI,EZ,E3}

ortonormal koordinat sistemi olarak alalim. Bu durumda, S,” in S} e gore 1-parametreli

hareketi, M egrisinin verilmesi ile belli olur. Bu hareket; A Lorentzian anlamda has

ortogonal bir matris olmak {iizere,

T E,
N|=AlE,
B E,

doniigiimii ile tanimlanir veya

T E,
X'=|N| ve X=|E,
B E,

dersek,

X'=AX = X=A"X

bulunur. Burada, 3x3 tipindeki A matrisinin elemanlar1 t zaman parametresinin siirekli
ve diferensiyellenebilir fonksiyonlaridir. Su halde sz nin Sl2 e gore 1-parametreli

kiiresel hareketi A = A(t) matrisi ile belirlenir ve 1- parametreli Lorentzian kiiresel

%2 . .-
hareket adin1 alir ve kisaca S, /S; ile gosterilir.
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Burada t zaman parametresi M egrisinin s yay parametresinin bir fonksiyonudur.

Tamm 3.3.4: S;°/S2 hareketinin her t aninda, S~ de sabit bir P, S de sabit bir P
noktas1 vardir, oyle ki, bu noktalara, sirasiyla, hareketli pol ve sabit pol noktalar:
denir.
Tamm 3.3.5: X'=AX doniisiimiindeki A matrisi t zaman parametresinin
A(t+2m) = A(t) seklinde bir periyodik fonksiyonu ise s’fZ/sf hareketine 1-
parametreli kapal Lorentzian kiiresel hareket ad1 verilir.
Tanim 3.3.6: M egrisinin cizilebilmesi icin gerekli olan S~ /S? hareketi boyunca, P"
ve P noktalarinin ait olduklar kiireler iizerindeki geometrik yerlerine, sirasiyla,
hareketli pol egrisi ve sabit pol egrisi adlar1 verilir. Bu egriler (P*) ve (P) ile
gosterilir. Hareket kapal1 ise (P*) ve (P) egrileri de kapali olurlar.

(P*) ve (P) egrileri arasinda su ilgi vardur:

i) (P*) ve (P) egrileri her t aninda birbirlerine tegettirler.

ii) (P*) ve (P) egrilerinin yay uzunluklari birbirine esittir.

Bu iki baginti, (P*) hareketli pol egrisi (P) sabit pol egrisi iizerinde kaymaksizin
yuvarlanir seklinde ifade edilebilir.

(P) sabit pol egrisi C=C(s) ile verilen (C) egrisi olmak iizere, (P*) hareketli pol
egrisi T ve B vektorleri ile belirtilen Lorentz birim ¢cemberidir.
Sonuc 3.3.1: {T,N,B} ii¢c ayaklisinin hareketi, (P*) Lorentz cemberinin C sabit pol

egrisi lizerinde kaymaksizin yuvarlanmasindan ibarettir.
Tanim 3.3.7 (Timelike ve Spacelike Egrilerin Sabit Pol Egrileri):

1. M egrisi (I,o) koordinat komsulugu ile verilen birim hizli bir timelike egri olsun.
Egrinin her noktasinda bir {T,N,B} Frenet catist vardir. M egrisinin cfs)e M
noktasindaki egriligi ¥ , burulmasi da T olsun. Buna gore T timelike vektor alani, N ve
B spacelike vektor alanlaridir. Bu durumda M egrisinin os)e M noktasidaki Darboux
vektori,

W=tT-«B,  [W], =|x*-7 (3.6)

dir. Bundan sonra kisaligin hatir1 igin(” ||IL = || ||) gosterimi kullanilacaktir.
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a) Eger W spacelike ise (]K| >|1| ise) -B ile W arasindaki Lorentzian timelike a¢1 0

olmak uizere Teorem 2.1.3 den

K= ||W|| cosh 0 5 s
, W] =g(W,W)=x" - 3.7
{r =|W]sinh® W =l J=x - 37
ve W yoniindeki birim vektor
C =sinh 6T — cosh 6B 3.8)
seklindedir.

b) Eger W timelike ise ([K| <|1:| ise)

[ lemg st n=fe <) @
ve W yoniindeki birim vektor

C =cosh 6T —sinh 6B 3.10)
olur.

2. M egrisi (I,oc) koordinat komsulugu ile verilen birim hizli spacelike binormalli bir
spacelike egri olsun. M egrisinin vektor alanlari; T spacelike vektor alani, N timelike
vektor alan1 ve B de spacelike vektdr alani olsunlar. Bu durumda M egrisinin ofs)e M

noktasindaki Darboux vektori

W==-tT+xB, [W|=,]lc’+7 3.11)

dir. Burada g(W,W)=1*+%*>0 oldugundan W bir spacelike vektordiir. B ile W

arasindaki Lorentzian spacelike a¢1 8 olmak iizere

K= ||W|| cos 0
3.12)
©=|W|sin6
olur. W vektorii yoniindeki birim vektor ise
C=—-sin0T + cos 6B 3.13)

seklinde yazilabilir.

3. M egrisi (I,o) koordinat komsulugu ile verilen birim hizli timelike binormalli bir
spacelike egri olsun. M egrisinin vektor alanlart; T ve N spacelike vektor alanlari, B de
timelike vektdr alan1 olsunlar. Bu durumda M egrisinin oi(s)e M noktasindaki Darboux

vektori
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W=tT-«B, [W|=,[lt’ -« (3.14)

dir.

a) Eger W spacelike ise Q’c| >|1<| ise)

{: =: I:L?VVVIPS:EE -V = s W)= (3.15)
ve W yoniindeki birim vektor

C =cosh 0T —sinh 6B (3.16)
seklindedir.

b) Eger W timelike ise QT| <|K| ise)

K= ||W|| cosh 0 5 5 5
, W =—glW,W)=-It" - 3.17
{r =| W] sinh ® ™l el ) (T € ) 317
ve W yoniindeki birim vektor
C =5sinh 6T — cosh 6B (3.18)
olur.

IL? Lorentz uzayimda bir timelike veya spacelike egrinin involiitii i¢in asagidaki

tanimi ifade edebiliriz.

Tanmm 3.3.8: IL’ Lorentz uzayimda bir timelike egrinin tegetlerine dik olan spacelike
veya timelike binormalli bir spacelike egriye, spacelike binormalli bir spacelike egrinin
tegetlerine dik olan bir timelike egriye ve son olarak timelike binormalli bir spacelike
egrinin tegetlerine dik olan spacelike veya timelike binormalli bir spacelike egriye, her
bir durum i¢in verilen egrinin bir involiitii denir.

Buna gore asagidaki teoremleri ifade edebiliriz:

Teorem 3.3.1: IL? Lorentz uzaymnda bir timelike M egrisinin (T) spacelike tegetler
gostergesi ve (B) spacelike binormaller gostergesi, (C) sabit timelike (spacelike) pol
egrisinin iki tane kiiresel involiitiidiir.

Ispat: (C) sabit timelike pol egrisi W Darboux vektorii yoniindeki birim vektor ile
verildiginden (3.8) denkleminden (C) nin tegeti

c(ll_C =C’=(sinh 9)/T —(cosh 9)/B +sinh OkN — cosh 8TN
S

yazilabilir. (3.7) denkleminden faydalanarak
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ggc:c’z(sinhe)T--(coshe)B

ds

bulunur. Diger taraftan (T) ve (B) gostergelerinin tegetleri, sirasiyla,
dar_

ds

ve

a8 _ ™

ds

oldugundan,

dC dT dC dB
g—,— |=0veg —,—|=0
ds ds ds ds

olur. Boylece (T) ve (B); (C) nin birer kiiresel involiitiidiir.

(C) sabit timelike pol egrisi icin benzer ispat (3.9) ve (3.10) dan yapilabilir.
Teorem 3.3.2: I’ Lorentz uzayinda spacelike binormalli bir spacelike M egrisinin (T)
timelike tegetler gostergesi ve (B) timelike binormaller gostergesi, (C) sabit spacelike
pol egrisinin iki tane kiiresel involiitiidiir.

Teorem 3.3.3: IL’ Lorentz uzaymnda timelike binormalli bir spacelike M egrisinin (T)
spacelike tegetler gostergesi ve (B) spacelike binormaller gostergesi, (C) sabit timelike
(spacelike) pol egrisinin iki tane kiiresel involiitiidiir.

Simdi (T), (N), (B) ve (C) egrilerinin yay uzunluklarini hesaplayalim.
M, egrisi IL} de birim hizli bir timelike egri olsun. Bu durumda,

(T) icin yay uzunlugu s ile gosterilirse, Tanim 2.1.13 ve (2.1) Frenet

denklemleri kullanilarak,

S dT S

St =|[—lds= ||KN||ds,

v=llale=]

sy = [[idds (3.19)
0

bulunur.

(N) igin yay uzunlugu sy 1le gosterilirse,

. :}Hi_N ds= [T —7B|ds .
ol ds 0
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sy = J[W|ds, (3.20)
0
(B) i¢in yay uzunlugu s 1le gosterilirse,

s
B 0 ds

ds = [|xN]ds,
0

sy = [[t/ds, (3.21)
0

(C) icin yay uzunlugu sc ile gosterilirse,

s = [|°] s = J[6 cosh 6 — &' sinh 6B ds.
ol ds 0
sc = [0 ds =6(s)—8(0) (3.22)

olarak bulunur. M, egrisi I’ de birim hizl bir spacelike egri olsun. Bu durumda (2.2)

ve (2.3) Frenet denklemleri ve Tanim 2.1.13 kullanilarak yay uzunluklari i¢in yapilan

hesaplamalar ayn1 sonuglar1 vermektedir.

3.4. Bir Nonnull Egrinin Kiiresel Gostergelerinin IL’ e gore Geodezik
Egrilikleri:

(T) igin IL* e gore geodezik egrilik k ile gosterilirse , (T) nin parametresi St
ve birim teget vektorli t; olmak iizere,
Ky =[Dipte] (3.23)

dir.
L. durum: o egrisi birim hizli bir timelike egri olsun. o egrisinin yay parametresi s ve

birim teget vektorii T olmak iizere, (T) nin denklemi
o =T

dir. Bu son denklemde her iki tarafin s parametresine gore tiirevi alinirsa,

do, do, ds

ds; ds dsp

S
dsy
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elde edilir. Her iki tarafin normu alinarak,

dsy
bulunur. Buradan
s 2 (3.24)
dsp x
elde edilir. Buradan da
Dty = _dr ds
dsp ds dsg
_dN ds
T s dsy
dir. (2.1) ve (3.24) denklemlerinden
D, t; =T-—B (3.25)
K
olur. (3.23) denklemi gz Oniine alinarak,
T 2
ky = [-1+— (3.26)
K

olarak bulunur. Eger W spacelike ise (3.7) denkleminden

kr = ‘—1+tamh2 9‘ _
cosh 0
dir. Eger W timelike ise (3.9) denkleminden
) 1
kr = ‘—1+c0th 6‘ =—
sinh 6

olur.

(N) i¢in IL? e gore geodezik egrilik ky 1ile gosterilirse , (N) nin parametresi SN
ve birim teget vektorii ty olmak iizere,
kn =[Diyt (3.27)
dir. (N) nin denklemi
oy =N

dir. Buradan
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ty =(1<T—«:B)£

SN

bulunur. Her iki tarafin normu alinirsa

ds 1
a = W , (3.28)
K T
ty=—T-—B
T W
olur. Eger W spacelike ise (3.7) denkleminden
ty =cosh®T —sinh 6B, (3.29)
D, ty =(6'sinh 0T +|W|N — ' cosh 0B) (3.30)

[Wl

elde edilir. (3.27) denkleminden,

1 2
ky =7—./[07 +[W (3.31)
T

oldugu goriiliir. Eger W timelike ise (3.9) denkleminden

1 2
K :—,/‘—e’2+w .
T W M

(B) icin IL? e gore geodezik egrilik k; ile gosterilirse , (B) nin parametresi Sp

ve birim teget vektorli tg olmak iizere,
Ky =Dyt (3.32)
dir. (B) nin denklemi
op =B
dir. Bu son denklemde her iki tarafin s; parametresine gore tiirevi alinirsa,
ds
SB
olur. Buradan norma gegilirse,

ds 1
E = H , (3.33)

olur. Pozitif yonlendirme segilerek,

ty =N (3.34)
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alinabilir. Buradan

Dty =(xT—B)L =XT_p (3.35)
T T

dir. (3.32) ve (3.7) denklemlerinden W spacelike ise

2
K -1
kg = [[l—— =/l -cot gh?6| = ,
B \/ 72 ‘ & ‘ \lsinn2 6
« 1

B~ Sinho

(3.36)

bulunur. Eger W timelike ise (3.9) denkleminden

1
cosh 0

kB
olur.

(C) icin IL* e gore geodezik egrilik k. ile gosterilirse , (C) nin parametresi S
ve birim teget vektorii t. olmak iizere, W spacelike iken, C =sinhOT —cosh6B

oldugu diisiiniiliirse,

tc =coshOT —sinh 6B,

D, tc =sinh 6T +||9X,”N —cosh 6B

seklinde bulunur. Buradan

2
ke =[Dicte] = 1+(”el”]

olur. Eger W timelike ise C = cosh 8T —sinh 6B dir. Buradan

oldugu goriiliir.

II. durum: o egrisi birim hizli spacelike binormalli bir spacelike egri olsun. Bu
durumda T ve B spacelike vektor alanlari, N de timelike vektor alanidir. O halde (T),
(N), (B) ve (C) egrilerinin IL’ e gore geodezik egrilikleri (2.4) denklemi kullanilarak,

1
cos®’

ke =[Pt =
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1 ’
ky = DtNtNH :M\/ 0 _”W”2 ’

kp = DtBtBH :ﬁ’

1_(nv97||]2

II. durum o egrisi birim hizli timelike binormalli bir spacelike egri olsun. Bu

ke = DtCtCH =

seklinde bulunur.

durumda T ve N spacelike vektor alanlari, B de timelike vektor alanidir. O halde (2.4)

denklemi dikkate alinarak (T), (N), (B) ve (C) egrilerinin I’ e gére geodezik egrilikleri

icin W vektoriiniin karakterine gore iki durum s6z konusu olacaktir.

Eger W spacelike ise;
kr =[Py tr] = sinlhe’
ky = DtNtNuWw/ 0 +[W[°|.
K = DtBtBH - coslhe’
2
ke =[Dicte] = “("%”J
dir.
Eger W timelike ise;
Kr = DtTtTH - coslhe ’
ky = DtNtNH:”—\;V” /‘_ 0% +|W|°|,
ky =[Py o] = sinlhe’
2
ke =Dt - ‘“("%”j

oldugu goriiliir.
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3.5. Nonnull Bir Egrinin Kiiresel Gostergelerinin Sf veya Hg a gore
Geodezik Egrilikleri:

S? (Lorentz kiiresi) veya H% ye gore (T),(N),(B) egrilerinin geodezik
egriliklerini hesaplayabilmek icin IL® deki konneksiyon D olduguna gore Sl2 deki
konneksiyon D ve H{ daki konneksiyon D ise , S? ve Hj 1n birim normal vektor

alam & olmak iizere
DyY =Dy Y +eg(S(X), Y)E, e=g(&E)
DyY =DxY +eg(SX). Y, e=g(EE)

Gauss denklemlerinden yararlanacagiz. Burada S , Sf ve H(z) 1n in sekil operatorii olup

S—L = -1 0
2o -1
seklindedir.

I. durum: o egrisi birim hizli bir timelike egri olsun.

(T) tegetler gostergesi icin Hy daki geodezik egriligi v, ile gosterilirse,

Yr = HBtT ty (3.37)
dir. Gauss denkleminden
Dy tr =Dirty + Sg(s(tT ) ty . E=T
dir. Burada
€= g(T,T) =-1 S(tT): —tp ve g( S(tT )’tT) =-1
dir. Boylece
yazilabilir. (3.25) denklemi ile bu son esitlik birlestirilirse,
= T
Dty =T—-—B-T,
K

K
bulunur. (3.37) denklemi ve W spacelike ise (3.7) denkleminden
Yr =tanh (3.38)

dir. Eger W timelike ise (3.9) denkleminden
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Yr =coth©

olur.

(N) asli normaller géstergesi igin Sl2 deki geodezik egriligi vy ile gosterilirse,

Yy =[Deyta] (3.39)

dir. Gauss denkleminden

D, ty =D, ty+eg(S(ty)ty)g, E=N

yazilabilir. Burada

e=g(N,N)=+1, S(tN)z —ty ve g(S(tN),tN)= +1
dir. Buradan

Dty =Dty =N

olur. (3.30) ifadesi bu son esitlikte kullanilirsa,

Dyt = (6'sinh 0T + [W|N — 0’ cosh 6B) N,

W

’

ﬁtNtN = |i(sinh 0T —cosh®B)

W]
elde edilir. (3.39) denkleminden W spacelike ise
e/

_ o (3.40)
W

TN

dir. Eger W timelike ise
.
"W

olarak bulunur.
(B) asli normaller gostergesi igin Sf deki geodezik egriligi vy ile gosterilirse,
Ys =Dy ts] (3.41)
dir. Gauss denkleminden
D, ty =Dty +£g(S(ty).t5)5, E=B
yazilabilir. Burada
e=g(B,B)=+1, S(tg)=-tyve g(S(tz)tz)=-1
dir. Buradan

D, ty =Dty +B
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olur. (3.35) denklemi bu son esitlikte terine yazilirsa,

DtBtB:ET—B+B,

= K

bulunur. (3.41) denkleminden W spacelike ise

Yg =coth© 3.42)
dir. Eger W timelike ise

Yg = tanh O

olarak elde edilir. Ayni yol takip edilerek, W spacelike ise C =sinh 6T —cosh6B ve

te=[Petd =L

dir. Eger W timelike ise C = cosh OT —sinh 6B dir. Buradan

te=[ptd] =g

seklindedir.
II. durum: o egrisi birim hizli spacelike binormalli bir spacelike egri olsun. Bu

durumda T ve B spacelike vektor alanlari, N de timelike vektor alanidir. O halde (T),
(N), (B) ve (C) egrilerinin Sf veya H(z) a gore geodezik egrilikleri (2.4) denklemi
kullanilarak,

Yo = BtTtTH:tane,

L
[W

Yp = ﬁtBtBH =cot9,

Yn =|Dinty

9

Ye = EtCtCH = ”GX'”

olur.
III. durum: T ve N spacelike vektor alanlari, B timelike alindiginda

W spacelike ise;

Yr = HBtTtTH =coth©,



T =

dir.

Yt =

T~ =

Tg =

Yc =

32

— e’

= DtNtNH Zm,
BtBtB =tanh©,
Bt

Eger W timelike ise;

EtTtTH =tanh©,
— o’
DtNtNH :M’
BtBtB =coth©,
Btel=lg

oldugu goriiliir.
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4. BULGULAR

4.1. IL? Lorentz Uzayinda L. tipten involiit-Evoliit Egri Ciftleri
Tanim 4.1.1 (involiit - Evoliit) : M|,M, I} iki egri olsun. M, ve M, ,sirasiyla,
(I,a) ve (I,B) koordinat komsuluklari ile verilsin. o(s) ve P(s) noktalarinda M, ve
M, nin Frenet 3-ayaklilari, sirastyla, {T, N, B} ve {T*,N*,B*} olmak tizere
o(r,T)=0 (4.1)
ise M, ye M, in involiitii denir. Bu durumda M, e de M, nin evoliitii denir.

Bu calismada bir involiit-evoliit egri ¢ifti (Mz,Ml) ikilisi ile gosterilecektir.
Calisma boyunca M, ve M, egrileri 151ks1 olmayan (nonnull) egriler olarak alinacaktir.
Calismamizin esasini teskil edecek olan ve ileride, sirasiyla, ele alacagimiz L. tip, IL. tip
ve IIL. tip olarak kategorize ettigimiz involiit-evoliit egri ciftlerinin hepsi i¢in gecerli
olan asagidaki teoremi ifade edebiliriz.

Teorem 4.1.1: M,,M, c I egrileri, sirasiyla, (I, oc) ve (I,B) koordinat komsuluklar1
ile verilsin. (M,,M,) involiit-evoliit egri ciftinin o(s)e M, ve B(s)e M, noktalar
arasindaki uzaklik
dy (a(s).B(s)) =c s
dir.

, c=sbt.,, Vsel

Tamm 4.1.2: M,, IL? de birim hizli bir timelike egri olsun. Bu durumda M, spacelike
olmalidir. M, egrisinin Frenet vektor alanlari; T timelike vektor alani, N ve B spacelike
vektor alanlaridir. M, egrisinin Frenet vektor alanlari;

a) T veN" spacelike vektor alanlari, B timelike vektor alanidir,

b) T  veB" spacelike vektor alanlar;, N* timelike vektor alanidir.

Bu durumda
oT,T) =1 g, T )=+1
o(N,N)=+1 ve (N N*)=F1=¢, 4.2)
g(B.B)=+1 ¢(B,B")=Tl=¢,

dir. Bu halde (M,, M, ) ikilisine L. tipten involiit-evoliit egri cifti ad1 verilecektir.
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Teorem 4.1.2: M, M, c I’ egrileri (L,a) ve (I,B) koordinat komsuluklar1 ile
verilsin. M, ve M, egrilerinin ofs)e M, ve B(s)e M, noktalarindaki Frenet 3-
ayaklilari, sirasiyla, {T,N, B}, {T*,N*,B*} ve M, in egriligi ¥ ve M, nin egriligi K
olmak iizere, (M2 ,Ml) bir I. tipten involiit-evoliit egri ¢ifti ise

a_g o) _{— I, N'timelike ise

(c—s)21<2 ’ - +1, N'spacelike ise

dir.
Ispat: M, , M, in involiitii oldugundan
B(s)=afs)+AT(s), A=(c—s), a’=T. (c=sabit)
yazilabilir. M, in yay parametresi s ve M, nin yay parametresi s olmak iizere iki

tarafin da s parametresine gore tiirevi alinir ve Frenet formiillerinden T”= kN oldugu

dikkate alinirsa,

d_B_d_Bd_S*_T*d_S*

Pl i (c—s)xN 4.3)

elde edilir. Buradan

ds”_ (c—s) 4.4)
ds

dir. O halde

T =N

elde edilir. Buradan tiirev alinirsa,

ards _dN_
ds  ds ds

ds

*

ds

*

k' N = (kT - B)

olur. Bu son esitlikten her iki tarafi kendisi ile i¢ ¢arparsak,

K e(N' N )= {e(T.T) + ng(B,B)}(jS* jz 4.5)
S

bulunur. (4.2), (4.4) denklemleri (4.5) denklemi ile birlestirilirse,

K*ZEO = (— K2 + TZ )m

oldugu goriiliir ve buradan
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2 gl -x?)

 (e—sPx?
denklemi elde edilir.
Teorem 4.1.3: M,,M, c I egrileri, sirasiyla, (I,oc) ve (I,B) koordinat komsuluklari
ile verilsin. M, ve M, egrilerinin a(s)e M, ve B(s)e M, noktalarindaki Frenet 3-
ayaklilar, sirasiyla, {T,N,B}, {T*,N*,B*} ve M, in burulmas: T ve M, nin burulmasi
T  olmak iizere, (Mz, Ml) bir L. tipten involiit-evoliit egri ¢ifti ise

’ ’
* KT — KT

) |c:—s|1<‘1<2 —1:2‘ '
Ispat: (4.3) denkleminden
B =AkN
dir. Buradan
B” = A’T + (M — K)N — AKTB,
B” = (— 2% + 3km<’)T + (7»1(3 — 2K + Ak - Akt? )N +(-2AKT+ 2kt AkT)B
ve
B'xB” = -Ak*T + A x’B (4.6)

olur. Boylece

B’X B””Z — |g(B’X B”’ B’X B”l — |}\,|4|K|4‘K2 _ TZ‘ (4.7)
det(R’,B".B") = X'x’ (xt" - ') 4.8)
bulunur. T = MB’E) oldugundan, (4.7) ve (4.8) denklemlerinden

BB’

/’ /
* KT — KT

) lc— s|1<‘1<2 — 1:2‘
oldugu goriiliir.
Teorem 4.1.4: M,,M, I’ egrileri, sirasiyla, (I, oc) ve (I,B) koordinat komsuluklar1
ile verilsin. M, ve M, egrilerinin a(s)e M, ve B(s)e M, noktalarindaki Frenet 3-
ayaklilari, sirasiyla, {T,N,B} ve {T*,N*,B*} olsun. M, egrisinin B binormal vektorii
ile W Darboux vektdrii arasindaki Lorentzian timelike ac1 © olmak iizere (M,,M,)

L. tipten involiit-evoliit egri ¢iftinin Frenet ¢atilar1 arasinda
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W spacelike ise;

*

T 0 1 o T
N |=|-cosh® 0 sinh6 | N|, (4.9)
B’ —sinh® 0 cosh®| B

W timelike ise;

*

T 0 1 0 T
N*|=| sinh® 0 —cosh®|N (4.10)
B” —cosh® 0 sinh6 | B

bagintilar1 vardir.

Ispat: (4.3) denkleminden
B = AN
ve

B

~

B
5

yazilabilir. Diger taraftan, T = esitliginden T =FN elde edilir. Pozitif

yonlendirme secilerek,
T =N (4.11)
alabiliriz. "= AKN denkleminden

B” = A>T + (A’ — k)N + Ak1B,
B'xPB” = Ax*(~ 1T + kB)

ve norm tanimi kullanilarak

B'xp’| =N« ‘Kz —1

b

bulunur. W vektoriiniin tanimindan

BB =2 |W]

elde edilir. Buradan B" = & ifadesini kullanarak
B'xp7
% T K
B =—— T+ —B 4.12)
(Wl Iwl

olur. W spacelike oldugunda (3.7) denklemi ve (4.12) denkleminden,
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B" = —sinh OT + cosh 6B (4.13)
elde edilir. N" =B"xT" oldugundan

N = —cosh 8T +sinh 6B (4.14)
dir. (4.11), (4.13) ve (4.14) denklemleri matris formunda ifade edilirse (4.9) denklemi
elde edilir.

W timelike oldugunda (3.9) ve (4.12) denklemleri birlikte degerlendirilerek,
B" =—cosh 0T +sinh 6B (4.15)
seklinde bulunur. N* = —(B* X T*) oldugundan
N" = sinh 6T — cosh 6B (4.16)
dir. (4.11), (4.15) ve (4.16) denklemleri matris formunda ifade edilirse (4.10) denklemi

elde edilir.

ORNEK 4.1: 061(9)= (\/5 sinh 6,+/2 cosh 9,9) birim hizhh timelike egrisi verilsin. o
egrisi timelike oldugundan involiitii kesinlikle spacelike olmalidir. Bu durumda o
egrisinin involiiti,

BI(G) = (\/5 sinh 8 + (c — 9)\/5 cosh 6,+/2 cosh 0 + (c- 9)\/5 sinh 6, cl ce IR, spacelike
egrisidir. Ozel olarak c=2 ve 0<O<T icin (Bl, Ocl) involiit-evoliit egri ciftini Mapple

11 programu yardimi ile asagidaki gibi ¢izilebilir.

Ty

Sekil 4.1
(B,.o,) involiit-evoliit egri cifti
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4.2. IL? Lorentz Uzaymnda Involiit Egrisinin Kiiresel Gostergelerinin Yay

Uzunluklar::

Calismamizin bu boliimiinde M, involiit egrisinin Frenet 3-ayaklisi {T*, N, B*}
olmak iizere (T*l (N*l (B*) kiiresel gosterge egrilerinin yay uzunluklar1 hesaplanacaktir.

(T*) i¢cin yay uzunlugu S ile gosterilirse,

ds”

dT”
ds”

S*
S = g

dir. ZT* = ddl js* bagintis1 yukaridaki denklemde yerine yazilirsa,
S s ds

ds

S
8 o :(j)

dir. (4.9) esitliginden T =N ve (2.1) denkleminden N’ = T — 1B oldugundan

s s s
s . =[|Nds =] ‘— i +12‘ds =] ‘Kz —’cz‘ds,
T o 0 0

S

s« = J|[W]|ds 4.17)
T 0

bulunur. Buradan asagidaki sonug verilebilir.

Sonuc¢ 4.2.1: M, involiit egrisinin (T*) kiiresel gosterge egrisinin yay uzunlugu icin,

yazilabilir.

(N*) igin yay uzunlugu s . ile gosterilirse,

CAN P
ds

S
SN*:(I)

olur. (4.9) bagmtisindan N* = —cosh ® T +sinh © B oldugu dikkate alinirsa,

’

(—cosh®T +sinh B) | ds,

S
SN*:E[

s =140 +[Was 4.18)
0

bulunur. Burada W spacelike vektordiir. Eger W timelike ise (4.10) dan

N* =sinh® T — cosh® B olur. Bu durumda
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JF 07+ [was (4.19)

olur. Boylece asagidaki sonug verilebilir.

N
N

Il
o—uwn

Sonuc 4.2.2: Eger M, evoliit egrisi bir helis ise M, involiit egrisinin (N*) kiiresel
gosterge egrisinin yay uzunlugu icin,

S+ = SN

oldugu aciktir.

(B*) icin yay uzunlugu S g ile gosterilirse,

CL
ds

S

s =]
B

0

dir. (4.9) dan B" = —sinh O T + cosh ® B esitligi goz Gniine aliirsa,

S
o=

B
0

’

(—sinh® T +cosh 8 B) [ds

S
s - = [|7ds (4.20)
0

elde edilir. Burada, W spacelike vektordiir. W timelike ise (4.10) dan
B" =—cosh©T +sinh ® B olur. Bu durumda da

S
o=

B
0

olarak bulunur. Buradan da asagidaki sonug verilebilir.

0’ ds

Sonuc¢ 4.2.3: M, involiit egrisinin (B*) kiiresel gosterge egrisinin yay uzunlugu i¢in,
S+ =S¢

oldugu sodylenebilir.

4.3. involiit Egrisinin Kiiresel Gostergelerinin IL’ e gore Geodezik
Egrilikleri:

*

(T*) icin IL’ e gore geodezik egriligi kT* ile gosterilirse (T ) 1n parametresi

S x V€ birim teget vektorii tT* olmak iizere,
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k . =‘ (4.21)

€
T

dir.

B involiit egrisinin yay parametresi s~ ve birim teget vektorii T" olmak iizere
(T*) in denklemi
B = T (4.22)

dir. (4.22) ifadesinde her iki tarafin S parametresine gore tiirevi alinirsa,

B+ dT" ds’
ds . ds" ds.’
T T

(4.23)

dT” _dT ds
ds" ds ds’
olur. Bu son ifade (4.23) de yerine yazilir ve T~ = N oldugu diisiiniiliirse,
dBT* _dN ds
ds . ds ds_.«
T T

ds
S
T

t+ = (KT —1B) (4.24)

bulunur. Buradan

1= ‘Kz - 1:2‘ ds
ds .
T
olur. (3.6) denklemi kullanilarak

ds 1
ds _ 1 (4.25)
ds . W]

elde edilir. (4.25) bagintis1 (4.24) de yerine yazilirsa,
b

[Wl

dir. (3.7) bagintis1 géz Oniine alinirsa,

e cosh®T —sinh 6B (4.26)

elde edilir. Buradan da
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ds

ds .
T

D ,t.= (6"sinh® T — 6" cosh 6 B + kcosh® N — Tsinh 6 N)
T

bulunur. Bu son ifade (3.7) ve (4.25) denklemleri ile birlikte kullanilirsa,

oo , 1
D .t =(6sinh BT+ |W[N —6"cosh 6B) Wl 4.27)

bulunur. W spacelike ise (4.21) denklemi kullanilarak
1 ’” 2
K o =7—5,/07 +|W (4.28)

elde edilir. W spacelike iken k =

0 =cosh™ (Lj
kT

oldugundan
cosh ©

ve
0 =- Ky 4.29)
kpy/1-kg
olur. (4.29) bagintis1 (4.28) de yerine yazilirsa k, ve kT* arasinda
72 ‘
k .= Ky

= i+ (4.30)
" ke (=)W'

bagintis1 vardir. W timelike ise (4.21) denklemi kullanilarak
k., =— [iw]? o2
v =l W] -

T W

W timelike iken k = — !
sinh 6

9

oldugundan k; ve kT* arasinda

72 ‘

1- Ky

T 2
T ky? (1+ k)| W] ‘
bagintis1 vardir.
Sonu¢ 4.3.1: Eger M, evoliit egrisi bir helis ise M, involiit egrisinin (T*) kiiresel
gosterge egrisinin IL’ e gore geodezik egriligi
k .=1

T

dir.
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(N*) icin I} e gore geodezik egrilik kN* ile gosterilirse , (N*) 1n parametresi

s Ve birim teget vektorii tN* olmak iizere,

k .= ‘ D (4.31)

N

t tN*

*

(N*) 1 denklemi

By- =N

dir. Buradan tiirev alinirsa,

dB+  dN" ds

ds . ds ds .
N N

olur. Teorem 4.1.4 den W spacelike iken N* = —cosh® T +sinh 8 B oldugundan,

ds
ds .
N

e = (—=0’sinh 8T — kcosh O N + sinh O N + 8'cosh 6 B)

olur. (3.7) denklemi bu son bagintisinda yerine yazilirsa,

ds
ds .
N

t o+ =(-0'sinh 6T —[W|N +6’cosh 0 B) (4.32)

ve iki tarafin normu alinirsa,
ds 1
07 + W[

ds .
N

bulunur. Burada (3.31) kullanilarak

ds 1
= (4.33)
ds . [Wky

olur. (4.33) denklemi (4.32) denkleminde yerine yazilirsa,

t .= —Lsinh 0T —LN+Lcosh 6B
N Wik ky o [Wky

’

elde edilir. (3.40) denkleminden yy = 9 oldugu diisiiniiliirse, ¢ = In alinarak

Wl kx

L =—Gsinh9T—LN+Gcosh9B (4.34)

N

elde edilir. Buradan
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NN ds . ds ds .
N N

ve

’

. =| (~0'sinh 0 —B'ccosh 8- )T+ (X )N (4.35)
N kN kN

D

to %
N

+(6’cosh0+6'c sinh9+i)3}#
kn' JIWlky

elde edilir. Buradan norma gegersek,

’2
/ 2 2
N*z—l 6’2—9’202—2”W”96—K _21 +kN4 :
[Wik kR Ry
2 72
K=t [0 —(6’0+Mj +kN—4 (4.36)
N Wik kn ) ky

olur. W timelike iken Teorem 4.1.4 den N =sinh® T —cosh®B oldugundan

tN* =Gcosh9T—kLN—Gsinh9B, 4.37)
N

D, ,t_. =| (c’cosh0+0'Gsinh 6——)T+ (X )N

+(—X —&’sinh®—6'G cosh e+)B}L
ky [Wk x

seklinde bulunur. Bu son denklem ve (4.31) denklemi birlikte kullanilarak

2 72
K =1 —G’2+[9’G—MJ +kL4
N Wik ky ky

elde edilir.
Sonuc¢ 4.3.2: Eger M, evoliit egrisi bir helis ise M, involiit egrisinin (N*) kiiresel
gosterge egrisinin IL e gore geodezik egriligi
k =1
N

dir.
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Ispat: M, evoliit egrisi bir helis olsun. Tanim 2.1.16 dan 8" =0 dir. 8 =0 oldugu
g0z Oniine alinirsa,
ky=1 ve 6=0

elde edilir. Bu neticeler kN* in denklemi ile birlestirilirse,

k . =1
N

oldugu goriiliir.

*

(B*) IL’ e gore geodezik egrilik kB* ile gosterilirse , (B )m parametresi Sy Ve

birim teget vektorii tB* olmak iizere,

k.= ‘DtB* - 4.38)
dir. (B*) in denklemi

B, =B
oldugundan

B dB" ds

ds . ds ds_.

B B

dir. Teorem 4.1.4 den W spacelike iken B” = —sinh ® T + cosh ® B olup,

ts= (—0"cosh® T — ksinh © N + Tcosh © N + 6”sinh 6 B) dds (4.39)

SB*

dir. (3.7) denklemi (4.39) da yerine yazilirsa,

_+=(~67cosh 6T +6'sinh 6 B) dds (4.40)

S

olur. Norm alinirsa,

ds 1

= 4.41
ds . (440
B

elde edilir. (4.41) denklemi (4.40) da yerine yazilirsa,
t == cosh®T +sinh 6 B (4.42)

olur. Buradan

D _dtB* _dtB* dS
t Ly = = ’
- B ds . ds ds .

B B
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D, .t . =(-0'sinh@T—Kkcosh®N+Tsinh® N+6cosh§ B) dds
B S
olur. Burada (3.7) ve (4.41) ifadeleri kullanilarak
w

D t. =—sinh9T—uN+cosh9B (4.43)

tB* B e
bulunur ve buradan da

2
w

k .= [[Il+ (u] (4.44)

B 0

elde edilir. (3.36) denkleminden k = — !

oldugundan
sinh 0
0 =sinh™ S
kg

ve
k
f=— 5 (4.45)
kgkg” +1
olur. (4.45) ile (4.44) birlestirilirse,
20 2, 2
W k" (k +1‘
k.= LY (,2‘3 ) (4.46)

kg

ifadesi elde edilir. W timelike ise (4.38) denklemi kullanilarak

W timelike iken kg =

oldugundan kg ve k . arasinda
cosh 0 B

BN ESE
B ’2
kB

k 1

bagintis1 vardir.
Sonu¢ 4.3.3: Eger M, evoliit egrisi bir helis ise M, involiit egrisinin (B*) kiiresel

gosterge egrisinin IL e gore geodezik egriliginin tanimsiz oldugunu sdyleyebiliriz.
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4.4. involiit Egrisinin Kiiresel Gostergelerinin Sf veya Hﬁ a gore Geodezik
Egrilikleri:

S{ veya Hj a gore (T*l(N*l(B*) egrilerinin  geodezik egriliklerini
hesaplayabilmek icin yine Sf ve H% daki konneksiyonlara gecip Gauss
denklemlerinden yararlanacagiz.

(T*) icin 512 e gore geodezik egrilik Vo ile gosterilirse,

¥ =‘DtT* Lo (4.47)
dir. Gauss denkleminden
D, .ty =D, .t + eglS(t ).t T
yazilabilir. Burada
e=g(l".T")=+1 sli.)=-t.ve glsl.)e.)=+
dir. Buradan
DtT* e = DtT* € -T (4.48)
bulunur. (4.48) denklemi (4.27) denklemi ile birlestirilirse,
— 0 . 0’ x
D, WL =-——8inh®@T+N—--——-cosh0B-T
T W Wl
ve burada (4.9) dan T~ = N oldugu goz Sniine alinirsa,
— 0 . 0’
D, . ts= —sinh®T —-——cosh 6 B (4.49)
T W [Wl
elde edilir. (4.47) denklemi kullanilarak,
e/
Yoo =i (4.50)
Tl
olur. (3.38) den y; =tanh® oldugundan
0 =tanh~' v,
ve
o =11 (4.51)
1=y

elde edilir. (4.51) denklemi (4.50) de yerine yazilirsa,
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1 ’YT/
Vo= (4.52)
T ||W||[1—YT2}

bagintisi elde edilir. Eger W timelike ise (4.47) denklemi kullanilarak ayni sonuclari

elde ederiz.
Sonu¢ 4.4.1: Eger M, evoliit egrisi bir helis ise M, involiit egrisinin (T*) kiiresel

gosterge egrisinin Sl2 e gore geodezik egriligi

Y, =0
dir.
(N*) icin H(z) a gore geodezik egrilik Yy ile gosterilirse,
Yy :‘DtN* » (4.53)

dir. Gauss denkleminden

= * . 1
D, .t . :DtN* tN* +£g(S(tN* ),tN*)N , [tN* =—6s1nh9T—k—N+Gcosh9B)j

N N N
dir. Burada
e=g(N".N')=-1 sl )=t ve glsle )t . )=-1
olur. Boylece
Di ot .= D .t -N (4.54)

yazilabilir. (4.35) denklemi (4.54) ile birlestirilirse,

= s . ’ k/
Di ot . = l:(—c sinh 0~ §'Gcosh )T+ ()N (4.55)
N N
/ , o T 1 *
+ (6’cosh 0 + 6°csinh 6+—)B}— -N
kno ] IWlky

ve Teorem 4.1.4 den W spacelike iken N* = —cosh©T +sinh 6B oldugundan,

= RV , K kN
Dy .ty = {(—c sinh & — 6'ccosh 0 ot W[k n cosh®)T + (Q)N (4.56)
7 ’ . T . 1
+(6’cosh®+ 0'csinh 0+ ——|W|k, sinh0)B |———
Vs

elde edilir. (4.53) denkleminden
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v.=— [o? {” |+ o [Wk )T L 4.57)
N Wik ky Ky
elde edilir. (3.40) ile verilen yy = ﬁ bagintisi (4.57) ile birlestirilirse,
1 [W] K
_ 2 KN
= Wik J -l )] o 4

bagintisi elde edilir. Eger W timelike ise (N*) kiiresel gosterge egrisinin geodezik

egriligini Sl2 e gore hesaplamaliyiz. Gauss denkleminden
D, .t .=Di .t +£g(S(t ), t )N* t =GCOSh9T—LN—GSinh9B)
tN* N* N* N* N* ) N* ) N* kN

dir. Burada
e=g(N".N)=+1, sl )=t ove glsle . Je L )=F1=g,
olur. Boylece

Di.t.=D, .t .+&N", (N"=sinh6T—-cosh6B)
N N N N

Diot o= l:(c'cosh 0 +6/Csinh 6 - ki +&,[W[ky sinh )T + (sz N
N N

T ’ . , 1
+ (—— —0'sinh 8 — 0'ccosh 8 — &, ||W||k  cosh 0)B |———
kN 1” ” N :| ”W”kN

elde edilir. Buradan norma gecilirse,

1
Yo =
. ||w||kNJ

W] TR
o’ { (96 z—:l||W||k )} + N4
N kN

’

elde edilir. Bu son bagint1 vy = ||9W|| bagintist ile birlestirilirse,
S —o%+ M(1— gk 2)2+LN2
YN* - ||W||kN kN YN I™N kN4

bagintisi elde edilir.
Sonuc¢ 4.4.2: Eger M, evoliit egrisi bir helis ise M, involiit egrisinin (N*) kiiresel

gosterge egrisinin Sf ve H(z) a gore geodezik egriligi
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(B*) icin S} ye gore geodezik egrilik Vg ile gosterilirse,

y . - ‘ D, .t,; (4.59)
dir. Gauss denkleminden
D, .ty =D, 1. +e glsc LB
dir. Burada
e=g(B B )=+ Sl )=t ve glsle. )t )=+
oldugundan
yazilabilir. (4.43) denklemi bu son denklem ile birlestirilirse,
_ W .
D, g = —sinhGT—”e—,”N+cosh9B -B
ve (4.9) dan W spacelike iken B* = —sinh O T + cosh 6 B oldugundan,
D, ,t. =—MN (4.61)
tB* B e/
elde edilir. (4.59) denkleminden,
Yo = M (4.62)
B @ ’
oldugu goriiliir. (3.42) denkleminden Yy = coth©® oldugundan
0 =coth™' yg
ve
0 =——15 (4.63)
1-vg
elde edilir. (4.63) bagintis1 (4.62) de yerine yazilirsa,
w1 -yg°
- M (4.64)
B
B

bulunur. Eger W timelike ise (4.94) denklemi kullanilarak ayn1 sonuclar elde ederiz.
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Sonu¢ 4.4.3: Eger M, evoliit egrisi bir helis ise M, involiit egrisinin (B*) kiiresel
gosterge egrisinin Sf ve H(z) a gore geodezik egriliginin tanimsiz oldugunu

sOyleyebiliriz.

4.5. IL* Lorentz Uzaymda Involiit-Evoliit Egri Ciftlerinin Darboux
Vektorleri ve Sabit Pol Egrileri icin Bazi Karakterizasyonlar:

Teorem 4.5.1: (Mz,Ml) L. tipten involiit-evoliit egri ¢ifti olsun. M, ve M, egrilerinin

Darboux vektorleri, sirastyla, W ve W" olmak iizere, W ile W" arasinda
W spacelike ise;

Swr = L Cane
i) W _|7»|‘<( ON-W),

W timelike ise;

I
ii) W _|7»|‘<( ON+W)

bagintilar1 vardir. Burada A =c—s (¢ = sabit) dir.

ispat: i) M, egrisinin Frenet vektor alanlarindan T timelike vektor alani, N ve B
spacelike vektor alanlaridir. W spacelike ise M, involiit egrisinin Frenet vektor
alanlarindan T~ ve B’ spacelike vektor alanlari, N* da timelike vektor alamdir. Bu
durumda M, egrisinin Darboux vektorii (3.11) denkleminden,

W =—1T +k B’

seklindedir. Teorem 4.1.3, Teorem 4.1.2 ve (4.9) bagintisindan

Kt — KT ‘KZ_TZ‘
W' =-— N+ (—sinh 8T + cosh 6B),
|c—s|1<‘1:2 —Kz‘ lc—s[x
W =-— L N+ ”W” (—sinh OT +cosh 6B)
|c—s|1<‘1:2 —Kz‘ lc—s|k

yazilabilir. Bu son esitlik ve (3.7) denklemi birlikte degerlendirilirse,

O Ni ! (—1T +xB)

W =-
B c-sjk  |e—s|k
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olur. (3.6) denkleminden W =1T—-xB oldugu diisiiniilirse, A =c—s (c =sabit)

alinarak, W ve W vektorleri arasinda,

W= L(— ON-W) (4.65)
[Ajx

bagintis1 bulunur.
ii) Eger W timelike ise;
M, egrisinin Frenet vektor alanlarindan T timelike, N ve B spacelike vektor alanlari

iken W timelike alindiginda M, egrisinin Frenet vektor alanlari T" ve N* spacelike,

B timelike vektor alanlaridir. Bu durumda M, egrisinin Darboux vektorii (3.14)
denkleminden
W = T — 'B’
seklindedir. Teorem 4.1.3, Teorem 4.1.2 ve (4.10) bagintisindan W ve W~ arasinda,
1

W= W(— ON+W), A=c—s (c=sabit) (4.66)
K
bagintisi elde edilir.

Teorem 4.5.2: (Mz,Ml) L. tipten involiit-evoliit egri ¢ifti olsun. M; ve M, egrilerinin

W ve W' Darboux vektorleri yoniindeki birim vektorleri, sirasiyla, C ve C" olmak

tizere, C ile C" arasinda

W spacelike ise;

i) C = Lo, (4.67)
kN

W timelike ise;

i) C° =kLC—oN (4.68)

N

bagintilar1 vardir. Burada ¢ = N gir,
N

ispat: i) W" vektorii yoniindeki birim vektdr,

C =

*

W

dir. (4.65) denklemi bu son baginti ile birlikte degerlendirilirse,
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C = —-ON-W ’
Jo?+x? —1?

C* = -N-W
0+ W[

yazilabilir. (3.31) denkleminden k :m 0" +||W||2‘ oldugu diisiiniiliirse,

c = ON-W
[Wlkex
elde edilir. yy :HGW” oldugundan ¢ = IY(_N gosterimi kullamlarak C ve C arasinda
N
« 1
C =——C-oN
ky

bagintis1 bulunur.

ii) Benzer sekilde (4.66) denklemi C' = denkleminde yerine yazilirsa (4.68)

\%
W

denklemi elde edilir.
Sonu¢ 4.5.1: (MZ,MI) I. tipten involiit-evoliit egri ¢ifti olsun. (C*) kiiresel gosterge
egrisinin yay uzunlugu S ile gosterilirse,

W spacelike ise; Tanim 2.1.13 ve (4.67) denkleminden,

s*:]£ szjc*)ds,
¢ of ds 0
k ”
ICILSN %)
e =l E o s (4.69)

(4.70)

S
o=

C
0

bulunur.
Sonuc 4.5.2: (Mz, Ml) L. tipten involiit-evoliit egri ¢ifti olsun. Eger M, egrisi bir helis
ise (4.67) ve (4.68) denklemlerinden
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*

C =%C
esitligi yazilabilir. Bu durumda (C) ve (C*) 1n geodezik egrilikleri arsinda
ke :kc* ve Yo =Y

bagintilar1 vardir.

4.6. IL? Lorentz Uzayinda IL. tipten involiit-Evoliit Egri Ciftleri
Tamm 4.6.1: M, bir spacelike egri iken M, bir timelike egri olsun. Buna gore M,
egrisinin Frenet vektor alanlari; T ve B spacelike vektor alanlari, N timelike vektor
alanidir. M, egrisinin Frenet vektor alanlari; T" timelike vektor alani, N* veB”

spacelike vektor alanlaridir.

Bu durumda
o(T,T)=+1 g1, 17)=-1
o(N,N)=—-1 ve o(N* N)=+1 4.71)
¢(B,B)=+1 o(B",B)=+1

dir. Bu halde (M,, M, ) ikilisine IL tipten involiit-evoliit egri cifti ad1 verilecektir.
Teorem 4.6.1: M,,M, c I’ egrileri, sirasiyla, (I, oc) ve (I,B) koordinat komsuluklar1
ile verilsin. M, ve M, egrilerinin afs)e M, ve B(s)e M, noktalarindaki Frenet 3-
ayaklilar, sirasiyla, {T, N,B}, {T*,N*,B*} ve M, in egriligi k¥ ve M, nin egriligi K
olmak iizere, (Mz, M l) IL. tipten involiit-evoliit egri cifti ise

2 2
? = BT (Biikeii ve Karacan, 2007).
.

Teorem 4.6.2: M, .M, I’ egrileri, sirasiyla, (I,ot) ve (I,B) koordinat komsuluklari
ile verilsin. M, ve M, egrilerinin a(s)e M, ve B(s)e M, noktalarindaki Frenet 3-
ayaklilari, sirasiyla, {T,N,B} ve {T*,N*,B*} ve M, in burulmast T ve M, nin
burulmas1 T~ olmak iizere, (Mz,Ml) IL. tipten involiit-evoliit egri ¢ifti ise

. _ KT—xT
e —sficle® + 1)

T (Biikcii ve Karacan, 2007).

Teorem 4.6.3: M,,M, 155 egrileri, sirasiyla, (I, (x) ve (I,B) koordinat komsuluklar1

ile verilsin. M, ve M, egrilerinin as)e M, ve B(s)e M, noktalarindaki Frenet 3-
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ayaklilari, sirasiyla, {T,N,B} ve {T*,N*,B*} olsun. M, egrisinin B binormal vektorii
ile W Darboux vektérii arasindaki Lorentzian spacelike a¢1 0 olmak iizere (M,,M, ) II.

tipten involiit-evoliit egri ¢iftinin Frenet ¢atilar1 arasinda

*

T 0 1 o T
N |=|- cos® 0 —sin®|N 4.72)
B —sin® 0 cosO | B

bagintis1 vardir.

II. tip icin Spes Sy es Spr YAy uzunluklari:

S

S Zj”W”ds ,
0
s , S

S =I (cos®T +sinOB) |ds =J“f 0’ —||W||2 ds,
0 0

S ’
S =J(;H(—sin9T+coseB)

S
ds = [|67]ds
0

olarak bulunur.

ILtip icin IL’ e gore geodezik egrilikler:

_ _ 1 ) 2
kT*—‘DtT*tT* _M,/e - W1,
2 ’2
k *=‘Dt o= L 2 G’G—M +kL,
N NN Wk kn ) k'
2
P~ {2
bulunur.
ILtip i¢in Sl2 veya Hé a gore geodezik egrilikler:
— e’
YT* = DtT*tT* :”W’
! [W] LK
_Ix _ 2 IV _a _ Ky
T =Pty _”W”kN ° —i{kN +(“W”kN 96)} Ky ’
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[#]

YB* = HDtN* tN*
olarak bulunur.

Teorem 4.6.4: (M,,M,) IL tipten involiit-evoliit egri ¢ifti olsun. M, ve M, egrilerinin

Darboux vektorleri, sirasiyla, W ve W' olmak iizere, W ile W arasinda

1

" e

(—ON+W) 4.73)

bagintis1 vardir.

Teorem 4.6.5: (M,,M,) IL tipten involiit-evoliit egri ¢ifti olsun. M, ve M, egrilerinin

W ve W' Darboux vektorleri yoniindeki birim vektorleri, sirasiyla, C ve C" olmak

. . *
tizere, C ile C arasinda

C'= ki C-oN (4.74)

N

bagintis1 vardir.

*

Sonuc¢ 4.6.1: (MZ,MI) II. tipten involiit-evoliit egri cifti olsun. (C ) kiiresel gosterge

egrisinin yay uzunlugu S ile gosterilirse,

. 7 \2 , 2
s *=j Ky + 26 —o’?|ds 4.75)
C k 2 k
0 N N

dir.

Sonuc 4.6.2: (Mz, Ml) II. tipten involiit-evoliit egri ¢ifti olsun. Eger M, egrisi bir helis
ise (4.74) denkleminden

C" =%C

elde edilir. Bu durumda (C) ile (C*) 1n geodezik egrilikleri arsinda

ke =k . ve Yo =7

bagintilar1 vardir.



56

4.7. IL? Lorentz Uzayinda IIL. tipten involiit-Evoliit Egri Ciftleri
Tamm 4.7.1: M, bir spacelike egri iken M, de bir spacelike egri olsun. Buna gore M,
egrisinin Frenet vektor alanlari; T ve N spacelike vektor alanlari, B timelike vektor

alamidir. M, egrisinin Frenet vektor alanlari;
a) T veB’ spacelike vektor alanlart, N" timelike vektor alamdir.

b) T veN’ spacelike vektor alani, B” timelike vektor alanidir.

Bu durumda
(T, T)=+1 oT*. T )=+1
o(N,N)=+1 ve (N N)=7F1=¢, 4.76)
g(B.B)=-1 o(B*,B")=T1=¢,

dir. Bu halde (M,, M, ) ikilisine IIL tipten involiit-evoliit egri cifti ad1 verilecektir.
Teorem 4.7.1: M,,M, c 15} egrileri, sirasiyla, (I, oc) ve (I,B) koordinat komsuluklar1
ile verilsin. M, ve M, egrilerinin afs)e M, ve B(s)e M, noktalarindaki Frenet 3-
ayaklilar, sirasiyla, {T, N,B} ve {T*,N*,B*} ve M, in egriligi k ve M, nin egriligi
K olmak iizere (Mz,Ml) III. tipten involiit-evoliit egri cifti ise

2 80(K2 —12)
(c—s)*«?

dir.
Teorem 4.7.2: M,,M, c 105 egrileri, sirasiyla, (I,oc) ve (I,B) koordinat komsuluklari

ile verilsin. M, ve M, egrilerinin a(s)e M, ve B(s)e M, noktalarindaki Frenet 3-
ayaklilari, sirasiyla, {T,N,B}, {T*,N*,B*} ve M, in burulmas: T ve M, nin burulmasi
T  olmak iizere (Mz, Ml) bir III. tipten involiit-evoliit egri cifti ise

/’ /
* KT — KT

B lc—sjkit® -«

dir.
Teorem 4.7.3: M,,M, I’ egrileri, sirasiyla, (I, (x) ve (I,B) koordinat komsuluklar1

ile verilsin. M, ve M, egrilerinin a(s)e M, ve B(s)e M, noktalarindaki Frenet 3-

ayaklilar, sirasiyla, {T,N,B} ve {T*,N*,B*} olsun. M, egrisinin B binormal vektorii
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ile W Darboux vektorii arasindaki Lorentzian timelike ac1 8 olmak iizere (M,,M,) IIL.

tipten involiit-evoliit egri ¢iftinin Frenet ¢atilar1 arasinda

W spacelike ise;

*

T 0 1 0 T
N*|=| sinh® 0 —cosh®|N], (4.77)
B” —cosh® 0 sinh6 | B

W timelike ise;

*

T 0 1 o T
N*|=|-cosh® 0O sinh6|N (4.78)
B’ —sinh® 0 cosh®| B

bagintilar1 vardir.

N

ORNEK 4.2: o, (6) = (7 cosh 6, - sinh 6, gj birim hizli spacelike egrisinin involiitii
timelike veya spacelike olmalidir. o, egrisinin involiitii
B, (0)= (? [cosh 0+ (c—6)sinh 9],% [sinh 0+ (c—0)cosh 9], %} ce IRdir ve B,

egrisi bir spacelike egridir. Yine 6zel olarak c=2 alinarak, Oe [0, n] araliginda (Bz, 0(2)

involiit-evoliit egri cifti icin Mapple 11 programi yardimi ile asagidaki cizimi

e

2.0+

gerceklestirebiliriz.

15

10
05

] ]

] I~ —=- 00

] < Dz 5
- 10 E'E |

ma 75 50 25 00 L

Sekil 4.2

(B,,0,) involiit-evoliit egri ¢ifti
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IL.tip tip i¢in S s Sxs Spx YAy uzunluklari:

W spacelike ise;

S
S x = j”W”ds ,
0

S , S
S =£ (sinh® T —coshOB) ds:.([,/e'2+||W||2ds,
S , s
S .([H( cosh® T +sinh®B) |ds .([9 ds
olur.
Eger W timelike ise;

S
S x = I”W”ds s
0

S , S
S =jH(—cosheT+sinheB) ds=| ‘—9'2+||W||2 ds,
0 0
S , S
S :J' (—sinh®T +cosh 6 B) ds:J.G' ds
0 0

seklinde bulunur.

ILtip icin I’ e gore geodezik egrilikler:

W spacelike ise;

k=Dt = o2 w]
T T W
k =Dt |l= I 6’2—(6’0+Mj +kN4
NN Wk ky ky
2
k . =|D, .t «||= 1+(MJ
B* tB* B* e/

olarak elde edilir.
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Eger W timelike ise;
_ _1 Corarwl
N il
k .=|D, ,t. 1 —o? - G’G—M +kN4
N NN Wk ky ky
2
B B B e

olarak bulunur.

II.tip icin Sl2 veya H(z) a gore geodezik egrilikler:

W spacelike ise;
_ o
YT* = DtT* tT* :M’
= I [W] TR
—_p _ 22 (10 ’ N
Vo = [Pegrtye] = Wi c {kN + ([ W]k +90)} +kN4 :
R
YB* tB*tB* e,
oldugu goriiliir.
Eger W timelike ise;
_ o
YT* = DtN*tN* :M,
[W] TR
Y . =Dt f= L o724 Sl Wk +6°0) |+
N NN Wk ky ky'
5. . |=I™
YB* tB*tB* e,

sonuglart elde edilir.
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Teorem 4.7.4: (M,,M,) IIL tipten involiit-evoliit egri ¢ifti olsun. M, ve M,

egrilerinin Darboux vektorleri, sirasiyla, W ve W' olmak iizere, W ile W arasinda
W spacelike ise;

)W = L (ON-W), 4.79)
[Ajx

W timelike ise;

i) W' = 1 (O'N+W) (4.80)
[Ax

bagintilar1 vardir.

Teorem 4.7.5: (M,,M,) IIL tipten involiit-evoliit egri ¢ifti olsun. M, ve M,
egrilerinin W ve W' Darboux vektdrleri yoniindeki birim vektérleri, sirasiyla, C ve C”
olmak iizere, C ile C" arasinda

W spacelike ise;

i) C" = —kic +oN (4.81)

N

W timelike ise;

i) C° =klc+ oN (4.82)

N

bagintilar1 vardir.
Sonuc¢ 4.7.1: (MZ,MI) II1. tipten involiit-evoliit egri ¢ifti olsun. (C*) kiiresel gosterge
egrisinin yay uzunlugu S ile gosterilirse,

W spacelike ise;

. 7 \2 N2
s = | B[22 s, (4.83)
<ol ky ky
W timelike ise;
7 N\2
t o | ky
S . = .[ 19 —{—2] ds (4.84)
c k
0 N
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Sonu¢ 4.7.2: (MZ,MI) III. tipten involiit-evoliit egri ¢ifti olsun. Eger M, egrisi bir
helis ise (4.81) ve (4.82) denklemlerinden

C =7%C

elde edilir. Bu durumda (C) ile (C*) 1n geodezik egrilikleri arasinda

ke =k« ve Yo =7

bagintilar1 vardir.
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5. TARTISMA

Bir M, egrisi ve onun involiiti olan M, egrisi ele alindiginda (M,,M,)
involiit-evoliit egri ¢iftinden bahsedilebilir.

Bir timelike veya spacelike egrinin involiitii i¢in li¢ durum s6zkonusu olacaktir.
Birinci olarak bir timelike egrinin involiitii bir spacelike egri, ikinci olarak spacelike
binormalli bir spacelike egrinin involiitii bir timelike egri ve son olarak da timelike
binormalli bir spacelike egrinin involiitii de timelike veya spacelike binormalli bir
spacelike egri olmalidir. Bu ii¢ durumdan ilki igin (M,,M,) involiit-evoliit egri gifti I
tip olarak adlandirildi. Egri ciftinin afs)e M, ve B(s)e M, noktalar1 arasindaki
uzakligin sabit oldugu, Frenet catilari, egrilik ve burulmalari, Darboux vektorleri ve
Darboux vektorii yoniindeki birim vektorleri arasindaki bagitilar Zonguldak Karaelmas
Universitesinde gerceklestirilen IV. Ulusal Geometri Sempozyumunda bir bildiri olarak
sunulmustur (Bilici ve Caligkan, 2006). Yapilan literatiir arasgtirmasinda II. tip olarak
adlandirdigimiz (M,,M,) involiit-evoliit egri ¢ifti icin ofs)e M, ve B(s)e M,
noktalar1 arasindaki uzaklhifin sabit oldugu, egrilikleri arasindaki iliskiler ve M,
egrisinin egrilik ve burulmasina baglh olarak Frenet catilar1 arasindaki bagintilar ifade
edilmistir (Biikci ve Karacan, 2007). Bu calismada iiclincii durum i¢in de benzer
hesaplamalar yapilmis ancak ii¢ durum icinde Frenet catilar1 arasindaki bagintilar, M,

egrisinin B binormal vektorii ve W Darboux vektorii arasindaki Lorentzian timelike
(spacelike) a¢1 © olmak {iizere, agisal olarak ifade edildi. Bu acisal bagintilar, kiiresel
gostergelerin tanimlanmasiyla beraber egri c¢ifti ile ilgili hesaplamalarin yapilmasinda
ve bazi 6nemli sonuglara ulagilmasinda biiyiik kolayliklar sagladi. Ayrica ii¢ durum icin
de egri ciftlerine karsilik gelen Darboux vektorleri ve sabit pol egrileri arasindaki

bagintilara yer verildi.
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6. SONUC VE ONERILER

Bu calismadan ¢ikan sonuglara Bulgular boliimiinde yer veridi. ilk énce Lorentz
uzayinda (MZ’MI) involiit-evoliit egri ¢iftinin Frenet ¢atilar arasindaki bagintilar, M,
egrisinin B binormal vektorii ile W Darboux vektorii arasindaki Lorentzian timelike
(spacelike) a¢c1 0 olmak iizere, farkli bir yaklasimla hesaplandi ve egri ciftine ait bazi
bagintilar elde edildi.

Ikinci olarak catilar arasindaki bu bagintilar yardimu ile egri ciftine ait geodezik
egrilikler karsilastirilmis ve involiit egrisi i¢in tanimlanan kiiresel gosterge egrilerinin
geodezik egrilikleri ile ilgili baz1 orjinal sonuglar ifade edildi.

Benzer calismalar, Frenet catilar1 arasinda belli bir baginti bulunan egri ¢iftleri

icin farkli uzaylarda da yapilabilir.
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