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IKI PARAMETRELI VLASOV ZEMININE OTURAN HOMOJEN iZOTROP
PLAKLARIN KARISIK SONLU ELEMANLAR METODU ILE ANALIZ]

OZET

Bu ¢aligmada Kirchhoff palk elemam ile iki parametreli sonlu zemin eleman
formiilasyonu kullamlarak, Vlasov zemin modeli igin bir algoritma olusturulmustur.
Plak ve zemin bolgelen igin dort diiglim noktali elemanlar kullamlmistir. Dértgen
plak elemanlarda her bir diigiim noktasinda bir ¢6kme, iki egilme momenti ve bir
burulma momenti olmak tizere 16 serbestlik derecesi. zemin elemanlarda ise her
diiglim noktasinda sadece ¢okme olmak lizere 4 serbestlik derecesi tanimlanmstir.

Alt1 boliimden olusan bu ¢alismamn ilk boliimiinde elastik zemin iizerine oturan
homojen izotrop plaklar hakkinda kisa bilgiler verilmistir. Cesitli zemin modelleri
tanitilmig ve zemin ile plak arasindaki etkilesimi en gercek¢i olarak ifade eden
Vlasov zemini hakkinda 6n bilgi verilmistir.

Ikinci bolimde analizi yapilacak olan Kirchhoff plaki hakkinda agiklamalar
yapilmistir. Izotrop ve homojen malzeme 6zelliklerine gére Kirchhoff plak
elemanlar igin biinye bagintilar kullamlarak alan denklemleri agik halde yazilmistir.

Uglincii bélimde elastik zemin igin tamimlamar yapilmustir. Zemin ortanmi biinye
bagintilarinda, Vlasov zemini &zellikleri kullamilarak zemin karakteristik
parametreleri, zemin yataklanma ve zemin kayma  parametreleri ifadeleri
olusturulmas: agiklanmistir. Elde edilen ifadelerde, zemin parametrelerinin zemin
derinligi, zemin elastisite modiilii ve yiikleme durumuna bagimli oldugu gériiliir.
Zemin elastisite modiili'niin derinlik boyunca bir fonksiyon olarak tanimlanmasi
halleri i¢in zemin parametreleri ifadeleri yeniden olusturulmustur. zemin elastisite
modiiliintin sabit ve dogrusaldegismesi hallerindeki zemin parametreleri ifadeleri
literatiirde bulunmaktadir. Bu ¢aligmada elastisite modiiliinin kuadratik degismesi
hali incelenmis ve zemin parametreleri gelistirilmistir.

Dérdiincii béliimde plak ve zemin sonlu elemanlar igin sonlu eleman formiilasyonlar
varyasyonel islemler yapilarak hesaplanmistir. Homojen izotrop plak sonlu
elemanlarin, bilineer sekil fonksiyonlar1 kullanilarak olusturulmustur.

Besinci boliimde ise, olusturulan algoritmaya dayali bilgisayar programi kullanilarak.
_literatiirde var olan g¢esitli mihendislik problemleri ¢6ziilmiis ve sonuglar
kargilastirilmistir. Ayrica kullanilan eleman ag1 i¢in bir de vakinsaklik ¢ahismasi
yapilmstir. : :

Calisma sonucunda varilan sonuglar son béliimde ele alinmigtir.



ANALYSIS OF HOMOGEN ISOTHROPIC PLATES RESTING ON TWO
PARAMETER ELASTIC VLASOV FOUNDATION BY USING MIXED
FINITE ELEMENT METHOD

SUMMARY

In this study, an algorithm was developed for Vlasov soil model by using Kirchhoff
plate and two-parameter soil finite element formulation. Four nodes finite elements
were used for plate and soil domains. Quadrangle plate element has 16 degree of
freedom, which is one vertical displacement, two bending moments and one torsion
moment at each node. But, quadrangle soil element has 4 degree of freedom, which
is single vertical deflection at each node.

In the first of this six chapters study, it is briefly explained the studies about the
plates resting on elastic foundations. Some soil models are introduced and Vlasov
soil model that is describing the interaction between soil and plate more realistically
is told.

In the second part, the Kirchhoff plate that is to be analyzed is explained. Domain
equations for the Kirchhoff plate are written in open form by using structure
equations.

The elastic foundation is defined in the third chapter. The soil bedding and shear
parameters are formed for the Vlasov soil model based on the structure equations. It
is shown that the soil parameters are dependent to the soil stratum depth. soil
modulus of elasticity, Poisson ratio of the soil and the loading on plate. The soil
parameters are reformed in case of the soil modulus of elasticity is defined as a
function varying through the depth of the soil. Constant and linear varying soil
modulus of elasticity functions are available in the literature. Here in this study.
Quadratic varying soil modulus of elasticity is examined and the soil parameters are
developed by this examination.

The formulations for the soil and plate finite elements are obtained by using variation
operators in the fourth chapter. The homogen isotropic plate elements are formed by
using bilinear shape functions.

In the fifth chapter, the computer program based on the algorithm developed in the
study is used to solve some engineering problems available in the literature and the
results are compared. As well, a convergence study is done for the element mesh

used in the problems.

The conclusions of the study are provided in the last chaptet.
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1. GIRIS

1.1 PLAKLARDA ANALITIK VE SAYISAL CALISMALAR

Yiizeysel tasiyic: sistemler, dis etkiler altinda, gekil degistirerek denge konumuna
gelirler. Bu sistemi ¢odzebilmek i¢in, onun konumunu belirleyen yer degistirme
bilesenleri serbest degiskenlere bagh stirekli fonksiyonlarla ifade edilirler. Yer
degistirme alanim ifade eden bu fonksiyonlarin bulunmasi, genel olarak. stirekli
ortamda diferansiyel denge denklemlerinin integre edilmesi ve integral sabitlerinin

siur sartlarini saglayacak bigimde bulunmasini gerektirir.

Analitik yontemlerle plaklar belli geometrik ve siir kosullar altinda incelenmistir
(Timoshenko-Krieger 1982). karisik geometriler ile simr kosullart s6z konusu
oldugunda bu yontemler verini sayisal ydntemlere birakmaktadir. Bu véntemler
icinde en yaygin kullanima Sonlu Eleman Yéntemi ulasmistir. Yalniz hemen sunun
altim ¢izmekte yarar vardir ki, sayisal coziimlerdeki genisleme de tamamen
bilgisayar teknolojilerindeki geligme ile dogru orantilidir. 1960lardan baglayan stireg
kendisini 21. ylizyilin bagina giderek artan bir heyecanla tagumistir. Sonlu elemanlar
aslinda bir {iriindiir, baslangici degisim prensiplerine dayanir (Washizu. 1968). Kat
cisimler mekaniginde degisim prensiplerinin elemanlar arasi1 siireklilik kosullarinm
gevsetilmesi ile sonlu elemanlar formiile edilebilir. Boylece ylizeysel tasiyic siirekli
sistemleri, serbestlik sayist sonlu sayida olan ayrik alt bolgelere donistiirtildiikten
sonra uygun bir bigimde bir denklem takimina varilmakta ve buradan da bilinmeyen.

serbestlikler ¢6zﬁlmektedir. Iste bu alt bélgelere de sonlu eleman denilmektedir.

Sonlu eleman ydntemleri. uygulanan degisik varyasyon ilkelerine bagl olarak
baslica 1) Yer degistirme tlirli elemanlar, 2) Kangik Elemanlar, diye
gruplandirilabilinir. Bunlardan birincisi 1960lardan itibaren en yaygin olarak
kullanilanidir. Ikincisi ise 197013 yillardan baslayarak hizli bir gelisim g&stermistir.
Karisik sonlu eleman formiilasyonunda ise kullamilan varyasyon ilkelerine bagh

olmak iizere en yaygin ii¢ ydntemden bahsedebiliriz.



Bunlar;

1) Hellinger-Reissner,

2) Hu-Washizu,

3) Gateaux diferansiyelidir (Ak6z ve dig. 1991).

Sonlu eleman modellemesinde karisik sonlu elemanlarin. yer degistirmelerin yvam
sira kuvvet ve moment tiiri biiyiikliikleri de eleman bilinmeveni olarak
kullanabilmesi, yer degistirme tiirii elemanlarin ciddi sorunlarindan biri olan
kiiitlenmeye (locking effect) karsi korunumlu olmasi son yillardaki tercih
sebeplerinin baglicasini olusturur. Ayrica karigik sonlu elemanlarda eleman en/boy

oran (aspect ratio) da bir sorun olugturmamaktadir (Omurtag ve Akdz, 1992).

Sonlu eleman ¢6ziimlerde kullanilan teoriler, segilen alan denklemi kabullerine bagh
olarak degisiklikler gosterir. Bunlar;

1). Ince yiizeysel tagtyicilar igin (Kirchhoff-Love hipotezi) Altman ve Neto (1998),
Altman ve Venanci-Filho (1974). Omurtag ve dig (1997).

2). Nispeten kalin yiizeysel tastyicilar i¢in (Mindlin-Reissner hipotezi) Reissner
(1945). Mindilin (1951). Singh ve Sadasiva (1988). Dawe ve Routaeil (1982).
Omurtag ve Akéz (1993),

3). Kalin ylizeysel tasiyicilar igin yiiksek mertebe kayma teorisi Basar ve Omurtag

(2000), diye siniflandinlabilir.

Sayisal ¢oziim metotlar1 icefsinde, genellii ve bilgisayar programciligina olan
yatkinlig1 ile 6n plana ¢ikan sonlu elemanlar yontemiyle yapilmis pek ¢ok sayidaki
calisma icinde Ornegin Altman ve Neto (1989), Altman ve Venanci-Filho (1974),
Lou Ji-Wei (1982), Martins ve Owen (1977). Singh ve Sadasiva (1988). Tabarrok ve
dig. (1974), Willer (1981) cien bahsedilebilir. Bunun yani sira sonlu farklar, sonlu
serit metodu ile Azizian ve Dawe (1983). Bepson ve Hinton (1976), Dawe ve
Roufaeil (1982), Rayleight-Ritz metodu Dawe ve Roufaeil (1.982). Mizusawa(1980).
seri ¢6ziimleri ile Tong Liyong ve dig. (1992) ve son olarak tagima matrisi ile de
yapilan c¢aligmalar vardir. Gateaux diferansiyeline dayali kangsik sonlu eleman
formiilasyonu bakimindan silindirik kabuklarda Omurtag ve Akoz (1995). plaklarda
Ozcelikors ve dig.(1997) ve Omurtag-Kadioglu (1998) sayilabilir.

[BS]



Yer degistirme tiirli elemanlarn aralarinda ayrica “sade” Martines ve Owen (1977),
Eller (1990) ve “rafine” Tabarrok ve dig. (1974), Withum(1966). Argyris ve dig.
(1968), Cowper ve dig. (1969), Bultin ve Frod (1968) diye ayirimlara gidilmesinin
altinda yatan bir bagka gercek de daha az sayida eleman ile daha hassas sonuglara

ulagma istegidir.

Gergi “Bilinmeyen sayisinda da bir tasarrufa gidilebiliyor mu?” cevaplanmas:
gereken ayr1 bir sorudur. Milhendislik uygulamalarinda hesabi istenen kuvvet ve
moment biiytikliiklerin, deplasman tiirii elemanlarda bir geri yerlestirme sonucu yer
degistirmelerden tiiretiliyor olmasi, sonuglarin hassasiyeti {izerinde etkili olmaktadir.
Halbuki, karigik sonlu eleman formiilasyonunda yer degistirmelerin yam sira
kuvvetier ve momentler de elemanin bilinmeyenleri olmakta ve dogrudan
hesaplanabilmektedir. Boylece karisik sonlu eleman modellemesi ile kuvvet ve

moment tiirii biiyiikliiklerin daha hassas bulunmasi miimkiin olabilmektedir.

Ince yiizeysel tasiyicilar igin gegerli olan Kirchhoff-Love hipotezi ile karisik sonlu
eleman modellemesinde ncii caligmalar Herrmann (1965a.b). Prager (1968) izotrop
plaklarin statik analizini kapsamaktadir. Mindlin-Reissner teorisi ile nispeten kalin
izotrop/ortotrop plaklarin kansik sonlu eleman modellemesi i¢in Luo Ji-Wei (1982).
Reddy (1993) den bahsedilebilir. Yalmz bu galigmalar kapsaminda gelistirilmis
elemanlarin  hepsinde Hellinger-Reissner prensibi kullanilmisur. Bu ¢alismada
fonksiyonelin gelistirilmesi agsamasinda Gateaux diferansiyelinden yararlamlmisgtr.
Kullanilan yontemin. klasik varyasyon ilkeleri Hellinger-Reissner ve Hu-Washizu

dan farkliliklar ya da istiinliikleri Omurtag ve Akoz (1994) de bulunabilir.

Zemin yap: etkilesimi, miihendislik problemlerinde her zaman giincelligini koruyvan
"ilging problemlerin baginda yer almaktadir. Literatiirde analitik yontemlerin yani sira
cesitli sayisal ¢oziim arayislarina da rastlanmaktadir. Burada amag. sayisal ¢6ziim
tekniklerine U)./arlanabilen,. bilgisayar maliyeti diigik ve olabildigince ger¢ekei
sonuglar veren yontemlerin ortaya ¢ikarilmasidir. En basit mekanik zemin modeli
Winkler (1867) tarafindan Onerilmistir. Burada p zemin basinci ile w ¢okmesi
arasindaki dogrusal iligki p(x,y) = kw(x, y) bi¢iminde tammlanmis olup yataklanma
katsayis1 denilen k ile tastyici elemanm altindaki elastik zemin bir gesit yay gibi
uyarlanmaktadir (Bakiniz Sekil 1.1). Burada kullamlan tek zemin parametresi & dur.
Sekil 1.1 de gorildagt gibi diizgiin yayih yiikleme altinda Winkler zemin modeli

siirekli ortam gerektigi gibi tanimlamakta yetersiz kalmaktadir.

LFS]
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Sekil 1.1 Winkler Tipi Zemin Modeli

Gergekte yapi ile zemin arasindaki etkilesim Sekil 1.2 de ¢izildigi gibi olmahidir.

Sekil 1.2 Zemin Ve Yap1 Arasindaki Gergek Etkilesim

Bu sayede zeminin yar1 sonsuz elastik ortam oldugunu disiinerek yapilan matematik
formiilasvonlar beraberinde bazen islem kalabalikligim da getirebilmektedir. Bu
sorunu agmak icin iki parametreli zemin modelleri gelistirilmis, 6rnegin Filonenko-
Borodich (1940) yay elemanlarimin tepe noktalarinda, aralarinda belli oranda
etkilesimi saglamak {izere, sabit ¢ekme kuvveti T yi tasiyan bir elastik membran

dnermistir (Bakiniz Sekil 1.3).

Membran ¢ekme
eleman

s
95553

Sekil 1.3 Filonenko-Borodich Zemin Modeli

Bu diisiince ile diisey dogrultuda denge kosulu, ¢okme ve basing iliskisi
p =kw—TV*yw bi¢iminde yazilir. Bir bagka iki parametreli elastik zemin modeli de
Pasternak (1954) tarafindan onerilmisti. O da yay elemanlar1 arasinda kayma

etkilesiminin oldugu kabuliine dayanmaktadir (Bakiniz Sekil 1.4).
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Sekil 1.4 Zeminde Kayma Elemanlarinin Gosterimi

Eger bu kayma tabakasi ihmal edilirse, 6zel bir durum olarak Winkler zemin modeli
elde edilmektedir. Bir baska iki parametreli zemin modeli de Vlasov (1949) ve
Vlasov-Leont'ev (1966) tarafindan Onerilmistir. Vlasov modelinde tanimlanan
tiglincli bir parametre y ile zeminde sikistirilabilen tabaka kalinligr boyvunca gerilme

dagiliminin belli kisitlara gére kontrolii yapilmaktadir (Bakiniz Sekil 1.5).

HO)
"N A2

Sekil 1.5 Plak ve Zemin Bélgesinden Olusan Sistem

Yukarida anlatilanlarin 1siginda goriilmektedir ki; ylizeysel tasiyicilann ¢oztimiinde
iki parametreli zemine ait elastik yataklanma ve kayma parametresi bir veri olarak
kabul edilebildigi gibi (Pasternak 1954), daha gergek¢i ¢oziimlere ulasabilmek igin
bu degerlerin zemin karakteristikleri cinsinden aranmas! yoluna da gidilebilibir

(Vlasov 1949). Bu amagla yapilan ¢alismalarin bir kisminda sekil fonksiyonlan 3



derece polinom kabul edilmis Karamanlidis ve Prakash (1988). bir kisminda ise kiris
diferansiyel denkleminin tam ¢oziimiinden sekil fonksiyonlar1 elde edilmistir,
Razaqpur (1986). Razaqpur ve Shah (1991) ., Ting ve Mockry (1984). Zhaohua ve
Cook (1983). Baz1 caligmalarda ise zemine ait parametrelerin ¢esitli yontemlerle
hesab1 yoluna gidilmistir. Bunlardan Nogami ve O’Neil (1985) de ¢8kmelerin zemin
derinlii boyunca belirli sayida dagilim fonksiyonun agirlikli siiperpozisyonu
seklinde 6ngdrmiislerdir. Bu calismada zemin ¢okme yiizeyinin siiperpozisyonla
bulunmas: gerekmektedir. Nogami ve Lam (1987) de sikisabilir zemin bolgesi belirli
sayida kayma kirisi gibi ¢aligan tabakaya ayrilip her tabaka deplasmaninin derinlikle
lineer degistigi kabul edilerek zemin elastik karakteristiklerinden zemin yataklanma
ve kayma parametrelerine gecilmigtir. Vallabhan-Das (1988) ardisik yaklasim

yontemiyle ¢cokme parametresini sayisal olarak elde edecek bir yéntem dnermisler ve

cubuklara uygulamislardir.

Bu metotta varyasyonel hesap esaslari kullanilarak zemine ait karakteristik
biiyiikliikler yani yataklanma ve kayma parametreleri: zeminin Elastisite modiilii.
Poisson orani. sikigabilen tabaka kalinligi ve yiikleme sckline bagh olarak
hesaplanabilmektedir. Vallabhan- Das (1991) daha once gelistirdikleri modeli
(Vallabhan-Das.1988) zemin karakteristiklerinin derinlik zemin boyunca lineer

degismesi hali i¢in genellemiglerdir.

Daha sonra Vallabhan ve dig. (1991) de Vallabhan-Das (1988) deki ¢alismalarini iki
boyutlu temel sistemleri i¢in genisletmislerdir. Jones ve Xenophontos (1977) da

zemin yataklanma ve kayma parametrelerini zemin ylizey parametresi (y) yva bagh

olarak ifade etmisler ve tersine zemin ylizey parametresinin ise ¢6kme ylizeyine bagh
oldugunu gostermislerdir. Celik (1998) ve Celik-Saygun (1999) bu ¢dziim tarzini ver

degistirme tilirii Kirchhoff plak elemanlarina uyarlamislardir.

Bu ¢aligmanin ama.c1, Omurtag ve dig. (1997) de gelistirilmis olan Kirchhott plak
kanisik sonlu elemam ile iki parametreli zemin sonlu eleman formiilasyonu (Celik-
Saygun,1999) Omurtag ve dig..1997) kullanilarak, Vlasov zemin modelinin.
Vallabhan-Das (1988) da onerilen algoritma ile birlestirilmesidir. Plak karisik sonlu
eleman dort diiglim noktal olup her bir digiim noktasinda bir ¢okme, iki egilme
momenti ve bir burulma momenti bilinmeyenleridir. Zemin sonlu elemanlari. plak
sonlu elemanlarindan ayn olarak gelistirilmis olup tek serbestlik derecelidir. Bovlece

plak kendisinden daha genis bir zemin bolgesi igine yerlestirilebilmektedir.



Elemanlar doértgen olup 2x2 Gauss semalann yardimiyla sayisal iterasyonla elde
edilmigtir. Sonuglar literatiirde mevcut ¢alismalar ile karsilagtirtlnug ve miihendislik

uygulamalan bakimindan tatmin edici bir yakinsaklik saglanmistir.



2. KIRCHHOFF PLAK TEORIiSi

2.1 GIRiS

Plaklar, kalinliklar1 diger iki boyutu yaninda kigiik, kalinhigimin orta noktalarinin
geometrik yeri diizlem ve tagidigi yiikler bu diizleme dik olan diizlemsel tasivici
elemanlardir. Bu durumda plak ortalama yiizeyi, plak kalnliginin orta noktalarinin

geometrik yeri olarak tanimlanir.

Baslica plak teorileri;

1). Reissner plag: : Kayma sekil degistirmeleri sabit bir deger olarak hesaba katilir ve
nispeten kalin plaklar i¢in uygundur.

2). Karmén plag : Ince plak teorisidir ve ¢6kmeler plak kalinligina gore bir mertebe
biiytiktir.

3). Kirchhoff plag: : Ince plak teorisi olup, kayma sekil degistirmeleri ihmal edilir.

Cokmeler kalinlik boyutu mertebesini asmaz.

Bu ¢alismada Kirchhoff plag: incelenecektir. Diger plak teorilerinden burada sadece
bahsedilmistir. Ama istenirse genis aciklama Timoshenko-Krieger (1982)de -

bulunabilir.

Ince plak teorisinde alan denklemleri i¢in yapilan kabuller:

1) Malzeme dogrusal elastiktir,

2) Baslangigta, orta diizleme dik ve diizlem olan kesitler efilmeden sonra da
ortalama yiizeye dik ve diizlem kalirlar ki bu kabul, ¢ubuk teorisinde Bernoulli-
Navier hipotezine kars: gelir,

3) Biinye bagintilarinda Hooke yasalar1 gegeflidir,

4) Kalinbk dogrultusunda kayma sekil degistirmeleri ihmal edilmistir yani plak
ortalama  ylizeyine dik dogrultuda normal gerilmeler ihmal edilebilecek
mertebede kiigiiktiir.(Timoshenko ve Krieger, 1982).

5) Plak kalinhgi yaminda kiicilk olan yer de@istirmelerin, denge denklemi ve
geometrik uygunluk sartlarim da ikinci mertebe etkileri ihmal edilebilir. Bovlece

stiperpozisyon kurali da gegerlidir.



2.2 BUNYE BAGINTILARI
Ug boyutlu elastisite teorisinde dogrusal kinematik bagmnt,

g, =3, +u,) (=123 j=123) (2.1)

bigiminde yazilir. Yukaridaki denklemi (2.1) boliimiinde anlatilan Kirchhoff-Love

teorisi kapsaminda kullanilacak birim sekil degistirmeler i¢in agik yapida yazarsak.

& &y Uy
€, =9 €p (=1En (=9 Uy (2.2)
2e, Y2 U, +isy,

elde edilir. Plak ortamindaki bir P noktasimin sekil degistirme sonucu olusacak yeni

konumunu plak ortalama yiizeyine ait u; (i=1.2,3) yer degistirmesi cinsinden.
(@=12) : (2.3)
bigiminde yazmak miimkiindiir (Sekil 2.1).

AU_—{ )
.

Kl—u.al

- 6'%,

Sekll 2.1 Plakta Kayma Sekil Deg1§t11me31mn [hmal Edilmesi Durumunda
Egilmeden Onceki Ve Sonraki Hal

Burada i, =1,(0',0%,0%), u, =u (6',0%), #,=1,(0'.0%) ve x,=u;, dir. Plak
i¢in kinematik bagntida #,=u,—zu, .. Wy=t,~zu; . Hy=u;. x =0', y =6° ve z ="

yerlestirmesi ile,



£ u . —zu

X »X 3.xx
€,=9&, (= Uy, —ZUy (2.5)
Ve Uy, +i,, — 2:113._“
elde edilir.

Bu bagintt u={u,u,u;} ve u,=u, u, =v, u; =w biciminde tammlanmis bir yer

degistirme alani i¢in uygundur. Kinematik operatdr D* yardimivla sekil degistirme

vektoriinii
2 1 T - &,
g, =D u,+zDu;= , (2.6)
< 1’
bigiminde yazabiliriz. Burada u,={y v}’ ve u;= {w} olup. vukaridaki bagintinin
terimleri agik yapida,

— , \r
€,= {u_x v, (u‘.‘. +v, )j

2.7
8_, = {— w.xx = M).J:\' - 2“'..\;\ }T
dur. Hooke vasalarina gére gerilme-sekil degistirme bagintis1 ¢ =Ee nu.
o, E, E, Es|ie&
o, = E, E, Eyiqe, (2.8)
Ty Ey Ey Ey|\Vw
bigiminde yazihir. Homojen izotrop malzeme igin (2.8) deki Elastisite bagintisi,
1 v 0
E= ] E ~lv 1 0 (2.9)
-— V-
0 0 (-v)

olur. Burada E elastisite modiili. G = E/[2(l+v)] kayma modiiliidiir. Simdi (2.5)i

(2.8) de yerlestirirsek
o, I v 0 U, —~2ZW,
o, = n £ siv 1 0 V,—ZIW,, (2.10)
T, I 00 %(1 - v) U, +v, —=2zw

10



bulunur. Daha sonra gerilme bilesenleri plak kalinlif1 boyunca agagida belirtildigi

gibi integre edilirse

1
+h

1n
Ny = |oupdz, My= [o,2d: (a.5=x)) @.11)

Y —1h

kesit yiizeyindeki kuvvetler ve momentler hesaplanmis olunur. Istersek bu kuvvet ve

moment vektdrlerini-

PY (N,

o, =|N|=| N, |=E,e, (2.12)
Q) N,
K hny

o, =|M|=|M, |=Ec€, (2.13)
T) \M

bigiminde de yazmak mimkiindiir. Kuvvetlerin ve momentlerin pozitif’ dogrultular

Sekil (2.2)de goriilmektedir. (2.12) ile (2.13) ifadelerinde E  ile E, . (2.9) dan

E, =hE 2.14)
E, =5I'E -
dir.
uy=w z A z
u=u flAfz
X 1 yoox i
< N

0 K5 M T

Sekil 2.2 Plakta u, o, . o, . f vektorlerinin bilesenlerine ait pozitif dogrultular

11



Homojen izotrop malzemeler igin (2.8) denklemi istenirse €= Co biciminde de

yazilabilir. Burada C kompliyans matrisidir. Istenirse

c[Cn 0 )
=l 0 ¢, (2.15)

bigiminde de yazilabilir.

Bu durumda yukaridaki alt matrisler

1 -v 0 1 —-v 0
1 12
===V 1 0 [C,=—%-v 1 0 (2.16)
Eh : ?
0 0 2(+v) 0 0 20+v)
dir.

2.3 OPERATOR YAPIDA ALAN DENKLEMLERI

Plak igin yer degistirme alam u={u, u,}’ (@=1,2) biciminde tamml

oldugunda. plak alan denklemleri operator yapida

3

- D;lcﬂl - flll = 0

~-Dfc, —f, =0
A o (2.17)

81" _CIIIGIII = 0

g, -C,0,=0

biciminde yazilabilir. Burada D denge operatorii, f =[f, f,] yiikk vektsrii ve plak

icin a=12 yada a =mx, y ve f, =f, dir. Ayrica yukarida denge operatoriinti

D ¢ '
D”=[“ ,} (2.18)
D . »

bigiminde de tanimlamak miimkiindiir ve burada denge operatorii alt matrisleri olan

D, ve Dj terimlerini agik formda yazmak daha tanimlayici olacaktir.

m



D, 0 D, 7
D, =
=~ 0 D, D,

b o b L (2.19)
b, =[n,) () (.0}, D,,][O* N D} (0°Y D

7

dir. Yukandaki ifadelerde D, =&(...)/ax ve D, =d(...)/dy tiirev operatorleridir.

Eger D* kinematik operatoriinii de tammlamak istersek, o da,
D;, =(0;) ve D} = (D) (2.20)
olur. Bu durumda sekil degistirmeler,

e. =Dy

ma

— zDu, (2.21)

bi¢iminde yazilir.

Eger yer degistirme alamim diizlem i¢i yer degistirmeler u, (a =x.3) ihmal

a

edilerek u =u; bigiminde tammlanirsa. o zaman alan denklemleri

~D%c, —f, =0
g, -C,0,=0

biciminde yazilir.(2.17) ifadesinin agik yathm1,u={ua us}"‘, u, ={u v }'

_ T _ T _f [
u, ={w}’, o ={o, o,}.f={g} icin

- P,x - Q,y —gq, = 0

- Qw" - N‘J’ - q.v =0

- K‘.\'x _M._\jl' —2T,xy —q.= 0
u, -5 (P-vN)=0 -

v, -5 (N-wP)=0 } (2.23)
(v, +v, O-22@) =0
—w . u,(K VM) =0
—w,, ~2 (M -vK)=0

—2w, —2(1+v)%(T)=0



dir. (2.22) ifadesinin agtk yazihmu ise u=u,={w}, o=0,={K M T},

f3 = {q:}T igin

_K,xx _M,){): _2]‘1@ —9q.= 0
—w. —B(K—vM)=0

v El;"

—w —2(M-VK)=0

¥ /;‘/;‘

—2w, —2(1+ V)& (T)=0

olur.

14



3. IKi PARAMETRELI ZEMIiN MODELI

U¢ boyutlu uzayda,sikisabilir zemin tabakasi kalmlign H olan elastik bir zemin
ortamu diigiinelim. Bunun stiinde de Sekil (3.1) de goriildiigi gibi = = 0da bir plak
yerlestirilmis olsun. Plagin iistiine de etki eden dis yiik g(x, y) dir.

Sekil 3.1 Zemin Bolgesi

Zemin ortami i¢in bilinye bagintisi.
- { r T A ~
o, = 0,8, +2u¢, : (3.1)

olup burada homojen ve izotrop zemin ortanu igin 4 ve x = Lamé parametreleri
(Timoshenko- Goodier, 1971) ve §,= Kronicker deltasidir. Lamé parametreleri.
elastisite modilii £ ile Poisson oram o cinsinden u=G=E/[2(1+v)].
A = Ev/[(1+0)(1-2v)] bigiminde yazilabilir.

Zemin ortaminda yer degistirmeler W=1u(x,y,z) bigciminde bir fonksiyondur.

Burada w=u(u,,u,,u,) olup u, =u,(x,y,z)dir. Zemin yiizeyinde z=0 i¢in (x. y)



diizleminde zeminin yatay yer degistirmesi, pratik olarak diisey yer degistirmeleri
yaninda ihmal edilebilir. Bu durumda,

u(x,y,z)=0 | (3.2)
u,(x,y,z)=0 | 3.3)
olur ve ayrica diigey yer degistirme de Vlasov-Leont’ev (1966) nin kabuliine gére,

uy(x,y,z) =u5(x, y)§(z) (3.4

biciminde yazilir. Burada wu,;(x,y)=u;(x,»,0) =zemin yiizeyindeki diisey
yerdegistirmeleri tanimlamaktadir ve buna kisaca zemin ¢dkme viizeyi denir. Ayrica

¢(z) i¢in siur sartlan (Bakiniz Sekil 3.1)

#(z=0)=1 }
p(z=H)=0

olmalidir ve ¢(z) ile w;(x.y.z) nin zemin sikisabilir zemin tabaka kalinhig1 i¢indeki

(O$z$ H ) degisimi tammlanmaktadir. ¢(z) incelenen fiziki problemin yapisina

uygun olacak bigimde, deney sonuglarindan da yararlanilarak tespit edilir.

Sekil 3.2 de saglam zemine dogru biri dogrusal degisen, digeri hizla séniimlenen

tarzda iki tane ¢(z) fonksiyonu goriilmektedir.

z
H
(Elastik (Elastik
zemin) zemin)

" (Saglamzemin) " (Saglam zemin)
(a) (b)
Sekil 3.2 ¢(z) Fonksiyonun Degisimi

16



Plak agikligina gore H nin kii¢iik olmasi durumunda ¢(z) nin dogrusal se¢ilmesinin

uygun olabilecegi Celik (1998) de belirtilmistir. Simdi (3.2-3.4) kabulleri altinda,
kinematik bagintilar (Timoshenko-Goodier, 1971)

£ =#,=0

£, =1, =0 (3.6)
Vo =0y, +1y, =0

A\

g. =y, =uy(x,y)9.(2)

7.\‘: = —2.: + E?r = u3..\' (x’ y) ¢(Z) (37)
Ve = iy, =u; (x,y)9(2)

olur. (3.6) ile (3.7) nin (3.1) de yerlestirilmesi ile . gerilmeler,

. =(A+2u)u;(x,y)¢.(2)
z_-.\‘: =:uu3v\'(x’y)¢(z) (38)
f\: = :uuly (.Y,y)¢(2)

bi¢iminde elde edilir. Yukaridaki ifadedeki Lamé parametreleri

E(1-v)
A 2 = N Ey
G20 = 0 o)
(3.9)
=G = E.‘.
H=E 2(1+v,)

dir. Zemin ortaminda -H yiiksekligindeki bir zemin kolon elemanin hacmi
dV = Hdxdy olur ve bunun istiindeki etkiler Sekil (3.3) de goriildiigli gibidir.
Burada p,(x,y) zemin-plak arasindaki etkilesim sonucu olusacak zemin tepkisini

tanimiamaktadir. Ayrica (3.8) den,

17



Pi(x.y)

[ “ ,,g:dy

H X az.-x
T+ ==

LT,

Sekil 3.3 Zemin kolon eleman:

i:.\‘:,x = Hu 3,.n'¢
Ty = Mty @

(3.10)

olur. Simdi zemin kolonun ¢6kme yiizeyinde birim ¢okme igin. u,(x,)7 =1 olur. O

zaman (3.4) ten,

T, =14(2) | G

elde edilir. Bu durum i¢in birim uzama oran, (3.7a) dan,

olur.

(3.7) ve (3.8) gozetilerek zeminin potansiyel enerji ifadesi yazilirsa,

0 —oo~
H w o ("
Unin =3 | [ [T +20003(8.) +y<w3) #*1 dx dy dz
0~

bulunur.

Dis kuvvetlerin potansiyel enerji ifadesi ise

m/. J. J'p}u3dxdy 3.

——D

dir.

18
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Buna gére toplam potansiyel enerji ifadesi ise,

(3.15)
dir.

Vqryasyon prensipleri ve toplam potansiyel enerjinin minimize edilmesi ilkesi

kullanilarak (3.15) ifadesinin u, ve ¢ ye gore varyasyonu alinabilir.

e u,e gbre varyasyonu alindiginda;

H oo H o o
L= [ ][I0+ 20, (9."10us iy - [ J Jtu(vu,)* ¢ 16u; dxdydz
" A o (3.16)
- T Ipduasays [ug & ”‘)& dz=0
—o— 0 (/lX
bulunur. Burada bazi katsayilar tanimlanirsa:
H H
2 -V)E, ;
= |{(A+2u)¢.) dz= (4.)dz (3.17)
0 ’ 5[( v)(1-2v,) 2
ve
H
= Jupd: (3.18)
z=0
iken,
T : 2 du, a’uz N (3.19)
oIl = II{C1U3—2CZ(VUS) - p;}ou, dxdy +2C,| (— a’x )5 =0 3.

—— -

ifadesine ulasilir. Burada du, ortak garpam sifirdan farkli bir deger oldugu igin

denge denklemi ve sinir kosullari ifadeleri ayri ayn sifira egit olmalidur.

Buna goére
Ciu, -2C,(Vu,)* = p; =0= Cu, —2C, (Vu,)* = p, (3.20)
esitligine ulagilmig olunur.
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e ¢e gore varyasyon alinirsa:

H o o H o o
== [ [(A+2u0i(@)16p dxdydz+5 [ [ [2p(Vis) ¢ 16 dx dy dz
0 —w-o 0 ~o-o ) (3.2])

+ f T °°W» +2u)ul($.) Sgdx dy dz = 0

bulunur. Baz1 katsayilar tanimlanirsa;

T 2, . E(d-v) T ) .
m= [ rimady =Sy L sy 22
ve
n= j' j.y(Vu3)2dvd)’= U I J.[(uh)2 +(“3..r)2]d""dy (3.23)
iken

g H
O = [t-m(@.)+ng)opdz +m(8.)|, 56 =0 (3.24)
0

ifadesine ulasihr. Burada 8¢ ortak carpani sifirdan farkli bir deger oldugu icin

denge denklemi ve sinir kosullar ifadeleri ayr1 ayn sifira esit olmalidir.

Buna gére

(U8}
[N
wh
g

~m@_.+ng=0 (3.

esitligine ulasilmig olunur.

Zemin ortaminda (3.5) deki sir kosullan ¢(z=0)=1ve ¢(z=H)=0 i¢in (3.25)

ifadesi ¢oziiliirse,

Sinhly(1--=)]
#()= =

Sinhy

yada,




( ; )2 n_({1-2v) Oﬁ[(u“)z +(u3,)" ] drdy
H) m ) T (3.27)
H m 2(1-v) I qudedy

—~0~

bulunur. Burada boyutsuz bir say1 olan y ya zemin ylizey parametresi denir. (3.26)
ile (3.27) den goriildtigti gibi y parametresi, z ekseni boyunca zemindeki yer
degistirmeleri- tasvir etmekte kullamlir. $imdi (3.26) daki ¢(z)in (3.17) ile (3.18) da
yerine yerlestirilmesi ve bu ifadelerdeki integrallerin alinmasi sonucu zemin
parametreleri agik halde elde edilmis olur. (3.17) ve (3.18) daki v, ve E_zemine ait
malzeme sabitleridir. Zemin ortaminda, zemin elastisitt modiilii  sabit

(E, = sabit) olabilecegi gibi diisey zkoordinatinin da bir fonksiyonu olabilir

(E, = E.(2)).

< Zemin ortamt Zemin ortami Zemin ortami

(8 - (b) (c)

Sekil 3.4 Zemin Elastisite Modiiliiniin Fonksiyonun Degisimi

Eger zemin elastisite modiili E_ = sabitise (bakimz Sekil 3.3.a) zemin

parametreleri C, ve C,, (3.17) ile (3.18) da (3.26) gdzetilerek

_ E(1-v) y Sinh[2y]+2y
Y (+v)1-2v,) H 4Sinh*[y)

(3.28)

ve

E_H Sinh[2y]-2y

= — (3.29)
S 2(1+v,) vy 4Sinh7|y]

bigiminde elde edilir.



Eger zemin elastisite modiilii E_, derinlik boyunca dogrusal degisiklik gosteriyorsa;
E = Es(z)L=0 Zzemin st yiizeyinde ve E, =E, (z)lz___H zemin alt ylizeyindeki

elastisite modiilii degerleri olmak iizere, elastisite modiilii fonksiyonu;
E (z)=E, +(E, - }51)7:7 (3.30)

bi¢iminde tanimlanir. Bu durumda zemin parametreleri, (3.26) ile (3.30) un (3.17) ve

(3.18) da yerlestirilip, bu ifadelerin integrasyonu sonucu;

__ (=v) 1 2E)Sink[2y]+2y*(E + E;)~ (E, - E)(1-Cosh[2y])
+v)(1-2v,) H 8Sinh’[y]

(3.31)

ve

| H 2ESink[2y] =2y (E,+ E,) — (E, - E)(1- Cosh|2y])

2= 2 ) (332)
A+v)y 16Sinh™[y]

bi¢ciminde elde edilir.Bu ¢aligmada literatiirde mevcut ¢alismalara ilave olarak zemin

elastisite modiilii £, nin, derinlik boyunca kuadratik degisiklik gdstermesi hali i¢in

elastisite modiilii fonksiyonu;

2

E(z)=E, +(E, —E,)—137

bi¢iminde yazildi.

Boylece (3.17) ve (3.18) deki zemin parametreleri (3.26) ve (3.33) gozetilerek;

(-v) 1 3B +EQy - DISinh2y]+[E,Qr* =3) + E,G+ 47" )Ry

VT v A-2v) Hy 24Sink*[y]
(3.34)
ve
1 H3[E,+EQy’ -DISinh[2y1-E,2y* +3) + E, (47" = 3)2y (3.35)
5 = —_— 5 J.0
S o+v) Y 48Sinh’[y]

[\
]



bigiminde elde edilir. Zemin elastisite modiiliiniin derinlik boyunca tammmina gére
(3.28), (3.29), (3.31), (3.32), (3.34) ve (3.35) de verilmis olan zemin parametrelerinin
y ya bagh oldugu agikca goriilmektedir.
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4. PLAK ILE ZEMIN MODELI ICIN FONKSIYONEL VE
IZOPARAMETRIK SONLU ELEMAN FORMULASYONU

4.1 VARYASYONEL ISLEMLER

Lineer elastisite teorisinde genel bir simr deger problemi, (2 bolgesi iginde

TTy=f, I

- siirt lizerinde B,y =f, bi¢iminde

simun {istinde B y=f_, I

ifade edilebilir. Burada T bir lineer diizgiin operatdr olup, ¥ gibi bir Hilbert uzaymin

Z gibi bir baska Hilbert uzayina goriintiistinii verir. Bagimh degisken y(x), ¥ Hilbert
uzaymin elemam olup agik sinirh bir bolge £ cR" igersinde x = (x,.x,,":-,x,)

noktalarimin fonksiyonudur. Kaynag1 Z olan T, T nin esoperatérii olup f belli bir

fonksiyondur. y ve Ty nin B, ve B, smur operatorleri ile gériinttileri 7, U/, =1

sinirinda tammlidir ve £ ile f, ise sirasiyla /7, ve I, smurlan {izerinde tanimh

c
fonksiyonlardir. Karisik formiilasyondaki amag, verilen problemi kanonik yapida
daha dusiik mertebeden operatorlerle tanimlamaktir. Bu bdéliimde. varyasyonel
prensiplerin (Géateaux tlirevi) kanonik yapidaki operatére sistematik olarak
uygulanmasi sonucu karisik sonlu eleman formiilasyonuna uygun bir fonksiyonelin
gerekli geometrik ve dinamik smr kosullarimi igerecek bigimde elde edilmesi

anlatilacaktir. Genel anlamda alan denklemlerini operator yapida,
Ly =f (L2 da gegerli) 4.1)

biciminde yazmak miimkiindiir. Burada L bir operator, y bilinmeyenler vektorii ve £

de yiik vektoriidiir. L operatériinii alt operatérler cinsinden,

L =[ I‘:‘ j’c] ' (4.2)

biciminde de yazmak miimkiindiir. Burada D° denge operatdrii ve D* kinematik
operatorii olup, aralarinda D* =(D¢)" bigiminde bir iliski vardir. Ayrnica C
kompliyans matrisi ve A etkilesim operatdriidiir. Incelenecek problemin yapisina
gore etkilesim operatorii A =0 da olabilir. Eger (4.1) ifadesi potansiyel bir operatér

(positive definite, self adjoint) ise,



[dL(y;¥),y"1=[dL(y;y").¥] (4.3)
Ozdesligini saglamahdir. Burada dL(y;y) ile dL(y:;y"). operatorin ¥V ve y°

dogrultusunda Gateaux tiirevidir ve tanimi,

dL(y;y) = QL%:EQ , (4.4)

=0

olup 7bir skalerdir (Oden-Reddy, 1976). (4.3) 6zdesligini saglatmak isterken yapilan ‘
matematik iglemler sonucu ortaya bazi smir kosulu terimleri ¢ikar. O zaman bu
potansiyel operator kosulunu tam olarak saglayan operator sinir kosullar: operatérii B

yi de kapsayacak bi¢cimde genigleterek yazmak istersek,

ol S

olur. Daha sonra bu Q operatérii kullanilarak, arzu edilen fonksiyonel,

l |
I= [[QGy,y)ylds (+6)

biciminde elde edilir. (4.6) integrali alindiktan sonra ihtiyaca bagli olarak bazi
Green-Gauss teoremi uygulamalari yapilarak 7/ fonksiyoneli biraz daha

diizenlenebilir.

4.2 KIRCHHOFF PLAGI iCIN FONKSIYONEL
Serbest degiskenleri u, ve o, olarak segilen Kirchhoff plag: igin alan denklemleri.

2. Boliimde belirtildigi gibi,

-Dio, -f,=0 4.7)
e, ~C,0,=0

bigiminde yazilir. Burada f; yik wvektorii, C, kompliyans matrisi.
o, ={K M T 37 moment vektori, g, = —Dj.u ;» olup tiirev operatorii
D, =0d(-)/da (a=x,y) tamm yardimiyla kinematik ve denge operatdrleri D* ile

D* nin agik yazilumlari,



N

D =[(D.)? (D,)? 2D,D,]=[D, D D 0 Dyl pepe
- x (y »yd T v]o Dy Dx_.\'m

D! =(D¢ )" : (4.8)
D} =(D3)"
D! =DiD! =(D%)’

biciminde verilebilir. Yukardaki tammlardan Djo, =K  +M , +2T, oldugu
goriiliir. Boylece (4.7) den hareketle plak i¢in (4.2) den L, operat0ri olusturulabilir.
Simdi (4.3) kosulunun ¢alistirilabilmesi igin éncelikle L, operatori i¢in (4.4) deki

Gateaux tiirevinin y ile y* i¢in hesaplanmis olmasi gerekir. Bunlar,

[dL, (v;9).y 1= [-(D$5 ), ui]1+[E,,0;]+[C,5,.07] } “9)

[dL, (y;y").¥1=[-(D%c}), W] +[€},6,]+[C,07.5,]
dir. Eger (4.9a) ya Green-Gauss teoremi iki kez uygulanirsa.

[dL,(y:¥),y"] =[-D%&,.ui]+[E,.0;1+[C,T,.0}]

=[-D}c}.4;]+[5, .8} ]+ C, [, .07 ]

~(G,.u}), —(,.Q") . +(Q.07), +(U;.00),
L, (Y 1F] - G~ (. Q) + (@00 + (0,
=[dL,(y;y"),¥1+(B,¥¥")

(4.10)
elde edilir. Burada c,.= Dj;,c_,={(K_x+TJ,) (;\4‘.‘.+Tv‘.)}T dir. Simdi potansiyel
operatér kosulunun saglatilabilmesi icin (4.10) un (4.3) o6zdesligini saglamasi
gerekir. Bu da sinir kosulu operatéri B, yardimiyla,

[dL, (v;¥).y"1-(B,¥.y") =[dL,(y;y").¥] (4.11)
" bigiminde yazilabilir. Burada,

—(B,¥.y")=(G,.u), +(5,,Q7), ~(Q,0}) —(¥;,00) - (4.12)
olur. Smur I'=I,ul, olduguna gdre, (4.12) deki sembolik gosterimin agik

£

yazilimz,



(G,.u3), < (o,u),+{c,.i;),

(EL,Q’),. o (o,,Q), +(5,,0), “4.13)
-Q.0}), o ~(Q.,6,),-(Q.0,),

—-(-ﬁ3,0':>1- A _<u3’6,\')o‘ _<u3’cs>g'

bi¢iminde olur. Buna gore (4.5) deki Q, operatérii igine yerlestirilerek (4.6) da

kullanmilacak olan sinir kosulu ifadesi, (4.13) yardimiyla,

(B, (1,§).Y) =(0,,0), +(0,,,), +(0,.0), +(5,.Q), @14
—{Q,6,), ~(Q,0,), ~(u,,6,), —(u,,5,), '

bi¢iminde yazilir. Buna gére Q, operatorii (4.6) da yerlestirilirse,
1 1

L(y) = [IL,(sy.£),y)ds + [(-B,(sy.5),y)ds (4.15)
0 0

yazilir. Buradan plak fonksiyoneli,

I, =-3[D%o,.u;]+3[e,.0,]-3[C,0,.0,1-[f,,u;]+ T, (4.106)
bi¢iminde elde edilir. Yukaridaki ifadede 77, potansiyel operator kosulundan gelen
sinir kosulu terimleri olup bunlarin sembolik yazilimi,

I, =ilc.u,), +(c,.Q), -(Qo,), ~(u,0),] @i
+[(o,.1,), +(c,.Q), ~(Q.6,), - (u;.6,),] :

dir. Simdi (4.16) da esitligin sagindaki ilk iki terime Green-Gauss teoremi bir kez

uygulanirsa, fonksiyonel,
I, =-[Q,6,1-3[C,0,,0,1-[f;,u,]+ I, (4.18)

elde edilir. Burada 7, =17, +7, toplam smr kosulu ifadesi olup I,

fonksivonel iistiinde yapilan tiirev kaydirma islemleri sonucu gelen sinir kosulu

terimleridir. /7, nin sembolik yazilim,

r{ = _—'I_f<0-,\~>u3>a —%<G.\‘3u3>g +%<G.]'.’Q>a +%<0‘j‘ag>c (419)

”

bigimindedir.



O halde toplam simir kosulu ifadesi.
I,=TI, +, =—c,,(u;~1,)), +(c,,Q), +{(Q,(c, -5,)), —(u,,6,), (4.20)
olur. Boylece (4.18) ile (4.20) den Kirchhoff plag: i¢in fonksiyonel,

ll' =-—[Q’G.\,]"'%[Cfcfacf]—[f3’u3] } (4.21)

—(0,.(u; —1,)), +{c,,Q), +(Q,(c, -&,)), —(u;,5,),

bi¢iminde bulunur. (4.20) de esitligin sagindaki ilk ii¢ terim bdlgeye ait olup son dort

terim sinirlarda gecerlidir. Ayrica yukaridaki ifadelerde
c=D,0,={(K+T,) (M +T)}'. -Q=Du, (Q={Q, Q}. Q,=-u,,.

a =x,y dir. Buna ilave olarak (4.21) de smir kosullar igin kullanilan i¢ ¢arpimlarn

integral yazihimlari,

(@,.(a;-i,), = [ (8,0,)(w,=d,)dr,
(c,.Q), = j (S,6,)"Qdr,

| =4 (422

Q.(0,-8,)), = [ Q'S,(©,-5,)dr,

<u3’6-.\‘>a 3 _L (Sxéx)ué‘ dra

olup burada S ;=[1 1] dir.

4.3 VLASOV ZEMIN MODELLEMESI ICIN FONKSIYONEL
Mekanik model i¢in tepki-egrilik iligkisi, 3. B6liim’de verildigi gibi,
p; =(Cu, = 2C,Vu,)k . (4.23)
dir. Yukaridaki ifadede .k, z ekseni dogrultusundaki birim vekioridir. Ayrica
V?=(+) o +(),, olduguna gbre (4.23) istenirse p3=C,u3—2.C2(1.13ﬂ\,_\.+u3ﬂm.)
bigiminde de yazlabilir. Plak ile zeminin ara kesitinde ikisi arasindaki ortak

etkilesim diisey denge kogulu ~Dfc, —f, +p; =0 bagntisiu saglamalidir. Zemin

modeli igin (4.9) iligkileri,

dL . (y;¥),y 1=[Cu;,ui]-[2C,1, . u;]-[2C,T,  ,u;
(AL, (v;¥)y 1= 1G5, 03] = 26,0 o u, ] - [2640, , ug ] } (4.24)

[dL] (y’y* )vy] = [Clu; ’Ti}] - [2C2u.:~..u “-ﬁ-B ] - [Zczu;.){r’i}l]



olur. Eger (4.24a) ya Green-Gauss teoremi iki kez uygulanirsa,

[dL (y;?),y’] = [CIES s u;] - [2C2i3..\:\' ) u; 1- [2C2E3.yy »u ;]
= Cl [u;’i3] - 2C2 [u;..v.r’l_l:‘%] - 2C2 [u;,,l;l“-ﬁfi]

+2C,(Q,u3), - 2C,(W,,Q"), w3)
2D

=[dL,(y;¥").¥]+ 26‘2(5,02),- —2C,(u,,Q7),

= [dLI' (Y7y‘)'}—] + <B/:-)7,y‘>

elde edilir. $imdi potansiyel operatdr kosulunun saglatilabilmesi i¢in (4.23) in (4.3)

6zdesligini saglamas: gerekir. Bu da sinir kosulu operatorii B,. yardimiyla.

[dL, (¥:¥).¥ ]1-(B,¥.y") =[dL . (y:y").¥] (4.26)
bigiminde vazilabilir. Burada.

—(B,.¥.y ) =-2C,(Q.,u}), +2C,(u,,Q") (4.27)
olur. Simir "=/, U/, olduguna goére. (4.27) deki sembolik gosterimin agik

yazilimi.

-2C,@), & -20,(Quuy), ~2C,(Q,4,), } (428)

20,(0,.Q%), &  2C,(u;,Q), +2C,(u,,Q),

bi¢giminde olur. Buna gére (4.53) deki Q,. operatorii igine yerlestirilerek (4.6) da

kullanilacak olan sinir kosulu ifadesi, (4.28) yardimyla,
— (B (¥.$).y) = 2C,{Q.u;), —2C,(Q,u,), +2C, (u3,é>a +2C,(u;.Q), (4.29)

bi¢iminde yazilir. Buna gore Q. operatdrii (4.6) da yerlestirilirse,

1 1
Ip= [[Lp(sy).y)lds + [¢-B,(sy.9).y)ds (4.30)
0 [1]

yazilir. Buradan zemin modeli i¢in fonksiyonel,
I = 3[Cusuy - [Cou; o us 1= [Couy w1+ 17, (4.31)

bi¢iminde elde edilir.



Yukaridaki ifadede I, potansiyel operatdr kosulundan gelen sinir kosulu terimleri

olup bunlarin sembolik yazilimi,

Iy =[Cy(u;,Q), —C2<Q,u3)a]+[2C2(u3,f2)‘, -2C,(Q,u,),] (4.32)
dir. Simdi (4.31) de esitligin sagindaki ikinci ve {iiglincii terimlere Green-Gauss
teoremi bir kez uygulanirsa, fonksiyonel,

I, =4[Cu,.u 1+[C,Q..Q 1+[C.Q .Q 1+ T, (4.33)
elde edilir. Burada I° g=1Ty +1, toplam suur kosulu ifadesi olup I,

fonksiyonel ustiinde yapilan tiirev kaydirma islemleri sonucu gelen simr kosulu

terimleridir. 7, nin sembolik yazilim,
I =Cy{Q,uy), +C,(Q.u,), (4.34)
dir. O halde toplam sinir kosulu ifadesi,
Fy=T, +T, =QC,Q.(u; -i,)), +(u,.2C,Q), (4.35)

bigimindedir. Boylece (4.33) ile (4.35) den Vlasov zemin modellemesi icin

fonksiyonel,

1/.- = —;_[C]u:hu.'i] + [Clg.\"g.\'] + [C3Q.\”Q."]

N (4.36)
+(2C,Q,(u, —u,)), +2C,Q,u,),

bi¢iminde bulunur. Yukandaki ifadelerde Q,=-u,, a=x,y dir. Ayrica (4.36) da

sinir kosullar i¢in kullanilan i¢ carpimlarm integral yazilimlar,

(2C,Q,(u; ~1,)), = [ (8,(2C,Q))(u, ~i,)dr,
. : A (4.37)
C,Q.u), = [ (8.2C,)u,dr, -

dir.



4.4 DORTGEN SONLU ELEMANI

Bu ¢aligmada bilineer gekil fonksiyonlarina dayali olarak bir izoparametrik plak
elemani gelistirilmistir. Eleman dort kése dliglim noktasina sahip olup (Sekil 4.1),

anag sekil fonksiyonu @(&,7)=+(1+&)1+nn,) dir. Burada & ve 7 koordinat

doniigiimlerinin yapilmig oldugu kare elemana ait bagimsiz koordinatlardir. x, ve v,
diizlem elemanin agirhik merkezini gdstermektedir. Her diigiim noktas: i¢in yukarida

verilen anag sekil fonksiyonunda o diiglim noktasina ait &==%1 ve n,=%1 (i =1.....4)

koordinat degerleri verilerek dort adet sekil fonksiyonu tiiretilir. Izoparametrik sonlu

eleman formiilasyonu,

4
w= ZH (115), 9

4
M),_\' - Zl:l (113)1¢i.x } (4.38)
K=" K¢

J

bi¢ciminde tanmmlanir (Zienkiewicz, 1971). Tirevli biyiikliikleri igin. dv ve dv

diferansiyelleri
dx=é\w;d§+—df—d7] , dy=—€7)—)d§+£y—d77 (4.39)
o on o on -

dir. Bunlar1 matris formunda yazarsak,

ox ox
de| | & on\do|_ ;s (4.40)
dyj |9y 2y |ldn d7 '
G on
elde edilir.



T -1 &=4xy) ]

¥ (I ONCAA CUEnxy)  ((L1) 1)
1 > @ @
(x2:2) ° > &
@ ©) @
@ ) ) en ;1) (1)
} i x gy W1 ’

Sekil 4.1: Izoparametrik dértgen eleman

Burada J koordinat doniisiimiinii verecek olan Jakobyen olup.
Ji=detJ=——-—= (4.41)

dir. Diferansiyel alan eleman ise,

dd = dxdy =| ¥ |d&dn (342

olur. (4.40) den,

9y _9ox
£ - T 20 |[dx
del _ga&l_ Ly on — an (4.43)
dz dy] |J]|_dy &x |ldy

& &

yazilabilir. Ayrica (4.39) a benzer bigimde,
9 95

il | & o |[d | 4.44
{dn}_ on on {dy} (349

ox Oy

yazilabilir. Bu durumda (4.43) ve (4.44) nin esitliginden.

I
[N



: (4.45)

elde edilir. Sonugta sekil fonksiyonlarimn tiirevleri,

\

op(&.m) 093¢ 99 on
& O ox o éx

r (4.46)

l )
[

op(E.m) _ 2905 o9
y Xy o

n
olur (Bathe, 1982).

3
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4.5 ARDISIK YAKLASIM YONTEMI ILE SONLU ELEMAN COZUMU

Zemin parametreleri C, ile C,nin hesabi i¢in ¢okme mod fonksiyonu ¢(z)
bilinmelidir. @(z) ise ¢dkme parametresi y ya baghdir (bakiniz 3.26). (3.27)
bagintisindan anlagilacag: gibi. 7 ¢okme yiizeyine bagh olarak hesaplanabilir.
Baslangicta ¢6kme yiizeyvi belli olmadigi i¢in, ¢Oziime ardisik yaklagimla
ulagilacakur. Ik adim olarak "y va bir deger verilecek ve buna ait "', ile "'C,
(3.28, 3.32 ya da 3.34, 3.35) belirlenecektir. Bu degerler igin yapilacak sonlu eleman
¢ozlimiinden bir ¢okme viizeyi ""u, belirlenir. Bu degerler kullanilarak bir sonraki
adim i¢in (3.27) den @y hesaplanir. Yeni degere bagli olarak zemin parametreleri
2)

¢, ile P'C, belirlenir ve sonlu eleman ¢dziimiinde yeni bir ¢6kme yiizeyi ‘*u,

bulunur. Bu ardigik yaklasim ydnteminin sonlandirilmasi igin y parametresi kontrol

( (a-1)

edilmektedir. n inci adimda hesaplama "'y, bir dnceki y ile karsilagtinliv ve
yeter derecede yakin oldugu zaman ardigik yaklasim durdurulur. Baglangigta
belirlenen y parametresi ¢ok uygun olmasa dabu yaklagimin olduk¢a hizh oldugu
¢oziilen 6rneklerde goriilmiistiir. Yiikleme tipine (tekil ya da yayili) bagh olarak 5~8

adim i¢inde sonu¢ alinmaktadir. Bu ¢alismada y igin kullanilan vakinsaklik degeri

%0.1 secilmis ve ardisik vaklasima "'y =1 ile baslanmistir.

Lo
|US]



Sonlu eleman ¢oziimiinde, zemin ve plak elemanlarn ait olduklari bolgelere sirayla
d6ésenmistir ve sistem matrisi her iki grubun terimlerinden olusacak bigimde kodlama

teknigi ile olusturulmustur.



5. SAYISAL ORNEKLER

5.1 TEKIL YUK VE DUZGUN YAYILI YUKLU PLAK VE SABIT
ELASTISITE MODULLU ZEMIN ORTAMI ICiN iKi PARAMETRELI
HESAP YONTEMININ DOGRULANMASI

Bu béliimde, zemin ortamu elastisite modiiliiniin /A yiiksekligi boyunca sabit ve
dogrusal degismesi durumlar igin literatlirde mevcut ¢alismalar ele alinmis ve bu
calismada geligtirilen eleman modellemesiyle elde edilen sayisal sonuglar
karsilagtirilmugtir. Daha sonra elastisite modiliiniin A yiiksekligi boyunca kuadratik
degismesi durumu ele alinmustir. En son Omek olarak, mevcut karigik sonlu
elemanlar ¢alismasinin yakinsamasi hakkinda bir fikir verecek incelemeye de yer

verilmistir.

ORNEK 1:
Burada Vallabhan ve dig. (1991) de ve Celik (1996) da incelenen iki problem ele

almmuistir ve problem ¢6ziim sonrast bulunan zemin yataklanma (C,). zemin kayma

(C, ) ve zemin ylizey ( y ) parametresi degerleri diger sonuglarla karstlastirilmistir.

Plak geometrisi: x dogrultusunda 24,=9.144 m, y dogrultusunda 2¢,=12.192 m,
kalinlid1 0.1524 m ve homojen izotrop plagin elastisite modiilti E=20685000 kN/m?,
Poisson orani v=0.20 dir. Zemin elastisite modiilii E, , zemin derinligince sabit

olacak bicimde 68950 kN/m?”, Poisson oram v =0.25 tanimlamalari yapilmistir.

Zemin tabakasi kalinhgt H sirasi ile 3.048 m, 6.096 m, 9.144 m ve 15.24 m olacak
bi¢imde dért farkli durum i¢in ¢éziimlemeler yapilmistir.

Plak yiiklemesi tekil ve yayili durumlar igin ayri ayn yapllﬁlxstll*. Tekil ytliklemede
plagin simetri merkezinde diisey asag etkiyen P =133.34 kN siddetinde bir kuvvet
ve yayili yiiklemede diizgiin yayil1 diisey asagi yondeq = 23.94 kN/m? luk yiizeysel
yilk bulunmaktadir. Geometrinin ve yliklemelerin simetrik olmasindan dolayri,
¢oziimlerde sistemin % lik pargasi kullamlmustir. Bu durumda plagin oturdugu

zemin alani olarak plak kenarlarindan x dogrultusunda 5,=9.144 m, y dogrultusunda

b,=9.144 m mesafe iginde kalan bolge secilmistir. ‘



saglam zemin
Sekil 5.1 Tekil Yiikleme Durumunda ¥ liikk Plak Ve Zemin Bélgeleri

| saglam zemin
Sekil 5.2 Yayih Yiikleme Durumunda % Liik Plak Ve Zemin Bolgeleri

Ele alman 13.71624 m? lik ¥ liik bolgede, Kansik sonlu elemanlar modellemesinde
15x15hk bir ag kullanilarak toplam 225 adet eleman ile analiz yapilmigur. Plak
bolgesindeki elemanlarda her diigiim noktasinda ¢okme (u,). x ve y eksenleri
etrafinda egilme momentleri (Kve M) ve x-y dﬁzleminde buruima momenti (7)
olmak tiizere 4 bilinmeyen; zemin bolgesindeki elemanlarda ise her diigim
noktasinda ¢okme (u,) bilinmeyeni gz Sniine alinarak toplam 527 bilinmeyven

hesaplanmuistir.

Bu ¢aligmada anlatilan yontem ve buna bagl olarak gelistirilen program ile yapilan
¢6ziim sonuglar ile, Vallabhan ve dig. (1991) de ve Celik (1996) da yer alan

sonuglar Tablo (5.1) ile Tablo (5.2) de karsilastirmali olarak verilmistir.



Tablo 5.1 Tekil Yiikleme Durumunda Zemin Parametreleri

H 3,048m | 6,096m | 9,144m | 1524 m
Vallabhan ve dig. (1991) 31610.54 | 23918,17 | 23376.2 | 233303
C) (kN/m?) Celik (1996) 31898,08 | 24256,05 | 23737.98 | 23710.86 '
Bu ¢aligma 31796,60 | 24069,80 | 23538.40 | 23502.50 |
Vallabhan ve dig. (1991)] 9565,47 | 11959,06 | 12193,10 | 11205.06
C5(kN/m) Celik (1996) 9456,54 |11789,91 | 12017,78 12030.33
Bu ¢alisma 9498,20 |11892,60|12119.80 |12136.80 i
Vallabhan ve dig. (1991)] 1,9018 | 3,4737 | 5,1669 | 8.6079
y Celik (1996) 1,9478 | 3,5249 | 5,2434 | 8.7369
Bu ¢alisma 1,9338 3,4952 | 5.1991 8.6579 J
Tablo 5.2 Yayih Yikleme Durumunda Zemin Parametreleri
H 3,048 m | 6,096 m | 9.144 m | 15.24 m
Vallabhan ve dig. (1991) {27192.24113757,28 | 9430.36 | 6366.16
Cy (kN/mr’) Celik (1996) 27206.59|13757.63| 9377.96 | 5964.21
Bu ¢alisma 27210,30|13755,60| 9368.20 | 5949.10 .
Vallabhan ve dig. (1991) {13413,54125141,05[34753.0047366.78
Cy(kN/m) Celik (1996) 13452.96|25205,43135293.25|52332.23 '
Bu ¢ahigma 13408.50|25220.30(35387.30 1 52556.90
'| Vallabhan ve dig. (1991)| 0,5766 | 0,9297 | 1.2644 | 1.9419
y Celik (1996) 0,5813 | 09167 | 1.1962 | 1.6050
Bu calisma 05724 | 09194 | 12064 | 1.6193 -

Bu ¢alismada olugturulan bilgisayar programu ¢oziimleri Vallabhan ve dig. (1991) ve
Celik (1996) ¢oziimlerinin arasinda degerler almaktadir (Bakimz S$ekil 5.3-3.8).
Zemin parametrelerinin (C,.C,ve y), zemin derinligi (H)ve plak lzerindeki
yikkleme durumuna (P ve ¢) bagimh oldugu Tablo 5.1 ve Tablo 3.2 de
goriilmektedir. Kargilagtirma tablosundaki degerler incelendiginde. zemin ve plak

bolgelerinde. malzeme ve yiikleme durumlarn degistirilmeden, zemin tabakasinin



kalinhig: arttirldiginda, zemin yataklanma parametresi (C,) in azaldigi, buna kargin

zemin kayma (C,) ve yiizey parametresi (y) nin arttifi sonucuna varimigtir.

Zemin parametrelerinin (C,,C,ve y), tekil yiikleme (P) durumunda farkli zemin

derinlikleri igin Vallabhan ve dig. (1991), Celik (1996) ve bu ¢alismada aldiklar

sonuglara gore degisihlleri Sekil 5.3, 5.4 ve 5.5 de verilmistir.
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Zemin derinlikleri

Sekil 5.3 Tekil Yiikleme Durumunda Zemin Yataklanma Parametresinin (C';) Farkh
Zemin Derinlikleri I¢in Degisimi
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Zemin derinlikleri

Sekil 5.4 Tekil Yiikleme Durumunda Zemin Kayma Parametresinin (C) Farkh
Zemin Derinlikleri I¢in Degisimi



Zemin derinlikleri

Sekil 5.5 Tekil Yiikleme Durumunda Zemin Yiizey () Parametresinin Farkh Zemin

Derinlikleri I¢in Degisimi

Zemin parametrelerinin (C,.C,ve ). yavili ylikleme (¢ ) durumunda farkl zemin

derinlikleri i¢in Vallabhan ve dig. (1991). Celik (1996) ve bu ¢alismada aldiklan

sonuglara gére degisimleri Sekil 5.6. 5.7 ve 5.8 de verilmistir.

Zemin derinlikleri

Sekil 5.6 Diizgiin Yayili Yikleme Durumunda Zemin Yataklanma Parametresinin
(C) Farkh Zemin Derinlikleri Igin Degisimi ‘
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Zemin derinlikleri

Sekil 5.7 Diizgiin Yayih Yiikleme Durumunda Zemin Kayma Parametresinin (C;)
Farkli Zemin Derinlikleri I¢in Degisimi

Zemin derinlikleri

Sekil 5.8 Diizgiin Yayili Yiikleme Durumunda Zemin Yiizey Parametresinin ()
Farkli Zemin Derinlikleri I¢in Degisimi
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ORNEK 2:

Straughan (1990) iki parametreli zemine oturan izotrop plagin analizini sonlu farklar
metodu (SFM) kullanarak yapmistir. Dalogiu (1992) de bu analiz sonlu elemanlar
metodu (SEM) kullanarak yapmistir. Bu calismada ise kansik sonlu elemanlar
metodundan (KSEM) yararlanilarak bulunacak sonuglar yukarida sayilan kaynaklarla

karsilastirilacaktir..

Plak geometrisi, x dogrultusunda 2a,=9.144 m, y dogrultusunda 24,~12.192 m olup
kalinlig1 0.1524 m dir. Homojen iztorop plagin elastisite modiilii E=20736000 kN/m?
ve Poisson oram v =0.20 dir. Zemin bolgesi i¢in; elastisite modiilii, zemin

derinligince sabit olup degeri E=6912 kN/m®, Poisson orami v, =0.25 dir. Sonlu

zemin ortaminda, zemin tabakasi kalinhgy A= 6.096 m dir. Bu ¢alismada. plagin
bulundugu zemin bdélgesi olarak plak kenarlarindan x dogrultusunda 5,=9.144 ve y

dogrultusunda b,=12.192 m mesafe i¢inde kalan alan secilmistir.

Plak {izerinde iki tiir yiikleme yapilmistir; plak simetri merkezine diisey asagi etkiven

P=133.34 kN siddetinde tekil yiikleme ve plak tizerinde diizgiin yavih olan
2 . . . .

g=24kN/m" siddetinde yiizeysel ylikleme.

Plak ve zemin bolgelerinin ve yliklemenin simetrik olmasi nedeniyle hesaplamalarda

tiim sistem verine % liik parca dikkate alinmistir (Bakimz Sekil 5.1 ve Sekil 3.2).

Bu calismada % liikk kisimda 15x 15 lik bir eleman ag1 gegirilmistir. Plak bolgesinde
10x9 eleman kullanilmistir. Kansik sonlu elemanlar kullanilarak olusturulan model
kullanilarak elde edilen sonuglar Straughan (1990) ve Daloglu (1992) deki sonuglar

ile karsilastirilmasi Tablo 5.3 ve Tablo 5.4 de yapilmustir.

Tablo 5.3 Tekil Yiikleme Durumunda Zemin Karakteristik Parametreleri Degerleri

Straughan (1990) |Daloglu (1992)| Bu Calisma
(SFM) (SEM) (KSEM)
C1 (kN/m3) 1557.10 1557,10 1563,70
C> (kN/m) 1954,43 1954,24 1956,40
¥ 1,8401 1,84 1.8477
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Tablo 5.4 Yayilh Yiikkleme Durumunda Zemin Karakteristik Parametreleri Degerleri

Straughan (1990) | Daloglu (1992)| Bu Calisma
(SFM) (SEM) (KSEM)
C; (KN/m?) 1374.33 1373,19 1377.80
C, (kN/m) 2527,60 2536,80 2537,00
y 0,9017 0,8845 0,9007

Bu ¢aligmada gelistirilen bilgisayar modeli ¢oziimlerinin. literatiirde bulunan sonlu
farklar metodu (SFM) ve sonlu elemanlar metodu (SEM) ile yapilan ¢6ziimlerin

oldukga yakin oldugu goériilmektedir.

52 TEKIL YUK VE DUZGUN YAYILI YUKLU PLAK VE DOGRUSAL
DEGISEN ELASTISITE MODULLU ZEMIN SISTEMI ICIN iKi
PARAMETRE HESABININ DOGRULANMASI

"ORNEK 3:

Daloglu (1992) de ele alinan problemde, plak bélgesi igin yapilan tamimlama; x
dogrultusunda 2a,=9.144 m, y dogrultusunda 24,=12.192 m.,kalinh& 0.1524 m olan,
elastisite modiili E=20736000 kN/m?® Poisson oram v=0.20 olan izotropik
dikdértgen olarak yapilmustir. Plagin ilizerine oturdugu sonlu zemin bdlgesi igin:

Poisson oran1 v, =0.25 ve elastisite modiilii ise zemin derinligince lineer degisken

varsayilarak, E,_,/E, ,, oram 3, 5 ve 10 olacak sekilde. zemin iist tabakasi i¢in

E

s

.—0912 kN/m? kabul edilmistir. Sonlu zemin bélgesi. i¢in plak kenarlarindan x

‘dogrultusunda 5,=9.144 ve y dogrultusunda b.‘.=12.192 m mesafe icinde kalan ve
derinligi H =9.144 m olan bdlge segilmistir.

Plak bolgesine etkiyen dis yiikleme iki adettir. Bunlar plak simetri merkezine etkiyen
P =133.34 kN luk tekil yiik ve plak yiizeyinde ¢ =24 kN/m* siddetinde diizgiin
yayili yiizeysel yiiklemedir.

Plak-Zemin bolgesinin ve yiiklemelerin simetrik olmasindan dolay1 hesaplamalarda

tiim sistem yerine sistemin %4 lik kisim dikkate alinmistir (Bakimiz Sekil 5.1 ve Sekil

5.2).
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Kanigik sonlu elemanlar modellemesi (KSEM) vaparken 15x15 lik eleman ag
kullamlmistir. Plak bolgesi olarak 10x9 luk bir kisima verlestirilirken. zemin

bolgesi, plak bolgesinden daha genis bir alanda yer almistir (Bakiniz Ek 1 ve 2).
Daloglu(1992) ile burada hesaplanan sonuglarn karsilagtirilmalan tekil yiikleme

durumuda Tablo 5.5 de, yayil1 yiikleme durumunda ise Tablo 5.6 da verilmistir.

Tablo 5.5 Zemin Elastisite Modiiliiniin Zemin Derinligince Lineer Degisken olmasi
halinde elde edilen Zemin Parametreleri (Tekil Yiikleme Durumu)

«anr | E_sq oranlari Calismalar y (kKN/m®) [Fark (%)" | Cs(KN/m)|Fark (%)| » |Fark (%) |
E._/E. .. oranlar] Caligmalar |Cy (k") |Fark (%)"| CokN/m) |Fark (%)'] 7 |Fark ¢
Daloglu (1992) _
= 1247.37 2330,03 2.5709
EculEvu= (SEM) 7] 006% [ | 0.57% 0.36%
Bu ¢aligma 1248.1 23434 2.5617
Daloglu (1992) - o
= 1845.21 284445 2.837
EeulE w =3 | __SEM) 0.02% 0.99% | "1 0.70%
Bu ¢alisma 184419 2872.7 28172
Daloglu (1992) . e
= 2397.98 287,06 3.0274
—(III/E —itt (SEM) r '0,01% > -1.24% ? 0.81%
Bu ¢alisma 2398.3 3327.7 5.0028
Dalodlu (1992); . 4 N
= 697.0 4210,7 3.3669
E_,/E i =10 (SEM) 7 ] 0.10% 152% |07 0.89%
Bucalisma | 37006 4274,7 3.3371

Tablo 5.6 Zemin Elastisite Modiiliiniin Zemin Derinligince Lineer Degiskern olmasi
halinde elde edilen Zemin Parametreleri (Yayil Yiikleme Durumu)

E_ .. /E. s oranlari Galismalar | C, (kN/m®)| Fark (%) | Ca(kN/m)|Fark (%)'| 7  |Fark (%) 1
Daloglu (1992)| o y -
£ 937.17 574,69 11538
Ee il Eviu= (SEM) > 0.05% |~ 0.28% |~ >°| -1.90% |
Bucalgma | 937.6 3564.7 1.1757 |
Daloglu (1992)) 541 g9 5125,59 12105 N
E_ulE = (SEM) 0.31% 0.43% -1,90%
Bu calisma | 1676.74 5103,7 112335
Daloglu (1992)| .4 94 A
< 241322 6670,17 1.2364
E. uwlEin= (SEM) 7 | 047% 0.51% 1920 -
Bugalisma | 24018 6635,9 1.2601 |
Daloglu (1992)] -~ on . -
: < 4223.83 10519,65 1.2658
E _y/E.s =10 |__(SEM) > 1 065% 0.63% 11.95%
Bucalisma | 41963 10452,9 1.2905

Bu ¢alismada olusturulan bilgisayvar programi kullanilarak bulunan sonuglarin

Daloglu(1992) deki sonuglara gore: tekil yiiklemede: zemin vataklanma parametresi

® Fark (%)=(Daloglu-Bu Calisma)/Bu Cahsma



(C1) %0.01 ile %0.10, zemin kayma parametresi (C) %1.52 ile %.0.57, zemin yiizey
parametresi (%) %0.36 ile %0.89 arasinda degismektedir. Yayili yitkkleme durumunda
ise zemin yataklanma parametresi (C;) %0.05 ile %0.65, zemin kayma parametresi
(C3) %0.28 ile %.0.63, zemin yiizey parametresi () %1.92 ile %1.95 arasinda
degismektedir.

Zemin elastisite modiilii, zemin derinligince lineer degisken olmasi durumunda orani
arttikca .zemin parametrelerinin degerlerinin arttigit Tablo 5.3 ve 54 de
goériilmektedir. Zemin elastisite modiiliiniin lineer degisim orami arttik¢a, zemin

yataklanma parametresi (C,) in artiginin, zemin kayma parametresi (C,) ye gore

daha hizli oldugu Tablo 5.3 ve Tablo 5.4 de goriilmektedir.

5.3 ZEMIN ELASTISITE MODULUNUN DOGRUSAL VE KUADRATIK
DEGISiYOR OLMASI HALINDE ZEMIN PARAMETRELERININ
DEGERLERI

ORNEK 3:

Daloglu (1992) de, sabit zemin derinlikleri i¢in zemin elastisite modiiliiniin dogrusal
degisimi hali i¢in zemin parametrelerinin durumu incelenmistir. Bu 6rnekte ise,
zemin elastisite modiiliiniin dogrusal ve kuadratik fonksiyon olmast durumunda

zemin parametrelerinin degisimiele alinacaktir.

Incelenen problemde plak geometrisi ve malzeme sabitleri Ornek 1 deki verilerle

aymdir. Ancak zemin igin elastisite modulii ifadesi zemin derinligince dogrusal ve

211

kuadratik fonksiyonlar olarak seg¢ilmistir (Bakiniz 3.30 ve 3.33). Buna gére zemin
Elastisite Modiiliintin zemin st yiizeyinde E‘,l__zo =6192kN/m*. zemin alt
ylizeyinde F \_|__= g =2x6192=12384kN/ m* degerlerini aldig1 kabul edilmistir. Dort
farkli zemin derinligi H i¢in 3.048 m, 6.096 m, 9.144 m ve 15.24 m olmasi

durumlari i¢in zemin parametreleri degerleri hesaplanmuistir.

Homojen izotrop plaga etkiyen dig yiikleme iki adet olarak belirlenmistir. Plagin
simetri merkezine diisey asagi etkiyen P =133.34 kN luk tekil yiikleme ve plak
{izerinde diizgiin yayili diisey asag1 vonde ¢ =23.94 kN/m? lik yiizeysel yiikleme.

Yiiklemelerin ve sistemin simetrik olmasindan dolay1r hesaplamalarda Y4 liik kismi

incelenmistir (Bakimz Sekil 5.1 ve 5.2).

i
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(C1) %0.01 ile %0.10, zemin kayma parametresi (Cz) %1.52 ile %.0.57. zemin viizey
parametresi () %0.36 ile %0.89 arasinda degismektedir. Yayili yiikleme durumunda
ise zemin yataklanma parametresi (C;) %0.05 ile %0.65, zemin kayma parametresi
(C2) %0.28 ile %.0.63, zemin yiizey parametresi () %1.92 ile %1.95 arasinda

degismektedir.

Zemin elastisite modiilii, zemin derinligince lineer degisken olmasi durumunda oram
arttkga zemin parametrelerinin degerlerinin artign Tablo 5.3 ve 5.4 de
goriilmektedir. Zemin elastisite modiiliiniin lineer degisim oram arttik¢a. zemin

yataklanma parametresi (C,) in artiginin, zemin kayma parametresi (C,) ye gore

daha hizli oldugu Tablo 5.3 ve Tablo 5.4 de goriilmektedir.

5.3 ZEMIN ELASTISITE MODULUNUN DOGRUSAL VE KUADRATIK
DEGIiSIYOR OLMASI HALINDE ZEMIN PARAMETRELERININ
DEGERLERI

ORNEK 3:

Daloglu (1992) de, sabit zemin derinlikleri i¢in zemin elastisite modiiliintin dogrusal
degisimi hali i¢in zemin parametrelerinin durumu incelenmistir. Bu Srnekte ise.
zemin elastisite modiiliiniin dogrusal ve kuadratik fonksiyon olmasi durumunda

zemin parametrelerinin degisimiele alinacaktir.

Incelenen problemde plak geometrisi ve malzeme sabitleri Ornek 1 deki verilerle
aynidir. Ancak zemin igin elastisite modiilli ifadesi zemin derinligince dogrusal ve

kuadratik fonksiyonlar olarak secilmigtir (Bakiniz 3.30 ve 3.33). Buna gore zemin
Elastisite Modiiliiniin zemin {ist yiizeyinde EV‘,L:O =6192kN/m*, zemin alt
yiizeyinde E".I_= , =2x6192=12384 kN / m’® degerlerini aldig1 kabul edilmiwstir.~ Dért
farkli zemin derinligi H i¢in 3.048 m, 6.096 m. 9.144 m ve 15.24 m olmasi
durumlari i¢in zemin parametreleri degerleri hesaplanmistir.

Homojen izotrop plaga etkiyen dis yiikleme iki adet olarak belirlenmigtir. Plagin
simetri merkezine diisey asag etkiyen P =133.34 kN luk tekil yiikleme ve plak
lizerinde diizgiin yayih diisey asag: yonde g =23.94 kN luk ylizeysel yiikleme.
Yiiklemelerin ve sistemin simetrik olmasindan dolayr hesaplamalarda Y4 liik kismi

incelenmistir (Bakimiz Sekil 5.1 ve 5.2).
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Zemin clastisite modiliiniin, zemin derinligince sabit, dogrusal ve kuadratik
degisiyor olmas halleri i¢in elde edilen zemin yataklanma ( C,), zemin kayma (G)
ve zemin ylizey (y) parametrelerinin farkhi zemin derinlikleri (H)icin tekil

yiikleme (P) durumunda aldiklan degerler Sekil 5.9, 5.10 ve 5.11 de verilmigtir.

50000 -
_ 40000 g—\\
£ 30000
Z X
~ 20000
o
10000 .
0 .
3,048 m 6.096 m 9.144 m 1525 m
—&— Sabit 272105 13755.6 9368.2 5949 }
~B— Liner 400307 197121 13061.5 7951.5
~— Kuadratik 355527 17493.2 11591.8 7110.7

Sonlu Zemin Derinligi

Sekil 5.9 Diizgtin Yayilt Yiikleme ve Zemin Elastisite Modiiliiniin Fonksivonunun
Degisimi Durumunda Zemin Yataklanma Parametresi (C';) Degisimi

7~
&
S~
Z
<
L")‘a
3,048 m 6.096 m 9.144 m 1525 m
—&— Sabit 13408.5 252203 35387,} 52556.9
—ll— Lineer 16632.4 ) 30983.9 430077‘ B 624{5_4.3 .
—/— Kuadratik 14656.1 2735535 38039.7 55267.6

Sonlu Zemin Derinligi

Sekil 5.10 Diizgiin Yayili Yikleme ve Zemin Elastisite Modiiliiniin Fonksiyonunun
Degisimi Durumunda Zemin Kayma Parametresi (C>) Degisimi
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3,048m  609m  9144m  1525m
~&— Sabit 0,5813 09167 1,1962 1,605
~—— Lineer 0,601 0,944 1232 1.66
—A—Kuadratik  0,6013  0,9443 1232 16593

Sonlu Zemin Derinligi

Sekil 5.11 Diizgiin Yayili Yiikleme ve Zemin Elastisite Modiiltiniin Fonksiyonunun

Degisimi Durumunda Zemin Yiizey Parametresi () Degisimi
Zemin elastisite modiilliniin, zemin derinligince sabit, dogrusal ve kuadratik
degisivor olmas halleri i¢in elde edilen zemin yataklanma ( C,). zemin kayma (C, )
ve zemin yiizey (y) parametrelerinin farkli zemin derinlikleri (/) i¢in vayih

yiikleme (¢) durumunda aldiklari degerler Sekil 5.12, 5.13 ve 5.14 de verilmistir.

1010101
£
Z.
i~
o
3,048 m 6.096 m 9.144 m 13.25 m
—&— Sabit 31796,6 24069,8 235384 23502,5
—M— Lineer 41517,7 28566,7 26516,2 25305.8 )
—x— Kuadratik 36716,9 25436,3 24113.9 237142

Sonlu Zemin Derinligi

Sekil 3.12 Tekil Yiikleme ve Zemin Elastisite Modiiliintin Fonksiyonunun Degisimi
Durumunda.-Zemin Yataklanma Parametresi (C/) Degisimi
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15000

10000 % AT—

ZE
S5 5000 S
0 - - . -
3,048m ° 6.096m 9.144m 1525 m
—&— Sabit 94982 ' 118926 | 121198 12136.8
—M—Lineer  10867,5 | 12936,5 | 128604 12585,8
~— Kuadratik 9899,5 121499 12266,7  12188,7

Sonlu Zemin Derinligi

Sekil 5.13 Tekil Yiikleme ve Zemin Elastisite Modiiliintin FonksiyonununDegisimi
Durumunda Zemin Kayma Parametresi (C») Degisimi

10 -
6 )
o
4
5 -
0
3.048 m 6.096 m 9.144 m 1525 m
—&— Sabit 1933 34952 50991 86379
—M—Lineer 20681 36504 . 53568 8.8222
—A—Kuadratik ~ 2,0099 3.5469 5,2299 8.6783

Sonlu Zemin Derinligi

Sekil 5.14 Tekil Yiikleme Ve Zemin Elastisite Modiiliiniin Fonksiyonel Degisimi
Durumunda Zemin Yiizey Parametresi () Degisimi

Zemin Elastisite Modiiliiniin, zemin derinligince sabit, dogrusal ve kuadratik degisim
halleri i¢in elde edilen zemin parametreleri degerleri, grafikler ile incelendiginde:

Kuadratik degisim durumundaki sonuglarin, sabit ve dogrusal degisim durumundaki
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sonuglann arasinda degerler oldugu goziikmektedir. Bu durum elasitisite modiiliiniin
degisimi i¢in segilen fonksiyonlarin grafikleri ile benzerlik gdstermektedir. (Bakimiz
Sekil 5.15)

- N . L
< Zemin ortami Zemin ortami Zemin ortami

Sekil 5.15 Zemin Elastisite Modiiliintin Fonksiyonunun Degisimi

5.4 YAKINSAKLIK CALISMASI

Miihendislik problemlerinin sonlu elemanlar metodu (SEM) ile ¢oziimlenmesinde.
kullanmilan eleman ag1 sonuglariizerinde ¢ok etkindir. Bu etkilenmeyi géstermek igin
ornek bir problem gesitli eleman aglan kullanilarak ¢6ziilmiis ve elde edilen sonuglar

degerlendirilmistir.

Ornek 1 de belirtilen problem gesitli ag diizenleri i¢in ¢6ziilmiis ve ag diizenlerinin

degisimine gore zemin parametrelerinin degisimi incelenmistir.

Yiikleme ve sistemin geometrisinin simetrik olmasindan dolayr ¢6ziimleme tiim

bolge yerine ¢eyrek bolge tizerinde yapilmistir. (Bakiniz Sekil 5.1 ve Sekil 5.2).

Ceyrek bolge lizerinde 51ra§1y1a 7x7, 9x9. 11x11, 13x13, 15x15 ve 19x19 luk
eleman aglan olusturulmustur. Her ag diizeninde siklastirma yapilmadan elemanlar
diizgiin geometrilerde olusturulmugtur. Plak-zemin sistemi {izerinde olusturulan
eleman a§ diizeninde plak bdolgesi, zemin boigesinden daha dar bir kisimda
konumlandirtldigindan dolay1 plak bdlgesinde tanﬁmlanacak eleman sayist im
sistemin % i kadar olmasina dikkat edilmistir. Zira plak ve zemin etkilesiminde plak
bolgesi elemanlar1 ¢oziimlemede daha ¢ok etkin olmaktadir. Plak bolgesinde
kullanilan ag diizeneginde yayily yitkleme ve tekil yiikleme durumlarina gére aglarin

siklastirilmasi ya da bollagtiriimasi s6z konusudur. Tekil yiikleme esnasinda plaktaki
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en biiyiik ¢Okmeler simetri merkezine yakin bolgelerde olacagindan dolayi geyrek
bolgelik plak pargasinda kose kisimlarda ag siklagtirma yapilmalidir. Bu sayede

sistemin sonuglarinin yakinsakligi saglanmaktadir.

Cesitli eleman aglarimin ¢eyrek bolge {izerinde olusturulmasi ve tekil viikleme

(P)durumunda yapilan hesaplamalardan ¢ikan sonuglar Sekil 5.16, 5.17 ve 5.18 de

sunulmustur.

30000 e

28000

7x7 9x9 1IxIl 13x13 15x15 19x19

—e—C1 28083 27322 26227 25470 25228 24856

Ag Diizenleri

Sekil 5.16 Tekil Yiikleme Durumunda Cesitli Ag Diizenleri Igin Zemin Yataklanma
Parametresi () in Yakinsamast

12000
11500
11000
10500
10000 - — - e

9500 e e e e
9000

X7 9x9 IMx11  13x13  15x15 19x19
-—o—C2 10167,8 10453.8 10895,9 112249 11334.5 11507,6

A3 Diizenleri

Sekil 5.17 Tekil Yiikleme Durumunda Cesitli Ag Diizenleri Igin Zemin Kayma
Parametresi ((>) in Yakinsamasi
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14,2000
4,0000 \

3,8000

3,6000 - \\‘\:

|
|

3,4000 -
3,2000 — e e
C7x7 0 9x9  11x11  13x13 | 15x15 ' 19x19

——g 4,1180 4,0019 3,8335 3,7160 3,6782 3,6198

Ag Diizenleri

Sekil 5.18 Tekil Yiikleme Durumunda Cesitli Ag Diizenleri I¢in Zemin Yiizey
Parametresi (y ) in Yakinsamasi

Cesitli eleman aglarinin g¢eyrek bdlge tlizerinde olusturulmasi ve vavihi viikleme
(¢)durumunda yapilan hesaplamalardan g¢ikan sonuglar Sekil 5.19 5.20 ve 3.21 de

sunulmustur.

15500,0 —

15000,0 -_.-\ .
14500,0 - -
14000,0 \\\‘%‘

13500,0 e
13000,0

7x7 9x9 1ix11 13x13 15x15 19x19
——C1 15048, 14589, 14057, 13917 13847, 13832,
Ag Diizenleri

Sekil 5.19 Diizgiin Yayih Yiikleme Durumunda Cesitli Ag Diizenleri Igin Zemin
Yataklanma Parametresi (C)) in Yakinsamasi
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25500,0

25000,0 —
24500,0 \\
24000,0 \\

—
23500,0 _
23000,0

7x7 0x9 11x11 13x13 15x15 19x19
——C2 25327, 25057, 24685, 24310, 24019, 23838
Ag Diizenleri

Sekil 5.20 Diizgiin Yayih Yiikleme Durumunda Cesitli Ag Diizenleri I¢in Zemin
Kayma Parametresi (C-) in Yakinsamasi

1,5000 ~ - & A

0,5000 - T —

0,0000
7x7 9x9  IlIxI11 13x13 15x15 19x19

—e—g 0,8970 0,9385 0,9699 1,0080 1,0238 1,1557
Ag Diizenleri

Sekil 5.21 Diizgiin Yayih Yiikleme Durumunda Cesitli Ag Diizenleri I¢in Zemin
- Ylzey Parametresi (¥ ) in Yakinsamasi

Yakinsama ¢alismas: yapilan orneklerde durumunda 15x 15 lik eleman agi ve 19x 19
luk eleman ag kullanilarak, tekil yiikleme durumunda; zemin vyataklanma
parametresi (C,) degerleri arasindaki fark %1.5, zemin kayma parametresi (C,)
degerleri arasindaki fark %1.5 ve zemin ylizey parametresi (¥ ) degerleri arasindaki

fark %1.5. yayih yiikleme durumunda: zemin yataklanma parametresi () degerleri
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arasindaki fark %0.01, zemin kayma parametresi (C,) degerleri arasindaki fark
9%0.07 ve zemin ylizey parametresi (7 ) degerleri arasindaki fark %0.11 olmaktadr.

Incelenen problemde yapilan yakinsakhik ¢aligmasinin sonucu olarak 15x15 lik

eleman aginin yeterli oldugu goériilmiigtiir.
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BOLUM 6 SONUCLAR VE TARTISMA

Bu calismada iki parametreli Vlasov elastik zemin modeline oturan homojen izotrop
plak analizi i¢in karisik sonlu elemanlar metodu kullanilarak bir bilgisayar programi
gelistirilmistir. Yontem deneme-yamilma yolu ile zemin parametrelerinin hesabina

dayanir. Bu parametreler zemin derinligine ( A ), zemin elastisite modiiliine ( £, ).
zemin Poisson oramina (v,) ve plak tizerindeki yiikleme tipine (P. ¢) baghdir.

Olusturulan model ve bilgisayar programi kullamilarak elde edilen sonuglarin
gecerliligini gostermek icin daha 6nce bagka arastirmacilar tarafindan gesitli sayisal
yontemlerle ¢6zdiikleri mihendislik problemeleri incelenmis ve sonuglar
miihendislik uygulamalar1 bakimindan yeterli oldugu yargisina varilmistir. (Ornek 1-
Ornek 3 te goriildiigii gibi)

Kirchhoft-Love teorisine dayali dortgen plak karisik sonlu elemaninda toplam 16
serbestlik dereceli (w ¢Okmesi, K ve M egilme momentleri. 7 burulma momenti).
zemin elemaninda toplam ise 4 serbestlik (w ¢6kmesi) derecesine sahip 4 kose

diigtim noktal dortgen elemanlar kullaniimistir.
Problemlerin ¢6ziimiinden sonra asagidaki yargilara ulasilmistir.

1. Olusturulan model ve bilgisayar programu literatiirde mevcut gesitli problemler ile
karsilastirildiginda gegerli sonuglar vermektedir. bu ¢aligmada kullanilan Karisik
‘Sonlu Elemanlar Metodunun literatiirde var olan diger modellere gore dogrulugu

Sayisal Ornek 2 de gosterilmistir.

2. Kullanilan ag diizeneginin, 6zellikle tekil ylikleme durumunda, sonuglara oldukga
etkili odlugu gériillmiistiir. Bundan dolayr ag diizeninde tekil yiikleme durumunda
ylikiin bulundugu yer etrafinda bir siklastirma yapilmistir (bakimiz Ek 1 ve Ek 2).

Yayilt yiikleme durumunda ise eleman aglan esit araliklarla yer almistir.

3. Sonlu zemin ortami igin zemin yataklanma (() ve zemin kayma ((,)

parametreleri ifadeleri deneme-yanilma ydntemlerle ¢ikartilmistir. Vlasov zemin

parametreleri. zemin elastisite modiiliine, poisson oranina. zemin derinligine ve plak



lizerindeki yiikleme tiiriine baghdir (bakimz Tablo5.1. 5.2. 5.5. 5.6 ve Sekil 5.9-
5.14). '

4. Zemin elastisite modiili bir fonksiyon olarak tanimlandiginda duruma ait zemin
parametreleri i¢in gerekli formiilasyon kullanilarak kuadratik degisime ait bagintilar
cikartilmistir. Bilgimiz dahilinde 3.28, 3.29, 3.31, 3.32, 3.34. 3.35 bagintilan
Ozgiindiir. Literatlirde zemin elastisiteme modiilii sabit ve lineer olarak tanimlamasi
hallerine ait ¢aligmalarla kargilagilmistir. Bu ¢alismada 6zgiin bir 6rnek olarak zemin
elastisite mo&ﬁlﬁ zemin derinligince kuadratik degisken olarak tammlanmistir. Bu

tanimlama sonucunda elde edilen degerlere gore asagidaki yargilara ulagilmistir.

a. Zemin yataklanma parametresi (C,). zemin derinligi arttikca azalmaktadir.

Zemin elastisite modiiliiniin fonksiyon olarak tanimlanmasi durumunda kuadratik
degisim degerleri, sabit ve dogrusal degisim durumundak degerlerin arasinda
kalmaktadir (Bakimz Sekil 5.9 ve Sekil 5.12).

b. Zemin kayma parametresi (C,) ve Zemin ylizey parametresi (). zemin
derinligi arttikca artmaktadir. Zemin yataklanma parametresi (C,) de oldugu gibi
Kuadratik hali ¢in elde edilen degerler. sabit ve dogrusal haller i¢in elde edilen

degerler arasinda kalmaktadir (Bakiniz Sekil 5.10, 5.11, 5.13 ve 5.14).

Bu ¢alismada kullanilan ag diizenin yeterliligini gdstermek i¢in bir de yakinsama
caligmasi yapilmistir. Bunun i¢in Ornek 1 de belirtilen miihendislik problemi 7x7.
9%x9. 11x11, 13x13, 15x15 ve 19x 19 lik eleman aglarina béliinmiistiir. Yakinsama
calismas yapilan drneklerde durumunda 15x 15 lik eleman ag ve 19x 19 luk eleman
agt kullanilarak. tekil yiikleme durumunda; zemin yataklanma parametresi (C'))
degerleri arasindaki fark %1.5, zemin lgaynia parametresi (C,) degerleri arasindaki
fark %1.5 ve zemin ylizey parametresi (y) deZerleri arasindaki fark %1.5. yayili
yiikleme durumunda; zemin yataklanma parametresi (C,) degerleri arasindaki fark
%0.01. zemin kayma parametresi (C,) degerleri aramndaki fark %0.07 ve zemin
yiizey parametresi (y ) degerleri arasindaki fark %0.11 olmaktadir. Daha genis bir

eleman ag kullanildiginda zemin parametre degerlerinin yakimsaklik hizinin
artmasina ragmen bilinmeyen sayisi artnuyor olacaktt Bundan dolay1 yakinsaklik

¢alismasinin sonucu olarak bu ¢alismada 15x 15 lik eleman ag: kullamimustir,



Bu ¢alismada gelinen son nokta itibar ile yeni ¢aligmalara itham vermek agisindan
su soru sorulabilmektedir :Sonlu zemin ortam igin tabaka kalinhigi sabit yerine
degisken alinmasi halinde zemiin parametreleri ve zemin iist tabakasinda ¢skme

ylizeyi nasil bir hal alird1?
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Ek Listesi
Ek 1 15x15 ELEMAN AGININ DUZGUN ARALIKLI HALI

Ek 2 15x15 ELEMAN AGININ SIKLASTIRILMIS HALI
Ek 3 TEKIL YOKLEME DURUMUNDA PLAK COKME YUZEYI]

DUZGUN YAYILI YCKLEME DURUMUNDA PLAK COKME YUZEY1
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Ek1

15x15 ELEMAN AGININ DUZGUN ARALIKLI HALI
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Ek2

15x15 ELEMAN AGININ SIKLASTIRILMIS HALI
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Ek3

TEKIL YUKLEME DURUMUNDA PLAK COKME YUZEYI
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