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Bu tez caligmasi bes bolimden olugmaktadir. Birinci bolim, giris kismina ayrilarak
genel bir literatiir bilgisi verilmigtir. Ikinci bélimde, gerekli temel kavramlardan ve
simdiye dek yapilan bazi galigmalardan soz edilmistir. Ugtincii ve dordiincti bolimler

ise orijinal sonuglara adanmugtir. Ugtincii boliimiin ilk kisminda,

u'(t) +p(O)f (u(a(t))) =0
seklinde ifade edilen birinci mertebeden lineer olmayan gecikmeli diferensiyel

denklemin g¢ozimleri igin yeni salinimlilik sartlar elde edilmisgtir. Ucglincii bolimiin

ikinci kisminda ise,

W@+ ) p©fi (u(e(®)) = 0
i=1

seklinde birinci mertebeden lineer olmayan birkag gecikme terimli diferensiyel
denklemin cozimleri igin elde edilen yeni saliimhlik kosullarina yer verilmistir.

Dordiincti boliimiin ilk kisminda,

w'(®) - p)f (w(o()) =0
seklinde ifade edilen birinci mertebeden lineer olmayan ileri diferensiyel denklemin

¢oziimleri igin yeni salinimlilik kriterleri elde edilmisgtir.



Dérdiincii bolumiin ikinci kisminda ise,

w(® - ) pifi (u(e)) = 0
i=1

seklinde verilen birinci mertebeden lineer olmayan birkag ileri terimli diferensiyel
denklemin ¢oziumleri igin elde edilen yeni salimmlilik kriterlerine yer verilmistir.

Besinci boliim ise tartigma ve sonug kismina ayrilmugtir.
2018, vii + 68 sayfa
Anahtar Kelimeler: Diferensiyel denklem, Gecikmeli diferensiyel denklem, Ileri

diferensiyel denklem, Monoton gecikme, Monoton olmayan gecikme, Salinimli ¢6ziim,

Salinimsiz ¢6zim.
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This thesis consists of five chapters. The first chapter is devoted to the introduction
section and provide a generel knowledge of literature. In the second chapter, we
mention some basic notions and studies so far. Third and fourth chapters are devoted to
our original results. In the third chapter, new oscillation conditions for the solutions of

first order nonlinear delay differential equation given by

' (©) + pO)f (w(o(®)) =0

are obtained. Also, new oscillation conditions for the solutions of first order nonlinear

delay differential equation with several nonmonotone arguments given by
m
w'(t) + Z p(®)f; (w(a (1)) = 0
i=1

are offered. In the fourth chapter, new oscillation criteria for the solutions of first order

nonlinear advanced differential equation given by

w'(6) - p(Of (u(o(9)) = 0
are obtained. Then, new oscillation criteria for the solutions of first order nonlinear

advanced differential equation with several nonmonotone arguments given by
m
w(®) = ) p©f (u(o(®)) =0
i=1

are presented. In the fifth chapter, discussions and conclusions are given.
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1 GIRIS

Diferensiyel denklemler gercek hayatta karsilastigimiz birgok heyecan verici problem igin
matematiksel model olarak rol oynamasinin yani sira, sadece bilim ve teknoloji alaninda
degil, ekonomi, fizyoloji, savunma ve niifus bilimi gibi bir ¢ok alanda da karsimiza
gikmaktadir. Miihendislik ve matematik biliminin ortak konusu olmasi diferensiyel
denklem geligsimini hizlandirmigtir. Yeni problemler ve yeni denklemlerin iiretilmesine

neden olmustur.

Bilindigi iizere uygulamali bilim dallarinin birgogunda ele alinan problemlerin matema-
tiksel modellemesine bir diferensiyel denklem karsilik gelmektedir. Matematiksel model-
lemeler yapilirken gecikmeler ortaya c¢ikabilir. Ortaya cikan bu gecikmeler gz éniinde
bulundurulursa, bu modellemeler adi diferensiyel denklemlerden farkli bir yap: sergiler-
ler. Bu durumda gecikmeli ve ileri seklinde gruplandirilan diferensiyel denklemler

karsimiza cikar.

Bir gecikmeli diferensiyel denklem, o(t) : R — R reel degerli bir fonksiyon,

tlim o(t) = oo ve o(t) < t kosullar1 saglanmak iizere

u'(t) = f(t,u(t), u(o(t))) (1.1)
seklindedir. Yani bu tiir denklemler, bilinmeyen bir fonksiyon ve onun en yiiksek mer-
tebeden tiirevi hari¢ diger tiirevlerinin ya da daha ¢ok gecikme degiskenlerine bagh
kalinarak ifade edilen diferensiyel denklemlerdir. Goriildiigii iizere «'(¢) nin degisim

orani sadece u(t) degerine degil, ayn zamanda u(o(t)) degerine de baghdir.

W (t) + u(t — 3) + ult + %) 0,

(1) + u(t +2) — 5 =0,
() + 30 () + ult — 2) = 1,

2

t
u(t) — 4u'(t — sin®t) — u(ﬁ) +t=1



seklindeki denklemler gecikmeli diferensiyel denklemlerdir.

Gecikmeli diferensiyel denklemler ile ilgili calismalar literatiire ilk olarak 1770 yilindan
sonra girmistir. Ancak gecikmeli diferensiyel denklemler ile ilgili yapilan sistematik ve
kayda deger caligmalar son 70 yilda ortaya ¢ikmistir. Gecikmeli diferensiyel denklemler,
fizik, biyoloji, ekonomi ve fizyoloji (iglev bilim) gibi bilim dallarinda kullanim alanina
sahiptirler. Ancak literatiir tarandiginda bu kullanim alanlarinin ¢cok daha genis alana
yayildigini gormek miimkiindiir. Simdi gecikmeli diferensiyel denklemlerin kullanildig:
fiziksel ve biyolojik sistemler tizerine 6rnekler vererek neden gecikmeli diferensiyel denk-

lem teorisine ihtiya¢ duyuldugunu agiklayalim.

Gecikmeli diferensiyel denklemler ile ilgili caligmalara bakildiginda karsimiza gikacak ilk

problem, Driver’'in tuzlu su problemidir. Bir kabin i¢inde A litre tuzlu su bulundugunu

varsayalim. Bu kabin icine dakikada a litre saf su ilave edildigini diigiinelim. Karigim

stirekli karigtirilip, kabin altinda bulunan bir musluktan yine dakikada a litre karigim

digar1 aksin. w(t), ¢t anmnda karigimdaki tuz miktarim kilogram cinsinden gostersin.

Karistirma igleminin siirekli ve tank icinde homojen bir sekilde gercgeklestigini kabul
u(t)

edersek, kap iginde 1 litre icin = (kg) oraninda tuz bulunur. Dakikada a litre karisim

kap icinden bosaldigina gore, belirli bir ¢ aninda kap i¢indeki tuz miktarinin degisimi

diferensiyel denklemi ile modellenebilir. Ancak Driver'in belirttigi iizere, gercekte karigtirma
islemi yapilirken kap icinde her yerde tuz oram sabit olmayacagindan homojen bir
dagilim elde etmek asla miimkiin olmayacaktir. Bu durumda ¢ aninda kap icinden
bosalan tuz oram1 da daha onceki bir andaki o oranina bagh olacaktir. Bu durumlar
goz oniine alinarak sistem yeniden modellenirse,

u(t — o)
A

gecikmeli diferensiyel denklemi elde edilir (Bildik 2012).

u'(t) = —a

Gecikmeli diferensiyel denklemler tip bilimi i¢in de biiyiik 6lciide tnem tagimaktadir.
Amerikan Kanser Toplulugun aragtirmalarina gore sadece Amerika’da her yil bir mil-
yonun iizerinde insana kanser teshisi konulmakta ve 500.000’in tizerinde insan kanser

yiiziinden hayatin1 kaybetmektedir. Bu nedenle tiim diinyada bilim adamlarinin kanser
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hiicrelerinin ¢ogalmasi ile ilgili modelleme yapmalar: ¢ok olagandir. Bu konuda Vil-
lasana ve Radunskaya (2003) tarafindan yapilan bir ¢aligma, kanser hiicrelerinin gogal-
mas1 ve bagisiklik sistemi hiicreleri ile baz1 6zel ilaclarin kanser hiicrelerinin ¢ogalmasi
iizerindeki etkilerini inceleyen matematiksel bir modelleme vermektedir. Bu calismayn,
diger caligmalardan ayiran en énemli nokta ise modelleme yapilirken gecikmeli diferen-

siyel denklem kullanilmasidir.

Geri beslemeli kontrol sistemlerinin neredeyse tamaminda gecikme mevcuttur. Bu ne-
denle kontrol sistemlerinin tasariminda gecikmeli diferensiyel denklem kullanilmaktadir.
Gecikmeli diferensiyel denklem kullanilarak bir kontrol sisteminin modellenmesine ilk
orneklerden biri de, Minorsky’nin II. Diinya Savagi sirasinda gemilerin dalgalardan

dolay1 saga sola yalpalamasimi engellemek i¢in yapmis oldugu ¢alismadir (Bildik 2012).

Gecikmeli diferensiyel denklemlerin niimerik c¢oziimlerinin bulunabilmesi igin cesitli
¢oziim yontemleri gelistirilmigtir. Belirli bir baglangic fonksiyonu kabul edilerek ¢oziimii
araliklar icerisinde bulduran adimlar yéntemi, sabit gecikmeli ve degisken gecikmeli du-
rumlar i¢in Euler yontemi, tek adim y6ntemi gibi yontemler mevcuttur. Diger taraftan
gecikmeli diferensiyel denklemlerin analitik ¢oziimlerini ¢ok basit haller ve istisnai de-
nilebilecek durumlar diginda hesaplamak miimkiin degildir. Ancak gecikmeli diferen-
siyel denklemleri analitik olarak cozemesek bile denklemlerin davranigini gérmeye ve

buna gore denklemlerin ¢oziimlerinin niteligini belirlemeye ihtiya¢ duyariz.

Gecikmeli diferensiyel denklemler teorisi son yillarda hizli bir gelisme yagamaktadir ve
lineer gecikmeli diferensiyel denklemler ile ilgili literatiirde ¢ok sayida ¢aligma mevcut-
tur. Ancak lineer olmayan gecikmeli diferensiyel denklemler ile ilgili calismalar, lineer
denklemlere oranla daha az sayidadir. Ozellikle bu tiir denklemlerin salinimhihg: ile

ilgili ¢cok az sayida caligma yapilmigtir.

Salimmlilik teorisi ise genis anlamda teknoloji, doga ve sosyal bilimlerdeki uygulamali
problemlerden kaynaklanan salinimsal olaylar: inceleyen modern diferensiyel denklemler
teorisinin nemli ve koklii bir dalidir. Ayrica salinim teorisinin kuramsal yonleri, belirli
bir denkleme veya sisteme salinan (periyodik, hemen hemen periyodik vb.) ¢oziim-
lerinin varlhigini, yoklugunu ve bu tiir ¢oziimlerin asimptotik davraniglarini tanimlamak-

tadir. Diger taraftan salinim teorisi, matematiksel biyolojide yer alan bazi denklem-
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lerin ¢oziimii i¢in de biiyiik ol¢iide onem arz etmektedir. Bu denklemlerin ¢oziimlerinin

salinimhilik karakterizasyonlari ile ilgili de birgok sonuca yer vermektedir. Simdi
u'(t) + p(tyu(o(t)) =0 (1.2)

gecikmeli diferensiyel denklemini g6z 6niine alalim. (1.2) denkleminin tiim ¢oziimlerinin
salimmh olmasi ile ilgili ilk sistematik galigma Myshkis (1950) tarafindan yapilmistir.
Eger

limsup [t — o(t)] < oo ve liminf [t — o(¢)] liminfp(t) > %

t—00 t—o00 t—o00
ise (1.2) denkleminin tiim ¢oziimleri salimmhidir. Koplatazde ve Chanturija (1982),
(1.2) denkleminin tiim ¢oziimlerinin salinimli olmasi igin agagida verilen sonucu elde
etmiglerdir. o(¢) monoton olmayan yada azalmayan olmak iizere,

t

1
liminf/p(s)ds > —.
e

t—o0
o(t)

Diger taraftan eger

t

[otsrds <

o(t)

ise (1.2) denklemi salimimh olmayan bir ¢6ziime sahiptir.
Gyori ve Ladas (1991),
u'(t) + pu(t —o) =0 (1.3)

denklemi i¢in p, o € R olmak iizere,

(7) (1.3) denkleminin tiim ¢oziimleri salimml,

(i) po >+
ifadelerinin birbirine denk oldugunu stylemistir.
Yukarida verilen bilgiler 1g1g1nda, bu doktora tez calismasinda birinci mertebeden lineer
olmayan gecikmeli ve ileri diferensiyel denklemlerin ¢dziimlerinin salimmmlilik davraniglar:
incelenmis ve denklemlerin ¢oziimlerinin salinimli olmasi igin yeni salimmhilik kriter-
leri elde edilmigtir. Elde edilen salimimlilik kosullarinda, diger kosullardan farkl olarak

gecikme terimlerinin monoton olma zorunlulugu ortadan kaldirilmig ve boylece sonuclar



daha iglevsel hale getirilmistir.

Bu tez caligmasinda ilk olarak, birinci mertebeden gecikmeli ve ileri diferensiyel denk-

lemler ile ilgili genel bir literatiir bilgisine yer verilmistir.

Daha sonra, p(t) > 0, o(t) <t ve u # 0 i¢in uf(u) > 0 olmak {izere,

u'(t) + p(t) f(u(o(t))) = 0

seklinde birinci mertebeden lineer olmayan gecikmeli diferensiyel denklemin ¢oziimleri
icin yeni salinimhilik sartlar elde edilmigtir.

Bu ¢ahigmaya ek olarak, 1 < i < m igin p;(t) > 0, 0;(t) < t ve u # 0 igin uf;(u) > 0
olmak tizere,

u'(t) + Zpi(t)fi(u(ai(t))) =0

seklinde birinci mertebeden lineer olmayan birkag gecikme terimli diferensiyel denklemin

¢oziimleri icin yeni salimimlhilik sartlar: elde edilmistir.

Tez galigmasinin diger bir boliimiinde ise, p(t) > 0, o(t) >t ve u # 0 igin uf(u) > 0
olmak iizere,

u'(t) = p(t) f(u(o(t)) =0
seklinde birinci mertebeden lineer olmayan ileri diferensiyel denklemin ¢oziimleri igin
elde edilen yeni salinimlilik kriterlerine yer verilmistir.
Tiim bu galigmalara ek olarak, 1 < i < m igin p;(t) > 0, o;(t) >t ve u # 0 i¢in
ufi(u) > 0 olmak iizere

u'(t) — Zpi(t)fz(U(Ui(t))) =0

seklinde birinci mertebeden lineer olmayan birkag ileri terimli diferensiyel denklemin

¢oziimleri icin de yeni salimimlilik kogullar: elde edilmistir.

Son olarak tartigma ve sonug kismina yer verilmigtir.



2 TEMEL TANIMLAR ve KAVRAMLAR

Bu boliimde sabit ve degisken katsayili gecikmeli ve ileri diferensiyel denklemler ile ilgili

salimimlhilik teorisinde yer alan bazi temel tanim, teorem ve sonuglara yer verilmigtir.

2.1 Gecikmeli Diferensiyel Denklemler

Birinci mertebeden bir lineer gecikmeli diferensiyel denklem 1 < ¢ < m, o;(t) <t ve

pi € C[[to, 00) , R] olmak iizere,

u'(t) + Y pi(tu(oi(t)) =0 (2.1)
i=1
denklemi ile verilir.

m =1 i¢in (2.1) denklemi

u'(t) + p(t)u(o(t)) =0 (2.2)
seklini alir.

Birinci mertebeden bir lineer olmayan gecikmeli diferensiyel denklem ise 1 < i < m,

o;(t) <t vep; € Cllty,),R] olmak iizere,

w(0)+ (0 fuloi(0) =0 23)
denklemi ile verilir.

m =1 igin (2.3) denklemi

u'(t) + p(t) f(u(o(t))) =0 (2.4)
seklini alir.

Tanim 2.1.1 1 <i <migin 0; € RT, 0,(t) =t — 0; ve 0 = max {01,032, ...,0,,} olmak
tizere t > t1 igin u, [t1,00) araliginda siirekli diferensiyellenebilir ve u, (2.1) denklemini
saghyorsa u € C[[t; —0,00),R] fonksiyonu (2.1) denkleminin bir ¢tziimiidiir ve bu

¢oziim [t1, 00) iizerinde bir ¢oziim olarak adlandirilir.



t1 bir baglangi¢ noktasi olmak iizere, ¢ € C'[[t; — 0,1) , R] baglangi¢ fonksiyonu verilmig

olsun. Boylece (2.1) denklemi t; — o <t < t; igin

u(t) = ¢(t) (2.5)
olacak gekilde [t1, 00) araliginda birtek u ¢oziimiine sahiptir.

Tamim 2.1.2 Bir diferensiyel denklemin agikar olmayan bir ¢oziimii v olsun. Eger
u ¢oziimii keyfi sayida sifira sahipse, yani; 7111_{1;0 t, = oo olacak sekilde bir {t¢,} dizisi
vardir oyle ki u(t,) = 0 ise u ¢oziimiine salmimhdir denir. Aksi taktirde salinimh
degildir denir. Saliniml olmayan bir ¢oziim, erge¢ pozitif yada ergeg negatiftir. Yani,
Vt > t; igin u(t) # 0 olacak bigimde bir ¢; vardir. Eger denklemin her ¢oziimii salinimh
ise denklemin tiim ¢oziimleri salimmmhdir, salinimli olmayan en az bir ¢oziimii varsa

denklemin ¢oziimleri salinimhi degildir denir (Ladde et al. 1987).

Tamim 2.1.3 Agikar olmayan bir u ¢oziimii 7" herhangi bir say1 olmak iizere (7', 00)

araliginda isaret degistiriyorsa u ¢oziimiine salinimlidir denir (Ladde et al. 1987).

u'(t) —u(—t) =0

t

diferensiyel denkleminin wu;(t) = sin¢ sahmmh ¢dziimii, us(t) = €' + e~ ise salimmh

olmayan bir ¢oziimiidiir.

Baz1 salimmhlik durumlar gecikmelerle olusur. Ornek vermek gerekirse,

u'(t) +u(t) =0

ve

u'(t) —u(t) =0

diferensiyel denklemlerin ¢oziimleri salinimli olmamasina ragmen,

W) +u(t-3) =0

ve

u'(t) —u(t—7m)=0



gecikmeli diferensiyel denklemlerin ¢oziimleri sirasiyla v = sint ve u = cost oldugundan

salimmhidir (Ladde et al. 1987).

Eger bir u ¢oziimii salinimh degilse, u ergeg pozitif veya ergec negatif olmak zorundadir.
Yani, ¢t > T i¢in u(t) pozitif olacak sekilde 7' € R vardir yada ¢ > T igin u(t) negatif
olacak gekilde 7" € R vardir.

Eger bir gecikmeli diferensiyel denklemin salimiml olmayan pozitif bir u(t) ¢dziimii mev-
cut ise, buna kargilik negatif bir —u(t) ¢oziimii de mevcuttur. Bu yiizden bir gecikmeli
diferensiyel denklem salimml olmayan bir ¢dziime sahipse bu ¢oziim pozitif (negatif)
bir ¢oziimdiir. Ayrica, (2.1) denkleminin tiim ¢oziimleri salimmlidir denildiginde, her
t1 > to baglangic noktasi ve her ¢ € C'[[t; — o,t;),R] baglangig fonksiyonu igin, (2.1)
ve (2.5) baglangig¢ deger probleminin tek ¢oziimii olan v salimmlhidir anlamina gelmek-
tedir. Yani u sonsuz ¢oklukta sifira sahiptir. Diger taraftan (2.1) denkleminin salinimh
olmayan bir ¢dziime sahip oldugunu ispatlamak istedigimizde ise, (2.1) denkleminin

pozitif (negatif) bir u ¢oziimiine sahip oldugunu ispatlamamiz yeterlidir.

Simdi ilk olarak, monoton gecikme terimine sahip gecikmeli diferensiyel denklemlerin

¢oziimleri icin verilen salinimhilik kogullarini inceleyelim.

Agagida Gyori ve Ladas’in (1991), gecikmeli diferensiyel denklemlerin bazi formlari igin

elde etmis olduklar1 salinimlilik kogullarina yer verilmistir.

Teorem 2.1.1 p,o € R olmak iizere,
u'(t) +pu(t —o) =0 (2.6)

gecikmeli diferensiyel denklemini goz ¢niine alalim. Boylece agsagidaki ifadeler birbirine

denktir.
(7) (2.6) denkleminin her ¢oziimii salimimli,
(i1) po > 1

(Gyori and Ladas 1991).

Teorem 2.1.2 i = 1,2,...,m icin p;, 0; € RT olmak iizere,

m

u'(t) + Zpiu(t —0;)=0 (2.7)

=1



denkleminin her ¢oziimiiniin salinimli olmast igin yeter kogul

— 1

E Di0i > —

; e

=1
olmasidir (Gyori and Ladas 1991).

Teorem 2.1.3 p € C'[[tg,0),R*], 0 > 0 olmak {izere
u'(t) + p(t)u(t —o) =0, t >t (2.8)

gecikmeli diferensiyel denklemini g6z ¢niine alalim. Eger

t

1
liminf/p(s)ds > =

t—o0
t—a

ise (2.8) denkleminin tiim ¢oziimleri salimmhdir.

Eger p € C[[to — 0,00) ,RT], 0 > 0 olmak iizere

t

1
/p<s)ds <= t>t
e

t—o

ise (2.8) denklemi salinimh olmayan bir ¢oziime sahip olur (Gyori and Ladas 1991).

Ornek 2.1.1
1
u'(t) +u (t — —) =0 (2.9)

e

denklemini goz oniine alalim. Burada p = 1, ¢ = % oldugundan poe = 1 olur.

Boylece Teorem 2.1.1 geregince (2.9) gecikmeli diferensiyel denklemi salinimli olmayan

bir ¢oziime sahiptir.
Agagida verilen sonug ise Ladas vd. (1972) tarafindan elde edilmistir.

Teorem 2.1.4 (2.2) gecikmeli diferensiyel denklemini goz 6niine alalim. Bu durumda

t >ty igin o(t) <t ve limo(t) = 0o (2.10)

t—o0
olmak iizere, azalmayan o(t) fonksiyonu igin

t

limsup/p(s)ds > 1

t—o0

o(t)

9



ise (2.2) denkleminin tiim ¢oziimleri salmimhdir (Ladas et al. 1972).

Koplatadze ve Chanturija (1982) (2.2) denkleminin ¢tziimlerinin salinimhlig) igin asagi-

daki sonucu elde etmislerdir.

Teorem 2.1.5 (2.10) saglansin. Eger

t

1
liminf/p(s)ds > =

t—o00
o(t)
ise (2.2) denkleminin tiim ¢oziimleri salimmhdir.

Diger yandan
t

1
limsup/p(s)ds < =
e

t—o0
o(t)

ise (2.2) denklemi salimimli olmayan bir ¢dziime sahiptir (Koplatadze and Chanturija
1982).

Simdi monoton olmayan gecikme terimine sahip lineer gecikmeli diferensiyel denklem-

lerin ¢oziimleri i¢in verilen salimmlilik kosullarini inceleyelim.
Braverman ve Karpuz (2011) tarafindan agagidaki sonug elde edilmistir.

Teorem 2.1.6 t > t;, ve monoton olmayan o(t) fonksiyonu i¢in §(¢) := supo(s) olmak
s<t

izere,
t o(t)

limsup/p(s)exp /p(f)df ds > 1

t—o00
a(t) o(s)
ise (2.2) denkleminin tiim ¢oziimleri salmimhdir (Braverman and Karpuz 2011).

Chatzarakis ve Ocalan (2016) monoton olmayan gecikme terimine sahip gecikmeli dife-

rensiyel denklemlerin ¢oziimlerinin salimmliligi ile ilgili agagidaki sonucu elde etmiglerdir.

10



Teorem 2.1.7 (2.10) saglansin. o(t) monoton olmayan bir fonksiyon olmak iizere,
d(t) :=supo(s), t >0 (2.11)
s<t

olarak tamimlansin. Bu durumda

t (t)

liminf/p(s)exp /p(§)d§ ds > é,

t—o0
o(t) o(s)

ise (2.2) denkleminin tiim ¢oziimleri sahmimhidir (Chatzarakis and Ocalan 2016).

Yine aymi caligmada agagidaki crnege yer vermislerdir.

Ornek 2.1.2
W () + —ulo(t) =0, t >0 (2.12)

birinci mertebeden lineer gecikmeli diferensiyel denklem verilmis olsun. Burada

t—1, t € [3k,3k + 1]
o(t)=q —3t+12k+3, t € [3k+1,3k +2] k€N,
5t — 12k — 13, t € [3k + 2,3k + 3]

seklinde tanimlanmigtir. (2.11) den

t—1, te[3k,3k+1]
§(t) := supo(s) = 3k, t € [3k + 1,3k + 2.6] k € Ny
s<t
5t — 12k — 13, t € [3k + 2.6, 3k + 3]

olur. f: Ry — [0,00) olmak tizere,

t 3(t)

£(t) = / p(s) exp / p()de b ds
4(t) o(s)

fonksiyonunu tanimlanmig olsun. Verilen f fonksiyonu en kiiciik degerini ¢ = 3k nok-

tasinda alir. Yani

11



3k 5(3k)

Smin = / $) exp /p

4(3k) o(s)
3k 3k—1

10 10
= 1. exp 1ie /d§ ds,

3k—1 s—1
3k

10 10
= E exp (E(?)k? — S)) dS,
3k—1

0
) —1=0.397151967

= explygg

olur ve

t a(t)

(
1
liminf [ p(s)exp p(§)dE p ds = 0.397151967 > —
e

(

t—o00

o(t) o(s)
oldugundan Teorem 2.1.7 nin tiim kosullar1 saglamir. Boylece (2.12) denkleminin tiim

¢oziimleri salimimli olur.

Diger yandan,

1
lim inf — lim inf =
123)?/( ds 1gg/116 11e<
o(t)

elde edilir ve daha 6nce bilinen salimmlilik kogulu burada saglanmaz (Chatzarakis and

Ocalan 2016).

Simdi birinci mertebeden lineer birkag gecikme terimli

1)+ piltulei(t) =0 (2.13)

diferensiyel denklemini goz oniine alahm. Ilk olarak monoton gecikme terimlerine
sahip birinci mertebeden lineer gecikmeli diferensiyel denklemlerin ¢oziimleri i¢in verilen
salinimlilik kogullarini ve daha sonra monoton olmayan gecikme terimlerine sahip birinci
mertebeden lineer gecikmeli diferensiyel denklemlerin ¢oziimleri igin verilen salinimlilik

kosullarin ele alalim.

12



Fukagai ve Kusanonun (1984) (2.13) denkleminin ¢oziimlerinin salimimlhihg ile ilgili

yapmis oldugu calismaya asagida yer verilmigtir.

Teorem 2.1.8 1 <i < m,t > tgigin o;(t) < o*(t) < t olacak gekilde siirekli, azalmayan

o*(t) fonksiyonu mevcut ve tlim o*(t) = 0o olsun. Eger
—0Q0

t
L - 1
hggf / Zl:pi(s)ds > -
o ()"
ise (2.13) denkleminin tiim ¢oziimleri salimmhdir.
Diger taraftan 1 < i < m, t > ty icin 0*(t) < 0;(t) olacak sekilde siirekli, azalmayan

o*(t) fonksiyonu mevcut, tlim o*(t) = oo ve
— 00

L m

/ Zpi(s)ds < é

o ()"

ise (2.13) denklemi salimmsiz bir ¢oziime sahiptir (Fukagai and Kusano 1984).

Yine aynm ¢alismada asagidaki ¢rnege yer vermislerdir.

(8) + éu <£> 4 QLGtu (5—2) —0 (2.14)

denklemi veilmis olsun. Bu denklem, (2.13) denkleminin bir 6zel halidir.

Ornek 2.1.3

Burada pi(t) = %, pao(t) = 55, ou(t) = L ve oo(t) = 5 ve 1 < i < m icin

et” 2et”

oi(t) < o*(t) <t olacak sekilde o*(t) = £ olarak segilebilir. Ayrica

e

t/ Zpi(S)ds = t/ (p1(s) + p2(s))ds = t/ (6—18 + 2_23) ds — % > é

o (1) t

oldugundan Teorem 2.1.8 in tiim sartlar1 saglanir ve bdylece verilen denklemin tiim

¢oztimleri salmimhdir (Fukagai and Kusano 1984).

Grammatikopoulos vd. (2000) (2.13) denkleminin ¢6ziimlerinin salimmhlig: igin agag-

daki sonuglar: elde etmislerdir.
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Teorem 2.1.9 1 < i < m igin 0;(t) fonksiyonlar1 azalmayan fonksiyonlar olmak iizere,

/\pl (O] dt <oo,1<4i, j<m

ve

hmmf pi(s)ds >0, 1 <i<m

oi(t)

olsun. Eger

t
= 1
Z ligninf/pi(s)ds > -
r —00 €
i=1 ai(t)

ise (2.13) denkleminin tiim ¢oziimleri salimimhidir (Grammatikopoulos et al. 2000).

Teorem 2.1.10 1 < ¢ < m i¢in 0,(t) fonksiyonlar1 azalmayan fonksiyonlar olmak iizere,

/\pl (B)|dt <oo, 1 <i, j<m

ve

t

B; = liminf/pi(s)ds >0,1<i:<m

t—o0

oi(t)

olsun. Eger

65)\

min{z s

=1

A € (0, oo)} > 1
ise (2.13) denkleminin tiim ¢oziimleri salmimhdir (Grammatikopoulos et al. 2000).

Ornek 2.1.4
() + ult — o) +u (t _ G _ 0)) 0 (2.15)

gecikmeli diferensiyel denklemini gz oniine alalim. Burada o € (O, %) saglanir. Buna

gore, daha once verilen salimimlilik sartlarinin saglanmadigini ve son olarak ifade et-

tigimiz teoremde bulunan salinimlilik sartinin saglandigini géstermek igin,
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(o)

m ea)\
min {ZT +
i=1

esitsizliginin gegerli oldugunu gostermek yeterlidir.

m e
min T:)\G(O,oo) = oe,

:)\G(0,00)}>1

min{ie(e/\a)/\ PN E (0,00)} =1—-o0e

=1

o=
|
Q
~—
>

oldugundan ve ?, o +—— ifadeleri minimum degerlerini farkli noktalarda aldig: igin,

gosterilmek istenilen egitsizligin gecerliligi acik olur. Boylece, teoremin tiim kosullar:

saglanir ve denklemin tiim ¢oziimleri salimmh olur (Grammatikopoulos et al. 2000).

Infante vd.(2015), (2.13) denkleminin salimmhhk davrams: ile ilgili asagida verilen

sonucu ve bu sonucu igeren ¢rnegi elde etmislerdir.

Teorem 2.1.11 1 < i < m olmak iizere monoton olmayan o,(t) fonksiyonlar1 i¢in
o:(t) < 0;(t) < t olacak sekilde azalmayan 0; € C'([tg,00),R) fonksiyonlar1 mevcut

olsun. Eger

m t 51(t) m m

lirtnsupH /pi(s)exp /sz(f) X exp /Zpl(u)du d¢ | ds| > %
—oo % e

Sl R0 oi(s) " G
ise (2.13) denkleminin tiim ¢oziimleri salmimhdir (Infante et al. 2015).

Ornek 2.1.5
' (t) + pr()u(o1(t)) + p2(t)u(oz(t)) =0, t >0, p1, p2 >0 (2.16)
gecikmeli diferensiyel denklemini g6z ¢niine alalim. Burada
t—1, t €[3k,3k+1]

oi(t) = —3t+12k+3, t € [3k+ 1,3k + 2]
5t — 12k — 13, t € [3k + 2,3k + 3]

ve
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t—2, t e [3k,3k+ 1]
oa(t) = —t+6, t € [3k+1,3k+ 2]
3t — 6k —8, t € [3k + 2,3k + 3]

dir. Diger taraftan

t—1, t € [3k,3k + 1]
61(t) = 3k, t € [3k + 1,3k + 2.6]
5t — 12k — 13, t € [3k + 2.6, 3k + 3]

ve

t—2, t€[3k,3k+1]
02(t) =9 —3k—1, t € [3k+1,3k+2.3]
3t — 6k —8, t € [3k+2.3,3k + 3]

olarak secilebilir.
o1(t) <t —1ve o9(t) <t — 2 oldugundan

t t t t

/duZ/du:lve /duZ/du:2

o1(t) t=1 o2(t) t=2

olur.

P = piexp(py + p2) + paexp(2p; + 2py) olsun. ¢, = 3n + 3 olarak segilirse

2 2 0ult) o € ’
limsupH sz- exp / Zpi exp / (p1 + p2)du | dE | ds
N 7i(s) ! 7i©
) 3k+3 5i(3K+43) 3
> JLI{)IOH H / Pi exp / Zpi X exp / (p1 + p2)du | d€ | ds
TN k) ois) ! oi(€)
9 3k+3 3k+2 2 3k+3 3k+1
> hmH / P1 €Xp / Pd¢ | ds X / D2 €XP / Pd¢ | ds
B 5;(3k-+3) o1(s) 5;(3k+3) o(s)

16
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3k+3 3k+2 2 3k+3 3k+1 2
[ prexp| [ Pd§|ds] x f Do €XP f Pd§ ds
. 3k+2 o1(s) 3k+2
= lim 1
n—00 3k+3 3k+2 2 3k+3 3k+2
x| [ piexp| [ Pd|ds| x| [ peexp| [ Pd¢|ds
| 3k+1 0’]_(8) 3k+1 0’2(8)
3k+3 3k+2 2 3k+3 3k+1 7
| prexp | Pd¢)ds| x| [ paexp [ Pd¢ | ds
3k+2 5s—12k—13 3k+2 35—6k—8
) 3k+2 3k+2 3k+3 3k+2 2
= lim | x [ [ pexp [ Pd¢)ds+ [ piexp [ Pd¢|ds
e 3k+1 —35+12k+3 3k+2 5s—12k—13
3k+2 3k+1 3k+3 3k+1 2
X| [ prexp| [ PdS|ds+ [ prexp [ Pd¢ | ds
" 3k+1 —s+6k 3k+2 35—6k—8 i
= : D(p1,p2)
olur. Ayrica p; = 0,1 olsun. Buradan ps > 0,158 ise D > %1 olur. Yani, verilen

denklemde p; = 0,1 ve py > 0,158 oldugunda Teorem 2.1.15 in tiim sartlari saglanir.
Boylece (2.16) denkleminin tiim ¢oziimleri salimml olur. Denklemde verilen gecikme
terimleri monoton olmadig: i¢in Grammatikopoulos vd. (2000) tarafindan verilen teo-
rem bu 6rnege uygulanamaz. Bu nedenle gsimdi bu sonug Fukagai’nin (1984) vermis
oldugu sonug ile kiyaslanirsa; V¢ > 0 icin o4(t), o2(t) < 1(¢) oldugundan p; = 0,1 ve

po > 0,158 secersek,

1
(p1 + p2)ds = p1 +po = 0,258 < -

51(t)

lim inf
t—oo

elde edilir. Yani, verilen denklem Fukagai'nin sonucuna gore salimiml olmayan bir

¢oziime sahip olur (Infante et al. 2015).
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2.2 Tleri Diferensiyel Denklemler

Birinci mertebeden bir lineer ileri diferensiyel denklem 1 < i < m, o;(t) > t ve p; €

C'[[to, 00) , R] olmak {izere

W (1) = Y p(Oulon(1)) = 0 (2.17)
denklemi ile verilir.
m =1 igin (2.17) denklemi
u'(t) — pt)u(o(t)) =0 (2.18)

denklemine doniisiir.

T > 0 olmak iizere o(t) =t + T alinwrsa (2.18) denklemi

u(t) —p)u(t+T)=0, t >ty (2.19)
seklini alir.

Birinci mertebeden bir lineer olmayan ileri diferensiyel denklem ise 1 < i < m, o;(t) >t

ve p; € C'[[ty, 0) , R] olmak iizere

u'(t) — Zpi(t)fi(U(Ui(t))) =0 (2.20)
seklindedir.
m =1 igin (2.20) denklemi
(1) = p(t) f(u(o(£)) = 0 (2.21)

denklemine doniisiir.

Asagida verilen teorem Ladas ve Stavroulakis (1982) tarafindan elde edilmistir.
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Teorem 2.2.1
t+T

1
liminf/p(s)ds > —
e

t—o0
t

ise (2.19) denkleminin tiim ¢oziimleri salmimhdir (Ladas and Stavroulakis 1982).
p(t) = p € (0,00) oldugunda ise agagidaki kosul elde edilmigtir.

Teorem 2.2.2

(7) W' (t)—pu(t+o) > 0, t > t, esitsizliginin ergeg hig bir pozitif ¢dziime sahip olmamas,
(13) W/ (t)—pu(t+o) < 0,t > tg esitsizliginin ergeg hig bir negatif ¢oziime sahip olmamas,
(133) v/ (t) — pu(t + o) = 0, t > to denkleminin tiim ¢oziimlerinin salimmli olmas igin
gerek ve yeter kosul

1
po > —
e
olmasidir (Ladas and Stavroulakis 1982).
Asagida verilen sonuglar ise Li ve Zhu (2002) tarafindan elde edilmigtir.

Teorem 2.2.3
L Qk(t) Z eka t Z tl +kT

ve

7 p(t) {eXp (ek_lpk(t) — %) — 1} dt = oo

t1+kT

olacak gekilde t; > to + T ve k porzitif tamsayist mevcut ise (2.19) denkleminin tiim

¢oztimleri salimimlidir. Burada

t+T
nﬁ%:/M$MA®M&nZZtZ%

t
ve

t

w(®)= [pl)ds. t2t0+T.

t=T
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t

qn(t) = /p(s)qnl(s)ds, n>2 t>ty+nT
=T
seklindedir (Li and Zhu 2002).
Teorem 2.2.4

. 1 . 1

lltII_l)Clélfpk(t) > o ve hggqu(t) > %
olacak gekilde pozitif bir & tamsayisi varsa (2.19) denkleminin tiim ¢oziimleri salinim-
hdir. pg(t) ve gi(t) ifadeleri Teorem 2.2.3 teki gibi tanimlanmigtir (Li and Zhu 2002).

Ornek 2.2.1

1
u'(t) — 2—(1 +sint)u(t +7) =0, t >0 (2.22)
e
ileri diferensiyel denklemi verilmis olsun. Burada p(t) = o (1+sint), T = 7 seklindedir.
Boylece
t+T t+m
lim inf ds = liminf | —-(1+ sin s)ds = — (7 — 2) < =
im in p(s)ds = im in 2—6( + sin s) 3—2—6(7r— 3
¢ ¢
oldugundan
t+T X
li{ninf/p(s)ds > —
—00 (&
t
olma kosulu saglanmaz. Ancak
t+T
pi(t) = [ p(s)ds = o (m + 2cost)
i o
pQ(t) — f p(S)pl(S)dS _ T +27rci)es2t—4smt
t
t+T
p3(t) = [ p(s)pa(s)ds = g5 (7° — 27 + (2n% — 8) cos t — 4w sint)
v
pa(t) = [ p(s)ps(s)ds = qooz [7* — 4n® — 21 + 2(n® — 67) cos t — 4(w? — 4) sin ]
t

olur ki;

. 22
hgl_l)glfp;;(t) >

dir. Aym zamanda
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a(t) = t}Tp(s)ds = %(71’ — 2cost)

t
()= [ p(s)q(s)ds = = (7? — 2w cost — 4sint)
toT

¢
a(t) = [ p(s)g(s)ds = g5 (7° — 2w + (2% — 8) cost — 4msint)
T

¢
au(t) = [ p(s)gs(s)ds = 15 [7* — 7% — 2w + 2(7® — 67) cost — 4(n® — 4) sin t]
=T

olacagindan

22

olur. Boylece, Teorem 2.2.4 geregince (2.22) denkleminin tiim ¢oziimleri salinimhidir

(Li and Zhu 2002).

Teorem 2.2.5 p(t) > 0, t > ty, azalmayan o (t) fonksiyonu i¢in o(t) > t ve limo(t) = oo

t—oo

olmak iizere

o(t)
1
ligninf p(s)ds > —
e

—00

t

ise (2.18) denkleminin tiim ¢oziimleri salimmhdir. Ancak

o(t)

/p(S)ds < %

t

ise (2.18) denklemi salimmsiz bir ¢oziime sahiptir (Fukagai and Kusano 1984).

Ornek 2.2.2 a > 0 ve a bir sabit olmak iizere

u'(t) + at®u(logt) =0

gecikmeli diferensiyel denklemini ve

u'(t) — at®u(e’) =0

ileri diferensiyel denklemini g6z ¢niine alahm. Burada p(t) = at® ve o(t) = logt alinirsa,

gecikmeli diferensiyel denklem icin
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t

lim p@ﬂsz{

t—o00

o(t)

00, a> —1
0, a<—1

elde edilir.

Eger p(t) = at® ve o(t) = e alimirsa, ileri diferensiyel denklem igin

o(t)

lim p@ﬂsz{

00, a > —1
0, a<—1

t—o0
t

sonucu elde edilir. Boylece verilen her iki denklemin tiim ¢6ziimlerinin salinimli olmasi

i¢in gerek ve yeter kogul @ > —1 olmasidir (Fukagai and Kusano 1984).

Ornek 2.2.3 ¢ > 0 bir sabit olmak {izere

1MQ+MUG—%>:0

gecikmeli diferensiyel denklemini ve

1
u'(t) — atu (t + ;) =0
ileri diferensiyel denklemini goz 6niine alalim. Burada p(t) = at ve o(t) = ¢t — } almirsa,

gecikmeli diferensiyel denklem icin

lim inf/p(s)ds =a

t—o0

sonucu elde edilir. Eger, p(t) = at ve o(t) = t 4 1 almrsa, ileri diferensiyel denklem

icin

li%n inf/p(s)ds =a

t

sonucu elde edilir. Boylece a > % ise verilen denklemlerin tiim ¢oziimleri salinimli,

a < 1 ise verilen denklemlerin salimml olmayan ¢oziimii vardir (Fukagai and Kusano

1984).
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Teorem 2.2.6 1 < i < m olmak iizere azalmayan o;(t) fonksiyonlar: igin,

m O min (t)

1
lim inf pi(s)ds > —
t—o0 = A e
ise (2.17) denkleminin tiim ¢oziimleri salimimhdir. Burada, omi(t) = min {o;(s)}

1<i<m

seklinde tanmmmlanmigtir (Ladde et al. 1987).

Teorem 2.2.7 1 < i < m, t > t, igin p;(t) > 0, 0,(t) fonksiyonlar: monoton olmayan

gecikmeler ve o;(t) > t olmak iizere,

oi(s)

hmsup/ZpZ 5) exp Z/pj §)d¢ pds > 1

t—oo

ise (2.17) denkleminin tiim ¢oziimleri salimmhdir. Burada ¢ > 0 igin ¢,(t) := %250i(5)

ve p(t) = 11<r;1<11n ¢;(t) seklinde tamimlanmugtir (Chatzarakis and Ocalan 2015).

Teorem 2.2.8 1 < i < m, t > tyicin p;(t) > 0, 0;(t) fonksiyonlari monoton olmayan

gecikmeler ve o;(t) > t olmak tizere,

oi(s)

et) m
1
ligninf/Zpi(s)eXp Z /pj(g)df ds > -
¢ i

ise (2.17) denkleminin tiim ¢oziimleri sahmimhdir. Burada ¢ > 0 igin ¢,(t) := %EfUi(S)

ve p(t) = 1121371 ©;(t) seklinde tammlanmistir (Chatzarakis and Ocalan 2015).
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3 BIRINCIi MERTEBEDEN LINEER OLMAYAN GECIK-
MELI DIFERENSIYEL DENKLEMLERIN COZUMLERININ

SALINIMI

Salimlilik teorisi ile ilgili caligmalarda genellikle asagida belirtilen durumlar tizerinde

durulmustur:

(i) Salhmimh olmayan ¢oziimiin varligi igin yeter sartlar.

(ii) Her ¢oziimiin salimmli olmasi igin yeter sartlar.

Verilen bu durumlar icin yapilan calismalar birbirinden farkhdir. Ik durum icin sabit
isaretli olan bir ¢oziimiin var oldugunu gostermek yeterlidir. Bu durumda cegitli sabit
nokta teoremleri uygulanabilir yada salinimli olmayan bir ¢oziime yakinsak, monoton
bir dizi tanimlanabilir. Tkinci durumda ise denklemin bazi ¢oziimleri icin bu yéntemlerin
kullanilmasi uygun degildir. Bu yiizden ¢eligki yontemi kullanilarak ispat yapilir. Yani
verilen denkleme ait salinimli olmayan bir ¢oziimiin varligi kabul edilir ve bu denklemin

parametreleri icin kabul edilen gsartlarin saglandigl gosterilerek celigki elde edilir.

Birinci mertebeden lineer gecikmeli diferensiyel denklemlerin salinimlhilik davranisi ile
ilgili bir¢ok ¢aligma olmasina ragmen birinci mertebeden lineer olmayan gecikmeli difer-
ensiyel denklemlerin salinimlilik davranig ile ilgili lineer denklemlere oranla daha az
sayida calisma mevcuttur. Bu boliimde, ¢ncelikle lineer olmayan gecikmeli diferensiyel
denklemlerin ¢oziimlerinin salinimliligi ile ilgili yapilan ¢aligmalardan kisaca bahsedile-

cek ardindan elde ettigimiz sonuclara yer verilecektir.

Teorem 3.1
u'(t) + p(t) f(u(o(t))) =0 (3.1)
denkleminde bulunan f, p ve o fonksiyonlar1 agagidaki sartlari saglasin.
(1) t e Ry icin o(t) < t, 0 € C(Ry,R) olsun. Ayrica o(t), Ry iizerinde kesin olarak
artan bir fonksiyon ve tlggo o(t) = oo,
(73) p(t) fonksiyonu bolgesel olarak integrallenebilir ve p(t) > 0,
(zi1) f € C(R,R), u # 0 igin uf(u) > 0, f artan bir fonksiyon ve lim—~ = N < oo

u—~0 f(’LL)
olsun.
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Bu durumda

t

limsup/p(s)ds >N (3.2)

t—o0

o(t)
ise (3.1) denkleminin tiim ¢oziimleri salmimhdir (Ladde et al. 1987).
Sonug 3.1 Teorem 3.1 f fonksiyonunun hem lineer hemde yari lineer olma durumunu

icerir. N = 0 olursa f fonksiyonu yar1 lineer bir fonksiyon olur. Eger

lim —
1m-—-——- =00
u—0 f (u)

ise f fonksiyonu genellegtirilmis siiperlineer fonksiyon olarak adlandirilir (Ladde et al.

1987).

Ornek 3.1
u'(t) 4+ (t— Vi) 2ub(t — V) =0, t >2

gecikmeli diferensiyel denklemini gz oniine alalim. Burada ¢t — oo iken

t t

| [ sV
e

o(t) t—/t

olmasina ragmen verilen denklem u(t) = % salmimli olmayan ¢oziime sahiptir (Ladde

et al. 1987).

ds — 0o

Teorem 3.2 (i), (i7) ve (iii) sartlar saglansin. Boylece

t

N
li%ninf/p(s)ds > — (3.3)
—00 e

o(t)
ise (3.1) denkleminin tiim ¢oziimleri salmimhidir (Ladde et al. 1987).

Ornek 3.2
2

w(t) - (eln )t

gecikmeli diferensiyel denklemi g6z oniine alalim. Buradan

u(At) =0, 0< A <1

t t

/p(S)dSZ/—ﬁds:§>g

o(t) At
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elde edilir. Boylece Teorem 3.2 geregince verilen denklemin tiim ¢oziimleri saliniml

olur (Ladde et al. 1987).

Teorem 3.3 ¢ > t, i¢in o(t) azalmayan bir fonksiyon, o(t) < ¢, limo(t) = oo ve u # 0

t—00
icin wf(u) > 0, f siirekli bir fonksiyon ve
. |ul
N =limsup——— < o0
w0 [ f(u)]
olsun. Eger
t N
li%ninf/p(s)ds > — (3.4)
—00 e

o(t)
ise (3.1) denkleminin tiim ¢oztimleri salmimhdir (Fukagai and Kusano 1984).
Ladde vd. (1987), birinci mertebeden lineer olmayan gecikmeli diferensiyel denklem-
lerin ¢oziimlerinin salinimliligi i¢in elde etmis olduklar: kosulu asagida belirtilen sonuca

genigletmiglerdir.

Teorem 3.4 .
u'(t) + Zpi(t)fi<u(0i(t))) =0 (3.5)

gecikmeli diferensiyel denklemini g6z 6niine alalim. Burada 1 < i < m olmak {izere,
(1) t € Ry igin 0; € C(R4,R) olmak iizere o;(t) < t, 0;(t) fonksiyonlar:1 R iizerinde
kesin olarak artan ve tliglo o;:(t) = oo,
(1) p;(t) fonksiyonu bolgesel olarak integrallenebilir ve p;(t) > 0,
(7i1) f; € C(R,R), uw # 0 icin uf;(u) > 0, f; fonksiyonlar1 artan fonksiyonlar ve
11}1)1(1)% =N; <00
olsun. Eger

t
N " N
lim inf / (st)ds) > 2 (3.6)
veya

limsup/ (Zpﬂs)ds) > N* (3.7)
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ise (3.5) denkleminin tiim ¢oziimleri salimmhdir. Burada N* = max {Ny, ..., N,,} ve

o*(t) = max{oy(t), ..., 0., (t)} seklinde tanimmlanmigtir (Ladde et al. 1987).

Teorem 3.5 (3.5) denkleminin bir 6zel formu olan

u'(t) +p(t) f(ulo1(t)), .., w(om(t))) = 0 (3.8)

diferensiyel denklemini ele alalim. Burada 1 <i < m ve ¢t > a i¢in p(t) ve o;(t) fonksi-
yonlar1 [a, 00) aralig: tizerinde siirekli fonksiyonlar, p(t) > 0, 0;(t) <t ve 1tlim o;(t) = o0
olsun. Ayrica R™ iizerinde 1 < i < m ve wyju; > 0 igin uy f(uq, ..., uy) > 0, siirekli

f(uq, ..., uy,) fonksiyonu ve negatif olmayan «; sabitleri i¢in Y «; = 1 olmak iizere,
i=1

a1 Qm
N = limsup|u1| [t < 0

wi—0 | (U1 oy U]
1<i<m

olsun. Diger yandan 1 < i < m vet > aigin 0;(t) < 0*(t) < t olacak sekilde azalmayan

o*(t) fonksiyonu var ve

N
liminf/p(s)ds > —

t—o0 (&
o*(t)

ise (3.8) denkleminin tiim ¢oziimleri salimmhidir (Fukagai and Kusano 1984).

3.1 Birinci Mertebeden Lineer Olmayan Gecikmeli Diferen-
siyel Denklemlerin Coziimlerinin Salinimi I¢in Elde Edilen

Kriterler

u'(t) +p(t)f (u(o(t)) = 0 (3.1.1)

birinci mertebeden lineer olmayan gecikmeli bir diferensiyel denklemi gz oniine alalim.

Burada, p(t) > 0, o(t) > 0 ve

t>toigin o(t) <t ve tlim o(t) = oo, (3.1.2)
feCRR) vewu+#0igin uf(u) >0 (3.1.3)
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olmak iizere, o(t) fonksiyonu i¢in

d(t) := supo(s) (3.1.4)

s<t

tammlayalim. Acik olarak ¢ > 0 i¢in o(t) < 6(t) ve 6(t) azalmayan bir fonksiyon olur.

Ayrica

U
limsup——=N, 0< N < o0 3.1.5

olsun. Boylece asagida verilen sonuclar elde edilmistir.
Teorem 3.1.1 (3.1.2), (3.1.3) ve (3.1.5) saglansin. Eger

t

N
liminf/p(s)ds > — (3.1.6)

t—o0 e

o(t)
ise (3.1.1) denkleminin tiim ¢oziimleri salmimhdir.
Ispat Celigki olugturmak adma (3.1.1) denkleminin salimml olmayan pozitif bir u(t)
¢oziimiiniin varligim kabul edelim. Ayni sekilde negatif bir —u(¢) fonksiyonu da (3.1.1)
denkleminin saliniml olmayan bir ¢oziimii olarak kabul edilebilir. Ancak biz ispatimizi
yalnizca u(t) pozitif ¢oziimii iizerinden yapacagiz. O halde, her ¢ > ¢; igin wu(t),

u(o(t)) > 0 olacak sekilde ¢; > ¢ty mevcuttur. Ayrica (3.1.1) denkleminden

u'(t) = =p(t) f(u(o(t))) <0, t =t

ifadesi elde edilir. Boylece u(t) artmayan bir fonksiyon olur. (3.1.6) sartindan

o0

/p(t)dt =00 (3.1.7)

a

esitligi yazilir. Boylece (3.1.7) ifadesinin varhig1 gz éniinde bulunduruldugunda, (3.1.1)
denkleminin tiim salinimsiz ¢oziimleri ¢ — oo iken sifira yakinsadigindan tlim u(t) =0
elde edilir [Teorem 3.1.5, Ladde et al. (1987)]. N > 0 olsun. Diger yandan (3.1.5)

ifadesi yardimiyla

flu(t)) > =—=ul(t), t >t (3.1.8)



olacak gekilde t5 > t; segebiliriz. Ayrica

t t

li{n inf/p(s)ds = li{n inf/p(s)ds (3.1.9)

o (t) 5(t)
esitliginin var oldugunu biliyoruz [Lemma 2.1.1, Erbe et al. (1995)]. Boylece (3.1.1)

denklemi, o(t) < §(t), u(t) artmayan bir fonksiyon olmasi ve (3.1.8) esitsizligi yardimiyla

u'(t) + %p(t}u(é(t)) <0, t >t (3.1.10)

esitsizligine doniigiir. Ayrica (3.1.6) ve (3.1.9) ifadelerinden

t
N

/p(s)ds >c>—, t>1t3 >t (3.1.11)
e

5(t)

olacak gekilde ¢ > 0 sabiti mevcuttur. Boylece (3.1.11) egitsizliginden

£* t

N N

— — 112
/p(s)ds > 5 Ve /p(s)ds > 5 (3 )
3(t) +

olacak sekilde t* € (§(t),t) mevcuttur.
[k olarak (3.1.10) esitsizligi, u(¢) fonksiyonunun artmayan olmasi kullanilarak §(¢) den

t* a integre edilirse,

ult) = ulb(0) + 5u(6E) [ plo)ds <0

elde edilir. Boylece (3.1.12) ifadesi yardimiyla

—u(5(t)) + a6 <0 (3.1.13)

bulunur.

(3.1.10) egitsizligi t* dan t ye integre edilirse,
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alt) = u(t") + 5 [s)u3()ds <0,

t*

t

u(t) — u(t*) + %u(é(t))/p(s)ds <0

t*

bulunur. Diger yandan (3.1.12) ifadesi yardimiyla
—u(t*) + —u(6(t))=— <0 (3.1.14)

olur. Boylece (3.1.13) ve (3.1.14) egitsizlikleri birlegtirildiginde,

u(e") > uld0) 5 > o) (4 )
ifadesi elde edilir ve
u(0(t")) 2
u(t*) < et =t
olur. Ayrica
= uo) oy (3.1.15)

u(t*)
olarak tamimlanirsa 1 < z < (46)2 oldugundan, z simirhdir.

Diger taraftan (3.1.1) denklemi wu(t) ile boliiniip 6(¢) den ¢ ye integre edilirse,

[(s) flu(o(s)) ,
/ a(s) ds + /p(s)—ds =0,

5(t) 5(t)

() F(u(o(s) ulo(s) ,
(o) / pls) ds =0

In

ifadeleri elde edilir. u(t) artmayan bir fonksiyon oldugundan

t

u(t) f(u(a(s))) u(d(s))
lnm—i—/p(s) ds <0

(1)
olur. Ayrica n, t — 0o, n — oo iken §(t) < n < t olacak gekilde tamimlanirsa, 6(t) — oo

olur. Boylece son esitsizlik
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o(t J
1 HO0) o) w60 [, 5116)
u(t) u(o(m))  uln)
3(1)
seklini alir. Diger taraftan (3.1.16) ifadesinin her iki tarafinin alt limiti alnirsa In z > 2

bulunur. Ancak, her z > 0 igin Inz < £ oldugundan bu durum imkansizdir. Boylece

celiski elde edilir.

Simdi ise N = 0 olmasi durumunu inceleyelim. Bu durumda ﬁ > 0 oldugu agiktir.

Ayrica

u

lim—— =0 3.1.17
YT (3117
olsun. (3.1.17) ifadesinden
l <
— <€
f(u)
veya
1
Jw) 1 (3.1.18)
u €

olacak gekilde € > 0 reel sayisi mevcuttur. Boylece o(t) < 0(t), u(t) artmayan ve §(t)

azalmayan fonksiyonlar oldugundan (3.1.1) denklemi, (3.1.18) ifadesi yardimiyla

1
u'(t) + =p(t)u(o(t)) <0 (3.1.19)
€
esitsizligine doniisgtir.

(3.1.19) ifadesi 6(t) den t ye integre edilirse,



5(t)
t
1
- / p(s)ds < 1
€
a(t)
esitsizlikleri elde edilir. Buradan
1> <
€
veya
€E>cC
elde edilir. Ancak bu durum lin(l)ﬁ = 0 olmasi ile celisir. Boylece teoremin ispati

tamamlanir.
Teorem 3.1.2 (3.1.2), (3.1.3), (3.1.5) ve (3.1.7) saglansimn. 0 < N < oo ve

d(t) := supo(s) olmak iizere, eger
s<t

t

lim sup/p(s)ds > N (3.1.20)

t—o0

3(t)
ise (3.1.1) denkleminin tiim ¢oziimleri salinimhdir.

Ispat Celigki olusturmak adma (3.1.1) denkleminin saliniml olmayan pozitif bir u(t)
¢oziimiiniin varligim kabul edelim. O halde, her ¢t > t; igin u(t), u(o(t)) > 0 olacak
sekilde ¢; > ty mevcuttur. Ayrica u(t) artmayan bir fonksiyondur. Diger taraftan
(3.1.7) ifadesi ve Teorem 3.1.1 den tlgilo u(t) = 0 oldugunu biliyoruz. (3.1.5) ifadesinden
0 > 1 olmak iizere,

Fu()) > %u(t} (3.1.21)
esitsizligi yazilir.

Kabiilden

t

lim sup/p(s)ds =K>N
t—o0

5(t)
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olacak gekilde bir K > 0 sabiti vardir. Boylece K > N oldugundan N < @ < K
elde edilir. Diger taraftan (3.1.1) denklemi, (3.1.21) ifadesi yardimiyla

(1) + gp(B)ulo(0) < 0

seklinde yazilir. §(t) > o(t) oldugundan son ifade

o (t) + %p(t)u@(t)) <0 (3.1.22)

esitsizligine doniisiir.
(3.1.22) esitsizligi, u(t) fonksiyonunun artmayan ve 6(t) fonksiyonunun azalmayan oldugu

diigiiniilerek () den ¢ ye integre edilirse,

veya

u(t) — u(3(t)) + %u@(t)) / p(s)ds < 0
5(¢)

esitsizlikleri bulunur. Buradan

1
_ - — <
u(t) —u(d(t)) |1 N /p(s)ds <0
5(t)
olur. Boylece yeterince biiyiik ¢ ler icin
t
/ p(s)ds < 6N

bulunur. Yani
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K+N
2N
K+

esitsizlikte 6 = 2_NN > 1 ifadesi yerine yazilirsa

olur. 8 > 1 ve

> 1 oldugundan bu ifade 6 olarak segilebilir. Elde edilen son

t
K+ N
limsup/p(s)ds =K< ;—

t—o0
4(t)

oldugundan celigki elde edilir ve ispat tamamlanir.

K+N

bulunur. Ancak K > =

Sonug 3.1.1 o(t) azalmayan bir fonksiyon oldugunda her ¢ igin o(¢) = §(¢) olur. Bu
durumda (3.1.20) sart:

t

lim sup/p(s)ds >N (3.1.23)
t—o00
o(t)
sartina dontistir.
Ornek 3.1.1
1
u'(t) + gu(a(t)) In(10 + |u(o(t))]) =0, t >0 (3.1.24)

birinci mertebeden lineer olmayan gecikmeli diferensiyel denklemi goz 6niine alalim.

Burada o(t) fonksiyonu,

t—1, t € [3k, 3k + 1]
o(t)=<¢ —3t+12k+3, tc€[3k+1,3k+2] , k&N,
5t — 12k — 13, te [3k+2,3k+ 3]
seklinde tanimlanmigtir. (3.1.4) yardimiyla
t—1, t € [3k,3k + 1]
6(t) :=supo(s) =1 3k, teBk+1,3k+26] , keNg
5t — 12k — 13, t € [3k+ 2.6,3k + 3]

fonksiyonunu elde ederiz. p(t) = 2 ve f(u) = uIn(10 + |u|) olarak seilirse,

N = Ii Yy l !
= 11msup ——— = umsu =
ool Fwy S0P uln(10 + uf) ~ Inl0

ve
t

1 N 1
lim inf — > =
e /p(s)ds e - e eln10
o(t)

elde edilir. Yani Teorem 3.1.1 in tiim sartlar saglanir. Boylece (3.1.24) denkleminin

tiim ¢oziimleri salinmh olur.
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3.2 Birinci Mertebeden Lineer Olmayan Birka¢ Gecikme Terim-
li Diferensiyel Denklemlerin Coziimlerinin Salimimi Icin

Elde Edilen Kriterler

u'(t) + Zpi(t) filu(oy(t)) =0 (3.2.1)

birinci mertebeden lineer olmayan birka¢ gecikme terimli diferensiyel denklemi goz
oniine alalim. Burada m € N, 1 < i < m igin p;(t) ve o;(t) negatif olmayan reel

fonksiyonlar olmak iizere

1 <i<migin o4(t) <t, t >ty ve 75limai(zf) = 00, (3.2.2)
1<i<m, u#0icn f; € C(R,R) ve ufi(u) >0 (3.2.3)

olsun. Diger taraftan 1 <7 < m igin
d;(t) := supo;(s), t >0 (3.2.4)
s<t
fonksiyonunu tamimlayalim. Boylece, 1 < i < m igin o;(t) < 0;(t) ve §;(t) fonksiy-
onlarinin azalmayan oldugu agiktir. Ayrica 1 < ¢ < m olmak iizere f; fonksiyonlar:
icin
u

limsup——=N,;, 0 < N; < 00 3.2.5
u—0  fi(u) ( )

olsun. Boylece bu sartlar altinda asagida verilen sonuclar elde edilmistir.

Teorem 3.2.1 (3.2.2), (3.2.3) ve (3.2.5) sartlar: saglansin. Eger

t

liminf/Zpi(s)ds > N (3.2.6)
i=1

t—o0 - e
5"

ise (3.2.1) denkleminin tiim ¢oziimleri salmimhdir. Burada N* = max {V;} ve

0(t) = min {d;(¢)} seklinde tanimlanmigtir.

Ispat Celiski olusturmak adina (3.2.1) denkleminin pozitif salinimsiz bir u(t) ¢oziimiiniin
varligini kabul edelim. Bu durumda 1 < i < m, Vt > t; icin u(t), u(o;(t)) > 0 olacak

sekilde t; > to mevcuttur. Ayrica (3.2.1) denkleminden

m

d(t) = =) pit) filuloi(t) <0, t >t

1=1
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elde edilir. Boylece u(t) artmayan bir fonksiyon olur. Ayrica (3.2.6) sartindan

/ ipi(t)dt ~ 5 (3.2.7)

oldugu goriiliir. Boylece (3.2.7) ifadesinin varhg goz oniinde bulunduruldugunda,
(3.2.1) denkleminin tiim salimimsiz ¢oziimleri ¢ — oo iken sifira yakinsadigindan tlim u(t) =
0 olur [Teorem 3.1.5, Ladde et al. (1987)]. Diger taraftan 1 < i < m ve t > t, igin

(3.2.5) ifadesi yardimiyla,

1
o)

filu(t)) > 2Ni“<t) > (3.2.8)

olacak gekilde ¢, > ¢; secilebilir. N* > 0 oldugunu kabul edelim. (3.2.1) denklemi,
1 < i < migin o4(t) < §(t) ve u(t) artmayan bir fonksiyon oldugu icin (3.2.8)

yardimiyla,

u'(t) +

: zlv ipi(t)u((S(t)) <0, t>t (3.2.9)

esitsizligine doniigiir. Ayrica (3.2.6) ifadesinden

*

t
— N
/ D pils)ds > > —, t>t3> 1 (3.2.10)
- e
5(t) =t

olacak gekilde ¢ > 0 reel sayis1 mevcuttur. Boylece (3.2.10) ifadesinden,

t* ¢
/E pi(s)ds > 5 ve/E pi(s)ds > 5 (3.2.11)
() =1 e =1

olacak sekilde her ¢ > t5icin t* € ((t),t) mevcuttur. Ayrica (3.2.9) ifadesi, u(t) fonksiy-

onunun artmayan oldugu goz oniinde bulundurularak §(¢) den t* a integre edilirse,

u(t) = ulb(0) + 535 [ Soplohuld(s)ds <o

HON




esitsizlikleri elde edilir. Boylece (3.2.11) yardimiyla

1 L N*
o) 5

bulunur. Diger yandan (3.2.9) ifadesi t* dan t ye integre edilirse,

—u(d(t)) +

<0 (3.2.12)

ult) = ult") + 5 [ Sopluld(s)ds <o
u(t) — u(t*) + 2;*u(5(t))/2p,(s)ds <0

esitsizlikleri elde edilir. Dolayisiyla (3.2.11) yardimiyla

1 N*
o U)o

olur. Diger taraftan (3.2.12) ve (3.2.13) esitsizlikleri birlikte diisiiniiliirse,

—u(t*) +

<0 (3.2.13)

u(t*) > Eu@(t)) > <E) u(6(t%))
ifadesi elde edilir ve boylece
u(6(")) 2
>
u(t*) < (46) 5 t t4
bulunur. Buradan
o)
u(t*) —

olarak tamimlanirsa 1 < z < (46)2 oldugundan, z smirh olur. Diger taraftan (3.2.1)

denklemi u(t) ile boliiniip 0(¢) den t ye integre edilirse,

t

LLOIRN § S (CCC TP
ks (/) 2P

5()

) s Res)
1u<5(t)>+!t);pz() )= 0,
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ifadeleri elde edilir. 1 <i < m i¢in 0;(t) < 4(t) oldugu i¢in son ifadeden

u(t) fz(U(U (s))) u(d(s))
EE0) /t) 2_: w(oi()  u(s) =0

olur. Diger taraftan 7, t — oo, n — oo iken §(t) < n < t olacak sekilde tamimlanirsa,

d(t) — oo olur. Boylece son esitsizlik

u%}; Z:: (0( u(5(77) /pz (3.2.14)

esitsizligine doniisiir. Ayrica (3.2.14) ifadesinin her iki tarafinin alt limiti alinirsa
Inz > £ bulunur. Ancak her z > 0 i¢in Inz < £ oldugundan bu durum imkansizdir.
Boylece celigki elde edilir.

U

Simdi N* = 0 olmasi durumunu inceleyelim. Bu durumda > 0 oldugu agiktir.

Ji(u)
Ayrica
lim—— =0 (3.2.15)
“Hofl( )
olsun. (3.2.15) ifadesinden 1 < ¢ < m i¢in
L ce<e
——<g<e€
fi(u)
veya
; 1
fitw) — (3.2.16)
u €

*

olur. Burada max {¢} = ¢ > 0 keyfi bir reel sayidir. Boylece (3.2.1) denklemi,

1<i<m
1 <i<migino;(t) < 0(t), u(t) artmayan bir fonksiyon ve 6(¢) azalmayan bir fonksiyon

oldugu i¢in (3.2.16) ifadesi yardimiyla,

+ el*ipz(t)u(é(t)) <0 (3.2.17)
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esitsizligine doniisiir.

(3.2.17) ifadesi 6(t) den t ye integre edilirse,

¢ m

ult) = u(6@) + % [ S p(s)u(3(s))ds <o,
5(t) =1
~ulb(0) + ~u(6) [ Y op(sds <o,

O

t
1 m
_ = >
u(3(t)) — —u(d(1)) / Zpl(s)ds 0,
5(t) =1
1
i 2
u(6() |1~ / > nls)ds| 20,
5(t) =t
t m
1
E/Zpi(s)ds <1
5t =1
esitsizlikleri elde edilir. Buradan
C
1> —
€
veya
€ >c

(3

oldugu goriiliir. Ancak bu durum lir% ﬁ = () olmasi ile ¢eligir. Boylece teoremin ispati
tamamlanir.
Teorem 3.2.2 (3.2.2), (3.2.3), (3.2.5) ve (3.2.7) saglansm. 0 < N* < oo olmak iizere,

eger

t—o0

t m
lim sup/Zpi(s)ds > N* (3.2.18)
5=

ise (3.2.1) denkleminin tiim ¢oziimleri salmimhdir. Burada N* = max {N;} ve

d(t) = min {d;(¢)} seklinde tanimlanmigtir.
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Ispat Celigki olusturmak adina (3.2.1) denkleminin pozitif salinimsiz bir u(t) ¢oziimiiniin
varligini kabul edelim. 1 < i < m ve her ¢t > t; i¢in u(t), u(o;(t)) > 0 olacak sekilde
t1 > to mevcuttur. Ayrica u(t) artmayan bir fonksiyondur. Diger taraftan (3.2.7) ifadesi

ve Teorem 3.2.1 geregince tlim u(t) = 0 olur. 6 > 1 olmak {izere (3.2.5) ifadesinden

Fu(®) 2 gu(t) = gzl (3.2.19)

esitsizligi yazilir.

Kabiilden

t

limsup/Zpi(s)ds =K >N~

t—o0 5(,5) iy
olacak sekilde bir K > 0 sabiti mevcuttur. Boylece K > N* oldugundan
N* < B2 < K elde edilir. Diger taraftan (3.2.19) yardimiyla, (3.2.1) denklemi

1

u'(t) + 5o ;pz‘(t)U(Uz‘(t)) <0

esitsizligine doniigiir. 1 < i < m igin 0;(t) < 6(t) ve u(t) artmayan oldugundan son

esitsizlik

u(t) + - ]{[ Zpi(t)u((S(t)) <0 (3.2.20)

seklinde yazilir.
u(t) fonksiyonunun artmayan ve §(t) fonksiyonunun azalmayan oldugu diisiiniilerek,

(3.2.20) esitsizligi 0(¢) den ¢ ye integre edilirse,

u(t) —u(d(h) + 7 ]{[ / > pi(s)u(é(s))ds <0
s(t) =1
veya
ult) = u(60) + 5 u(3(0) [ Sopo)ds <0

ifadeleri elde edilir. Buradan
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*
6

u(t) — u(s() |1 - Mlv / > nls)ds| <0
("=

olur. Boylece yeterince biiyiik ¢ ler icin

t

/Zm:pi(s)ds < ON*

() =1

olur. Yani

t
lim sup/Zpi(s)ds < ON*

t—o00 —1
5(t) "~

bulunur. 6 > 1 ve KQJJFVN "~ > 1 oldugu icin bu ifade # olarak secilebilir. Bu durumda
0= K;JFVN " > 1 ifadesi son bulunan esitsizlikte yerine yazilirsa,

K+ N~
limsup/Zpi(s)ds =K< L

t—o0

olur. Ancak K > & J;N " oldugundan celigki elde edilir ve ispat tamamlanir.
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Ornek 3.2.1

1 2
(1) + (o1 (1) (10 + fu(o1 (1))]) + —u(02(t)) In(8 + [u(oa(?))]) = 0, £ > 0 (3.2.21)
birinci mertebeden lineer olmayan birkag gecikme terimli diferensiyel denklemi gtz

oniine alalm. Burada 1 <14 < m igin 0,(t) fonksiyonlar1 agagidaki gibi tanimlanmigtir.

t—1, t € [3k,3k + 1]
o1(t) =9 —3t+12k+3, t€Bk+1,3k+2] , k&N,
5t — 12k — 13, t € [3k+2,3k+ 3]

t—3, t € [3k,3k + 1]
oot) =o1(t) =2 =14 —3t+12k+1, tc[3k+1,3k+2] , keN.
5t — 12k — 15, t € [3k+ 2,3k + 3]

Ayrica (3.2.4) yardimuyla,

t—1, t € [3k,3k + 1]
51(t) = sgpal(s) =< 3k, te3k+1,3k+26] , keNg
s<t
| Bt —12k—13, t€ [3k + 2.6, 3k + 3|
t—3, t € [3k,3k + 1]
8o(t) == SlipO'z(S) =4 3k -2, te3k+1,3k+26] , keNg
s<t

| 5t — 12k — 15, t € [3k +2.6,3k + 3]

ifadeleri elde edilir. Boylece

6(t) = min {0;(t)} = da(?)

1<i<2

yazilabilir. Diger taraftan pi(t) = 1, po(t) = 2 ve fi(u) = uln(10 + |u]), fo(u) =

e

uIn(8 + |u|) olarak almirsa;

N; = lims Y lims Y 1
= 1M Ssup——— = l11m su =
L )~ P un(10 + )~ In10”

No — i u I u 1
= 1msup—— =1msup—_- = —
’ uaopfz(u) uﬂopuln(8+ lu|]) In8

ve
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1
maX{Nl,Ng} = N* = m

bulunur. Boylece

9 N~ 1
g /Zp (5)ds e ~ e eln8

bulunur. Yani Teorem 3.2.1 in tiim sartlar: saglanir ve (3.2.21) denkleminin tiim ¢oziim-

leri salimimli olur.
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4 BIRINCI MERTEBEDEN LINEER OLMAYAN ILERI
DIFERENSIYEL DENKLEMLERIN COZUMLERININ

SALINIMI

Bu boliimde birinci mertebeden lineer olmayan ileri diferensiyel denklemlerle ilgili yapilan
calismalardan bahsedilecek ardindan elde ettigimiz salinimlilik kogullarina yer verilecek-
tir.

Fukagai ve Kusano (1984) birinci mertebeden lineer olmayan ileri diferensiyel denklem

icin agagidaki salinimhilik kriterini elde etmislerdir.

Teorem 4.1
u'(t) +p()f(u(o(t)) =0, t >t (4.1)

denklemini goz 6niine alahm. Burada p(t) < 0, o(t) azalmayan fonksiyon olmak iizere

o(t) >t, tlima(t) = 00 Ve

N = limsup [ < 00

|u|—o0 |f(u)‘

olsun. Eger

o(t)
o N
htrn 1nf/ [—p(s)ds] > — (4.2)
—00 e

t

ise (4.1) denkleminin tiim ¢oziimleri salimmhidir (Fukagai and Kusano 1984).

Yine ayn1 ¢aligmada agagidaki 6rnege yer vermiglerdir.

Ornek 4.1
/ tm .
w) 2log(1 +2t)u( )log [1 + |u(2t)|] = 0, m sabi (4.3)
ileri diferensiyel denklemini gtz oniine alalim. Burada p(t) = _Wlﬂ)’ o(t) = 2t,

f(u) =ulog (1 + |u|) seklindedir. Boylece

Y |ul Y u
1m = 1m ——
ful—oo | f ()] ful=ooulog (14 ul)
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bulunur. Diger yandan

o(t)
oo, m>—1

lim [ [—p(s)ds] =
t—o0 f 07 m S -1
olur. Boylece m > —1 ise denklemin tiim ¢oziimleri salimmmhdir. m = —1 oldugunda

ise denklem wu(t) = t seklinde salimmsiz bir ¢oziime sahip olur (Fukagai and Kusano

1984).

Teorem 4.2
W' (t) + p() f(u(o1(t)), ..., u(om(t)) = 0 (4.4)

ileri diferensiyel denklemini gtz oniine alahm. 1 < i < m ve t > a igin p(t) ve o;(t)
fonksiyonlari [a, 00) aralig: iizerinde siirekli fonksiyonlar, p(t) < 0, o;(t) fonksiyonlar:
icin o;(t) >t ve tlirglo 0;(t) = oo olsun. Ayrica R™ iizerinde 1 < i < m ve uju; > 0 igin
g f(Ury ooy ) > 0, siivekli f(uq, ..., u,,) fonksiyonu ve negatif olmayan f3; sabitleri i¢in
i B; = 1 olmak {izere

- a® .. |

N = limsup < 00

|ui|—o0 |f<u1a 7um)|
1<i<m

olsun. Diger yandan 1 <i <mvet > aigint < o*(t) < 0,(t) olacak sekilde azalmayan

o*(t) fonksiyonu var ve

o (t)

lim inf / —p(s)] ds >§ (4.5)

ise (4.4) denkleminin tiim ¢oziimleri salimmhidir (Fukagai and Kusano 1984).

Ornek 4.2
W (1) — at™ [u(2)]F [u(4t)]3 =0, a > 0 ve m sabit

12
ileri diferensiyel denklemi goz oniine alalim. Burada p(t) = —at™, f(u1,us) = ujud
ve 01(t) = 2t, 04(t) = 4t seklindedir. Diger yandan 1 < ¢ < m igin t < o*(t) < 0;(t)
olacak sekilde azalmayan o*(t) = 2t fonksiyonunu segebiliriz. Ayrica f; = 3, 3, = 2 ve
2

> B; = By + By = 1 olur. Boylece verilen teoremin tiim sartlari saglanir ve
i=1
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[ Epenas =g > o

alog2 ;m=-1
ifadesi elde edilir. Yani m > —1 olursa verilen denklemin tiim ¢oziimleri salinimh olur

(Fukagai and Kusano 1984).

Ladde vd. (1987),

(1) =Y pilt) filuloi() = 0 (4.6)
i=1
denklemini ele almig ve agagida verilen salimmmlilik kogulunu elde etmislerdir.

Teorem 4.3 1 < ¢ < m igin
(1) 0;(t) € C(R4,R), 0;(t) fonksiyonlar: R, iizerinde kesin olarak artan ve o;(t) > t,
tlim o(t) = oo,

(73) pi(t) > 0, p;(t) fonksiyonlar: bolgesel olarak integrallenebilir,
(i7i) f; € C(R,R), u # 0 igin uf;(u) > 0, f; fonksiyonlar1 artan fonksiyonlar ve

U
lim —— = N; >0
\U\—mfi(u)

olsun. Eger

o (t) .

lim inf / (Zpi(s)ds) > — (4.7)

t

veya
o*(t)

limsup/ (Zpi(s)ds> > N* (4.8)

t—o0
t

ise (4.6) denkleminin tiim ¢oziimleri salmimhdir. Burada N* = max {N;} ve o*(t) =

min {o;(s)} seklinde tammlanmigtir (Ladde et al. 1987).
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4.1 Birinci Mertebeden Lineer Olmayan ileri Diferensiyel Denk-

lemlerin Coziimlerinin Salinimi I¢in Elde Edilen Kriterler

u'(t) = p(t) f(u(o(t))) = 0, t > to (4.1.1)

birinci mertebeden lineer olmayan ileri diferensiyel denklemi g6z 6niine alalim. p(t) ve

o(t) negatif olmayan reel fonksiyonlar,

t >ty igin o(t) >t ve tlirn o(t) = oo, (4.1.2)
feCR,R) veu+#0igin uf(u) >0 (4.1.3)

olmak tizere o(t) fonksiyonu i¢in

)(t) :==info(s), t >0 (4.1.4)

s>t
olacak sekilde 0(t) tamimlayalim. Agik olarak ¢ > 0 igin o(t) > d(t) ve §(¢) azalmayan

bir fonksiyon olur. Ayrica

u
limsup—— =N, 0 < N <0 (4.1.5)

olsun. Boylece bu sartlar altinda agsagida verilen sonuclar elde edilmistir.
Teorem 4.1.1 (4.1.2), (4.1.3) ve (4.1.5) saglansin. Eger

o(t)
o N
lim 1nf/p(s)ds > — (4.1.6)
e

t—o00
t
ise (4.1.1) denkleminin tiim ¢oziimleri salimimhdir.

Ispat Celigki olusturmak adina (4.1.1) denkleminin pozitif salinimsiz bir u(t) ¢oziimiiniin
varligimi kabul edelim. Bu durumda t > ¢ igin u(t), u(o(t)) > 0 olacak sekilde t; > tg

vardir. Ayrica, (4.1.1) denkleminden

u'(t) = p(t) f(u(o(t))) 2 0, t = 1
oldugundan u(t) azalmayan bir fonksiyon olur. (4.1.6) sartindan
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o0

/p(t)dt = 00 (4.1.7)

a

yazilir. (4.1.7) ifadesinden, (4.1.1) denkleminin tiim salimimsiz ¢oziimleri ¢ — oo iken
sonsuza yakinsar. Yani, tlim u(t) = oo olur [Teorem 3.1.6, Ladde et al. (1987)]. Simdi

N > 0 olsun. (4.1.5) ifadesi yardimiyla t > 5 igin

1
> — .
Flu(t)) > grou(t) (119
olacak sekilde t, > ¢, vardir. Diger yandan Ocalan ve Ozkan (2016) tarafindan yapilan
calismada,
a(t) 8(t)
li{n inf [ p(s)ds = li%n inf [ p(s)ds (4.1.9)
t t

esitliginin var oldugunu biliyoruz. (4.1.1) denklemi, o (t) > §(¢), u(t) ve 6(t) azalmayan
fonksiyonlar oldugu igin (4.1.8) ifadesi yardimuyla

u'(t) — %p(t)u@(t)) >0, t >t (4.1.10)

esitsizligine doniigiir. Ayrica (4.1.6) ve (4.1.9) ifadelerinden

N
/p(s)ds >c>—, t>13 > 1 (4.1.11)

olacak gekilde ¢ > 0 mevcuttur. Boylece (4.1.11) ifadesinden her ¢ > ¢3 igin

t* 5(t)

N N

— — 4.1.12
/p(s)ds > 5 Ve/p(s)ds > 50 ( )
t t*

olacak sekilde t* € (¢, d(t)) mevcuttur.

Ik olarak (4.1.10) esitsizligi ¢ den t* a integre edilirse,

veya
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t*

w(t) — u(t) — %u(é(t)) / p(s)ds > 0

ifadeleri elde edilir. Boylece (4.1.12) ifadesi yardimiyla,

u(t) — ——u(0(t)> > 0 (4.1.13)

u(8(6) — u(t) = 5 [ p(s)u(d(s))ds > 0
veya
, 5(t)
ul3(0) ~ ult") = 5u(o(t") [ pls)ds 20

w(5(t) — —u(5# )Y 0 (4.1.14)

esitsizligi elde edilir. (4.1.13) ve (4.1.14) ifadeleri birlikte diigiiniildiigiinde ise

W(t) > u(3 (D)= > u(d(t)) (i)

4e

olur. Buradan

u(6(t*)) 5
>
u(t*) < (46) , > 14
ifadesi elde edilir.
L)
u(t*)

seklinde tanimlamrsa 1 < z < (4e)? oldugundan, z smirhdr.

Ayrica (4.1.1) denklemi u(t) ile boliiniip ¢ den 0(t) ye integre edilirse,




1n“§%”-/é@y““ﬁ“”)“”“”dszo

ifadeleri elde edilir. u(t) azalmayan bir fonksiyon oldugundan

5(t)

MO0 _ [ D ot

! u(o(s))  uls)

u(?)

olur. Diger taraftan n, t — oo, 7 — oo iken t < 1 < §(t) olacak gekilde tammlanirsa,

t

d(t) — oo olur. Boylece son esitsizlik

veya

In

u(3(t)) _ flulo(n)) u(d(n)
o 2 o)t ] P (4.1.15)

ifadelerine doniigiir. Boylece (4.1.15) ifadesinin her iki tarafinin alt limiti alinirsa
Inz > 2 bulunur. Ancak her z > 0 i¢in Inz < £ oldugu icin bu durum imkansizdir.
Boylece celigki elde edilir.

Simdi N = 0 olmasi durumunu inceleyelim. Bu durumda ﬁ > (0 ve

. uo

oldugundan (4.1.16) ifadesi yardimiyla

veya

— > - (4.1.17)

olacak gekilde € > 0 keyfi reel sayisi mevcuttur. Boylece (4.1.1) denklemi, 6(t) < o(t)

ve u(t) ve (t) azalmayan fonksiyonlar oldugu igin, (4.1.17) ifadesi yardimiyla

20



u'(t) — =p(t)u(6(t)) >0 (4.1.18)
esitsizligine doniisiir.

Simdi (4.1.18) ifadesi t den §(t) ye integre edilirse,

a(t)
u(s(0) ~ utt) = - [ ps)u(a(s))ds 20,
) a(t)
u(d(t)) — Eu(é(t))/p(s)ds >0 (4.1.19)

¢
esitsizlikleri elde edilir. (4.1.11) ve (4.1.19) ifadelerinden

c
1> -
€
veya
€E>cC
olur. Ancak bu durum ‘ |lim % = (0 olmasi ile ¢eligir. Boylece teoremin ispat1 tamam-
Uf—oo
lanir.

Teorem 4.1.2 (4.1.2), (4.1.3), (4.1.5) ve (4.1.7) saglansin. 0 < N < oo ve

i(t) = igga(s) olmak iizere, eger

5(t)
lim sup/p(s)ds >N (4.1.20)

t—oo

t

ise (4.1.1) denkleminin tiim ¢dziimleri sahmimhdir.
Ispat Celiski olusturmak adina (4.1.1) denkleminin porzitif salinimsiz bir u(t) ¢oziimiiniin
varligini kabul edelim. Bu durumda ¢t > ¢; i¢in u(t), u(o(t)) > 0 olacak sekilde t; > t

vardir. Ayrica u(t) azalmayan bir fonksiyondur. (4.1.7) ifadesi ve Teorem 4.1.1 den

limu(t) = oo olur. 6 > 1 olmak iizere (4.1.5) ifadesinden

t—o0

Fu(t) > %u(t) (4.1.21)

o1



esitsizligi yazilir.

Kabiilden
3(t)

lim sup/p(s)ds =K>N
t—o0

t
olacak gekilde bir K > 0 sabiti mevcuttur. Boylece K > N oldugundan N < % <K

elde edilir. (4.1.1) denklemi, (4.1.21) yardimiyla
1

u(t) = grppt)ulo(t)) 2 0

esitsizligine doniigiir. o(t) > () ve u(t) azalmayan oldugundan, elde edilen

son egitsizlik
1
oN?
seklinde yazilir. Boylece (4.1.22) esitsizligi ¢ den 6(¢) ye integre edilirse,

(1) (Hu(5(t)) >0 (4.1.22)

5(t)
1
- >
u(0(t)) — 57 u0(t)) [ p(s)ds 2 0,
t
5(t)
1
. >
u(d(t)) |1 N p(s)ds 0
t
bulunur. Yani
5(t)
/ p(s)ds < ON
¢
elde edilir. Buradan
5(t)
lim sup/p(s)ds < ON
t—o0
t
olur. 6 > 1 ve IEVN > 1 oldugu icin bu ifade 6 olarak secilebilir. Boylece 6 = [;J]“VN > 1

ifadesi son bulunan egitsizlikte yerine yazilirsa,
5(t)

lim sup/p(s)ds =K<

t—o0

K+ N
2

t
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ifadesi elde edilir. Ancak K > @ oldugundan celigki elde edilir ve ispat tamamlanir.

Sonug 4.1.1 o(t) azalmayan bir fonksiyon oldugunda her ¢ igin o(¢) = §(¢) olur. Bu

durumda (4.1.20) kosulu

o(t)
limsup [ p(s)ds > N
t—o0

t

kosuluna doniisiir.

Ornek 4.1.1

Wt — 2u(a(t)>1n<3 +lulo(®))) =0, t >0

(4.1.23)

(4.1.24)

birinci mertebeden lineer olmayan ileri diferensiyel denklemi gz 6niine alalim. Burada

o(t) fonksiyonu,

4t — 6k — 2, te2k+1,2k+ 2]
O'(t): s kENU
—2t + 6k + 10, t € 2k + 2,2k + 3]

seklinde tanimlanmigtir. Ayrica (4.1.4) yardimiyla,

4t — 6k —2, te€2k+1,2k+15
d(t) := info(s) = [ ] ., keNy
s2t 2k + 4, t € [2k +1.5,2k + 3]

ifadesi elde edilir. Burada p(t) = 2 ve f(u) = uln(3 + |u|) olarak alinirsa,

[

U U
N =limsup—— = limsup—— = =0

olur. Boylece t = 2k + 3, k € Ny i¢gin

o(t)
N
liminf/p(s)ds _3 > —

t—o0
t

olup Teorem 4.1.1 in tiim sartlart saglamir ve (4.1.24) denkleminin tiim ¢oziimleri

salimmml olur.
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4.2 Birinci Mertebeden Lineer Olmayan Birkac Ileri Terimli
Diferensiyel Denklemlerin Céziimlerinin Salinimi I¢in Elde

Edilen Kriterler

u'(t) — Zpi(t)fz(U(Ui(t))) =0 (4.2.1)

birinci mertebeden lineer olmayan birkag ileri terimli diferensiyel denklemi gtz 6niine
alalim. Burada m € N, 1 < i < m igin p;(t) ve o;(t) negatif olmayan reel fonksiyonlar

olmak {izere,

1 <i<migin o4(t) >t, t >ty ve tlimai(t) = 00, (4.2.2)
1<i<m, u#0icn f; € C(R,R) ve ufi(u) >0 (4.2.3)

olsun. Diger taraftan

9i(t) :=infoy(s), t >0 (4.2.4)

s>t
fonksiyonunu tanimlayalim. Buradan, 1 < i < m igin §;(¢) < o,(t) ve §;(t) fonksi-
yonlarinin azalmayan oldugu agikca goriilebilir. Ayrica 1 < ¢ < m olmak iizere f;

fonksiyonlar: i¢in

lim sup =N;, 0<N; < (4.2.5)

u

olsun. Boylece bu sartlar altinda agsagida verilen sonuclar elde edilmistir.

Teorem 4.2.1 (4.2.2), (4.2.3) ve (4.2.5) sartlar saglansin. Eger

t—o0 e

5(t)
m N*
liminf/Zpi(s)ds > (4.2.6)
, =1

ise (4.2.1) denkleminin tiim ¢oziimleri sahmimhdir. Burada N* = max {N;} ve

0(t) = max {6;(t)} seklinde tanimlanmigtr.

Ispat Celigki olusturmak adina (4.2.1) denkleminin porzitif salinimsiz bir u(t) ¢oziimiiniin
varligii kabul edelim. Boylece 1 < i < m vet >t i¢in u(t), u(o;(t)) > 0 olacak sekilde

ty > to vardir. Ayrica (4.2.1) denkleminden
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u'(t) = Zpi(t)fz(U(Ui(t))) >0

oldugundan u(t) azalmayan bir fonksiyon olur. (4.2.6) sartindan

/Zpi(t)dt = 00 (4.2.7)

yazilir. (4.2.7) ifadesinden, (4.2.1) denkleminin tiim salmimsiz ¢oziimleri ¢ — oo iken

sonsuza yakimsadigindan lim u(¢) = oo olur [Teorem 3.1.6, Ladde et al. (1987)]. N >0

t—oo

olsun. (4.2.5) ifadesi yardimiyla 1 < i < m ve t > t5 igin

1 1
Fu(®) = grrul) > g

olacak gekilde to > t; vardir. 1 < ¢ < m igin o;(t) > 6(t), u(t) ve §(t) azalmayan

0 (4.2.8)

fonksiyonlar oldugu icin (4.2.1) ve (4.2.8) ifadelerinden

(1) = 3> pl)u(6(0) 2 0 (12.9)

esitsizligi elde edilir. Ayrica (4.2.6) ifadesinden

5

N*
/Zpi(s)ds >c> (4.2.10)
, i=1 €
olacak gekilde ¢ > 0 mevcuttur. Boylece (4.2.10) ifadesinden her ¢ > t3 igin
i N A N
/2p<s>s - ve/2p<s>s - (42.11)
t = t =

olacak sekilde t* € (t,d(t)) mevcuttur.

[k olarak (4.2.9) esitsizligi ¢ den t* a integre edilirse,

lt) = ult) = 5= [ S op(s)u(d)ds = 0
veya t
ult) = u(t) = 5 u6(0) [ 3pis)ds = 0



ifadeleri elde edilir. Diger taraftan (4.2.11) ifadesi yardimiyla

u(t*) — srul5() 5

esitsizligi bulunur. Ayrica (4.2.9) esitsizligi t* dan 6(¢) ye integre edilirse,

>0 (4.2.12)

O
u(5(0) = ult") = 5z [ Sops)uld(s)ds 20
veya
, O
u(3(0) ~ u(t") = 5 ul6(e) [ Sopis)ds = 0

elde edilir. Diger taraftan (4.2.11) ifadesi yardimiyla

u(B(6) — (5 o

esitsizligi bulunur. (4.2.12) ve (4.2.13) ifadeleri birlikte diigiintildiigiinde ise

>0 (4.2.13)

u(8(t)) 2
u(t*) < (46) , T >ty
olur.
_u(6(t7))
T 2

olarak tammlanrsa 1 < z < (4e)” oldugundan, z smirhdir.

Daha sonra (4.2.1) denklemi u(t) ile boliiniip ¢ den §(t) ye integre edilirse,

“/”u%s) . (/)ip ) )
[ ® ) &P /
5()
uo(®) [N (s ule(s)
i 200 / > r O )l =

ifadeleri elde edilir. u(t) azalmayan ve 1 <i < m igin 0(¢) < 04(t) oldugundan
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5(t)
w@(t) [N Filulei(9) ub(s)
S0 / 2““ uoi(s) uts) ="

esitsizligi elde edilir. Ayrica n, t — oo, n — oo iken t < n < 6(t) olacak sekilde

t

tanmimlanirsa, 6(t) — oo olur. Boylece son esitsizlik

HU(5(t)) B — fiu(o; s)ds
R D DT T Kl
veya,
5(¢)
u5(0) | flalo) uG@) [
WD 22 ) uln J PO .

t

sekline dontistir. Boylece (4.2.14) ifadesinin her iki tarafinin alt limiti alinirsa Inz > 2
elde edilir. Ancak her x > 0 i¢in Inz < % oldugu i¢in bu durum imkansizdir. Boylece

celigki elde edilir.

Simdi N* = 0 olmas1 durumunu inceleyelim. Bu durumda % > (0 ve
u
lim —— =0 4.2.15
ful =0 f;(u) ( )

oldugundan (4.2.15) ifadesi yardimiyla

veya

> = (4.2.16)

olur. Burada max {e;} = € > 0 keyfi bir reel sayidir. Boylece (4.2.1) denklemi,
1 <i<migin (57(155 < 04(t), u(t) ve 6(t) azalmayan fonksiyonlar oldugundan ve (4.2.16)

ifadesi yardimiyla

w(t) = = pit)u(s(t) > 0 (4.2.17)
esitsizligine doniisiir.

Simdi (4.2.17) ifadesi ¢ den 6(t) ye integre edilirse,
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uls(0) = ult) = % [ S pls)u(s(s))ds 20,

€

€

3(t)
1 m
u@@)—TMMM/EJMQMZO (4.2.18)
, =1
esitsizlikleri elde edilir. (4.2.10) ve (4.2.18) ifadelerinden

C
1>—
€*

veya

*

€ >c

bulunur. Ancak bu durum lim % = 0 olmasi ile celisir ve teoremin ispat1 tamam-

lanir.

Teorem 4.2.2 (4.2.2), (4.2.3), (4.2.5) ve (4.2.7) saglansin. 0 < N* < oo olmak iizere,

eger

5ty
lim sup/Zpi(s)ds > N* (4.2.19)
oo im

¢
ise (4.2.1) denkleminin tiim ¢oztimleri salmimhdir. Burada N* = max {N;} ve

d(t) = max {6;(t)} seklinde tanimlanmgtr.

Ispat Celigki olusturmak adina (4.2.1) denkleminin porzitif salinimsiz bir u(t) ¢oziimiiniin
varligimi kabul edelim. Bu durumda ¢ > ¢, igin u(t), u(o;(t)) > 0 olacak sekilde t; > tg
vardir. Ayrica u(t) azalmayan bir fonksiyondur. (4.2.7) ifadesi ve Teorem 4.2.1 den

limu(t) = oo olur. # > 1 olmak iizere (4.2.5) ifadesinden

t—oo

F(u(®) > ——ult) > ——ult) (4.2.20)

AT =N Y = v -
esitsizligi yazilir.
Kabiilden

5t
limsu/ i(s)ds = K > N*
msup t ;p( )
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olacak sekilde bir K > 0 sabiti mevcuttur. Boylece K > N* oldugundan
N* < B2 < K elde edilir. (4.2.20) esitsizligi yardimiyla, (4.2.1) denklemi

1

u'(t) — N Zpi(t)u(%(t)) >0

esitsizligine doniigiir. Ayrica 1 <7 < m igin 0;(t) > 6(t) ve u(t) azalmayan oldugu igin,
elde edilen son esitsizlik

o)~ jlv > ntu(a(n) = 0 (4.2.21)

seklinde yazilabilir. Boylece elde edilen (4.2.21) egitsizligi ¢t den §(t) ye integre edilirse,

t =1
5y
1
u(3(0) - yzul6) [ S pi(s)ds 2o,
, i=1
5y
1
u(d(®) 1= o / Z;pz(s)ds >0
t =
olur. Buradan
5y
/Zpi(s)ds < ON*
, =1
bulunur. Yani
OIS
lim sup/Zpi(s)ds < ON*
oo J s
olur. 6 > 1 ve K;]“VN > 1 oldugu icin bu ifade # olarak segilebilir. Bu durumda
0= K;jVN ~ > 1 ifadesi son bulunan esitsizlikte yerine yazilirsa,
5y
K+ N*
lim su i(s)ds = K <
m sup ;p( ) <

t

ifadesi elde edilir. Ancak K > % oldugundan celigki elde edilir ve ispat tamamlanir.
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Ornek 4.2.1

u'(t) — SU(Ul(f)) log(5 + [u(a1(1))]) — Zé’u(ﬁ(lﬁ)) log(7+ [u(o2(t))]) = 0, t > 1 (4.2.22)

ileri diferensiyel denklemini gz 6niine alahm. Burada 1 < i < m igin o;(¢) fonksiyonlari,

4t — 6k — 2, te2k+1,2k+ 2]
Ul(t): k/’GNo,
—2t + 6k + 10, t € 2k + 2,2k + 3]

4t — 6k, te2k+1,2k+ 2]
UQ(f):O'l(t)—FQ: k € Ny
—2t 4+ 6k + 12, t € [2k + 2,2k + 3]
seklinde tanimlanmigtar.

Ayrica, (4.2.4) yardimiyla,

At — 6k — 2, t€[2k+1,2k+ 1.5

01(t) := infoq(s) = ,  keNy
= 2k + 4, t € [2k + 1.5,2k + 3]
4t — 6k, t€[2k+1,2k+ 1.5
do(t) := infoq(s) = [ ] , keNy
= 2k +6, te2k+1.5,2k+ 3]

ifadeleri elde edilir. Boylece

5(t) = max {5;(t)} = 62(t)

1<i<2
yazilabilir. Diger taraftan pi(t) = 2, po(t) = 2 ve fi(u) = ulog(5 + |ul), fo(u) =

ulog(7 + |u]) olarak alimirsa,

u

N; = lim sup = limsup—— =0,
N, = lim sup—r— = limsup—————— =0

|u|—o0 f2(u) |u|—o0 UIOg(7+ |u|)
ve

maX{Nl,NQ} =N"=0

bulunur. Boylece t = 2k 4 3, k € Ny i¢in
5(t)

“ 18 N*
1{2;2/21“8“ e
t =

olur. Yani Teorem 4.2.1 in tiim sartlar1 saglanir ve (4.2.22) denkleminin tiim ¢oziimleri

saliniml olur.
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9 TARTISMA ve SONUC

Bu tez calismasinda asagidaki sonuglar elde edilmistir.
u'(t) +p(t) f(u(o(t))) =0 (5.1)

birinci mertebeden lineer olmayan gecikmeli diferensiyel denklemi goz 6niine alalim.

Burada p(t) > 0, o(t) > 0,0(t) monoton olmas: gerekmeyen gecikme ve

t > tpicin o(t) <t ve limo(t) = oo,

t—o0

feCR,R) veu#0igin uf(u) >0

olsun. Ayrica

u
limsup——=N, 0< N <
u—0 f(u)

olmak iizere (5.1) denkleminin tiim ¢oziimlerinin salinimli olmasi igin agagidaki kogullar

elde edilmigtir.

(4)

t

N
liminf/p(s)ds > —,
e

t—o0
o(t)

(17) 0 < N < oo ve 6(t) := supo(s) olmak iizere,
s<t

t

lim sup/p(s)ds > N.

t—o0
()

Elde edilen bu sonuglar ile “Oscillation of Nonlinear Delay Differential Equations with
Non-Monotone Arguments” isimli makale ¢caligmasi hazirlanmig ve “International Jour-

nal of Analysis and Applications” adli dergide yayinlanmigtir.

Birinci mertebeden lineer olmayan ileri diferensiyel denklemi gz 6niine alalim.

p(t) >0, o(t) > 0,0(t) monoton olmas: gerekmeyen gecikme,
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t >ty igin o(t) >t ve limo(t) = oo,

t—o00

feCR,R)vewu#0igin uf(u) >0

olsun. Ayrica

U
limsup——=N, 0< N <0

olmak iizere (5.2) denkleminin tiim ¢oziimlerinin salimimli olmasi igin agagidaki kogullar

elde edilmigtir.
(4)
a(t) r
liminf/p(s)ds > —,
e

t—o0
t

(771) 0 < N < oo ve 6(t) := irga(s) olmak {izere,

8(t)
lim sup/p(s)ds > N.

t—o0
t

Buradan elde edilen sonuglar ile “Oscillatory Behaviour of Non-Linear Advanced Dif-
ferential Equations with Non-Monotone Argument” isimli makale ¢aligmasi hazirlanmig

ve Acta Mathematica Universitatis Comenianae adli dergide yayima kabul edilmistir.

Birinci mertebeden lineer olmayan birkac gecikme terimli diferensiyel denklemi goz

oniine alalim.
u'(t) + Zpi(t)fi(u<0i(t))) =0, (5.3)

burada m € N, 1 < i < m igin p;(t) > 0, o;(t) > 0, 0;(t) monoton olmas1 gerekmeyen

gecikmeler olmak iizere,
1 <i<migin o;(t) <t, t >ty ve tlimai(t) = 00,
—00

1<i<m, u#0igin f; € C(R,R) ve uf;j(u) >0

olsun. Ayrica 1 < i < m igin

lim sup 4 =N;, 0<N; <

u—0 fi(u)
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olmak iizere (5.3) denkleminin tiim ¢oziimlerinin salinimli olmasi igin agagidaki sartlar
elde edilmigtir. m € N, 1 <7 < m igin

(4)

t
m N*
ligglf/Z;pi(s)ds >—
3"

(17) 0 < N* < oo olmak {izere,

t—o00

¢
limsup/Zpi(s)ds > N*,
s =t

burada 6;(t) := supo;(s), N* = max {N;} ve §(t) = min {;(¢) } seklinde tanimlanmigtir.
Elde edilen bu ;zziflmmhhk kosullar: ile birlikte “Oscillatory Behaviour for Nonlinear
Delay Differential Equations with Several Non-Monotone Arguments” isimli makale
calismasi hazirlanmig ve yayina sunulmustur. Ayrica “Lineer Olmayan Gecikmeli Dife-
rensiyel Denklemlerin Salinimlilik Davranigi” isimli BAPK proje ¢alismasi baglatilmigtir
ve “On Oscillation of Nonlinear Differential Equations” isimli sozlii bildirimiz IJAS

(2018) isimli konferansta sunulmustur.

Birinci mertebeden lineer olmayan birkag ileri terimli diferensiyel denklemi gz oniine

alalim.

(1) =Y _pi) filu(oi(1) =0, (5.4)

i=1
burada m € N, 1 < i < m igin p;(t) > 0, 0;(t) > 0, 0;(t) monoton olmasi gerekmeyen

gecikmeler olmak tizere,
1 <i<migin o;(t) >t, t >ty ve tlimai(t) = 00,

1<i<m, u#0icn f; € C(R,R) ve ufi(u) >0

olsun. Ayrica 1 <i < m igin

lim sup =N;, 0<N; <0

u
olmak iizere (5.4) denkleminin tiim ¢oziimlerinin salimml olmas igin agagidaki sartlar

elde edilmistir. m € N; 1 <7 < m igin
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5(t)

o - N*
htrg(l)gf/zlpi(s)ds >
t =

(77) 0 < N* < oo olmak tizere,

t—o0

5y
limsup/Zpi(s)ds > N*,
. i=1

burada §;(t) := ir>1£0i(s), N* =max {N;} ve §(t) = max {0;(t)} seklinde tammlanmsgtir.
Burada elde ettig;imiz sonuclar ise makale ¢alismasi olarak derlenip yayina sunulmak

iizere hazirlanmaktadir.

Birinci mertebeden lineer olmayan gecikmeli diferensiyel denklemlerle ilgili yapilan
onceki calismalarda gecikme terimlerinin monoton olmasi s6z konusu idi ancak elde et-
tigimiz sonuglar ile birlikte gecikme terimlerinin monoton olma sart1 kaldirildi. Boylece
elde edilen yeni salimmmlhlik kriterleri ile birlikte monoton olmayan gecikmeleri iceren
birinci mertebeden lineer olmayan gecikmeli ve ileri diferensiyel denklemlerin ¢oziim-

lerinin salinimhiligr gosterildi.
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